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Introduction

La géométrie algébrique est 'étude des variétés algébriques, définies comme ensembles
des zéros d’'un ou plusieurs polynémes. Lorigine de cette étude remonte a Descartes
et de nombreux autres mathématiciens : Abel, Riemann, Poincaré, M. Noether, 1’école
italienne avec Severi. Plus récemment Weil, Zariski et Chevalley s’y sont illustrés . Dans
les années 1950-1960 la géométrie algébrique a connu un développement considérable
et a subi un bouleversement gigantesque sous 'impulsion de J.-P. Serre et surtout d’A.

Grothendieck.

Aujourdh’ui la géométrie algébrique est I'une des disciplines fondamentales dans de
nombreuses parties des mathématiques.

L'objectif de ce mémoire est d’étudier un cas particulier intéressant des variétés algé-
briques : les variétés abéliennes.

Une variété abélienne est un ensemble possédant une structure de groupe et une struc-
ture de variété algébrique projective, ces deux structures étant compatibles. La condition
de projectivité est d’'une grande utilité et plusieurs propriétés des variétés abéliennes en
découlent ; c’est le cas, par exemple, de la proposition suivante connue sous le nom de
lemme de rigidité :

Proposition :

Soient 2" une variété projective, % et 2 deux variétés quelconques, et [ : 2 x ¥ — &
un morphisme. S’il existe un point yy de % tel que f restreint a 2" x {yy} est constant,
alors f est constant sur toute tranche 2" x {y}.

Si de plus f est constant sur une tranche de la forme {xy} x # alors f est constant sur
tout 2" x ¥

La méthodologie utilisée pour réaliser cette étude est basée sur une approche compre-
nant trois chapitres structurés de la maniére suivante :

Le chapitrel intitulé " Préliminaires" regroupe des notions de base utiles dans les cha-
pitres suivants. Les résultats sont sonvent donnés sans démonstration, mais illustrés
par des exemples et par des remarques pour faciliter la compréhension aux lecteurs
moins familiarisés avec ces théories.

Le chapitre 2 intitulé " Variétés Abéliennes " qui constitue le coeur du sujet présente
quelques propriétés importantes des variétés abéliennes et donne quelques méthodes
pour décrire les applications dans une variété abélienne. La reconnaissance de certaines
propriétés renseigne sur leurs applications (cryptographie, algorithme de Satoh, algo-
rithme de Kedlaya, etc.).

Pour illustrer cette utilité on a donné comme exemple le théoréme de Weil suivant :
Théoreme (Weil).

Théoréeme :
Soient ¥ une variété projective définie sur le corps de nombres K et D un diviseur sur
¥ et I'application iy p : # — R. Il existe une application

hy : Div(V) — {hfy/p}
tel que :
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1) Normalisation : pour un hyperplan H C P"de codimension 1, on a :

hpn 1y (P) = h(P)+O(1); VP € P"(k).

2) Fonctorialité : pour un morphisme de variétés ¢ : ¥ — # induisant une
application ¢* : Div(#') — Div(¥'), et un diviseur D € Div(#'),on a :

hy ¢-p(P) = hy p(9(P)) +O(1), VP e P(k).
Pour D.D’ € Div(¥) on a :

hy pyp/(P) = hy p(P) +hy p(P), VPeP"(k).

3) Equivalence linéaire : Si D, D' € Div(¥) sont des diviseurs linéairement
équivalents, alors

h“//,D - l’l'y/7D/ —|— 0(1)

4) Positivité : Si D est un diviseur sur 7/, considérons B un sous-ensemble des points
associé au systeme linéaire |D|. Alors :

hy p(P) =2 0(1) P e (V\B)(K).

5) Propriété de Northcott : Si D € Div(7) est un diviseur ample, alors pour toute
extension fini K’ de K et une constante réel M, ’ensemble

{PeV(K') | hyp(P) <M}

est fini.

O(1) étant une constante ne dépendant que de chacune des données suivantes : les
variétés, diviseurs, morphismes ; mais pas du point P.

Le chapitre 3 est intitulé "Développement et Problématiques ", dans cette partie on a
présenté quelques exemples d’applications pouvant intéresser des chercheurs dans les
domaines a travers plusieurs branches mathématiques.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Sauf précision, on suppose que k est un corps commutatif et » un entier naturel non nul.
On note k[Xj,...,X;] 'anneau des polyndmes a n indéterminées a coefficients dans «.

1.1 Variétés algébriques

1.1.1 Ensembles algébriques affines, ensembles algébriques pro-
jectifs

Définition 1.1.1.1 (espaces affines, espaces projectifs)

1. On appelle espace affine de dimension n l’ensemble k" produit cartésien itéré n fois
k. Cet ensemble est noté A" (k)(ou A").

2. On définit sur k"' la relation d’équivalence ~ suivante : pour tous éléments non
nuls a = (ay,...,a,) et b= (by,...,b,) de K"*! :

a~b sietseulement si il existe A € k* tel que (by,...,b,) = A(ag,. .. an).

On appelle espace projectif de dimension n et l'on note P"(k) ( ou P" ou P(k"*1))
l'ensemble quotient de k"+! \10} par la relation d’équivalence ~ ( ie P" = K+ \{10}/ ~).

Définition 1.1.1.2 (Points linéairement indépendants)
On dit que les points de P" sont linéairement indépendants si les droites de k"' qu’ils
représentent sont en somme directe.

Soit P € P" ayant pour représentant ( ou vecteur directeur ) (xo,...,x;) € k”“\{O}, alors P
seranoté P = (xp:...:x,).
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Définition 1.1.1.3 (Coordonnées homogenes)
Soit P = (xo:...:x,) € P". On dit que les x; sont des coordonnées homogenes de P, et que
(x0:...:x,) est un systeme de coordonnées homogenes de P.

Définition 1.1.1.4 (Sous-ensembles affines)
Soit S Ck[Xy,...,X,]. On note ¥ (S) le sous-ensemble de A" formé des zéros communs a tous
les éléments de S :

Y (S):={xc A" | F(x)=0,VF € S}.1

Les sous-ensembles de ce type sont appelés les sous-ensembles algébriques affines de
A",

Définition 1.1.1.5 (Sous-ensembles projectifs)
Soit S C k[Xy,...,X,] formée des polynomes homogénes. On note ¥ (S) le sous-ensemble de
P" formé des zéros communs a tous les éléments de S :

¥(S):={x e P" | F(x) =0, VF € S}.

Les sous-ensembles de ce type sont appelés les sous-ensembles algébriques projectifs
de P".

® Cas particuliers

© On appelle hypersurface, un sous-ensemble algébrique défini par ’'annulation d'un
seul polynoéme.

© Un hyperplan est une hypersurface définie par un polynéme de degré 1.

©® Une courbe algébrique plane est une hypersurface de A? (cas affine) ou de P? (dans le
cas projectif).

Proposition 1.1.1.1 (/14]; page 10)

1) l’ensemble vide et l'espace tout entier sont algébriques.

1) Toute intersection de sous-ensembles algébriques est un sous-ensemble algébrique.

) Toute union finie de sous-ensembles algébriques est un sous-ensemble algébrique.

Démonstration :

1) 1. Uensemble vide est un ensemble algébrique. En effet = #/(P) ou P est un poly-
néme constant non nul.

2. Lespace affine A" ( resp projectif P") est algébrique. En effet, chacun de ces
espaces peut s’écrire sous la forme 7/(0) ou 0 désigne le polynéme nul.

i) Soit P € (¥ (Sq) :ona P[]V (Sq) ssiVa, Pe ¥ (Sq) ssiVF € (| JSa), F(P) =0 ssi
(04 o o
Pe¥(JSa)
04

u) Soient S et T deux sous-ensembles algébriques, on a : P € ¥ (S)U ¥ (T) ssi P € 7(S)
ou?(T)ssiPe ¥V (FG,F €SetGeT)qui est bien un ensemble algébrique. La suite
se fait par récurrence.

1. NB : l'application ¥ est décroissante.

MEMOIRE 8 VARIETES ABELIENNES
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Exemple 1.1.1.1 ( /14]; page 10)
Soient P, Q € C[X,Y] définis par P=X?>+Y?—1et Q =X +2. Posons S={P,Q}, ona:

YV (S) = {(x,y) € CP2+y?—1=0er x+2 =0} = {(=2, —iV/3),(=2, iV3)}.

Remarque 1.1.1.1

x De la Proposition 1.1.1.1, on peut munir les ensembles algébriques d’une topologie dite
topologie de Zariski, dont les fermés sont les ensembles algébriques.

*x On utilisera cette topologie dans toute la suite.

1.1.2 Idéal d’un sous-ensemble algébrique

Définition 1.1.2.1 (idéal d’un sous-ensemble algébrique)
Soit V un sous-ensemble de A" ; on appelle idéal de V et l'on note J3(V), l’ensemble des
polynémes nuls surV :

(V)= {F €k[X,... X,] | F(x) =0, Vx e V}

Définition 1.1.2.2 (radical d’un idéal)
Soit J un idéal d’un sous-ensemble algébrique V. On appelle radical de J et on note \/J,
lidéal :

VIi={PeckX;,... X, | IreN", P e}

Théoreme 1.1.2.1 (Nullstellensatz) ( [12], page 5)
Soit J un idéal de k[Xi,...,X,]. Si k est algébriquement clos alorson a : J(7(J)) =/1J.

Démonstration :

Dire que J(#(J)) = \/J prouve que J = k[X1,...,X,] si et seulement si ¥ (J) est vide. En
effet si J = k[Xj,...,X,], alors J contient le polyndme constant 1 et ¥'(J) est vide. Récipro-
quement si 7 (J) est vide, J(¥(J)) = k[X1,...,X,]. Or 1 € /J et donc il existe r € N tel que
1 =1" € \/J, cest-a-dire que J = k[X|, ..., X,].

Maintenant, on va montrer que si pour tout m € N* et tout idéal propre L de k[Xi,...,X,],
7 (L) n’est pas vide, alors pour tout n € N* et tout idéal J, on a J(¥(J)) = v/J. Soit J un
idéal de k[X1,...,X,]. On a linclusion J(7 (J)) D V/J qui est triviale. Soit P € k[X1,... X,]\{0}
tel que P(a) =0, lorsque a € k" tel que Q(a) =0, alors Q € J. Soit L I'idéal de k[X,... X,.y]
engendré par J et 1 —yP. Alors J(L) = 0; et notre hypothese implique que L =k[X,... X,.y].
Il existe par conséquent des polynémes Py,....P, € J et Ry,...,.R; € k[X1,...,X,,y] tels que
1=Ro(1—yP)+R\P +...+RP.

En posant y = 1/P , et en multipliant des deux cotés de 1’égalité par une puissance suffi-
samment grande de P pour éliminer les puissances de P aux dénominateurs des fractions
du membre de droite, on obtient ’existence d'un entier r tel que P" € J.

1.1.3 Irréductibilité

Définition 1.1.3.1 (irréductibilité)

Soit % un sous-ensemble algébrique muni de la topologie de Zariski. On dit que % est
irréductible s’il n’est pas réunion de deux fermés propres de % ; ceci équivaut a dire que
lintersection de deux ouverts non vides est non vide, ou encore, que tout ouvert non vide
est dense. En d’autres termes

Si ¥'=2U% avec 2 et 25 desfermésde % alors & =2 ou & = %5.
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Ce qui implique que tout ouvert non vide de Z est également irréductible.

Proposition 1.1.3.1 (/12], page 11)
Pour un ensemble algébrique (affine ou projectif) %, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1) & estirréductible;
2) 3(Z) est un idéal premier;

3) k[Z] est un anneau integre.

Démonstration :

Cas affine :

1) = 2) Si & est irréductible et si F,G € k[X],...,X,| sont tels que FG € J(%), alors
Z =703(2)) Cc V(FG) =¥ (F)NY(G) si bien que ¥ (FG) C ¥ (F)( ou 7 (G)) et donc
FeJ(V(F)) Cc3(Z).On voit donc que J(Z) est un idéal premier.

2) = 3) Si J(Z) est premier, alors k[Z] = k[X],...,X,]/J(Z) est integre.
3) = 1) Enfin, si k[ 2] est integre et si 2 =% U .7, alors 0=3(%) = J(
Z(T)DI(W)-3(T) sibienque J(#)(ouT (7)) =0et donc # =7 (3(
On voit donc que Z est irréductible.

WUT)=3H)N
W) =¥(0) = Z.

Définition 1.1.3.2
Soit % un ensemble algébrique muni de la topologie de Zariski. On dira que % est
connexe s’il ne peut pas s’écrire comme union disjointe de deux fermés propres de & :

st ¥ =F |_|F2 avec Fy et F> deux fermés de & alors & =F,ou % = F>.

Si % n’est pas connexe, on dira que Z est disconnexe; dans ce cas il s’écrit comme
réunion disjointe de deux fermés propres.

Proposition 1.1.3.2 (/12], page 12)
Si & est irréductible alors & est connexe.

Démonstration : ( voir [12], page 12)

Définition 1.1.3.3 (Composante irréductible)

Soit & un ensemble algébrique non vide. 1l existe %,...,%; des ensembles algébriques
irréductibles, a unique permutation pres des indices tels que : Z; # %, pour i # j, et
¥ =2AU...UZ. Les ensembles algébriques %1, ...,%] sont appelés les composantes irré-
ductibles de Z.

Exemple 1.1.3.1 (/12], page 12)

On considére dans A* l'ensemble algébrique V = ¥ (xy). Les propriétés de ¥ impliquent
que V. =7 (x)U ¥ (y). De plus, chacun de ces deux termes est irréductible, ce qui entraine
que V s’écrit comme union de deux composantes irréductibles.

Définition 1.1.3.4 (Variétés, sous-variété et ouvert)

Une variété algébrique (affine ou projective) est un ensemble algébrique irréduc-
tible. Une sous-variété (affine ou projective) est sous-ensemble algébrique irréduc-
tible. Un ouvert d’'une variété affine (resp. projective) est appelée variété quasi-affine
(resp. quasi-projective).
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Définition 1.1.3.5 (dimension d’une variété algébrique)
Soit V" une variété algébrique. La dimension de V', notée dim¥’ est le degré de transcen-
dance de k(V) sur k.

Exemple 1.1.3.2 (/15], page 10)

© dimA" =n.

©Si f €k[Xi,...,X,] non constant alors la dimension de Uhypersurface ¥V (f)est: dim ¥ (f)=
n—1.

Définition 1.1.3.6 (Variété lisse)

Considérons un élément P d’'une variété algébrique ¥V et fi,...,fm € k[X1,...,X,] des géné-
rateurs de J(V).

On dira que ¥ est lisse en P si la matrice jacobienne m X n

(0fi/ dX;(P)1<i<m,1<j<n

est de rang n—dim(7).
Si V¥ est lisse en tout point, alors on dit que ¥ est lisse.

Définition 1.1.3.7 (Fonction polynomiale)

Soit ¥ une variété algébrique de k. Une fonction polynomiale sur 'V est une restriction
d’une fonction polynomiale dans k[X,,... X,] a V. Si W est une autre variété algébrique
dans k", une application f: 7V — W est polynomiale si chacune des applications coor-
données l’est.

1.1.4 Morphismes et applications

Définition 1.1.4.1 (morphisme et isomorphisme)

@) Un morphisme de variétés ®: 2 — W est un r —uplet ® = (dy,...... ,D,) d’élé-
ments de k[Z, tel que :

D(x) i= (@1 (x), ..., D, (x)) € #; Vxe Z.

b) Un morphisme de variétés & : & — W est un isomorphisme s’il existe un mor-
phismeTU: W — Z tel que :Tod =idy et Dol =idy.

Exemple 1.1.4.1 ( /5], page 13)

1. Soit V C P? une hypersurface de degré 2 (une conique) donnée par l'équation x>+
y? — 72> =0. On a un morphisme P> —V , (u:v) — (u®> —v?, 2uv, u> +v?).

2. Soit k=F, un corps fini et soit V C P" une variété projective. On définit le morphisme
de Frobenius par Fr:V —V, (xo:...:x,) — (xg ... 1 x}).

3. Soit P=(0:...:0:1) € P". Une droite L C P" qui passe par le point P est 'image d’un
morphisme P! — P", [u:v] — (aou:aju: ...:a, u:v), elle est donc déterminée par
la donnée de (ap: ...:a,—1). Lensemble des droites dans P" qui passent par un point
donné est donc l'espace projectif de dimension n— 1.

NB : Si &: Z — # est un morphisme de variétés, alors ® induit un morphisme de
k-algebres appelé le comorphisme de ® définit par : ©* : k[#'| — k[Z] , P* (@) = poD.
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Définition 1.1.4.2 (Immersion fermée)
Soit f: 2 — % un morphisme de variétés algébriques. On dit que f est une immersion
fermée si [(2) est un fermé de % et que f induit un isomorphisme de 2" dans f(%").

Définition 1.1.4.3 (Application réguliere,application réguliére dominante)
Soient 2" C k" et % C k™ des variétés algébriques. Une application 2 — % est réguliére
si elle est la restriction a 2 d’une application k" — k™ dont les composantes sont des
fonctions polynémiales.

Elle est dominante si son image est dense.

Définition 1.1.4.4 (fonction réguliere)

Soient % un ouvert d’une variété algébrique et f : %/ — k une fonction. La fonction f
est dite réguliere en a € % s’il existe un voisinage ouvert V. C % de a et des polynémes
g, h € k[X,... X,] avec h ne s‘annulant pas sur'V tel que f = § sur V. La fonction f est dite
réguliere sur 7 si elle est réguliére en tout point de % .

Exemple 1.1.4.2 ( /2], page 34)
1. Toute application affine est réguliere.
2. Supposons k infini. Soit € Uhypersurface plane d’équation Y = X?; on vérifie que
le polynéme X —Y est irréductible, ce qui entraine J3(¢) = (X* —Y), La fonction
f: € — k définie par f(x,y) = x est réguliére et bijective. Son inverse x — (x, x*) est
aussi réguliere : on dit que f est un isomorphisme.

3. Supposons toujours k infini. Soit € Uhypersurface plane d’équation X> = Y3 (c’est
une cubique a point de rebroussement); Uapplication u: k — € définie par u(t) =
(1%, 3) est réguliére et bijective.

Proposition 1.1.4.1 (/12], page 7)

1) Pour qu’une application réguliére u: v — W soit dominante, il faut et il suffit que
u* soit injectif:

2) Si u* est surjectif alors u est injective.

Proposition 1.1.4.2 ([12], page7)
Une application réguliere est continue.

Démonstration :
Cas affine.
Soient .# un fermé de A! et f:.# — A! une application réguliére Si.Z est différent de A!
et de I'ensemble vide, on a .# = {4,,...,A,} C k. Pour montrer que f est continue, il suffit
de montrer que f~!(A;) est fermé pour tout i. Pour un élément a € %, on a l'existence
d’un ouvert V, et de deux polynomes g, ; h, tels que f = f, = fl—z sur V, et 'on constate
que :

f_l ()Lt) NV, = df/(ga - Aiha) NV,

qui est un fermé, donc f~!(4;) est fermé. Ainsi, on montre la continuité de f.

Définition 1.1.4.5 ( anneau local)

Soit 2 une variété algébrique. On note 0( %) 'anneau des fonctions réguliéres sur 2.
Pour un élément x € 2, on définit anneau local de 2" en x, noté Oy 9~ ou simplement 0,
l’ensemble des fonctions régulieres en x.
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Définition 1.1.4.6 (application rationnelle)

Pour deux variétés algébriques 2 et % , on définit une relation d’équivalence sur les
couples (%, oy ) et (V, wy), ot % et V sont respectivement des ouverts non vides de 2
etY,et Oy : U — ¥ et yy : V — 2 des morphismes, de la maniere suivante :

(%7 q)@) ~ (%7 ll/7/> — (P%P//W/ - W%‘%W/'

Une application rationnelle est une classe pour cette relation d’équivalence ; une telle
application est notée p: & — —— = %Y.

Définition 1.1.4.7 (Corps des fonctions, fonction rationnelle)
Soient % et ¥ deux ouverts non vide d’une variété algébrique 2 et f: % — ket g:V —k
des fonctions réguliéres telles que (7% .f) ~ (V' ,g) définie de la facon suivante :

(% .f)~(V.8) & flauny =8urr-

Une classe d’équivalence pour cette relation est appelée fonction rationnelle sur 2 .
L'ensemble quotient est appelé corps des fonctions rationnelles de 2 et est noté k(Z").

Remarque 1.1.4.1 (/12], page 7)
© % NY doit étre non-vide car X est irréductible.

Exemple 1.1.4.3 (/12], page 7)
Les morphismes entre variétés algébriques sont des applications rationnelles.

1.1.5 Produit de variétés

Proposition 1.1.5.1 (/12], page 19)
Le produit de deux variétés algébriques irréductibles V' x W est irréductible.

Démonstration :

Pour tout ve 7 et w € #, considérons les applications régulieres 7,: # — ¥ X ¥, x —
(vx) et 1,: 7 — ¥ X ¥, x— (x,w). Supposons que ¥ x # = FfUF, avec F| et F, des
fermés. Alors pour chaque w € #, on a ¥ = 1, (F}) ou ¥ = 1, !(F,). Par conséquent,
W =W NW,, ouW; ={we ¥ :1,(7) = F}. Mais puisque W; = ,cy 7, ' (F;) donc W; et W,
sont des fermés. Ce qui implique que # =W, et donc ¥ x # = F}.

Théoreme 1.1.5.1 ( [12], page 20)
Si % est une variété algébrique projective et 2" une variété algébrique projective irréduc-
tible, alors la projection

P X XY — X

est fermée.

Démonstration : (voir [12], page 20)

Lemme 1.1.5.1 ([12], page 35)

Considérons %, V, W des variétés algébriques irréductibles et W : % x V' — W une ap-
plication réguliére. Si de plus % est projective et u(% x {V'}) ait un seul point avec v € ¥,
alors (% x {v}) a un seul point pour tout vde V.
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Démonstration :

SoientI'le graphede nuetq: Z x ¥ x W — ¥ x # la projection. Comme % est projective,
donc ¢(T") est fermé dans ¥ x # ; il est aussi irréductible par hypothese. La projection
q(I') = ¥ est surjective, et la fibre de V' est un point, de sorte que ¢(I') a méme dimension
que ¥ 2. Soit «’ un point de %, la variété {(v,u(u',v)) | v € V} est fermée dans ¢(I) et
de méme dimension : elles sont égales et pour tout ¥ dans % et tout v dans ¥, on a

i) = R ).

Définition 1.1.5.1 (variété compleéte)
Une variété algébrique % est compléte si pour toute variété algébrique ¥, la projection
U <V — V est fermée.

Théoreme 1.1.5.2 ( Lemme de Rigidité) ( [8], page 8)

Considérons une application réguliere o : V' x W — % tels que V¥ soit une variété algé-
brique complete et V' x W soit une variété algébrique irréductible. S’il existe des points
uy € %, vo € Vet wy € # tels que :

a(¥ x{wo}) = {uo} = a({vo} x #),
alors o(V x W) = {uop}-

Démonstration :
Pour la démonstration nous utiliserons le résultat du Lemme 1.1.5.1 et ces deux résul-
tats qui suivent :

(i) Si 2 est complete et % une variété quelconque, alors la projection p: 2" x % — %
est fermée.

(i) Si .Z est complete et connexe et ¢ : ¥ — & une application réguliere de . dans
une variété affine &, alors ¢(.¢) est une constante.

Soit Uy un ouvert affine contenant uy. Par (i) ; Z def p(a= (% —Uy) est fermé dans # . Par

définition, Z coincide avec la seconde coordonne des points de ¥ x # qui ne sont pas
dans Uy. Ainsi un point w de # n’appartient pas a Z si et seulement si a(? x {w}) C Up.
En particulier pour wy n’appartenant pas a Z, donc # —Z est non vide. Comme ¥ x {w}(~
V') est complete et Uy est affine, o(? x w) est un point de % lorsque w € # —Z : en
effet; o(7 x{w}) = a({vo} x {w}) = {up}. Ainsi o est constante dans le sous-ensemble
Vx (W —Z)de ¥ x# . Puisque ¥ x (# —Z) est non vide et ouvert dans ¥ x # qui est
irréductible donc ¥ x (# —Z) est dense ¥ x #. Comme % est séparé, a coincide avec
Papplication constante dans '’ensemble ¥ x 7.

1.2 Espace tangent

Définition 1.2.0.2 (Dérivations)
Soient R un anneau commutatif, A une R-algebre et M un A-module. Une R-dérivation
de A dans M est un morphisme R-linéaire, d:A — M tel que :

0(ab) = ad(b) +bo(a)

pour tous a, b € A.

2. d’apres la proposition 3.22 de ( [12], page 35), C’est le théoréme sur la dimension des fibrés.
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Définition 1.2.0.3 (Tangentes)

Soit 2" un fermé de A" défini par des polynoémes fi,...,f, € k[Ty,...,T,]. Soient v € k" \ {0}
et

L, :={x+1tv,t € k} la droite passant par x € 2 dirigée parv. On a :

LNZ ={x+tv:Vifilx+1tv)}.
Siv=(vy,...,vn), alors on définit fi(x+1tv) par :

filx+tv) = I(Z i fi(x)v;) mod .
j

On dira que L, est tangente a 2 en x si

vi),  (Laifx)v;=0).
J

Définition 1.2.0.4 (Espace tangent de Zariski)
Soient 2 une variété algébrique et x € 2, on définit 'espace tangent de 2 en x comme
le k-espace vectoriel :

.2 = Derk(ﬁx,kx).?’

Remarque 1.2.0.1 ( /2], page 44)
Si 2 est affine, alors le morphisme k[2"| — O induit un isomorphisme (de k-espaces
vectoriels ) :

Dery(Oy k) — Dery(k[ 2] ,k)).

Définition 1.2.0.5 (Différentielles)
Si f: 2 — % est un morphisme de variétés algébriques, alors f induit un morphisme
local : O, yvy — Oy . et donc une application linéaire :

df|x T2 — Tf(x)g

qu’on appelle la différentielle de f en x.

Remarque 1.2.0.2 ( /2], page 45)
- Sif: X —%,g:% — % sont des morphismes de variétés algébriques, alors pour
tout x e 2,

d(gof>\x :dg|f(x) odf\x

1.3 Diviseurs et Groupe de picard

Soit 2 une variété lisse sur le corps k.

3. O, étant 'ensemble des fonctions réguliéres en x et k, le corps k vu comme k[X] — module via : f.z:=

S(x)z.
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Définition 1.3.0.6 ( Diviseur de Weil, diviseur effectif)
® Un diviseur de Weil D sur une variété % est une somme formelle

D = Z’L’,‘%.

ot les t; sont des entiers presque tous nuls et les €; sont des sous-variétés de % de codi-
mension 1.

® On dit que D =Y, 1,¢; est effectif si T, >0 Vi.

NB : Lensemble des diviseurs de Weil sur 2 est un groupe commutatif et est noté
Div(Z).

Définition 1.3.0.7 (Support d’un diviseur)
Le support d’un diviseur D =Y ,;1;%;, noté supp D est le sous-ensemble fermé de %

défini par :
supp(Y. ©6) = | €.
i 770

Définition 1.3.0.8 (Valuation discrete)
Une valuation discréte est une application surjective v : k* — Z tel que v(x-y) = v(x) +v(y)
et v(x+y) > min(v(x), v(y)).

Exemple 1.3.0.1 (/7], page 17)

Si on voit k(t) comme k(P'), alors :

— Pour P € A'(k) =k, la valuation en P est bien l'ordre d’annulation en P de la fraction
rationnelle f ( en particulier, si f est un polynéme, vp(f) est la multiplicité de (t — P)
dans la décomposition en facteurs irréductibles de f et si P =0, c’est ce qu’on appelle
souvent sans autre précision la valuation d’'un polynéme ).

— Pour P = o, la valuation en «~ d’un polynéme est l'opposé de son degré et la valuation
en « d’une fraction rationnelle f est le degré de son dénominateur moins le degré de
son numérateur.

Définition 1.3.0.9 (Diviseur Principal)
Soit f une fonction rationnelle. Le diviseur de f noté D(f) ou (f) est défini comme suit :

D(f)= L v(N%:

ViEZL

Un tel diviseur est appelé diviseur principal.
L'ensemble des diviseurs principaux noté Princ(Z) est un sous-groupe de Div(Z).

Définition 1.3.0.10 (Diviseurs linéairement équivalents)
Deux diviseurs D, D' € Div(%’) sont linéairement équivalents, et l'on note D ~ D/, si
D — D' est principal.

Notation : Lensemble des diviseurs effectifs équivalents a D est noté |D|.
Définition 1.3.0.11 (Point base)

Les points base de |D| sont les points dans lintersection des supports de diviseurs dans
|D| . Si cette intersection est vide, on dit que |D| est sans point base.

MEMOIRE 16 VARIETES ABELIENNES
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Exemple 1.3.0.2 ([11], page 4)

Supposons que D et D' sont deux diviseurs effectifs linéairement équivalents avec des
supports disjoints. Alors, par définition, il existe une fonction f € k(%) tel que (f)=D—-D'.
Ainsi la fonction f définit une application rationnelle de 2 vers P!, tel que f~'(0) = D et
f () =D

Définition 1.3.0.12 (Groupe de Picard)
Le groupe Picard de % noté Pic(Z) est le groupe quotient :

e DiV(Z)
PieZ = Princ(%)’

Définition 1.3.0.13 (Nombre d’intersections)

Soient D et D' deux diviseurs effectifs sur une variété 2, de supports sans composante
commune, et soient f et ' définissant des équations locales au voisinage d’un point x € 2.
Le nombre

dim O/ (f.f)

est appelé le nombre local d’intersections de D et D' au point x; on le note (D.D'),.

Proposition 1.3.0.2 ( /7], page 9)
Soient D, D/, D" trois diviseurs, avec D, D' et D, D" sans composante commune. Alors

(D.(D'+D"))y = (D.D")y+ (D.D")y.

Démonstration :
Sans perte de généralité, on suppose que les trois diviseurs sont effectifs. Soient f, g des
polynémes définissant des équations locales de D’ et D. On sait que

dim G, p/(fg) = dim Gy p/(f) +dim G p/(g).

Ordim&,p/(fg) =dim Oy p/(f)(g)+dim((g)/(fg)), et la multiplication par g donne un iso-

morphisme (th. zéro isolés) O, p/(f) = (g)/(fg), dou dim O, p/(f) = dim((g)/(fg)); I'éga-
lité souhaitée en découle.

Définition 1.3.0.14
Soit D un diviseur, on note :

Z(D):={f €k’ (X); div(f)+D > 0}.

NB :

*x Notons que .Z (D) est un k-espace vectoriel.

+ On a une bijection entre P(.Z (D)) et 'ensemble |D|, simplement en remarquant qu'un
tel diviseur D' s’écrit D' = D+ (f) avec f € Z(D).

Définition 1.3.0.15 (systeme linéaire complet et systeme linéaire)

On dit que |D| est le systéeme linéaire complet associé a D.

Un sous-espace linéaire de |D| (correspondant a un sous-espace vectoriel de £ (D)) est
simplement appelé un systeme linéaire.

MEMOIRE 17 VARIETES ABELIENNES



1.3. DIVISEURS ET GROUPE DE PICARD CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.3.0.16 (Dimension d’un diviseur)
La dimension d’un diviseur D est définie par :

dim(D) = dimy Z (D).

Proposition 1.3.0.3 ( /7], page 13)
Si Dy ~ D; alors |D| = |D;| et dim Z (D) = dim Z(D;).

Démonstration :
Il suffit d’écrire D; = D, +(g) et de remarquer que ¥ (D;) — £ (D) est un isomorphisme.
Considérons I'application : P(.Z (D)) — |D|, f — D+div(f), ou f désigne la classe de f

modulo un élément de k*; on a déduit un isomorphisme P(.Z(D)) — P!(°)~! avec /(D) =
dim £ (D). Soit fi,...,fip) une base de £ (D), on définit le morphisme

Qo) L — PO 2 (A1) fip) (@) -

Tl est bien défini modulo les automorphismes de P!®)~! et en dehors des poles des fonc-
tions f; et de leurs zéros communs.

Définition 1.3.0.17 ( Diviseur ample)
Un diviseur D est dit trés ample si le morphisme @ p) défini ci-dessus est un plonge-

ment. Il est dit ample si l'un de ses multiples (positifs) est tres ample. *

4. On définit pareillement pour un faisceau ample.
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CHAPITRE 2

VARIETES ABELIENNES

2.1 Groupes Algébriques

2.1.1 Définitions et Exemples de groupes algébriques
Définitions

Définition 2.1.1.1 (groupes algébriques)
Un groupe algébrique sur le corps k est une variété algébrique < sur k, munie d’une
structure de groupe d’élément neutre e € ¢ telles que les applications

m:9x9—99,  (x)y)—xy, et i:9—9, x—x ! 1

vérifient les axiomes de groupes suivants :
i) m(ex) =m(x,e) =x,
i6) m(i(x).x) = m(x.i(x)) =

itr) m(m(x,y),z) = m(x,m(y,z)).

Définition 2.1.1.2 (morphismes et isomorphismes de groupes algébriques)

Un morphisme de groupes algébriques ® : ¢ — 4'est un morphisme de variétés
algébriques qui est aussi un morphisme de groupes.

C’est un isomorphisme s’il existe un morphisme ¥ : 9’ — 4 tel que Yo ® = idy et Po¥ =
idy.

1. ¢ est muni d’une loi de composition interne. m est 'application pour la loi de la multiplication et i 'inverse pour
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Exemples

Exemple 2.1.1.1 (Groupe additif)
Le groupe additif, que l'on note (G,,+) dont les application sont définies par : m(a,b) =
a+b et i(a) = —a. On vérifie que les deux applications vérifient les axiomes ci-dessus. On
a:
i) m(0,b) =0+b=b+0=m(b0)=b.
it) m(i(a),a) = —a+a=0 et m(aji(a))=a+(—a)=a—a=0.
i1i)) m(m(a,b),c) =m(a,b)+c=a+b+c=a+ (b+c)=a+m(b,c) =m(a,m(b,c)).

Exemple 2.1.1.2 (Groupe multiplicatif)
Le groupe multiplicatif noté (G,,,x) dont les applications sont définies par : m(a,b) =a x b
et i(a) =a~'. A nouveau, on vérifie que les deux opérations vérifient les axiomes ci-dessus.
Ona:
i) m(1,b)=1xb=bx1=m(b,1)=b.
ii) m(i(a),a)=a ' xa=1et m(aji(a)) =axa '=axal=1.
itt) m(m(a,b),c) =m(a,b) xc=axbxc=ax (bxc)=axm(b,c)=m(am(b,c)).

1

Exemple 2.1.1.3 (Groupe matriciel d’ordre n x n)
Le groupe matriciel noté (GL,,x)? dont les applications sont définies par : m(Ann,Bnn) =
Apn X By et i(Apy) = A,;,L. A nouveau, on vérifie que les deux opérations vérifient les
axiomes ci-dessus. On a :
i) m(Id, Ayy) =1d X App = A x 1d = m(App, Id) = Ay
it) m(i(Ann), Ann) =Ap g X Apn=1d et m(Anp, i(Apn)) =Anxn X Ay p = Anp X A,y =1d
iit) m( (An n: Bn n) Gy ) = m(An.,na Bn,n) X Cn,n :An,n X Bn,n X Cn,n :An,n X (Bn,n X Cn,n) :An,n X
m(Byn, Cpp) = m(A,w, m(Bun, Cop).

Propriété 2.1.1.1 ( /2], page 16)
Soit 4 un groupe algébrique sur le corps k. Considérons les morphismes de groupes algé-
briques ci-dessous :

m:9x9g—9 9 —9 e {e} — ¥
Alors les diagrammes suivants sont commutatifs :
e id
— Associativité : G x G x G —— G x4

idgxml lm

4G <9 n @G
— élément neutre :
(yxG—  _GxG ot Gx{e} " _GxG
G G
— Inversibilités des éléments :
. y
Gx{e} —") Gy ot (AxG—1 GG
7[11 jm 7'62[/ Lm
{e} : G {e} . G

2. Laloi x est le produit matriciel
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2.1.2 Sous-groupes algébriques

Sous-groupes

Propriété 2.1.2.1 ( /2], page 16)
Soient & un groupe algébrique et 7 une sous-variété de 4 qui est aussi un sous-groupe.
Alors 7 est un groupe algébrique. On dira simplement que ¢ est un sous-groupe de 4.

Démonstration :

Par hypothese, .77 est une sous-variété de ¢. La restriction m_» de m a 27 est un mor-
phisme de .77 x 77 dans . De méme, la restriction i de i a J# est un morphisme
A — . Ceci montre que .77 est un groupe algébrique, et 'inclusion /7 C 4 est un
morphisme de groupes algébriques.

Propriété 2.1.2.2 ( /2], page 17)
Si ¢ 19" — 4 est un morphisme de groupes algébriques, alors ¢(9') est fermé.

Démonstration : voir ( [2], page 17)

Théoreme 2.1.2.1 ( /2], page 17)
Soit ¢ : 9" — 4 un homomorphisme de groupes algébriques. Alors :

1) le noyau ¢ = ker ¢ est un sous-groupe algébrique de 4'.
2) L'image . = Im¢ est un sous-groupe algébrique de 4.

Démonstration :

1) Puisque ker¢ est un sous-ensemble algébrique de ¢’, par le résultat de la théorie
des groupes et de la Propriétés 2.1.2.1, on déduit que ker¢ est sous—groupe algé-
brique.

2) En utilisant le résultat de la Propriétés 2.1.2.2, puisque 7 = ¢ ~'(0) est fermé de
¢’ ( car ¢ est un morphisme). Donc 7 est sous groupe algébriques de ¥'.

2.2 Hauteur

Dans cette partie, K est considéré comme un corps de nombres.

Définition 2.2.0.1 (hauteur d’un point)
Soient oo € Q un nombre algébrique et K une extension finie de QQ contenant o. La hauteur
de a, notée H(a) est définie par :

H(a):= [] max{1,]al,}*/*.

veEMy

1 si|-|, estréelle,

Ot dy:=[K,:Qlet di=[K:Q]. [K:Q]:= si|-lyestréelle, o\ est len-
2 si ||, est complexe

sembles des classes d’équivalences de valeurs absolues tel que pour tout x € K* on a :

d,
HVEMK ‘x|vv =L
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Définition 2.2.0.2 (Hauteur logarithmique d’un point)
La hauteur logarithmique du point a est définie par :

d
h(a) :=logH(a) = ), —log"|al,,
vEMy

ot log" |a| :=log max{l, |e|}.

Exemple 2.2.0.1 ( /4], page 3)
Soit un nombre rationnel ™!, avec m et n premiers entre eux. Alors :

H(@) = H max{1,

n vEMg

|y = max( i, ).

En effet, pour p premier on a :

"

m’ - JZN
nip B 1, sinon

H max{1,

VEMQ

max{1,

Donc on constate que

2| )=

Pour ||« on a :

m
= >
max{1, || }:{|n|«» mlee > |l
o

1, si non.

Ainsi H(%) = max{|m|w, |n]e}.

Définition 2.2.0.3 (Hauteur d’un polynéme)
Considérons un polynéme f défini par :

fX1,. X)) =Y aiX" €K[Xy,.... X,
i

on définit sa hauteur par :

dy
h(f):= ), —log|fl

veM; d

ou |f|y := max;|ail,.

Exemple 2.2.0.2 ( /4], page 4)
h(X+1)=0, h((X+1)?) =log 2.

Définition 2.2.0.4 (Hauteur d’un point projectif)
Pour un point projectif P = (xo(P) : ... : x,(P)) € P*(K), sa hauteur est donné par :
1
h(P) := — Z dylog max |x;(P)|y.

d N 0<i<n
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On définit le plongement de Segré par :
Sum i PM(K) x P™"(K) — PV(K) (avee N = (n+1)(m+1)—1).
(X,y) — (X0Y0 1 X0Y1 T+ IXYj oo I XnYm)

NB : Dans suite de ce paragraphe et celui sur la hauteur dans une variété abélienne
(paragraphe 2.8), on notera simplement P” au lieu de P"(K).

Proposition 2.2.0.1 ( /4], page 8)
Considérons les hyperplans suivants : Hy = {(zo,...,2n) € PV | 20 = 0}, H, = {(x0,... %) €
P" | xo =0} et Hy = {(vo,....ym) €PN | yo=0}, on a :

o h(Sum(xy)) = h(x)+h(y),
e Ona: S, Hyv={(xy) €eP"xP"|xpy=0}=H, xP"+H, xP",

n,m

o Soit ¢g:P" — P un d-uplét, on a : h(¢p;(x) = dh(x) Vx € PV.

Démonstration :
eOna:

dy
M(Sun(e) = ¥ 7 log max [x(P)],

vEM, O<i=n
= Z @10 max |x;(P)|, + Z ﬂ10 max |x;(P)]
Ve d B oo, iy Ve d g0§j§m e
= h(x)+h(y).

e Soient (z,...,zy) des coordonnées homogenes de PV et Hy, H, et H, définis comme
ci-dessus. Alors :

St wHy = St{z € PV | 20 = 0} = {(xy) € P" x P" | xoy0 = 0} = H,, x P + H,, x P".

e Considérons ¢ (x) = (Fy(x),...,Fy(x)), ou les F;(x) sont des polynomes de degré d an+1
variables. Comme |F;(x)|, < max;|x;|?, et comme les monomes xg ,....x1 sont simples, on
déduit que :
Fi(x)], = a4
org“f‘ng‘ @) T x5
En considérant n,/d, par la multiplication de v € M; et en appliquant le logarithme, on
trouve le résultat.

Définition 2.2.0.5 (Hauteur dans un espace projectif)
Pour un morphisme de variétés projectives ¢ : ¥ — P", on définit sa hauteur par :

he :==h(¢(P)) pourP € ¥ (Q).

Théoreme 2.2.0.2 (hauteur de Weil) ( [4], page 15)
Soient ¥ une variété projective définie sur le corps de nombres K et D un diviseur sur V
et Uapplication hy p: 7 — R. Il existe une application

hy :Div(V) — {h/y/p}

tel que :
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— NORMALISATION : pour un hyperplan H C P"de codimension 1, on a :

hpn g (P) = h(P)+O(1); VP e P"(k).
— FONCTORIALITE : Pour un morphisme de variétés ¢ : v — # induisant une appli-
cation
¢* : Div(#') — Div(¥), et un diviseur D € Div(#'), on a :

hy ¢p(P) =hy p(9(P))+0(1), VP eP'(k).
Pour D,D' € Div(¥)on a :

hy pypr(P) = hy p(P)+hy p(P), VP e€P"(k).

— EQUIVALENCE LINEAIRE : Si D, D' € Div(?) sont des diviseurs linéairement équiva-
lents, alors

hy p=hy p+0(1).

— POSITIVITE : Si D est un diviseur sur ¥, considérons B un sous-ensemble des points
associé au systeme linéaire |D|. Alors :

hy p(P) = O(1) P e (V\B)(K).

— Propriété de Northcott : Si D € Div(¥') est un diviseur ample, alors pour toute extension
fini K’ de K et une constante réel M, I’ensemble

{PeV(K') | hy p(P) <M}
est fini.

O(1) étant une constante ne dépendant que de chacune des données suivantes : les varié-
tés, diviseurs, morphismes ; mais pas du point P.

Démonstration : ( Voir [4], Page 15).

2.3 Applications rationnelles et Diviseurs dans un pro-
duit de variétés abéliennes

2.3.1 Applications rationnelles d’'un produit de variétés abéliennes

Définition 2.3.1.1 (Variété abélienne, morphisme de variétés abéliennes)

® On appelle variété abélienne une variété projective vérifiant une structure de groupe
algébrique.

® Un morphisme de variétés abéliennes est un morphisme de groupes algébriques,
qui est aussi un morphisme de variétés algébriques.

Théoreme 2.3.1.1 ( [3], page 7)

Soient ¥ une variété algébrique complete, % et W deux variétés algébriques et ¢ : U x
¥V — W un morphisme. S’il existe un point ug € % tel que ¢(up,v) ne dépende pasdev e ¥,
alors on a pour tout uc % etve v :

¢ (u,v) = y(u)

ou y:%U — W est un morphisme.
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Démonstration :

En considérant le Théoréme 1.1.5.2, on a pour vi,v; € ¥ et u € Z, 'ensemble {v;,v,} est
tels que ¢ (u,v1) = ¢ (u,12) est un sous-ensemble fermé de % . L'intersection E =, ,,{vi,v2}
est donc un sous-ensemble fermé de % . Montrons que c’est aussi ouvert de % . En effet,
soit u; un point de %, alors le point w; = ¢(u;,v) de # ne dépend pas de v. Soient S un
ouvert affine de # contenant w; et F =% — S son complémentaire. Comme ¢ est un mor-
phisme alors ¢ ! (F) est un fermé de % x #/, et comme ¥ est compléte donc 'ensemble
G = pri(¢~'(F)) est un fermé de % x ¥, on a donc u; € % — G. Pour u € % — G, 'applica-
tion ¢, : ¥ — # obtenue en posant ¢,(y) = ¢ (u,v) est un morphisme dont I'image est dans
S. Cette image est une sous-variété complete de S,

ce qui implique que c’est une sous-variété affine compléete, donc elle est réduite en un
point, d'ou % — G C E, d’ou E est un voisinage de u;. Ainsi on montre que E est ouvert de
% . E étant non vide (car ug € E) et est a la fois ouvert et fermé dans %, donc E coincide
avec 7 . Il existe donc une application y : % — # telle que ¢(u,v) = y(u). En prenant
v = fixé, on voit que ¢ est un morphisme.

Théoreme 2.3.1.2 (Chevalley) ( [3], page 9)
La loi de groupe dans une variété abélienne </ est commutative.

Démonstration :

En effet, considérons le morphisme @ : </ x o — &/ obtenu en posant ®(x,y) = x.y.x" ..
Pour tout x€ A, on a ®(x,e) = e. D’apres le Théoreme 2.3.1.1, il existe donc un morphisme
Y: o x of — o, tel qu'on ait identiquement ¢ (x, y) = ¥(y). En faisant x = ¢, on obtient
d(e,y) =y ="P(y) quel soit y, dott x.y.x~' =y.

Proposition 2.3.1.1 ( /3], page 14)

Soient <7 et $B deux variétés abéliennes et ¢ : B — o/ une application rationnelle. Alors
¢ est la composée d’un morphisme ¢y : # — o/ et d’une translation sur < ie il existe
a € o tel que ¢(b) = ¢o(b) +a.

Démonstration :

Comme Z est une variété abélienne donc ¢ est un morphisme. Notons e ’élément neutre
de # et posons ¢y(b) = ¢(b) — ¢(e). En appliquant (le théoreme 8, voir [3], page 11) yy :
B x B —s o défini par yy(b,b) = ¢o(b,b). I existe des morphismes o : B — o et B :
B —s o tels quon ait @y(b,b ) = a(b)+ B (b ). En posant b = e , puis b = ¢, on obtient les

relations :
Po(b) = au(b) + P (e)
Po(b) = ale) + ()
En faisant b=V =e,
on obtient la relation 0=a(e)=Pe)
On a donc Po(b,b") = go(b) + o (V).

Ce qui montre donc que ¢y est un morphisme.

2.3.2 Diviseurs dans une variété abélienne

Posons 7 = {1,2,3}, on définit une application s; par :

S[ZdX%X%—)Qf S[(Xl,)CQ,X3) = Z Xi.

ieJClI

Par exemple 8§23 (x1 ,XQ,X3) =xp+x3 et s (x1 ,XQ,X3) =X1.
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Théoreme 2.3.2.1 (théoreme du cube) ( [10], page 120)
Soit o/ une variété abélienne. Pour tout diviseur D € Div(</), on a la relation d’équivalence
dans le produit o/ x o/ x &/ suivante :

STz3D — STzD — S>{3D — S§3D+STD+S§D+S§D ~ ()

Démonstration : ( voir [10], page 120)

Corollaire 2.3.2.1 (/10], page 122)
Soient </ une variété abélienne , V' une variété abstraite et f, g, h trois morphismes de V'
vers f. Alors pour tout diviseur D € Div(</),

(f+&+h)'D—(f+g) D~ (f+h)'D—(h+g)' D+ f'D+gD+h"D~0.

Démonstration :

Soit W(D) le diviseur décrit par le Théoréme 2.3.2.1. Alors le diviseur est la restriction
du diviseur ¥ (D) par application (f, g, h): ¥ X ¥ x ¥V — o x of x o/. Mais ¥(D) ~ 0 en
appliquant le théoreme du cube on obtient le résultat.

Définition 2.3.2.1 (Diviseur symétrique, diviseur antisymétrique)
Un diviseur D tel que [—1]*D ~ D est appelé diviseur symétrique.
Un diviseur D tel que |—1]*D ~ —D est appelé diviseur antisymétrique.

Corollaire 2.3.2.2 (Formule de Mumford) ( [10], page 122)
Soient D un diviseur dans une variété abélienne <7 et [n]: of — < la multiplication par

n. Alors s 5
o)~ (5 ) o+ () @)

En particulier,
n*D si D et symétrique ;
nD si D et antisymétrique.

(o)~ {

Démonstration :
La formule est trivialement vraie pour n=—1,n=0et n= 1. En appliquant le Corollaire
2.3.2.1 en posant f = [n], g = [1] et h = [—1], on obtient

n+1]*D+ [n—1]*D—2[n]*D ~ D+ [~ 1]D.

En remplacant de part et d’autre n = 0 on trouve le résultat pour 0.
Le résultat final s’obtient en utilisant le Lemme A. 7.2.6 ( [10], page 123 ).

Lemme 2.3.2.1 (Principe de See-Saw) ( [10], page 122)
Soient 2" et % deux variétés algébriques, c € Pic(Z x %) et des applications définies par :

ix(y) = (x,y) et pi(xy) = x.
(i) St if(c) =0 dans Pic(Y) pour tout x € 2, alors il existe une classe ¢’ € Pic(Z") telle
que ¢ = pi(c).
(ii) Side plus la restriction de c a Pic(Z x {yo}) est triviale, alors ¢ =0 dans Pic(Z x %).
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Démonstration : Voir ( [10], page 123) preuve de Sketch.

Théoreme 2.3.2.2 (théoreme du carré) ( [10], page 123)
Soit o/ une variété abélienne et , notons t, : o/ — < la translation par a € </, définie par
ta(x) =x+a. Alors

tyip(D)+D ~t;(D)+1t,(D) pour tout D € Div(</) et b € of
En d’autres termes, pour toute classe de diviseur ¢ € Pic(</), Uapplication
Oc : o/ — Pic(), a—t;(c)—c

est un morphisme de groupes.

Démonstration : (voir ( [10], page 123))

2.4 Dual d’une variété abélienne

Définition 2.4.0.2 (Classe de diviseur invariant par translation)
Soit o/ une variété abélienne. On définit le groupe des classes de diviseurs invariants
par translation noté Pic (/) par :

Pic®(e?):={ cePic() | tic—c=0 Yaco }.
Le quotient noté NS(<7) := Pic(<?)/Pic® (/) est appelé le groupe de Néron-Severi.

Remarque 2.4.0.1 (/10], page 125)
Le groupe Pic°(/) est un sous groupe de Pic(</).

Théoreme 2.4.0.3 (/10], page 127)
Soient </ une variété abélienne, n un entier naturel non nul, c un élément de Pic(</) et ¢
un morphisme de groupes définie par :

Oc : o/ —> Pic(), a—trc—c,

ona:
1) l'image de ¢, est dense dans Pic® (7).
2) Si nc € Pic®(<7) pour un entier n# 0, alors ¢ € Pic® ().

3) Si la classe c est ample, alors ¢, : o/ — Pic®(/) est surjective et de noyau fini.

Démonstration :

1) En appliquant le théoréme du carré, on obtient :

ty(Pe(a)) =1, (tyc =€) = gy p¢ — e =tac —c
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2) De par la définition de ¢., on a ¢., . = ¢. + ¢, en utilisant (1) et la définition de
Pic%(a7), on définit une suite exacte

0 — Pic®(e/) — Pic(/) —— Hom(</ ,Pic°(<7)).

c— ¢,

Maintenant supposons que nc € Pic®(.27). Alors on a Va € <7,

0= ¢nc(a) = (n¢c)(a) = ¢c([n]a).
Mais puisque [n](«/) = &7 (ie o/ est n-divisible), donc ¢. est une application nulle.
Ainsi ¢ € Pic® ().
3) Voir Mumford [ii, I1.8 théoreme 1], page 75.

Proposition 2.4.0.1 (/10], page 128)
Soit ¢ € Pic(</). Les assertions suivantes sont équivalentes :

D) [—1]'c=—c;
ii) ¢ € Pic®();
iil) sj,c—pijc—pyc =0, ol S12, P2, p1: A X o/ —> of sont des applications telles que
si(xy) =x+y, pi(xy) =xet pa(x,y) =y.

Démonstration :

Notons I'c = s7,c¢ — pjc — p5c. Aussi, pour tout a € &7, notons i, : &/ — o/ x o/ définie par
ig(x) = (a,x). On a s1p 0ig(x) =14(x), p1oiz(x) = a et proiy(x) = x. En utilisant ces formules,
on obtient la relation suivante

iq(Te) = ig(s12¢ — pic— pac) = tzc —c.

iii)= ii). Puisque I'. = 0, donc t'c — ¢ = i¥(T;) = 0. D’ou1 ¢ € Pic%(«).

)= ii). Puisque jc —c = 0 pour tout a € &7, donc i(I';) = 0. En outre, I'. est clairement
triviale si on se restreint a 7 x {0}, donc en appliquant le principe de See-saw on
obtient I'. = 0.

ii)=i). Fixons un diviseur symétrique ¢y € Pic(«/). Le théoréme 2.4.0.3 permet d’affirmer
qu’il existe une élément a € &7 tel que ¢ =1 co — cp et en appliquant le théoréme du carré,
on obtient :

[—1]"c=[-1]"tico— [—1]"co =1t" 4c0+co = —c
i)= ii) Pour une classe arbitraire ¢ € Pic(</), on peut affirmer que ¢ — [—1]*c est dans
Pic’(7). En effet :
ti(c—[-1]"c) = (c—[-1]*c) =tic— 1]t e —c+ [-1]*c car [—1]oty =1t_40[—1]
= (tge—c) = [=1]"(IZ4c —¢)
= (t;c—c)—[—1]"(c—tc) par le théoreme du carré
= +[-1] o =tic—cetnote que ¢’ € Pic®(7)
=0 d'oii) = i)
Maintenant supposons que [—1]*c = —c. Puisque nous avons prouvé que 2c = c—[—1]*c €

Pic®(7) ; il en résulte de 'assertion (2) du théoréme 2.4.0.3 que ¢ € Pic%(.«7), ce qui met
fin a la démonstration.
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Définition 2.4.0.3 (Dual d’une variété abélienne)

Soient «/ et </ des variétés abéliennes et iy : o — of x o définie par iz(a) = (a,d) et
io: o — o x o définie par i (Q) = (a,d) des applications.

La variété abélienne o est appelée le dual de < ; s’il existe une classe de diviseurs &
dans o x o telles que les applications

o — Pic® (), a— i5(P),
et A
o — Pic® (), a—s i (P),

soient en bijection.
La classe de diviseurs & est appelée classe de diviseurs de Poincaré.

Définition 2.4.0.4 (morphisme dual de variétés abéliennes)
Lapplication ¢ : o/ — of entre variétés abéliennes est appelée le morphisme dual.

Théoreme 2.4.0.4 ( [10], page 129)
Le dual d’une variété abélienne existe, ainsi que sa classe de diviseurs de Poincaré & a
un unique isomorphisme prés.

Démonstration : (Voir [10], page 129),

Théoreme 2.4.0.5 ([10], page 130)
Supposons qu’il existe une classe de diviseur c € Pic(</) tel que K(c) =0, ott K(c) ={a €
o |t;c = c}, alors o/ est son propre dual et

$]o¢ — pjc — pic € Pic(of X o)

est une classe de diviseurs de Poincaré.

Démonstration :
Posons & = s7,c — pjc— p;c, et pour tout y € &7 posons i, : &/ — &/ x o/ définie par i\ (x) =
(x,y). Le diviseur & est clairement symétrique, donc il suffit de montrer que I'application

o — Pic®(), y— iy 2,
est un isomorphisme. Notons que
sipoly(x) =x+y=t,(x), proiy(x) =x et p2oiy(x) =y.
En utilisant les expressions ci-dessus, on obtient :
iy P =ijos),c—ijopic—iyopsc=tic—c=:y).

En d’autres termes, 'application y — iy & est égale a ¢.. Notre supposition que K(c) =0
entraine que ¢, est un isomorphisme, donc &7 est un diviseurs de Poincaré.

2.5 Isogénies

Considérons a : .o/ — % un morphisme de variétés abéliennes.
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2.5.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.5.1.1 (Isogénies et Degré d’une isogénie)

® Un morphisme de variétés abéliennes o est une isogénie, s’il est surjectif et de noyau
fini.

® Le degré d’une isogénie o : o/ — P sur k est le cardinal de son noyau. Il est aussi
égal au degré de son extension de corps k(<) : k(B)]. 3

Théoreme 2.5.1.1 ( /8], page 30)
Soit un homomorphisme ¢ : o/ — B de variétés abéliennes, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) ¢ est une isogénie;
2) dim«/ = dim % et ¢ est surjective;
3) dim.«/ = dim % et ker(¢) est fini ;

Démonstration :

On utilise le théoréeme sur la dimension des fibrés pour les 3 premiéres assertions :

— 1) =2). ¢ est surjectif et dim &/ — dim % = dimker(¢) = 0.

— 2)=3).dim« =dimZ et ¢ surjective, on en déduit que ker(¢) est de dimension 0, donc
¢ est de noyau fini.

— 3) = 1). Puisque I'image d’une variété algébrique irréductible par une application
continue est irréductible, donc ¢ (<) est irréductible; or dim¢ (<) = dim.«/ = dim %,
donc ¢ (/) = AB.

Lemme 2.5.1.1 ( /6], page 73)
Soient o/, B et € des variétés abéliennes et f:.of — B et h: ¢ — A des isogénies de
variétés abéliennes sur k. Si g1 : B — € et go : B — € sont des morphismes tels que

hogiof=hogyof, alors g; = g».

Démonstration :

Sans perte de généralité, posons k = k. Supposons que hogjo f = hog,o f. Puisque f un
morphisme, d’apres le Théoreme 2.5.1.1, c’est un épimorphisme, donc il s’en suit que
hogy =hogy. D’ou g; — g» est une application de #Z dans le groupe fini ker(/#). Comme %
est connexe et réduit, g; — g, se factorise a travers ker(h)? , qui est trivial.

2.5.2 Application de I’isogénie

On définit la multiplication dans < par n : [n], : & — < pour un entier n # 0; on note
o n] :=ker([n],) C <.

Proposition 2.5.2.1 ( /6], page 74)
Soient o7 et A des variétés abéliennes. Si f: .o/ — P une isogénie de degré d, alors il
existe une isogénie g: % — o/ tels que go f = [d| . et fog=[d]».

3. notons que nous avons un homomorphisme k(%) — k() qui est une isogénie qui est surjective
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Démonstration :
Sideg(f) =d, alors ker(f) est un groupe fini de rang d, donc est infini par la multiplication
par d. Il s’en suit que [d],, se factorise comme suit :

dy = (L B S )

pour une isogénie g: B — .
Alors gold|gp = [d]s0g=(gof)og=go(fog) en appliquant le Lemme 2.5.1.1 on obtient
fog=1d]z.

AUn exemple important d’'une isogénie est la multiplication [n]. : &/ — </ par un en-
tier n # 0, avec </ [n] :=ker([n|o) C /.

2.6 Polarisation et accouplement de Weil

2.6.1 Polarisation

Définition 2.6.1.1 (Polarisation)
Considérons une variété abélienne </ sur le corps k. Une polarisation <7 est une isogénie
o of — of* vérifiant l'une des conditions équivalentes suivantes :

1: «est une isogénie symétrique et a* & est un faisceau ample.
2 : o est une isogénie symétrique et a* & est un faisceau effectif.

3 : S’il existe une extension de corps k' de k et un faisceau ample ¥ dans <, de sorte
que o = Qy : o — A",

4 : S’il existe une extension de corps fini et séparable k' de k et un faisceau ample &
dans < tel que o = Q. : A — oF*.

Définition 2.6.1.2 (Degré d’une polarisation)
Le degré d’une polarisation est son degré en tant que isogénie.

Proposition 2.6.1.1 ( /6], page 161)
Soit B : .o/ — P une isogénie. Si o : B — PB* est une polarisation, alors BV a:=*oaoff
est une polarisation de <7/ de degré

deg(B" o) = deg(B)* - deg(cx)

Démonstration :

Il est clair que 8"« est une isogénie de degré donné. Par hypotheses, il existe une exten-
sion de corps k’ de k et un faisceau ample .# dans %y tel que o = @ . Alors Y o = Py
et puisque S est finie §V.Z est un faisceau ample dans .«7,.

2.6.2 Accouplement de Weil

Définition 2.6.2.1 (Accouplement bilinéaire)

Soit B : o/ — P une isogénie de variétés abéliennes sur le corps k. Considérons l’isomor-

phisme o défini par o : ker(B*) = ker(B)P.
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— Définissons
eg : ker(B) x ker(B*) — Gy,
Paccouplement bilinéaire parfait (des points) est défini par eg(x,y) = a(y) - B(x).
Notons que si ker(f) est annulé par n € Z (avec n > 1), alors eg est a valeurs dans
Wy, C Gy, Dans le cas particulier B =ny : o/ — o/, on obtient la relation suivante :

en: A n) x o [n]" — Uy,

qui est appelée 'accouplement de Weil.
— Soit A : of — /" un homomorphisme. L'accouplement bilinéaire :

e ot n] x A n] — u,

n

est défini par : et (x1,x3) = en(x1,A(x2)).

2.7 Endomorphismes de variétés abéliennes

2.7.1 Décomposition des variétés abéliennes

Définition 2.7.1.1 (variété abélienne simple)
Une variété abélienne o/ est dite variété abélienne simple s’il n’existe pas une sous-
variété abélienne B C of tel que 0 # B # <.

Proposition 2.7.1.1 ( /8], page 42)
Pour toute variété abélienne <7, il existe des sous-variétés abéliennes simples <y ,%%,... C
)y, telles que Uapplication :

G X o X ... X Ay — A (ar,....an) —> a1 +---+a,
soit une isogénie.
Démonstration :

Par induction, il suffit de prouver I'assertion suivante : soit #Z C o7 tel que 0 # B # &7 ;
alors il existe une variété abélienne %' C &/ tel que I'application

B x B — o (b,b") — b+ 1,

soit une isogénie.
Considérons l'injection i: % — o/ et choisissons un faisceau ample . dans <7 et défini
dans <7’ par la composante connexe du noyau de :

i"oldy:of — B*,
contenant I'élément neutre 0. Alors B’ est une variété abélienne. On sait que :
dim %' > dim.«/ — dim 4.

La restriction du morphisme & — &/* a # est Ly : & — %, qui admet un noyau fini
parce que .Z|% est ample ( proposition 8.1, proposition 6.6 b, [8], page 35 et page 31).
Ainsi ZN %A est fini, et Papplication Z x # — o/, (b,b!) — b+ D! est une isogénie.
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Remarque 2.7.1.1 ( /8], page 43)

— Toute variété abélienne peut se décomposer en produite de variétés abéliennes simples.

— On peut conclure de la Proposition 2.7.2.1 que si <7 et 9 sont deux variétés abéliennes
simples et que si </ est isogénes a %, on a :

End’(o/) ~ Hom® (ot ,.B) ~ End’(%).*

Plus précisément, Hom(</ ,7) est un espace vectoriel qui est une End(</)-module libre a
droite et End(%)-module libre a gauche. S’ils ne sont pas isogenes alors Hom(</ ,%8) = 0.

2.7.2 Lareprésentation de 7,.</

Soit </ une variété abélienne de dimension g sur le corps k. Rappelons que pour tout n
ne divisant pas la caractéristique de k, <7, (k) est d’ordre n?¢. De plus, si k est séparé (noté
k*¢P), notons

Ay (k) ™ ker(n: o (k) —s < (K)).

Définition 2.7.2.1 (définition de T,<7)
Fixons un nombre premier [ # char(k). On définit

T = limadjn (k7).
En termes simples, un élément de T;.</ est une suite finie
(al,az,...,an, ...... ), a,'Ele(k),

avec la, = a,_1, la; =0 (et donc en particulier pour a; € < (k*P)).

Lemme 2.7.2.1 ( /8], page 44)
Soient Q un groupe abélien de torsion et Q,, le sous-groupe des éléments d’ordre n. Suppo-
sons qu'il existe un entier d tel que |Q,| = n? pour tout entier n. Alors Q ~ (Q/Z).

Démonstration :
L'hypothese implique que pour tout n > 0, Q, est un (Z/nZ)-module de rang d. Choisis-
sons une base e1,...,¢, de Q, telle qu’on ait un isomorphisme :

On = (Z/nZ)* = (n7'Z/Z),
a1 a2 )

Considérons une suite exacte d’entiers positifs n,ny,....n;,... tel que n; divise n; | suc-
cessivement et tout entier divise n;. Choisissons une autre base ey, ...,e, de Q,,, alors en
considérant une base ¢|,....e}, dans Q,, tel que Z—;e’. = ¢; pour tout i, ainsi de suite; on

=
obtient donc le résultat.

Zaiei>—> (a,az,...) — (—,—,.
n’'n

Proposition 2.7.2.1 ( /8], page 45)
Pour | # char(k), T)</ est un Z-module de rang 2g.

Démonstration : (voir ( [8], page 45))

4. Avec End(T) :=End(T)®Q.
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Corollaire 2.7.2.1 ( /8], page 45)
Pour tout entier premier | # p ( avec p € o7 (k*P)), U'application naturelle

Hom(o/ ,B8) — Homgz,(T;.</ ,T) %)

est injective.

Démonstration :
Soit & un homomorphisme tel que 7y = 0. Alors a(P) = 0 pour tout P € <7 (k*?) tel que
I"P =0 pour un entier n. Considérons une sous-variété abélienne ¢’ C /. Le noyau de o

n’est pas fini®. Ainsi o est zéro d’une sous-variété abélienne simple de .«7. La Proposition
2.7.2.1 implique qu’il est zéro dans tout .«7.

2.7.3 La caractéristique polynomiale d’'un endomorphisme

Supposons k = Q et un endomorphisme o de H,(<7,Q) (avec H;(<7,Q) des endomorphisme
de .7 )qui est un espace vectoriel de dimension 2g sur Q.

Définition 2.7.3.1 (Polynéme caractéristique)
On définit le polynome caractéristique P, de o par :

Py(X) = det(a— X | Hi(«7,Q)).

C’est un polynéme minimal de degré 2g a coefficients dans 7.
Plus généralement, on définit le polynéme caractéristique d’un élément de End(</)®Q
de la méme facon.

Théoreme 2.7.3.1 ( [8], page 46)
Soit o € End(«/). Il existe un unique polynéme minimal Py € Z[X] de degré 2g tel que
Py (r) = deg(o — r) pour tout entier r.

Démonstration : (Voir [8], page 46)
Remarque 2.7.3.1 ( /8], page 47)
1. Pour a € End(</)etne€Z,ona:
deg(na) = deg(n.y) - deg(cr) = n*¢ - deg(a).

2. Par extension, on définit de la méme facon le degré de End(</) @ Q. De plus, End (<)
peut s’identifier a un sous-module de End(</) ® Q.
Pour a € End(</)®Q, on définit :

deg(o) = n~ 2 deg(na)

avec n un entier tel que noe € End(</). La formule ci-dessus montre que ceci est in-
dépendant du choix de n. De la méme maniére, en utilisant le théoréme 2.7.3.1, on
définit

Py(X) =n*Pu(nX), avec a € End(«/)®Q et nocEnd(<).
Alors Py(X) est un polynéme minimal de degré 2g avec des coefficients rationnels, et

Py(r) =deg(ax—r), pourtout recQ.

5. parce qu’il contient ¢» pour tout n, et donc oy =0
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Lemme 2.7.3.1 ( /8], page 47)

Soient V un k-espace vectoriel et f:V — k une fonction tel que pour tous v,w € V Uap-
plication k—k, x— f(xv+w) soit polynomiale en x & coefficients dans k, alors f est une
fonction polynomiale.

Démonstration : ( voir [8], page 47).

Proposition 2.7.3.1 ( /8], page 47)
La fonction End(«/)@Q — Q, o+ deg(a) est une fonction polynomiale de degré 2g dans
End (/)2 Q.

Démonstration :
D’apres le Lemme 2.7.3.1, pour montrer que le deg(a) est une fonction polynomiale, il
suffit de montrer que deg(na — 3) est polynomial avec o et B des éléments de End(<«/) @ Q
fixés. Mais nous savons déja que 'application deg est homogene et de degré égal a 2g
dans Q,
ieona:

deg(na) = n*¢ deg(a),
en utilisant ce résultat, il suffit de prouver que deg(na — ) est un polyndome de degré
<2gpourncZeta,f €End(). Soient D un diviseur ample dans <7 et D, = (na — )*D.
Alors par (Algebraic Groupe de J.S Milne exemple 10.10, page 170)

(Dy+...-Dy) =deg(na—fB)-(D-...-D)
g
et donc il suffit de montrer que (D,)% est un polynome de degré < 2g. Par le Corollaire
2.3.2.1 appliqué a (na+ B3, avec o, B : &7 — o7 et le faisceau . = £ (D) montre que
Dyio—2Dyi1+ (200)*D+ Dy +2(a*D) ~ 0
ie
Dyi2—2D, 1 +D, =D, ou D' =(2a)*D—2(a*D).
Par un méme raisonnement, on montre que

-1
D, = @D’—l—nD] — (I’l— 1)D0,

et donc
nin—1)

2

deg(na+ ) - (D¥) = (Dy) = (

qui est un polynéme a n variables de degré < 2g.

PEDE) +..

2.8 Hauteur dans une variété abélienne

Propriété 2.8.0.1 ( /4], page 27)
Soit o/ une variété abélienne sur un corps de nombres K. Soit D € Div(</) et pour tout

€ 7, définissons lapplication :P—— P+---+P (avec (m|P := —|—m|P pour m < 0).
m fi PP [m] +- 4P (0 [m] [=m]P pour m < 0)
Alors

m? +m m*—m

hey p([mP) = =——her p(P) + he p(—P)+0(1),

ou la constante O(1) ne dépend pas de P.

2
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Démonstration :
C’est une conséquence du théoreme du cube. Si f, g, h: ¥ — o/ sont des applications
réguliéres d'une variété algébrique 7 dans une variété abélienne <, on a :

(f+g+h)'D—(f—g)'D—(f+h)*'D—(g+h)'D+ f*D+g*D+h*D ~0.
Si on pose f = [m|, g =id, h = [—1], alors on obtient
m]*D—[m+1]"D—[m—1"D+[m|*"D+D+[—1]"D ~ 0.
En transposant de 'autre c6té une partie de I'expression ci-dessus, on obtient :
[m+1]*D ~2[m|*D — [m—1]*"D+ D+ [—1]"D. (%)
En introduisant m, cela donne la formule de Mumford

2 2
m)*D ~ " ;””D+’” 1D, (x)

En combinant les propriétés d’additivité, fonctorialité et la linéarisation du théoréeme de
Weil (Théoreme 2.2.0.2).
En effet, si on pose m = 1 dans (¥), alors on obtient :

2]*D ~ 3D+ [—1)D.

Par induction, observons que :

(mt )? 4 (mtl) om0+ (m—1)
2 2 ’
(m+1)2—(m—|—1)_ (m—1)2—(m—1)
> =m? —m— > +1

En considérant (**), alors pour m+ 1, on obtient :

m+1)2+(m+1 m+1)2—(m+1 *
(+);‘(+)D+(+)2(+)[_1]D

-9 (ng_mD—F mzz—m[_l]*D> _ <(m—1)2;—(m—l)D_ (m—l)zz—(m—l)D) +D+ [—1]*D
= 2[m]*D — [m— 1]*D+D+ [~1]*D
~ [m+1]*D.

Corollaire 2.8.0.1 ( [4], page 28)
Pour un diviseur Symétrique D, on a :

[m]*D ~m’D et  hap([mP)=m*hap(P)+O0(1).
Démonstration :
Pour la preuve on applique (**) de la Propriété 2.8.0.2, combinée au théoreme de Weil

(Théoréme 2.2.0.2).

Proposition 2.8.0.2 (Loi parallélogramme des Hauteurs) ( [4], page 28)
Soit D un diviseur symétrique sur une variété abélienne 7. Alors pour tous P,Q € <7 (k)

hey p(P+ Q) +he p(P— Q) =2hy p(P) +2hy p(Q) + O(1).

De cette propriété, on voit que h,, p est une forme quadratique.
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Démonstration :
Considérons les applications suivantes &/ x &/ — &/ définies par :

o(PQ):=P+0Q, 6(PQ):=P-0 m(PQ):=P mPQ):=0

Mais le "principe de seesaw", nous conduit a une équivalence 6*D+6*D ~ n{D+27;D
dans &/ x o/. En appliquant la hauteur de Weil ici, on obtient :

hes oD(P.Q) +hey 5:p(P.Q) = 2hes 2:p(P.Q) +2hey z;p(P.O) + O(1).

et la fonctorialité donne le résultat.

Théoreme 2.8.0.2 (Néron-Tate) ( [4], page 28)

Soit ¥ une variété projective lisse définie sur un corps de nombres K. Soit ¢ : V' — ¥ un
morphisme tel que ¢*D ~ aD avec o > 1 pour un diviseur D. Alors il existe une unique
fonction hauteur fty/7¢7D : V' (k) — R appelée la hauteur de Néron-Tate ( ou la hauteur
canonique) dans ¥, vérifiant les propriétés suivantes :

L hygp(P)= limahy p(9"(P)), ok §":=¢o...00.
2. ila//@p(P) = h'if,D(P> +0(1).
3. hy ¢p(9(P)) = athy 4 p(P).

Démonstration :
Pour le 1. de la propriété, puisque toute suite de Cauchy est convergente, il nous suffira
de montrer que la suite a"hy p(¢"(P)) pour n=1, 2, 3,... est de Cauchy.

Comme /iy 4 p(P) := lim o hy p(9"(P))
Ona:
hy p(¢(P)) = oty p(P)+O(1)

comme /iy p(¢(P)) — athy p(P) est bornée, donc

|hy p(9(P)) —athy p(P) <C, pour tout P.

Pour la différence o™ "hy p(¢"(P)) — o "hy p(¢™(P)), on a :

iy p(On(P)) — oy (6" (P = | T e p@'(P) — ey (0 )
< X a o0 (P) — ahy o(6" (P))
m+1<i<n

ainsi donc la suite est de Cauchy. En faisant n — «, on obtient

N C
h P)—h P < ——
by (P~ hy p(P)] < .
Ce qui donne le 2. de la propriété.
Pour le 3. de la propriété , notons que
. . _hyp(¢"T(P) .
hy p(¢(P)) = r}l_r};oc "hy p(¢n(P)) = r}l_r& prEs) = othy ¢ p(P).
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</ étant une variété abélienne, en appliquant la loi du parallélogramme pour 4 p, on
obtient :

o "hy p(P+Q)+ 0 "hyy p(P—Q) =0 "2hg p(P)+ 0 "hey p(Q)+ 0 "O(1).

On trouve le résultat en faisant n — oo.

Proposition 2.8.0.3 ( [4], page 29)
Soit o/ une variété abélienne sur un corps de nombres K. Soit D un diviseur symétrique
sur < tel que ¢*D ~ aD pour o > 1. Alors pour tous P,Q € </ (k), on a :

hy 9.p(P+0Q)+hy o p(P— Q) =2hy 5 p(P)+2hy 4 p(Q).

Démonstration :

C’est une conséquence directe de la preuve du 3. du Théoréme 2.8.0.2, en faisant tendre
la limite de n a I'infini.

En effet d’apres la preuve du 3. du Théoreme 2.8.0.2 on a :

a "hy p(P+ Q)+ 0 "hey p(P—Q) = o "2hy p(P)+ 0 "hey p(Q) + 0 "O(1).
En appliquant la limite quand n — « on obtient :

hy o.0(P+ Q) +hy o p(P—Q) =2hy ¢ p(P) +2hy 4 p(Q).

Comme /iy 4 pp est une forme quadratique dans une variété abélienne A (k) (toute fonction
h: A — R satisfaisant la loi de parallélogramme est une forme quadratique).

Quand fiy4 p > 0 pour tout P € A(k), et caractérisant les points ot /iy ¢ p(P) = 0. Pour cela
D est un diviseur ample.

Théoreme 2.8.0.3 ( [4], page 29)

Soit </ une variété abélienne sur un corps de nombres K. Comme la Proposition 2.8.0.3,
considérons le morphisme ¢ : o — o/ et D un diviseur tel que ¢*D ~ aD pour o > 1.
Supposons que D est un diviseur ample, alors :

1. hy 4 p(P)>0.
2. /:17/7¢7D(P) =0 ssi ¢ est pré—périodique en P, signifiant que ’ensemble

{Po(P),0*(P),...}
est fini ( donc les valeurs ¢"(P) sont pré—périodiques ).
3. lensemble
{P e (k)| ¢ est pré—périodique en P}

est fini.

Démonstration :

Pour 1., notons que hy p(Q) > O(1) puisque D est ample, et o "h, p(¢"(P)) > o "O(1);

en faisant n — oo, on en déduit que il«y/7¢7l) > 0.

Pour 2., si ¢ est pré-périodique en P, alors {¢"(P)} est répété et de méme I'ensemble des
hauteurs {1, p(¢"(P))}. La hauteur i, p(¢"(P)) est bornée, et i’“//,qw (P) =1lim, 0o 0"y p(¢"(P)) =
0 pour tout n. Les points de 'ensemble

{P.9(P),0*(P),...}

sont de hauteurs hy p(¢"(P)) bornées, puisque /:17/7D(Q) = ha p(Q)+O(1). Ainsi 'ensemble
{¢"(P)} est fini par la propriété de Northcott.
Pour 3., c’est une application directe de la propriété de Northcott.
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Définition 2.8.0.2 (Point de torsion)

Considérons Uapplication [m]: o — o/ avec m=234..., vérifiant les hypotheses du Théo-
reme 2.8.0.3 ( avec ¢ = [m]), si [m] est pré-périodique en P impliquant que [m]*P = [m]'P
pour s >1>1, on dira que P est un point de torsion.

Proposition 2.8.0.4 ( [4], page 30)

Si ¢ = [m] pour m=234..., alors fzn//_/(p_‘D(P) =0 ssi P est de torsion dans </ (k). Ils sont en
nombre fini de points.

Par ailleurs, notons que si P € o/(K) et Q € <7/ (K),, alors fz«//7¢7D(P) = fz7/7¢7D(P+ 0).
En effet si [n]Q =0, alors

A I . 1. ~
hy 9p(P+Q) = -hy o p(In](P+Q)) = —3hy .p([n]P) = hy 9.p(P).
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CHAPITRE 3

DEVELOPPEMENT ET
PROBLEMATIQUES

3.1 Problématiques

3.1.1 La conjecture de Mordell-Weil

La théorie diophantienne s’est développée apres les travaux de Weil dans de multiples
directions, une des plus fécondes est ce que 'on appelle la théorie d’Arakelov qui est
venue étoffer les analogies entre arithmétique et géométrie cheres a Weil. La preuve de
la conjecture de Mordell par Faltings (1983) n’utilise a aucun moment le théoreme de
Mordell-Weil mais repose sur la théorie des variétés abéliennes et des schémas. En fait
le théoreme fondamental démontré par Faltings est le suivant

Conjecture 3.1.1.1 (Faltings 1983, “conjecture de Shafarevic”)

Soient le corps de nombres K, T un ensemble fini de places de K et g > 1. Il n’existe qu’un
nombre fini de variétés abéliennes de dimension g, définies sur K, ayant bonne réduction
hors de T, a isomorphisme prés.

Une variété lisse projective a “bonne réduction” en une place v si elle possede un modéle
que 'on peut réduire modulo v en gardant la licité. Par un théoréme de Torelli on déduit
le méme énoncé avec “courbes de genre g” a la place de “variétés abéliennes”. Un argu-
ment da a Parshin permet alors d’en déduire la conjecture de Mordell.

Faltings a utilisé plusieurs domaines de la géométrie algébrique : schémas, schémas en
groupes, espaces de modules ; il construit aussi une notion de hauteur intrinseque d’'une
variété abélienne inspirée des idées introduites par Arakelov. Il utilise aussi les repré-
sentations /-adiques associées a une variété abélienne introduites par Weil ainsi que
“Chypothése de Riemann” démontrée par Weil pour les variétés abéliennes sur un corps
fini.
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3.1.2 Probleme de Lehmer pour les hypersurfaces de variétés
abéliennes

On sait depuis les travaux de Philippon, puis Bost, Gillet, Soulé dans le cadre de I'inter-
section arithmétique, comment définir la hauteur des variétés projectives; I'idée étant
de considérer un point comme une variété de dimension zéro et de généraliser ceci en
dimension supérieure. De méme que dans le cas des points, on sait pour les variétés
abéliennes munies d’un fibré en droites ample et symétrique définir une hauteur parti-
culierement agréable : la hauteur canonique 4 &, ou hauteur normalisée. En dimension
zéro, il existe un théoreme caractérisant les points de hauteur normalisée nulle; c’est
un résultat de Kronecker dans le cas de G,,. Philippon (dans le cas d'un produit de
courbes elliptiques) puis Zhang et David-Philippon dans le cas général ont montré com-
ment généraliser ce résultat pour caractériser les sous-variétés de hauteur normalisée
nulle : ce sont les translatées d’'une sous-variété abélienne par un point de torsion. On
dit qu’une telle sous-variété est une sous-variété de torsion. La réponse a cette ques-
tion revient a résoudre une conjecture de Bogomolov. Ceci étant, on peut se demander
comment minorer la hauteur normalisée d'une sous-variété de hauteur non nulle d'une
variété abélienne. Dans leur article ! , David et Philippon ont formulé un probléme géné-
ral contenant cette question. En termes de degré défini ci-dessous, on peut notamment
faire ressortir de la discussion suivant la formulation de leur probleme I’énoncé suivant :

Conjecture 3.1.2.1 (David-Philippon)

Soit o/ une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, munie d’un fibré ample
et symétrique . Soit ¥ une sous-variété stricte de </ sur K, irréductible et qui n’est pas
réunion de sous-variétés de torsion, alors, on a l'inégalité

ho (V)
deg o (7)

ou s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant v , et ot c¢(«/,.L)
est une constante ne dépendant que de <7 et de L.

> (o L) deg o (V) wam7;

Conjecture 3.1.2.2 (David-Philippon)
Sous les hypotheses précédentes, et en supposant de plus que ¥ est un hypersurface de <7,
on a l'inégalité R

hg (V) > c(o,L),

ou c(o,.L) est une constante ne dépendant que de </ et de L.

3.2 Développement

Dans 'usage moderne de la cryptographie, la cryptographie a clé publique basée sur
le protocole RSA occupe une place prépondérante. Cependant, 'augmentation des puis-
sances de calcul et 'amélioration des attaques contre RSA rendent le besoin d’alter-
natives pressant. Or les courbes elliptiques et les variétés abéliennes de dimension 2

1. S. David and P. Philippon. Minorations des hauteurs normalisées des sous-variétés de variétés abé-
liennes. In Number theory (Tiruchirapalli, 1996) Contemp. Math., Contemp. Math., Amer. Math. Soc.,
Provi-dence, RI, (1998)., volume 210, pages 333-364, 1996. ratazzi@math jussieu.fr
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permettent d’avoir des niveaux de sécurité équivalents a la taille de clé et coiit calcula-
toire bien moindre. De plus, I'existence d’'une forme bilinéaire naturelle (pairing) sur ces
structures permet des constructions cryptographiques avancées de plus en plus utilisées
chez les constructeurs de protocoles.

L'algorithmique des courbes elliptiques sur les corps finis a été étudiée en profondeur :
on dispose d'une arithmétique rapide, on sait calculer efficacement les isogénies, les
polynomes de classes de Hilbert, les anneaux d’endomorphismes, et on dispose d’al-
gorithmes efficaces de comptage de points. En revanche, il n’en va pas de méme des
variétés abéliennes de dimension 2 : si Parithmétique a été relativement étudiée, les al-
gorithmes plus avancés (comme le calcul d’isogénies, des anneaux d’endomorphismes, ou
le comptage de point en grande caractéristique) sont bien plus lents que leurs contrepar-
ties sur les courbes elliptiques. De plus, I'utilisation des pairings peut faire intervenir
des variétés abéliennes de dimension supérieure (pour des raisons d’efficacité ou pour
avoir plus de liberté dans la conception de protocoles).

On peut utiliser les isogénies de variétés abéliennes en cryptographie.

Lorsqu’on utilise une variété abélienne <7, sur un corps fini k en vue d’applications cryp-
tographiques, il faut faire attention a ce que son cardinal soit divisible par un grand
nombre premier. Pour cela, il faut étre capable de le calculer rapidement. (Une autre mé-
thode est d’utiliser la théorie de la multiplication complexe pour construire une courbe
elliptique avec un nombre de points prescrit.)

On termine en donnant un panorama des algorithmes de comptage de points dispo-
nibles. Si F, est le morphisme de Frobenius de k, il agit sur .7, et les points fixes de
f.o7 (k) par le Frobenius sont exactement les points rationnels <7 (k). On a donc f.27% (k) =
deg(F, —Id).

Il existe deux grandes familles d’algorithmes pour calculer le cardinal de .«7.

La premiére famille (appelée famille p-adique), consiste a calculer un relevé (canonique
avec I'algorithme de Satoh , ou non, avec I'algorithme de Kedlaya utilisant la cohomolo-
gie de Monsky-Washnitzer de la variété abélienne <7, a un anneau p-adique et calculer
le polynome caractéristique du Frobenius sur ce relevé. Cette famille d’algorithmes est
surtout efficace lorsque la caractéristique p de k est petite.

L'autre famille (appelée aussi famille /-adique), consiste a calculer I'action du Frobenius
sur «7|l] (avec [ premier a p).
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