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Introduction

L'homogénéisation désigne la procédure qui consiste à déterminer la modélisation d'un
milieu �nement hétérogène. Son champ d'application est très vaste. Nous pouvons citer,
entre autre, la mécanique (l'étude des matériaux visqueux, mécanique de la rupture), les
mathématiques (propriétés d'optimisation des formes, développements asymptotique par
la méthode des échelles multiples ...).
La théorie des grandes déviations quant à elle cherche à décrire des évènements
exceptionnels (rares) ne suivant pas la loi des grands nombres.
Notre objectif principal c'est de combiner les e�ets de l'homogénéisation et du principe
des grandes déviations dans le cas des équations di�érentielles stochastiques avec sauts
de Poisson.
Cette approche de combinaison d'e�ets a débuté pour la première fois avec les travaux
de P.Baldi (mathématicien italien) en 1991, mais en considérant uniquement l'équation
di�érentielle stochastique (EDS) dans Rd, d ≥ 1 suivante :

dXt = q (ε)σ

(
Xt

p (ε)

)
dWt

où Wt est un mouvement brownien standard, q (ε) , p (ε) > 0 et lim
ε−→0

p (ε)

q2 (ε)
= 0.

Ensuite Freidlin et Sowers, en 1999, ont élargi l'étude en considérant l'EDS

dXt =
(ε
δ
B0 +B1

)(Xt

δ

)
dt+

√
εσ

(
Xt

δ

)
dWt.

A notre niveau, nous considérons une famille de variables aléatoires {Xx,ε,δ
t } solution de

l'équation di�érentielle stochastique (EDS)

Xx,ε,δ
t − x =

√
ε

∫ t

0

σ

(
Xx,ε,δ
s

δ

)
dWs +

ε

δ

∫ t

0

b

(
Xx,ε,δ
s

δ

)
ds+

∫ t

0

c

(
Xx,ε,δ
s

δ

)
ds+ Lε,δt (0.1)

où ε, δ > 0, {Wt : t ≥ 0} est un mouvement Brownien standard et Lε,δ = {Lε,δt : t ≥ 0}
un processus de Poisson avec un compensateur continu, indépendant de W , tous dé�nis
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dans le même espace de probabilité (Ω,F ,P,F) où F = {Ft : t ≥ 0} est la P-complétée
de la �ltration F . Plus précisément, nous supposons que Lε,δ est de la forme :

Lε,δt =

∫ t

0

∫
Rd
k

(
Xx,ε,δ
s−

δ
, y

)(
εN ε−1

(dsdy)− ν (dy)
)
ds, t ≥ 0 (0.2)

où k est une fonction mesurable et N la mesure de comptage aléatoire de type Poisson
sur Rd de mesure de Lévy (ou intensité) ν. Les coe�cients b, c, σ sont soumis à des
conditions appropriées.
Nous analysons le problème dans le cas où l'homogénéisation l'emporte sur le principe
des grandes déviations. Dans ce cas, nous établissons un principe des grandes déviations
avec les coe�cients homogénéisés.

Notre approche repose sur ce lien. Nous commencerons par donner quelques dé�nitions
et résultats sur les généralités des processus stochastiques à temps continu. Ensuite dans
le second chapitre, notre démarche consistera à donner des outils de l'homogénéisation et
du principe des grandes déviations nécessaires au chapitre suivant.
Le chapitre trois sera consacré à l'établissement du principe des grandes déviations (PGD)
dans le cas où le paramètre d'homogénéisation δ tend plus vite vers zéro que le paramètre
de viscosité ε.

7



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques à temps continu

1.1 Dé�nitions

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et (Ft)t≥0 une famille croissante de
sous-tribus de F .
1.) On dit que (Xt)t≥0 est adapté à (Ft)t≥0 si Xt est Ft-mesurable pour tout t ≥ 0.

2.) On appelle �ltration sur (Ω,F) toute famille croissante (Ft)t≥0 de sous-tribus
F0 ⊂ F1 ⊂ · · ·FT .
A chaque processus (Xt)t≥0, on peut associer une �ltration :
∀ t ≥ 0 ,Ft = σ (Xµ : 0 ≤ µ ≤ t). Cette suite (Ft)t≥0 est appelée �ltration
naturelle de (Xt)t≥0 si elle est la plus petite �ltration formée de tribus complètes
à laquelle (Xt)t≥0 est adapté.

3.) Une fonction f : [0, T ] −→ Rd est dite càdlàg (respectivement càglàd) si elle est
continue à droite (respectivement gauche) avec une limite à gauche (respectivement
à droite).

4.) Un processus (Xt)t≥0 est prévisible si X0 est F0-mesurable, et que pour tout t ≥ 1,
Xt est Ft−1-mesurable.

5.) Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est dit à variation bornée sur [0, t] si :
sup
ti

∑
i

|Xti+1
−Xti | ≤ k.

Le sup étant pris sur les subdivisions 0 ≤ t0 ≤ · · · ≤ ti ≤ ti+1 ≤ t.
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6.) Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire �nie de (Xt, t ≥ 0) est

une variable aléatoire gaussienne, c'est à dire ∀n,∀ti, 1 ≤ i ≤ n,∀ai
n∑
i=1

aiXti est

une variable aléatoire réelle gaussienne.

Nous énonçons ce théorème suivant.

Théorème 1.1 ((Inégalité de Jensen)).
Soit f une fonction convexe dé�nie sur un intervalle I ⊆ R contenant toutes les valeurs
possibles d'une variable aléatoire X à valeurs dans R. Alors si X et f (X) sont intégrables,
on a :

f [E (X)] ≤ E [f (X)] .

1.2 Martingales

Dé�nition 1.1. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (Ft)t≥0 une �ltration de cet espace.
Une famille adaptée (Mt)t≥0 de variables aléatoires intégrables
(c'est à dire E (|Mt|) < +∞,∀t) est :

. Une sous-martingale si, pour tout s ≤ t, E (Mt/Fs) ≥Ms p.s.

. Une sur-martingale si, pour tout s ≤ t, E (Mt/Fs) ≤Ms p.s.

. Une martingale si, s ≤ t, E (Mt/Fs) = Ms p.s.

Remarque 1.1. On déduit que :
. Si (Mt)t≥0 est une sous-martingale et une sur-martingale, alors (Mt)t≥0 est une
martingale.

. Si (Mt)t≥0 est une martingale, alors E (Mt) = E (M0) ,∀t.

Proposition 1.1. (Inégalité de Doob)
Soit X = (Xt)t≥0 une sous-martingale positive continue à droite, telle que, pour tout
t ≥ 0, Xt ∈ Lp (p ∈ ]0,+∞[), alors, pour tout intervalle I de R+, on a :

|| supXt||p ≤ q sup ||Xt||p

où
1

p
+

1

q
= 1.

Preuve : (Voir DEA de Djibril Ndiaye [6]).

1.3 Le mouvement Brownien

Soit (E,B) un espace mesurable où E est un espace métrique séparable et complet et
B sa tribu borélienne.
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Dé�nition 1.2. Un mouvement Brownien est un processus stochastique Xt, t ≥ 0, véri-
�ant :

- Xt0 = 0.

- pour tous 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn (n ∈ N∗), les variables Xtk−Xtk−1
(1 ≤ k ≤ n)

sont indépendantes.

- si 0 ≤ s ≤ t, Xt − Xs est normalement distribuée avec E (Xt −Xs) = 0 et
E
[
(Xt −Xs)

2] = (t− s) .

Propriété 1.1. Soit X = (Xt)t≥0 un mouvement Brownien à valeurs dans Rd, issu de
zéro i.e
X0 = 0 p.s alors, pour tout x ∈ Rd, Xx

t = x + Xt, t ≥ 0 est un mouvement Brownien
issu de x.
Plus généralement, si H est une variable aléatoire de loi µ sur Rd, indépendante du
processus X = (Xt)t≥0, alors X

H
t = H + Xt, t ≥ 0 est un mouvement Brownien de loi

initiale µ.

Propriété 1.2. Soit X =
(
X1
t , X

2
t , · · · , Xd

t

)
t ≥ 0 issu de zéro, alors X est un mou-

vement Brownien si et seulement si : pour tout i ∈ {1, 2, · · · , d}, X i
t est un mouvement

Brownien issu de zéro et les processus
(
X i
t

)
t≥0

sont indépendants.

Dé�nition 1.3. On dit qu'un processus continu X = (Xt)t≥0 à valeurs dans Rd est un
Ft-mouvement Brownien s'il est (Ft) adapté et si pour tous 0 ≤ s < t <∞ et pour tout
u ∈ Rd,

E [exp{i〈u,Xt −Xs〉}/Fs] = exp{− (t− s) ||u||
2

2
}.

Donnons maintenant ces deux propositions suivantes.

Proposition 1.2 :
Soit X =

(
X1
t , X

2
t , · · · , Xd

t

)
t≥0

un Ft-mouvement Brownien à valeurs dans Rd. Alors,
pour tous 0 ≤ s < t on a :

- E
[(
X i
t −X i

s

)
/Fs
]

= 0 p.s i ∈ {1, 2, · · · , d}.
- E

[(
X i
t −X i

s

) (
Xj
t −Xj

s

)
/Fs
]

= (t− s) δ(i,j) p.s i, j ∈ {1, 2, · · · , d},
où δ(i,j) est la formule de Kronecker donnée par :

δ(i,j) =

{
1 si i = j

0 sinon

Preuve : (Voir DEA de Djibril Ndiaye [6])

Proposition 1.2. Soit X = (Xt)t≥0 un processus continu, à valeurs dans Rd issu de

zéro. Alors X est un Ft-mouvement Brownien si et seulement si, pour tout λ ∈ Rd, le

processus M t
λ = exp{〈λ,Xt〉 −

1

2
||λ||2t} (t ≥ 0) est une (Ft)-martingale.
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Démonstration. Supposons que X est un mouvement Brownien.

Alors E{exp (〈λ,Xt −Xs〉/Fs)} = exp{−λ
2

2
(t− s)}.

Donc E{exp [(〈λ,Xt〉) /Fs] exp (〈−λ,Xs〉)} = exp

(
λ2

2
t

)
exp

(
−λ

2

2
s

)
.

Ce qui donne E{exp [(〈λ,Xt〉) /Fs] exp

(
λ2

2
t

)
= exp (〈λ,Xs〉) exp

(
−λ

2

2
s

)
.

Ainsi on a E{exp

[(
〈λ,Xt〉 −

λ2

2
t

)
/Fs
]
} = exp

(
〈λ,Xs〉 −

λ2

2
s

)
.

C'est à dire que E
(
Mλ

t /Fs
)

= Mλ
s .

Donc le processus Mλ
t est une Ft-martingale.

En faisant le calcul inverse, on véri�e aisément queX est un Ft-mouvement Brownien.

1.4 Processus de Lévy

Le mouvement Brownien peut être vu comme le modèle le plus élémentaire pour
décrire un phénomène aléatoire dont la valeur varie de façon continue.
Cependant, lorsqu'on décrit des phénomènes physiques ou dans le domaine de la �nance
et des assurances ..., les processus observés peuvent présenter des discontinuités dont
la localisation et l'amplitude sont aléatoires. Modéliser de tels phénomènes nécessite la
présence d'un processus de sauts. Les processus de Lévy constituent des processus à sauts
qui généralisent ceux de Poisson.

1.4.1 Processus de Poisson

Dé�nition 1.4. Soit (Tn)n une suite strictement croissante de variables aléatoires réelles
avec T0 = 0. Le processus de comptage Nt associé à (Tn)n≥1 est dé�ni par :

Nt =
∑
n≥1

1{Tn≤t} =
∑
n≥1

n1{Tn≤t≤Tn+1}

1. Les trajectoires de N sont constantes par morceaux dont les sauts ne prennent que
la valeur 1.

2. ∀ t > 0, Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt.

Dé�nition 1.5. Un processus de comptage Nt adapté est appelé processus de Poisson si :
. N0 = 0 p.s
. Nt est à accroissements indépendants.
. Nt est à accroissements stationnaires.

1.4.2 Mesure aléatoire de Poisson

Soit (S,A) un espace mesurable et (Ω,F ,P) un espace probabilisé.

Dé�nition 1.6. Soit µ une mesure σ-�nie sur (S,A). Une mesure aléatoire de Poisson
N sur (S,A) est une collection de variables aléatoires (N (B) , B ∈ A) telle que :
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1. Pour tout B ∈ A tel que µ (B) < ∞, N (B) suit une loi de Poisson de paramètre
µ (B).

2. Si A1, · · ·Am sont des ensembles disjoints de A, les variables aléatoires N (A1) , · · · , N (Am)
sont indépendantes.

3. Pour tout ω ∈ Ω , l'application A 7→ N (A, ω) est une mesure de comptage sur
(S,A).

Dé�nition 1.7. On dit qu'un ensemble A est borné inférieurement si 0 /∈ A.
Pour un ensemble A borné inférieurement, N = (Nt)t≥0 une mesure aléatoire de
Poisson d'intensité dt ⊗ dµ, avec µ (A) = E ([0, 1] , A), la mesure aléatoire de Poisson
compensée Ñ est dé�nie par

Ñ (t, A) = N (t, A)− tµ (A) .

1.4.3 Lois de probabilité indé�niment divisibles

La notion de processus de Lévy est étroitement liée à la notion de variable aléatoire
de la loi indé�niment divisible.

Dé�nition 1.8. On dit que la variable X est de loi indé�niment divisible si pour tout
n ∈ N∗, il existe n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (iid)

(Xk)k=1,··· ,n telles que X ait la même loi que
n∑
k=1

Xk.

Sa fonction caractéristique ΦX (u) de X véri�e alors :

ΦX (u) = (ΦXk (u))n .

1.4.4 Processus de Lévy

Dé�nition 1.9. Soit
(
Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
un espace de probabilité �ltré.

Un processus Ft-adapté (Xt)t≥0 ⊂ Rd avec X0 = 0 P − p.s est appelé un processus de
Levy s'il véri�e les propriétés suivantes :

1. Accroissements indépendants : pour chaque subdivision de temps t0
t1, · · · , tn les variables aléatoires Xt0 , Xt1−Xt0 , · · · , Xtn−Xtn−1 sont indépendantes.

2. Accroissements stationnaires : la loi de Xt+h −Xt ne dépend pas de t.

3. La continuité en probabilité : ∀ ε > 0, lim
h→0

P (|Xt+h −Xt| ≥ ε) = 0.

Théorème 1.2. Formule de Lévy-Khintchine pour les processus de Lévy.
Soit X un processus de Lévy. Alors il existe b ∈ Rd, une matrice A ∈ Rd×d et une mesure
de Lévy µ tels que ∀u ∈ Rd, ∀t ≥ 0

E
[
ei〈u,Xt〉

]
= exp

[
t

(
i 〈b, u〉 − 1

2
〈u,Au〉+

∫
Rd\{0}

(
ei〈u,z〉 − 1− i 〈u, z〉1{||z||≤1}

)
µ (dy)

)]
.

12



1.5 Intégrale stochastique de Lévy et semi-martingale

Dé�nition 1.10. On appelle intégrale stochastique de Lévy un processus (Yt)t≥0 tel que
∀t ≥ 0

Yt = Y0 +

∫ t

0

ϕ (s) dWs +

∫ t

0

φ (s) ds+

∫ t

0

∫
R
H (s, x)N (dsdx) +

∫ t

0

∫
R
K (s, x) Ñ (dsdx)

où

1. Y0 est F0-mesurable,

2. ϕ est un processus adapté tel que ∀t ≥ 0,

∫ t

0

ϕ2 (s) ds < +∞ p.s,

3. φ est un processus adapté tel que ∀t ≥ 0,

∫ t

0

∣∣φ (s)
∣∣ds < +∞ p.s,

4. H est un processus prévisible tel que ∀t ≥ 0

∫ t

0

∫
R

∣∣H (s, x)
∣∣N (dsdx) < +∞ p.s,

5. K est un processus prévisible tel que ∀t ≥ 0

∫ t

0

∫
R
K2 (s, x) ν (dx) ds < +∞ p.s.

Dé�nition 1.11. On appelle semi-martingale un processus (Yt)t≥0 (Ft)t≥0-adapté càdlàg
qui admet
la décomposition ∀t ≥ 0, Yt = Y0 +Mt + At où

- (Mt)t≥0 est une martingale locale càdlàg nulle en 0,

- (At)t≥0 est un processus à variation �nie (c'est à dire s'écrivant comme di�érence
de deux fonctions croissantes) càdlàg nul en 0.

1.5.1 Formule d'Itô

Soit une d-dimensionnelle semi-martingale Yt =
(
Y 1
t , · · · , Y d

t

)
dé�nie par :

Y i
t = Y i

0 +M i
t + Ait +

∫ t

0

∫
E

fi (s, z, ·) Ñ (dsdz) +

∫ t

0

∫
E

gi (s, z, ·)N (dsdz) (1.1)

i = 1, · · · d où

- Mt est une (Ft)-martingale localement continue de carrée intégrable, et M0 = 0.

- At est un (Ft)-adapté dont presque toutes ses fonctions d'échantillonnage sont à
variation bornée à chaque intervalle �ni, et A0 = 0.

- g est (Ft)-prévisible et pour tout t > 0,
∫ t

0

∫
E

‖g (s, z, ·) ‖µ (dz) ds < +∞ a.s.

- f est (Ft)-prévisible et pour tout t > 0,
∫ t

0

∫
E

‖f (s, z, ·) ‖2µ (dz) ds < +∞ a.s.
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Théorème 1.3. Formule d'Itô
Soit F une fonction de classe C2 sur Rd et Yt une d-dimensionnelle semi-martingale.
Alors le processus F (Yt) est une (Ft)-semi-martingale et on a :

F (Yt)− F (Y0) =
d∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(Ys) dM

i
s +

d∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(Ys) dA

i
s

+
1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(Ys) d〈M i,M j〉s

+

∫ t

0

∫
E

[F (Ys− + g (s, z, ·))− F (Ys−)]N (dzds)

+

∫ t

0

∫
E

[F (Ys− + f (s, z, ·))− F (Ys−)] Ñ (dzds)

+

∫ t

0

∫
E

[
F (Ys− + f (s, z, ·))− F (Ys−)−

d∑
i=1

fi (s, z, ·)
∂F

∂xi
(Ys)

]
µ (dz) ds

1.6 Changement de mesures

SiQ est une mesure de probabilité sur (Ω,F ,P) muni d'une �ltration (Ft)t (satisfaisant
les hypothèses habituelles), on note Qt la restriction de Q à Ft. On rappelle que si Q

est absolument continue par rapport à P (Q << P) alors la famille

(
dQt

dPt

)
t

est une P-

martingale. Soit eX une martingale exponentielle. Comme EP
[
eXt
]

= 1, on peut dé�nir
une mesure de probabilité Qt sur (Ω,Ft) par

dQt

dPt
= eXt

pour tout t ≥ 0. On �xe T ≥ 0.

Théorème 1.4. Girsanov
Soit X un processus de Lévy tel que eX est une martingale, i.e Xest de la forme :

Xt =

∫ t

0

b (s) ds+

∫ t

0

σ (s) dWs +

∫ t

0

∫
E

H (s, z) Ñ (dsdz) +

∫ t

0

∫
E

K (s, z)N (dsdz)

avec

b (t) = −1

2
σ2 (t)−

∫
E

(
eH(t,z) − 1−H (t, z)

)
µ (dz)−

∫
E

(
eK(t,z) − 1

)
µ (dz) P− p.s.

Nous supposons qu'il existe une C > 0 tel que pour tout t ≥ 0 et tout z ∈ E

||K (t, z) || ≤ C.

Pour L ∈ H2 (T, µ) nous dé�nissons

Mt :=

∫ t

0

∫
z 6=0

L (s, z) Ñ (dsdz) .
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Posons
U (t, z) =

(
eH(t,z) − 1

)
1{||z||<1} +

(
eK(t,z) − 1

)
1{||z||≥1}

et supposons que ∫ T

0

∫
{||z||≤1}

(
eH(s,z) − 1

)2
µ (dz) ds < +∞.

Finalement, nous posons

Bt = Wt −
∫ t

0

σ (s) ds et Nt = Mt −
∫ t

0

∫
z 6=0

L (s, z)U (s, z)µ (dz) ds, 0 ≤ t ≤ T.

Soit Q une nouvelle mesure de probabilité sur (Ω,FT ) donnée par :

dQ

dP
= eXT .

Alors sous Q, Bt est un mouvement Brownien et Nt est une Q-martingale.

1.7 Équations di�érentielles stochastiques

1.7.1 Existence et l'unicité

Soit (Ω,F ,Ft,P) un espace probabilisé équipé d'une �ltration (Ft)t≥0 satisfaisant les
hypothèses usuelles. SoitB = (Bt, t ≥ 0) un mouvement Brownien standard d-dimensionnel
et une mesure aléatoire de Poisson N sur R+ ×

(
Rd \ {0}

)
. On suppose que B et N sont

indépendants et tous deux sont (Ft)t-adaptés. On note ν l'intensité de N et Ñ la mesure
de Poisson compensée associée. On cherche à résoudre l'EDS

Xt = X0 +

∫ t

0

b (Xs) ds+

∫ t

0

σ (Xs) dBs +

∫ t

0

∫
||z||<1

F (Xs− , z) Ñ (ds, dz)

+

∫ t

0

∫
||z||≥1

G (Xs− , z)N (ds, dz)

(1.2)

où les coe�cients b : Rd −→ Rd, σ : Rd −→ Rd×d, F,G : Rd × Rd −→ Rd sont supposés
mesurables. La condition initiale X0 est une variable aléatoire F0-mesurable �nie presque
sûrement.

Dé�nition 1.12. Une solution de (1.2) est un processus stochastique càdlàg à valeurs
dans Rd, adapté et presque sûrement solution de (1.2). On dira que la solution de (1.2)
est unique si, pour toutes solutions X1 et X2, on a : P

(
X1
t = X2

t ,∀ t ≥ 0
)

= 1.

Donnons les hypothèses suivantes sur les coe�cients :
� Condition de Lipschitz (CL). Il existe une constante K > 0 telle que pour tout
x, x′ ∈ Rd :

||b (x)− b (x′) ||2 + ||σ (x)− σ (x′) ||2 +

∫
||z||<1

||F (x, z)− F (x′, z) ||2ν (dz) ≤ K||x− x′||2.

15



� Condition de croissance (CC). Il existe une constante M > 0 telle que pour tout
x ∈ Rd :

||b (x) ||2 + ||σ (x) ||2 +

∫
||z||<1

||F (x, z) ||2ν (dz) ≤M
(
1 + ||x||2

)
.

Théorème 1.5. Voir Applebaum [1]
Sous les hypothèses (CL) et (CC), il existe une unique solution à l'EDS (1.2).

1.7.2 Propriété de Markov

Théorème 1.6. Voir Applebaum [1]
La solution de (1.2) est un processus de Markov homogène.
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Chapitre 2

Homogénéisation et Principe des

Grandes Déviations

2.1 Homogénéisation

L'objectif principal de la théorie de l'homogénéisation est de remplacer dans la mesure
du possible, un milieu décrit de façon microscopique par une approximation à l'échelle
macroscopique. Ceci a bien sûr une grande importance car plusieurs milieux ne sont
connus que par leurs propriétés microscopiques (par exemple les sous-sols).
Les débuts de l'homogénéisation stochastique remontent aux travaux de Fréidlin.
Sa méthode repose sur l'étude de la convergence en loi des processus de di�usion
sous-jacents à l'aide de la théorie ergodique et du théorème centrale limite pour les
martingales.

2.1.1 Préliminaire

Dé�nissons tout d'abord, X̄ε,δε
t =

1

δε
X

(δε/
√
ε)

2
t
, un revêtement du processus Xx,ε,δε

t à

valeurs dans le tore Td

X̄ε,δε
t − x

δε
=

∫ t

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s +

∫ t

0

b
(
X̄ε,δε
s

)
ds+

δε
ε

∫ t

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
ds+ L̄ε,δεt , (2.1)

où 
W̄t =

√
ε

δε
W

(δε/
√
ε)

2
t

est un mouvement Brownien

L̄ε,δεt :=
ε

δε

∫ t

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)(
N (δε/ε)

2

(dsdy)−
(
δε
ε

)2
)
ν (dy) ds, t ≥ 0.
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Remarquons que le générateur in�nitésimal du processus X̄ε,δε
t est l'opérateur

L̄ε,δε =
1

2

d∑
i,j=1

ai,j (x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi (x)
∂

∂xi
+
δε
ε

d∑
i=1

ci (x)
∂

∂xi
, x ∈ Td (2.2)

Lorsque ε tend vers zéro il tend vers L donné par

L =
1

2

d∑
i,j=1

aij (x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi (x)
∂

∂xi
, (2.3)

2.1.2 Mesure invariante

Dé�nition 2.1. Soit S = {0, 1, ...} un ensemble d'indices et µ = (µi, i ∈ S) un ensemble
de nombres strictement positifs. Considérons en�n un processus X (.) = (Xij (.) , i, j ∈ S)
à valeurs réelles dé�nies sur ]0,+∞[.

On dit que µ est une mesure invariante pour X si
∑
i

µiXij (t) = µj.

Lemme 2.1. Pour tout ε ≥ 0, le processus de di�usion {X̄ε,δε , t ≥ 0} à valeurs dans le
tore Td, de générateur in�nitésimal L̄ε,δε, possède une unique mesure invariante µε,δε qui
converge vers µ0 lorsque ε→ 0.

Pour la preuve de ce lemme (2.1) (voir Djibril Ndiaye [6]) elle s'appuie entre autre sur
la proposition suivante :

Proposition 2.1. Il existe une constante c > 0 telle que

1

c
≤ pε,δε (x) ≤ c, x ∈ Td, ε ≥ 0.

Proposition 2.2. (Voir Pardoux et Veretennikov [5])
Pour tout ε ≥ 0, la mesure µε,δε de {X̄

ε,δε
t , t ≥ 0} a une densité pε,δε (x) telle que pε,δε ∈

H1
(
Td
)
. En outre, pε,δε → p dans L2

(
Td
)
quand ε→ 0.

La preuve de cette proposition s'appuie entre autre sur la proposition suivante appelée
l'inégalité de Nash.

Proposition 2.3. (Inégalité de Nash).

Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout φ ∈ H1
(
Td
)
, si φ̄ = φ −

∫
Td
φ (x) dx

alors
||φ̄||2+ 4

d

L2(Td)
≤ c||φ̄||

4
d

L2(Td)
||∇φ||2

L2(Td,Rd).

On déduit immédiatement de l'inégalité de Nash, puisque pε,δε est une densité de proba-
bilité et que ||φ̄||L1(Td) ≤ 2||φ||L1(Td), le résultat suivant,

Corollaire 2.1. (Pardoux et Veretennikov [5])
Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout ε ≥ 0, δε ≥ 0

||pε,δε ||2 ≤ c||∇pε,δε||2L2(Td,Rd).
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2.1.3 Trou spectral

Proposition 2.4. Il existe une constante ρ > 0 telle que pour tout ε ≥ 0, si f ∈
L2
(
Td;µε,δε

)
et satisfait la condition

∫
Td
f (x)µε,δε (dx) = 0, on a

∣∣∣∣∣∣∣∣Ex [f (X̄ε,δε
t

)] ∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Td;µε,δε)

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣f ∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Td;µε,δε)
e−ρt.

Peuve :
On démontre ce résultat en utilisant l'inégalité de Poincaré, et la proposition (2.1). Alors,
on a :

Corollaire 2.2. Il existe C > 0 tel que si f ∈ L∞
(
Td
)
et que la condition∫

Td
f (x) pε,δε (x) dx = 0, t ≥ 0 est satisfaite, alors

∣∣∣∣Ex (f (X̄ε,δε
t

)
/X̄ε,δε

s

) ∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣∣f ∣∣∣∣

L∞(Td)e
−ρ(t−s).

2.1.4 Théorème ergodique

Ici nous désignons par {Xx,ε,δε
t , ε > 0} solution de l'EDS (0.1), nous avons la propo-

sition suivante :

Proposition 2.5. Soit f ∈ L∞
(
Td
)
. Alors pour tout t > 0, on a∫ t

0

f

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
ds→ t

∫
Td
f (x) p (x) dx

en probabilité, quand ε tend vers zéro.

Démonstration.

Posons f̄ε,δε (x) = f (x)−
∫
Td
f (x) pε,δε (x) dx, alors

f̄ε,δε

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
= f

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
−
∫
Td
f (x) pε,δε (x) dx, et∫ t

0

f̄ε,δε

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
ds =

∫ t

0

f

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
ds− t

∫
Td
f (x) pε,δε (x) dx.

D'autre part on sait que
∫
Td
f (x) pε,δε (x) dx→

∫
Td
f (x) p (x) dx quand ε tend vers zéro.

Il reste qu'à montrer que
∫ t

0

f̄ε,δε

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
ds→ 0.

Avec
1

δε
Xε,δε
s = X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
s
, on a

∫ t

0

f̄ε,δε

(
Xx,ε,δε
s

δε

)
ds =

(
δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

f̄ε,δε
(
X̄u

)
du.
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Il résulte de la propriété de Markov de X̄ε,δε et du corollaire (2.2) :

E

(( δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

f̄ε,δε
(
X̄ε,δε
u

)
du

)2
 = 2

(
δε√
ε

)4

E
∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

f̄ε,δε
(
X̄ε,δε
r

) ∫ r

0

f̄ε,δε
(
X̄ε,δε
u

)
drdu

= 2

(
δε√
ε

)4

E
∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

∫ r

0

f̄ε,δε
(
X̄ε,δε
r

)
f̄ε,δε

(
X̄ε,δε
u

)
drdu

≤ 2

(
δε√
ε

)4

||f̄ε,δε ||2L∞(Td)

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

∫ r

0

e−ρ(r−u)drdu.

Mais ∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

∫ r

0

e−ρ(r−u)drdu =

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

[∫ r

0

e−ρ(r−u)du

]
dr

=

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

ρ−1
(
1− e−ρr

)
dr

= ρ−2

[
−1 + ρ

(√
ε

δε

)2

t+ e
−ρ
(√

ε
δε

)2
t

]
.

Donc

E

(( δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

f̄ε,δε
(
X̄u

)
du

)2
 ≤ 2||f̄ε,δε ||2L∞(Td)

(
δε√
ε

)4

ρ−2

[
−1 + ρ

(√
ε

δε

)2

t+ e−ρ(
√
ε/δε)

2
t

]

= 2||f̄ε,δε ||2L∞(Td)ρ
−2

[
−
(
δε√
ε

)4

+ ρ

(
δε√
ε

)2

+

(
δε√
ε

)4

e−ρ(
√
ε/δε)

2
t

]
.

Or −
(
δε√
ε

)4

+ ρ

(
δε√
ε

)2

+

(
δε√
ε

)4

e−ρ(
√
ε/δε)

2
t → 0 quand ε→ 0.

D'où ∫ t

0

f̄ε,δε

(
Xx,ε,δ
s

δε

)
ds→ 0.

2.1.5 Équation de Poisson

Soit f ∈ L∞
(
Td
)
et véri�ant :∫

Td
f (x) p (x) dx = 0 (2.4)

On cherche f̂ solution de l'équation de Poisson sur Td associée à l'opérateur L (la limite
de celui dé�ni en 3.9)

Lf̂ (x) + f (x) = 0, x ∈ Td (2.5)

Cette solution n'est unique qu'à une constante additive près. Fixons cette constante en
cherchant une solution f̂ telle que∫

Td
f̂ (x)µ0 (dx) = 0 (2.6)
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Théorème 2.1. Soit f ∈ L∞
(
Td
)
qui véri�e (2.4). Alors l'équation (2.5) admet une

unique solution f̂ ∈ W 2,n
(
Td
)
pour tout n ≥ 1, qui véri�e (2.6). Cette solution est

donnée par la formule probabiliste :

f̂ (x) =

∫ ∞
0

Exf
(
X̄ε,δε
t

)
dt. (2.7)

Preuve : (voir DEA Djibril Ndiaye [6])

2.2 Principe des grandes déviations (PGD)

La théorie des grandes déviations s'intéresse à l'étude des évènements rares, c'est à
dire les évènements dont la probabilité de se réaliser est petite.
Commençons cette présentation par un exemple simple.
Considérons une suite (Xi, i = 1, · · · , n) de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées de loi normale centrées réduites. Notons X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi la

moyenne des Xi La loi des grands nombres nous apprend que presque sûrement, X̄n

converge vers 0. Par conséquent on a pour tout a > 0

lim
n→+∞

P
(
|X̄n| ≥ a

)
= 0.

L'évènement {|X̄n| ≥ a} est un évènement atypique, on force notre processus à excéder
sa moyenne. La théorie des grandes déviations cherche à quanti�er plus précisément la
probabilité de ce type d'évènement. On peut remarquer que dans notre exemple X̄n suit

alors une loi normale centrée et de variance
1

n
. Par conséquent on a ,

P
(
|X̄n| ≥ a

)
= 1− P

(
|N
(

0,
1

n

)
| < a

)
= 1− P

(
|N (0, 1) | < a

√
n
)

=
2√
2π

∫ +∞

a
√
n

exp

(
−x

2

2

)
dx.

On peut encadrer l'intégrale précédente par(
1− 1

a2n

) √
2

πa
√
n

exp

(
−a

2n

2

)
≤
√

2√
π

∫ +∞

a
√
n

exp

(
−x

2

2

)
dx ≤

√
2

πa
√
n

exp

(
−a

2n

2

)
pour �nalement obtenir que

lim
n→+∞

1

n
logP

(
|X̄n| ≥ a

)
= −a

2

2
,

ou bien encore que

P
(
|X̄n| ≥ a

)
≈ exp

(
−a

2n

2

)
à l'in�ni.
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La probabilité pour que le processus X̄n réalise un évènement atypique comme excéder

sa moyenne est donc approximativement de exp

(
−a

2n

2

)
. Nous avons donc réussi avec

cet exemple simple à quanti�er la probabilité d'un évènement rare, ici qu'une moyenne
de gaussiennes centrées dépasse 0. On dira que n est la vitesse de la déviation et que la

fonction a 7→ a2

2
est la fonction de taux de la déviation.

Soit E un espace polonais métrique muni de sa tribu Borélienne BE.
Dé�nition 2.2. (Fonction de taux) :
Une fonction I : E −→ [0,+∞] est une fonction de taux si elle est semi-continue
inférieurement, c'est à dire si les ensembles de niveaux {x ∈ E : I (x) ≤ α, α ≥ 0} sont
fermés. On dira que I est une bonne fonction de taux si ces ensembles de niveaux sont
compacts.

Dé�nition 2.3. (Principe des grandes déviations)
La famille {µε,δε} de probabilités sur (E,BE) satisfait un principe des grandes déviations
avec pour fonction de taux I si pour tout Γ ⊂ BE, on a :

− inf
x∈
◦
Γ

I (x) ≤ lim inf
ε→0

ε log µε,δε (Γ) ≤ lim sup
ε→0

ε log µε,δε (Γ) ≤ − inf
x∈Γ

I (x) .

L'énoncé d'un principe des grandes déviations peut s'exprimer de manière équivalente
comme suit :

Dé�nition 2.4. La famille {µε,δε} de probabilités sur (E,BE) satisfait un principe des
grandes déviations avec pour fonction de taux I si

(1) pour tout ouvert O de BE
lim inf
ε→0

ε log µε,δε (O) ≥ − inf
x∈O

I (x)

(2) pour tout fermé F de BE
lim sup
ε→0

ε log µε,δε (F ) ≤ − inf
x∈F

I (x) .

Remarque 2.1. Il existe une version a�aiblie du principe des grandes déviations. On
dira que la famille {µε,δε} de probabilité sur (E,BE) satisfait un principe des grandes
déviations restreint avec pour fonction de taux I, si la borne supérieure est seulement
valable pour des ensembles compacts.

Donnons maintenant le théorème de Crâmér.
On note 〈., .〉 le produit scalaire sur Rd. Pour X une variable aléatoire à valeurs dans Rd,
on note

Λ (θ) = logE [exp (〈θ,X〉)]
la log-Laplace de la loi de X et

Λ∗ (x) = sup
θ∈Rd
{〈θ, x〉 − Λ (θ)}

avec x ∈ Rd, la transformée de Legendre de Λ.

On suppose que la log-Laplace de la loi de X soit dé�nie sur Rd en entier. Notons DΛ le
domaine de dé�nition de cette dernière.
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Théorème 2.2. (Théorème de Crâmér sur Rd)
Soit (Xi, i = 1, · · · , n) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées à valeurs dans Rd. Si on suppose que DΛ = Rd alors

(1) pour tout fermé F ⊂ Rd,

lim
n→+∞

1

n
logP

(
X̄n ∈ F

)
≤ − inf

x∈F
Λ∗ (x)

et

(2) pour tout ouvert O ⊂ Rd,

lim
n→+∞

1

n
logP

(
X̄n ∈ O

)
≥ − inf

x∈O
Λ∗ (x) .

La fonctionnelle Λ∗ est un élément central de la théorie des grandes déviations.

Proposition 2.6. La fonction Λ∗ est convexe et semi-continue inférieurement.

Démonstration.
Λ∗ est semi-continue inférieurement en tant que suprémum de fonctions linéaires.
Par ailleurs, soient u ∈ [0, 1] et x, y ∈ R

Λ∗ (ux+ (1− u) y) = sup
λ∈R
{λ (ux+ (1− u) y)− Λ (λ)}

= sup
λ∈R
{u (λx− Λ (λ)) + (1− u) (λy − Λ (λ))}

≤ uΛ∗ (x) + (1− u) Λ∗ (y) .

2.2.1 Principe contraction

Ce principe permet de transférer un principe des grandes déviations connu pour une
famille de probabilité {µε,δε} à une nouvelle famille {µε,δε ◦ f−1} si f est continue dans la
topologie où se réalise le principe des grandes déviations.

Théorème 2.3. Soient E et E
′
des espaces métriques séparables et f : E −→ E

′
une

application continue. Considérons la fonction de taux I de E à valeurs dans [0,+∞],
dé�nissons alors l'application J par

J (y) = inf{I (x) , x ∈ E, f (x) = y} y ∈ E ′ .

Alors, J est une bonne fonction de taux sur E
′
.

Si de plus, {µε,δε} satisfait un principe des grandes déviations sur E avec I pour fonction
de taux alors la famille {µε,δε ◦ f−1} satisfait un principe des grandes déviations sur E

′

avec pour fonction de taux J .

Remarque 2.2. Rappelons que la famille de mesure de probabilité {µε,δε◦f−1} est comme
suit :
pour tout A ∈ BE′

µε,δε ◦ f−1 (A) = µε,δε
(
f−1 (A)

)
.
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Donnons la démonstration du théorème (2.3)

Démonstration. Tout d'abord observons que J est une application positive et semi-
continue inférieurement. Montrons que J est une bonne fonction de taux. Soit α ≥ 0,
alors

{J ≤ α} = {y ∈ E ′ , J (y) ≤ α} = {f (x) , x ∈ E, I (x) ≤ α}.
Puisque f est continue, l'ensemble f−1 ({y}) est un fermé. De plus, I étant une bonne de
taux, nous avons

J (y) = inf
x∈f−1({y})

I (x) = I (x0) x0 ∈ f−1 ({y}) .

En outre, notons que {f (x) , x ∈ E, I (x)} = f ({I ≤ α}). I étant une bonne fonction de
taux, l'ensemble {I ≤ α} est un compact de E. La continuité de f nous assure alors que
l'ensemble {J ≤ α} est également compact.
En�n, montrons que

(
µε,δε ◦ f−1

)
satisfait un principe des grandes déviations avec J pour

fonction de taux. Pour cela, observons que µε,δε ◦ f−1 (A) = µε,δε
(
f−1 (A)

)
. En utilisant

la continuité de f , si A est un fermé (respectivement un ouvert) de E
′
alors f−1 (A) est

un fermé (respectivement un ouvert) de E. En conclusion J (A) = I
(
f−1 (A)

)
.

2.2.2 Théorème de Gartner-Ellis

Rappelons que Cramér est le premier à utiliser cette approche pour établir le principe
des grandes déviations pour une famille de variables aléatoires indépendantes. Ensuite
ce résultat a été con�rmé par Gartner-Ellis dans Rd, puis généralisé par Baldi dans les
espaces plus généraux (voir Dembo et al.[13] ou Stroock et al.[25]).
Soit T > 0 et x ∈ Rd, on pose

gεT,x (θ) = ε logE
[
exp

(
1

ε
〈θ,Xx,ε,δε

T 〉
)]

, ε > 0, θ ∈ Rd (2.8)

Théorème 2.4. Théorème de(Gartner-Ellis)
Supposons T > 0 et x ∈ Rd soient �xés.
Soit {Xx,ε,δε

t : ε > 0, t ∈ [0, T ]} une famille de variables aléatoires à valeurs dans Rd,
issue de x. Supposons de plus :

� la fonction gT,x, ci-dessous, soit bien dé�nie de Rd à valeurs dans Rd

gT,x (θ) = lim
ε→0

gεT,x (θ)

� le vecteur nul de Rd soit dans l'intérieur de {θ ∈ Rd : gT,x (θ) <∞}

� l'ensemble A := {θ ∈ Rd : |gT,x (θ) | < ∞}, de frontière ∂A, soit d'intérieur
◦
A non

vide, que ∇gT,x (θ) soit dé�ni pour tout θ ∈
◦
A et que lim sup

θ→∂A
θ∈
◦
A

||∇gT,x (θ) || = +∞.

Alors la famille {Xx,ε,δε
t : ε > 0, t ∈ [0, T ]} satisfait un principe des grandes déviations

avec une fonction taux dé�nie par :

IT,x(z) = sup
θ∈Rd
{〈θ, z〉 − gT,x (θ)}, z ∈ Rd.
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Chapitre 3

Principe des grandes déviations

pour les EDS avec sauts et

homogénéisation plus rapide que la

viscosité

Introduction

Dans cette partie, nous considérons une famille {Xx,ε,δε
t } solution de EDS avec sauts

(0.1). Nous prouvons que lorsque l'homogénéisation l'emporte sur la viscosité, la famille
satisfait un PGD. Pour cela nous utiliserons le calcul des moments logarithmiques de
Xx,ε,δε
t , la formule d'Itô et celle de Girsanov. Nous ferons des estimations pour trouver la

limite de gεT,x de la fonction dé�nie dans le théorème de Gartner-Ellis. Et nous utiliserons
aussi la transformée de Frenchel-Legendre pour trouver la bonne fonction de taux, ce qui
nous permettra de dire que Xx,ε,δε un PGD.

3.1 Hypothèses et dé�nitions

Nous rappelons sans perte de généralité δ := δε et supposons que

H.1 lim
ε→0

δε
ε

= 0.

Notons l'espérance sous la probabilité P par E, et l'opérateur gradient par ∇. Nous
dé�nissons également par 〈., .〉 le produit scalaire Euclidien standard sur Rd, et ||.|| sa
norme associée. Soit C

(
Rd,Rd

)
l'espace des fonctions continues de Rd à valeurs dans

Rd qui sont périodiques de période 1 dans chaque coordonnée de l'argument, et soit
||.||C(Rd,Rd) sa norme associée. Nous désignons par Td le tore d-dimensionnel de taille 1,

25



et par ||.||C(Td,Rd) la norme sup sur C
(
Td,Rd

)
, l'espace des fonctions continues sur Td à

valeurs dans Rd.
Les champs de vecteurs {σi : 1 ≤ i ≤ d} dans (1) sont C

(
Rd,Rd

)
et satisfont la condition

κ = inf

[
d∑
i=1

〈θ, σi (x)〉2 : x ∈ Rd, θ ∈ Rd, ||θ|| = 1

]
> 0. (3.1)

Supposons également que les coe�cients b , c dans (1) sont C
(
Rd,Rd

)
.

Pour ce qui est de la partie de Poisson, nous considérons une mesure aléatoire de Poisson
N ε−1

(., .) sur [0, T ] × Rd dé�nie dans l'espace de probabilité (Ω,F ,P), avec une mesure
de Lèvy ε−1ν de telle sorte que la condition d'intégrabilité suivante soit satisfaite :∫

Rd\{0}

(
1 ∧ ||y||2

)
ν (dy) < +∞ (3.2)

Le compensateur de εN ε−1

est donc la mesure déterministe εN̂ ε−1

(dtdy) := dtν (dy) .
Dans notre travail, nous nous intéressons aux Points processus de Poisson de classe (QL),
à savoir un Point processus dont la mesure de comptage a un compensateur continu(voir,
Ikeda et Watanabe, 1981). Plus précisément, à la lumière du théorème de représentation
des Points processus de Poisson (Ikeda et Watanabe, 1981, chap. II, Théo.7.4), nous
exigeons que Lε,δε soit un processus de saut pur de la forme suivante :

Lε,δεt :=

∫ t

0

∫
Rd\{0}

k

(
.

δε
, y

)
(s)
(
εN ε−1

(dsdy)− ν (dy) ds
)
, t ≥ 0

où k est C
(
Rd × Rd,Rd

)
par rapport à la première variable, intégrable par rapport à

dtdy, de sorte que la mesure de comptage de Lε,δε , notée NLε,δε (dtdy) prend la forme
suivante :

NLε,δε ((0, t]× A) :=

∫ t

0

∫
Rd

1A

(
k

(
.

δε
, y

)
(s)

)
εN ε−1

(dsdy) =
∑

0≤S≤t

1{∆Lε,δεs ∈A}, (3.3)

et son compensateur est donc

N̂Lε;δε (dtdy) := k

(
.

δε
, y

)
(s)E [NLε,δε (dtdy)] = k

(
.

δε
, y

)
(s) ν (dy) dt et donc continu,

i.e Lε,δε a une statistique continue.
Les processus de Markov Xε,δε que nous considérons engendrent une di�usion avec sauts.
Par la suite, nous décrivons leur générateur in�nitésimal sur l'espace des fonctions deux
fois continûment di�érentiables à support compact par :

Lε,δεφ (x) =
ε

2

d∑
i,j=1

aij

(
x

δε

)
∂2φ (x)

∂xi∂xj
+
ε

δε

d∑
i=1

bi

(
x

δε

)
∂φ (x)

∂xi
+

d∑
i=1

ci

(
x

δε

)
∂φ (x)

∂xi

+
1

ε

∫
Rd

[
φ

(
x+ εk

(
x

δε
, y

))
− φ (x)− ε

d∑
i=1

ki

(
x

δε
, y

)
∂φ (x)

∂xi

]
ν (dy) , x ∈ Rd.

(3.4)
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Dont nous avons un générateur di�usion donné par la relation

ε

2

d∑
i,j=1

aij

(
x

δε

)
∂2φ (x)

∂xi∂xj
+
ε

δε

d∑
i=1

bi

(
x

δε

)
∂φ (x)

∂xi
+

d∑
i=1

ci

(
x

δε

)
∂φ (x)

∂xi
(3.5)

où la matrice a = (aij) peut être écrite comme suit a = σσ∗ avec ∗ désigne l'opérateur
transposé.
et un générateur de sauts donné par la relation

1

ε

∫
Rd

[
φ

(
x+ εk

(
x

δε
, y

))
− φ (x)− ε

d∑
i=1

ki

(
x

δε
, y

)
∂φ (x)

∂xi

]
ν (dy) , x ∈ Rd (3.6)

que nous n'utiliserons pas dans la suite de notre travail.
Donnons l'hypothèse suivante :

H.2



il existe une constante C1 telle que pour tout ζ := σi, b, c, 1 ≤ i ≤ d, et k :

i)||ζ
(
x
′
)
− ζ (x) ||+

∫
Rd
||k
(
x
′
, y
)
− k (x, y) ||ν (dy) ≤ C||x′ − x||, ∀ x

′
, x ∈ Rd

il existe une constante C2 telle que pour tout ζ := σi, b, c, 1 ≤ i ≤ d, et k :

ii) ||ζ (x) ||2 +

∫
Rd
||k (x, y) ||2ν (dx) ≤ C2

(
1 + ||x||2

)
, x ∈ Rd.

Par exigence, il existe une L-di�usion avec sauts sur Rd et par hypothèse de périodicité
sur les coe�cients, un tel processus induit un processus X̄ε,δε qui a à la fois une compo-
sante di�usion et une composante saut sur le tore Td, de plus la L-di�usion composante
du processus est ergodique. Nous désignons par m son unique mesure invariante. Pour
que ledit processus de générateur Lε,δε ait une limite quand ε→ 0, nous avons fortement
besoin de la condition suivante :

H.3 (condition de centrage)
∫
Td
b (x)m (dx) = 0.

Si nous posons X̄ε,δε
t =

1

δε
Xx,ε,δε

(δε/
√
ε)

2
t
, alors nous avons

X̄ε,δε
t − x

δε
=

∫ t

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s +

∫ t

0

b
(
X̄ε,δε
s

)
ds+

δε
ε

∫ t

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
ds+ L̄ε,δεt , (3.7)

où 
W̄t =

√
ε

δε
W

(δε/
√
ε)

2
t

est un mouvement Brownien

L̄ε,δεt =
ε

δε

∫ t

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)(
N (δε/ε)

2

(dsdy)−
(
δε
ε

)2
)
ν (dy) ds, t ≥ 0.

Le processus {X̄ε,δε
t : t ≥ 0} est considéré comme un processus à valeurs dans le tore

d-dimensionnel Td.
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Son générateur de di�usion est :

L̄ε,δε =
1

2

d∑
i,j=1

ai,j (x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi (x)
∂

∂xi
+
δε
ε

d∑
i=1

ci (x)
∂

∂xi
, x ∈ Td (3.8)

Lorsque ε tend vers zéro il tend vers L donné par

L =
1

2

d∑
i,j=1

aij (x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi (x)
∂

∂xi
, (3.9)

Désignons par b̂ =
(
b̂1, b̂2, · · · , b̂d

)∗
l'unique solution de l'équation de Poisson Lb̂+ b = 0

(voir, Pardoux et Veretennikov ; 2001) dé�nie par :

b̂i (x) =

∫ +∞

0

E{bi
(
X̄t

)
}dt, i := 1, · · · d. (3.10)

Nous supposons que cette solution satisfait b̂ ∈ C∞
(
Td
)
.

En�n, considérons les coe�cients homogénéisés suivants :

c0 =

∫
Td

(
I +∇b̂

)
c (x)m (dx) ; c̄0 = c0 −

∫
Td
k0 (y) ν (dy)

a0 =

∫
Td

(
I +∇b̂

)
a
(
I +∇b̂

)
(x)m (dx) ; k0 (y) =

∫
Td

(
I +∇b̂

)
k (x, y)m (dx)

3.2 Aperçu du principe des grandes déviations

Posons J̄ (θ) :=
1

2
〈θ, a0θ〉+ 〈c̄0, θ〉+

∫
Rd

∫
Td

(
e〈k(z,y),θ〉 − 1

)
m (dz) ν (dy) .

Par hypothèse sur a, la matrice a0 est strictement dé�nie positive. Puis, en posant a−1
0

sa matrice inverse, nous dé�nissons la norme

||θ||a−1
0

=
√
〈θ, a−1

0 θ〉 pour tout θ ∈ Rd.

Ensuite, nous introduisons

Qa0,ν = {w ∈ Rd : w = a0u pour tout u ∈ Rd}+ Sν ,

où Sν indique le support de ν. Désignons par con (Qa0,ν) le plus petit cône convexe qui
contient Qa0,ν puis posons

Ta0,ν = {c̄0}+ con (Qa0,ν) . (3.11)

Soit ri (A) l'intérieur relatif d'un ensemble A. Á la lumière du lemme de caractérisation
(voir, Ikeda et Watanabe, 1981, Lemme 10.2.3) du domaine e�ectif de

J (θ) = inf
θ′∈Rd

{
〈θ, θ′〉 − J (θ

′
)
}
, nous avons

ri (Ta0,ν) ≡ ri (domJ (θ)) .
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Par les exigences (3.1) et (3.2), il est bien connu que Ta0,ν := Rd et l'on a

J (θ) =
1

2
||θ − c̄0||2a−1

0
+

∫
Rd

∫
Td
%

(
||θ||

||k (z, y) ||

)
m (dz) ν (dy)

où % (r) = r log r − r + 1, r ∈ (0,+∞).

Maintenant, nous énonçons résultat principal suivant :

Théorème 3.1. (Manga - Coulibaly - Diédhiou)
Fixons T > 0 et supposons que les hypothèses (H.1), (H.2) et (H.3) sont véri�ées.
Alors pour tout x ∈ Rd, la famille {Xx,ε,δε

T : ε > 0} de variables aléatoires à valeurs dans
Rd satisfait un PGD avec une bonne fonction de taux :

IT,x (z) = TJ
(
z − x
T

)
, z ∈ Rd.

Démonstration.
Comme le paramètre de l'homogénéisation est plus rapide que celui de la viscosité, le
principe des grandes déviations sera appliqué aux coe�cients homogénéisés. La preuve
s'e�ectue en six étapes :

Première étape : écriture de la fonction test

Nous posons X̂ε,δε
t =

1

δε
Xx,ε,δε
t . La nouvelle variable X̂ε,δε

t véri�e l'EDS suivante :

X̂ε,δε
t − x

δε
=

√
ε

δε

∫ t

0

σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs +

ε

δ2
ε

∫ t

0

b
(
X̂ε,δε
s

)
ds+

1

δε

∫ t

0

c
(
X̂ε,δε
s

)
ds

+
1

δε

∫ t

0

∫
Rd
εk
(
X̂ε,δε
s− , y

)
N ε−1

(dyds)− 1

δε

∫ t

0

∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy) ds.

Nous appliquons la formule d'Itô à b̂
(
X̂ε,δε
t

)
où b̂ est solution de l'équation de

Poisson Lb̂+ b = 0. Alors, nous avons :

b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)
=

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
dX̂ε,δε

t +
1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2b̂

∂xi∂xj

(
X̂ε,δε
s

)
d〈X̂ε,δε

i , X̂ε,δε
j 〉s

+

∫ t

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
N ε−1

(dyds)

−
∫ t

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
ε−1ν (dy) ds

+

∫ t

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
ε−1ν (dy) ds

−
∫ t

0

∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
∇b̂
(
X̂ε,δε
s−

)
ν (dy) ds

où

dX̂ε,δε
t =

√
ε

δε
σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs+

ε

δ2
ε

b
(
X̂ε,δε
s

)
ds+

1

δε
c
(
X̂ε,δε
s

)
ds− 1

δε

∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy) ds

29



et d〈X̂ε,δε
i , X̂ε,δε

j 〉s =
ε

δ2
ε

aij

(
X̂ε,δε
s

)
ds où aij = σiσ

∗
j .

Le terme
∫ t

0

∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
∇b̂
(
X̂ε,δε
s−

)
ν (dy) ds représente le générateur de sauts

que nous n'utilisons pas.

Ce qui fait que

b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)
=

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)[√ε
δε
σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs +

ε

δ2
ε

b
(
X̂ε,δε
s

)
ds+

1

δε
c
(
X̂ε,δε
s

)
ds

− 1

δε

∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy) ds

]
+

1

2

ε

δ2
ε

d∑
i,j=1

∫ t

0

aij

(
X̂ε,δε
s

) ∂2b̂

∂xi∂xj

(
X̂ε,δε
s

)
ds

+

∫ t

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
N ε−1

(dyds) .

En multipliant par δε, nous obtenons :

δε

[
b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]
=
√
ε

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs +

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
c
(
X̂ε,δε
s

)
ds

−
∫ t

0

∫
Rd
∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy) ds

+
ε

δε

∫ t

0

[
1

2

d∑
i,j=1

aij

(
X̂ε,δε
s

) ∂2b̂

∂xi∂xj

(
X̂ε,δε
s

)
ds+∇b̂

(
X̂ε,δε
s

)
b
(
X̂ε,δε
s

)]
ds

+ δε

∫ d

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
N ε−1

(dyds) .

Donc

δε

[
b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]
=
√
ε

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs +

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
c
(
X̂ε,δε
s

)
ds

−
∫ t

0

∫
Rd
∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy) ds

+
ε

δε

∫ t

0

Lb̂
(
X̂ε,δε
s

)
ds

+ δε

∫ d

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
N ε−1

(dyds) .

où L est donné par (3.9).
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Par la relation Lb̂+ b = 0, nous avons :

δε

[
b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]
=
√
ε

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs +

∫ t

0

∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
c
(
X̂ε,δε
s

)
ds

−
∫ t

0

∫
Rd
∇b̂
(
X̂ε,δε
s

)
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy) ds− ε

δε

∫ t

0

b
(
X̂ε,δε
s

)
ds

+ δε

∫ d

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
N ε−1

(dyds) .

Ensuite nous utilisons la fonction test X̃ε,δε
t = Xx,ε,δε

t + δε

[
b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]
.

Ce qui nous donne :

X̃ε,δε
t = Xx,ε,δε

t + δε

[
b̂
(
X̂ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]
= x+

∫ t

0

(
I +∇b̂

)(
X̂ε,δε
s

)[
c
(
X̂ε,δε
s

)
−
∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
ν (dy)

]
ds

+
√
ε

∫ t

0

(
I +∇b̂

)(
X̂ε,δε
s

)
σ
(
X̂ε,δε
s

)
dWs + ε

∫ t

0

∫
Rd
k
(
X̂ε,δε
s− , y

)
N ε−1

(dyds)

+ δε

∫ t

0

∫
Rd

[
b̂
(
X̂ε,δε
s− + εk

(
X̂ε,δε
s− , y

))
− b̂
(
X̂ε,δε
s−

)]
N ε−1

(dyds) .

(3.12)

Deuxième étape : projection sur le tore
Nous projetons Xx,εδε

t dans le tore. Pour cela, nous posons

X̄ε,δε
t =

1

δε
Xx,ε,δε

(δε/
√
ε)

2
t
et nous obtenons à partir de la fonction test :

Xx,ε,δε
t = x+

(
δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

) [
c
(
X̄ε,δε
s

)
−
∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
ν (dy)

]
ds

+ δε

d∑
i=1

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

)
σi
(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s

+ ε

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

+ δε

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

∫
Rd
Hε,b̂

(
X̄ε,δε
s− , y

)
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)− δε
[
b̂
(
X̄ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]
.

où z ∈ Td
Hε,ϕ (z) = ϕ (z + εk (z, .))− ϕ (z) ∀ϕ ∈ C∞

(
Rd
)
.

Soit θ ∈ Rd et T > 0, en appliquant le produit scalaire entre Xx,ε,δε
T et θ, puis en
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multipliant par ε−1, nous avons :

1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉
=

1

ε
〈θ, x〉+

δε
ε

d∑
i=1

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

)
σi
(
X̄ε,δε
s

)〉
dW̄s

+

(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

) [
c
(
X̄ε,δε
s

)
−
∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
ν (dy)

]〉
ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

〈
θ, k

(
X̄ε,δε
s− , y

)〉
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

〈
θ,Hε,b̂

(
X̄ε,δε
s− , y

)〉
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

− δε
ε

〈
θ,

[
b̂
(
X̄ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]〉
.

Nous réécrivons la fonction gεT,x (θ) dé�nie par (2.8) :

gεT,x (θ) = 〈θ, x〉+ ε logE

[
exp

{
δε
ε

d∑
i=1

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

)
σi
(
X̄ε,δε
s

)〉
dW̄s

+

(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

) [
c
(
X̄ε,δε
s

)
−
∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
ν (dy)

]〉
ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

〈
θ, k

(
X̄ε,δε
s− , y

)〉
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

〈
θ,Hε,b̂

(
X̄ε,δε
s− , y

)〉
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

− δε
ε

〈
θ,

[
b̂
(
X̄ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

)]〉}]
.

Troisième étape : changement de mesure de probabilité et utilisation de Girsanov

Pour T > 0, dé�nissons une nouvelle mesure de probabilité P̃ sur (Ω,FT ) par :

dP̃
dP

= exp (AT )
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où

AT =

(
δε
ε

) d∑
i=1

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

)
σi
(
X̄ε,δε
s

)〉
dW̄s

−
(
δε
ε

)2 d∑
i=1

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

)
σi
(
X̄ε,δε
s

)〉2

ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

〈
θ, k

(
X̄ε,δε
s− , y

)〉
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

(
e〈θ,k(X̄

ε,δε
s ,y)〉 − 1

)
ν (dy) ds

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

〈
θ,Hε,b̂

(
X̄ε,δε
s− , y

)〉
N(δε/

√
ε)

2

(dyds)

−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

(
e{

δε
ε 〈θ,Hε,b̂(X̄ε,δε

s ,y)〉} − 1
)
ν (dy) ds.

Soit Ẽ l'espérance sous P̃. Grâce à la formule de Girsanov nous réécrivons la fonction
gεT,x sur le nouveau espace :

E
[
exp

(
1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉)]
=

∫
Rd

exp

(
1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉)
dP

=

∫
Rd

exp

(
1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉
− AT

)
dP̃

= Ẽ
[
exp

(
1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉
− AT

)]
ε logE

[
exp

(
1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉)]
= ε log Ẽ

[
exp

(
1

ε

〈
θ,Xx,ε,δε

T

〉
− AT

)]
Donc

gεT,x (θ) = 〈θ, x〉+ ε log Ẽ

[
exp

{(
δε
ε

)2
(

1

2

d∑
i=1

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

)(
X̄ε,δε
s

)
σi

(
X̄ε,δε
s

)〉2
ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
t

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

)(
X̄ε,δε
s

)[
c
(
X̄ε,δε
s

)
−
∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
ν (dy)

]〉
ds

)

+

(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

(
e

{
δε
ε

〈
θ,Hε,b̂

(
X̄ε,δε
s ,y

)〉}
− 1

)
ν (dy) ds

+

(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

(
e

〈
θ,k
(
X̄ε,δε
s ,y

)〉
− 1

)
ν (dy) ds

−δε
ε

〈
θ,

(
b̂
(
X̄ε,δε
t

)
− b̂

(
x

δε

))〉}]
.

(3.13)
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Quatrième étape : propriété ergodique
Pour tout z ∈ Td, pour tout θ ∈ Rd, posons

Φ (z, θ) =
1

2

〈
θ,
(
I +∇b̂

)
σ (z)

〉2

+

∫
Rd

〈
θ,
(
I +∇b̂

)
(c (z)− k (z, y))

〉
ν (dy)

+

∫
Rd

(
e〈θ,k(z,y)〉 − 1

)
ν (dy)

(3.14)

Soit Ψ ∈ C∞
(
Td
)
l'unique solution de l'équation de Poisson LΨ = Φ−

∫
Td

Φ (z, .)m (dz),

véri�ant
∫
Td

Ψ (z, .)m (dz) = 0 où L est donné par (3.9).

Nous appliquons à nouveau la formule d'Itô à

(
δε√
ε

)2

Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
puis appli-

quer le théorème ergodique à Φ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
. Nous avons dans ce cas :

Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

)
=

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∇Ψ
(
X̄ε,δε
s

)
dX̄ε,δε

s

+
1

2

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

d∑
i,j=1

∂2Ψ

∂xi∂xj

(
X̄ε,δε
s

)
d
〈
X̄ε,δε
i , X̄ε,δε

j

〉
s

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

[
Ψ
(
X̄ε,δε
s− + εk

(
X̄ε,δε
s−

))
−Ψ

(
X̄ε,δε
s−

)]
N (δε/ε)

2

(dyds) .

Ce qui nous donne

Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

)
=

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

[
1

2

d∑
i,j=1

aij
(
X̄ε,δε
s

) ∂2Ψ

∂xi∂xj

(
X̄ε,δε
s

)
+ b
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)]
ds

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ds

− δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

[
Ψ
(
X̄ε,δε
s− + εk

(
X̄ε,δε
s−

))
−Ψ

(
X̄ε,δε
s−

)]
N (δε/ε)

2

(dyds) .

34



Alors, nous avons :

Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

)
=

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

LΨ
(
X̄ε,δε
s

)
ds

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ds

− δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

[
Ψ
(
X̄ε,δε
s− + εk

(
X̄ε,δε
s−

))
−Ψ

(
X̄ε,δε
s−

)]
N (δε/ε)

2

(dyds)

Par la relation LΨ = Φ−
∫
Td

Φ (z, θ)m (dz), nous obtenons :

Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

)
=

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

Φ
(
X̄ε,δε
s

)
ds−

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz) ds

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ds

− δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

[
Ψ
(
X̄ε,δε
s− + εk

(
X̄ε,δε
s−

))
−Ψ

(
X̄ε,δε
s−

)]
N (δε/ε)

2

(dyds)

Nous avons par le théorème de Fubini que :∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz) ds =

∫
Td

Φ (z, θ)

(∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

ds

)
m (dz)

=

(√
ε

δε

)2

T

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz) .
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Ce qui fait que

Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

)
=

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s +

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

Φ
(
X̄ε,δε
s

)
ds

+
δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ds−

(√
ε

δε

)2

T

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz)

− δε
ε

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

[
Ψ
(
X̄ε,δε
s− + εk

(
X̄ε,δε
s−

))
−Ψ

(
X̄ε,δε
s−

)]
N (δε/ε)

2

(dyds) .

En multipliant par

(
δε√
ε

)2

, nous obtenons le résultat suivant :

(
δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

Φ
(
X̄ε,δε
s

)
ds = T

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz)

+

(
δε√
ε

)2 [
Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

)]
−
(
δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s

− δ3
ε

ε2

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ds

+
δ3
ε

ε2

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

−
(
δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
Hε,Ψ

(
X̄ε,δε
s− , y

)
N (δε/ε)

2

(dyds) .

(3.15)

Mettons (3.15) dans la formule (3.13).

Intégrons d'abord la relation (3.14) sur l'intervalle
[
0,
(√

ε/δε
)2
T
]
, nous avons

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

Φ
(
X̄ε,δε
s , θ

)
ds =

1

2

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

)
σ
(
X̄ε,δε
s

)〉2

ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

〈
θ,
(
I +∇b̂

) (
X̄ε,δε
s

) [
c
(
X̄ε,δε
s

)
−
∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s , y

)
ν (dy)

]〉
ds

+

∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

(
e〈θ,k(X̄

ε,δε
s−

,y)〉 − 1
)
ν (dy) ds.
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Donc

gεT,x (θ) = 〈x, θ〉

+ ε log Ẽ

[
exp

{
1

ε

(
δε√
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

Φ
(
X̄ε,δε
s

)
ds− δε

ε

〈
θ,

(
b̂
(
X̄ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

))〉

+

(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd

(
e{

δε
ε 〈θ,Hε,b̂(X̄ε,δε

s ,y)〉} − 1
)
ν (dy) ds

}]
.

Ce qui entraine que

gεT,x (θ) = 〈x, θ〉+ ε log Ẽ

[
exp

{
T

ε

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz) +

(
δε
ε

)2(
Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

))

−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
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√
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√
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√
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∫
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)
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}]
.

Ce qui nous donne le résultat

gεT,x (θ) = 〈x, θ〉+ T

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz) + ε log Ẽ
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√
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s ,y)〉} − 1
)
ν (dy) ds

−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
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√
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(
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√
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∫
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(
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)
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2
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}]
.

(3.16)
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Cinquième étape : estimation
Cette étape consiste à montrer que la relation (3.17) est négligeable lorsque les
paramètres tendent vers zéro.

ε log Ẽ

[
exp

{(
δε
ε

)2(
Ψ

(
X̄ε,δε

(
√
ε/δε)

2
T

)
−Ψ

(
x

δε

))
− δε
ε

〈
θ,

(
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(
X̄ε,δε
t

)
− b̂
(
x

δε

))〉

+

(
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)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
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(
e{

δε
ε 〈θ,Hε,b̂(X̄ε,δε

s ,y)〉} − 1
)
ν (dy) ds

−
(
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ε

)2 ∫ (
√
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2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
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)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
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)
dW̄s

−
(
δε
ε

)3 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

c
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ds

+

(
δε
ε

)3 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
Hε,Ψ

(
X̄ε,δε
s− , y

)
N (δε/ε)

2

(dyds)

}]
.

(3.17)

Nous avons les estimations suivantes :∣∣∣∣∣ log Ẽ

[
exp

{
−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s

}] ∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ log Ẽ

[
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{
−
(
δε
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)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
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− 1

2

(
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√
ε/δε)

2
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0

∣∣∣∣σ (X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

) ∣∣∣∣2ds
+

1

2

(
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ε

)4 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∣∣∣∣σ (X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

) ∣∣∣∣2ds}] ∣∣∣∣∣.
Et comme

exp

{
−
(
δε
ε

)2 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

σ
(
X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
dW̄s −

1

2

(
δε
ε

)4 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∣∣∣∣σ (X̄ε,δε
s

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

) ∣∣∣∣2ds}

est une martingale, son espérance vaut 1.
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Donc∣∣∣∣∣ log Ẽ

[
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{
−
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ε
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√
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2
T

0

σ
(
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s

)
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(
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)
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=
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(
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{
1

2

(
δε
ε

)4 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∣∣∣∣σ (X̄ε,δε
s

)
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s
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) ∣∣∣∣2ds
≤ 1

2

(
δε
ε

)4 ∣∣∣∣σ∇Ψ
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2
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)
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2ε

(
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T

2ε

(
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ε

)2

k1, avec k1 =
∣∣∣∣σ∇Ψ

∣∣∣∣2
C∞(Td).

Ensuite, nous avons∣∣∣∣∣ log Ẽ

[
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{
−
(
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√
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=
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[
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∫
Rd
Hε,Ψ

(
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√
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(
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√
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Or
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{
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∫
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∫
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}
est une martingale, son espérance vaut 1.
Donc∣∣∣∣∣ log Ẽ
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En faisant un développement limité d'ordre 1, nous avons∣∣∣∣∣ log Ẽ
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En adoptant la même démarche, nous parvenons à montrer que∣∣∣∣∣ log Ẽ
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[
exp

{(
δε
ε

)3 ∫ (
√
ε/δε)

2
T

0

∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy) ds

}] ∣∣∣∣∣
≤
(
δε
ε

)3(√
ε

δε

)2

T

∣∣∣∣∣
∫
Rd
k
(
X̄ε,δε
s− , y

)
∇Ψ

(
X̄ε,δε
s

)
ν (dy)

∣∣∣∣∣
≤ T

ε

(
δε
ε

)
k4

avec k4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣k∇Ψ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C∞(Td,Rd)

.

40



De même, nous avons∣∣∣∣∣ log Ẽ
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Par hypothèse H.1, nous obtenons :

lim
ε−→0

ε log Ẽ
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}]
−→ 0.

Sixième étape : transformation de Fenchel-Legendre
Après les estimations nous avons

lim
ε−→0

gεT,x (θ) = gT,x (θ) = 〈x, θ〉+ T

∫
Td

Φ (z, θ)m (dz) T > 0. (3.18)

où

Φ (z, θ) =
1

2

〈
θ,
(
I +∇b̂

)
σ (z)

〉2

+

∫
Rd

〈
θ,
(
I +∇b̂

)
(c (z)− k (z, y))

〉
ν (dy)

+

∫
Rd

(
e〈θ,k(z,y)〉 − 1

)
ν (dy) .

Posons Λ1 (θ, z) =
1

2

〈
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(
I +∇b̂

)
σ (z)

〉2

+

∫
Rd

〈
θ,
(
I +∇b̂

)
(c (z)− k (z, y))

〉
ν (dy)

et

Λ2 (θ, z) =

∫
Rd

(
e〈θ,k(z,y)〉 − 1

)
ν (dy) .

Pour θ ∈ Rd, X1 un vecteur aléatoire gaussien de fonction log-génératrice des mo-
ments :

Λ̄1 (θ) =

∫
Td

Λ1 (θ, z)m (dz) =
1

2
〈θ, a0θ〉+ 〈c̄0, θ〉

et X2 un processus de Poisson stationnaire sur Rd indépendant de X1 de fonction
log-génératrice des moments :

Λ̄2 (θ) =

∫
Td

Λ2 (θ, z)m (dz) =

∫
Rd

∫
Td

(
e〈θ,k(z,y)〉 − 1

)
m (dz) ν (dy) .

Prenons
J̄ (θ) = Λ̄1 (θ) + Λ̄2 (θ) .
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Soient Λ̃1 (θ) et Λ̃2 (θ) les représentants respectifs de la transformée de Fenchel-
Legendre de Λ̄1 et Λ̄2, alors nous avons

Λ̃1 (θ) =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣θ − c̄0

∣∣∣∣∣∣∣∣2
a−1

0

et Λ̃2 (θ) =

∫
Rd

∫
Td
%

( ∣∣∣∣θ∣∣∣∣∣∣∣∣k (z, y)
∣∣∣∣
)
m (dz) ν (dy) .

Comme J̄ (θ) est le log-génératrice des moments de X1 + X2, il s'ensuit que sa
transformée de Fenchel-Legendre est

J (θ) = Λ̃1 (θ) + Λ̃2 (θ) .

J est convexe et toutes les hypothèses du théorème (2.4) sont vraies. Ainsi le
principe de grandes déviations vaut pour tous x ∈ Rd et T > 0.

Soit D
(
[0, T ] ,Rd

)
l'espace des fonctions de [0, T ] à valeurs dans Rd, continues à droite,

pourvues de limites à gauche. D
(
[0, T ] ,Rd

)
est métrisable par la métrique Skorohod, par

rapport à laquelle elle est complète et séparable.
Considérons quelques dé�nitions :

S0,T (ϕ) =


∫ T

0

J (ϕ̇ (s)) ds si ϕ ∈ D
(
[0, T ] ,Rd

)
ϕ (0) = x

+∞ sinon.

Comme la fonction J est convexe alors nous pouvons constater que

inf
ϕ∈D([0,T ],Rd)
ϕ(0)=x,ϕ(T )=z

∫ T

0

J (ϕ̇ (s)) ds = TJ
(
z − x
T

)
.

Donc nous avons

Corollaire 3.1. Pour tout T > 0, nous supposons que les hypothèses (H.1) à (H.3)

véri�ées. Alors pour tout x ∈ Rd, la famille de variables aléatoires
{
Xx,ε,δε
T : ε > 0

}
à

valeurs dans D
(
[0, T ] ,Rd

)
satisfait un principe de grandes déviations avec une bonne

fonction de taux S0,T (ϕ) pour tout ϕ ∈ D
(
[0, T ] ,Rd

)
.

43



Conclusion et perspectives

Ce travail est consacré à l'étude du couplage de l'homogénéisation et du principe des
grandes déviations sur les équations di�érentielles stochastiques dirigées par un mouve-
ment brownien et processus de Poisson. Pour cela, nous avons considéré une famille de
variables aléatoires {Xx,ε,δε

t , ε > 0} dans Rd solution de l'EDS (0.1) et nous avons établi
un principe des grandes déviations dans le cas où le paramètre d'homogénéisation δε tend
plus vite vers zéro que le paramètre de viscosité ε.
Cependant, nous pouvons aussi faire l'étude du couplage dans les cas suivants :

. Étudier un principe des grandes déviations dans le cas où la viscosité l'emporte sur
l'homogénéisation.

. Étudier un principe des grandes déviations dans le cas où l'homogénéisation et la
viscosité vont à vitesse équivalente.

. Étendre l'étude du couplage dans le cas des EDS avec retard.
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