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Résumé

Soit H une algebre de Hopf commutative et cocommutative sur un anneau commutatif k.
Un H-dimodule est a la fois un H-module et un H-comodule, avec une relation de compa-
tibilité. Une algebre de H-dimodule est a la foi une algebre de H-module, une algebre de
H-comodule et un H-dimodule. Deux algebres de H-dimodules A et B sont dites Brauer équi-
valents si et seulement si il existent deux H-dimodules projectifs de type fini M et N sur k
tels A#End(M) = B#End(N).

L’ensemble des algebres de H-dimodules quotienté par cette relation est un groupe appelé
groupe de Brauer des algebres de dimodules.



Introduction

Dans ce document, on va développer la théorie du groupe de Brauer des algebres de H-
dimodules qui sont simultanément des algebres H-modules et des H-comodules, ou H est une
algebre de Hopf sur un anneau commutatif k.

Tout commence par le groupe de Brauer des corps introduit par Richard Brauer en 1929 dans
le but de classer les algebres de divisions de dimensions finies. Ces éléments sont des classes
d’équivalences d’algebres centrales simples.

Ce groupe fut généralisé par Auslander et Goldman en 1960 au groupe de Brauer des anneaux
commutatifs : algebre centrale simple est remplacée par algebre séparable, appelée algebre
d’Azumaya. Les généralisations du groupe de Brauer des corps se sont poursuivies dans
d’autres directions.

Wall introduit le groupe de Brauer des algebres Zo-graduées, dans le but d’inclure ces algebres
dans le groupe de Brauer. Ce groupe est appelé groupe de Brauer-Wall. 1l est plus tard
généralisé par Knus pour obtenir le groupe de Brauer des algebres G-graduées ou G est un
groupe abélien quelconque.

Le groupe de Brauer des anneaux commutatifs fut proposé par C. Small en 1971 et respec-
tivement une généralisation pour tout groupe abélien fut faite par L.N.Childs, Garfinkel et
M.Orzech avec le groupe de Brauer des algebres d’Azumaya graduées. Long généralisa tous
ces groupes, introduisant le groupe de Brauer des algebres G-graduées ayant une gradua-
tion qui préserve l'action. Un beau travail fut effectué, en remplacant algebre G-graduée par
algebre de H-dimodules ou H de Hopf commutative et cocommutative. C’est le groupe de
Brauer des algebres de dimodules aujourd’hui appelé groupe de Brauer-Long.

Ainsi notre travail sera articulé sur trois chapitres.

- Dans le premier chapitre, on fera des rappels, notamment sur les anneaux, les modules d'une
part, et les algebres, les coalgebres et les bialgebres sur des anneaux commutatifs, d’autre
part.

- Dans le deuxieme chapitre, nous définissons les H-modules, les H-comodules et les
H-dimodules ainsi que les algébres de H-modules, de H-comodules et de H-dimodules.

- Enfin dans le dernier chapitre, on passera aux définitions du groupe de Brauer des algebres
de H-modules, de H-comodules et H-dimodules.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Anneaux

7

Définition 1.1.1. Soit R un ensemble muni de deux opérations” +7 et” -7 appelées

respectivement addition et multiplication. On dit que R est un anneau i :

(1) (R,+) est un groupe abélien ;

(2) la multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a 'addition.
Remarque 1.1.1. S’il existe un élément 1g de R tel que 1g-r=r-1g=17;Vr € R,

alors on dit que ['anneau est unitaire.

L’anneau est dit commutatif si la multiplication est commutative et il est dit
associatif si a(bc) = (ab)c pour tout a,b et ¢ dans R.
Dans notre travail, les anneaux sont supposés associatifs et unitaires.

Un corps est un anneau commutatif dont tout élément non nul est inversible.

Définition 1.1.2. Soient A et B deux anneaux.Une application f : A — B est un mor-
phisme d’anneau si :

1 - f est un morphisme de groupe additif,

2 - f(aa) = f(a)f(a) Ya,a € A

3 - f(la) = 1p.

Définition 1.1.3. soit A un anneau. L’opposé de A noté A° ou AP est défini par

A° = A en tant que groupe additif et sia,b € A°, on aa-b = ba

ou a désigne a € A vu comme élément de A°.
Il est bien connu que (A% +,-) est un anneau et que si A est commutatif, alors A° = A.
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1.2 Modules sur un anneau

Dans tout le reste de notre travail k est un anneau commutatif fixé unitaire et ® et Hom
sont pris sur k.

Définition 1.2.1. Soit A un anneau. On dit qu’un ensemble M muni d’une addition est un

A-module a gauche si (M, +) est un groupe additif abélien et s’il existe une loi externe
a:Ax M — M

(a,m) — a.m = am

vérifiant :

1-Ya,a' € A etVm € M ;(a + d')m = am + a'm

2-Ya € A etVm,m' € M ; a(m +m') =am + am/

3-Ya,a€ A etVYm e M ; (ad )m = a(a'm)

4-Nm e M; (1,)m =m

Remarque 1.2.1. On a de méme la notion de A-module a droite.

Exemple 1.2.1. -Tout groupe additif est un Z- module : pour n € Z*, m € M, on a :

nm=m+m+..+m, 0m=0, (—n)m =n(—m).

~
[n|fois

-Si A est un corps, un A- module n’est rien d’autre qu’un A-espace vectoriel .
-Le produit d’un anneau A munit le groupe additif (A, +) d’une structure naturelle
de A-module a gauche et a droite.

-Plus généralement, si ¢ :A — B est un morphisme d’anneaux, tout B-module & gauche est
un A-module a gauche avec comme loi :

AxM — M
(a,m) — ¢(a)m.
Lemme 1.2.1. Soit A un anneau. Si M est un A-module a gauche, alors M est

un A°-module a droite. La loi est définie par

M x A°:— M

(m,a) — ma = : am

Définition 1.2.2. Soit M un A-module a gauche. Soit {x;}ic; une famille d’éléments de

M ot I est un ensemble d’indices. On dit que {x;};c1 est une famille libre si toute combinaison
A-linéaire nulle de ces x; est a coéfficients nuls.

En particulier, Si la famille {x;}icr est finie, elle est libre si ), a;.x; = 0, implique a; = 0
Viel eta; € A

Définition 1.2.3. Un A-module a gauche M est dit libre s’il est engendré par une famille
(x:)ier et (x;)ier est libre.

Définition 1.2.4. Soit M un A-module a gauche. Soit m un élément de M. L'annulateur



a gauche de m dans A souvent noté Ann(m) est l'ensemble défini par Ann(m) = {a €
A, am = 0}.

L’annulateur de M est défini par Ann(M) = {a € A;am =0 VY me M}

Définition 1.2.5. Soit M un A-module & gauche. on dit que M est fidele (ou  A-fidele) si
Ann(M) = {0}

Définition 1.2.6. Soit M et N deuxr A-modules a gauche. Une application f : M — N est

un homomorphisme de A-modules ou une application A-liéaire si :
F(m+m) = f(m) + f(m) ; Vm,m' € M

-flam) = af(m); (Va € A); (Vm € M)

Notation 1.2.1. Soit M et N deux A-modules a gauche. On note :

aHom(M,N)={f: M — N;f homomorphisme de A — modules}
AEnd(M) =4 Hom(M, M)

Remarque 1.2.2. sHom(M, N) est un groupe additif abélien. Si A est commutatif, alors
Homu(M,N) est un A-module.

Définition 1.2.7. Soit M un A-module a gauche et soit N un sous-ensemble de M. On dit
N est un sous-A-module de M si N est un sous-groupe additif de M et la restriction de la loi

externe (A X M — M) de M a N confére a N une structure de A-module & gauche, c’est a
dire :

-N est un sous-groupe additif de M,

Ya€e A, Vné&€ N,an € N

Définition 1.2.8. Soit M un A-module a gauche et soit My un sous-module de M. On dit
que My est un facteur direct de M s’il existe un sous-module My de M tel que M = My € M,

Définition 1.2.9. Soit M un A-module a gauche. On dit M est de type fini s’il existe un
ensemble non vide I d’indices fini et un morphisme ¢ : AL — M surjective.

On dit qu'un A-module M est libre de type fini s’il est libre et de type fini.

Définition 1.2.10. Soient (M;);c; une famille de A-modules et soit (f;);cr des morphismes
de A-modules tels que f; : M; — M;y1. La chaine ... M; y — M; — M; 11 — M;1o...
est appelée une suite de modules.

Une telle suite est dite exacte si pour tout i € I, on a Imf;_1 = kerf;

Définition 1.2.11. On appelle suite exacte courte de modules toute suite eracte 0 —
M —f N —9P —0 ol MN,P sont des A-modules & gauche et f.g des morphismes de
A-modules.

Définition 1.2.12. Soient M,N,P des A-modules a gauche et 0 —s M —* N —™ P — 0
un suite exacte de A-modules. On dit que la suite est scindée s’il existe un morphisme

t:P— N tel que mot =1idp



Proposition 1.2.1. Pour tout A-module a gauche P, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1) P est isomorphe a un facteur direct d’un A-module libre ;

2) toute suite exacte courte de A-modules de la forme 0 — M — N — P — 0 est
scindée ;

3) Pour tout épimorphisme g : M — N et tout homomorphisme h : P — N, il existe

t € aHom(P, M) tel que : got="nh

Définition 1.2.13. Soit P un A-module a gauche. On dit que P est un A-module projectif
(ou module A-projectif) si P vérifie l'une des propriétés précédentes.

1.3 Algebres par diagramme

Si M est un k-module, alors k @ M = M = M ® k. Si on parle k-module projectif de type
fini, alors k est corps (ie un anneau commutatif dont tout élément non nul est inversible).

Définition 1.3.1. Soit k un anneau commutatif. On dit qu’un ensemble A est une k-algébre
St :

-A est un anneau

-A est un k-module

VA € k,Va,d € A, Nad') = (Aa)a’ = a(Ad)

Définition 1.3.2. Soit A un ensemble et k un anneau commutatif. On dit que A est une
k-algébre si A est un k-module et il existe :

- une application k-bilinéaire

maiAQA — A
a@a — ad

(c’est la multiplication de l’algébre)
-et une application k-linéaire

T]Aik—>z4
A —> na(N)

(c’est Uapplication unité de l’algebre) telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A A 4™ Aw A (1.1)

mA@idAl mAL

A A4 A

c’est l'associativité de A ;



A (1.3)

ou fetg sont des morphismes canoniques.

On a donc : f(a® A) = aX = Aa et g(A®a) = Aa = a) n(1g) est I'unité de A.

Remarque 1.3.1. Les définitions 1.3.1 et 1.3.2 sont équivalentes. En effet en utilisant la
commutativité des diagrammes 1.1, 1.2 et 1.3, on retrouve les axiomes de la définition 1.3.1.
Exemple 1.3.1. - k est lui méme une k-algebre.

- Soit k un anneau commutatif et G un groupe. Alors I’ anneau de groupe kG dont les éléments
sont de la forme Zg Agg est une algebre. Sa multiplication est telle que m(h® g) = hg et son
unité tel que n(1y) = lpeq

Proposition 1.3.1. Soient A et B deux algebres. Alors A ® B est une algebre : c’est le
produit tensoriel de A et B avec magp = (ma @ mp) o (idg ® Tpga ® idp), T étant défini
comme suit

T:AQA— AR A
(a®d)— (d ®a)

Définition 1.3.3. Soient A et B deux k-algebres et ¢ : A — B une application k-linéaire.

¢ est un morphisme d’algebres si :
-mpo (¢ ® ) =do(ma)
¢ ona =1p,

C’est a dire les diagrammes suivants sont commutatifs ;

PR ¢

AQRAZIBRB (1.4)
g
k5 A (1.5)
N

Autrement dit, ¢ est une application k-linéaire et un homomorphisme d’anneau.
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Définition 1.3.4. Une k-algebre A sera dite commutative si elle est commutative en tant
qu’anneau, ou de maniere équivalente si my o T = my ou T est définie par :

T:AQA:— AR A
(a®d)— (d ®a)

1.4 coalgebres

Définition 1.4.1. Soit C un ensemble. On dit que C' est une k-coalgebre ou une cogebre s’il
existe deuz applications k-linéaires A¢ : C' — C' @ C (c’est le coproduit de la cogebre) ;

et ec : C — k (c’est la counité de C)

telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

C—29 - C0oC  (ide®Ac)oAc = (Ac ®ide) o Ac (1.6)

Ac Ac®idc
Cod 0o CceC

rcoassociativité de C et

T.00k (ec®ide)oAc=ide = (ide®e€)oA (1.7)

C
lg& Tidc RKeo

EkC<~—C®C

ec®ido

fle)=c® 1l =cet glc) =1, ®c=c
Exemple 1.4.1. k est lui méme une k-coalgebre.

Proposition 1.4.1. Soient A et B des cogebres. Alors A® B est une cogebre : c’est produit
tensoriel de A et B; son coproduit est Aygp = (ida @ Tagp @ idp) o (As @ Ap) et sa counité
est €awnp = €A D €p.

Définition 1.4.2. Une k-cogebre est cocommutative lorsque To A = A ou T est tel que
Tz ®y)=y®x, Ve,y € C

Notation de Sweedler : le coproduit d'un élément de C est une somme de tenseurs simples
de C®C.

Pour écrire le coproduit, on utilise la notation A(z) =) 21 @z =) 1 ® 13 = 21 ® Za.

(A®id)(ry ®xy) = Alxy) ®@id(z2) (1.8)
= 11 ®T12® T2 (1.9)

(id@ A)(x1 @ x9) = id(z1) @ A(z2) (1.10)
T1 ® To1 & Too (1.11)

11



Ainsi, d’aprés la coassocitivitée, Vo € C', on a :
T11 X T1a R@To =201 @ To1 ® Tog = T1 Q To X T3

On peut ainsi, définir par récurrence les coproduits itérés :
(A ®id®™ D)o (A®id®" D)o ...o(A)(z) =3, 71 @ ... ® Tpy

ot id* = jd®id ® ... ® id

nfois

L’axiome de la counité s’écrit ) e(z1)xe = ), x1€(x2) = , pour tout x élément de C

Remarque 1.4.1. La counité est unique. En effet si e et € sont deux counités, alorsVr € C,
en posant A(x) =Y 1 ® T2, on a :

e(r) = Y el (m)) (1.12)

T

= ) e(a1)é (a2) (1.13)
= ) €(e(rr)an) (1.14)

= () (1.15)

Proposition 1.4.2. 1-) Soit C=(C,A,€) une cogebre. Alors C* est une algebre
avec le produit défini par : (f * g)(z) = (f ® g) o A(z) = >, f(z1)g(z2).

L’unité est la counité de C.

2-) Soit A = (A, m,n) une algebre de dimension finie. Alors A* est une cogebre avec
Agpe=m*: A* — (A® A)* = A* @ A* comme coproduit A(f)(a ®b) = f(ab)

et la counité est e(f) = f(1). on a Aa(f) = f1 @ fo avec (f1 ® f2)(x ®@y) = f(zy).

Démonstration. 1-)Associativité : soit f, g, h € C*; pour tout x € C, on a :
(fo)h)(x) = X2(gf)(x)h(z2) = >0 f((21)1)g((21)2)h(22)

=>_ f(z1)g((z2)1)h((72)2)

=20 f(21)(gh)(x2) = f(gh)(z)

d'ou I'associativité

De plus, pour tout x € C;  (ef)(z) = >, €(z1) f(x2) = f(O_, €(z1)z2) = f(x).

Donc ef = f. On montre de méme que fe = f. Ainsi, ¢  est I’élément neutre de C*.

2-)coassocitivité : Soit f € A*; en identifiant (A® A® A)* a A*® A* ® A*, on a pour tout
TRYRzE ARAR® A :

(A®id) o A(f))(z®@y®z) = (A(f1) ® L)z @Yy ® 2)
= A(fi)(z®y) ® fo(z)

= fi(zy) ® fa(z)

= filzy) f2(2)
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= f(z(y2)) = fi(z) @ A(f2)(y2)

= (1dRA)A(f)zr Ry ® 2)

ce qui montre I'associativité de A. D’autre part pour tout x € A, on a :

(e®id)o Af(x) = f(Lx) = f(z);

(id®@e€)o Af(x) = f(z.1) = f(x)

car (e®@id) o A)(f) =e(fi) ® fa=e(fi)fa= [ u
Remarque 1.4.2. Si A n’est pas de dimension finie comme algébre, A* @ A* C (A® A)* et
m* n’est pas nécessairement un coproduit.

Définition 1.4.3. Soit C et D deux cogebres et ¢ : C'— D une application k-linéaire.

On dit que ¢ est un morphisme de cogebres si les diagrammes suivants sont commutatifs :

C—2 =D Apop=(6®)oAc (1.16)
Acl ADl
CoC2%DeD
C—>kepop=ec (1.17)
|
D

1.5 Bialgebres

Lemme 1.5.1. Soit H un ensemble muni d’une structure d’algebre (H,m,n) et d’une structure
de cogebre (H,A,¢€). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

12 ) A et e sont des morphismes d’algebres,

2° ) m et n sont des morphismes de cogebres ,

3° ) pour tout x,y € H,

A(zy) = > 1151 @ Tays

All) =1® 1

€(1) =1

Démonstration. e 1 < 3 :

A : H — H est un morphisme d’algebres si et seulement si :
- pour tous x,y € H, A(zy) = A(x)A(y) =22, >, T1Y2 @ Tayo
-A(l)=1g® 1y

€ : H — k est un morphisme d’agéebres si et seulement si :

13



-Va,y € He(zy) = e(zx)e(y)

-e(l) =1 =1.

Donc les conditions 1 et 3 sont équivalentes.

o2 <+—=3

m : H® H — H est un morphisme de cogebres si et seulement si
Veye HH, Agom(z®y)=(m®m)oAggu(r®y)
= Alzy) = (mem)X(z@y) @ (x@y)2 = 3 T1y1 ® Tays
comme (1) est une base de k, n : k — H est un morphisme de cogebres si et seulement si
(A on)(1) = (n®mn)o Ak(1)

= men(lel)=Ay(ly)

= Al)=1®1

-egon(l) =ey(l) = €(1)

ainsi les conditions 2 et 3 sont équivalentes. Et on a les conditions 1 et 2 sont équivalentes. [
Définition 1.5.1. : Une bialgebre ou bigebre est une famille (H,m,n,Ae) telle que :

1- (H,m,n) est une algebre

2- (H,Ae) est une cogebre

3- A et e sont des morphismes d’algebres.

Exemple 1.5.1. soient G un groupe et k un anneau. soit kG [’espace vectoriel de base les
éléments de G. Les éléments de kG s’écrivent Y A\,g, g € G.

St par linéarité le produit de G est étendu a kG tout entier, on définit un coproduit

et une counité dans kG comme suit :

Alg) =gogVgeG;

€(g) = 1Vg €q.

Munit de ce coproduit et de cette counité, kG est une cogebre. De plus, pour g,h € G, on a :
A(gh) = gh @ gh = (g® g)(h® h) = A(g)A(h)

A(l) = 1® 1, e(gh) = €(g)e(h) = 1. Donc A et e sont des morphismes d’algebres.

Ainsi kG est bigebre.

1.6 Algebres de Hopf

Proposition-Définition 1.6.1. Soit C = (C, A ¢€) une coalgebre et A = (A,[,n) une
algebre. L’ensemble Hom(C, A) est muni d’une structure d’algebre de la maniére

suiwante : pour f,g € Hom(C,A) f+xg = fo(f ®g)oA. Autrement dit, pour z € C

14



/\

g9)(@) = (Bo(f®g)eA)(x) = BI(f®g)(A(x))]
[(f @ g)(21 ® x2)]

(f(z1) ® g(x2))

(z1)g(x2)

Ce produit est appelé produit de convolution ; l'unité est l'application x — €(x)14

5
B(f
f

Démonstration. Associativité : soit f,g et h € Hom(C, A); Vx € C, on a :
(fxg)xh)@) = D (f*g)(x1)h(x2) (1.18)

> flan)g(wa)h(xs) (1.19)

= (f*(g*h))(z). (1.20)
D’autre part, pour f € Hom(C,A) et ¥V x € C, on a
(id x f)(x) = 22, €(@1) f(22) = fle(z1)22) = [f(2)
(fxid)(z) = 32, f(z1)e(za) = flmie(x2)) = f(2).
Donc id x f = f*id = f. C'est & dire id est le neutre de Hom(C, A) ]
Exemple 1.6.1.
(1) Si A =k lalgebre Hom(C, A) est simplement C*

(2) Si H est une bigebre, on peut prendre A = C' = H. Alors Hom(H, H) est muni d’un produit
7 qui n'est pas la composition. Le neutre de ce produit est l'application x — e(x)ly. Ce
n’est pas application identitée idy

Définition 1.6.1. Soit H une bigebre. On dit que H est une algebre de Hopf si application
identité idy admet un inverse dans 'algebre de convolution (Hom(H, H), ).

L’unique inverse de idg est appelé antipode de H et est généralement noté S.

VaeeHY)  S(r)ry =€)l = x15(x2).

Autrement dit, une algebre de Hopf est un k-module H avec les structures d’applications
suivantes :

- multiplication :my : H @ H — H ;

- unité gy : k — H (on 'utilise pour représenter I’élément unité) ;
- comultiplication :A: H — H ® H ;

- counité ey : H — k;

- antipode : s : H — H.

C’est a dire : (H, my,ny) est une algebre, (H, Ay, €y) est une cogebre et (Hympy, Ny, Ay, €x)
est une bigébre.
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Définition 1.6.2. Soit H une algebre de Hopf. On dit que H est commutative si la multipli-
cation est commutative et cocommutative si la comultiplication est cocommutative,

c’est a dire Y, by @ hg =Y, ho @ hy pour tout h € H.

Remarque 1.6.1. Par unicité de linverse dans l'algebre associative (Hom(H, H),*), si
["antipode existe, est unique.

Exemple 1.6.2. Soit G un groupe. Soit S : kG — kG ['application linéaire transformant
g en g~ pour tout g € G. Alors pour tout g€ G on a :

(Sxid)(g) = S(g)g =g~'g =1 =¢e(g)l =gg~" = gs(g) = (idx5)(g),

donc kG est une algebre de Hopf et son antipode est S.

Théoréme 1.6.1. Soit (H,3,n, A, €) une algebre de Hopf. Alors on a :
(1) s(1) = 1 et pour tout z,y € H s(xy) = s(z)s(y)

(2) eos =€ et pour tout € H, A(s(x)) = s(z2) ® s(x1).

Démonstration. Comme H ® H est une cogebre et H est algebre, Hom(H ® H, H) est une
algébre de convolution. Le produit * vérifie (f x g)(z @ y) = f(x1 @ y1)g(72 @ y2).

L’élément neutre ¢ vérifie i(z @ y) = e(x)e(y).

Cherchons 'inverse de 8 dans Hom(H @ H, H). On a :

(s0B)* (Blx@y)) = 22, 2oy s(mayn)mays = 3, s((@y)1)(zy)2

= e(zy) = e()e(y) = i(z @ y)

donc (so f8) x 3 = 1.

(Bx(Bo(s®s))or)(x@y) = 22, 2o, T1y15(y2)s(22)

= e(y) 2o, 15(72) = €(x)e(y)

donc S (fo(s®s)oT) =1.

Par associativité de la loi * on a :

soe=(soe€)x(ex(co(s®s)oT)) = ((so€)xe)*(e(s®s)oT) =€(s®s)oT

Comme H est cogebre et H ® H est algebre, donc Hom(H, H ® H) est une algebre de
convolution. Cherchons I'inverse de A dans cette algebre.

((Aos) x A)(x) = D20 D ey S(11)22 © 5(22) 23

= D 2o (8(21)72)1 @ (5(21)2)2 = Ale(w)) = e(x)1 @ 1 = i().

Donc (Aos)oA =i.

Ax(To(s®s)oA)A(x) =), x15(24) ® x25(x3)

= >, 715(x3) © €(x2)

= . T15(x2) ®1 =€)l ® 1 = i(x).

Donc A * (1o (s®s) o A)A = i. D’apres ce qui précéde, on a Aos =70 (s®s)o A

16



Comme A(1) =1® 1 et s(1)1 =¢(1)1 =1, donc s(1) = 1. Pour tout x € H,
e(x) = e(e(x)l) = 22, e(x15(x2)) = ZIE( 1)e(s(x2))
—6((2()))2(())

Donc € = e o s.
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Chapitre 2

Algebres de H-modules, Algebres de
H-comodules et Algebres de
H-dimodules

2.1 Algebres de H-modules

Dans toute la suite H est algebre de Hopf.

Définition 2.1.1. Soit A une algebre. Un A-module a gauche M est tout couple (M, p) ou
M est un k-module et p est une application k-linéaire de A®@ M dans M (p(a ® m) = a.m)
vérifiant les axiomes suivants :

- associativité

AQA@M ™ML AQ M :po(ma®idy) =po (ids ®p) (2.1)

lmA®id]M lp

Ao M —r M

- unité

koo M™% A e M :po(n®idy) = idyy. (2.2)

)

M

Remarques 2.1.1. - L’associativité est équivalente a a.(b.m) = (ab).m et ['unité
alsm =m.

- Si M est un A-module a gauche, alors on peut définir :

p:A— End(M) par p(a)(m) = a.m pour tout a € A et m € M.

- Réciproquement, si on se donne une représentation p : A — End(M),

alors M est A-module a gauche défini par a.m = p(a)(m) pour tout a € A et m € M .
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Définitions 2.1.1. Si (M,p) et (M',p') sont des A-modules, un morphisme de A-modules
est une application k-linéaire f : M — M’ telle que le diagramme suivant commute :

Ao ML~ M . (2.3)
lnu@f lf
Ao M E A
Proposition 2.1.1. Soient M et N deux H-modules a gauche avec comme actions respectives
py et pn. Alors :
(i) Uapplication pyey H @ M @ N —A8du@idy [T @ [ @ M @ N
—dn@THeM®iN H @ M @ H@ N —M®N M @ N (h(m @ n) = hym & han),
donne une structure de H-module a gauche a M & N.

(1)) Hom(M, N) est un H-module & gauche avec comme action :
(h—=f)(m) =>,h =~ [f(s(he) =m)]; h € H, me M et fe Hom(M,N).

Démonstration. (1) ppen(h @ (m®@n)) = (pp @ py o (idy @ THem Q@ idy) o (AR
idy @ idy))(h@m@n) = puen|[(idy @ THenm @ idy)(h1 ® he @ m @ n)]

= puegn(h1 @m @ hy @n) = pp(hy @ m) @ py(ha @ n) = hym @ han

(pmen © (my @ idy))(h @ W' @ (m@n)) = puen|(my @ idy)(h @I @ (m

®n)]

=(ppen(h.h @ (m®@n)) = (h.h');m & (h.h')an)

[pven © (idy @ puen)(h @ F @ (m@n = pyuen|(ida @ puen)(h

®@h' @ (m @ n)]

=pren(h @ him @ hin) = hihym ® hohly, = (h.h')1m @ (h.h')on,

d’ott pyen © (mp ®idy) = puen © (idg @ puen)-

D’autre part, on a :

(pven © (N @ idy))(r @ m) = puen|(nr ® idy)(r ® m)] = puen(ly @ m@n)
= (1g)1im ® (1g)on = m ®@n, ainsi M ® N est H-module.

(ii) Soit f € Hom(M,N), m € M, h,h' € H;

(h-h' = f)(m) = 3 (h.h)1 = [f(s(h.h)2 = m)]

= >_(hehy) = [f(s(ha-hy) — m)]

= > (hahy) = [f(s(h2)s(hy) — m]

= 2 by = {hy = [f(s(hy = (s(hy) — m)]}

=2 ha = (W = f)(s(h2) = m)]

=(h—=H — f)(m),dou (h.h') = f=h— (K —f). O
Remarque 2.1.1. On a k est un H-module trivial (h.A = e(h)\).
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Définition 2.1.2. Soit H une algebre de Hopf. On appelle algebre de H-module a gauche A
tout k-module et H-module a gauche telles que les applications

€a:k—Aetmy: AR A— A sont des morphismes de H-modules,

i.e, h(aa) = (hha)(hea’) ¥V he H et a,d €A

Si A est une algébre de H-module, alors on note A°? son algébre opposée. On sait qu’elle est
isomorphe a A comme k-module. Donc si A est un H-module, alors A° est automatiquement
un H-module.

Définition 2.1.3. Un morphisme d’algebres de H-modules est un morphisme de H-modules
qui est aussi un morphisme de k-algebres.

Proposition 2.1.2. Soit H une algebre de Hopf cocommutative. Si A et B sont des algebres
de H-modules a gauche, alors A ® B et AP sont des algebres H-modules et AQ B et B® A
sont isomorphes comme algebres de H-modules. h.a®? = (h.a)?, a°? € A.

Proposition 2.1.3. Soit H une algebre de Hopf cocommutative. St M est H-module de type
fini a gauche, alors End(M) est une algebre de H-module a gauche. L’action est celle de la
proposition 2.1.1.

Démonstration. On a End(M) = Hom(M, M) est un H-module. Soient h € H, m € M, f et
g € End(M). Alors

(B(fg)l(m) = [>_(ha = f).(hs = g)](m) (2.4)
= > (b1 = fl(ha = g)(m)] (2.5)
= > (b = f)[hs = (g(s(hs) = m))] (2.6)
= > b= {f[s(ha) = (hs = [g(ha) = m)])]} (2.7)
— Zhﬁ{f (s(h2)-hs) = (gls(ha) = m))]} (2.8)
= > b= [f(e(ha). 1y = [g(s(hs) = m)])] (2.9)
= ) ne(hs) — [f(gls(hs) = m])] (2.10)
= S h2) m)] (2.11)
= (h—\(f-g))( >, (2.12)

donc h — f.g =3 (hy — f).(ha — g)

(h = Ly)(m) = > hy = [Iy(s(ha) = m)] (
= > = (s(hy) = m) (
= Zhl.s (hg) = m (
= e(h)m, (
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d’ott h— Iy = €(h).Ip. Ainsi, End(M) est une algebre de H-module. O

Remarque 2.1.2. Si M et N sont des H-modules a gauche qui sont projectifs de types finis
sur k (H cocommutative) , alors lisomorphisme naturel End(M) ® End(N) = End(M ® N)
est un morphisme d’algebres de H-modules.

2.2 Algebres de H-comodules

Définition 2.2.1. Soit (C, A, €) une cogebre et M un k-module. On dit que M est un C-
comodule a gauche s’il est existe une application linéaire p : M — C ® M telle que les
diagrammes suitvants commutent.

M f coM | (2.17)

\jp lidc@ﬂ
CoM22% 900 M

M—%CceoM . (2.18)

id
\Ai l6®idM

ko M

Remarque 2.2.1. Pour un C-comodule a droite, on a les diagrammes commutatifs suivants

M L - MeC (2.19)

\jp jp@idc

M®C M2 o 0w

M—MeC . (2.20)

id
N e

M®k
Remarques 2.2.1. - Dire que les diagrammes de la définition 2.2.1 commutent est équivalent
a:(ide®@p)op = (ARidy)op et (e®idy)op =idy.
- Pour un C-comodule a gauche ou a droite M, on notera (M,p) ot p est la coaction
a gauche ou a droite de C sur M.
D’apres la notation de sweedler :
- si (M, p) est un comodule a droite, on a p(m) = > mo®@m; = my® my
- 51 (M, p) est un comodule a gauche, on a p(m) =Y, m_1 ®my = m_; @ my.
Donc le diagramme de la remarque 2.2.1 donne :

Moo @ M1 @ M1 = Mo X M1 @ Mg = My Q M1 & Ma.
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Définition 2.2.2. Soient (V,p) et (W, p') des C-comodules. Supposons que f :V — W est
une application k-linéaire. Alors f est un morphisme de comodules si le diagramme

Vv ! W commute. (2.21)
| e 7
veclTwec

En d’autres termes, f:V — W est un morphisme de comodules a droite,

si (f @ ide)(p(v)) = p'(f(v)).
Avec la notation de Sweedler on a : Y f(vg) @ v1 = > f(v)o ® f(v);
pour v € V ou p(v) = vy ® vy.

Proposition 2.2.1. Soit C une cogebre. Si M est un C-comodule a droite, alors M est un
C*-module a gauche.

Démonstration. Sip: M — M ® C' est I'application qui définit la structure de comodule
de M avec p(v) = > vy ® vy, alors posons : f.v =Y f(v1)vy pour tout f € C* et v € M.

I1 est facile de voir que ceci définit une action de module. On note

(f *g)v =3 fvr)g(va)vo = f. 32 g(vi)ve = f.(g-v)

et ev = Y €(vy)vy = v, pour tout f,g € C* et v e M. ]
Proposition 2.2.2. Soit A une algebre projective de type fini comme k-module. Si M est un
A-module a gauche, alors M est un A* — comodule a droite.

Soit H une algebre de Hopf projective de type fini comme k-module. Alors, on a un isomor-
phisme naturel

A:Hom(M,M ® H) — Hom(H* ® M, M) donné par :

A f)(h*@m) = (idy @ R*)f(m), f € Hom(M,M ® H), h* € H* et m € M.

Proposition 2.2.3. (i) Si H est une algébre de Hopf projectif de type fini comme k-module,
alors x : M — M ® H définit une structure de H-comodule a droite sur M si et seulement
st A(x) : H*®@ M — M définit une structure de H*-module a gauche.

(11) Si M, N sont des H-comodules a droite donc des H*-modules a gauche et si f € Hom(M, N),

alors [ est un morphisme H-comodules a droite si et seulement si f est un morphisme de
H*-modules a gauche.

Démonstration. (i) = : Supposons que x : M — M ® H définit une structure de H-comodule
sur M et montrons que A(x) o (8 ®idy) = A(x) o (idu= @ A(x))-

On a :
(V) 0 (B ida)l(h* @ ha™ @m) = AC)((h* * he") @ m) (2:22)
= (idy @ (h1" % ho™))x(m) (2.23)
= (idy @ (h1" % ho™))(mo ® my) ( )
(2.25)

= mo ® hy"(my1)he*(m12),
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car H* est une algebre pour (hy*he")(h) = >, hi*(h1)he"(h2). On a ainsi,

(AX) o (idp @A) (™ @ " @m) = A(X)[" ® (idy ® ho")x(m)]  (2.26)
= A" @ (mo @ ha™(m1)] (2.27)

= A0)[hi"he"(m1) ® mg (2.28)

= lidpy ® hy"hy™(my)]x(mo) (2.29)

Mmoo @ ha*(mo1)he” (M) ( )

(2.31)

mo & hy*(mar)ha” (masa).

D’autre part, on a :

A @ idy)(1e @ m)] = Ax)(€ @ m) (2.32)
= (idy ® €)(mo ® my) (2.33)
= mo® e(m) (2.34)
= moe(m) (2.35)
= m. (2.36)

Ainsi, A(x) définit une structure de H*-module a gauche sur M.

[« Les relation 2.29 et 2.33 montrent que my ® mg; ® mq; = My ® my; ® myy et, done, x est
une structure de H-comodule.

(ii) On sait que M et N sont des H-comodules a droite si et seulement si ils sont des
H*-modules a gauche. Donc f: M — N est un morphisme de H-comodule a droite

si et seulement si f est un morphisme de H*-module a gauche. O]

Proposition 2.2.4. Soit M et N des H-comodules a droite avec les actions xy et xn. Alors
Uapplication

XMaN M®N — \XMOXN MHRQIN®QH — s idy®@THeNQidN MONQHRH _>idM®idN®/3H
M&® N ®H donne a M ® N une structure de H-comodule a droite; c’est le produit tensoriel
de M et N.

Démonstration. On va montrer que : (X yen ® idg) © Xpuen = (idyeny @ Ag) © XmanN-

Posons x = xyen. Ceci donne pour m € M et n € N :

x(men) = ((idy ®idy ® B)o (idy @ Tngn ®idy) o (xu @ xn))(m@n) (2.37)

= ((idM®idN®ﬂ)O(idM®TN®H®idH))(XM(m)®XN(TL) (238)

= ((sz®sz®6)o(sz®7’N®H®de))(mo®m1®no®n1) (239)

= (idy ®idy @ B)(mo @ np @ my ® ny) (2.40)

= MgP@®nyg X 6(m1 X nl) (241)

= My ® Un ® miny. (242)

Ainsi,

(x ®idg)(x(m®n)) = (x®idyg)(me® ng @ miny (2.43)
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X(mO &® nO) & miny
= Mgy ® Ny ® Mo1Np1 ® miny,  par Sweedler

= Mo & ng®mn & ang(l),

(idyon @ Ax)(x(m®n)) = (idyey @ A)(me @ ng @ miny)
= mp®ny® (Ming)1 ® (Minq)2
= moR®ng @ mini @ miania  par Sweedler

= My ® ny ® ming ® mana(2),
(1) et (2) donne ’égalitée. En fin, on a

(idmen @ €)(mo @ ng @ ming)
= (mo ®ng)e(miny)
= (moe(m)) @ (noe(m))

= men.

(idyen @ €)(x(m®n)) =

D’ou M ® N est un H-comodule & droite.

Supposons que M est projectif de type fini comme k-module et que xpr : M — M ® H

donne

a M une structure de H-comodule a droite. Définissons 1’application

f:M*— Hom(M,H)

m* — fo

par fo«(m) = (m* @ idg)xp(m) = > m*(my) @ my = > _(m*, moym; .
Identifiant Hom (M, H) avec H ® M*, on a une application /- : M* — H ®@ M*.

Proposition 2.2.5. xy« donne une structure de H-comodule a gauche a M*.

Démonstration. En posant yp«(m*) =) . m*_; ® m*, on a :

S emt o {mto,m) = fo(m) =3, (m*,mo)my (i).
Ainsi, Vm € M,
> e(m* ) (m*o, m)y=€(>_,,. m*_1(m*o,m))
=e(>, (m*,mo)ymy)
:Zm<m*, moe(m1)>

=(m*,m).

Donc, m* =" . e(m*_1)m*y = (e ®idy) o xp~(m*); c’est la counité pour M*

On a un morphisme de M* dans H® H® M*. Maintenant que HQ HQM* = Hom(M, H®H),
on va travailler sur Hom(M, H ® H). On veut montrer que : (idy+ ® xp+) © X = (A ®
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Vme M,

[(idar ® Xar+) © Xar=](m) = Zm -1® Zm (m” 0)(0), m)] (2.55)
= Zm 1 ® Z m*, mo)m]| par (i) (2.56)
= Z Zm _1(m*y, mp) ® my (2.57)

= Z<m,mo>ml@m2 par (i) (2.58)
Ym e M,
[(A®idg) o xu-](m) = Zﬁ(milﬂmé,m) (2.59)
= A m)) 2:60)
= A(zm:(m*,mo>®m1 (2.61)
= ;Zn*,m@ml@mg (2.62)
O

Proposition 2.2.6. Soit M,N des H-comodules avec M projectif de type fini sur k. Alors on
peut mettre un structure de H-comodule a droite sur Hom(M, N).

Démonstration. i) Six +—— > x(_1)® x(g) est une structure de H-comodule a gauche, alors :
((id ® x) o X)(x) = (id ® X)(x(-1) @ T(0) = L(-1) @ Z(0)(~1) ® ZL(0)(0) €t

(A®id) o x(z) = (A®)(x(-1) ® 2(0)) = (T(-1))1 ® (T(-1))2 ® To

ii) Six > x0) ® S(x(1)) est une structure de H-comodule a droite, alors :

(x ®id) o x(z) = (x ®id)(z0 ® S(x(-1))) = Z()(0) ® S(%(0)(-1)) ® S(x(-1)) et

(Zd (2 A) o X(I) = (Zd X A)(ZEO (29 S(ZL’(_l)) =29 X S(ZE(_l)(g)) (29 S(:L'(_l)(l)).

D’aprees i) et ii), on conclut que x — Y x(_1) ® x(g) est une structure de H-comodule a
gauche si et seulement si x — > () ® S(x(~1)) est une structure de H-comodule & droite.

D’autre part, d’apres la proposition 2.2.5, M* est un H-comodule & gauche. D’apres ce qui
précéde, M* est un H-comodule a droite. Et par la proposition 2.4, N ® M* est un H-
comodule a droite. Comme il est isomorphe a Hom(M,N), Hom(M, N) est un H-comodule
a droite. m
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On construit 'application suivante :

N @ M —sxv@xv* N H®R H®Q M* —sIN®In®Thon N @ HQ M* Q@ H
—IN®THeM @5 N @ M* @ H® H —" '® Hom(M,N)® H

ot w: Hom(M,N) — N @ M*

Sifen@m* alorsona: f— > > .ng®@m®ni.s(m*_y)].

Lemme 2.2.1. Avec l'action décrite précédemment, en posant x(f) = fo ® f1, on a :

X)) = 2 pamgy F(M0)g @ f(mo)y-5(ma) = fo(m) @ fr; m e Met f e Hom(M, N).

C’est la coaction de Hom(M, N).

Démonstration. Soit f <» n ® m* dans l'isomorphisme w : Hom(M, N) = N ® M*. Posons
f(m) = n<m*a m> et X(f) = Z(n)(m*) ng @ m*y & nl.s(m*(,l)).

On a:

x(f)(m) =

On a M et N sont des H-comodules,

Z no(m*o, m) @ nis(m*(_1))
(n)(m*)

Z no{m*, mo) @ ny.s(my)
(n)(m)

> D flmo)o® flmo)r.s(ma).

m  f(mo)

donc

Mmoo @ M1 @ My = Mo ® Mip @ M1z = My ® M1 ® my et

f(mo)oo @ f(mo)or @ f(mo)1 = f(mo)o ® f(mo)11 @ f(mo)rz,

(id @ A)(x(f)(m) =

(x @id)(x(f)(m)) =

fo(m)e(f1)

(id @ A)(f(mo)o @ f(mo)r-s(ma)

f(mo)o ® f(mo)11-5(ma2) @ f(mo)i2s(mi2)
f(mo)o ® f(mo)11-s(m2) @ f(mo)12.5(ma1)
(x ®id)(f(mo)o @ f(mo)1-5(m1))
X(fo)(mo) @ f(mo)1.5(ma)

mMoo)oo & f(Moo)o1-5(mo1) @ f(me)i.5(m1)

f(
f(mo)o ® f(mi)11.5(ma) @ f(mg)12.5(ma),

(2.63)
(2.64)

(2.65)



V' m € M, donc foe(f1) = f.
Par suite, Hom(M, N) est un H-comodule & droite. O

Proposition 2.2.7. Si H est projectif de type fini sur k, alors la structure précédente est la
meéme que celle obtenue en passant auxr H*-modules.

Démonstration. On a M est un H*-module par h* — m = > mo(h*,mq) (i) car M et N
sont des H-comodules. En regardant M et N comme des H*-modules, on a Hom(M, N) est
un H*-module par ce qu’il est un H-comodule et on a :

(" = f)(m) = Y b = [f(s(h*s) = m)] (2.78)
= > b= [f(mo(s(h*y), m))] (2.79)
= Y [f(mo(s(h*s), ma)o(h", [f(mo(s(h*2),ma))l1)  dapres  (i)2.80)
= > flmo)o(h*1, f(mo)i)(h*2, s(m1)) (2.81)
= > flmo)o(h*, f(mo)1.s(m1)). (2.82)

O

Définition 2.2.3. On dit qu’un ensemble A est une algébre de H-comodule a droite si A est
une k-algebre qui a une structure de H-comodule a droite telle que les applications structu-
relles : ua:k — A et f: A® A —> A sont des morphismes de H-comodules a droite.

C’est a dire, x(14) = 14 ® 1y et xa(a.b) = > agby ® a1by, pour tout a, b € A.
Proposition 2.2.8. Soit H commutative. Si A et B sont des algebres de H-comodules a

droite, alors il en est de méme pour A® B et A%, x 400 (aP) = (aP)o ® (aP); = (ag)”? ® ay.
De plus A® B et B ® A sont isomorphes comme algebres de H-comodules.

Démonstration. (i) A® B est une algébre de H-comodule & droite. On sait déja que A ® B
est un H-comodule.

Soita®b e AR B :

Xl(a®b)(c®d)] = x(ac® bd) (2.83)

= apcy ® body @ ajcibdy, (2.84)
[(a®Db)o(c®@d)] @[(a®b)i(c®d)] = [(a®b)o® (a®Db)1][(c®d)o® (c®d)] (2.85)
= [ap ® by ® a1bi][co ® do ® c1d,] (2.86)
apcy X body ® a1bicid; (2.87)

(a®b)y® (c®d)y @ arcrbidy, H commut(Zid®)
Par suite, on a A ® B est une algebre de H-comodule car 2.88 = 2.92. [

Définition 2.2.4. On appelle morphisme d’algebres de comodules tout morphisme de como-
dules qui est un morphisme d’algébres.
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Proposition 2.2.9. Soit H commutative. Soit M et N des H-comodules a droite qui sont
projectifs et de type fini sur k. Alors End(M) est une algebre de H-comodule a droite et

lisomorphisme End(M) ® End(N) = End(M & N) est morphisme de H-comodules.

Démonstration. On a End(M) = Hom(M, M) est un H-comodule c’est aussi une k-algebre

pour la composition des applications. Posons [ = idy,

X(D)(m) = > I(mg)o ® I(mo)is(m) (2.89)
= ) mo@my.s(my) (2.90)
_ Zm0®€<m1)1H (2.91)
= Z moe(ms) @ 1y (2.92)
= m®ly. (2.93)
Ainsi, la premiére condition est vérifiée. Pour I'autre, on va prouver que :
> (90 @ (f.91 =2 fo-90® [1.91 avec f.g= fog.
Y [fogolm) @ figr = > folg(mo)o) @ fi(g(mo)r).s(mn) (2.94)
= > f(9(mo)o)o @ fg(mo)o)1-5(g(mo)1)-g(mo)a.s(mi) (2.95)
= > flg(mo)o)o @ f(g(mo)o)1-s(g(mo)11).-g(mo)r2-s(m1)(2.96)
= Y flg(mo))o @ f(g(mo)o)r-€(g(mo)1).5(m) (2.97)
= Y f9(mo))o © f(g(mo)r-s(m1) (2.98)
= > fla(mo))o ® f(g(mo))1.s(m1) (2.99)
= x(f.9)(m), (2.100)
ot (f.9)o @ (f-9)1 = fogo ® fig1-
(i) Ona:
¢ : End(M) ® End(N) —s End(M & N)
(f®g)— fg.
Posons X pna(myeEnd(v) = X €6 XEnd(MaN) = XE-
Ona (xgo¢)(f®9g) = xe(f9) = (f9)0® (f9h
(¢@idy)ox)(f®g) = (¢®idy)(fo® go® f1.91) (2.101)
= fo-90® f1.91 (2.102)
et d’aprés (i) on a ¢ est morphisme de H-comodule. 0
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2.3 Algebres de H-dimodules

Dans cette section H est commutative et cocommutative.

Définition 2.3.1. Un H-dimodule est un k-module M qui est a la fois un H-module (pys :
H®M — M) et un H-comodule (xpr - M — M ® H) tels que le diagramme suivant
commute :

He M- M (2.103)
idg @XM XM
Ho Mo S poH

le diagramme est commutatif signifie xp © par = (py Q@ idg) o (idg @ X u)-
c’est a dire xp(hm) = h.my ® my = (hm)o @ (hm); = hmo ® m;.
Définition 2.3.2. Soient M et N deuzx H-dimodules et f : M — N une application k-linéaire.

Alors f est un morphisme de H-dimodules si f est a fois un morphisme de H-modules et un
morphisme de H-comodules.

Remarque 2.3.1. (i) Si M et N sont des H-dimodules, alors M @ N est un H-dimodule et
si M ou H est projectif de type fini sur k, alors M* est un H-dimodule. En effet on a :

(Xmen(pruen)(h @ (a®b)) = Xuen)(hia @ hob) (2.104)

= (h1a)o ® (hab)o @ (hia)1.(heb);  (2.105)

= hjag ® hoby @ ay.by (2.106)

(pron ®idy)(idy @ Xpen)(h®a®b) = (pueny @ idy)(h ® ag ® by ® a1b1)(2.107)
= hiag ® haby ® ay.by; (2.108)

avec a € M, b € Nethe H.
(11) Si H est une algebre de Hopf projective de type fini sur k, on peut prendre la structure de

H-comodule a la place de la structure de H*-module.

Définition 2.3.3. Une algebre de H-dimodule est un k-module qui est un H-dimodule tel qu il
est une algebre de H-module et une algebre de H-comodule.

Définition 2.3.4. Soient A et B des algebres de H-dimodules et f : A — B une application
k-linéaire. On dit que f est morphisme d’algebres de H-dimodules s’il est un morphisme de
H-dimodules et un morphisme d’algebres.

On peut mettre un produit sur A ® B pour A et B des algebres de H-dimodules comme suit :
AR B® A® B —da®xs0ida®ids A B H® A® B

— idA®idp®@pa®idp A QBRA®B — ida®TapBidB A QAR B®B — 8408 A ® B.
Définition 2.3.5. A ® B avec ce produit est noté A#B et est appelé le “smash produit”

(produit brisé) de A et B. A#B est égale a A @ B comme H-dimodule et a une H-action
héritée du k-module A ® B.
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En symbole, on a : (a#b).(c#d) = > a.(by — ¢)#bo.d, o h — m = hm et x(b) = by ® by

Remarque 2.3.2. On voit que le "smash product” ne dépend que de la structure de comodule
de B et de la structure module de A.

Théoréme 2.3.1. Avec la structure définie précédemment (avec H commutative et cocom-
mutative), A#B et A® B sont des algébres de H-dimodules .

Démonstration. (i) A® B est une algébre de H-dimodule. On a déja vu qu'’il est une algébre
de H-module et de H-comodule. D’apres la remarque 2.41, A ® B est un H-dimodules et par
suite, il est une algebre de H-dimodule.

(ii) A#DB est une algebre de dimodule.
A#B est un H-dimodule car il est égal ¢ A ® B comme H-dimodule.

h = [(a#b)(c#d)] = h—=> (a.(by = c)#bod) (2.109)
b
= Y h—(a.(by — c)#bod) (2.110)
b
= > b= (a.(by — )#hy = (bod) (2.111)
= (h1 — (a#b))(hy — (c#d), (2.112)
donc A#B est une algébre de H-module.
On a aussi :
X[(a#b)(c#d)] = X[>_ a.(by = ) #bod)] (2.113)
= Z(a( — ¢))o#(bod)o ® (2.114)
b
(a(br = ¢))1(bod)1 (2.115)
= Zao([h — ¢o)#boody ® (2.116)
a1(c1)bords b (2.117)
= Y ag(bs — co)#body @ (2.118)
ai(cy)bid; b (2.119)
(a#b)o(c#d)o & (a#b)l(c#d)l = (ao#bo)(CQ#do) X alblcldl (2120)
= Y ag(bor = co)#boodo ® arbierdy  (2.121)
bo

= Z CL()(bl — CO)#bng X a1b161d1 (2122)
b

Ainsi, x[(a#b)(c#d)] = (a#b)o(c#d)o @ (a#b)1(c#d); et par suite, A#B est une algebre de
H-comodule. D’ott A# B est une algebre de dimodule. O
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Remarque 2.3.3. On a un isomorphisme d’algebre de H-dimodule (A#B)#C = A# B(B#C)
donné par (a#b)#c — a#(b#tc)

Définition 2.3.6. Soit A une algebre de H-dimodule. On définit A comme étant isomorphe
a A comme H-dimodule avec la multiplication définie par :

a.b => (a; —b).ag et la H-action héritée de A .

Théoreme 2.3.2. A est une algebre de dimodule avec comme action et coaction respectives
h.a = h.a et xi(a) = (@) ® (@), = @y @ ay. De plus, on a les isomorphismes d’algebres de
dimodules suivants :

A= A donné par :a— Y, ay — ag et B#A X A#B donné par b#a — ., (by — a)#by.

Démonstration. A est une algeébre de dimodule :

x(@b) = x(Q_(ar —b).ao) (2.123)
= ) [((a1 = b).a0)lo @ [((ar = b).ag)h ( )

= ) (a1 = bo.ag @ (a1 — b)1.a01) (2.125)
(2.126)

(2.127)

(2.128)

= Z(Gl — bo)agy) ® by.am

= (Z(am — bg)agy) ® by.ay
= Go-bo ® (@)1.(b)x

X(14) = (14) ®@ 1y

d’ot A est une algébre de comodule.

h—=(@b) = h— (> (a1 —b).ap) (2.129)

= Y (h1.a1 = b)(hy — ag) (2.132)
= (hy —a)(ha = b) (2.134)
Ainsi A est une algebre de H-module.
(i)
T A— A

ar—> >, a; — ag
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n(h—a) = Y (h—a) — (h—a) (2.135)

h—a

= > h— (a1 — ag (2.136)

= h—=) a —a (2.137)

= h—m(a) (2.138)

d’ott 7 est un morphisme de H-modules.

X(m(a)) = x(O_ a1 — ag) (2.139)

= O (a1 —a0)® (D (ar = agh (2.140)

= > (a1 = ap)o ® (a1 = ao) (2.141)

a

= ZCHTCLOO@G(H, car A est un H —dimodule (2.142)

a

= Y (ag — ap) ® ay (2.143)
(r®id)(x(a)) = (r®idy)(ao® a1) (2.144)
= m(ag) ® ay (2.145)
= Z ap1 — Qoo @ ay (2.146)
= Z(al — ap) ® (2.147)

a

donc 7 est un morphisme de H-comodules.

m(a)m(b) = D (o= ap).(br = bo) (2.148)
= Y [(ar = ag) = (b = bo)].a(ar — ag)o  (2.149)
= > [(ar = (b —bo)].a(az — ao) (2.150)

= Z lay — (b1 = boli — (a1 — ag)[ar — (b £2.0H)1)
= Z(aﬂh — bo)1 = (a1 = ao)l(arby = bo)o (2.152)

= Y (b (a2 = ao))(ar = (b = b)) (2.153)
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= > _(bias — ag)(arby — bo) (2.154)

= ) (a1by = ag)(azby — bo) (2.155)
H commutatif et cocommutatif (2.156)
— Z arby — aghy (2.157)
= ) (ab), = (ab)o = m(ab) (2.158)
O

Remarque 2.3.4. Si A est une algebre de H-dimodule, alors AP son algebre opposée est

aussi une algebre de H-dimodule.

Théoreme 2.3.3. Si M et N sont des H-dimodules projectifs de type fini sur k, alors il en
est de méme que Hom(M, N). Plus encore, End(M) est une algebre de H-dimodule.

Démonstration. On sait déja que Hom (M, N) est un H-module et un H-comodule. Il reste

a montrer que x(h — f) =3 ,(h = fo) ® f1. On a:

X(h= f)m) = Y [(h = f)(mo)lo @ [(h = f)(mo)hr.s(mn) (2.159

(2
= th —n [fo(s(he) =n m)] @ fi (2.
= Y (i~ fo)m)® fi (2

ceci est vrai pour tout m dans M. Done x(h — f) = 3", h — fo® f1, et par suite, Hom(M, N)
est un H-dimodule. Ainsi, End(M) = Hom(M, M) est une algebre de H-module et de H-
comodule. Comme c’est un dimodule, donc il est une algebre de dimodule. O

Définition 2.3.7. Soit M un H-dimodule. Pour m € M,h € H, définissons ’application
sutvante :

thM—>M
m— fp(m) =h—m.

avec fuy fny = frine €t fiy = I

Proposition 2.3.1. Pour f, € End(M) et f€ End(M) on ah — f =3, fu,-f-fsho)-
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Démonstration. On a :

X(fa)(m) = Z Jr(mo)o ® fr(mo)1-s(ma) (2.168)
= D (h—=mg)o® (h = mg)1.5(m) (2.169)
= Z h —mo®my.s(mg), car M est un H — dimodule (2.170)
= > h—mg® Ly.e(my) (2.171)
= h—=m®ly (2.173)
= fu(m)® 1y (2.174)
Montrons que f, € End(M).
On a:
fuw(m') = (hh') — (m) (2.175)
= (h—=(h—=m) (2.176)
= (fu-fu)(m) (2.177)
donc fhh’ = fhf},L (2178)
on a frlm+m') = (h)—= (m+m) (2.179)
= h—=m+h—=m (2.180)
= fulm)+ fa(m’) (2.181)
on a frn(Am) = (h— (Am) (2.182)
= Mh—=m) (2.183)
Afn(m) (2.184)
Ainsi, f, € End(M)
Montrons que si f € End(M), alors : h — f = fn,.f fsny-
Soit f € End(M). On a :
(h = f)(m) = hi—=[f(s(ha) = m)] (2.185)
= fhl [/ (s(h2) = m)] (2.186)
= S [ -(fsnoy (m))] (2.187)
donc h — f = fu,.f-fstn) (2.188)
[

On a la proposition suivante :

Proposition 2.3.2. Soient H commutatif, M un H-dimodule qui est projectif et de type fini
sur k et B une algebre de dimodule. Alors application ¢ : End(M)#B — End(M) ® B
donnée par ¢(f#b) =, f.fo, ® by est un isomorphisme d’algebres de H-dimodules.
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Démonstration. Soient f et g des él’ements de End(M) et m dans M.
(fr-gw)(m) = fu(h —m) =h = (K = m)=hh" = m = (fg)(m) = fan(m)
d’ot, on a :fu.g, = (f9)w = faw

(i) ¢ est un morphisme d’algebres :

O((f#a)(g#b)) = Z flar — g)#agh) (2.189)
= (Zb)(f( 1= 9)((f-(a1 = 9))agibr ® aoobo (2.190)
= 2@”-(@1 — g)((f-(a2 = 9))asbr © aobo (2.191)
= (Z;)(f Jars-9-9s(a12)) (f-Gaz -9-Is(az2) Jastr @ dobo (2.192)
= ;;)(f-gal-g.gsw))g(agbl) ® aoho (2.193)
= i;f.gal.g-gs(aQ).ga3.gbl ® aghy (2.194)
= (Z) [-9a1-9.9e(az)- G @ aobo (2.195)

ab
= (Z) f-fa1-9-9, ® aobo (2.196)
ab
= (iff%@ao Zg G, @ bo) (2.197)
= cb(f#a)¢>(g#b) (2.198)

Ainsi, ¢ est un morphisme d’algebres.

(ii) ¢ est morphisme de H-modules :

H est commutatif, donc (fi.f;)(m) = fo(W = m) =h = (K = m) = hh/ = m = hh —
m = f; ;/z-fh

$(h = (f#b)) = ¢ (I — f)#(hs = 1)) (2.199)
B h;hfhll‘f‘fs(hIQ)‘f(h2Ab)1 ® (ha = b)o (2.200)
= ilfhl'f'fs(hg)-fbl ® hs — by (2.201)
hb
= (z:) Jno-f-for-fsha) ® hs — by (2.202)
hb
h—o(f#b) = ;1 i\ (zb: ffo ®bg (2.203)
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= > = (fofn) @ ha = bo (2.204)

(h,b)

= > (Ffodmrf-For (F-fo st © ha — by (2.205)
(h,b,h1)

= D fu-S S Soina (2.206)
(h,b)

= ¢(h — (f#b)) = h — ¢(f#b), donc ¢ est un morphisme de H- modules.
(iii) ¢ est morphisme de H-comodules : on a x(fn) = fr ® 1y

X(O(f#b) = X ffor @ bo (2:207)

— %;ijo.sz ® by @ f1.by (2.208)

- (gl;)fo.fbl ® by @ f1.by (2.209)

(¢ @ In)(x(f#b)) = <<z; @ In) (D fo#bo @ f1-b1) (2.210)

P

= fzb ¢(f0#£0) ® fi.by (2.211)

— %: fo-foor @ fr.by (2.212)

= f;cz;ofo.fbl ® by @ fi.by (2.213)

= X(o(f#b)) = (¢ @ Iy)(x(f#Db)), et donc ¢ est un morphisme de H-comodules.
Définissons I'application ¢’ : End(M)®B — End(M)#B donnée par f@b+—— >, f. fsp)#bo-
On a:

(00 d)(f#b) = ¢<§bj f-Fson #bo) (2.214)
= ; bz(f-fswl))-(f-fs(bl))bm ® boo (2.215)
= 2 f-ofswl)-fm ® bo (2.216)
= fb® b = idpnaoB (2.217)
(¢ 0 @) (f#b) = cb’(zb: F-fony @ bo (2.218)
= ; bZ(f-fbl)-(f-fbl)swol)#boo (2.219)
= ; ! ~Ofb2'fs<b1>#bo (2.220)
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= > f-fsten)-fou#tbo (2.221)
b

= [#b=idEpnim)4B (2.222)
donc ¢’ est I'inverse de ¢ .
Par suite, ¢ est isomorphisme d’algebres de dimodules. O
Corollaire 2.3.1. Si M et N sont des H-dimodules projectifs et de type fini sur k, alors on
a End(M)#End(N) = End(M ® N) comme algébres de H-dimodules.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on a :
End(M)#End(N) = End(M) ® End(N) = End(M ® N) ]

Soit M un H-dimodule projectif de type fini sur k. Soit f € End(M). Supposons que

f <>, m; ®m;* dans I'isomorphisme End(M) = M @ M*. Alors définissons 1'application
(:End(M) — H® M par ¢(f) = 34 my S(mi') @ (m® @ my*).

Posons ((f) =2, [-1® fo.

Lemme 2.3.1. (i) ((f)(m) = >_ ;) s(f(m)1) @ f(m)o, m € M;

(ii) C(h = f) = 22¢ fn @ (B = fo)

Démonstration. f est un morphisme H-comodules donc (f(m)); = mq et f(mg) = (f(m))o

(i)

mg

CHm) = D stm') @ (m® @ m;")(m) (2.223)
(4)(m)
= Y s(m) @ (m @m;"(m)) (2.224)
(8)(m)
= D stm®) @ (m(mi,m)) (2.225)
(8)(ms)
= D s(f(m)a) @ f(m)o (2.226)
f(m)
(2.227)
(i)
Ch=f)m) = D s((h = Hlmp) @ (h = fHm)o (2.228)
(h—f)(m)
= S s((h = f)-) @ (h— fo(m) (2.229)
f(m)
= Y s(F) @ (h = fo)(m), (2.230)
f
(2.231)
d'ou ((h = f) =232, f1®(h— fo) -
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Proposition 2.3.3. Soient M un H-dimodule projectif de type fini sur k et B une algebre de
H-dimodules. Alors Uapplication p : B#End(M) — B ® End(M) donnée par

p(b#f) = Zf(f*l — b) ® fo est un isomorphisme d’algebres de H-dimodules.

Démonstration. (i) p est un morphisme d’algebres : d’apres le lemme précédent, on a f_; =

s(f(m)1).
pl(a#f)(b#9)]

®@f(g(m)o)o

p(a#t f).p(b#g)(m)

P> a.(fr = b)# fog] (2.232)
(f)
> (fog)-1 = [a(fr = b)] @ (fog)o (2.233)
(H)(fog)
> s((fog(m) = [a-(fr = D)) & (fog(m))o (2.234)
(f)(fog(m))

> (s(fglm)o)r) = [a-5(f(g(m)o)a-us(g(m)1) —@R35)
9(m).£(g(m)o)
(2.236)

Y. (s(flgtm)o)r) = a).p(s(g(m)1) = b) ® f(g(m)R@37)

g(m),f(g(m)o)

Y (for = a)-(s(g(m)1) = b) ® fo(g(m)o) (2.238)
%n:fl — a).(g-1 = 0) ® fo(go(m)) (2.239)
(fi(fl —a)® fo).0) (g1 = b) @ go)(m) (2.240)
fo<f1 —a).(g-1 = b; ® fo(go(m)). (2.241)

Donc p(a# f)(b#g) = pla# f)p(b#g).
p(Lp#idpnaon)(m) =32, (s(m1) = 15) ® mo = 1p @ m;
c’est a dire p(1p#idpnary) = 1B @ idgna)-

(ii) p est un morphisme de comodules. f <> m ® m*

X(p(0#£) = XIQ_(f-1 = b)® fo] (2.242)

= x[i(S(ml) —b) @ (mo @ my’] (2.243)

= i(s(mg) — D)o ® (mo ®m")o (2.244)

®(s(m') — b)1(mo @m*), " (2.245)

= D (s(m’) = b) @ (m’om P)e  (2.246)

b,m,m;*
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bymts(m* )

= (p®@idu)x(OF#f).

D’ou on a p est un morphisme de comodules.

(iii) p est un morphisme de H-modules.

p(h — (0#f)) =

Posons p' : B ® End(M) — B#End(M

(pop)b® f)

Donc p' est 'inverse de p, et par suite, p est un isomorphisme de H-dimodules.

p(> (hy — b)#(he — [))

Z(hQ — f)
h.f

Zm = (fa=0) @ (h
Zh -

h
= (hy — b) ® (hs

— fo
Jo1—b)® fo

=D fa1—=b® o]
f

h — p(b#f).

ainsi, p est un morphisme de H-modules.

) définie par p/(b® f) =
p(Y (s(f21) = b) ® fo

!
> oy = (s(

f.fo

Z(f—zs(f—1) —b)® fo

f

Z(G(f—l) —b)® fo
f
b® f = idBgEndn))

’<Z<f 1= b)® fo
ZS 0)(-1) —

f.fo

> [s(f-2)f-1 = bl#fo

f

Z(G(f—l) — b)# fo
f
b#f =

f-1) = b) ® foo

J-1 = b)# foo

id(B#End(M))-
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2 sls(f

(2.247)
(2.248)

(2.249)

(2.250)
(2.251)
(2.252)

(2.253)

(2.254)

— bl# fo.

(2.255)
(2.256)
(2.257)

(2.258)

(2.259)
(2.260)

(2.261)
(2.262)

(2.263)

(2.264)



Corollaire 2.3.2. Pour M et B comme précédemment, on a B#End(M) = End(M)#B

comme algebres de dimodules.

Démonstration. On a :B#End(M) = B® End(M) = End(M) ® B = End(M)#B

]

Proposition 2.3.4. Soit M un H-dimodule projectif de type fini sur k. Alors l'application

7 : End(M) — End(M)® définie par T(f)(m) = >, (m1 — f)(mo) est un isomorphisme

d’algebres de H-dimodules.

Démonstration. (i) T est morphisme d’algebres :

7(f.9)(m)

(m3 — [f(s(m4) = mo)])o

(m1 — [f(s(ma — mo)o)])o

7(idpr) (m)

.g) =7(9).7(f) dans End(M) et
.g) = 7(f).7(g) dans End(M)°?

(ST = 9 Ja) (m)
!
S = [( = 9)-fol}(m0)
m, f
Sy = [~ g)-fol (mo)

m7f

Zﬂh = (f1 = g)-(ma = fo)(mo)

m’f

> (mafi = g)(ma = [fo(s(ms) — mo))

m7f

(2.265)
(2.266)
(2.267)
(2.268)

(2.269)

> {ma(f(s(ma) = mo))is(ma)] = g§2.270)

m, f(s(ma)—mo)

> [f(f(s(me) = mo)y — g]

m, f(s(mz2)—mo)

(@)D (m1 — f)(my))

m

7(g)7(f)(m)

Zml — (s(mg) — my)
Zml.s(mQ) — my

e(my).my
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(2.271)
(2.272)

(2.273)
(2.274)

(2.275)

(2.276)
(2.277)
(2.278)

(2.279)

(2.280)



dans End(M)°, on a 7(idy)(m) = mg.e(m) = m = idyy;.
(ii) 7 est un morphisme de H-comodules :

X(r(f)(m)) = x(Q_(mi — f)mo)

m

= Zx(ml — f)x(mo)

m

- Z[ Z (m1 = flo® (mq — f)l][zmm@mm]

m mi—f

- Z(Zml —fo® fl)(z Moo ® Moy )
m f mo
= Y (mi = fo® fi)(mo ® my)

m)f

= Z(ml — fo)mo ® fimg

m.f
= (r@id)x(f),

d’ott 7 est un morphisme de H-comodules.

(iii) 7 est un morphisme de H-modules :

T(h = f)(m) = Y (mi— (h— f))mo

ainsi, 7 est morphisme de H-modules.

Posons 7/( fP)(™) = Z( s(mq) = f)mg

(ror)(fP)(m) = 7(D_(s(m1) = fymo)

(2.281)
(2.282)
(2.283)
(2.284)
(2.285)

(2.286)

(2.287)

(2.288)
(2.289)

(2.290)

(2.291)

(2.292)
(2.293)
(2.294)
(2.295)
(2.296)

(2.297)



= f(m) (2.298)
(T or)(f)(m) = 7D _(m1— fimo) (2.299)

= ;n(s(mm) — (m1 = f))moo (2.300)
_ 2(()5(%)% ~ ymo (2.301)
_ Zm:(g(ml) ~ Pymg (2.302)
— fm) (2.303)

donc 7 et 7' sont inverses I'un de l'autre, et par suite, 7 est un isomorphisme d’algebres de
H-dimodules. O

Proposition 2.3.5. Soit M un H-dimodule projectif et de type fini sur k. Alors
End(M)° = End(M*) comme algébres de dimodules.
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Chapitre 3

Groupe de Brauer des algebres de
H-dimodules

Dans toute la suite H est commutative et cocommutative.

3.1 Catégorie

Définition 3.1.1. On appelle catégorie C' la donnée :
(1) d’une classe Ob(C') d’objets de C,

(1i) pour tout couple (X,Y) d’objets de C, d’un ensemble Homc(X,Y) dont les éléments
sont appelés morphismes de X dans Y (avec la notation f : X — Y pour dire que [ €
Home(X,Y)) tels que :

- pour tout triplet (X,Y,Z) d’objets de C, on a une application :

Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Hom(X, Z)
(fig) —gof

appelée composition de morphismes qui est associative,

- pour tout objet X de C, il existe un élément 1x € Home(X, X) appelé identité de X (noté
par fois idyx ), tel que Vf € Home(X,Y), on a folyxy = f et Vf € Home(Y,X) on a
1X o f = f

Exemple 3.1.1. - Ens est la catégorie des ensembles, les morphismes sont les applications.

- la catégorie des algebres de H-modules projectives de type fini sur k; qui sont des algebres
d’Azumaya dont les morphismes sont les morphismes d’algebres de H-modules, elle sera notée

Ap.

- la catégorie des algebres de H-comodules projectives de type fini sur k; qui sont des algebres
d’Azumaya dont les morphismes sont les morphismes d’algebres de H-comodules, elle sera
notée AH.
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- la catégorie des algebres de H-dimodules projectives de type fini sur k; qui H-Azumaya dont
les morphismes sont les morphismes d’algebres de H-dimodules, elle sera notée AH.

Définition 3.1.2. Une algebre A sur un anneau commutatif k est dite algebre d’Azumaya si
A est un k-module projective de type fini et ’homomorphisme f: A® A? — End(A) défini
par fagr)(c) = acb est un isomorphisme.

Proposition 3.1.1. Soit A et B des algebres d’Azumaya. Alors A® B est une algebre d’Azu-
maya.

Démonstration.
(A B) @ (A B)? ¥ A® B® B?® A® (3.1)
~ A® End(B) ® A% (3.2)
~ A® A” @ End(B) (3.3)
>~ FEnd(A) ® End(B) = End(A® B) (3.4)
ainsi, A ® B est une algébre d’Azumaya. m

3.2 Groupe de Brauer des algebres de H-modules

On notera My la catégorie des H-modules qui sont des k-modules projectifs de type fini.

Proposition 3.2.1. Si A est une algebre de H-module a gauche, alors application f :
AR A® — End(A) définie par (fagper)(c) = acb est un morphisme d’algebres de H-modules.

Démonstration. Soit f: A® A — End(A) définie par f(a ® a?)(z) = a.x.b avec a,b et x
€ A. Montrons f est H-linéaire.

Soit a,b,c € A.
(h = fagber)(c) = hi— fagpor(s(ha) — c) (3.5)
= hy — (a.(s(hy) = ¢).b) (3.6)
= (h1 — a)(hy — (s(h3) — c)b) (3.7)
= (hl — a)(hgs(hg) — C)(h4 — ) (38)
= (hy — a)(e(hg) — ¢)(hg — 1) (3.9)
= (hy = a).c.(hg = b) (3.10)
= fagper(h = ¢) (3.11)
On sait que f est un morphisme d’algebre O

Proposition 3.2.2. Soit A une algébre de H-module. L’application m: A — (A°P)%

donnée par m(a) = (a°P)°? est un isomorphisme d’algébres de H-modules.
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Démonstration. m(h — a) = ((h — a)?)®? = h — (a°?)? = h — 7(a), donc 7 est
morphisme de H-modules.

m(ab) = ((ab)?) = ((b7)(aF)?) = (a)P.(b)" = m(a)m(b) ,

ainsi, 7 est un morphisme d’algebres.

On voit que 7 est injective et surjective. O

Proposition 3.2.3. Soit A une algebre de H-module qui est aussi une algebre d’Azumaya.
Alors AP est une algebre d’Azumaya.

Démonstration. On a A Azumaya. Donc A ® A = End(A) = AP ® A.

Comme A = (AP)? on a A? ® (A?)? = End(A°. Donc A% est Azumaya. O
Définition 3.2.1. Soit A,B € Ay. On dit que A et B sont Brauer équivalents (et on note A
~ B) sl 3 des k-modules projectifs de type fini sur k M et N qui sont aussi des H-modules
a gauche tels que A ®@ End(M) = B ® End(N) comme algebres de H-modules.
Proposition 3.2.4. La relation précédemment définie est une relation d’équivalence et

[’ensemble quotient est un groupe pour la loi ®.

Démonstration. A) Montrons que la relation est une relation d’équivalence :
(i) réflexivité : soit A € Ay, A est un H-module projectif de type fini.

On a donc A ® End(A) =2 A® End(A), c’est a dire A ~ A.

(ii) symétrie : soit A et B € Ay tel que A ~ B.

A~ B <= JdMet N e My tel que A® End(M) = B® End(N) = B ® End(N) =
A® End(M) = B ~ A, d’ot la symétrie.

(iii) Transitivité : soient AB et C € Ay telles que A~ Bet B~ C.
A~B<= JdMet N e My tels que A® End(M) = B® End(N).
B~ C <= 3 M et N € My tels que B® End(M') = C ® End(N').

A®End(M @ M) = A® End(M)® End(M’) (3.12)
~ B® End(N)® End(M') (3.13)
~ B® End(M')© End(N) (3.14)
~ C® End(N’) ® End(N) (3.15)
~ C®End(N'®N) (3.16)

Ainsi, A ~ C
Par suite, on a la transitivitée. Ce qui prouve qu’on a une relation d’équivalence.

B) Montrons que I'ensemble quotient BM (k, H) est un groupe pour la loi ”.” définie comme
suit :[A].[B] = [A® B.
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- Soit [A],[B] et [C] des éléments de BM(k,H).

((ALB).[C] = [(Ae BL[C] (3.17)
= [(A® B)® (] (3.18)
= [A®(B®0)] (3.19)
= [A].[B®C] (3.20)
= [AL(BlC]) (3.21)
d’ou 'associativité.
- Soit [A] € BM(k,H), on a
[Al.[k] = [A®k] =4], (3.22)
donc [k] est I’élément neutre de BM (k, H).
- Soit [B] € BM(k,H). On a :
[B].[B”?] = [B® B (3.23)
= [End(B)] (3.24)
= [K] (3.25)
c’est a dire [B?] est I'inverse de [B]. O

On a de plus un isomorphisme entre A ® B et B ® A. Donc la loi ® est commutative.

On conclut ainsi que ’ensemble quotient est un groupe abelien. Il sera noté BM (k, H).

3.3 Groupe de Brauer des algebres de H-comodules

On notera M la catégorie des H-comodules.

Proposition 3.3.1. Soit H une algébre de Hopf commutative, A une algébre de H-comodule,
projectif de type fini sur k. Alors Uapplication F : AQ AP — End(A) définie par Fagpery(c) =
a.c.b est un morphisme de H-comodules.

Démonstration. Le morphisme est F': A ® A — End(A) tel que F(a ® b)) = Fugpor

avec Flagpory(c) = a.c.b

X(Flagien))(c) = Y (a.co.b)o ® (a.co.b)is(cr) (3.26)
(¢)(a.co.b)
= Z ag-Co.by ® ay.c1.by.5(c2) (3.27)
a,b,c
= Z ao.C.bo & Cll.bl (328)
a,b
= Y F((a®b%))(c) ® (a®b™), (3.29)
(a®beP)
(3.30)
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ainsi x(F(a ® b?)) = (F ® id)x(a ® bP).

On a F' est un morphisme d’algebres. ]

Définition 3.3.1. Soient A et B des éléments de A™. On dit que A et B sont Brauer
équivalents s’il 3 M et N dans M™ tels que A® End(M) = B® End(N) comme algebres de
H-comodules.

Proposition 3.3.2. C’est une relation d’équivalence et [’ensemble quotient est un groupe
abelien, avec la méme loi que celle définie dans le cas des H-modules.

Pour la preuve, elle est identique a celle faite dans cas des H-modules.

Définition 3.3.2. Ce groupe est appelé groupe de Brauer des algebres de H-comodules pro-
jectifs de type fini sur k et il sera noté BC(k, H)

3.4 Groupe de Brauer des algebres de H-dimodules

Dans cette section, tout k-module (sauf peut étre H) est fidele projectif de type fini sur k et
H est commutatif et cocommutatif.

Soit. A une algebre de H-dimodule. Définissons les applications suivantes
F: A#A — End(A) et G : A#A — End(A)” par

F(a#b) = F,u5 avec Fou5(c) = >, a.(by = ¢).bo

G(a#b) = Gayp avec Gaypp(c) = > .(c1 — a).co.b.

Proposition 3.4.1. F et G sont des morphismes d’algebres de H-dimodules.

Démonstration. Pour F

(a#td).(c#td) = Y a.(by = c)#bo.d (3.31)

b

= Y a(by— )#(b — d).bo (3.32)

b

Flaup) cnay(e) = Z[a‘(bz — )J[((by = d).bo)1r — €]((br — d).bo)o (3.33)

= %[a.(bs = ©)][bady — e][(br — do)bo] (3.34)
= %:a(bl = ¢)[ba = (dr = €)](bs = do)bo (3.35)
= ia[bl = (c(dy = e)do)]by (3.36)
= ; (i#wF (c#d) (3.37)
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FIA#I_A = IAv

donc F est un morphisme d’algebres.

Flnsapy(c) = %:(hl — A)((hy = b)1 = ¢)(ha = D)o (3.38)
= %:(hl = a)(b = ¢)(h2 = bo) (3.39)
= %:(hl — a)(e(ha)by = ¢)(hg = bo) (3.40)
= ;(hl — a)(habis(hs) = ¢)(ha — bo) (3.41)
= ;hl = la(by = (s(h2) = ¢))bo] (3.42)
= > = [Flagi(s(ha) = 0] (3.43)
= (;z — Foyp)(c), (3.44)

donc F est un morphisme d’algebres de H-modules.

X(Fugs)(c) = FZ [Fas(co) @ [Fagieo)lsster) (3.45)
_ Zb[a((;)l - co).b(;]o ® [a.(by — co).bol1s(c1) (3.46)
_ ibao(bl — ¢)-bo ® ay.¢1.by.5(co) (3.47)
_ iao.(bgAco).b()@e(cl).al.bl (3.48)
_ gao.(bgéc).b()@al.bl (3.49)
= (aéf@nx(a#b)(c), (3.50)

ainsi, F' est un morphisme d’algebres de H-comodules.

Par suite, on conclut que F est un morphisme d’algebres de H-dimodules.

(&#b) (E#d) = Zb(d(bl — E))#bod = Za,b ((llbl — C).ao#b()d

G(a#b)(é#d)(v) = Z[Ul — (al.bl — C).ao].Uo.bo.d (351)
a,b,v

= Z[Ul'al'bl — C]./Uo.bo.d (352)
a,b,u

= Gé#dGa#b(U) (3.53)
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dans End(A) et dans End(A)” on a Gagy)epa = GappGega Ao G est

d’algebres.

Ghs(asb)(C)

= Z(Cl — (hl — a)).Co.(hQ — b)

h,c

= Z(Clhl — a).co.(he — b)

— g:(clhl — a)(e(hy) = co)(hs — b)
- ;c:(clhl — a)(has(hs) = co)(hg — b)
= hzchl — [(erhn = a)(s(ha) = c)o.b
_ ; hi = Gawy(s(ha) = ¢)

= h — Ga#b(C),

donc G est morphisme d’algebres de H-modules.

X(Gayn)(€)

D [Gawn(€)lo ® [Gam(co)l1s(cr)

¢,G a#p)(co)
> [(cor = a).cop-blo @ [(cor = a).coo.bl1s(c1)

[

> [(er = a).co.blo @ [(er = a).co.blis(ca)

a,b,c

Z(Cl — aU)-CO-bO & a1.02.613(03)

a,b,c

Z(Cl — CL(]).Co.bO &® al.bl.G(Cg)

a,b,c

Z(Cl — CL(])C()E(Cl)bO X a1.1)1

a,b,c

Z(Cl — CL())Co.bO ® aj.by

a,b,c

(G @ Ix(a#b)(c),

un morphisme

(3.54)
(3.55)
(3.56)
(3.57)
(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)

(3.67)

(3.68)

donc G est un morphisme d’algebres comodules. Par suite, G est un morphisme d’algebres

de dimodules.

]

Définition 3.4.1. Si A est une algebre de H-dimodule telle que F et G sont des isomor-
phismes, on dit que A est H-Azumaya.

Théoreme 3.4.1. (i) Si M un H-dimodule, alors End(M) est H-Azumaya.
(ii) A,B H-Azumya => A#B est H-Azumaya.
(iii) A H-Azumaya = A est H-Azumaya.
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Démonstration. (i)

End(M)#End(M)

End(M)#End(M)

ainsi, End(M) est H-Azumaya.
(ii)

(A#B)#(A#B)

(A#B)#(A#B)

donc A#B est H-Azumaya.
(i)

ainsi, on a A#A =~ End(A)” et A#A = End(A), par suite, A est H-Azumaya.

1%

I

1%

111

a1 | P | P | P P | PO | PO | P [P |

11

e 11 1R

(A#B)#(B#A)
A#(B#B)#A
A#End(B)#A
A#A#End(M)
End(A)#End(B)
End(A) ® End(B)
End(A® B)
End(A#B)
(B#A)#(A#DB)
B#A#A#B
B#End(A)"#B
B#B#End(A)™
End(B)*#End(A)”
End(A® B)*
End(A#B)™,

A#A
A®A
End(A)
End(A)*,

Définition 3.4.2. Soient A et B des algebres de dimodules H-Azumaya. Alors on dit que A
et B sont Brauer équivalents (et on note A ~ B) s’il existe des H-dimodules M et N projectifs
de type fini sur k tels que A#End(M) = B#End(N) comme algebres de H-dimodules.
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Proposition 3.4.2. ~ est un relation d’équivalence qui respecte l'opération # et l’ensemble
quotient est un groupe.

Démonstration. (i) ~ est une relation d’équivalance :

a) soit A € A; existe-t-il M,N dans L tels que A#FEnd(M) = A#End(N)?
On a A#End(A) = A#End(A)

b) Soi A B et C € A telles que A ~ B et B~ C.

- A~ B <= 3 M et N dans L tels que A#End(M) = B#FEnd(N)

- B~ (C <= 3 M et N dans LE tels que B#End(M') = C#End(N’)

A#End(M @ M) = A#End(M)#End(M’) (3.94)
~ B#End(N)#End(M) (3.95)
~ B#End(M)#End(N) (3.96)
S C#End(N')#End( ) (3.97)
~ C#End(N'® N) (3.98)

D’ot la transitivité.

c)Soit A et B des éléments de A telles que A ~ B

Ona A~ B=3Met N dans LY tels que A#End(M) = B#End(N).

Or A#End(M) = B#End(N) <= B#End(N) = A#End(M),

donc il existe M et N dans £ tels que A#End(M) = B#End(N), c’est a dire B ~ A. D’ou

la symétrie. Ainsi, ~ est une relation d’équivalence.
(ii) L’ensemble quotient est un groupe : notons BD(k,H) cette ensemble dont la loi est définie
comme suit [A].[B] = [A#B]

- Soit [A] € BD(k,H).On a [A].[k] = [A#Ek], or A#k =2 A®k = A; donc [A]J#]k] = [A] et
par suite, [k] est le neutre dans BD(k,H).

- Soit [A],[B] et [C] des éléments de BD(k,H); on a :

([AL[B]).[C] = [A#B].[C] = [(A#B)#C], or (A#B)#C = A#(B#C) donc

[(A#B)#C] = [A#(B#C)] = [A]([B#C]) et par suite, ([A].[B]).[C] = [A].([B].[C]).

Ce qui prouve ’associativité.

- Comme A#A = End(A) 2 k donc [A].[A] = [A#A] = [K] d'ot A a pour inverse A.

Ainsi (BD(k, H),.) est un groupe. O

Définition 3.4.3. On note ce groupe par BD(k, H) et on l’appelle groupe de

Brauer des algebres de H-dimodules.
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3.5 Exemples du BD(k,H)

Définition 3.5.1. - Soit M un H-module avec pour action pyr. On dit que M est

trivial, si ppr(h @ m) =eg(h)m VYhe Hme M.

- Soit M un H-comodule avec xpr comme coaction. On dira que M est trivial si
xu(m)=m®1ly VYme M.

Proposition 3.5.1. 1) Soit M un H-module. En munissant M de la structure de H-comodule
trivial, M est un H-dimodule.

2) Soit N un H-comodule. En munissant N de la structure de H-module trivial, il est un
H-dimodule.

Démonstration. 1)- (x o p)(h®@m) = x(hm) =hm ® 1y,

- (p®idy) o (idg @ x)(h@m)=(pRidy)(h@m® ly) =hm® 1y,

donc M est dimodule.

2)- (xop)(h®@n) = x(e(h)n) = e(h1)ny @ e(ha)ny = €(h1e(h2))ng @ ny = e(h)ng @ ny
- (p®idy) o (idg @ x)(h®@n) = (p@idg)(h@n®@ny) = e(h)ny @ nq,

ainsi, N est dimodule. O

Proposition 3.5.2. 1) Soit A une algebre de H-module. Alors A est une algebre
de H-dimodule.
2) Soit B une algebre de H-comodule. Alors B est une algebre de H-dimodule.

Démonstration. 1) On a A une algeébre de H-module, donc ¢’est un H-module. Ainsi
A est un H-dimodule avec x4(a) = a® 1g.

Soit a,a’ € A. xa(aa') = xa(a)xa(d) = (a®@1y)(d ® 1y) = (ad @ 1g),

donc A est une algebre de H-comodule. Par suite, A est une algebre de H-dimodule.

2) B algebre de H-comodule, donc ¢’est un H-comodule. Par suite B, est un H-dimodule avec
pp(h ®b) = €(h)b.
p(h @ bb') = e(h)bl = e(hi€e(hy))bb’ = €(hy)e(he)bb = (e(hy1)b)(e(ha)b) = p(hy @ b)p(he R V).

Donc B est une algebre de H-module, et par suite, c¢’est une algebre de H-dimodule. O

Remarque 3.5.1. Soient A et B des algebres de H-dimodules.
- Notons A l’opposé de A.
* Si Uaction de H sur A est triviale, a.b = >, (a1.b)ag = >, (e(a1).b)ag = >, b.e(ar).ap = ba;

ainsi, on a AP = A.

* Si la coation est triviale, a.b =Y (a;.b)ag = Y, (1g.b)a = > b.a = ba,

par suite, AP = A.
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* st ['action de H sur B est triviale, alors

a(by.a" ) #bot! = a(e(by).a’) @ b/ = aa’ & boe(by)b' = aa’ @ bV qui est le produit usuel sur
A® B, ainsit A#B =A® B

* st la coaction est triviale, alors
a(by.a")#bet) = a(lg.a’) @ b = ad’ @ bV, ainsi A#B = A® B.

Soit A une algébre de H-module qui est Azumaya. A munie de la

structure triviale de H-comodule est une algebre de H-dimodule.

On a A#A X A® A% = End(A) et A#AX AP @ A End(A)%.

Donc si A est une algebre de H-module ou de H-comodule qui est Azumaya, alors

A est une algebre de H-dimodule H-Azumaya.

Soit [A] € BD(k,H). Donc il existe B € A telle que A ~ B, c’est & dire qu’il

existe M et N € My tel que A® End(M) = B ® End(N).

En munissant A et B d’une part et M et N d’autre part de la structure de H-comodule
triviale, on a A et B sont des algébres de H-dimodules et M et N sont des H-dimodules.
On obtient par suite, A ® End(M) = B#End(N) = B® End(N) = B#End(N),

c’est a dire A#End(M) = B#End(N). Ainsi [A] € BD(k,H).

On en fin BM(k,H) c BD(k,H) D> BC(k,H).

Remarque 3.5.2. on a :

vap:A®B — B®A
a®br— a1b® ag

est un 1somorphisme de H-dimodules.

(a#B)(d'#b') = (ma®@mp)(ida®@7p 4Qidp) (a®@bRa' @) ; car (ma@mp)(a®b;.a")Rby@b') =
a.(bl.a’) ® b()b/

Si Uaction est triviale, v = 7 (permutation) ; si la coaction est triviale, v = T .
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Conclusion

Ce travail a permis la construction du groupe de Brauer des algebres de H-dimodules. Les
caractéres commutatif et cocommutatif des algebres de Hopf étaient d’importances remar-
quables. Cela a permis de montrer que l'opposé de l'algebre de dimodule est une algeébre de
dimodule.

L’introduction du produit croisé, qui généralise le produit tensoriel, nous a permis de voir
que la notion d’algebre de dimodule H-Azumaya généralise la définition usuelle d’algebre
d’Azumaya.

La commutativité de I'algébre de Hopf H nous a été utile dans le passage du produit tensoriel
au produit croisé et vice versa par isomorphisme. Ceci a permis de montrer que les groupes
de Brauer des algebres de H-modules et H-comodules sont des cas particuliers du groupe de
Brauer des algebres de dimodules.
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