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Résumé

Des solutions de 1'équation de Hamilton Jacobi, on trouve certains écou-
lements potentiels d’'un fluide compressible, visqueux et isotherme. Lorsque
la dimension spatiale d des équations de Navier Stockes est égale a 1, ces
solutions sont globales dans le temps et dans I’espace. Sinon elles sont locales
dans le temps et dans I’espace.

Abstract

From solutions of the Hamilton Jacobi equation, we find some potential
flows of a compressible, viscous and isothermal fluid. When the spatial di-
mension d of the Navier-Stockes equations equals 1, these solutions are global
in time and space. Otherwise they are local in time and space.



Abréviations et Notations

ou
— = 0yu = uy :dérivée partielle de u par rapport a t

ot

Auw : laplacien de u

Vu : gradient de u

divu = V.u : divergence de u

(u.V)u = Vuu = Z w;0;u; : dérivée directionnelle

7

||z|| : norme de 2 dans R?

EDP :équations aux dérivées partielles
B(z,r) : boule de centre x et de rayon r
D f() : diférentielle premiéere de f
D?f() : différentielle seconde de f

u =V f(x,t) : écoulement potentiel

= V f : tenseur d’ordre 1

x,t) : vitesse du fluide

x,t) : densité du fluide

:tenseur des vitesses de déformation

o = = &

: tenseur des contraintes de cauchy

IS

< x,y >= x.y : produit scalaire de x ety



Introduction

L’un des domaines qui étudie le milieu continu, la mécanique des fluides
est la branche de la physique qui analyse les écoulements des fluides lorsque
ceux-ci subissent une ou des contraintes. L’origine de cette étude remonte
bien avant 'antiquité avec les connaissances traditionnelles telles que lirri-
gation dans l'agriculture, les canaux, les fontaines....

Aujourd’hui présente dans bon nombre de phénomeénes naturels, la méca-
nique des fluides se retrouve aussi au coeur d’applications industrielles et
d’activités humaines plus variées.

Au XV III® siécle, aprés I'association des mathématiques a la Physique, la
mécanique des fluides gagne en profondeur.

En 1738, Daniel Bernoulli établit le principe de conservation de 1’énergie mé-
canique.

La connaissance du différentiel permet a Jean Le Rond D’alembert en 1749
d’exposer, les bases de I'hydrodynamiques en présentant le principe de la
pression interne d’un fluide, du champ de vitesse et des dérivées partielles ap-
pliquées aux fluides. Leonhard Euler compléte plus tard 'analyse de D’Alem-
bert sur la pression interne et publie en 1755 un traité qui donne les EDP
décrivant un fluide parfait incompressible.

En 1820 Henri Navier introduit la notion de frottement sous forme d’un nou-
veau terme dans les équations mathématiques des fluides. George Gabriel
Stock aboutit en 1845 & une équation permettant de décrire un écoulement
du fluide visqueux. Les équations de Navier-Stockes marqueront ainsi 1’his-
toire de la mécanique des fluides.

Ces équations sont des équations aux dérivées partielles non linéaires qui
décrivent le mouvement des fluides newtoniens (visqueux) dans I’approxima-
tion des milieux continus. Elles modélisent par exemple les mouvements de
I’air de I’atmospheére, les courants océaniques, 1’écoulement de ’eau dans un
tuyau, et de nombreux autres phénoménes d’écoulement de fluides.

La mise en ceuvre de ces équations conduit a l’élaboration d’un probléme
mathématique dont la solution est constituée d’'un champ de déplacement
et d’'un champ de contrainte. Ces champs sont généralement des fonctions
spatiales relativement réguliéres.

Le théme de ce mémoire rejoint ces notions a savoir : le comportement rhéo-
logique d’un fluide compressible isotherme gouverné par les équations des
Navier-Stock.

En effet, la solution de I’équation de Hamilton-Jacobi issue d’une équation de
Navier-Stockes en compressible, nous permet de décrire 1’évolution de 1’écou-
lement potentiel d’un fluide compressible visqueux.



L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier ces solutions de 1’équation
de Hamilton-Jacobi en utilisant les dimensions spatiales des équations de
Navier-Stock d =1 et d > 2.

Notre étude s’appuie essentiellement sur les références suivantes :
[15,10,7,16,4] pour la premiére partie, [12, 6,5, 14, 3, 2] pour la seconde par-
tie, [6,2,8,11,13,1,17] pour la troisiéme et quatriéme parties,

Dans la premiére partie, nous présentons les principales notions de base sur la
théorie d'un fluide et des équations de Navier-Stock issues des lois de conser-
vation de la masse et de la quantité de mouvement. Ainsi, nous rassemblerons
ci-aprés quelques définitions, remarques et théorémes démontrés pour mieux
aborder la suite.

Dans la deuxiéme partie, nous rappelons d’abord la définition de ’équation
de Hamilton-Jacobi, ensuite énongons un lemme permettant de démontrer
que la solution de I’équation de Hamilton-Jacobi atteint son infimum, puis a
partir des équations de Navier-Stockes, nous obtenons un systéme a résoudre
pour avoir la solution de I’équation de Hamilton-Jacobi qui décrit 1’écoule-
ment potentiel et enfin & travers un théoréme fondamental de la solution
de I’équation de Hamilton-Jacobi, nous avons démontré la solution réguliére
convexe de ces équations puis confirmé que u(x,t) et p(z,t) sont solutions
des équations de Navier-Stockes.

Dans la troisiéme partie, pour atteindre 1'unicité, P.L. Lions et Michael
G.Crandall ont introduit dans les années 80 [11], la notion de solution de
viscosité de ’équation de Hamilton-Jacobi dont nous rappelons briévement
la définition et quelques propriétés, puis étudions les résultats d’existence
et d’unicité selon que la dimension spatiale des équations de Navier-Stock
d=1.

Dans la quatriéme partie, nous étudions cette méme équation de Hamilton-
Jacobi pour d > 2 puis illustrons la partie par un exemple avec fo(z) = ||z||
avant de faire une généralisation sur la solution réguliere f de I’équation de
Hamilton-Jacobi dans un ensemble K convexe.



1 Notions préliminaires

1.1 Généralités sur les fluides

Un milieu (D) d’un espace physique est dit continu, si toutes les appli-
cations liées ou définies dans (D) sont continues au sens mathématique du
terme.

Définitions 1.1

* On dit qu’un milieu continu est fluide si le tenseur des contraintes g est
fonction du tenseur des vitesses de déformation D, ie o = g(g) ;

0ui
Oz,
ol U; la vitesse du fluide dans la direction de i et z sa position.

* Un fluide peut étre considéré comme étant une substance formée d’un
grand nombre de particules, trés petites et libres de se déplacer les unes par
rapport aux autres. C’est donc un milieu continu, déformable, sans rigidité
et qui peut s’écouler. Les liquides et les gaz sont des fluides, ainsi que des
corps plus complexes tels que les polymeéres ou les fluides alimentaires. Ils se
déforment et s’écoulent facilement.

» un fluide est dit isotrope s'il existe une application f telle que o = f(D).

avec D;; = 1,j=1,2,3..n

* La rhéologie (étude de la déformation et de I’écoulement d’une maticre
sous l'effet d’une contrainte) d’un fluide dépend de sa pression et de sa vi-
tesse de déformation, i.e. le gradient de vitesse.

Les fluides peuvent étre classés en deux familles relativement & leur visco-
sité : la famille des fluides newtoniens(eau, gaz, air...) et celle des fluides non
newtoniens (sang, boues, pates...).

La plupart des fluides ont un comportement de fluides newtoniens pour les-
quels le tenseur des contraintes dépend de maniére linéaire, homogéne et
isotrope du tenseur de la vitesse de déformation.

* On dit qu'un fluide est newtonien si sa viscosité est constante ou s’il ne
peut varier qu’en fonction de la température. En d’autres termes si sa loi de
comportement ¢ = g(D) est une fonction affine.

* Dans le cas contraire le fluide est dit non newtonien.
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Les fluides newtoniens sont classés comme : fluides parfaits, réels, incompres-
sibles et compressibles.

Un fluide parfait est un fluide théorique de viscosité nul (y = A = 0).
Contrairement & un fluide parfait, un fluide réel est un fluide de viscosité
prise en considération. C’est uniquement au repos que 'on admettra que le
fluide réel se comporte comme fluide parfait.

Remarque : En réalité tous les fluides sont visqueux.

* La configuration lagrangienne du mouvement d’un fluide consiste a décrire
les grandeurs physiques caractéristiques du milieu a 'instant ¢ dans la confi-
guration (); comme des fonctions de la variable x dans @), et du temps ¢
(avec @y la configuration a Iinstant ¢ et @y, la configuration a l'instant ).
En d’autres termes, dans la description lagrangienne on identifie les parti-
cules fluides et on les suit dans leurs mouvements.

* A la différence de la description lagrangienne ou l'on identifie les parti-
cules, la configuration eulérienne consiste a fixer un point d’observation x
dans l'espace et a enregistrer au cours du temps la vitesse u(x,t) des parti-
cules fluides qui défilent en ce point.

1.1.1 Loi de comportement

Soit S une particule fluide. L’étude de S ne peut pas se faire a I’échelle
macroscopique (S est trés petite), ni a ’échelle microscopique (impossible
de déterminer la vitesse). Elle se détermine plutot a I’échelle mésoscopique
(échelle intermédiaire).

A partir de cette configuration, on peut appliquer toute la théorie de 1’élas-
ticité en considérant S comme un milieu continu physique.

Remarque 1.1 La configuration eulérienne est privilégiée en mécanique des
fluides.

1.2 Equations bilan

Théoréme 1.1(théoréme de la divergence)

Soit @ un domaine borné régulier de R?, de frontiére OQ et soit u € C(Q)
un champ de vecteur continu (voir [15]). Alors

/aQu.nds:/Qdiv(u)dv (1.1)

avec 1 la normale unitaire orientée vers l'extérieur sur 9Q).
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1.2.1 Conservation de la masse

Un fluide posséde une masse m € R*, la formule générale ou intégrale
(voir [15]) de conservation de la masse en fonction du temps s’écrit :

m(t) = /Qdm(a:,t) avec dm(x,t) = p(x,t)dv.

Il existe alors une densité du fluide telle que, pour un domaine fluide quel-
conque @, dans R?, on ait :

m(t):/Qp(x,t)dU (1.2)

ou la densité du fluide p(t,z) > 0 est un champ scalaire défini sur Q. Le
principe de conservation de la masse d’un fluide est donné par

d

Em(t) =0 (1.3)
soit :

d

7 Qp(a:,t)dv =0, V Q(t) (1.4)

1.2.2 Dérivée particulaire

Le champ de vitesses d’'un corps d’une particule fluide dans une trans-
formation ¢ de configuration de référence (), vers une configuration a un
instant ¢ > 0 est défini par :

Op ,
V(X t) = E(X’ t) avec X € @, le tenseur d’ordre 1
La description eulérienne de ce champ de vitesses est :
v(z,t) = V(g™ (z),t) = V(X,1) [15]

Plus généralement, les grandeurs utilisées en mécanique des milieux continus
sont considéré tantot comme fonction de variables Lagragiennes F/(X,t) ou
comme fonction de variables eulériennes f(z,t) :

Fla,t) = f(z,t) = flp(X,1),1)

On utilise les notation F', f et on pose x = (X, ).
La derivée particulaire ou encore derivée temporelle d’'une quantité F', sui-
vant le mouvement est définie par :

12



d 0
ZF(X, 1) =2 F(X,1) = tf(so(i,t)v t) =

ou apparait le terme convectif (7 f).v
donc pour une particule fluide,

Dip
5% (z, )+ f(w t). a_(&t)

d 0
SHXH) = 5 f + ()0

Alors d’aprés le principe de conservation de la masse (1.4) et la formule de
la dérivée particulaire on a :

0 t
/ [% +p(x, )div(T)]dv = 0, ¥ Qr
D’aprés le théoréme de I'intégrale nulle,

Op(z,1)
ot

+ p(x, t)div(v) =0 (équation de continuité ) (1.5)

Théoréme 1.2 :(théoréme de transport de Reynolds)

Soient @ un domaine régulier de R?, 9Q la frontiére de Q et v la vitesse
normale sortante au point x € 9Q). Alors pour tout champ de tenseur continu
(voir [15]) admettant une dérivée temporelle, on a :

d
E/Qfdv—/Q@tfdij 8Qf.’r)d8 (1.6)

Avec 7 la normale unitaire orientée vers ’extérieur.

Preuve

/fdv—/ (fdv)

d d
= [ (Gt St

0 .
= /Q<§f+ (Vf)v+ f(dive))dv
or div(fv) = (v f).v+ f(divv)

13



d 0 .
donc E/Qfdv—/q?(afdv—l—dlv(fv))dv
2fdv + fu.mds

d / / 0
dou — [ fdv= | —fdv+ fu.mds. O
Cette relation est fondamentale car elle permet d’obtenir toutes les relations

fondamentales de la mécanique.

1.2.3 Conservation de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement correspond a la fonction pu. En appliquant le
théoréme de transport de Reynolds a la fonction pu, on a :

j pudu—/@tpudu+/ pu(u.n)ds (1.7)
t aQ

d pudu /atpudu /pu(u.n)ds:o
dt 50

D’apres le théoréme de la divergence on a :

/8Q pu(u.m)ds = /Qdiv(pu ® u)du (1.8)

Donc

d
—/ pudu—/ 6tpudu—/ div(pu ® u)du =0
dt Jq Q Q
d .
= / [—pu—0Opu—div(pu Q@ u)|du =
o dt

d
= i Oypu —div(pu @ u) =0

d
= Epudu = Oipu+div(pu @ u)

Le principe fondamental de la dynamique veut que toute variation de quantité
de mouvement résulte de 'application des forces. Donc la relation générale
de conservation de la quantité de mouvement est donnée par :

d

pudu-/@tpudu+/ dlv(pu®u)ds—/ a.nds—i—/ fdu (1.9)
dt 9q Q

14



D’aprés le théoréme de la divergence :

/ a.nds:/div(a)du
o Q

la loi de conservation de la quantité de mouvement est donnée par :
O:(pu)+div(pu ® u) =div(e)+f (1.10)

avec dive = div(—pIl+2yD+Adiv(u)I) appelée équation de lamé,

D = 1(Vu + 'u) le tenseur de déformation,

et I la matrice identité.

C’est une équation aux dérivées partielles d’ordre deux en espace pour les
fluides visqueux.

d
apudu = Oypu+div(pu Q u) (1.11)

est ’équation de continuité de la quantité de mouvement.

1.3 Equation de Navier-Stokes en compressible

Nous disposons de plusieurs formulations mathématiques pour étudier le
mouvement d’un fluide (liquide, gaz,...). Un tel fluide est complétement décrit
par sa densité p = p(x,t) € R; et son champ de vitesse u = u(z,t) € R?, ou
x désigne la variable d’espace dans R? et t > 0 le temps.

C’est en 1820 que Navier fournit les équations qui regissent les mouvements
d’un fluide visqueux incompressible [16].

ou+ (. )u+vp =vAu (1.12)
div(u) =0
u(z,0) = up(z)

ou v représente la constante de viscosité du fluide, p = p(x,t) sa pression
supposée réguliére et ug(z) le champ de vitesse initiale du fluide.

Nous allons nous intéresser tout au long de ce travail a I’écoulement d'un
fluide compressible visqueux et isotherme dans un domaine Q; de R; x R,
Les équations de Navier Stokes qui permettent de décrire le mouvement de
ce fluide sont données par :

pr + div(pu) =0 (1.13)
(pu)e +div (pu @ u) + vp = (v + ) Au + v 7div(u) (1.14)
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Les constantes v et A sont positives et représentent les coefficients de Lamé.
La célérité du son c s’obtient par la relation

=Y suyp=2=>vp.
VP

En remplacant 7p dans I’équation de Navier-Stokes on a :

pr +div(pu) =0
(1.15)
(pu)y + div(pu @ u) + A*vp = (v + N Au + ydiv(u)

On suppose généralement que v > 0 et Ad + 2y > 0 (voir [16]).
Le probléme (1.15) peut également étre complété par la donnée des conditions
initiales pour la densité et la vitesse du fluide :

p(,0) = po(a) et u(x,0) = uo(x)
avec x € R4,

La premiére équation de (1.15) est I’équation de continuité et provient du
principe de conservation de la masse.

La deuxiéme équation de (1.15) est I’équation de la quantité de mouvement
et provient du principe de conservation de la quantité de mouvement.

Dérivation de 1.15

D’apres le principe de conservation de la masse on a :

d d
Em(t) = %/Qp(m,t) =0

/8t,odv—|—/ p(um)ds =0
Q oQ

/8tpdv+/ div(pu)dv =0
Q Q

/(8tpdv +div(pu))dv =0
Q

donc Oyp+div(pu) = 0.

D’oui la premiére équation de (1.15)
la loi de conservation de la quantité de mouvement implique que :

O (pu)+div(pu @ u) = v.(—pl+y(vu + i) [+div(u)I)
= O(pu)+div(pu ® u)+vp = YAu+ywvdiv(u)+Avdiv(u)
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= Oy(pu) +div(pu @ u) +c*vp = (7 +A) wdiv(u) +yAwu.

Ce qui donne la seconde équation de (1.15) O
La différence entre I’écoulement compressible et incompressible est que :

le champ de vitesse u d’un fluide incompressible est constant et V.u = 0.
tandis que le champ de vitesse u(t,z) d’un fluide compressible est fonction
du temps et de l'espace et V.u(t,z) # 0

1.4 Fonctions convexes

Les fonctions convexes sont trés utiles dans plusieurs domaines des ma-
thématiques appliquées et notamment dans le domaine de la mécanique des
fluides. Nous verrons d’ailleurs dans la deuxiéme section comment elles sont
reliées aux solutions qui décrivent ’écoulement des fluides.

Commengons par donner d’abord une définition de ces fonctions

Définition 1.2

Soit G une partie convexe de R?, c’est a dire que si z,y € G, le segment
(1—0)x — 0y, 0 € [0,1] appartient & G. Les points intérieurs des segments
appartenant a G sont appelés les points intérieurs a G. Tout autre point
d’accumulation appartenant ou non a G sera appelé point limite de G.

Une fonction f : G — R est dite convexe si :

F(1=0)z+0y) < (1-0)f(x)+0(y) (1.16)

pour tout z,y € G et tout 6 € [0, 1]. Cela implique que f(x) est continue en
tout points intérieurs a G .
Si I'inégalité de convexité est stricte, alors f est dite strictement convexe.

Remarque 1.1

i) Si f: G +— R est une fonction de classe C'!' sur un intervalle G de
R. Alors f est convexe si et seulement si f” est croissante sur G, et elle est
strictement convexe si et seulement f’ est strictement croissante sur G.
ii) Si f : G+ R est une fonction de classe C? sur un intervalle G' de R. Alors
f est convexe si et seulement si f” > 0 , et elle est strictement convexe si et
seulement si f” > 0.

Théoréme 1.3 :

Soit I un domaine de R. On note H l'ensemble des fonctions affines sur

I (voir [4]).
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Une fonction f : I — R est convexe si et seulement si pour tout x € I on
a:

f(z) = sup{h(x), Vx € I} (1.17)
=
Preuve

Pour n’importe quelle fonction f : I — R, on définit

f =sup{h(z), Vx € I} (1.18)
heH
h<f
Si f est convexe, il existe des droites sous la courbe Cf, i.e. que I’ensemble
des fonctions affines h < f est non vide et en particulier fest bien définie et
vérifie que f < f.
Pour tout point = € I, il existe une fonction affine h telle que h(z) = f(x)
et h < f.
Ceci prouve bien finalement que

f=1

Supposons maintenant que fv: f. En particulier cela implique que I’ensemble
H des fonctions affines de h telles que h < f est non vide.

On fixe une telle fonction affine h € H et z,y € I telle que, A € [0, 1].
Comme h est affine, on a ’égalité :

h(Az+(1=X)y) = M(x)+(1—N)h(y) (1.19)
Comme h < f nous en déduisons
h(Az+(1=XN)y) < Af(2)+(1=N)f(y). (1.20)

Cette inégalité étant vraie pour tout h € H, on peut prendre le supprimum
par rapport a h et obtenir :

sup h(Az+(1=A)y) = f(Az+(1=A)y) < Af(2)+(1=2) f(y). (1.21)
i
Comme fv: f,on al’inégalité de convexité pour f. OJ
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Définition 1.3 :Equation de la tangente
Soit f une fonction dérivable et
Cp = {(z, f(z)) : x € R}, (1.22)

le graphe de f,
le sous espace affine tangent au graphe de f aux points (xg, f(zg)) & pour
équation

y = f(wo)+ < 7 f(20), 7 —20 > . (1.23)

Cette équation est appelée aussi équation de 'hyperplan.
Le vecteur normal a cet hyperplan est fourni par :

(v f(x0), —1) € R x R.

Définition 1.4

Dans un domaine () fluide, le flot représente la pression exercée au bord
0@ du domaine : c’est ’application :

R x Q) — RY
Ve 2 e =
Si f(t,x) vérifie ’équation de Hamilton Jacobi suivante :
(1.26)

f(0,z) = fol),

alors le flot préserve cette équation.

Remarque : L'opérateur H repésente I’hamiltonien et est défini comme
un opérateur qui coincide de maniére générale avec le Lagragien qui est une
fonction importante permettant de décrire les mouvements des variables dy-
namiques d’un systéme physique.

Définition 1.5

Soit D C RY. Une fonction f : D — RY est dite lipschitzienne si pour
une certaine constante C, pour tout (z,y) € D? on a :

1f (@) = FW)ll < Cllz—yll. (1.25)
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Définition 1.6

Soit D C R, Une fonction f : D — R% est dite localement lipschitzienne
si pour tout compact K C D, il existe une constante C'x telle que

1f (@) = FW)ll < Crllz=yll. (1.26)

2 Equation de Hamilton-Jacobi

Définition 2.1

Une équation de Hamilton Jacobi est une équation de la forme.

H(z, f,7f)=0 dans Q
{fz(p sur 0@ (2.1)

ol Q est un ouvert de R?, f est I'inconnue, 7/ f son gradient et H est appelé
I'hamiltonien (voir [6]).

L’équation (2.1) est une formulation générale des équations de Hamilton Ja-
cobi qui contient une formulation plus habituelle :

{Qtf—f—H(x,me):O dans Q C RY x R% (2.2)
f(0,2) = fo(x) '
Remarque 2.1
On peut passer de I'une a l'autre formulation en considérant,
of
y=(,t), H(y,vyf) = 5 +H(z, Vo f) (2.3)

ot

Ces deux équations ont chacune une signification.

Ainsi, la premiére évoque un probléme de condition au limite et ¢ représente
la contrainte imposée au bord Q).

La seconde se rapporte d’avantage a un probléme d’évolution avec la donnée
de conditions initiales (voir [6]).

La question telle que la construction de solutions du probléme de Cauchy
pour I'équation de Hamilton Jacobi sera examinée dans la suite.

2.0.1 Propriétés de base

Soit f(z,£), £ € E (F, un espace de paramétres fixés), une famille de
fonctions de valeurs réelles de = dans un domaine D de R? et satisfaisant au
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trois conditions suivantes.

a) f(x,€) est localement uniformément lipschitzienne en = € D, c’est a dire,
chaque point x € D a un voisinage en D, de méme pour £ € E, ou f en
fonction de x satisfait la condition de Lipschitz pour tout & € E.

b) 11 existe un ensemble N C D qui est indépendant de £ et tel que pour
chaque ¢ € E et a chaque point = € D — N, le gradient f,(x,&) existe et
I'équation différentielle (2.2) est satisfaite par f = f(z,£).

c¢) Pour chaque z € D, f(z,€) atteint son infimum fini dans F, a £ = {(x).

Lemme 2.1

Soit E un sous-ensemble fermé de R?. Supposons que :
a) f(xz,€) et fo(z,&) sont respectivement continues en z et £ ot x € D et
§EE,

B) Si E n’est pas borné, alors f(z,£) — oo quand ||{|| — oo est loca-
lement uniforme en x € D, et

v) f(z,€) est pour chaque £ € FE fixé, une solution exacte de (2.2) dans
D.
Alors

flo) = inf f(.) wED EEE (2.4)

est atteinte dans F et représente une solution localement lipschitzienne de
(2.2) dans D.

Preuve

Fixons un point £ € E. Soit xy € D fixé.
En vertus de «), continuité de f, il existe un voisinage V; de xy dans lequel
f(z,€) est bornée,

flx, ) <C, ze€V (2.5)

D’aprés 'hypothése (), il exist un voisinage V; de zq tel que
f(x, &) — oo quand ||£|| — oo est uniforme par rapport a x € V.
Par conséquent,

v eVL|Ell >w = f(2,§) > C+1, w> [, (2.6)
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Si w est choisie de maniére appropriée.

Prenons maintenant un voisinage V' de zy dont la fermeture est contenue a
la fois dans Vj et Vi. Les inéquations (2.5) et (2.6) sont vérifices si V; est
remplacé par V. Par conséquent pour tout x € V,

irglff(x,é) xeD, el

est atteint.

En vertus de 'hypothése o) f,(x,&) est continue dans le produit cartésien
des deux ensembles compacts, fermeture de V' et E.

Puisque c’est & nouveau compact, f, y est bornée,

fo(,§) <L, z€R , £€F (2.7)

V peut étre choisi convexe. Par conséquent f(z, ) est uniformément lipschit-
zienne en V' par rapport a £ dans E.

Les propriétés de base peuvent étre maintenant appliquées, en remplacant D
par V. Les hypothéses «), /3) et «y) sont réalisées. Par conséquent , la conclu-
sion de ce Lemme est aussi valable dans V.

Comme x était un point quelconque de D et V un voisinage de zy, alors f(x)
est une solution localement lipschitzienne de I’équation de Hamilton Jacobi
(2.2) dans D . O
Ce lemme est trés fondamental pour montrer que la solution de I’équation
de Hamilton Jacobi atteint son infimum.

2.0.2 Solution de I’équation de Hamilton Jacobi

Considérons le probléme (1.15) des équations de Navier Stokes qui gou-
vernent I’évolution de la densité p(x,t) et de la vitesse u(z,t) d’un fluide
isotherme dans un domaine @ de R; x RY

py + div(pu) =0
(pu)s + div(pu @ u) + *vp = (7 + \)Au + yVdiv(u)

On cherche des solutions particuliéres dont le champ dérive d’un potentiel
u = 7 f et dont la pression équilibre les contraintes dues a la viscosité
p=aAf avec a=c2(2y+\)

En vertus de I’équation de quantité de mouvement on a :

udyp + pdyu + p(u.V)u + div(pu)u + *yp = (v + \)Vdiv(u) + 7Au
= u[0yp + div(pu)] + p[du + (w.V)u] + *Vp = (v + \)Vdiv(u) + yAu
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D’apres I'équation de continuité de la conservation de la masse on a :
Op+div(pu) =0

Donc I'équation de la quantité de mouvement devient :

p(Ocu+(u.V)u) = (v+A) Vdiv(u) +7Au—c*Vp (2.8)

L’opérateur u.V désigne la dérivée dans la direction de U et sécrit

d
(u.V)u = Z w; 0. (2.9)
i=1
En remplacant u et p respectivement par Vf et aAf dans le probléme
(1.15), on & :

aAf(OVF+(VEV)VS)=(y+N)VAiv(Vf)+~7A(Vf)
— V(327 + V)AS)

= aAf(OVf+(VEV)VS) =+ NA(VS)+A(VS)
= V({27 + V)
= aAf(RVf+ (VEV)VE) =27+ NA(VS) — (27 + ) V(AS)
= aAFOVf+(VET)VF) =0 (2.10)

Donc

AV +(VEVIVE =0

Comme

(VIVIVS = SV +rot(VHAVF = VIV £
car

rot(Vf) =0

donec :

V(O +5IVFI) = (@t (0. 9)u) = 0

Les équations de (1.15) se réduisent alors & :

{ Af, +div(VEAF) =0

V(0.5 + HIVFR) =0

(2.11)
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Le potentiel u = 7 f n’est défini par I’écoulement qu’a 1’addition d’une fonc-
tion du temps prés. On peut alors fixer son évolution en intégrant la deuxiéme
équation de (2.11) sous la forme d’une équation de Hamilton-Jacobi :

fit 3l FI =0 (2.12)
Le gradient de la deuxiéme équation de (2.11) donne :

At VAP =0 (213)
Par comparaison entre la premiére équation de (2.11) et (2.13) on a :

Av(AFV) = ACVFIP)

= AFAV(VA)+VIV(AS) = Y VIIVIP)

= (AF) = VG VIV -VAV(AF)

= (Af)? =V({(VEV)V)-VF(V(AS))
D’apres (2.9)

d d
(VE)V =) (VHidvf = 0:f0:0;f
=1 i=1
Donc

d
(Af)P=v Z (VD07 f~7 (7 (Af))

0:0; f0:0; f =7 F(V (Af))

d d
=1

(Af =27

Si f est une sur-solution de viscosité alors V f(s7(Af)) = 0, donc

d

Y (8:0;8) = (Af) (2.14)

3,j=1
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D’un point de vue mathématique, la description de I’écoulement dans un
milieu fluide )y a I'instant ¢t > 0 peut se restreindre a I’étude du systéme qui
se résume ainsi au probléme (2.15) suivant :

St I FIR=0
3 (2:0,0) = (Af) (215)

f(O,x) = fO(x)

* La deuxiéme équation de (2.15) est triviale pour d = 1.

* Pour d =2 :

d d
(0101 f)*+(0102f )*+(0201 ) *+(0002f)* = (AF)? =D > 02 f3f

i=1 j=1
= (0102f)*+ (0201 f)? = O; fO5 f+05 fO; f (2.16)
pour f suffisamment réguliére et s’il existe z; tel que fo(x) = h(xy), le
théoréme de Cauchy Schwarz implique que :
D102 f = 020 f; (2.17)
c’est a dire
(102f)? = D fO5 f (2.18)

Ainsi si fo(z) satisfait (2.18), alors la solution de I’équation de Hamilton Ja-
cobi (2.12) satisfait 'équation (2.18)

*Pour d =3 on a :
(01O f)? (0102f)* (D105 f)?
(@001 (2u0nf) (2u0s)) | =

(0501 1) (0502f)% (0505f)?

Qui est un tenseur d’ordre 2,
donc ce résultat ne nous permet pas de conclure sur la compatibilité de la
solution de I’équation de Hamilton Jacobi (2.12) et (2.19)

Z OFfoRf (2.19)

3
i=1 j=1

)
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* Pour d >3 on a:

(O f)? ... (010pf)? ]

d d d
SN ADY Y O f0F (2:20)

i=1 j=1 =1  ig=1

() .. (DS |

ce résultat ne nous permet encore pas de conclure sur la compatibilité de la
solution de I’équation de Hamilton Jacobi (2.12) et (2.20)

On a alors vérifié que si d = 2, 'équation (2.14) est compatible avec I’équation
de Hamilton-Jacobi (2.12) c’est a dire si f(-, ¢ = 0) satisfait (2.14) : la solution
de (2.12) continue de satisfaire (2.14) tant qu’elle est réguliére.

Cependant pour d > 3, la compatibilité de (2.14) et (2.12) n’est plus possible.
Plus précisément, 1'égalité (2.14), qui s’écrit aussi

tr(M?) = (tr(M))? powr M = D3f. (2.21)

Si f est régulicre alors D2f € S avec S¢ l'espace vectoriel des matrices
réelles symétrique de taille d.
(2.21) n’est préservée par le flot de (2.12) que si de plus

tr(M3) = (tr(M))3. (2.22)
De méme cette nouvelle équation n’est préservée par le flot de (2.12) que si
tr(M*) = (tr(M))*

Par récurrence on en déduit :

tr(M*) = (tr(M))* , Vk €N (2.23)

ou M est définie dans la base formée de vecteurs propres.

Ce qui équivaut au fait que 0 soit valeur propre pour M de multiplicité d — 1
ou d. Comme M est une matrice symétrique, donc diagonalisable, il revient
au méme de dire que le rang de M(x,t) est au plus égale a 1.
Réciproquement, si le rang de ch fo ot fp est une condition initiale réguliére,
est partout au plus égale a 1, alors cela reste vrai pour la solution de (2.12)
tant que celle-ci est réguliére. Précisons ce fait quantitativement dans le cas
qui nous intéresse, celui ot Afy > 0 (pour assurer que p > 0 puisque c’est
une densité de masse). Cette inégalité et ’hypothése montrent que :
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pour d =1, D2 fq est triviale

[ 0101 fo 0
pour d = 2, Difo =
0 0205 fo
[ 0,0, f, 0 0
pour d = 2, Dfﬂfo = 0 0205 fo 0
0 0 0303 fo
0101 fo ...... 0
pour d = k, Dif(): :
0o ... OOk fo

Donc il existe un champ de vecteurs (unique au signe prés) n(x) tel que
D3 fo(z) = n(z) ® n(z) (2.24)

Ainsi D2 fo > 0 :fo est convexe.
Le théoréme 1.3 nous permet alors d’écrire f; comme le supprimum de ses
fonctions affines tangentes :

fo(x) = sup{~7 fo(y)-(r=y)+ fo(y),y € D} (2.25)

ot D est le domaine (convexe) de définition de fj.

L’hypothése sur le rang de D2 f; signifie que le graphe de fj est développable
sur R? c’est a dire que les espaces tangents au graphe de f; en deux points
y+V et y, tels que n(y).V = 0, sont égaux.

On peut donc sans changer la valeur de fjy, réduire le supprimum en ne
gardant que les points y d’une courbe I' (qui n’est jamais normale au champ
de vecteur n). Enfin la solution de I’équation de Hamilton-Jacobi, tant qu’elle
est réguliére, est donnée par :

f(@,t) = sup{7 fo(y).(x —y) + foly) — %H vfo(y) II>,y €T} (2.26)
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Ceci montre que le graphe de f(-,t) est 'enveloppe d’une famille a un para-
meétre d’hyperplans, donc est développable.

la condition de rang 1 est donc satisfaite. De plus, f est convexe, de sorte
que p = aAf > 0 est bien une densité.

Considérons le probléme de Cauchy dans un domaine D convexe :

ft+%|| vf|?=0 dans D
(2.27)

fo(z) = f(0,2) dans D

Plus précisément trouvons localement une fonction lipschitzienne f(¢,x) qui
satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi (2.12) :

1
fet sl Vfl?=0 pp dans D (2.28)
et qui remplit la condition initiale

i = fule) = f0.2) 2:29)
ou f(t,x) est définie et continue lipschitzienne sur R.

Notons par (¢, ;%) les points de 'espace (R, R, RZ) de dimension d

Tout au long de cette section nous supposerons que :

v T CT est un fermé de T'.

v f est définie et strictement convexe dans le domaine D.

La fonction convexe conjuguée de f est alors définie par la définition suivante :

Définition 2.2

Soit f : RY — R une fonction convexe sur R . Son conjuguée ou trans-
formée de legendre est la fonction convexe ¢ : R — R définie par :

g9(y) = sup (y.x — f(x)) (2.30)

zC€R4

Notation : notons par £(f)(y) = ¢g(y) conjuguée de la fonction f.
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Proposition 2.1

g est une fonction convexe sur RY.
En effet soit u,v € RY et 6 € [0,1], on a alors :

9(0u+ (1 —0)v) = sup{{fu+ (1 - O)v,z) — f(z)}

= }Zlig{wu, z) + (L= 0)v,x) — f(x)}

= jgﬂg{ﬂu, z) + (1= 0)(v,z) — f(z)}

= 555{9(<u, z) = f(@)) + (1 = 0)((v,z) — f(2))}

< 93;1@{@,@ — f(x)}+(1-0) :;5{@,%) = f(z)}.

ou (a, by est le produit scalaire de a et b.

Théoréme 2.1

La transformée de Legendre est involutive c’est a dire que si g est la
transformée de Legendre de f alors f est la transformée de Legendre de g.

Clest adire £(£(f))(x) = £(9)(y) = f(y) (2.31)

Preuve

Donnons une preuve géométrique basée sur le fait que si g(y) = £(f)(y)
alors la droite d’équation z = z.y — g(y) de pente y est tangente au graphe
de f. Puisque f est convexe alors toutes les tangentes sont au dessous de la
courbe de f. Si on fixe © = xg, alors le supprimum de xy.y — g(y) comme
fonction en y est f(zg). En effet pour x = z,

9(y) = Suﬂg(ywo — f(wo)) (2.32)
=Y.ZTo — f(xo)

= f(xo) = y.xo — g(x0)
Donc  £L(£(f))(z0)) = £(g)(z0)

= sup (zo.y — 9(y))
zER4

= f(wo)

29



Nous allons profiter de la fonction affine tangente

Vfo(y).(x—y)+ foly),y € D, pour 'équation de Hamilton Jacobi (2.12) et
pour notre probléme de Cauchy (2.27), d'une famille de solution contenant
le parametre y.

f = f(t.2,9) = 7 folw) (1= 1)+ foly) ~ 5| 7 Folw) I (233)

ou y € est un vecteur quelconque.
La solution locale du probléme de Cauchy (2.27) est donnée par le théoréme :

Théoréme 2.2

Soit L, : © — q(y).x + b(y) une famille & un parameétre de fonctions
affines, dépendant réguliérement de y € I.
Soit D un domaine convexe sur lequel la fonction convexe
fo(z) = sup{L,(x);y € I} est de classe C*. Alors la fonction définie par :

flt,x) =sup f(t,z,y) (2.34)

zeD

est une solution locale de classe C? de I'équation de Hamilton-Jacobi (2.12)
satisfaisant f(z,0) = fo(x). De plus f(-,¢) atteint son infimum, est convexe
et les formules u = 7 f, p = aA f définissent une solution des équations de
Navier-Sokes (1.15).

Lemme 2.2

W) — 00 lorsque ||y|| — oo (2.35)

Iyl

Preuve
Vz € D fixé [14], alors d’aprés (2.30) on a :

9@) o vy, _f@)
Tl = Tl Tl (2.36)

si nous définissons

xr = (m)y (2.37)
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ou =z est positive, fixé alors :

o 1
Tl = T’ @

1
9t9) > z——— sup f(x)
[yl| Y] o] — -
Donc
lim M >z

=
llyll—oo [|y]|

Puisque z est quelconque, cette inégalité prouve le lemme.

Preuve du théoréme 2.2

La fonction convexe conjuguée de fy est définie par

9(y) = ilelg(yw — fo(x))

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Puisque I C T est un fermé, donc pour chaque y € I, la fonction y.o — fy(z)
en fonction de z, atteint son supprimum par la continuité et le lemme 2.2 sur

fo [14].
De (2.33) et (2.41), on déduit :

F(t,) = sup{ foly)-(e—y)+fol)~ 51V fo(w)}

zeD

= £(t2) = foly)+sup{V fo(y)-(r—1) ~ 1V Fo(w)] )

xeD

D’aprés la formule de transformée de légendre c’est & dire :

g(u) = zlelg(u.w—f(w))

ctw=Voly), u=z—y et f(w)=1IV o) ona:

oo —y) = Sup{ ¥ foly)-(r =)~ 1V fo(w)] P}

zeD
comme de plus g est convexe, on a alors :

xr —

o7 ) = sup( foly)-(r—v)— LIV o))

zeD
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ce qui donne f(t,z) = fo(y)—i—t.g(xt;y).

En posant v = *¥, la fonction conjuguée g(v) est de classe C? car fy est de
classe C? par hypothése.

On a en effet fi(t,7;y) = g(v) —v.g.(v) et fo(t,z;y) = go(v) ol v = =¥ et
I’équation de Hamilton Jacobi se réduit a :

(2.47)

gv)—v.0+H(0) =0, 0=g,(v) (2.48)

La validité de cette relation peut étre déduite de la définition du conjugué
convexe g(v) de f.

Commencons avec un v = vy donné et notons # = 6, le point auquel le
supprimum est atteint [3]. On a alors

g(v) <v.0—H(A) et par conséquent, (2.49)

H(0y) <wv.0p—g(v) pour tout v, (2.50)

avec une égalité pour v = vy.

Ainsi le gradient du coté droit devait disparaitre a v = vy et donc (2.48) est
satisfaite & v = vg.

Par conséquent

(t,2) = 5up{ foly)- (2~ ) + o) ~ 511V folw) 12

zeD

est pour chaque y fixé, une solution de classe C? de I’équation de Hamilton
Jacobi (2.12).

Montrons que f(t, ) satisfait la condition initiale.

g étant une fonction convexe, donc L-lipschitzienne

On a alors f(t,z) = fo(y)+tg(v) = fo(x)+t(g(v)—L]|v]|) (2.51)

ot v = =¥ et L la constante de Lipschitz.
Le Lemme 2.2 implique que g(v) — L||v|| — oo lorsque ||v|| — oo ce qui
montre que g(v) — L||v|| est bornée, et par suite.

ft,x) = folz) +1 (2.52)
D’autre part :
Pour z =y

f(t,2) < fo(z) +g:(0) (2.53)

Ces deux derniéres inégalités impliquent que :

lim  f(t,z) = f(0,2) (2.54)

|I(t,2)|[—(0,2)
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Donc la solution de I'équation de Hamilton Jacobi (2.27) satisfait la condi-
tion initiale.

Nous appliquons maintenant le Lemme 2.1 & f(¢,x) avec I'espace de para-
meétre E = R* et le domaine D = {(t,z);¢ > 0, |z| < oo} [3].

fu et fy = —H(x, f,) sont évidemment continues en y et (¢, x) dans R™ et D.
Il reste & vérifier 'hypothese que

f(t,x) — oo, quand ||y|| — oo (2.55)

est localement uniforme par rapport a (t,z) € D.

Supposons fo(y) lipschitzienne. Désignons par L la constante de Lipschitz. 11
s’ensuit que

fo(y) = fo(z)—Ll|lx—yl|, et de (2.47 ) que
r—1Yy

f(t,2) = folz)+t(g(v) = L(v)), v=— (2.56)
Le lemme 2.2 implique ¢(v)—L(v) — oo quand |[v|| — o0

Donc toutes les hypothéses du lemme 2.1 sont satisfaites.

Par conséquent

f(t,x) = inf {sup(fo(y) + w.(x —y)) — H(w)t} (2.57)

YED "zeD

est atteint pour tout (¢,z) € D et représente une solution locale de classe
2.

De plus comme f(.,t) est I'enveloppe d’une famille de fonction convexe, alors
f(.,t) est convexe.

u=</f et p=aAf vérifient (1.15) donc ils sont solutions des équations de
Navier-Stockes (1.15) [

Remarques 2.2 : Tout au long de cette section, nous avons consi-
déré que f est une sur-solution du viscosité.
L’existence de solutions C? n’est & priori possible qu’en temps fini, d’ott 'in-
troduction des notions de solutions faibles dans la suite de cette étude.

2.1 Le cas de la dimension d =1

Ici, la condition (2.14) est triviale, tandis que I’équation de Hamilton-
Jacobi posseéde une et une seule solution réguliére globale f pour ¢ > 0 des
que fp est convexe, méme si fy n’est que localement lipschitzienne. Il s’agit
de la solution de viscosité :
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2.1.1 Solution de viscosité : Définitions et propriétés

Une solution de viscosité est une application continue f : RxR? — R, on
utilise des fonction tests dérivables a souhait pour estimer f dans I’équation
différentielle.

Définition 2.1.1

On considére I’équation de Hamilton Jacobi Suivante :

{ f(0, %) = fo() (2.1.1)

Une solution de viscosité f de (2.1.1) est une fonction uniformément continue
et bornée telle que :

1) Pour toute fonction test g € C'°, si f — g a un maximum locale au point
X, alors

Of +H(x,~/29) <0 (2.1.2)

2) Pour toute fonction test g € C*°, si f — g a un minimum locale au point
Tg, alors

O f +H(x,V,g) >0 (2.1.3)

Une fonction qui vérifie 1)(resp 2)) est appelée sous (resp sur)-solution de
viscosité.

Une fonction qui vérifie a la fois 1) et 2) est appelée solution de viscosité.
On obtient la définition équivalente en utilisant les différentiels généralisés.
Le sur-différentiel (resp. sous-différentiel) de f au point xy est I’ensemble
convexe fermé éventuellement vide donné par :

D f(xg) = {£ € R; lim sug{f(y) — f(wo)
Y—%0 yec

(2.1.4)
— Vf(xo),y — o}y — zo| ' <0}
(respD™ f(rp) = {§ € R; lim iné{f(y) — f(z0)
y—w0 v (2.1.5)

= Vf(x0),y — 2o}ty — zo| " = 0})

Définition 2.1.2

f est solution de viscosité de I’équation de Hamilton Jacobi (2.1.1) si
Ve e QVEe D f(x), Of +H(x,€) <0 (2.1.6)
Vo e Q,VéE €D f(z), Ouf + H(x,€) >0 (2.1.7)
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Proposition 2.1.1

Une solution réguliére est une solution de viscosité :

Preuve

Soit f une solution réguliére de I’équation de Hamilton Jacobi (2.1.1).
Si f — g admet un extremum local, alors

D(f —g)(z0,y0) =0 (2.1.8)
donc
H(zo, f(20),Dg(x0)) = 0 (2.1.9)

d’ou la preuve de la proposition.

Remarques 2.1.1

e Si f est une solution de viscosité de ’équation de Hamilton Jacobi, alors
f vérifie ’équation de Hamilton Jacobi en tout point de différentiabilité. En
particulier si f est localement lipschitzienne, I’équation de Hamilton Jacobi
a lieu presque partout.
e Les inégalités de la définition proviennent en fait du cadre plus général des
équations élliptiques du type :

H(z, f(x), Duf (x), D*f(x)) = 0 (2.1.10)

Proposition 2.1.1

Si f est une solution de viscosité, g une fonction test, alors en un point
(29, T) ot f — g admet un maximum local [6], on a

fi(xo, T)+H(Dg(x0,T), z0) < 0 (2.1.11)

Preuve

Supposons tout d’abord que le maximum local est strict.
Posons

€

h(z,t) = g(x,t) + T+

(2.1.12)
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Comme en T', f — h tend vers —oo, cette fonction admet un maximum local
en un certain point (z.,t.) avec t. < T. De plus par passage a la limite :

Va,t € [0, T, liminf h(z., t) > h(z,t) (2.1.13)

par conséquent

(Te, te) — (20, T) (2.1.14)
Donc

he(2e, te) +H(Dhy (e, te), 7)) <0 (2.1.15)
gt(we,te)+H(Dgx(x€,te),xe)+ﬁ <0 (2.1.16)
fe(xo, T)+H (Dg(zo,T), z9) <0 (2.1.17)

Dans le cas plus général o le maximum n’est pas nécessairement strict, il
suffit d’appliquer la preuve précédente a

gt = g— |z —xo| | — (t—1t0)” (2.1.18)
La preuve est similaire dans le cas ot 'on a un minimum local. O

Remarque : Cette proposition n’est rien d’autre que la vérification de
la propriété de viscosité en un temps maximal.

2.1.2 La forme d’une solution de viscosité

jusqu’ici, nous avons défini les solutions de viscosité puis donné un exemple
et justifié leur existence.
Néanmoins, nous n’avons jamais donné une idée de leur forme. c’est ce que
nous nous proposons de faire dans cette partie [6].
Notons que les considérations qui vont suivre sont des grandes sources de
réflexion pour les chercheurs plus spécialisés dans la programmation dyna-
mique.

Formule de Hoph-Lax

Considérons le probléeme aux conditions initiales suivantes :

fi+ 3 vFfI?=0 dans R?x [0,7]
(2.1.19)
fo(z) = f(0,2) dans R4 x 0
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Supposons que 'hamiltonien H et f; satisfont aux conditions suivantes :

1— m — H(m) est convexe

H(m)

[Im[|—oo ||m]

3— fo est une fonction lipschitzienne.

Définition 2.1.2

Pour H satisfaisant les conditions précédentes

C(n) = sup[m.n— H(m)]

meR

est la fonction conjuguée de H.

Remarques 2.1.2

1- justifions 'existence de C

m.n—H(m) = [|m||[—5 =]

) ) m.n )
or pour un certain n fixé, m — W est bornée et
m

donc il existe un supprimum fini C'(n) tel que.

C(n) = sup[m.n — H(m)]

meR
C(H)(m m.n — H(m
y_ CUD(m) _ o = H(m)
Ml mer [Imi[|n]
H
donc%tend vers oo quand ||m|| — oo
m

3— Notons C'(H) la fonction conjuguée de H. Alors

C(C(H)c) = suplb.c—C(H)(b)]

beR

= sup[b.c — sup[a.b - H(b)“

beR a€R
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= igﬂg[igg[(a —c).b— H(b)]] (2.1.27)

Ainsi de fagon évidente
C(C(H)c) = H(c) (2.1.28)

Cecl est en effet une traduction de la convexité de H. Donc C est une trans-
formation involutive.

Théoréme 2.1.2 de viscosité sous la forme de Hoph-Lax

Supposons qu’en plus des conditions précédentes, f; est bornée.
Dans ce cas la solution de viscosité du probléme précédent est donnée sous
la forme :

fla,t) = inf {1OC—2) + fofy). v € R} (2.1.29)
12
= int (o) + Ay ey (2.1.30)

avec C' la fonction conjuguée de f.

Preuve

1-En procédant exactement comme dans le Théoréme 2.2, f est une fonc-
tion lipschitzienne égale a fy en 0 et bornée
2-Soit g € C°(R x [0,T]) telle que f — g ait un maximum local en (zg, o).
Montrons alors que

Vio < t f(ao,to) = inf[(to —)O(E—7) + f(a, 1) (2.1.31)
z€ 0
En effet
. Lo —T ' o
Vto <t infl(ty = )C(5 —7) + flz,t)] = inf [(to —H)C(—) (2.1.32)
+ t(](gjt;y) + fo(y)]

en prenant y = xo,

) To— X o — To—
ol T = e R AL 0T 1

+ tC( %) + folzo)]
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To — X
to —t

donc Yty < ¢ irelﬂf{[(to—t)(?( )+ f(x,t)] < f(xo, o) (2.1.34)

D’autre part,

(t0—1)C(Gr = JHOC )4 Do(y) 2 suplm.(wo—y)—toH (m)-+ foly)](2.1.35)
car sglp{U(m)}l—s;llp{V(m)} > SLT}Lp{U(m)—l—V(m)} (2.1.36)
it {(fo—1)C(L— 1)+ £, 1) 2 (O 4 folw))

To— X
ty —t
Puisque f— g admet un maximum local en (g, tg), donc suffisamment proche
de (%0, to),

done inf {(to—1)C( )+ ()} = [0, t0)

To— T

g(zo, to)—g(x,t) < (to—t)C( tz —) (2.1.37)

Posons { " i i%;t (2.1.38)
§= to—t

Alors en divisant (2.1.37) par r puis en faisant tendre r vers 0 donc
gt(xo, to) +Dg(z0,t0).s < C(s) (2.1.39)

Ceci étant vrai pour tout s € R, on a :

sup|ge(xo, to) +Dg(z0, tp).s — C(s)] < 0. (2.1.40)
Donc
91(20, o) + H[Dg(zo, )] <0 (2.1.41)

3— Supposons f — g admet un minimum local en (z, ). Pour (z,t) assez
proche de (g, to).
En prenant ce qui précede dans 'autre sens

To — T

g(xo, to)—g(x,t) > (to—t)C( P— ) (2.1.42)
Posons maintenant
f(zo,to) = tC(—2) + fo(y) (2.1.43)
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Fixons h > 0 et posons

{w:t—h
z=%z+(1-=%)y
Alors

T—y z-—y

t w

Fa, )= (z0) 2 10— )+ foly) ~[wC(— )+ fo(w)]

[, )= (z,w) > (t=w)C(—)

ce qui s’écrit

f(x,t)—f((l—%)m+%y,t—h)> r—=z
n =

Quand A tend vers 0, on obtient

r— =z r—z

~Df($’t)+ft(x7t) Z O(

)

Par conséquent, on a

filx, ) +H(D f(x,1)) = fi(x,t)+sup{q.Df(z,t)-C(q)} = 0
Donc fi(z,t)+H(Df(x,t)) >0

Done  g:(xo, to)+H[Dg(zo,t0)] > 0

fla,t) = inf (1O(—) + foly),y € R).

= inf {sup{t.m(w) —H(m)}+ fo(y)}

yeRd t

Avec m =V fet Hm)= || <7f |

2

C’(x — y) = H(x — y) car C est involutive
t

[l — yll”
)

R
5 y € R}

donc f(z,t) = ;Tellg{fo(y) +

Par conséquent f est une solution de viscosité du probléme (2.1.24).
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2.1.3 Unicité des solutions de viscosité

Considérons 1’équation de Hamilton Jacobi aux valeurs initiales :
Fixons un temps 7' > 0.

Of + H(z,7f) =0 dans R? x [0, 7]
(2.1.57)
f(0,2) = fo(x) dans R4 x 0

Théoréme 2.1.3 : (théoréme d’unicité de la solution de
viscosité).

Supposons que '’hamiltonien satisfait aux conditions dites de continuité
de Lipschitz [6], i.e.

H(p,z) — H(q,7) < K|p— ¢
{ H(p, ) = H(p,y) < K|z —y|(1 + |p]) (2.1.58)

Alors, I’équation de Hamilton Jacobi admet au plus, une seule solution de
viscosité.

Preuve
Soitt >0,z €R
Flz,t) = 1nf{tH( — Y+ foly),y € R}, (2.1.59)

Soit t > 0 fixé, x € R. Prenons

1nf{/ H(y(s))ds + fo(x(t)),y € R}. (2.1.60)
ou pour tout y(.) € N. On définit
v=s(t) == [ (s (2.161)
Pour tout (.) € N I'inégalité de Jensen donne
Fle.t) (e [ o(6)ds)+ ulo)v € ). 2162
= flz,t) > mf{tH( )+ foy),y € R} = f(x,1). (2.1.63)
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D’autre part, en posant

y(s) = 2= y (2.1.64)

1nf{/ H(——= d8+fo( (1), y € R}. (2.1.65)
= flz,1) < mf{tH( ; )+ foly),y € R} = f(x,1). (2.1.66)
Donc f(z,t) est 'unique solution de viscosité du probléme (2.1.1) O

Corollaire 2.1.1

La fonction f définit par la formule de Lax-Hoph (2.1.29) est une solution
lipschitzienne sur R x [0, 7], de plus f(t,xz) = f(0,z) ¥V t = 0.

Preuve

Montrons d’abord que f est lipschitzienne en x. Fixons pour cela t > 0
et z,z € R. Soit z € R tel que;

[@,t) = fo(2)+O(=—) (2.1.67)

on a alors,

£ 0) - a.t) = i (o) HOC T} = fe) —10(C ) .16
< fo(@—2+2)—fo(2) (2.1.69)
< L||z—x|| (2.1.70)

En échangeant les roles de = et x, on obtient

1f (@, 1) = f(z,t)]| < L[z —x|] (2.1.71)

Regardons maintenant ce qui se passe par rapport a la variable ¢, aprés avoir
fixé x € R.
En prenant x = y dans la formule de Lax-Hoph (2.1.29) on voit

[z, t) =1C(0)+ fo(x) (2.1.72)
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De plus en notant L la constante de Lipschitz de fy(z), on a

Flat) > inf {folw)=Llle—y||+1C(—7)) (21.73)
> fo(a)+ inf {~Llla—y[+1C(— )} (2.1.74)
> fofa)~tsup{~Ll|z||~C(2)} (21.75)

Par conséquent, en posant B = B(0, L) la boule de centre 0 et de rayon L,
on obtient

f(z,t) > fo(x)—t sup sup{w.z2—C(z)} = fo(x)—tsup H(P) (2.1.76)

weB z€R pEB

Cette inégalité implique donc, en posant C' = max{L||0||,supg(H)}

1 (@, t)=folz)|| < Ct (2.1.77)

Donc f est aussi lipschitzienne en t.
Par conséquent f est lipschitzienne sur R x [0, 7.
En plus

lim |f(2,t)— fo(2)]| = 0 (2.1.78)

(t,x)—(0,z)

D'ou f(x,t) — fo(x) YEt=10

En résumé, étant donnée une densité initiale py > 0, il éxiste un champ de
vitesses (unique a une constante additive prés) wug, fourni par au’ = po, tel
que I’écoulement correspondant soit un potentiel et vérifie en permanence
ad,u = p.

on au=0,f ou f est une fonction convexe, solution de (2.12).

Le fait que la donnée initiale puisse étre lipschitzienne entraine que la masse
initiale est concentrée en certains points. On a ainsi le phénoméne de "big
bang”, ou la masse initiale concentre en une un point et s’étale sur une droite
des que,

ar x <0,
folx) = { br >0 (2.1.79)

ou a < b sont deux constantes.

La masse totale, concentrée a l'origine, est m = a(b—a)[2]. (2.1.80)
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En vertu de (2.1.30) et du corollaire 2.1.1, la solution de viscosité de I’équation
de Hamilton Jacobi est :

2
ar — Gt x <at,
2

flz,t) =4 & at < x < bt, (2.1.81)
bxr — %t x > bt,

La masse est donc, a 'instant ¢, répartie de maniére uniforme sur son support
[at, bt] sur lequel la vitesse est affine.

On peut constater que la condition de contrainte nulle & la surface libre a bien
lieu (en fait, la contrainte (21 + A\)u, — c?p est nulle partout). La surface est
libre de toute contrainte : la vitesse, étant affine, tout ses termes quadratiques
sont nuls.

2.2 Le cas de dimension d > 2

La situation est beaucoup moins favorable en dimension d > 2.
En effet, fo ne peut a la fois étre réguliére et satisfaire la condition (2.14)
que s’il existe une variable scalaire, disons x; telle que

fo(z) = h(zy) (2.2.1)

et ceci nous rameéne au cas mono-dimensionnel. Par ailleurs, si fj est convexe,
I’équation de Hamilton-Jacobi posséde une et une seule solution reguliere
pour t > 0, toujours donnée par la formule de Lax

2

. r—vy

P t) = it {foly) + =MD e ry (2.22)
yeR 2t

Par contre cette solution ne satisfait plus la condition (2.14) si fo a une

singularité générale (i.e un point ou fy n’est pas entiérement définie).

Voyons sur un exemple en prenant

fo(z) = ||z|| (2.2.3)

qui est un bon exemple pour décrire le big bang, on a

lzll =5l > ¢,

[z, t) = (2.2.4)

2
o =]l <¢,

qui ne satisfait pas (2.14) dans la boule B(0;t).
L’explication de ce phénoméne est que le sous-différentiel de f, a l'origine
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est un convexe d’intérieur non vide, donc de dimension 2, de sorte que la
solution de viscosité (la seule qui soit réguliére dans ce cas) est le supprimum
d’une famille & deux paramétres de fonctions affines [2].

Plus généralement 2], si fj est convexe, 'ensemble K des valeurs de son sous-
différentiel est un convexe et la solution réguliére de 1’équation de Hamilton
Jacobi est donnée par

Fla,t) = sup{L(:c)—l—c—%HLH, [+c e K} (2.2.5)

La condition de compatibilité n’est satisfaite que si K est lui-méme un seg-
ment.

Dans le cas ot fy posséde une singularité en g, le sous-différentiel 0 fy(z)
n’est pas réduit a un point et détermine donc la direction de K.

Pour que la condition (2.14) soit satisfaite, il est nécessaire que la caustique
passant par (zo, f(zo)) soit en fait incluse dans un hyperplan tangent en x
au graphe de fy. Ceci limite considérablement l'intérét de notre construction
dans le cas multidimensionnel.

Donc les solutions obtenues sont ou bien locales en espace-temps, ou bien en
fait mono-dimensionnelles.

Remarque :

De fagon générale, un écoulement est plan (d=1,2) : c’est le cas des écoule-
ments entre deux plaques planes parallélles, écoulement Couette, écoulement
poisseuille, tourbillion etc.

Tres récemment, des chercheurs astrophysiciens ont avancé qu’il existe un
écoulement en 3D en apesenteur.

De fagon plus analytique, il existe des solutions pour d > 3 dépendant de
deux approches.

On ne parlera d’existance de solution que si la solution géométrique de ’équa-
tion de Hamilton Jacobi coincide avec la solution variationnelle.
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Conclusion

La solution de I’équation de Hamilton Jacobi issue d’une équation de Na-
vier Stock en compressible, nous permet de décrire I’évolution de I’écoulement
potentiel d’un fluide compressible visqueux selon que la dimension spatiale d
des équations de Navier Stockes soit égale a 1 ou supérieur ou égale a 2. En
effet I'idée de la solution de viscosité amenée par une observation simple, a
permis de résoudre ces problémes.

Cette solution existe et est unique si la dimension spatiale d des équations
de Navier Stockes est égale & 1 et I’écoulement correspondant est potentiel et
vérifie en permanence u(z,t) = V f(x,t) et p(z,t) = aA f(x,t). Mais lorsque
la dimension spatiale d > 2, la solution de viscosité n’existe et n’est unique
que si 'on revient au cas mono-dimensionnelle ou si elle est locale. Dans ce
cas I’écoulement serait encore potentiel et vérifierait u(z,t) et p(z,t).
L’ensemble des écoulements potentiels exacts décrit ici est manifestement
tres petit.

En négligeant le terme convectif, Kazhikhov [1] obtient une classe plus large
pour des lois de pression générales.

Néanmoins les résultats de ce modeste travail constituent les bases des nou-
velles perspectives avec des études beaucoup plus approfondies.

lesquelles sont :

recherche de la solution réguliére de I’équation de Hamilton Jacobi lorsque f
est une sous-solution.

Recherche de la solution de viscosité de I’équation de Hamilton Jacobi lorsque
la dimension spatiale d est supérieur ou égale a 2 en faisant recours a d’autres
types de solutions ou de notions.

Validation de ces études avec des données expérimentales.
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