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Résumé
Des solutions de l’équation de Hamilton Jacobi, on trouve certains écou-

lements potentiels d’un fluide compressible, visqueux et isotherme. Lorsque
la dimension spatiale d des équations de Navier Stockes est égale à 1, ces
solutions sont globales dans le temps et dans l’espace. Sinon elles sont locales
dans le temps et dans l’espace.

Abstract
From solutions of the Hamilton Jacobi equation, we find some potential

flows of a compressible, viscous and isothermal fluid. When the spatial di-
mension d of the Navier-Stockes equations equals 1, these solutions are global
in time and space. Otherwise they are local in time and space.
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Abréviations et Notations

∂u

∂t
= ∂tu = ut :dérivée partielle de u par rapport a t

∆u : laplacien de u

∇u : gradient de u

divu =∇.u : divergence de u

(u.∇)u =∇u.u =
∑
i

ui∂iuj : dérivée directionnelle

||x|| : norme de x dans Rd

EDP :équations aux dérivées partielles

B(x, r) : boule de centre x et de rayon r

Df() : diférentielle première de f

D2f() : différentielle seconde de f

u =∇f(x, t) : écoulement potentiel

u =∇f : tenseur d’ordre 1

u(x, t) : vitesse du fluide

ρ(x, t) : densité du fluide

D :tenseur des vitesses de déformation

σ : tenseur des contraintes de cauchy

< x, y >= x.y : produit scalaire de x et y
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Introduction
L’un des domaines qui étudie le milieu continu, la mécanique des fluides

est la branche de la physique qui analyse les écoulements des fluides lorsque
ceux-ci subissent une ou des contraintes. L’origine de cette étude remonte
bien avant l’antiquité avec les connaissances traditionnelles telles que l’irri-
gation dans l’agriculture, les canaux, les fontaines....
Aujourd’hui présente dans bon nombre de phénomènes naturels, la méca-
nique des fluides se retrouve aussi au cœur d’applications industrielles et
d’activités humaines plus variées.
Au XV IIIe siècle, après l’association des mathématiques à la Physique, la
mécanique des fluides gagne en profondeur.
En 1738, Daniel Bernoulli établit le principe de conservation de l’énergie mé-
canique.
La connaissance du différentiel permet à Jean Le Rond D’alembert en 1749
d’exposer, les bases de l’hydrodynamiques en présentant le principe de la
pression interne d’un fluide, du champ de vitesse et des dérivées partielles ap-
pliquées aux fluides. Leonhard Euler complète plus tard l’analyse de D’Alem-
bert sur la pression interne et publie en 1755 un traité qui donne les EDP
décrivant un fluide parfait incompressible.
En 1820 Henri Navier introduit la notion de frottement sous forme d’un nou-
veau terme dans les équations mathématiques des fluides. George Gabriel
Stock aboutit en 1845 à une équation permettant de décrire un écoulement
du fluide visqueux. Les équations de Navier-Stockes marqueront ainsi l’his-
toire de la mécanique des fluides.
Ces équations sont des équations aux dérivées partielles non linéaires qui
décrivent le mouvement des fluides newtoniens (visqueux) dans l’approxima-
tion des milieux continus. Elles modélisent par exemple les mouvements de
l’air de l’atmosphère, les courants océaniques, l’écoulement de l’eau dans un
tuyau, et de nombreux autres phénomènes d’écoulement de fluides.
La mise en œuvre de ces équations conduit à l’élaboration d’un problème
mathématique dont la solution est constituée d’un champ de déplacement
et d’un champ de contrainte. Ces champs sont généralement des fonctions
spatiales relativement régulières.
Le thème de ce mémoire rejoint ces notions à savoir : le comportement rhéo-
logique d’un fluide compressible isotherme gouverné par les équations des
Navier-Stock.
En effet, la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi issue d’une équation de
Navier-Stockes en compressible, nous permet de décrire l’évolution de l’écou-
lement potentiel d’un fluide compressible visqueux.
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L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier ces solutions de l’équation
de Hamilton-Jacobi en utilisant les dimensions spatiales des équations de
Navier-Stock d = 1 et d ≥ 2.
Notre étude s’appuie essentiellement sur les références suivantes :
[15, 10, 7, 16, 4] pour la première partie, [12, 6, 5, 14, 3, 2] pour la seconde par-
tie, [6, 2, 8, 11, 13, 1, 17] pour la troisième et quatrième parties,
Dans la première partie, nous présentons les principales notions de base sur la
théorie d’un fluide et des équations de Navier-Stock issues des lois de conser-
vation de la masse et de la quantité de mouvement. Ainsi, nous rassemblerons
ci-après quelques définitions, remarques et théorèmes démontrés pour mieux
aborder la suite.
Dans la deuxième partie, nous rappelons d’abord la définition de l’équation
de Hamilton-Jacobi, ensuite énonçons un lemme permettant de démontrer
que la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi atteint son infimum, puis à
partir des équations de Navier-Stockes, nous obtenons un système à résoudre
pour avoir la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi qui décrit l’écoule-
ment potentiel et enfin à travers un théorème fondamental de la solution
de l’équation de Hamilton-Jacobi, nous avons démontré la solution régulière
convexe de ces équations puis confirmé que u(x, t) et ρ(x, t) sont solutions
des équations de Navier-Stockes.
Dans la troisième partie, pour atteindre l’unicité, P.L. Lions et Michael
G.Crandall ont introduit dans les années 80 [11], la notion de solution de
viscosité de l’équation de Hamilton-Jacobi dont nous rappelons brièvement
la définition et quelques propriétés, puis étudions les résultats d’existence
et d’unicité selon que la dimension spatiale des équations de Navier-Stock
d = 1.
Dans la quatrième partie, nous étudions cette même équation de Hamilton-
Jacobi pour d ≥ 2 puis illustrons la partie par un exemple avec f0(x) = ||x||
avant de faire une généralisation sur la solution régulière f de l’équation de
Hamilton-Jacobi dans un ensemble K convexe.
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1 Notions préliminaires

1.1 Généralités sur les fluides

Un milieu (D) d’un espace physique est dit continu, si toutes les appli-
cations liées ou définies dans (D) sont continues au sens mathématique du
terme.

Définitions 1.1

? On dit qu’un milieu continu est fluide si le tenseur des contraintes σ est
fonction du tenseur des vitesses de déformation D, ie σ = σ(D) ;

avec Di,j =
∂ui
∂xj

i,j=1,2,3...n

où −→u i la vitesse du fluide dans la direction de i et x sa position.
? Un fluide peut être considéré comme étant une substance formée d’un
grand nombre de particules, très petites et libres de se déplacer les unes par
rapport aux autres. C’est donc un milieu continu, déformable, sans rigidité
et qui peut s’écouler. Les liquides et les gaz sont des fluides, ainsi que des
corps plus complexes tels que les polymères ou les fluides alimentaires. Ils se
déforment et s’écoulent facilement.
? un fluide est dit isotrope s’il existe une application f telle que σ = f(D).

? La rhéologie (étude de la déformation et de l’écoulement d’une matière
sous l’effet d’une contrainte) d’un fluide dépend de sa pression et de sa vi-
tesse de déformation, i.e. le gradient de vitesse.

Les fluides peuvent être classés en deux familles relativement à leur visco-
sité : la famille des fluides newtoniens(eau, gaz, air...) et celle des fluides non
newtoniens (sang, boues, pâtes...).

La plupart des fluides ont un comportement de fluides newtoniens pour les-
quels le tenseur des contraintes dépend de manière linéaire, homogène et
isotrope du tenseur de la vitesse de déformation.

? On dit qu’un fluide est newtonien si sa viscosité est constante ou s’il ne
peut varier qu’en fonction de la température. En d’autres termes si sa loi de
comportement σ = σ(D) est une fonction affine.
? Dans le cas contraire le fluide est dit non newtonien.
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Les fluides newtoniens sont classés comme : fluides parfaits, réels, incompres-
sibles et compressibles.
Un fluide parfait est un fluide théorique de viscosité nul (γ = λ = 0).
Contrairement à un fluide parfait, un fluide réel est un fluide de viscosité
prise en considération. C’est uniquement au repos que l’on admettra que le
fluide réel se comporte comme fluide parfait.
Remarque : En réalité tous les fluides sont visqueux.
? La configuration lagrangienne du mouvement d’un fluide consiste à décrire
les grandeurs physiques caractéristiques du milieu à l’instant t dans la confi-
guration Qt comme des fonctions de la variable x dans Qt0 et du temps t
(avec Qt la configuration à l’instant t et Qt0 la configuration à l’instant t0).
En d’autres termes, dans la description lagrangienne on identifie les parti-
cules fluides et on les suit dans leurs mouvements.

? A la différence de la description lagrangienne où l’on identifie les parti-
cules, la configuration eulérienne consiste à fixer un point d’observation x
dans l’espace et à enregistrer au cours du temps la vitesse u(x, t) des parti-
cules fluides qui défilent en ce point.

1.1.1 Loi de comportement

Soit S une particule fluide. L’étude de S ne peut pas se faire à l’échelle
macroscopique (S est très petite), ni à l’échelle microscopique (impossible
de déterminer la vitesse). Elle se détermine plutôt à l’échelle mésoscopique
(échelle intermédiaire).
A partir de cette configuration, on peut appliquer toute la théorie de l’élas-
ticité en considérant S comme un milieu continu physique.
Remarque 1.1 La configuration eulérienne est privilégiée en mécanique des
fluides.

1.2 Équations bilan

Théorème 1.1(théorème de la divergence)

Soit Q un domaine borné régulier de Rd, de frontière ∂Q et soit u ∈ C1(Q)
un champ de vecteur continu (voir [15]). Alors∫
∂Q

u.ηds =

∫
Q

div(u)dv (1.1)

avec η la normale unitaire orientée vers l’extérieur sur ∂Q.
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1.2.1 Conservation de la masse

Un fluide possède une masse m ∈ R+, la formule générale ou intégrale
(voir [15]) de conservation de la masse en fonction du temps s’écrit :

m(t) =

∫
Q

dm(x, t) avec dm(x, t) = ρ(x, t)dv.

Il existe alors une densité du fluide telle que, pour un domaine fluide quel-
conque Qt dans Rd, on ait :

m(t) =

∫
Q

ρ(x, t)dv (1.2)

où la densité du fluide ρ(t, x) ≥ 0 est un champ scalaire défini sur Qt. Le
principe de conservation de la masse d’un fluide est donné par

d

dt
m(t) = 0 (1.3)

soit :

d

dt

∫
Q

ρ(x, t)dv = 0, ∀ Q(t) (1.4)

1.2.2 Dérivée particulaire

Le champ de vitesses d’un corps d’une particule fluide dans une trans-
formation ϕ de configuration de référence Qt0 vers une configuration à un
instant t > 0 est défini par :

V (X, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t) avec X ∈ Qt le tenseur d’ordre 1

La description eulérienne de ce champ de vitesses est :

v(x, t) = V (ϕ−1(x), t) = V (X, t) [15]

Plus généralement, les grandeurs utilisées en mécanique des milieux continus
sont considéré tantôt comme fonction de variables Lagragiennes F (X, t) ou
comme fonction de variables eulériennes f(x, t) :

F (x, t) = f(x, t) = f(ϕ(X, t), t)

On utilise les notation F , f et on pose x = ϕ(X, t).
La derivée particulaire ou encore derivée temporelle d’une quantité F , sui-
vant le mouvement est définie par :
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d

dt
F (X, t) =

∂

∂t
F (X, t) =

d

dt
f(ϕ(X, t), t) =

∂

∂t
f(x, t)+

∂

∂x
f(x, t).

∂ϕ

∂x
(X, t)

où apparait le terme convectif (5f).v
donc pour une particule fluide,

d

dt
f(X, t) =

∂

∂t
f + (5f).v

Alors d’après le principe de conservation de la masse (1.4) et la formule de
la dérivée particulaire on a :∫
Qt

[
∂ρ(x, t)

∂t
+ρ(x, t)div(−→v )]dv = 0, ∀ QT

D’après le théorème de l’intégrale nulle,

∂ρ(x, t)

∂t
+ ρ(x, t)div(v) = 0 (équation de continuité ) (1.5)

Théorème 1.2 :(théorème de transport de Reynolds)

Soient Q un domaine régulier de Rd, ∂Q la frontière de Q et v la vitesse
normale sortante au point x ∈ ∂Q. Alors pour tout champ de tenseur continu
(voir [15]) admettant une dérivée temporelle, on a :

d

dt

∫
Q

fdv =

∫
Q

∂tfdv+

∫
∂Q

f.ηds (1.6)

Avec η la normale unitaire orientée vers l’extérieur.

Preuve
On a :

d

dt

∫
Q

fdv =

∫
Q

d

dt
(fdv)

=

∫
Q

(
d

dt
f + f(

d

dt
dv))dv

=

∫
Q

(
∂

∂t
f + (5f).v + f(divv))dv

or div(fv) = (5f).v+f(divv)
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donc
d

dt

∫
Q

fdv =

∫
Q

(
∂

∂t
fdv+div(fv))dv

=

∫
Q

∂

∂t
fdv +

∫
∂Q

fv.ηds

d’où
d

dt

∫
Q

fdv =

∫
Q

∂

∂t
fdv +

∫
∂Q

fv.ηds. �

Cette relation est fondamentale car elle permet d’obtenir toutes les relations
fondamentales de la mécanique.

1.2.3 Conservation de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement correspond à la fonction ρu. En appliquant le
théorème de transport de Reynolds à la fonction ρu, on a :

d

dt

∫
Q

ρudu =

∫
Q

∂tρudu+

∫
∂Q

ρu(u.η)ds (1.7)

d

dt

∫
Q

ρudu−
∫
Q

∂tρudu−
∫
∂Q

ρu(u.η)ds = 0

D’après le théorème de la divergence on a :∫
∂Q

ρu(u.η)ds =

∫
Q

div(ρu⊗ u)du (1.8)

Donc

d

dt

∫
Q

ρudu−
∫
Q

∂tρudu−
∫
Q

div(ρu⊗ u)du = 0

⇒
∫
Q

[
d

dt
ρu−∂tρu−div(ρu⊗ u)]du = 0

⇒ d

dt
ρu− ∂tρu−div(ρu⊗ u) = 0

⇒ d

dt
ρudu = ∂tρu+ div(ρu⊗ u)

Le principe fondamental de la dynamique veut que toute variation de quantité
de mouvement résulte de l’application des forces. Donc la relation générale
de conservation de la quantité de mouvement est donnée par :

d

dt

∫
Q

ρudu =

∫
Q

∂tρudu+

∫
Q

div(ρu⊗ u)ds =

∫
∂Q

σ.ηds+

∫
Q

fdu (1.9)
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D’après le théorème de la divergence :∫
∂Q

σ.ηds =

∫
Q

div(σ)du

la loi de conservation de la quantité de mouvement est donnée par :

∂t(ρu)+div(ρu⊗ u) = div(σ)+f (1.10)

avec divσ = div(−pI+2γD+λdiv(u)I) appelée équation de lamé,

D = 1
2
(5u+5tu) le tenseur de déformation,

et I la matrice identité.
C’est une équation aux dérivées partielles d’ordre deux en espace pour les
fluides visqueux.

d

dt
ρudu = ∂tρu+div(ρu⊗ u) (1.11)

est l’équation de continuité de la quantité de mouvement.

1.3 Équation de Navier-Stokes en compressible

Nous disposons de plusieurs formulations mathématiques pour étudier le
mouvement d’un fluide (liquide, gaz,...). Un tel fluide est complètement décrit
par sa densité ρ = ρ(x, t) ∈ Rt et son champ de vitesse u = u(x, t) ∈ Rd

x, où
x désigne la variable d’espace dans Rd et t > 0 le temps.
C’est en 1820 que Navier fournit les équations qui regissent les mouvements
d’un fluide visqueux incompressible [16].

∂tu+ (u.5)u+5p = γ∆u (1.12)
div(u) = 0
u(x, 0) = u0(x)

où γ représente la constante de viscosité du fluide, p = p(x, t) sa pression
supposée régulière et u0(x) le champ de vitesse initiale du fluide.
Nous allons nous intéresser tout au long de ce travail à l’écoulement d’un
fluide compressible visqueux et isotherme dans un domaine Qt de Rt × Rd

x.
Les équations de Navier Stokes qui permettent de décrire le mouvement de
ce fluide sont données par :

ρt + div(ρu) = 0 (1.13)

(ρu)t + div (ρu⊗ u) +5p = (γ + λ)∆u+ γ5div(u) (1.14)
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Les constantes γ et λ sont positives et représentent les coefficients de Lamé.
La célérité du son c s’obtient par la relation

c2 =
5p
5ρ , ou 5p = c25ρ .

En remplaçant 5p dans l’équation de Navier-Stokes on a :
ρt + div(ρu) = 0

(ρu)t + div(ρu⊗ u) + c25ρ = (γ + λ)∆u+ γ5div(u)
(1.15)

On suppose généralement que γ ≥ 0 et λd+ 2γ > 0 (voir [16]).
Le problème (1.15) peut également être complété par la donnée des conditions
initiales pour la densité et la vitesse du fluide :
ρ(x, 0) = ρ0(x) et u(x, 0) = u0(x)
avec x ∈ Rd.
La première équation de (1.15) est l’équation de continuité et provient du
principe de conservation de la masse.
La deuxième équation de (1.15) est l’équation de la quantité de mouvement
et provient du principe de conservation de la quantité de mouvement.

Dérivation de 1.15
D’après le principe de conservation de la masse on a :

d

dt
m(t) =

d

dt

∫
Q

ρ(x, t) = 0∫
Q

∂tρdv+

∫
∂Q

ρ(u.η)ds = 0∫
Q

∂tρdv +

∫
Q

div(ρu)dv = 0∫
Q

(∂tρdv + div(ρu))dv = 0

donc ∂tρ+div(ρu) = 0.

D’où la première équation de (1.15)
la loi de conservation de la quantité de mouvement implique que :

∂t(ρu)+div(ρu⊗ u) =5.(−pI+γ(5u+5tu)I+λdiv(u)I)

⇒ ∂t(ρu)+div(ρu⊗ u)+5p = γ∆u+γ5div(u)+λ5div(u)
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⇒ ∂t(ρu) +div(ρu⊗ u)+ c25ρ = (γ+λ)5div(u)+γ∆u.

Ce qui donne la seconde équation de (1.15) �
La différence entre l’écoulement compressible et incompressible est que :
le champ de vitesse u d’un fluide incompressible est constant et ∇.u = 0.
tandis que le champ de vitesse u(t, x) d’un fluide compressible est fonction
du temps et de l’espace et ∇.u(t, x) 6= 0

1.4 Fonctions convexes

Les fonctions convexes sont très utiles dans plusieurs domaines des ma-
thématiques appliquées et notamment dans le domaine de la mécanique des
fluides. Nous verrons d’ailleurs dans la deuxième section comment elles sont
reliées aux solutions qui décrivent l’écoulement des fluides.
Commençons par donner d’abord une définition de ces fonctions

Définition 1.2

Soit G une partie convexe de Rd, c’est à dire que si x, y ∈ G, le segment
(1 − θ)x − θy , θ ∈ [0, 1] appartient à G. Les points intérieurs des segments
appartenant à G sont appelés les points intérieurs à G. Tout autre point
d’accumulation appartenant ou non à G sera appelé point limite de G.
Une fonction f : G −→ R est dite convexe si :

f((1−θ)x+θy) 6 (1−θ)f(x)+θf(y) (1.16)

pour tout x, y ∈ G et tout θ ∈ [0, 1]. Cela implique que f(x) est continue en
tout points intérieurs à G .
Si l’inégalité de convexité est stricte, alors f est dite strictement convexe.

Remarque 1.1

i) Si f : G 7→ R est une fonction de classe C1 sur un intervalle G de
R. Alors f est convexe si et seulement si f ′ est croissante sur G, et elle est
strictement convexe si et seulement f ′ est strictement croissante sur G.
ii) Si f : G 7→ R est une fonction de classe C2 sur un intervalle G de R. Alors
f est convexe si et seulement si f ′′ > 0 , et elle est strictement convexe si et
seulement si f ′′ > 0.

Théorème 1.3 :

Soit I un domaine de R. On note H l’ensemble des fonctions affines sur
I (voir [4]).
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Une fonction f : I −→ R est convexe si et seulement si pour tout x ∈ I on
a :

f(x) = sup
h∈H
h6f

{h(x), ∀x ∈ I} (1.17)

Preuve
Pour n’importe quelle fonction f : I −→ R, on définit

f̃ = sup
h∈H
h6f

{h(x), ∀x ∈ I} (1.18)

Si f est convexe, il existe des droites sous la courbe Cf , i.e. que l’ensemble
des fonctions affines h ≤ f est non vide et en particulier f̃ est bien définie et
vérifie que f̃ 6 f .
Pour tout point x ∈ I, il existe une fonction affine h telle que h(x) = f(x)
et h 6 f .
Ceci prouve bien finalement que

f̃ = f

Supposons maintenant que f̃ = f . En particulier cela implique que l’ensemble
H des fonctions affines de h telles que h 6 f est non vide.
On fixe une telle fonction affine h ∈ H et x, y ∈ I telle que, λ ∈ [0, 1].
Comme h est affine, on a l’égalité :

h(λx+(1−λ)y) = λh(x)+(1−λ)h(y) (1.19)

Comme h 6 f nous en déduisons

h(λx+(1−λ)y) 6 λf(x)+(1−λ)f(y). (1.20)

Cette inégalité étant vraie pour tout h ∈ H, on peut prendre le supprimum
par rapport à h et obtenir :

sup
h∈H
h6f

h(λx+(1−λ)y) = f̃(λx+(1−λ)y) 6 λf(x)+(1−λ)f(y). (1.21)

Comme f̃ = f , on a l’inégalité de convexité pour f. �
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Définition 1.3 :Équation de la tangente

Soit f une fonction dérivable et

Cf = {(x, f(x)) : x ∈ Rd}, (1.22)

le graphe de f ,
le sous espace affine tangent au graphe de f aux points (x0, f(x0)) à pour
équation

y = f(x0)+ <5f(x0), x−x0 > . (1.23)

Cette équation est appelée aussi équation de l’hyperplan.
Le vecteur normal à cet hyperplan est fourni par :

(5f(x0),−1) ∈ Rd×R.

Définition 1.4

Dans un domaine Q fluide, le flot représente la pression exercée au bord
∂Q du domaine : c’est l’application :{

Rd × ∂Q −→ Rd

(t, x) 7−→ f(t, x)
(1.24)

Si f(t, x) vérifie l’équation de Hamilton Jacobi suivante :
∂tf(t, x) = −H(t,∇f(t, x))

(1.26)
f(0, x) = f0(x),

alors le flot préserve cette équation.
Remarque : L’opérateur H repésente l’hamiltonien et est défini comme
un opérateur qui coincide de manière générale avec le Lagragien qui est une
fonction importante permettant de décrire les mouvements des variables dy-
namiques d’un système physique.

Définition 1.5

Soit D ⊆ Rd. Une fonction f : D −→ Rd est dite lipschitzienne si pour
une certaine constante C, pour tout (x, y) ∈ D2, on a :

||f(x)−f(y)|| 6 C||x−y||. (1.25)
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Définition 1.6

SoitD ⊆ Rd. Une fonction f : D −→ Rd est dite localement lipschitzienne
si pour tout compact K ⊆ D, il existe une constante CK telle que

||f(x)−f(y)|| 6 CK ||x−y||. (1.26)

2 Équation de Hamilton-Jacobi

Définition 2.1

Une équation de Hamilton Jacobi est une équation de la forme.{
H(x, f,5f) = 0 dans Q
f = ϕ sur ∂Q

(2.1)

où Q est un ouvert de Rd, f est l’inconnue, 5f son gradient et H est appelé
l’hamiltonien (voir [6]).
L’équation (2.1) est une formulation générale des équations de Hamilton Ja-
cobi qui contient une formulation plus habituelle :{
∂tf +H(x,5xf) = 0 dans Q ⊂ Rd × R∗+
f(0, x) = f0(x)

(2.2)

Remarque 2.1

On peut passer de l’une à l’autre formulation en considérant,

y = (x, t) , H(y,5yf) =
∂f

∂t
+H(x,5xf) (2.3)

Ces deux équations ont chacune une signification.
Ainsi, la première évoque un problème de condition au limite et ϕ représente
la contrainte imposée au bord Q.
La seconde se rapporte d’avantage à un problème d’évolution avec la donnée
de conditions initiales (voir [6]).
La question telle que la construction de solutions du problème de Cauchy
pour l’équation de Hamilton Jacobi sera examinée dans la suite.

2.0.1 Propriétés de base

Soit f(x, ξ), ξ ∈ E (E, un espace de paramètres fixés), une famille de
fonctions de valeurs réelles de x dans un domaine D de Rd et satisfaisant au
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trois conditions suivantes.
a) f(x, ξ) est localement uniformément lipschitzienne en x ∈ D, c’est à dire,
chaque point x ∈ D a un voisinage en D, de même pour ξ ∈ E, où f en
fonction de x satisfait la condition de Lipschitz pour tout ξ ∈ E.

b) Il existe un ensemble N ⊂ D qui est indépendant de ξ et tel que pour
chaque ξ ∈ E et à chaque point x ∈ D − N , le gradient fx(x, ξ) existe et
l’équation différentielle (2.2) est satisfaite par f = f(x, ξ).

c) Pour chaque x ∈ D, f(x, ξ) atteint son infimum fini dans E, à ξ = ξ(x).

Lemme 2.1

Soit E un sous-ensemble fermé de Rd. Supposons que :
α) f(x, ξ) et fx(x, ξ) sont respectivement continues en x et ξ où x ∈ D et
ξ ∈ E,

β) Si E n’est pas borné, alors f(x, ξ) −→ ∞ quand ||ξ|| −→ ∞ est loca-
lement uniforme en x ∈ D, et

γ) f(x, ξ) est pour chaque ξ ∈ E fixé, une solution exacte de (2.2) dans
D.
Alors

f(x) = inf
ξ∈E

f(x, ξ) x ∈ D, ξ ∈ E (2.4)

est atteinte dans E et représente une solution localement lipschitzienne de
(2.2) dans D.

Preuve
Fixons un point ξ ∈ E. Soit x0 ∈ D fixé.

En vertus de α), continuité de f , il existe un voisinage V0 de x0 dans lequel
f(x, ξ) est bornée,

f(x, ξ) 6 C, x ∈ V0 (2.5)

D’après l’hypothèse β), il exist un voisinage V1 de x0 tel que
f(x, ξ) −→∞ quand ||ξ|| −→ ∞ est uniforme par rapport à x ∈ V1.
Par conséquent,

x ∈ V1, ||ξ|| > ω ⇒ f(x, ξ) > C+1, ω > |ξ0|, (2.6)
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Si ω est choisie de manière appropriée.
Prenons maintenant un voisinage V de x0 dont la fermeture est contenue à
la fois dans V0 et V1. Les inéquations (2.5) et (2.6) sont vérifiées si Vi est
remplacé par V . Par conséquent pour tout x ∈ V ,

inf
ξ
f(x, ξ) x ∈ D, ξ ∈ E

est atteint.
En vertus de l’hypothèse α) fx(x, ξ) est continue dans le produit cartésien
des deux ensembles compacts, fermeture de V et E.
Puisque c’est à nouveau compact, fx y est bornée,

fx(x, ξ) 6 L, x ∈ R , ξ ∈ E (2.7)

V peut être choisi convexe. Par conséquent f(x, ξ) est uniformément lipschit-
zienne en V par rapport à ξ dans E.
Les propriétés de base peuvent être maintenant appliquées, en remplaçant D
par V . Les hypothèses α), β) et γ) sont réalisées. Par conséquent , la conclu-
sion de ce Lemme est aussi valable dans V .
Comme x0 était un point quelconque de D et V un voisinage de x0, alors f(x)
est une solution localement lipschitzienne de l’équation de Hamilton Jacobi
(2.2) dans D . �
Ce lemme est très fondamental pour montrer que la solution de l’équation
de Hamilton Jacobi atteint son infimum.

2.0.2 Solution de l’équation de Hamilton Jacobi

Considérons le problème (1.15) des équations de Navier Stokes qui gou-
vernent l’évolution de la densité ρ(x, t) et de la vitesse u(x, t) d’un fluide
isotherme dans un domaine Q de Rt × Rd

x

ρt + div(ρu) = 0

(ρu)t + div(ρu⊗ u) + c25ρ = (γ + λ)∆u+ γ∇div(u)

On cherche des solutions particulières dont le champ dérive d’un potentiel
u = 5f et dont la pression équilibre les contraintes dues à la viscosité
ρ = α∆f avec α = c−2(2γ + λ)
En vertus de l’équation de quantité de mouvement on a :

u∂tρ+ ρ∂tu+ ρ(u.∇)u+ div(ρu)u+ c25ρ = (γ + λ)∇div(u) + γ∆u

⇒ u[∂tρ+ div(ρu)] + ρ[∂tu+ (u.∇)u] + c2∇ρ = (γ + λ)∇div(u) + γ∆u
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D’après l’équation de continuité de la conservation de la masse on a :

∂tρ+ div(ρu) = 0

Donc l’équation de la quantité de mouvement devient :

ρ(∂tu+(u.∇)u) = (γ+λ)∇div(u)+γ∆u−c2∇ρ (2.8)

L’opérateur u.∇ désigne la dérivée dans la direction de −→u et s’écrit

(u.∇)u =
d∑
i=1

ui∂iu. (2.9)

En remplaçant u et ρ respectivement par ∇f et α∆f dans le problème
(1.15), on à :

α∆f(∂t∇f + (∇f.∇)∇f) = (γ + λ)∇div(∇f) + γ∆(∇f)

− c2∇(c−2(2γ + λ)∆f)
‘

⇒ α∆f(∂t∇f + (∇f.∇)∇f) = (γ + λ)∆(∇f) + ∆(5f)

−∇((2γ + λ)∇f)
‘

⇒ α∆f(∂t∇f + (∇f.∇)∇f) = (2γ + λ)∆(5f)− (2γ + λ)∇(∆f)

⇒ α∆f(∂t∇f+(∇f.5)∇f) = 0 (2.10)

Donc

∂t∇f + (∇f.∇)∇f = 0

Comme

(∇f.∇)∇f =
1

2
∇||∇f ||2+rot(∇f)∧∇f =

1

2
∇||∇f ||2

car

rot(∇f) = 0

donc :

∇(∂tf+
1

2
||∇f ||2) = (∂tu+(u.∇)u) = 0

Les équations de (1.15) se réduisent alors à :
∆ft + div(∇f∆f) = 0

(2.11)
∇(∂tf + 1

2
||∇f ||2) = 0

23



Le potentiel u =5f n’est défini par l’écoulement qu’à l’addition d’une fonc-
tion du temps près. On peut alors fixer son évolution en intégrant la deuxième
équation de (2.11) sous la forme d’une équation de Hamilton-Jacobi :

ft+
1

2
||5f ||2 = 0 (2.12)

Le gradient de la deuxième équation de (2.11) donne :

∆(ft +
1

2
||∇f ||2) = 0 (2.13)

Par comparaison entre la première équation de (2.11) et (2.13) on a :

div(∆f∇f) = ∆(
1

2
||∇f ||2)

⇒∆fdiv(∇f)+∇f(∇(∆f)) =∇(
1

2
∇||∇f ||2)

⇒ (∆f)2 =∇(
1

2
∇||∇f ||2)−∇f(∇(∆f))

⇒ (∆f)2 =∇((∇f.∇)∇f)−∇f(∇(∆f))

D’apres (2.9)

(5f.5)5 f =
d∑
i=1

(5f)i∂i5f =
d∑
i=1

∂if∂i∂jf

Donc

(∆f)2 =5
d∑
i=1

(5f)i∂i5f−5f(5(∆f))

(∆f)2 =
d∑
i=1

d∑
j=1

∂i∂jf∂i∂jf−5f(5(∆f))

Si f est une sur-solution de viscosité alors ∇f(5(∆f)) = 0, donc

d∑
i,j=1

(∂i∂jf)2 = (∆f)2 (2.14)

24



D’un point de vue mathématique, la description de l’écoulement dans un
milieu fluide Qt à l’instant t > 0 peut se restreindre à l’étude du système qui
se résume ainsi au problème (2.15) suivant :

ft + 1
2
||5f ||2 = 0

d∑
i,j=1

(∂i∂jf)2 = (∆f)2 (2.15)

f(0, x) = f0(x)

∗ La deuxième équation de (2.15) est triviale pour d = 1.

∗ Pour d = 2 :

(∂1∂1f)2+(∂1∂2f)2+(∂2∂1f)2+(∂2∂2f)2 = (∆f)2 =
d∑
i=1

d∑
j=1

∂2i f∂
2
j f

⇒ (∂1∂2f)2+(∂2∂1f)2 = ∂21f∂
2
2f+∂22f∂

2
1f (2.16)

pour f suffisamment régulière et s’il existe x1 tel que f0(x) = h(x1), le
théorème de Cauchy Schwarz implique que :

∂1∂2f = ∂2∂1f ; (2.17)

c’est à dire

(∂1∂2f)2 = ∂21f∂
2
2f (2.18)

Ainsi si f0(x) satisfait (2.18), alors la solution de l’équation de Hamilton Ja-
cobi (2.12) satisfait l’équation (2.18)

∗Pour d = 3 on a :
(∂1∂1f)2 (∂1∂2f)2 (∂1∂3f)2

(∂2∂1f)2 (∂2∂2f)2 (∂2∂3f)2

(∂3∂1f)2 (∂3∂2f)2 (∂3∂3f)2

 =
3∑
i=1

3∑
j=1

∂2i f∂
2
j f (2.19)

Qui est un tenseur d’ordre 2,
donc ce résultat ne nous permet pas de conclure sur la compatibilité de la
solution de l’équation de Hamilton Jacobi (2.12) et (2.19)
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∗ Pour d > 3 on a :
(∂1∂1f)2 . . . (∂1∂kf)2

... . . . ...

(∂k∂1f)2 . . . (∂k∂kf)2

 =
d∑
i=1

d∑
j=1

∂2i f∂
2
j f 6=

d∑
i1=1

...

d∑
id=1

∂2i1f...∂
2
id
f (2.20)

ce résultat ne nous permet encore pas de conclure sur la compatibilité de la
solution de l’équation de Hamilton Jacobi (2.12) et (2.20)
On a alors vérifié que si d = 2, l’équation (2.14) est compatible avec l’équation
de Hamilton-Jacobi (2.12) c’est à dire si f(·, t = 0) satisfait (2.14) : la solution
de (2.12) continue de satisfaire (2.14) tant qu’elle est régulière.
Cependant pour d ≥ 3, la compatibilité de (2.14) et (2.12) n’est plus possible.
Plus précisément, l’égalité (2.14), qui s’écrit aussi

tr(M2) = (tr(M))2 pour M = D2
xf . (2.21)

Si f est régulière alors D2
xf ∈ Sd avec Sd l’espace vectoriel des matrices

réelles symétrique de taille d.
(2.21) n’est préservée par le flot de (2.12) que si de plus

tr(M3) = (tr(M))3. (2.22)

De même cette nouvelle équation n’est préservée par le flot de (2.12) que si

tr(M4) = (tr(M))4

Par récurrence on en déduit :

tr(Mk) = (tr(M))k , ∀k ∈ N (2.23)

où M est définie dans la base formée de vecteurs propres.
Ce qui équivaut au fait que 0 soit valeur propre pour M de multiplicité d− 1
ou d. Comme M est une matrice symétrique, donc diagonalisable, il revient
au même de dire que le rang de M(x,t) est au plus égale à 1.
Réciproquement, si le rang deD2

xf0 où f0 est une condition initiale régulière,
est partout au plus égale à 1, alors cela reste vrai pour la solution de (2.12)
tant que celle-ci est régulière. Précisons ce fait quantitativement dans le cas
qui nous intéresse, celui où ∆f0 > 0 (pour assurer que ρ > 0 puisque c’est
une densité de masse). Cette inégalité et l’hypothèse montrent que :
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pour d = 1, D2
xf0 est triviale

pour d = 2, D2
xf0 =

 ∂1∂1f0 0

0 ∂2∂2f0



pour d = 2, D2
xf0 =


∂1∂1f0 0 0

0 ∂2∂2f0 0

0 0 ∂3∂3f0


...

...
...

...

pour d = k, D2
xf0 =


∂1∂1f0 . . . . . . 0

... . . . ...

0 . . . . . . ∂k∂kf0


Donc il existe un champ de vecteurs (unique au signe près) n(x) tel que

D2
xf0(x) = n(x)⊗ n(x) (2.24)

Ainsi D2
xf0 > 0 :f0 est convexe.

Le théorème 1.3 nous permet alors d’écrire f0 comme le supprimum de ses
fonctions affines tangentes :

f0(x) = sup{5f0(y).(x−y)+fo(y), y ∈ D} (2.25)

où D est le domaine (convexe) de définition de f0.
L’hypothèse sur le rang deD2

xf0 signifie que le graphe de f0 est développable
sur Rd c’est à dire que les espaces tangents au graphe de f0 en deux points
y + V et y, tels que n(y).V = 0, sont égaux.
On peut donc sans changer la valeur de f0, réduire le supprimum en ne
gardant que les points y d’une courbe Γ (qui n’est jamais normale au champ
de vecteur n). Enfin la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi, tant qu’elle
est régulière, est donnée par :

f(x, t) = sup{5f0(y).(x− y) + f0(y)− t

2
||5f0(y) ||2, y ∈ Γ}. (2.26)
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Ceci montre que le graphe de f(·, t) est l’enveloppe d’une famille à un para-
mètre d’hyperplans, donc est développable.
la condition de rang 1 est donc satisfaite. De plus, f est convexe, de sorte
que ρ = α∆f > 0 est bien une densité.
Considérons le problème de Cauchy dans un domaine D convexe :

ft + 1
2
||5f ||2 = 0 dans D

(2.27)
f0(x) = f(0, x) dans D

Plus précisément trouvons localement une fonction lipschitzienne f(t, x) qui
satisfait l’équation de Hamilton-Jacobi (2.12) :

ft+
1

2
||5f ||2 = 0 p.p dans D (2.28)

et qui remplit la condition initiale

lim
|(t,x)−→(0,x)

= f0(x) = f(0, x) (2.29)

où f(t, x) est définie et continue lipschitzienne sur R+.
Notons par (t, x; y) les points de l’espace (R+,Rd

x,Rd
y) de dimension d

Tout au long de cette section nous supposerons que :
X I ⊂ Γ est un fermé de Γ.
X f est définie et strictement convexe dans le domaine D.
La fonction convexe conjuguée de f est alors définie par la définition suivante :

Définition 2.2

Soit f : Rd −→ R une fonction convexe sur R . Son conjuguée ou trans-
formée de legendre est la fonction convexe g : Rd −→ R définie par :

g(y) = sup
x∈Rd

(y.x− f(x)) (2.30)

Notation : notons par £(f)(y) = g(y) conjuguée de la fonction f .
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Proposition 2.1

g est une fonction convexe sur Rd.
En effet soit u, v ∈ Rd et θ ∈ [0, 1], on a alors :

g(θu+ (1− θ)v) = sup
x∈Rd

{〈θu+ (1− θ)v, x〉 − f(x)}

= sup
x∈Rd

{〈θu, x〉+ 〈(1− θ)v, x〉 − f(x)}

= sup
x∈Rd

{θ〈u, x〉+ (1− θ)〈v, x〉 − f(x)}

= sup
x∈Rd

{θ(〈u, x〉 − f(x)) + (1− θ)(〈v, x〉 − f(x))}

6 θ sup
x∈Rd

{〈u, x〉 − f(x)}+ (1− θ) sup
x∈Rd

{〈v, x〉 − f(x)}. �

où 〈a, b〉 est le produit scalaire de a et b.

Théorème 2.1

La transformée de Legendre est involutive c’est à dire que si g est la
transformée de Legendre de f alors f est la transformée de Legendre de g.
C’est à dire£(£(f))(x) = £(g)(y) = f(y) (2.31)

Preuve
Donnons une preuve géométrique basée sur le fait que si g(y) = £(f)(y)

alors la droite d’équation z = x.y − g(y) de pente y est tangente au graphe
de f . Puisque f est convexe alors toutes les tangentes sont au dessous de la
courbe de f . Si on fixe x = x0, alors le supprimum de x0.y − g(y) comme
fonction en y est f(x0). En effet pour x = x0,

g(y) = sup
x∈Rd

(y.x0− f(x0)) (2.32)

= y.x0 − f(x0)

⇒ f(x0) = y.x0 − g(x0)

Donc £(£(f))(x0)) = £(g)(x0)

= sup
x∈Rd

(x0.y − g(y))

= f(x0)
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Nous allons profiter de la fonction affine tangente
5f0(y).(x− y) + f0(y), y ∈ D, pour l’équation de Hamilton Jacobi (2.12) et
pour notre problème de Cauchy (2.27), d’une famille de solution contenant
le paramètre y.

f = f(t, x, y) =5f0(y).(x−y)+f0(y)− t

2
||5f0(y) ||2 (2.33)

où y ∈ est un vecteur quelconque.
La solution locale du problème de Cauchy (2.27) est donnée par le théorème :

Théorème 2.2

Soit Ly : x 7→ q(y).x + b(y) une famille à un paramètre de fonctions
affines, dépendant régulièrement de y ∈ I.
Soit D un domaine convexe sur lequel la fonction convexe
f0(x) = sup{Ly(x); y ∈ I} est de classe C2. Alors la fonction définie par :

f(t, x) = sup
x∈D

f(t, x, y) (2.34)

est une solution locale de classe C2 de l’équation de Hamilton-Jacobi (2.12)
satisfaisant f(x, 0) = f0(x). De plus f(·, t) atteint son infimum, est convexe
et les formules u =5f , ρ = α∆f définissent une solution des équations de
Navier-Sokes (1.15).

Lemme 2.2

g(y)

||y||
−→ ∞ lorsque ||y|| −→ ∞ (2.35)

Preuve
∀x ∈ D fixé [14], alors d’après (2.30) on a :

g(y)

||y||
≥ (

y

||y||
).x− f(x)

||y||
(2.36)

si nous définissons

x = (
z

||y||
).y (2.37)
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où z est positive, fixé alors :

g(y)

||y||
≥ z− 1

||y||
f(x) (2.38)

⇒ g(y)

||y||
≥ z− 1

||y||
sup
|x|−→z

f(x) (2.39)

Donc

lim
||y||−→∞

g(y)

||y||
> z (2.40)

Puisque z est quelconque, cette inégalité prouve le lemme. �

Preuve du théorème 2.2
La fonction convexe conjuguée de f0 est définie par

g(y) = sup
x∈D

(y.x− f0(x)) (2.41)

Puisque I ⊂ Γ est un fermé, donc pour chaque y ∈ I, la fonction y.x− f0(x)
en fonction de x, atteint son supprimum par la continuité et le lemme 2.2 sur
f0 [14].
De (2.33) et (2.41), on déduit :

f(t, x) = sup
x∈D
{∇f0(y).(x−y)+f0(y)− t

2
||∇f0(y)||2} (2.42)

⇒ f(t, x) = f0(y)+sup
x∈D
{∇f0(y).(x−y)− t

2
||∇f0(y)||2} (2.43)

D’après la formule de transformée de légendre c’est à dire :

g(u) = sup
w∈D

(u.w−f(w)) (2.44)

et w =∇f0(y) , u = x− y et f(w) = t
2
||∇f0(y)||2 on a :

g(x−y) = sup
x∈D
{∇f0(y).(x−y)− t

2
||∇f0(y)||2}, (2.45)

comme de plus g est convexe, on a alors :

t.g(
x− y
t

) = sup
x∈D
{∇f0(y).(x−y)− t

2
||∇f0(y)||2} (2.46)
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ce qui donne f(t, x) = f0(y)+t.g(
x− y
t

). (2.47)

En posant v = x−y
t
, la fonction conjuguée g(v) est de classe C2 car f0 est de

classe C2 par hypothèse.
On a en effet ft(t, x; y) = g(v) − v.gv(v) et fx(t, x; y) = gv(v) où v = x−y

t
et

l’équation de Hamilton Jacobi se réduit à :

g(v)−v.θ+H(θ) = 0, θ = gv(v) (2.48)

La validité de cette relation peut être déduite de la définition du conjugué
convexe g(v) de f .
Commençons avec un v = v0 donné et notons θ = θ0 le point auquel le
supprimum est atteint [3]. On a alors

g(v) 6 v.θ−H(θ) et par conséquent, (2.49)

H(θ0) 6 v.θ0−g(v) pour tout v, (2.50)

avec une égalité pour v = v0.
Ainsi le gradient du côté droit devait disparaitre à v = v0 et donc (2.48) est
satisfaite à v = v0.
Par conséquent

f(t, x) = sup
x∈D
{∇f0(y).(x−y)+f0(y)− t

2
||∇f0(y)||2}

est pour chaque y fixé, une solution de classe C2 de l’équation de Hamilton
Jacobi (2.12).
Montrons que f(t, x) satisfait la condition initiale.
g étant une fonction convexe, donc L-lipschitzienne

On a alors f(t, x) = f0(y)+tg(v) > f0(x)+t(g(v)−L||v||) (2.51)

où v = x−y
t

et L la constante de Lipschitz.
Le Lemme 2.2 implique que g(v) − L||v|| −→ ∞ lorsque ||v|| −→ ∞ ce qui
montre que g(v)− L||v|| est bornée, et par suite.
f(t, x) ≥ f0(x)+γt (2.52)
D’autre part :
Pour x = y

f(t, x) 6 f0(x) + gt(0) (2.53)

Ces deux dernières inégalités impliquent que :

lim
||(t,x)||−→(0,x)

f(t, x) = f(0, x) (2.54)
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Donc la solution de l’équation de Hamilton Jacobi (2.27) satisfait la condi-
tion initiale.
Nous appliquons maintenant le Lemme 2.1 à f(t, x) avec l’espace de para-
mètre E = R+ et le domaine D̃ = {(t, x); t > 0, |x| <∞} [3].
fx et ft = −H(x, fx) sont évidemment continues en y et (t, x) dans R+ et D̃.
Il reste à vérifier l’hypothèse que

f(t, x) −→∞, quand ||y|| −→ ∞ (2.55)

est localement uniforme par rapport à (t, x) ∈ D.

Supposons f0(y) lipschitzienne. Désignons par L la constante de Lipschitz. Il
s’ensuit que

f0(y) > f0(x)−L||x−y||, et de (2.47 ) que

f(t, x) > f0(x)+t(g(v)−L(v)), v =
x− y
t

(2.56)

Le lemme 2.2 implique g(v)−L(v) −→∞ quand ||v|| −→ ∞
Donc toutes les hypothèses du lemme 2.1 sont satisfaites.
Par conséquent

f(t, x) = inf
y∈D
{sup
x∈D

(f0(y) +w.(x− y))−H(w)t} (2.57)

est atteint pour tout (t, x) ∈ D et représente une solution locale de classe
C2.
De plus comme f(., t) est l’enveloppe d’une famille de fonction convexe, alors
f(., t) est convexe.
u =5f et ρ = α∆f vérifient (1.15) donc ils sont solutions des équations de
Navier-Stockes (1.15) �

Remarques 2.2 : Tout au long de cette section, nous avons consi-
déré que f est une sur-solution du viscosité.
L’existence de solutions C2 n’est à priori possible qu’en temps fini, d’où l’in-
troduction des notions de solutions faibles dans la suite de cette étude.

2.1 Le cas de la dimension d = 1

Ici, la condition (2.14) est triviale, tandis que l’équation de Hamilton-
Jacobi possède une et une seule solution régulière globale f pour t > 0 dès
que f0 est convexe, même si f0 n’est que localement lipschitzienne. Il s’agit
de la solution de viscosité :
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2.1.1 Solution de viscosité : Définitions et propriétés

Une solution de viscosité est une application continue f : R×Rd −→ R, on
utilise des fonction tests dérivables à souhait pour estimer f dans l’équation
différentielle.

Définition 2.1.1

On considère l’équation de Hamilton Jacobi Suivante :{
∂tf +H(x,∇xf) = 0
f(0, x) = f0(x)

(2.1.1)

Une solution de viscosité f de (2.1.1) est une fonction uniformément continue
et bornée telle que :
1) Pour toute fonction test g ∈ C∞, si f − g a un maximum locale au point
x0, alors

∂tf +H(x,5xg) 6 0 (2.1.2)

2) Pour toute fonction test g ∈ C∞, si f − g a un minimum locale au point
x0, alors

∂tf +H(x,∇xg) ≥ 0 (2.1.3)

Une fonction qui vérifie 1)(resp 2)) est appelée sous (resp sur)-solution de
viscosité.
Une fonction qui vérifie à la fois 1) et 2) est appelée solution de viscosité.
On obtient la définition équivalente en utilisant les différentiels généralisés.
Le sur-différentiel (resp. sous-différentiel) de f au point x0 est l’ensemble
convexe fermé éventuellement vide donné par :

D+f(x0) = {ξ ∈ R ; lim
y−→x0

sup
y∈Q
{f(y)− f(x0)

−∇f(x0), y − x0}|y − x0|−1 ≤ 0}
(2.1.4)

(respD−f(x0) = {ξ ∈ R ; lim
y−→x0

inf
y∈Q
{f(y)− f(x0)

−∇f(x0), y − x0}|y − x0|−1 ≥ 0})
(2.1.5)

Définition 2.1.2

f est solution de viscosité de l’équation de Hamilton Jacobi (2.1.1) si

∀x ∈ Q,∀ξ ∈ D+f(x) , ∂tf +H(x, ξ) 6 0 (2.1.6)

∀x ∈ Q,∀ξ ∈ D−f(x) , ∂tf +H(x, ξ) ≥ 0 (2.1.7)
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Proposition 2.1.1

Une solution régulière est une solution de viscosité :

Preuve
Soit f une solution régulière de l’équation de Hamilton Jacobi (2.1.1).

Si f − g admet un extremum local, alors

D(f−g)(x0, y0) = 0 (2.1.8)

donc

H(x0, f(x0),Dg(x0)) = 0 (2.1.9)

d’où la preuve de la proposition.

Remarques 2.1.1

• Si f est une solution de viscosité de l’équation de Hamilton Jacobi, alors
f vérifie l’équation de Hamilton Jacobi en tout point de différentiabilité. En
particulier si f est localement lipschitzienne, l’équation de Hamilton Jacobi
a lieu presque partout.
• Les inégalités de la définition proviennent en fait du cadre plus général des
équations élliptiques du type :

H(x, f(x), Dxf(x),D2f(x)) = 0 (2.1.10)

Proposition 2.1.1

Si f est une solution de viscosité, g une fonction test, alors en un point
(x0, T ) où f − g admet un maximum local [6], on a

ft(x0, T )+H(Dg(x0, T ), x0) ≤ 0 (2.1.11)

Preuve
Supposons tout d’abord que le maximum local est strict.

Posons

h(x, t) = g(x, t) +
ε

T − t
(2.1.12)
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Comme en T , f − h tend vers −∞, cette fonction admet un maximum local
en un certain point (xε, tε) avec tε ≤ T . De plus par passage à la limite :

∀x, t ∈ [0, T [, lim inf h(xε, tε) ≥ h(x, t) (2.1.13)

par conséquent

(xε, tε) −→ (x0, T ) (2.1.14)

Donc

ht(xε, tε)+H(Dhx(xε, tε), xε) ≤ 0 (2.1.15)

gt(xε, tε)+H(Dgx(xε, tε), xε)+
ε

(T − t)2
≤ 0 (2.1.16)

ft(x0, T )+H(Dg(x0, T ), x0) ≤ 0 (2.1.17)

Dans le cas plus général où le maximum n’est pas nécessairement strict, il
suffit d’appliquer la preuve précédente à

g′ = g−||x−x0||2−(t− t0)2 (2.1.18)

La preuve est similaire dans le cas où l’on a un minimum local. �

Remarque : Cette proposition n’est rien d’autre que la vérification de
la propriété de viscosité en un temps maximal.

2.1.2 La forme d’une solution de viscosité

jusqu’ici, nous avons défini les solutions de viscosité puis donné un exemple
et justifié leur existence.
Néanmoins, nous n’avons jamais donné une idée de leur forme. c’est ce que
nous nous proposons de faire dans cette partie [6].
Notons que les considérations qui vont suivre sont des grandes sources de
réflexion pour les chercheurs plus spécialisés dans la programmation dyna-
mique.

Formule de Hoph-Lax

Considérons le problème aux conditions initiales suivantes :
ft + 1

2
||5f ||2 = 0 dans Rd × [0, T ]

f0(x) = f(0, x) dans Rd × 0
(2.1.19)
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Supposons que l’hamiltonien H et f0 satisfont aux conditions suivantes :

1− m −→ H(m) est convexe (2.1.20)

2− lim
||m||−→∞

H(m)

||m||
=∞ (2.1.21)

3– f0 est une fonction lipschitzienne.

Définition 2.1.2

Pour H satisfaisant les conditions précédentes

C(n) = sup
m∈R

[m.n−H(m)] (2.1.22)

est la fonction conjuguée de H.

Remarques 2.1.2

1– justifions l’existence de C

m.n−H(m) = ||m||[ m.n
||m||

−H(m)

||m||
] (2.1.23)

or pour un certain n fixé, m −→ m.n

||m||
est bornée et lim

||m||−→∞

H(m)

||m||
=∞,

donc il existe un supprimum fini C(n) tel que.

C(n) = sup
m∈R

[m.n−H(m)]

2− C(H)(m)

||m||
= sup

m∈R
|n|[m.n−H(m)

||m|||n|
] (2.1.24)

donc
C(H)(m)

||m||
tend vers∞ quand ||m|| −→ ∞

3– Notons C(H) la fonction conjuguée de H. Alors

C(C(H)c) = sup
b∈R

[b.c−C(H)(b)] (2.1.25)

= sup
b∈R

[b.c− sup
a∈R

[a.b−H(b)]] (2.1.26)
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= sup
b∈R

[sup
a∈R

[(a− c).b−H(b)]] (2.1.27)

Ainsi de façon évidente

C(C(H)c) = H(c) (2.1.28)

Ceci est en effet une traduction de la convexité de H. Donc C est une trans-
formation involutive.

Théorème 2.1.2 de viscosité sous la forme de Hoph-Lax

Supposons qu’en plus des conditions précédentes, f0 est bornée.
Dans ce cas la solution de viscosité du problème précédent est donnée sous
la forme :

f(x, t) = inf
y∈Rd
{tC(

x− y
t

) + f0(y), y ∈ R}. (2.1.29)

= inf
y∈Rd
{f0(y) +

||x− y||2

2t
, y ∈ R} (2.1.30)

avec C la fonction conjuguée de f .

Preuve
1–En procédant exactement comme dans le Théorème 2.2, f est une fonc-

tion lipschitzienne égale à f0 en 0 et bornée
2–Soit g ∈ C∞(R× [0, T ]) telle que f − g ait un maximum local en (x0, t0).
Montrons alors que

∀t0 < t f(x0, t0) = inf
x∈R

[(t0− t)C(
x0 − x
t0 − t

) + f(x, t)] (2.1.31)

En effet

∀t0 < t inf
x∈R

[(t0 − t)C(
x0 − x
t0 − t

) + f(x, t)] = inf
x,y∈R

[(t0 − t)C(
x0 − x
t0 − t

)

+ tC(
x− y
t

) + f0(y)]

(2.1.32)

en prenant y = x0,

t0 < t inf
x∈R

[(t0 − t)C(
x0 − x
t0 − t

) + f(x, t)] = inf
x,x0∈R

[(t0 − t)C(
x0 − x
t0 − t

)

+ tC(
x− x0
t

) + f0(x0)]

(2.1.33)
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donc ∀t0 < t inf
x∈R

[(t0− t)C(
x0 − x
t0 − t

)+f(x, t)] ≤ f(x0, t0) (2.1.34)

D’autre part,

(t0−t)C(
x0 − x
t0 − t

)+tC(
x− y
t

)+f0(y) ≥ sup
m∈R

[m.(x0−y)−t0H(m)+f0(y)](2.1.35)

car sup
m
{U(m)}+sup

m
{V (m)} ≥ sup

m
{U(m)+V (m)} (2.1.36)

inf
x∈R
{(t0−t)C(

x0 − x
t0 − t

)+f(x, t)} ≥ inf
x∈R
{tC(

x0 − y
t

)+f0(y)}

donc inf
x∈R
{(t0−t)C(

x0 − x
t0 − t

)+f(x, t)} ≥ f(x0, t0)

Puisque f−g admet un maximum local en (x0, t0), donc suffisamment proche
de (x0, t0),

g(x0, t0)−g(x, t) ≤ (t0−t)C(
x0 − x
t0 − t

) (2.1.37)

Posons
{
r = t0 − t
s = x0−x

t0−t
(2.1.38)

Alors en divisant (2.1.37) par r puis en faisant tendre r vers 0 donc

gt(x0, t0)+Dg(x0, t0).s ≤ C(s) (2.1.39)

Ceci étant vrai pour tout s ∈ R, on a :

sup
s

[gt(x0, t0)+Dg(x0, t0).s−C(s)] ≤ 0. (2.1.40)

Donc

gt(x0, t0)+H[Dg(x0, t0)] ≤ 0 (2.1.41)

3– Supposons f − g admet un minimum local en (x0, t0). Pour (x, t) assez
proche de (x0, t0).
En prenant ce qui précède dans l’autre sens

g(x0, t0)−g(x, t) ≥ (t0−t)C(
x0 − x
t0 − t

) (2.1.42)

Posons maintenant

f(x0, t0) = tC(
x0 − y
t

)+f0(y) (2.1.43)
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Fixons h > 0 et posons{
w = t− h
z = w

t
x+ (1− w

t
)y

(2.1.44)

Alors
x− y
t

=
z − y
w

(2.1.45)

f(x, t)−f(z, w) ≥ tC(
x− y
t

)+f0(y)−[wC(
x− y
w

)+f0(y)] (2.1.46)

f(x, t)−f(z, w) ≥ (t−w)C(
x− y
t

) (2.1.47)

ce qui s’écrit

f(x, t)− f((1− h
t
)x+ h

t
y, t− h)

h
≥ C(

x− z
t

) (2.1.48)

Quand h tend vers 0, on obtient

x− z
t

.Df(x, t)+ft(x, t) ≥ C(
x− z
t

) (2.1.49)

Par conséquent, on a

ft(x, t)+H(Df(x, t)) = ft(x, t)+sup{q.Df(x, t)−C(q)} ≥ 0 (2.1.50)

Donc ft(x, t)+H(Df(x, t)) ≥ 0 (2.1.51)

Donc gt(x0, t0)+H[Dg(x0, t0)] ≥ 0 (2.1.52)

f(x, t) = inf
y∈Rd
{tC(

x− y
t

) + f0(y), y ∈ R}. (2.1.53)

= inf
y∈Rd
{sup{t.m(

x− y
t

)−H(m)}+f0(y)} (2.1.54)

Avec m =∇f et H(m) = 1
2
||5f ||2

C(
x− y
t

) = H(
x− y
t

) car C est involutive

Or H(
x− y
t

) =
1

2

||x− y||2

t2
(2.1.55)

donc f(x, t) = inf
y∈R
{f0(y) +

||x− y||2

2t
, y ∈ R} (2.1.56)

Par conséquent f est une solution de viscosité du problème (2.1.24).
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2.1.3 Unicité des solutions de viscosité

Considérons l’équation de Hamilton Jacobi aux valeurs initiales :
Fixons un temps T > 0.

∂tf +H(x,5f) = 0 dans Rd × [0, T ]

f(0, x) = f0(x) dans Rd × 0
(2.1.57)

Théorème 2.1.3 : (théorème d’unicité de la solution de
viscosité).

Supposons que l’hamiltonien satisfait aux conditions dites de continuité
de Lipschitz [6], i.e.{
H(p, x)−H(q, x) ≤ K|p− q|
H(p, x)−H(p, y) ≤ K|x− y|(1 + |p|) (2.1.58)

Alors, l’équation de Hamilton Jacobi admet au plus, une seule solution de
viscosité.

Preuve
Soit t > 0, x ∈ R

f(x, t) = inf
y∈R
{tH(

x− y
t

) + f0(y), y ∈ R}. (2.1.59)

Soit t > 0 fixé, x ∈ R. Prenons

f̃(x, t) = inf
y∈R
{
∫ t

0

H(y(s))ds+ f0(x(t)), y ∈ R}. (2.1.60)

où pour tout y(.) ∈ N. On définit

y = x(t) = x−
∫ t

0

(y(s))ds (2.1.61)

Pour tout y(.) ∈ N l’inégalité de Jensen donne

f̃(x, t) ≥ inf
y∈R
{tH(

1

t

∫ t

0

y(s)ds) + f0(y), y ∈ R}. (2.1.62)

⇒ f̃(x, t) ≥ inf
y∈R
{tH(

x− y
t

) + f0(y), y ∈ R} = f(x, t). (2.1.63)
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D’autre part, en posant

y(s) =
x− y
t

(2.1.64)

f̃(x, t) = inf
y∈R
{
∫ t

0

H(
x− y
t

)ds+ f0(x(t)), y ∈ R}. (2.1.65)

⇒ f̃(x, t) ≤ inf
y∈R
{tH(

x− y
t

) + f0(y), y ∈ R} = f(x, t). (2.1.66)

Donc f(x, t) est l’unique solution de viscosité du problème (2.1.1) �

Corollaire 2.1.1

La fonction f définit par la formule de Lax-Hoph (2.1.29) est une solution
lipschitzienne sur R× [0, T ], de plus f(t, x) = f(0, x) ∀ t = 0.

Preuve
Montrons d’abord que f est lipschitzienne en x. Fixons pour cela t > 0

et x, x̃ ∈ R. Soit z ∈ R tel que ;

f(x, t) = f0(z)+tC(
x− z
t

) (2.1.67)

on a alors,

f(x̃, t)−f(x, t) = inf
y≤R
{f0(y)+tC(

x̃− y
t

)}−f0(z)−tC(
x− z
t

) (2.1.68)

≤ f0(x̃−x+z)−f0(z) (2.1.69)

≤ L||x̃−x|| (2.1.70)

En échangeant les rôles de x̃ et x, on obtient

||f(x̃, t)−f(x, t)|| ≤ L||x̃−x|| (2.1.71)

Regardons maintenant ce qui se passe par rapport à la variable t, après avoir
fixé x ∈ R.
En prenant x = y dans la formule de Lax-Hoph (2.1.29) on voit

f(x, t) = tC(0)+f0(x) (2.1.72)
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De plus en notant L la constante de Lipschitz de f0(x), on a

f(x, t) ≥ inf
y≤R
{f0(x)−L||x−y||+tC(

x− y
t

)} (2.1.73)

≥ f0(x)+inf
y≤R
{−L||x−y||+tC(

x− y
t

)} (2.1.74)

≥ f0(x)−t sup
z∈R
{−L||z||−C(z)} (2.1.75)

Par conséquent, en posant B = B(0, L) la boule de centre 0 et de rayon L,
on obtient

f(x, t) ≥ f0(x)−t sup
w∈B

sup
z∈R
{w.z−C(z)} = f0(x)−t sup

p∈B
H(P ) (2.1.76)

Cette inégalité implique donc, en posant C = max{L||0||, supB(H)}

||f(x, t)−f0(x)|| ≤ Ct (2.1.77)

Donc f est aussi lipschitzienne en t.
Par conséquent f est lipschitzienne sur R× [0, T ].
En plus

lim
(t,x)−→(0,x)

||f(x, t)−f0(x)|| = 0 (2.1.78)

D’où f(x, t) −→ f0(x) ∀ t = 0
En résumé, étant donnée une densité initiale ρ0 > 0, il éxiste un champ de
vitesses (unique à une constante additive près) u0, fourni par αu′ = ρ0, tel
que l’écoulement correspondant soit un potentiel et vérifie en permanence
α∂xu = ρ.
on a u = ∂xf où f est une fonction convexe, solution de (2.12).
Le fait que la donnée initiale puisse être lipschitzienne entraine que la masse
initiale est concentrée en certains points. On a ainsi le phénomène de ”big
bang”, où la masse initiale concentre en une un point et s’étale sur une droite
dès que,

f0(x) =

{
ax x < 0,
bx x > 0,

(2.1.79)

où a < b sont deux constantes.

La masse totale, concentrée à l’origine, est m = α(b−a)[2]. (2.1.80)
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En vertu de (2.1.30) et du corollaire 2.1.1, la solution de viscosité de l’équation
de Hamilton Jacobi est :

f(x, t) =


ax− a2

2
t x < at,

x2

2t
at < x < bt,

bx− b2

2
t x > bt,

(2.1.81)

La masse est donc, à l’instant t, répartie de manière uniforme sur son support
[at, bt] sur lequel la vitesse est affine.
On peut constater que la condition de contrainte nulle à la surface libre a bien
lieu (en fait, la contrainte (2µ+ λ)ux − c2ρ est nulle partout). La surface est
libre de toute contrainte : la vitesse, étant affine, tout ses termes quadratiques
sont nuls.

2.2 Le cas de dimension d ≥ 2

La situation est beaucoup moins favorable en dimension d ≥ 2.
En effet, f0 ne peut à la fois être régulière et satisfaire la condition (2.14)
que s’il existe une variable scalaire, disons x1 telle que

f0(x) = h(x1) (2.2.1)

et ceci nous ramène au cas mono-dimensionnel. Par ailleurs, si f0 est convexe,
l’équation de Hamilton-Jacobi possède une et une seule solution reguliere
pour t > 0, toujours donnée par la formule de Lax

f(x, t) = inf
y∈R
{f0(y) +

||x− y||2

2t
, y ∈ R} (2.2.2)

Par contre cette solution ne satisfait plus la condition (2.14) si f0 a une
singularité générale (i.e un point où f0 n’est pas entièrement définie).
Voyons sur un exemple en prenant

f0(x) = ||x|| (2.2.3)

qui est un bon exemple pour décrire le big bang, on a

f(x, t) =


||x|| − t

2
||x|| > t,

||x||2
2t

||x|| < t,

(2.2.4)

qui ne satisfait pas (2.14) dans la boule B(0; t).
L’explication de ce phénomène est que le sous-différentiel de f0 à l’origine
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est un convexe d’intérieur non vide, donc de dimension 2, de sorte que la
solution de viscosité (la seule qui soit régulière dans ce cas) est le supprimum
d’une famille à deux paramètres de fonctions affines [2].
Plus généralement [2], si f0 est convexe, l’ensembleK des valeurs de son sous-
différentiel est un convexe et la solution régulière de l’équation de Hamilton
Jacobi est donnée par

f(x, t) = sup{L(x)+c− t
2
||L||, L+c ∈ K} (2.2.5)

La condition de compatibilité n’est satisfaite que si K est lui-même un seg-
ment.
Dans le cas où f0 possède une singularité en x0, le sous-différentiel ∂f0(x0)
n’est pas réduit à un point et détermine donc la direction de K.
Pour que la condition (2.14) soit satisfaite, il est nécessaire que la caustique
passant par (x0, f(x0)) soit en fait incluse dans un hyperplan tangent en x0
au graphe de f0. Ceci limite considérablement l’intérêt de notre construction
dans le cas multidimensionnel.
Donc les solutions obtenues sont ou bien locales en espace-temps, ou bien en
fait mono-dimensionnelles.

Remarque :
De façon générale, un écoulement est plan (d=1,2) : c’est le cas des écoule-
ments entre deux plaques planes parallélles, écoulement Couette, écoulement
poisseuille, tourbillion etc.
Très récemment, des chercheurs astrophysiciens ont avancé qu’il existe un
écoulement en 3D en apesenteur.
De façon plus analytique, il existe des solutions pour d ≥ 3 dépendant de
deux approches.
On ne parlera d’existance de solution que si la solution géométrique de l’équa-
tion de Hamilton Jacobi coincide avec la solution variationnelle.
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Conclusion
La solution de l’équation de Hamilton Jacobi issue d’une équation de Na-

vier Stock en compressible, nous permet de décrire l’évolution de l’écoulement
potentiel d’un fluide compressible visqueux selon que la dimension spatiale d
des équations de Navier Stockes soit égale à 1 ou supérieur ou égale à 2. En
effet l’idée de la solution de viscosité amenée par une observation simple, a
permis de résoudre ces problèmes.
Cette solution existe et est unique si la dimension spatiale d des équations
de Navier Stockes est égale à 1 et l’écoulement correspondant est potentiel et
vérifie en permanence u(x, t) =∇f(x, t) et ρ(x, t) = α∆f(x, t). Mais lorsque
la dimension spatiale d ≥ 2, la solution de viscosité n’existe et n’est unique
que si l’on revient au cas mono-dimensionnelle ou si elle est locale. Dans ce
cas l’écoulement serait encore potentiel et vérifierait u(x, t) et ρ(x, t).
L’ensemble des écoulements potentiels exacts décrit ici est manifestement
très petit.
En négligeant le terme convectif, Kazhikhov [1] obtient une classe plus large
pour des lois de pression générales.
Néanmoins les résultats de ce modeste travail constituent les bases des nou-
velles perspectives avec des études beaucoup plus approfondies.
lesquelles sont :
recherche de la solution régulière de l’équation de Hamilton Jacobi lorsque f
est une sous-solution.
Recherche de la solution de viscosité de l’équation de Hamilton Jacobi lorsque
la dimension spatiale d est supérieur ou égale à 2 en faisant recours à d’autres
types de solutions ou de notions.
Validation de ces études avec des données expérimentales.
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