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RESUME

Dans ce travail de mémoire, notre but est d’abord de construire les opérateurs 9 et 9 dans
le cas d'une variété analytique complexe. Il s’agit de prouver le théoreme 2.0.15 qui est
un résultat de Mamadou Eramane BODIAN, Dian DIALLO et Marie Salomon SAMBOU.
Ensuite, il s’agit de prouver le théoreme 3.0.21 qui est un résultat de Marie Salomon SAMBOU
sur les courants prolongeables.

Enfin, & travers ce résultat de SAMBOU et des résultats classiques de résolution du 9 pour les
courants prolongeables, nous donnons la preuve du théoreme 3.0.22 qui est un autre résultat
de ces trois auteurs.



Introduction

Ce travail de mémoire intitulé résolution du 99 pour les courants prolongeables définis sur
la boule euclidienne de C" est un article de Mamadou Eramane BODIAN, Dian DIALLO
et Salomon SAMBOU. Cependant notre objectif est de réécrire les résultats de Mamadou
Eramane BODIAN, Dian DIALLO et Salomon SAMBOU apres une compréhension des outils
techniques utilisés.

Pour résoudre le 90, la méthode classique est de résoudre d’abord I’équation du = T ol u
et T sont des courants prolongeables. Ce qui nous permet d’obtenir le théoreme 2.0.15 :
HP(B(0,r)) = 0 pour 2 < p < n — 1. Et ensuite résoudre le d et le @ pour la décomposition
de la solution obtenue. C’est ce qui nous permet d’aboutir au théoreme 3.0.22 : Soit 7" un
(p,q)-courant prolongeable défini sur la boule euclidienne

B(0,r) C C". Supposons que dT'=0;1<p<netl<gq<mn;alors il existe une (p—1,§—1)-
courant S défini sur B(0,r),prolongeable tel que 90S = T

pour 2<p-+qg<2n-—1.

Ainsi pour entreprendre ce travail, nous commencerons d’abord par introduire les notions
d’analyse fonctionnelle, de Variété et de calcul différentiel sur une variété analytique com-
plexe. Ensuite, nous aborderons la résolution de 1’équation du = T

Enfin, nous terminons le travail par la résolution du 99 pour les courants prolongeables.



Chapitre 1

Préliminaires et notations

1.1 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.1.

On appelle K-espace vectoriel topologique, tout K-espace vectoriel £ muni d’une topologie
qui rend continue les applications :

(xy) e EXEr—z+yet (\z) € K x Er—— Axou K est un corps.

Définition 1.1.2.

On appelle norme sur un K-espace vectoriel F, toute application || e| : £ — R, vérifiant
les conditions suivantes :

a) ||z =0<=2z=0,Vz € F

b) Azl = |A||z]l, Yz € B, VA € K.
) llz+yll < llz| + [[y] pour tous z,y € E.

Définition 1.1.3.
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance associée a la
norme.

Définition 1.1.4.
On appelle semi-norme sur un K-espace vectoriel E une application p : E — R, vérifiant
les propriétés suivantes :

i) plz +y) < plz) +ply), Yoy € B
ii) p(Az) = |A|p(x), Vo € E, VX € K.
Remarque 1.1.5. Toute norme est une semi-norme.

Définition 1.1.6.

Soit £ un espace vectoriel. Une partie U C E est dite convexe lorsque pour tout A € [0,1] on
aAx+ (1 — ANy € U pour tous z, y € U.

On peut associer a une semi-norme une distance.



Définition 1.1.7.
Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique localement convexe et complet par
rapport a la métrique provenant des semi-normes.

Remarque 1.1.8.
Tout espace de Banach est un espace de Fréchet. La réciproque n’est pas vraie.

Théoréme 1.1.9. [de Baire|(voir[l])
Soit (E,d) un espace métrique complet et (£2,),en une suite d’ouverts denses de E. Alors
ﬂ ), est dense dans E.

neN

Corollaire 1.1.10.
Soit E un espace métrique complet et (F),)nen une suite de parties fermées de E telle que

U F. =E. Alors | F,, est dense dans E et en particulier il existe n € N tel que F, # 0.
neN neN

Théoréme 1.1.11. [ de 'application ouverte| (voir[l])

Soit F et F' deux espaces de Banach et
T : E — F une application linéaire, continue et surjective. Alors T est ouverte. (voire [4])

Lemme 1.1.12.
Une application T est ouverte si et seulement si I'image de tout voisinage ouvert de 0 est un
voisinage ouvert de 0.

Démonstration.

Supposons que 1" est ouverte. Si V' est un voisinage ouvert de 0, alors T'(V') est un ouvert
contenant 7'(0) = 0, donc un voisinage ouvert de 0.

Inversement, soit {2 un ouvert de F et montrons que 7'(£2) est un ouvert de F'. Pour ce faire,
il suffit de prouver que T'(2) est voisinage de chacun de ses points. Soit € 2, puisque {2 est
un ouvert, donc voisinage de x. Par conséquent :

Ir >0, B(z,r) C Q= B(0,r) CQ—{a} ={y—zly € Q}

Montrons 'inclusion B(0,r) C Q — {z}. Soit z € B(0,r)

Onaze B(0,r) = ||z]| <r = ||[(z+2)—z| <ret z4+z € B(x,r) et puisque B(x,r) C {2,
donc z + 2z € Q. Ainsi il existe y € Q tel que y = z + x. Par suite z =y —z € Q — {x} et par
conséquent B(0,r) C Q — {z}. D’ou Q2 — {x} est un ouvert contenant 0; donc voisinage de
0. Comme 7" est linéaire et par hypothese I'image par T' de tout voisinage ouvert de 0 est un
voisinage ouvert de 0, on a T'(2 — z) = T'(Q2) — {T'(z)} est un voisinage ouvert de 0. Ainsi,
T(Q) =T(Q—x)+T(x) est un voisinage ouvert de T'(x) et puisque T'(x) est quelconque dans
F du fait x l'est dans €2, donc T'(2) est voisinage de chacun de ses points. Par conséquent
T() est un ouvert dans F. O

Passons a la démonstration du théoreme de 'application ouverte

Démonstration. : Puisque E et F' sont espaces normés complets et T est linéaire et continue,
il suffit de montrer que T'(Bg(0g,1)) contient une boule ouverte Br(0p,p) avec p > 0.

Notons d’abord que E = | J Bg(0,n).

neN



On définit pour tout entier naturel n, F, = T'(B(0,n)).
T étant surjective, on a F = | J F),.

neN
En effet, siy € F, 3z € Ely = T(z).
re€E=|z]|<keN
y € T(kBp(0,1)) = kT(B(0,1)) = y € Fj. I étant un espace de Banach, par le corollaire
1.1.10, il existe ng € N tel que F,,, # (. Donc F,,, # ()
F,, = T(n¢Bg(0,1)) = ngT(Bg(0,1)) contient un ouvert non vide U.
Puisque T est linéaire et continue, T'(Bg(0,1)) et T(Bg(0,1)) sont convexes.

1 -

V' est un voisinage de 0, donc il existe € > 0 tel que B(0,e) C T(Bg(0,1)). Ce qui donne

1 €
BF(Oap) C T(BE‘(Oai))v pour p = 5

—U C noT(Bg(0,1)) implique que 'ensemble V' =

1
Il reste a montrer que T(BE(07§)) C T(Bg(0,1)).

1 1
Soit y € T(BE(O>§))- Il existe x; avec ||xq] < 5 tel que || T(x1) —y|| < g
R
Done T(z1) — y € BF(O,g) C T(By(0.3)).
1
De méme, il existe x5 avec ||xs| < 1 tel que ||T(x2) — w1l = | T(w2) + T(z1) — y|| < 27 %p.

(y1 = y—T(z1)) et yo = T(23) +T(x1) —y € Br(0,27%p). On construit ainsi une suite (2, ),>1
telle que :
) o <27

D) T (Y zw) —yll <27"p.
k=1
Posons S, = Zxk Comme E est complet, S,, converge vers un élément x de E et puisque
k=1
T est continue nous obtenons de b) que T'(x) = y.

x € Bg(0,1), y =T(x); donc y € T(Bg(0,1)).

1
Par conséquent, Br(0p,p) C T(BE(O,Q)) C T(Bg(0,1)).
U

1.2 Calcul différentiel sur une variété analytique com-
plexe

Soit k € NU {oo,w}.
Si k # w, on note C*, la classe des fonctions de classe C* et C celle des fonctions réelles
analytiques.

1.2.1 Notion de variété

Définition 1.2.1.

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé M tel que pour
tout x € M il existe un voisinage ouvert U de z, un ouvert €2 de R" et un homéomorphisme
¢ : U — Q. Le couple (U,p) est appelé carte locale de M.

7



Définition 1.2.2.
Un atlas d’une variété topologique M est une famille de cartes locales

U = {(ta,pa),a € I} de M telles que M = | J uq. Si toutes les cartes de U ont la méme
acl
dimension n, on dit que U est un atlas de dimension n.

Définition 1.2.3.

Un atlas U = {(ua,pa),a € I} est dit de classe C* si pour tous o, € I tels que u, Nug # 0
les fonctions de transition ¢, o cpgl s og(ua Nug) — @a(ua Nug) sont des difféomorphismes
de classe C*.

Définition 1.2.4.
On appelle variété réelle de dimension n et de classe C*, la donnée d'un espace topologique
séparé muni d’un atlas de classe C*.

Définition 1.2.5.
On dit qu'une variété différentiable M est orientable si pour toutes cartes (uq,pq) et (ug,pz)
telles que u, Nug # 0 on a det(J (@, © 4,0/}1)) > 0.

Définition 1.2.6.

Soient M et N deux variétés différentielles réelles de classes respectives C? et C* et de
dimensions respectives m et n. Soit o € M et k < min(p,s).

On dit qu'une application continue f : M — N est de classe C* lorsque pour toutes cartes
locales (Uy,pa) en zg sur M et (Vz,103) en f(zo) sur N telles que f(U,) C V3, I'application
foa g0 fowrt t 0a(Us) — 15(Vs) qui envoie I'ouvert ¢, (U, ) de R™ dans 'ouvert 15(Vj3)
de R™ est de classe C* au point o (7o) € @o(U,). L'application f est dite de classe C* sur
M si elle est de classe C* en tout point z de M. On dit que f est un C*-difféomorphisme
lorsque f est bijective et f et f~! sont de classe C*.

Définition 1.2.7.
Soit M une variété différentiable réelle de classe C* et de dimension n, Q@ C M un ouvert et
s € NU{oo,w} tel que 0 < s < k. Une fonction f est de classe C* sur Qsi fop ' : o(uy) — R

est différentiable de classe C* pour toute carte locale (uq,p,). L'ensemble des fonctions de
classe C° sur Q est noté C*(,R).

Définition 1.2.8.
Soit M une variété réelle de dimension n et de classe C* et a € M. Un vecteur tangent v est
un opérateur différentiel de premier ordre qui agit sur les fonctions de la maniere suivante :
pour tout systeme de coordonnées locales (z1,...,z,) on a
(v.f)(a)= > vjaa—f(a); ol les v; sont des réelles.
1<j<n 9%
Dans un systeme de coordonnées locales (x1,...,x,) autour de a sur €2,
on écrit simplement

0
Par conséquent, pour tout a € M, le n-uplet {8—}1<j<n constitue une base de l'espace
T T
tangent a M au point a; noté T, M.



Définition 1.2.9.
Soit M une variété de dimension n et f : M — R une fonction différentielle. On appelle
différentielle de f, opérateur différentiel df (a) qui agit sur 7, M de la maniére suivante :

v= Y Ujﬁixj’ df(a)v = > vj%f(a) = v.f(a). En particulier, si f = z; et v = 9

1<j<n 1<j<n dz;
0 Ox;
alors dxj(a).a—xj = 8—:Ej =1.
0
(dxy,...,dx,) est la base duale de ( ). L’espace dual de T, M est appelé espace co-

a—xl,...,—axn
tangent a M en a et se note 7, M. Les unions disjointes

TM = |J T,M et T*M = | J T/ M

aeM aeM

sont respectivement appelées fibré tangent et fibré cotangent.

Définition 1.2.10.
Une variété complexe M de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collec-

tion (Ua,Pa)acr OU les u, sont des ouverts de M tels que M = U Uy et o @ Uy — C" sont
acl
des homéomorphismes pour lesquels on a :

Pa 095" @s(ua Nug) — ©a(ua Nug) sont des biholomorphismes.

Définition 1.2.11.

Soit M une variété complexe de dimension n et f : Q. C M — C une fonction. On dit que
f est holomorphe si pour toute carte locale (uq,04), f o @.' : @(us) — C est une fonction
holomorphe. On note O(£2) 'ensemble des fonctions holomorphes sur €.

Théoreme 1.2.12. : Principe de prolongement analytique

Soit D un ouvert de C". Si f € O(Q) et s'il existe a € D tel que D”f(a) = 0 pour tout
a € N" alors f(z) = 0 pour tout z € D, ou

est la dérivée d’ordre |a| = a1 +..... + a,,. En particulier, sl existe un ouvert non vide U C D
tel que f(z) = 0 pour tout z € U, alors f =0 sur D.

1.3 Formes différentielles et courants

Soit M une variété différentielle de classe C'™ et €2 € M un ouvert. On appelle forme
différentielle u de degré p, 'application qui a tout x € €2 associe une p-forme multilinéaire
alternée de T,,M. On note APT; M I'ensemble des p-formes multilinéaires alternées sur T, M ;
cest-a-dire u : Q@ C M — APT;M qui a tout x € M associe u(x) € APT,; M.

Localement, on écrit u(z) = > wus(x)dzs, ol les u; sont des fonctions et dans ce cas, on dit

l1|=p
que la forme différentielle est de classe C? si les u; sont des fonctions de classe C®. Si u est a

support compact, on dit que la forme différentielle est a support compact.
Notons C*(2,APT M), T'espace des p-formes différentielles de classe C° et CZ(QAPT>M)
I’'espace des p-formes différentielles de classe C* qui sont a support compact.



1.4 Opérateur de différentiation extérieur

L’opérateur de différentiation extérieure d est un opérateur différentiel

d: C*(QAPTIM) — C*HQAPHITI M) défini localement par : si u(z) = Y us(x)dz; est

[I|=p
une

p-forme différentielle sur X.

dl’[ = dIL‘Z‘l VAN A d[L‘Z‘p

X Ou
du = Z Z —Id:ck A dxz; et vérifie les propriétés suivantes :

|[|=p k=1 OTk

i) d(u Av) =duNv+ (—1)’u A dv (Regle de Leibnitz)

ii) d’u =0 (idempotence).

Définition 1.4.1.

Une forme u est dite fermée si du = 0, et elle est dite exacte s’il existe une forme v, telle
que deg(v) = deg(u) — 1 vérifiant u = dv. On peut alors définir les sous-espaces vectoriels
suivants :

ZP(Q) :i={u e C(Q N T*M) : du = 0},
Iespace des p-formes différentielles de classe C* sur €2 d-fermées.
BP(Q) = {u € C*(Q, AP T*M)3v € CH(Q, NPT T* M) avec dv = u},
I’ensemble des p-formes différentielles de classe C° sur €2 qui sont exactes.

Remarque 1.4.2. Toute forme d- exacte est d-fermée
En effet soit u € B?(Q).
u€ BP(Q) = Jve C(Q,ANTT*M) : dv=u

= d*v = du
=du=0
=u e Z8(Q).
Par conséquent, BP(§2) C ZP(2).
L’espace quotient noté
ZL(9Y)
HP(Q) = =
) BE(2)

est appelé p-ieme groupe de cohomologie de de Rham des formes différentielles de classe C*
définies sur (2.

7 () == {u € C(Q, A T*M)|du = 0}

est ’ensemble des p-formes différentielles de classe C* sur €2 d-fermées et a support compact.

B (Q) :={du ot u € C°(Q, A"~ T*M)}

10



est I'ensemble des p-formes différentielles exactes de classe C* et a support compact.
L’espace quotient
Z8.(8)
H? (Q) == —=F
s,c( ) Bg,c(Q)
est appelé p-ieme groupe de cohomologie de de Rham des p-formes différentielles de classe
C* a support compact sur 2.

Définition 1.4.3. (Pull-back)
Soit £ : X — Y une application C'* entre deux variétés orientées de dimensions respectives

ni, na. Siv(y) = > vr(y)dys est une p-forme différentielle sur Y, le pull-back (tiré-en-arriere)
|=p

F*v est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplacant y par F'(z) dans I’écriture de

v, c¢’est-a-dire

Fro(z) = Z,: vi(F(x))dF;, A ... NdF;,.

|=p
Définition 1.4.4 (Espace de distribution).
Soit V' un ouvert de R". On pose
D(V) :={p:R" — C,p € C(R")|supp(y) C V, compact }

ou supp(p) = {z € R"|p(x) # 0}.
Une suite (¢;),en d’éléments de D(V') converge vers ¢ dans D(V) quand j tend vers 400 si :

i) V j, les supports de ¢; et ¢ sont contenus dans un compact K C V,

ii) (D%p(x));en converge uniformément vers D%p(z) sur K C V,
pour tout multi-indice v € N";

Définition 1.4.5.

Une forme linéaire 7" sur D(V') est dite séquentiellement continue sur D (V') si 'application
T : D(V) — C est continue au sens suivant : pour toute suite (p;)jen; si ¢; — ¢ dans
D(V) quand j tend vers 400, alors la suite des nombres complexes T'(¢;) — T'(p).
Désignons par Dk 'espace des fonctions ¢ : R" — C de classe C* a support dans K.

Définition 1.4.6.
Une distribution 7" sur V' est une forme linéaire sur D(V') séquentiellement continue. De plus,

si T est une distribution réelle, I'application ¢ +— —(T,d£> est une distribution.
x

Par définition, c’est la dérivée de T notée e
x

Exemple 1.4.7.

11



1) Soit © un ouvert de R" et a € R". La fonction définie par :
do D) — C qui a p € D(Q) associe () = p(a) = (da,p)

est une distribution appelée mesure de Dirac.
2) Soit f une fonction localement intégrable ' sur Q2 C R. Alors application T} : D(Q) —
R qui a ¢ € D(Q) associe Ty(p) = / f(z)p(x)dx définit une distribution sur €.
Q

Définition 1.4.8. (courant)
On appelle courant de degré p sur V toute forme linéaire continue sur C°(Q,APTV). On
note DP(Q) 'ensemble des courants de degré p sur . Localement, un courant 7' de degré p

s’écrit T = Z Trdzr, ou les Ty sont des distributions.
[I|=p

Remarque 1.4.9. Les courants de degré 0 sont des distributions.

1.5 Deérivation d’un courant

Soit M une variété différentiable de dimension n, Q C M un ouvert et T € D'P (Q). L’opé-
rateur de différentiation extérieur d défini sur les formes différentielles s’étend aux courants
de la maniére suivante :

Si o € D" P7HQ), alors (dT,p) = (—1)PTH{T,dyp) et vérifie la propriété d* = 0.

Définition 1.5.1.
Un courant 7' € DP(2) est dit d-fermé si dT = 0 et d-exact si T = dS; ou S € DP~1(Q).
Ainsi, on définit les sous espaces vectoriels de DP() suivants :

ZP Q) :={T € DP(Q)|dT = 0},

cour

I’ensemble des courants de degré p définis sur 2 qui sont d-fermés et

BP. (Q):={dS on S e D" )},
celui des courants d-exacts.
Puisque d* = 0, on a aussi BY, () C Z°

cour cour

(©2). Le groupe quotient

Zgour Q
Hfour(Q) = Wrgﬂg

est appelé p™¢ groupe de cohomologie de De Rham pour les courants définis sur €.

1.6 Courant prolongeable

Soit M une variété différentiable de dimension n et de classe C* et soit 2 C M un ouvert.
Un courant T de degré p défini sur €2 est dit prolongeable, si T est la restriction a €2 d’ un

1. Une fonction & valeur complexe sur un ouvert 2 de R™ est dite localement intégrable si sa restriction
a tout compact de €2 est intégrable au sens de Lebesgue.
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courant T défini sur M. Notons DP() : I'espace des courants de degré p définis sur et
prolongeables. On peut définir :

ZP(Q) == {T € D?(Q)|dT = 0},

I’ensemble des courants définis sur {2 prolongeables d-fermés

BP(Q) := {dS ou S € D?71(Q)},
'espace des courants prolongeables définis sur €2 qui sont d-exacts. Puisque d* = 0, on a

BP() C ZP(Q2) et par suite le groupe quotient

H7(Q) = gzgg;

ieme

est appelé p
Q.

Définition 1.6.1.

Soit T D'P(M). On dit que T est nul sur M si (Tp) = 0 pour toute n—p-forme différentielle
¢ a support compact sur M . On appelle support de T noté Supp(T), le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel 7" est nul.

groupe de cohomologie de De Rham des courants prolongeables définis sur

1.7 Structure complexe

Soit M une variété analytique complexe de dimension n. On va montrer que pour tout
z € M, l'espace T, M possede une structure d’espace vectoriel sur C.
Supposons M = C". Comme variété C*°, M s’identifie & R*" par (21,...,2n) ~ (Z1,Y15-+Tn Yn)-
Pour tout z € M, on note T, M D’espace tangent & M en z. Donc T.C" = T.R*" en reprenant
'identification de C"™ avec R**. On veut définir une structure de 7,C".
Explicitons un peu cette construction.

Notons
J T.C" = T.C"

I’application linéaire définie par :

0 0 0 0
o) "o, ) o
One 0 0 0 0
)= ——— et )=
JOJ(@:EJ») o, e JOJ(ayj) 0,
Par conséquent, J? = —idr.cn.

L’endomorphisme J est appelé structure de 7T,C".
Considérons le complexifié T-C™ de T,C", c’est & dire

TEC" .= T,C" ® C := T,C" & iT,C".

On peut étendre Popérateur J de T.C" en un endomorphisme JC sur TZ(C(C" de la maniere
suivante :

JC:TEC™ — TEC™ qui & tout u ® a associe J(u ® a) = J(u) ® «

13



ouu € 1T,C"et a € C.

On a aussi (J)*(u® a) = J*(u) ® a = —u ® a. Puisque u ® o est quelconque dans T-C"
donc (J%)% =

Posons

T;CLO(C” ={veTEC": J%W) = v}

le sous-espace des vecteurs tangents de type (1,0) et
T5.C" = {v e T-C": J(v) = —iv}

celui des vecteurs tangents de type (0,1).
Les espaces
ApTL()M = U APTZL()M et AqToylM = U AquO,lM
zeM zeM

sont respectivement appelés fibrés de p-formes extérieures sur 7 oM et des g-formes exté-
rieures sur 1o M.
Ainsi on pose

APDT,MC .= APT,; oM @ AT, M.

Considérons I'espace cotangent T, C" de T,C". On définit un endomorphisme J* par dualité
sur 17 C" par :

siuw e T*°C" (J u,v) = (u,Jv)

avec v € T,C".
On a aussi
* * o N
JoJ = Zde*(Cn.

En effet,
(J*u)* ) = (Ju,Jv) = (u,J*v) = —{u,v).

Dans la suite, on va imposer a I’endomorphisme J défini sur T;RM d’étre C-linéaire.
Considérons le complexifié

TS C" = T/C" @ C = T/ C" @ iTC".

L’opérateur .J ainsi défini s’étend en un endomorphisme C-linéaire J€ sur T¥ M ®g C comme
suit :
J(u®a) = (Ju) ® «

ol
o= +iog,u € TEM,u® o = ayu + ioou
et
J(u® a) = ayJu + iagJu.
Vérifions que JC o JC = —idrE prgc-

Soit (u® ) € T*,M @ C.
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JEJu® ) = J (o Ju + iagJu)
= J%ayJu) +iJ (o Ju)
= oy J(Ju) + iy JE(Ju)

= o JPu +ianJ u = —aqu — iasu
= —(oqu+imu) = —(u® ).
donc J€ o J© = —idprpyec PUisque (v ® a) est quelconque dans TEM ® C.

On pose
THM = {u € T*M|Ju = iu}

I'espace tangent holomorphe en z de M et
TOM = {u € T*M|Ju = —iu}

I’espace tangent antiholomorphe en z de M.
Les unions
TM = | TM et T%'M := | ) TO'M

zeM zeM
sont respectivement appelées fibré tangent holomorphe et fibré tangent antiholomorphe.
Par dualité, on a

TOM = U THOM et TP M = U T M,
zeM zeM

et sont respectivement appelés fibré cotangent holomorphe et antiholomorphe.
Notations : Pour p,q € N tels que 1 < p,g < n ou n est la dimension de la variété M, notons
respectivement par

APTHOM et AT M
les espaces vectoriels des p-formes alternées sur T*"°M et des ¢g-formes alternées sur 7% M.

Définition 1.7.1.
L’espace
APDTME .= APTy oM @ ATy, M

est appelé fibré des (p,q)-formes extérieures sur le fibré tangent complexifié TM® := U T.MFC.
zeM

1.8 (p,q)-formes différentielles et courants

Définition 1.8.1.
Soit © € M un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p,q) et de classe C*(k €
N U {co}) sur , toute section de classe C* définie sur Q du fibré AP9TME. On note C’{“M)

I'espace des (p,q)-formes différentielles de classe C* sur M.
Dans un systéme de coordonnées locales (z1,...,2,), une (p,q)-forme u s’écrit :

u(z) = Z ur gdzr A dzy ol les uy ; sont des fonctions de classe C*.

[I|=p,|J|=q
I = (i,eip) et J = (J1,00q) » dzr = dzg Ao Ndzy et dz = dz A ... N dZ,.
|1| et |J| sont respectivement le nombre d’éléments de I et J.
La (p,q)-forme est a support compact si les u;; sont a support compact dans un ouvert local
2. On note D;f’q(M ) le sous espace vectoriel de C’{“M)(M ) formé par des (p,q)-formes a support
compact dans M.
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Définition 1.8.2. (Espace des (p,q)-courants)

Soit M une variété analytique complexe de dimension n et {2 un ouvert de M. Soit L un
compact dans Q et k € N. On associe localement une semi-norme P} définie par

PE(y) = su | D%y (2)|

p max
zeL Il=p  |Jl=q |a|+|B|<k

ou P € C’é“pvq)(]\/[), a = (ag,..0n) €EN' ol = a1+ ... +a,, =01+ ...+ 5,) € N" et

18] = B+ ... + Ba,
olel+18]

0210 9500

DY =
Si K est un compact de M, on note

Doy (M) = {9 € Cf, (M) supp(e) C K}

et
Df, (M) = U DEE (M.

(p.q (p,9)
K compact de m

Définition 1.8.3 ((p,q)-courant).
Un courant 7" d’ordre k et de bidimension (p,q) ou de bidegré (n—p,n—q) sur 2 est une forme

linéaire sur Dfp,q)(Q) telle que sa restriction a chaque sous-espace Df;;];)(ﬂ) est continue pour
tout compact K C 2. On notera DEIk;,q)(Q) I'espace des courants d’ordre £ et de bidimension

(p,q)qur louvert Q@ C M et sz,q)(Q) celui des courants d’ordre co et de bidimension (p,q)
sur €.

Localement un courant 7' € DEIk;,q)(Q) s’écrit de maniere unique sous la forme :

T = Z T]ﬁ]dZ]/\ng

[I|=p,|J|=q

ou les 17 ; sont des distributions.

Pour p = ¢ = 0, les courants de bidimension (0,0) sont des distributions.

1.9 Les opérateurs J et 0

Soient M une variété complexe et 0 C M un ouvert. Si f est une fonction de classe C*
sur un voisinage d’un point a € €2, on a localement

=Y o (aas+ > S

j=1

Posons

9. ke 9, 9 19,2,
0z 2°0z; Oy 0% 2°0x;  Oy;”
dz; = dxj +idy; et dz; = dvj — idy;.
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Cette transformation permet d’écrire df, sous la forme ci-dessous

"0
dfa = = f a)dz; +Z (a)dz;.
Jj= 1a J
En effet, on a
0 0 0 0 0 0 1 i
— = 4 T et /= (= - = o ) 15 o - idz).
e, ~ oz, + 7 oy, z(azj 82j)’ dz; Q(dzj +1idz;) et dy; Q(dz] idz;)
1<, 0 0 1& 0
d N (L 2 dz _Z < 7 ]z,
fa Z(azj + azj )f(a)( Z] + dZ] 2; aZ] azj )f(a) (dZ] dZ])
1 & 0f(a) " 8f 1 & 0f(a " df(a
= 223 iz +2Z 82] &
LI n 1 1 0f(a)
2 0z; % zjl Z] @ 242 0z, 2].221 0z; 4

:jz:l 82 Z

n a _ n
En posant 0f, = —f(a)dzj et dfs = a—“f(a)dz_j, on obtient :

j=1 8zj j=1 82]-
df = 0f + 0f.
La décomposition d = 9 + 9 se généralise sur toutes les formes différentielles.

En effet, si

w(z)= Y. wry(z)dz Adz; est une (p,g)-forme différentielle de classe C"!
l=p,|J|=q

dw(z)= Y dw (2) Ndz ANdzy

[|=p,|J|=q

/

= Z (8w17J(Z) ‘l‘éU)[J(Z)) /\dZ[/\dZ]

[1=p,|J|=q
On posera

ow(z) = > Owry(z) Ndz ANdzy
[I|=p,|J|=q

et
ow(z)= > Owry(2) Ndz Ndzy.

[|=p,|J|=q

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants
d : CPIQ,C) — CPTI(QC) et 0 : CPI(Q,C) — CP4THQ,C).

Propriétés 1.9.1.
1) d=0+0.
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2) P =0=000+000=0.

Démonstration.

La propriété a) découle de la définition des opérateurs 0 et 0.
Soit w € C; ,. Puisque dod=d*=0etd=0+0.

On a

0=d*w
=[(0+9) 0 (0+9)](w)
=(000)(w)+ (000 + 000)(w)+ (00 0)(w).

Or (00 0)(w) est de type (p+ 2,q);
(000 +000)(w) est de (p+ 1, + 1)
et (00 0)(w) est de type (p,q + 2).
Par conséquent chacun de ces termes est nul par souci de bidegrés. O

Définition 1.9.2.

Soient M une variété analytique complexe et €2 un ouvert de M.

a) On dit quune forme différentielle w de type (p,q) de classe C* définie sur  est O-fermée
si Ow = 0.

On note

Z;;?q(Q) ={we Cg’q(Q)@w =0}

c’est un sous groupe de ijq(ﬂ).

b) On dit qu'une (p,q) forme différentielle w de classe C* définie sur un ouvert © d’une variété
analytique complexe M est D-exacte s'il existe une (p,g — 1) forme différentielle u de classe
C* telle que Ou = w.

On note

B;’.f,q(Q) ={w € C£7Q(Q)|E|u € C’iq_l avec Ou = w}.

Puisque 9* = 0 donc Bll;?q(Q) C Zg’q(Q).
L’espace vectoriel .
(@)= 22
P,

est appelé le (p,q)-itme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de
classe C* définies sur M.
L’opérateur 9 défini pour les formes différentielles s’étend pour les courants par dualité

0: D, (Q) = D L(Q).

p,q+1

Si T est un (p,q) courant sur M, OT est le (p,g + 1) courant sur M défini par
(0T ) = (—1)PT YT 0y) pour toute forme différentielle  de bidegré (n — pn —q — 1) &
support compact.

Définition 1.9.3.
On dit qu'un courant 7" de bidimension (p,q) et d’ordre k défini sur un ouvert Q de M est
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O-fermé si 0T = 0.
On note

,q),k ._ 'k 3T —
ZEak(Q) = {T € D} (Q)]0T = 0},

cour

I'ensemble des (p,q) courants d’ordre k qui sont O-fermés sur €.

Définition 1.9.4.

On dit qu'un courant 7" de bidimension (p,q) et d’ordre k défini sur un ouvert Q2 de M est
O-exact s'il existe un courant S d’ordre k et de bidimension (p,q — 1) tel que 95 =T.

On note

BZOk(Q) = {05, S € DF ()},

cour

I'espace des courants de bidimension (p,q) et d’ordre k qui sont d-exacts sur €.

Puisque 9% = 0 donc BED*(Q) ¢ Z®:2#(Q). Lespace vectoriel

cour cour

H(p,q),k(Q) — Zc(g{;]r),k(Q)

Co(0)
est appelé le (p,q)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants définis sur €.

Théoréme 1.9.5. (voir[3])

Soit M une variété différentiable, de dimension n, 2 C M un domaine et 7" un courant
prolongeable défini sur €2. Si Q = Q alors DP(Q) = [D"P(Q)]" dual topologique.
Ce qui signifie que si Q = Q alors les courants prolongeables de degré p sur M sont égaux au
dual topologique des (n — p)-formes différentielles de classe C*° sur M & support sur €.
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Chapitre 2

Résolution de I’équation du =T

Définition 2.0.1.
Un complexe de groupes abéliens (K°,d) est une suite

0 1 2 q
KOS gy g2 40 g3 5 ka4 gatl

ou les K? sont des groupes abéliens et les d? des homomorphismes de groupes tels que
Ao d1 = 0.
Par convention on pose

dil - {OK}

Ainsi, on a
kerd! = {k € K9d'(k) = 0} et Imd? = {k € K7 '3k' € K7 avec d*"'(k) = k'}.

On a Imd?! C ker d“.

En effet soit k € Imd?!.

kelmd ™ =3k e K97 i k=d (k') = di(k) = d(d" (k') = 0.

Donc d¥(k) = 0; d’ott k € ker d?. Par conséquent, Imd? " C ker d? puisque k est quelconque
dans Imd?'. Le groupe quotient

. ker d?
HY(K?) = Imda—1

est appelé ¢ groupe de cohomologie associé au complexe de groupe abélien K°.

Définition 2.0.2.
Un morphisme ¢ du complexe (K*,d) dans le complexe (L*,0) est une suite (¢?),eny d’homo-
morphismes de groupes ¢? : K7 — L7 satisfaisant les relations de commutation suivantes :

@™ o dl =60
¢l(ker d?) C ker 6% et p?(Imd?") C Imd* .
Remarque 2.0.3.

Le morphisme ¢ induit en cohomologie une application ¢ : H(K®) — H(L®) définie par
01 HY(K®) — HY(L*); ¢1(k + Imd?™") = (k) + Imd?™ " ou k € ker d”.
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Définition 2.0.4.
Une suite courte de complexe de groupes 0 — K* % L
injective, ¢ est surjective et I'mp = keri.

* % M* — 0 est dite exacte si @ est

Lemme 2.0.5. (voir[(])

Soit 0 — K* & L* % M*® — 0 une suite exacte courte de complexes de groupes abéliens.
Il existe alors un homomorphisme de connexion

vl HI(M®) — HqH(K')
tel que la suite longue de cohomologie
-0 -0 =1 71
0= HYK*) 5 HOLYY S HOM®) S HY(K®) &5 HY(L*) S HY(M®) *5 HA(K®) — ...
soit exacte.

Démonstration. Commencons par construire ’lhomomorphisme de connexion v.
Considérons le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont exactes :

0 0
da—1 §9-1 ~a—1

0 Ke—*2 e Y. ppa 0
d? 564 'yq

0 ——= Kat! L Latl vt Mat1 0
da+1 sa+1 ~atl

0 —> Kat2 L [a+2 por? Ma+2 0

0 : : : 0

Si m € kery? représente 'élément [m] de HY(M?®), alors v4([m]) = [k] € HIT(K®) est la
classe de cohomologie obtenue par la construction suivante :

leni—" e Mo

ok

ke Katl ﬂ)(;ql c [at1 ﬂ)() c Matl

L’élément [ est choisi tel que (1) = m, ce qui est possible, car ¥? est surjective. Comme
YTT(§9) = ~9(m) = 0, alors il existe un unique élément k € K* tel que (k) = 04 a
cause de I'exactitude de la ligne ¢ + 1. L’élément & est en fait contenu dans kerd?**.

En effet, o?™(d""'k) = 67T (o1 k) = §971(§%) = 0. Donc p?"?(d*'k) = 0, par conséquent
d'k =0, car 97 est injective. Donc k € kerd?™!.

L’application v? sera bien définie si 'on prouve que la classe de cohomologie [k] ne dépend
que de [m] et non du représentant m choisi. Soit m’ un autre représentant de m modulo
Im~?!. Donc [m] = [m/]; c’est-a-dire = m +~y7 'y ot p € M.

Supposons v?([m’]) = k.
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On veut montrer que [k] = [K”], c’est-a-dire k" — k € Imd?. Gréace & la surjectivité de ¢4,
il existe A € L9 tel que 971 (\) = p.

Soit I' € L tel que wq(l/) = (1 + 6771 \). Puisque la ligne ¢ est exacte, on a

' =1+ 07\ + (k). En appliquant 67 & I’ et en utilisant le fait que 67((671)(\)) = 0 et
en utilisant 'injectivité de ¢!, on obtient k' =k + d ala méme classe de cohomologie
que k.

Montrons I'exactitude de la suite longue de cohomologie.

Prouvons tout d’abord que ker v? = Ima)?.

Soit [m] € Ima)?.

[m] € Ima)?, on peut choisir m tel que m = ¥9(1) avec 67 = 0,il résulte de la définition de
v? que v([m]) = 0. Donc [m] € ker v?. Par suite Imi)? C ker v?.

Réciproquement soit [m] € ker v?.

[m] € ker v? = v9([m]) = [k] = 0. Cela signifie que k = d%k .

Donc 64 = "1 (k) = ST (dUK)) = 69(¢%(k)). comme m = () alors | — @I(k) €
ker 6(k') et m = ¢9(l — @?(k)). Donc [m] € Ima)?. 1l suit alors que kerv? C Ima)?.
Montrons maintenant que Imv? = ker g4+,

Soit [m] un élément de ker 3?1, [m] € ker 37T = 7" (k) € Imé?, il existe donc I tel que
eI (k) = §%(1). Comme m = ¥*(1), on a [k] = v4([m]) par définition de v?. Donc [k] € Imuv.
D’ou ker 7! C I'mv?. D’autre part, on a Imv? C ker ¢! par définition de v?. Ainsi, on a
ker g7 = I'mw?. O

Proposition 2.0.1. (voir [2])

Soit M une variété différentiable de dimension n. Alors on a

1. H*(M) = H?(M) = 0 pour p < 0 et p > n.
2. Si M est une variété connexe, Pespace H°(M) est isomorphe a R.

3. Si M est une variété connexe non compacte on a H’(M) = 0.
Démonstration.
1. Ona ZP(M) = Z?(M) = 0 pour p < 0 et p > n. Donc H?(M) = H?(M) = 0.
2. Si M est une variété connexe, on a B°(M) = 0 et lorsque M est connexe, une fonction

f a une différentielle nulle si et seulement si elle est constante. Par conséquent, H°(M)
est isomorphe a I'espace des fonctions constantes sur M.

3. Si M est une variété connexe non compacte, une fonction constante non nulle n’a pas
un support compact, par conséquent Z°(M) = 0.

O

Considérons maintenant que M = R",
Q= B(0,1) = {x = (21,...,x,) € R : zn:x? < 1}
j=1
Le bord b€2 de €2 est la sphere
St = {:p = (21,...,x,) € R": Zn::p? = 1}
j=1
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Théoréme 2.0.6. (voir[2])

HP(S")=0pourp#0etp#n

H°(S%) =R

H°(S™ ') = H"(S™) = R pour n > 1.

La preuve repose essentiellement sur les groupes de cohomologie relatives de De Rahm.

Théoréme 2.0.7. On a H?(R") = 0 pour p # n et H'(R") = R.

Démonstration.

On a HP(R") = 0 pour p < 0 et p > n et H'(R") = 0 d’aprés la proposition 2.0.1. Soit
maintenant N le point (0,...,0,1) de S, n > 1.

L’ouvert U = S™ — N est homéomorphe a R". On déduit alors de la suite exacte

HPY(S™) — HP"Y(N) — HP(U) % HP(S™) — HP(N) que 'homéomorphisme

X : HP(U) — HP(S™) est un isomorphisme pour p > 1. O

Pour plus de détails dans les preuves des propositions et théoréemes ci-dessus voir [2] pages
181 et 183.

Théoréme 2.0.8. [ Généralisation du lemme de Poincard]

Soit U une variété différentiable telle qu’il existe une fonction différentiable ¥ : U x I, — U,
ou I. = [—&,1 + €] de telle sorte que V(e,1) = idy et ¥(u,0) = uy pour tout u € U, ug € U
quelconque. Alors H?(U,d) = 0 pour tout p > 0.

Pour faire la preuve de ce théoreme nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.0.9. Soit M une variété différentiable. Alors pour tout & € N*, considérons la
suite suivante :

C> (MAF1(M)) —% O (M A*(M))

] |

C (MAR(M)) ~ O (M.AR+ (M)

S'il existe des fonctions linéaires h; définies comme ci-dessus de telle sorte que hyod+dohy_;
est lidentité sur C>°(M,A*(M)). Alors H*(M,d) = 0; c’est-a-dire toute forme d-fermée est d-
exacte.

Démonstration. ( du lemme 2.0.9)

Soit w € C°°(M,A*(M)) une k-forme fermée.

Alors w = (kyod + do hy_1)(w) = hg(dw) + d(hx_1w) = d(hy,w). Donc w est une forme
exacte. U

Passons maintenant a la démonstration du théoreme.

Démonstration. ( du théoreme 2.0.8)
Nous allons construire h;_; et h;, comme dans le lemme.
Soient donc w = gdx;, A ... Ad;, € C(U,A*(U)) et y € U. Alors on définit hy,_, par :

hi—1(w)(y) = (/01 @—i)“ (y,t).go \If(y,t)dt> 1,
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k
ou p = Z(—l)j“xild:pil Ao Ndxy N Ndxy et dp = kdxg, AN dxg,

Calculons maintenant chaque terme de la somme de I’hypothese du lemme :

(dohe)w)(y) = d (/01 (%)M (y,t).g 0 \If(y,t)dt) u

_ ]znjo a% (/01 (%’)kl (y.d)-g 0 \If(y,t)dt) de; A

+»<Al<%§>k1(y¢)goﬂﬂy¢ﬁﬁ)du

::ﬁi(E(%iyﬁ%%wé%go@@@ﬁ)quu
n (/01 (%)k (y,t).g—i(@(y,t))dt) da; A
+»<Al(%%)hJ(yJ)goﬂKyiﬁﬁ)du
. (/01 (%’)k (1), ggi (W(y, t))dt) da; A dy
+k (/01 (%’)k (y,t).g 0 \If(y,t)dt) dg, A ... Ada,.

D’autre part, on a

(hj o d)(w)(y)
= (zn: g dx] ANdz;, A ... A\ dxzk)

= zn: (/0 (8_\1/) (y,t).g o @(y,t)dt) (xjdx;, A ... Ndry — dx; A dp)

J=1

Ainsi, on a
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(d o hy—1 + hy o d) (w)(y)
. (/01 <8a_\;/> (y,t).go \Il(y,t)dt)) dx;, N ... N\dwx;,

5 (/01 g_i) (y,t).%(\ll(x,t))dt) dx;, A ... Ndx;,

J

Puisque les hy_q et hy sont définis pour k& > 0, par le lemme, on a Hk(U,d) = 0 pour tout
k> 0. 0

Corollaire 2.0.10. [lemme de Poincaré]

Soit B(0,r) une boule dans R™. Alors H*(B(0,r),d) = 0 pour k > 0.
Théoréme 2.0.11. H?(B(0,r)) =0 pour 2< p <n — 1.

Pour établir la preuve de ce résultat, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.0.12. D?(B(0,r)) Nkerd = dD™ *(B(0,r)) pour 1 <p <n —1.

Démonstration. (du lemme)

On utilise les résultats suivants pour faire la preuve du lemme :
H?(B(0,r)) =0 pour p >0

HP(S")=0pourp#0Oet p#mn

HP(R") =0 pour p # n et H(R") =R.

La situation intéressante pour notre probleme est quand n > 2.
On considere la suite courte suivante :

0 — A*(R") — A*(R™\B(o,r)) @ A*(B(o,r)) — A*(S™') = 0 ot1 @ = 0,1,...,n.
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On peut écrire en extension :

0 —— AO(R™) — AO(R™ \ B(0,r))@®A°(B(o;r)) — A%(S"1) —=0

ld | |

0 —= AYR? — AY(R"\ B(o,r)) @ A (Blor)) —= AN (S"1) —=0

! !

0 — A"(R") — A"(R" \ B(o,r)) @ A"(B(oyr)) —— 0

Sur le plan cohomologique, la suite courte précédente nous donne la suite longue suivante :
H°(R™) — H°(R™\ B(o,r)) ® H(B(o,r)) — H°(S"™ ) —

HY(R™) — H'(R™\ B(o,r)) ® H (B(o,r)) — H'(S"™) — ...

— H" YR") — H" YR\ B(o,r)) ® H" ' (B(o,r)) — H" *(S"1)

— H"(R") — H"(R" \ B(o,r)) ® H"(B(o,r)) — 0.

En tenant compte du fait que H?(B(o,r)) = 0 pour p > 1 et H?(S™) = 0 pour p # 0 et p # n,
on obtient :

H’(R™\ B(o,r)) =0 pour 1 <j <n-—1.

H" Y (R"\ B(o,r)) =R et H"(R™\ B(o,r)) = 0.

Soit f € DP(B(o,r)) Nkerd, [f] € H?(R") = 0 pour p # 0 et pour 1 < p < n — 1. Il existe
une (p — 1)-forme différentielle g de classe C* sur R" telle que dg = f et dg‘Rn\m =0. Si

p =1, alors g est une constante a support compact sur R" \ B(o,r). IL en résulte que g =0
sur R™\ B(o,r); c’est-a-dire g € D(B(o,r)) avec dg = f.

Sil<p<n—-1=0<p<n—2onaH '(R"\ B(o,r)) = H" *(R"\ B(o,r)) = 0. D’apres
la proposition, il existe donc une (p — 2)-forme différentielle h de classe C* sur R" \ B(0,r)
telle que dh = g sur R™ \ B(0,r). Soit h une extension C* de h & R"u = g — dh est une
(p — 1)-forme différentiable de classe C*° sur R"™ a support sur B(0,r) et du = f. O

Etablissons maintenant la preuve du théoréme.

Démonstrgtion.
Soit T € Dg.(B(0,r)) Nkerd 2 <p <n— 1.

Posons Ly : dD"P(B(0,r)) — C l'application qui a tout dy associe (T,p).

Ly est bien définie, car dDP~*(B(0,r)) = DP(B(0,r)) Nkerd. Si ¢ et ¢ sont deux (n — p)-
formes différentielles telles que dy = dy', alors il existe 6 € D" P~Y(B(0,r)) telle que :

0= et limj — +oo(T,db;) = 0= (T,) = (T)p'); olt (6;);en est une suite d’éléments de
D" P~(B(0,r)) qui converge uniformément vers 6.

Lt est une application linéaire car d : D" P(B(0,r)) — dD"P(B(0,r)) est une application
linéaire continue et surjective entre deux espaces de Fréchet.

Pour voir que Ly est continue, il suffit de montrer que 'image réciproque d’un ouvert U de

26



C par Ly est un ouvert.

En effet, on a Ly od =T d’ott Ly '(U) = d o T~}(U). Par conséquent, on peut étendre Ly
en un opérateur linéaire continu Ly : D" PT(B(0,r)) — C, c¢’est un courant prolongeable et
dLy = (=1)"PT et (dLp,p) = (=1)"P(Lp,dp) = (=1)"P(T,p). D’ott S = (—1)"PLyp est
un courant prolongeable solution de I'équation du = T. O
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Chapitre 3

Résolution du 99 pour les courants
prolongeables.

Définition 3.0.1.
Une fonction p de classe C™° sur un ouvert 2 C M est dite g-convexe, 1 < g < n, si sa forme
de Levis

L,(20)(e,¢) = znj ﬂ(z ),
A0 ’ k=1 aZjazk 0755k

pour e € T, b2 possede au moins g-valeurs propres strictement positives; p est dite g-concave
si —p est g-convexe.

Définition 3.0.2.
Un domaine D C M est dit a bord strictement g-convexe, respectivement g-concave, si :

i) bD rencontre toutes les composantes connexes de M.

ii) il existe un voisinage U de bD, une fonction p : U — R (g+ 1)-convexe, respectivement
(q + 1)-concave, tels que
DNU ={zeUlp(z) <0}.

Définition 3.0.3.

Soit M une variété analytique complexe de dimension n et 2 CC M un domaine relativement
compact de M. € est compléetement strictement g-convexe, 0 < ¢ < n — 1, ¢’il existe une
fonction (g+1)-convexe ¢ définie dans un voisinage Ug de Q telle que Q = {z € Ug|p(z) < 0}.
S’il existe une fonction ¢ (g 4 1)-convexe dans un voisinage Uyg du bord de €2, telle que

QN Uy = {Z S UbQ|(,0(Z) < 0},
on dit alors que € est strictement g-convexe.

Proposition 3.0.1. (voir[5])
Soit M une variété analytique complexe de dimension n et @ CC M un domaine complete-

ment strictement (g + 1)-convexe, 0 < ¢ < n — 2, a bord C™ lisse. Alors si f € DP"(£2) est
O-fermée (0 < g < n), il existe g € DP"1(Q) telle que dg = f sur M pour 1 <r < g+ 1

Théoréme 3.0.4. (voir[5])

Soient M une variété analytique complexe de dimension n, 2 CC M un domaine compléte-
ment g-convexe a bord C*, lisse 0 < g < n — 1. Alors si T" est un courant de bidegré (0,r),
prolongeable, d-fermé sur €, il existe un courant de bidegré (0,7 — 1), prolongeable S sur €
telqueészurQsi1§n—q§r§n.
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Démonstration. Considérons 'application

Ly : 0D "(Q) = C
9o = (Typ)

Siy) = dyp et ' = J¢' sont telles que dp = Jy', on a I —¢') = 0, et par conséquent, @ — ¢’
est une (n,n — r)-forme différentielle 0 — fermée & support compact dans Q. Pourn—r > 1,
0 — ¢ =00, 0 € D" 1Q)(cf. Corollaire 3.0.20 ).

Puisque D™"""1(Q) est dense dans D™""1(Q), il existe une suite (6;);exy € D™ HQ)
telle que : 59j — 00 dans D"’"”"(Q). Alors puis que T est une forme linéaire continue sur
D"™"7"(Q) et 9T = 0 sur €,

(T,00) = jETm<T’aej> =0
Donc (T,p) = (T,¢'). Ainsi Ly (0p) = Lp(0¢').
Pour n =r,si 0(p — ¢') =0, ¢ — ¢’ est une n-forme holomorphe & support compact dans €.
D’ apres le principe de prolongement analytique, ¢ — ¢ ne peut étre que nulle. Donc ¢ = ¢
et Lp(0p) = Lp(d¢'). Ly est bien définie et est linéaire.
Montrons maintenant que Ly est continue. Pour cela, il suffit de montrer que I'image réci-
proque par Ly de tout ouvert de C est un ouvert de 5D”’”_T(Q). Par définition de Ly, on a
Ly o0 = T. Par ailleurs, T' est continu et 0 : D™""(Q) — dD™""(Q) est une application
linéaire continue surjective entre deux espaces de Fréchet donc ouverte. En effet d’apres le
corollaire 3.0.20,

AD™ " (Q) = {f € D" TY(Q)] /M fAg=0NgeZ"H (M)},

ce qui implique que 9D™""(Q) € D™""T(Q) est fermé ; ¢’est donc un espace de Fréchet. Par
conséquent si U est un ouvert de C, L' (U) = 9(T~H(U)) est un ouvert de dD™" (). On
peut donc étendre Ly en une application Ly : D"’"’T(Q) — C qui est linéaire et continue. Ly
appartient au dual topologique de D”’”_’"H(Q) et peut étre identifié a un courant prolongeable

défini sur €.
(_1)7’(5ET’§0> = <I~’T7590> = <T>90>7 VQD S Dn?n_T—H(Q)'
Donc T' = d((—1)"Ly). (=1)" Ly est solution de S = T et est un courant prolongeable. [

En tenant compte du théoréme 3.0.21 et des résultats classiques de résolution du d pour
les courants prolongeables , on a le théoreme suivant :

Théoreme 3.0.5.

Soit T un (p,q)-courant prolongeable défini sur la boule euclidienne

B(0,r) € C". Supposons que dI'=0;1 <p<netl<g<n.llexiste alorsun (p— 1, —1)-
courant S défini sur B(0,r), prolongeable tel que 90S = T

pour 2 <p+q <2n—1.

Démonstration.

Soit T un (p,q)-courant, 1 < p < n et 1 < q < n, d-fermé défini sur B(0,r) et prolongeable
avec 2 <p+qg<2n-—1.

Puisque d’aprés le théoreme 2.0.15 HPT9(B(0,r)) = 0, il existe donc un (p 4+ ¢ — 1)-courant
prolongeable h défini su B(0,r) tel que dh =T

Comme h est un (p + g — 1)-courant, il se décompose en un (p — 1,q)-courant h; et en un
(p,q — 1)-courant hy. Ainsi on a dh = d(hy + hy) = dhy +dhy =T.
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Puisque d = 8—1—5, on a pour des raisons de bidegré 0hs = 0 et Ohy = 0, hy = Ouy et hy = dugy
avec uy et up des courants prolongeables définis sur B(0,r).

On a T = dhy + dhy = (0 + d)hy + (0 + 0)hy = Ohy + Ohy + Ohy + Ohy = Ohy + Ohy puisque
Ohy = 0 et Ohy = 0. Donc T = Ohy + Ohs. En remplacant hy et hy par Ouy et duy, on
obtient T' = 9du; + 00uy = Ou; — Aduy = 85(u1 — ug). En posant S = u; — uy qui est un
(p — 1,¢ — 1)-courant prolongeable défini sur B(0,r), on obtient T = 905. O
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Conclusion

Ce travail de mémoire de master porte sur un article de Mamadou Eramane BODIAN, Dian
DIALLO et Marie Salomon SAMBOU intitulé "résolution du 99 pour les courants prolon-
geables définis sur la boule euclidienne de C"."

Soit T un (p,q)-courant prolongeable défini sur la boule euclidienne B(0,r) C C".
Supposons que dT'=0; 1 <p <net 1 <q<mn;il existe alors un (p — 1, — 1)-courant S
défini sur B(0,r), prolongeable tel que 99S = T pour 2 < p+q < 2n — 1.

On note DP(Q) et DP(Q) les espaces respectifs des (p,q)-courants définis sur Q et des
(p,q)-courants définis sur ) et prolongeables.

Dans leur article, ils cherchent a trouver un courant prolongeable S vérifiant 1’équation
90S =T.

La résolution du 90 peut s’appliquer aux formes différenticlles ayant une valeur au bord au
sens des courants. En effet, d’apres [1], toute forme différentielle ayant une valeur au bord
au sens des courants est un courant prolongeable.
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