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Présenté par : Christophe Lopez NANGO

Sous la direction de : Dr Thomas GUEDENON

Devant le jury ci-après :

Prénom(s) et Nom Grade Qualité Établissement
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1.2.9 Opposée et Co-opposée d’une algèbre de Hopf . . . . . . . . . . . . . 22
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RÉSUMÉ

Soient H une algèbre de Hopf projective d’antipode bijective SH sur un anneau commutatif
K et A une algèbre de H−comodule à droite.
Notre mémoire porte sur l’extension du résultat de H.J. Schneider sur les anneaux d’en-
domorphisme des modules de Hopf relatifs [9, Théorème 3.2] au cas des algèbres de Hopf
projectives d’antipode bijective et la connexion entre cette extension et plusieurs théorèmes
de dualité d’algèbres de Hopf.
Ce qui a été mis au point ici est que le théorème de H.J. Schneider peut être pratiquement
trouvé dans tous les théorèmes de dualité d’algèbres de Hopf.
Il a été montré dans [4] que deux résultats de Ulbrich (qui se combinent pour donner les
théorèmes de dualité pour les algèbres de Hopf de dimension finie), sont des cas particuliers du
théorème de H.J. Schneider. Dans cette étude, une nouvelle version du théorème de Schneider
pour une algèbre de Hopf de dimension infinie a été donnée.
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INTRODUCTION

Soient K anneau commutatif et H une algèbre de Hopf projective (comme K−module)
d’antipode SH sur K.
Nous présentons dans ce mémoire de Master un résultat de C. Menini et S. Raianu sur les
modules de Hopf relatifs paru dans J. Algebra 219, 547-570 (1999). Ce résultat est une
extension du théorème de H.J. Schneider sur les anneaux d’endomorphismes de modules de
Hopf relatifs aux algèbres de Hopf projectives d’antipode bijective. De ce résultat découlent
plusieurs théorèmes de dualité sur les algèbres de Hopf.

Nous utilisons partout la notation de Sweedler-Heyneman avec sommation et parenthèses
omises. Toutes les applications sont supposées K−linéaires et la notation ⊗ signifie ⊗K .

Notre étude est composée de trois parties.
Nous rappelons dans la première partie les notions de base de coalgèbre, d’algèbre de Hopf
et d’algèbre de H−module. Nous avons introduit dans cette partie la notion du produit
semi-direct (smash product) et celle des catégories de A#H−modules et de (A,H)−modules,
où A est une algèbre de H−module. Nous parlons dans notre deuxième partie de como-
dule, de module de Hopf et de module de Hopf relatif. Dans cette partie nous donnons le
théorème fondamental des modules de Hopf (Théorème 2.2.2). Nous évoquons aussi dans cette
deuxième partie la catégorie des modules de Hopf relatifs et un résultat sur les bimodules
de Hopf (Lemme 2.3.3), qui nous est très utile dans la troisième partie. La troisième partie
est la section principale de ce travail de mémoire. Dans cette partie, nous étudions d’abord
quelques résultats sur les morphismes de modules de Hopf relatifs, sur le produit semi-
direct généralisé et nous introduisons le grand produit semi-direct. Ces résultats sont utilisés
dans l’étude de l’extension complète du théorème de Schneider. Cette extension est la suivante ;

Théorème 3.2.1 [7, Théorème 2.1].
Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective S ; A une algèbre de H−comodule à droite.
Soient M ∈MH

A et N ∈MA. Alors ;
i) HomK(H,HomA(M,N)) ' HomH

A (M ⊗H,N ⊗H) ; isomorphisme de H∗−modules
à droite.

ii) L’isomorphisme de i) induit un morphisme d’algèbres injectif

#(H,ENDA(M)) ↪→ EndHA (M ⊗H).

De ce théorème est tiré une nouvelle dualité : Corollaire 3.2.1, impliquant les anneaux
d’endomorphismes des modules de Hopf relatifs et le produit semi-direct.

Corollaire 3.2.1 [7, Corollaire 2.1].
Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective S, A une algèbre de H−comodule à droite.
Soient M ∈MH

A , où M est un A−module de type fini.
i) Alors on a les isomorphismes d’algèbres

#(H,EndA(M)) ' EndHA (M ⊗H)

et
#(H,EndA(M))#H ' ENDA(M ⊗H).

ii) Si de plus M ∈ HMH
A , on a l’isomorphisme d’algèbres

#(H,EndA(M)#H) ' EndHA (M ⊗H).
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Une autre application de ce résultat est le Corollaire 3.2.2, décrivant le cas où on a une
extension H−galoisienne.

Corollaire 3.2.2 [7, Corollaire 2.2].
Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective, A une algèbre de H−comodule à droite et
B = AcoH telle que A/B soit une extension H−galoisienne. Soient M ∈ HMH

A et N ∈MA.
i) On a

HomK(H,HomA(M,N)) ' HomB(M,N),

f 7−→ [m 7−→ f(m1)(m0)],

isomorphisme de H∗−modules à droite. Les actions de H∗ sur HomK(H,HomA(M,N))
et sur HomB(M,N) sont respectivement données par

(f.h∗)(h) = h∗(h2)f(h1) et (f.h∗)(m) = h∗(m1)f(m0).

ii) L’isomorphisme dans i) induit un morphisme d’algèbres injectif

#(H,ENDA(M)) ↪→ EndB(M).

iii) On a un isomorphisme d’algèbres

#(H,A) ' EndB(A).
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Chapitre 1

COALGÈBRE, ALGÈBRE DE HOPF
ET ALGÈBRE DE H-MODULE

1.1 COALGÈBRE

1.1.1 Algèbre

Définition 1.1.1 Soit A un ensemble. On dit que A est une K−algèbre (associative unitaire)
s’il existe :

• deux lois internes :
′′+′′ : A× A −→ A

(a; a′) 7−→ a+ a′, ∀a, a′ ∈ A et
′′×′′ : A× A −→ A

(a; a′) 7−→ a× a′ = aa′

• et une loi externe :
′′.′′ : K× A −→ A

(λ; a) 7−→ λ.a = λa, ∀a ∈ A et λ ∈ K
telles que :

i) (A,+, .) est un K−module,

ii) (A,+,×) est un anneau,

iii) λ(ab) = (λa)b = a(λb), ∀a, b ∈ A, λ ∈ K.

On a la définition équivalente suivante qui nous permettra de comprendre la définition d’une
coalgèbre.

Définition 1.1.2 Soit A un K−module. On considère A⊗K A = A⊗ A le produit tensoriel
sur K.
Une K−algèbre associative unitaire A est un triplet du type (A,mA, µA) où A est un

K−module et
mA : A⊗ A −→ A et µA : K −→ A

a⊗ a′ 7−→ aa′,∀a, a′ ∈ A λ 7−→ λ1A,∀λ ∈ K sont des ap-

plications K−linéaires telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A⊗ A⊗ A

mA⊗idA

��

idA⊗mA // A⊗ A

mA

��

A⊗ A

mA

��

K⊗ A

µA⊗idA
99

idA %%

A⊗K

idA⊗µA
ee

idAyy
A⊗ A mA

// A A

c’est-à-dire,
• mA ◦ (mA ⊗ idA) = mA ◦ (idA ⊗mA) : c’est l’associativité
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• et mA ◦ (idA ⊗ µA) = idA = mA ◦ (µA ⊗ idA).
L’application mA est appelée le produit ou la multiplication, l’application µA est l’application
unité et µA(1K) est l’élément unité de A.

1.1.2 Coalgèbre

Une coalgèbre est la notion duale d’algèbre. On la définit en renversant les flèches dans la
définition d’algèbre.

Définition 1.1.3 Une co-algèbre (ou coalgèbre) C est un triplet (C,∆C , εC) ; où C est un
K−module, ∆C : C −→ C ⊗ C et εC : C −→ K sont des applications K−linéaires telles que
les diagrammes suivants soient commutatifs :

C ⊗ C ⊗ C C ⊗ CidC⊗∆Coo C ⊗ C
εC⊗idC

yy

idC⊗εC

%%
K⊗ C C ⊗K;

C ⊗ C

∆C⊗idC

OO

C
∆C

oo

∆C

OO

C
idC

ee ∆C

OO

idC

99

ce qui se traduit par :
• (∆C ⊗ idC) ◦∆C = (idC ⊗∆C) ◦∆C , c’est la co-associativité.
• (idC ⊗ εC) ◦∆C = (εC ⊗ idC) ◦∆C , c’est la co-unité.

L’application ∆C est appelée la co-multiplication ou le co-produit de C et
l’application εC est appelée la co-unité de C.

1.1.3 Notation de Sweedler-Heyneman

Soit C = (C,∆C , εC) une coalgèbre.
Un élément de C⊗C est de la forme

∑n
i=1 ci⊗di. Pour uniformité d’écriture et par convention,

on utilise la notation de Sweedler-Heyneman : Soit c ∈ C, on note

∆C(c) =
∑

c(1) ⊗ c(2) =
∑

c1 ⊗ c2 = c(1) ⊗ c(2) = c1 ⊗ c2.

Les notations de Sweedler-Heyneman (ou Sweedler) sont très utiles pour faire les calculs dans
les coalgèbres.
Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation ∆C(c) = c1 ⊗ c2.
Avec cette notation, l’axiome de la co-associativité se traduit par :

∆C(c1)⊗ c2 = c1 ⊗∆C(c2);

c’est-à-dire,
c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22 = c1 ⊗ c2 ⊗ c3, ∀c ∈ C.

L’axiome de la co-unité se traduit par :

εC(c1)c2 = c = c1εC(c2), ∀c ∈ C.

Ainsi pour montrer qu’un K−module C est une K−coalgèbre il suffit de montrer qu’il
existe deux applications ∆C : C −→ C ⊗ C et εC : C −→ K telles que : ∀c ∈ C, avec
∆C(c) = c1 ⊗ c2, on a :

c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22

et
εC(c1)c2 = c = c1εC(c2).
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1.1.4 Opposée d’une algèbre et Co-opposée d’une coalgèbre

Définition 1.1.4 Soient M et N deux K−modules. L’application
τ
M⊗N

: M ⊗N −→ N ⊗M
m⊗ n 7−→ n⊗m, m ∈M,n ∈ N,

s’appelle application d’échange ou twist map.
• Soit A une K−algèbre. L’algèbre opposée de A se note Aop, elle est égale à A comme
K−module et
mAop : Aop ⊗ Aop −→ Aop

ao ⊗ bo 7−→ aobo = (ba)o, avec ao, bo ∈ Aop.

On a : mAop = mA ◦ τA⊗A
. Ainsi,

mAop(ao ⊗ bo) = (mA ◦ τA⊗A
)(a⊗ b) = mA(b⊗ a) = ba.

• Soit C une K−coalgèbre. Sa co-opposée notée Ccop est le K−module C muni du
coproduit

∆Ccop : Ccop −→ Ccop ⊗ Ccop,

et de la counité ε
Ccop = εC . On a ∆Ccop = τ

C⊗C
◦∆C .

En d’autres termes, on a :

∆Ccop(c) = τ
C⊗C
◦∆C(c) = τ

C⊗C
(c1 ⊗ c2) = c2 ⊗ c1, ∀c ∈ C.

Munie de ce co-produit, Ccop est une K−coalgèbre.

Remarque 1.1.1 : On dit qu’une coalgèbre C=(C,∆C , εC) est cocommutative lorsque
∆C = ∆Ccop . C’est-à-dire :

∆C(c) = c1 ⊗ c2 = c2 ⊗ c1 = ∆Ccop(c), ∀c ∈ C.

1.1.5 Sous-coalgèbre

Définition 1.1.5 Soit C une K−coalgèbre. Un sous−K−module D de C est une sous-
coalgèbre de C si ∆C(D) ⊆ D ⊗D.
Ainsi (D,∆C/D

, εC/D
) est aussi une K−coalgèbre.

1.1.6 Co-idéal

Définition 1.1.6 Soient C une coalgèbre sur K et I un sous−K−module de C.On dit que I
est un

• co-idéal à gauche de C si ∆C(I) ⊆ C ⊗ I,
• co-idéal à droite de C si ∆C(I) ⊆ I ⊗ C,
• co-idéal de C si ∆C(I) ⊆ C ⊗ I + I ⊗ C et εC(I) = 0.

A partir de maintenant, on dira tout simplement algèbre et coalgèbre au lieu de K−algèbre
et K−coalgèbre.

1.1.7 Produit tensoriel de coalgèbres

Définition 1.1.7 Soient C = (C,∆C , εC) et D = (D,∆D, εD) deux coalgèbres.
On définit deux applications K−linéaires ∆

C⊗D
: C ⊗D −→ C ⊗D ⊗ C ⊗D et

ε
C⊗D

: C ⊗D −→ K par :

∆
C⊗D

= (idC ⊗ τC⊗D
⊗ idD) ◦ (∆C ⊗∆D) et ε

C⊗D
= εC ⊗ εD.
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En d’autres termes, on a :

∆C⊗D(c⊗ d) = c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2 et ε
C⊗D

(c⊗ d) = εC(c)εD(d),

avec ∆C(c) = c1 ⊗ c2, ∆D(d) = d1 ⊗ d2.

Proposition 1.1.1 Le triplet (C ⊗ D,∆
C⊗D

, ε
C⊗D

) ainsi défini est une coalgèbre appelée
produit tensoriel des coalgèbres C et D.

1.1.8 Morphisme de coalgèbres

Pour définir les morphismes de coalgèbres, on dualise tout simplement la notion de
morphisme d’algèbres. Soient A et B deux algèbres. Un morphisme d’algèbres

f : (A;mA;µA) −→ (B;mB : µB)

est une application K−linéaire f : A −→ B telle que les diagrammes suivants soient
commutatifs :

A⊗ A mA //

f⊗f

��

A

f

��

A

µA

��

f // B;

B ⊗B mB

// B K

µB

??

c’est-à-dire :
f ◦mA = µA ◦ (f ⊗ f) et f ◦ µA = µB.

En d’autres termes,
f(aa′) = f(a)f(a′) et f(1A) = 1B.

Ce qui nous conduit à la définition suivante :

Définition 1.1.8 Soient C et D deux coalgèbres. Une application K−linéaire
f : C −→ D est un morphisme de coalgèbres si les diagrammes suivants sont commutatifs.

C
∆C //

f

��

C ⊗ C

f⊗f

��

C
f //

εC

��

D;

εD

��
D

∆D

// D ⊗D K

c’est-à-dire :

(f ⊗ f) ◦∆C = ∆D ◦ f et εD ◦ f = εC.
Donc f est un morphisme de coalgèbres si :

f(c)1 ⊗ f(c)2 = f(c1)⊗ f(c2) et εD[f(c)] = εC(c) ∀c ∈ C, avec ∆C(c) = c1 ⊗ c2.

Lemme 1.1.1 Soit f : C −→ D un morphisme de coalgèbres. Alors Imf est une sous-
coalgèbre de D. Si K est un corps, Kerf est un co-idéal de C.

Dans une algèbre, un idéal à gauche qui est en même un idéal à droite est un idéal. Dans
le cas des coalgèbres, le résultat est complètement différent.

Lemme 1.1.2 Soit C une coalgèbre. Si I est un co-idéal à gauche et un co-idéal à droite de
C, alors I est une sous-coalgèbre de C sur K.
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1.1.9 Bialgèbre

Lemme 1.1.3 Soient (B,mB, µB) une algèbre et B = (B,∆B, εB) une coalgèbre. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i ) ∆B et εB sont des morphismes d’algèbres ;
ii ) mB et µB sont des morphismes de coalgèbres ;

iii )Pour tous a, b ∈ B ;

∆B(ab) = a1b1 ⊗ a2b2, ∆B(1B) = 1B ⊗ 1B

εB(ab) = εB(a)εB(b), εB(1B) = 1K.

Définition 1.1.9 Une bi-algèbre (ou bialgèbre) B est un quintuplet (B,mB, µB,∆B, εB) tel
que (B,mB, µB) est une algèbre ; B = (B,∆B, εB) est une coalgèbre et l’une des propriétés
du Lemme 1.1.3 est satisfaite.

1.1.10 Sous-bialgèbre et Bi-idéal

Définition 1.1.10 Soit B une bialgèbre.
i) Un sous−K−module D de B est une sous-bialgèbre de B s’il est à la fois une sous-

algèbre et une sous-coalgèbre de B.

ii) Un sous−K−module I de B est un bi-idéal de B s’il est à la fois un idéal et un co-idéal
de B.

1.1.11 Opposée et Co-opposée d’une bialgèbre

Définition 1.1.11 Soit B = (B,mB, µB,∆B, εB) une bialgèbre. Alors, on a les bialgèbres
suivantes :

• Bop = (B,mop, µB,∆B, εB) où mop = mA ◦ τB⊗B
;

• Bcop = (B,mB, µB,∆
cop, εB) où ∆cop = τ

B⊗B
◦∆B ;

• Bop,cop = (B,mop, µB,∆
cop, εB).

1.1.12 Morphisme de bialgèbres

Définition 1.1.12 Soient B et B′ deux bialgèbres.
On dit que f : B −→ B′ est un morphisme de bialgèbres si f est à la fois un morphisme
d’algèbres et un morphisme de coalgèbres.

Lemme 1.1.4 Soit f : B −→ B′ un morphisme de bialgèbres. Alors Kerf est un bi-idéal de
B et Imf est une sous-bialgèbre de B′.

1.1.13 Élément de type goupe et élément primitif

Définition 1.1.13 Soit C une bialgèbre.
On dit qu’un élément non nul x de C est de type groupe si :

∆C(x) = x⊗ x et εC(x) = 1K.

On dit qu’un élément x de C est un élément (g,h)-primitif si :
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∆C(x) = g ⊗ x+ x⊗ h et εC(x) = 0

où g et h sont des éléments de type-groupe de C.
On dit qu’un élément x d’une bialgèbre B est un élément primitif si :

∆B(x) = x⊗ 1B + 1B ⊗ x et εB(x) = 0.

Si A est une algèbre, on note AM la catégorie des A−modules à gauche : ses objets sont
les A−modules à gauche et ses morphismes sont les applications A−linéaires à gauche. On
définit de même la catégorie MA des A−modules à droite. On définira plus loin la catégorie
des C−comodules si C est une coalgèbre.

1.2 ALGÈBRE DE HOPF

Soient (A,mA, µA) une algèbre et (C,∆C , εC) une coalgèbre. On note HomK(C,A) l’en-
semble des applications K−linéaires de C dans A.

1.2.1 Produit de convolution

Définition 1.2.1 Soient f, g ∈ HomK(C,A). La convolution est définie par :

f ? g = mA ◦ (f ⊗ g) ◦∆C ;

ce qui se traduit par la commutativité du diagramme :

C ⊗ C f⊗g // A⊗ A

mA

��
C

∆C

OO

f?g
// A

Autrement dit, avec la notation de Sweedler, pour tout c ∈ C on a :

(f ? g)(c) = f(c1)g(c2).

Ce produit est appelé produit de convolution.

Proposition 1.2.1 Soient (A,mA, µA) une algèbre et (C,∆C , εC) une coalgèbre.
Alors (HomK(C,A); ?) est une algèbre unitaire d’élément unité µA ◦ εC. En particulier, le
dual C∗ = HomK(C,K) de C est une algèbre d’élément unité µK ◦ εC = εC .

Preuve :
• HomK(C,A) est un K−module, car C et A sont des K−modules et K est commutatif.

Soient f, g ∈ HomK(C,A). A-t-on f ? g ∈ HomK(C,A)?
On a :

(f ? g)(c+ c′) = f [(c+ c′)1]g[(c+ c′)2]; ∀c, c′ ∈ C
= f(c1)g(c2) + f(c′1)g(c′2).

On a aussi :
(f ? g)(c) + (f ? g)(c′) = f(c1)g(c2) + f(c′1)g(c′2) ∀c, c′ ∈ C

Donc f ? g est additif. (1)
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De plus, on a : ∀λ ∈ K, c ∈ C,
(f ? g)(λc) = f [(λc)1]g[(λc)2]

= f(λc1)g(c2)
= λf(c1)g(c2)
= λ[(f ? g)(c)]; avec ∆C(λc) = λ∆C(c) = λc1 ⊗ c2;

d’où f ? g préserve la loi externe . (2)
(1) et (2) ⇒ f ? g ∈ HomK(C,A).
• Unité :

Soit f ∈ HomK(C,A). A-t-on :

(µA ◦ εC) ? f = f = f ? (µA ◦ εC)?

Soit c ∈ C ; ∆C(c) = c1 ⊗ c2. On a :
[(µA ◦ εC) ? f ](c) = (µA ◦ εC)(c1)f(c2)

= µA[εC(c1)]f(c2)
= εC(c1)µA(1K)f(c2)
= εC(c1)f(c2)
= f [εC(c1)c2]
= f(c)
= f [c1εC(c2)] ; (propriété de la co-unité)
= f(c1)εC(c2)
= f(c1)εC(c2)µA(1K)
= f(c1)µA[1KεC(c2)]
= f(c1)µA[1KεC(c2)]
= f(c1)µA[εC(c2)]
= f(c1)(µA ◦ εC)(c2)
= [f ? (µA ◦ εC)](c).

On a bien f ? (µA ◦ εC) = f = (µA ◦ εC) ? f , ∀f ∈ HomK(C,A).
Donc µA ◦ εC est l’unité de HomK(C,A) pour la loi ′′?′′.

• Associativité :
Soient f, g, h ∈ HomK(C,A). A-t-on :

(f ? g) ? h = f ? (g ? h)?

Soit c ∈ C. On a :
[(f ? g) ? h](c) = (f ? g)(c1)h(c2)

= f(c11)g(c12)h(c2)
= f(c1)g(c2)h(c3) (i)

[f ? (g ? h)](c) f(c1)(g ? h)(c2)
= f(c1)g(c21h(c22)
= f(c1)g(c2)h(c3) (ii)

(i) et (ii) ⇒ [(f ? g) ? h](c) = [f ? (g ? h)](c) ; ∀f, g, h ∈ HomK(C,A) et ∀c ∈ C
Donc (f ? g) ? h = f ? (g ? h), d’où l’associativité.

• Distributivité de la loi ′′?′′ par rapport à l’addition :
Soient f, g, h ∈ HomK(C,A) et c ∈ C. On a :

13



[f ? (g + h)](c) = f(c1)(g + h)(c2)
= f(c1)[g(c2) + h(c2)]
= f(c1)g(c2) + f(c1)h(c2)
= (f ? g)(c) + (f ? h)(c)

Donc f ? (g + h) = f ? g + f ? h; d’où la distributivité à gauche.
[(g + h) ? f ](c) = (g + h)(c1)f(c2)

= [g(c1) + h(c1)]f(c2)
= g(c1)f(c2) + h(c1)f(c2)
= (g ? f)(c) + (h ? f)(c)

Donc (g + h) ? f = g ? f + h ? f ; d’où la distributivité à droite.

• Soient λ ∈ K et f, g ∈ HomK(C,A). A-t-on :

λ(f ? g) = (λf) ? g = f ? (λg)?

Soit c ∈ C.
[λ(f ? g)](c) = λ[(f ? g)(c)]

= λ[f(c1)g(c2)]
= [λf(c1)]g(c2)
= (λf)(c1)g(c2)
= [(λf) ? g](c); d’où λ(f ? g) = (λf) ? g. (a)

De même, on a :
[λ(f ? g)](c) = λ[(f ? g)(c)]

= λ[f(c1)g(c2)]
= f(c1)[λ(g(c2))]
= f(c1)[(λg)(c2)]
= f(c1)(λg)(c2)
= [f ? (λg)](c); d’où λ(f ? g) = f ? (λg). (b)

(a) et (b) ⇒ λ(f ? g) = (λf) ? g = f ? (λg);∀λ ∈ K.

(HomK(C,A); ?) est donc une algèbre d’unité µA ◦ εC .�

Remarque 1.2.1 Dans la proposition précédente, si C = A est une bialgèbre, alors
(HomK(A,A), ?, µA ◦ εA) = (EndK(A), ?, µA ◦ εA) l’ensemble des endomorphismes de A est
une algèbre.

Corollaire 1.2.1 Soit (A,mA, µA) une algèbre de dimension finie.
Alors son dual A∗ = HomK(A,K) est une coalgèbre :
le co-produit : ∆A∗ = m∗A : A∗ −→ (A⊗ A)∗ ≈ A∗ ⊗ A∗,
on a : ∆A∗(f) = f1 ⊗ f2, ∀f ∈ A∗. Donc on a :

(∆A∗(f))(x⊗ y) = (f1 ⊗ f2)(x⊗ y) = f1(x)f2(y) = f(xy), ∀c ∈ C

et εA∗ = µ∗A : A∗ −→ K∗ = K est définie par :

εA∗(f) = f(1A), ∀f ∈ A∗.

Preuve :
Soit A une algèbre de dimension finie. Donc A∗ ⊗ A∗ ≈ (A⊗ A)∗. Il reste à de montrer

que

(∆A∗ ⊗ idA∗) ◦∆A∗ = (idA∗ ⊗∆A∗) ◦∆A∗ et (εA∗ ⊗ idA∗) ◦∆A∗ = (idA∗ ⊗ εA∗) ◦∆A∗ .
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Soient f ∈ A∗ et x, y, z ∈ A.
{[(∆A∗ ⊗ idA∗) ◦∆A∗ ](f)}(x⊗ y ⊗ z) = [(∆A∗ ⊗ idA∗)(f1 ⊗ f2)](x⊗ y ⊗ z)

= [∆A∗(f1)⊗ f2](x⊗ y ⊗ z)
= [f11 ⊗ f12 ⊗ f2](x⊗ y ⊗ z)
= (f1 ⊗ f2)((xy)⊗ z)
= f((xy)z)
= f(xyz). (a)

{[(idA∗ ⊗∆A∗) ◦∆A∗ ](f)}(x⊗ y ⊗ z) = [(idA∗ ⊗∆A∗)(f1 ⊗ f2)](x⊗ y ⊗ z)
= [f1 ⊗∆A∗(f2)](x⊗ y ⊗ z)
= [f1 ⊗ f21 ⊗ f22](x⊗ y ⊗ z)
= [f1 ⊗ f2](x⊗ (yz))
= f(x(yz))
= f(xyz). (b)

(a) et (b) ⇒ (∆A∗ ⊗ idA∗) ◦∆A∗ = (idA∗ ⊗∆A∗) ◦∆A∗ (i)

Soient f ∈ A∗ et x ∈ A, on a :
[(εA∗ ⊗ idA∗)(∆A∗(f))](x) = [(εA∗ ⊗ idA∗)(f1 ⊗ f2)](x)

= [εA∗(f1)⊗ f2](x)
= f1(1A)⊗ f2(x)
= f1(1A)f2(x)
= f(1Ax)
= f(x) (c)

[(idA∗ ⊗ εA∗)(∆A∗(f))](x) = [(idA∗ ⊗ εA∗)(f1 ⊗ f2)](x)
= [f1 ⊗ εA∗(f2)](x)
= f1(x)⊗ f2(1A)
= f(x1A)
= f(x) (d)

(c) et (d) ⇒ (εA∗ ⊗ idA∗) ◦∆A∗ = (idA∗ ⊗ εA∗) ◦∆A∗ (ii)
D’après (i) et (ii) A∗ est une coalgèbre. �

Lemme 1.2.1 Soit K un corps. Soit C une K−bialgèbre de dimension finie. Alors
C∗ = (C∗,mC∗ , µC∗ ,∆C∗ , εC∗) est une bialgèbre.

Preuve : C est une bialgèbre de dimension finie. donc :
(C∗,mC∗ , µC∗) est une algèbre et
(C∗,∆C∗ , εC∗) est une coalgèbre.
Il reste à montrer que ∆C∗ et εC∗ sont des morphismes d’algèbres. Il reste à montrer que

∆C∗(f ? g) = ∆C∗(f)∆C∗(g), ∆C∗(εC) = εC ⊗ εC ,

εC∗(f ? g) = εC∗(f)εC∗(g) et εC∗(εC) = 1K ∀f, g ∈ C∗.

Soient f, g ∈ C∗ et a, b ∈ C.
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[∆C∗(f ? g)](a⊗ b) = [(f ? g)1 ⊗ (f ? g)2](a⊗ b)
= (f ? g)1(a)⊗ (f ? g)2(b)
= (f1 ? g1)(a)⊗ (f2 ? g2)(b)
= f1(a1)g1(a2)⊗ f2(b1)g2(b2)
= f1(a1)g1(a2)f2(b1)g2(b2)
= f1(a1)f2(b1)g1(a2)g2(b2)
= (f1 ⊗ f2)(a1 ⊗ b1)(g1 ⊗ g2)(a2 ⊗ b2)
= (f1 ⊗ f2)((a⊗ b)1)(g1 ⊗ g2)((a⊗ b)2)
= [(f1 ⊗ f2) ? (g1 ⊗ g2)](a⊗ b)
= [∆C∗(f)∆C∗(g)](a⊗ b).

Donc ∆C∗(f ? g) = ∆C∗(f)∆C∗(g).
∆C∗(εC) = εC ⊗ εC ; car εC est un morphisme d’algèbre.

On a aussi :
εC∗(f ? g) = (f ? g)(1C)

= f(1C)g(1C)
= εC∗(f)εC∗(g)

et
εC∗(εC) = εC(1C)

= 1K.
Nous venons de montrer que ∆C∗ et εC∗ sont des morphismes d’algèbres. Donc C∗ est une
bialgèbre.�

Définition 1.2.2 Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH) une bialgèbre. On considère EndK(H)
l’ensemble des endomorphismes de H.Son élément unité est µH ◦ εH .
On appelle antipode de H l’unique inverse (s’il existe) de idH noté SH dans EndK(H). Donc
SH ∈ EndK(H) et

SH ? idH = µH ◦ εH = idH ? SH .

On appelle algèbre de Hopf, toute bialgèbre possédant une antipode.
On note alors H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) l’algèbre de Hopf d’antipode SH .

1.2.2 Formule de l’antipode

Soit H une algèbre de Hopf d’antipode SH . Donc :

SH ? idH = µH ◦ εH = idH ? SH .

On a : ∀h ∈ H;
(SH ? idH)(h) = µH ◦ εH(h)

SH(h1)idH(h2) = µH(εH(h))

SH(h1)h2 = εH(h)µH(1K)

SH(h1)h2 = εH(h)1H .

De même :
(idH ? SH)(h) = (µH ◦ εH)(h)

idH(h1)SH(h2) = µH(εH(h))

h1SH(h2) = εH(h)µH(1K)

h1SH(h2) = εH(h)1H ;

d’où la formule :
SH(h1)h2 = εH(h)1H = h1SH(h2).
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1.2.3 Propriétés de l’antipode

Théorème 1.2.1 Soit H une algèbre de Hopf d’antipode SH .

i) SH(gh) = SH(h)SH(g), ∀g, h ∈ H et SH(1H) = 1H .On dit que SH est un antimor-
phisme d’algèbres.

ii) εH ◦ SH = εH et pour tout h ∈ H,

∆H(SH(h)) = SH(h2)⊗ SH(h1).

iii) Si H est commutative ou co-commutative alors :
S2
H = idH , c’est-à-dire, S−1

H = SH .

Preuve :
i) Soient g, h ∈ H. A-t-on : SH(gh) = SH(h)SH(g)?

SH(gh) = SH [εH((gh)1)(gh)2]
= SH [εH(g1h1)(g2h2)]
= εH(g1h1)SH(g2h2)
= εH(g1)εH(h1)SH(g2h2)
= εH(g1)εH(h1)1HSH(g2h2)
= εH(g1)SH(h11)h12SH(g2h2)
= SH(h11)εH(g1)1Hh12SH(g2h2)
= SH(h11)SH(g11)g12h12SH(g2h2)
= SH(h1)SH(g1)g2h2SH(g3h3)
= SH(h1)SH(g1)(gh)2SH((gh)3)
= SH(h1)SH(g1)εH((gh)21H
= SH(h1)SH(g1)εH(g2)εH(h2)1H
= SH(h1εH(h2))SH(g1εH(g2))1H
= SH(h)SH(g).

∆H(1H) = 1H ⊗ 1H . Donc :
SH(1H) = 1HSH(1H) = εH(1H)1H = 1H

ou bien
SH(1H) = SH(1H)1H = 1HεH(1H) = 1H

d’où SH(1H) = 1H .

ii) Soit h ∈ H. A-t-on (εH ◦ SH)(h) = εH(h)?
εH(SH(h)) = εH [SH(h1εH(h2))]

= εH [SH(h1)εH(h2)]
= εH(SH(h1))εH(h2)
= εH(SH(h1)h2)
= εH(εH(h)1H)
= εH(h)εH(1H)
= εH(h)

Soit h ∈ H. A-t-on ∆H(SH(h)) = SH(h2)⊗ SH(h1)?
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SH(h2)⊗ SH(h1) = SH(h12εH(h22))⊗ SH(h1)
= SH(h2εH(h3))⊗ SH(h1)
= SH(h2)εH(h3)1H ⊗ SH(h1)1H
= [SH(h2)⊗ SH(h1)][εH(h3)1H ⊗ 1H ]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)][εH(h3)∆H(1H)]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H [εH(h3)1H ]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H [h31SH(h32)]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H [h3SH(h4)]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H(h3)∆H(SH(h4))
= [SH(h2)⊗ SH(h1)](h31 ⊗ h32)∆H(SH(h4))
= [SH(h2)⊗ SH(h1)](h3 ⊗ h4)∆H(SH(h5))
= [SH(h2)h3]⊗ [SH(h1)h4]∆H(SH(h5))
= [SH(h21)h22]⊗ [SH(h1)h3]∆H(SH(h4))
= [εH(h2)1H ]⊗ [SH(h1)h3]∆H(SH(h4))
= 1H ⊗ [SH(h1)εH(h2)h3]∆H(SH(h4))
= 1H ⊗ [SH(h1)εH(h21)h22]∆H(SH(h3))
= (1H ⊗ SH(h1)h2)∆H(SH(3))
= (1H ⊗ SH(h11)h12)∆H(SH(2))
= (1H ⊗ εH(h1)1H)∆H(SH(h2))
= (1H ⊗ 1H)∆H [εH(h1)SH(h2)]
= (1H ⊗ 1H)∆H [SH(εH(h1)h2)]
= ∆H(1H)∆H(SH(h))
= ∆H(1HSH(h))
= ∆(SH(h)).

iii) Soit h ∈ H. A-t-on : S2
H = idH ? c’est-à-dire :

a-t-on
S2
H ? SH = µH ◦ εH = SH ? S

2
H?

1ercas : H commutative
(S2

H ? SH)(h) = S2
H(h1)SH(h2)

= SH(SH(h1))SH(h2)
= SH(h2SH(h1))
= SH(SH(h1)h2), car H est commutative.
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H
= (µH ◦ εH)(h) (1)

(SH ? S
2
H)(h) = SH(h1)S2

H(h2)
= SH(h1)SH(SH(h2))
= SH(SH(h2)h1)
= SH(h1SH(h2))
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H
= (µH ◦ εH)(h) (2)

(1) et (2) ⇒ S2
H ? SH = µH ◦ εH = SH ? S

2
H

2iemecas : H co-commutative
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(S2
H ? SH)(h) = S2

H(h1)SH(h2)
= SH(SH(h1))SH(h2)
= SH(h2SH(h1))
= SH(h1SH(h2))
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H
= (µH ◦ εH)(h) (1)

(SH ? S
2
H)(h) = SH(h1)S2

H(h2)
= SH(h1)SH(SH(h2))
= SH(SH(h2)h1)
= SH(SH(h1)h2)
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H
= (µH ◦ εH)(h) (2)

(1) et (2) ⇒ S2
H ? SH = µH ◦ εH = SH ? S

2
H . �

1.2.4 Idéal et sous-algèbre de Hopf

Définition 1.2.3 Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf.
1) Un idéal de Hopf est un bi-idéal I ⊂ H tel que : SH(I) ⊂ I.
2) Une sous-algèbre de Hopf de H est une sous-bialgèbre H ′ ⊂ H telle que : SH(H ′) ⊂ H ′.

1.2.5 Morphisme d’algèbres de Hopf

Définition 1.2.4 Soient H et H ′ deux algèbres de Hopf d’antipodes respectives SH et SH′.
Une application K−linéaire f : H −→ H ′ est un morphisme d’algèbres de Hopf si f est un
morphisme d’algèbres, un morphisme de coalgèbres tel que :

SH′ ◦ f = f ◦ SH .

Lemme 1.2.2 Soient H et H ′ des algèbres de Hopf.
Soit f : H −→ H ′ un morphisme d’algèbres de Hopf. Alors :
Imf est une sous-algèbre de Hopf de H ′. Si K est un corps, Kerf est un idéal de Hopf de H.

Proposition 1.2.2 Soient H et H ′ des algèbres de Hopf d’antipodes respectives SH et SH′.
Le produit tensoriel H ⊗H ′ est une algèbre de Hopf d’antipode SH⊗H′ = SH ⊗ SH′ .

Lemme 1.2.3 Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf d’antipode SH inver-
sible.On a alors :

S−1
H (h2)h1 = εH(h)1H = h2S

−1
H (h1), ∀h ∈ H.

Preuve : Soit h ∈ H. On a :
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S−1
H (h2)h1 = S−1

H [SH(S−1
H (h2)h1)]

= S−1
H [SH(h1)SH(S−1

H (h2))]
= S−1

H [SH(h1)h2]
= S−1

H [εH(h)1H ]
= εH(h)S−1

H (1H)
= εH(h)1H

De même : h2S
−1
H (h1) = S−1

H [SH(h2S
−1
H (h1))]

= S−1
H [SH(S−1

H (h1))SH(h2)]
= S−1

H [h1SH(h2)]
= S−1

H [εH(h)1H ]
= εH(h)S−1

H (1H)
= εH(h)1H . �

1.2.6 Dual d’une algèbre de Hopf

Théorème 1.2.2 Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf de dimension finie.
Alors son dual H∗ = HomK(H,K) = (H∗,mH∗ , µH∗ ,∆H∗ , εH∗ , SH∗) est une algèbre de Hopf
d’antipode SH∗ = S∗H . Donc

SH∗(f) = f ◦ SH , ∀f ∈ H∗.

Preuve : Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH) une bialgèbre de dimension finie. Alors H∗ =
(H∗,mH∗ , µH∗ ,∆H∗ , εH∗) est aussi une bialgèbre. Il reste à vérifier la formule de l’antipode
SH∗ .
Soit f ∈ H∗. A-t-on

f1 ? SH∗(f2) = εH∗(f) ? 1H∗ = SH∗(f1) ? f2?

De façon équivalente, a-t-on
f1 ? SH∗(f2) = εH∗(f)εH = SH∗(f1) ? f2? (car 1H∗ = εH).
Soit h ∈ H :
[f1 ? SH∗(f2)](h) = f1(h1)[SH∗(f2)](h2)

= f1(h1)[f2 ◦ SH ](h2)
= f1(h1)f2(SH(h2))
= f(h1SH(h2))
= f(εH(h)1H)
= f(1H)εH(h)
= εH∗(f)εH(h)

On a bien : f1 ? SH∗(f2) = εH∗(f) ? εH (i)

[SH∗(f1) ? f2](h) = [SH∗(f1)](h1)f2(h2)
= [f1 ◦ SH ](h1)f2(h2)
= f1(SH(h1))f2(h2)
= f(SH(h1)h2)
= f(εH(h)1H)
= f(1H)εH(h)
= εH∗(f)εH(h)

On a aussi : SH∗(f1) ? f2 = εH∗(f) ? εH (ii)
(i) et (ii) montrent que la formule de l’antipode est bien vérifiée.
Donc H∗ est une algèbre de Hopf.�
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1.2.7 Éléments invariants

Définition 1.2.5 Soit H une algèbre de Hopf et soit M un H−module à gauche. Un élément
m de M est dit H−invariant si :

h.m = εH(h)m, ∀h ∈ H.

L’ensemble des éléments H−invariants de M se note MH . Donc

MH = {m ∈M/h.m = εH(h)m, ∀h ∈ H}.

Un K−module M est un H−module trivial si :

h.m = εH(h)m, ∀m ∈M, ∀h ∈ H.

Donc MH est un H−module à gauche trivial. De plus MH est un sous−K−module de M .

1.2.8 Produit tensoriel de H−modules

Définition 1.2.6 Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH) une bialgèbre et soient M et N deux
H−modules à gauche. On peut munir M ⊗N d’une structure de H−module à gauche via
l’application :
λM⊗N : H ⊗M ⊗N −→M ⊗N

h⊗ (m⊗ n) 7−→ h.(m⊗ n) = h1m⊗ h2n, ∀h ∈ H,m ∈M,n ∈ N .

Proposition 1.2.3 [11,Proposition 2.5.11, p.41]. Soit H une algèbre de Hopf d’antipode SH
et soient M et N deux H−modules à gauche. Alors,

i) HomK(M,N) est un H−module à gauche avec l’action définie par :

(hf)(m) = h1.f(SH(h2)m); ∀h ∈ H,m ∈M, f ∈ HomK(M,N).

En particulier, si N = K muni de l’action triviale de H, alors M∗ = HomK(M,K) est
un H−module à gauche dont l’action est définie par :

(hf)(m) = f(SH(h)m); ∀h ∈ H,m ∈M, f ∈M∗.

ii) Si l’antipode SH de H est bijective, alors HomK(M,N) est un H−module à gauche
avec l’action :

(hf)(m) = h2.f(S−1
H (h1)m); ∀h ∈ H,m ∈M, f ∈ HomK(M,N).

En particulier, si N = K muni de l’action trivial de H, alors M∗ = HomK(M,K) est
un H−module à gauche avec l’action :

(hf)(m) = f(S−1
H (h)m); ∀h ∈ H,m ∈M, f ∈M∗.

Preuve : Soient f ∈ HomK(M,N) et h ∈ H.
Montrons d’abord que hf ∈ HomK(M,N) (c’est-à-dire hf est K−linéaire).
Soient m,m′ ∈M et λ ∈ K. A-t-on :

(hf)(m+ λm′) = (hf)(m) + λ(hf)(m)?

(hf)(m+ λm′) = h1.[f(SH(h2)(m+ λm′)]
= h1.[f(SH(h2)m+ SH(h2)(λm′))]
= h1.[f(SH(h2)m+ λSH(h2)m′)]
= h1.[f(SH(h2)m) + f(λSH(h2)m′)]
= h1.[f(SH(h2)m) + λf(SH(h2)m′)]
= h1.[f(SH(h2)m)] + h1.[λf(SH(h2)m′)]
= h1.[f(SH(h2)m)] + λh1.[f(SH(h2)m′)]
= (hf)(m) + λ(hf)(m)

On a bien hf ∈ HomK(M,N).
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i) Soient h, h′ ∈ H, f ∈ HomK(M,N) et m ∈M .
[(hh′)f ](m) = (hh′)1.[f(SH((hh′)2)m]

= (h1h
′
1).[f(SH(h2h

′
2)m)]

= (h1h
′
1).[f(SH(h′2)SH(h2)m)]

= h1.(h
′
1.[f(SH(h′2)SH(h2)m)])

= h1.[(h
′f)(SH(h2)m)]

= [h(h′f)](m)

On a : [(hh′)f ] = [h(h′f)].
Donc HomK(M,N) est un H−module à gauche.
Si N = K, on a :
[(hh′)f ](m) = f(SH(hh′)m)

= f(SH(h′)SH(h)m)
= (h′f)(SH(h)m)
= [h(h′f)](m), d’où le résultat.

ii) Pour le cas où l’antipode est bijective, on utilise la même procédure que précédemment.�

Remarque 1.2.2 L’ensemble des endomorphismes des H−modules à gauche EndK(M) est
un H−module à gauche.

1.2.9 Opposée et Co-opposée d’une algèbre de Hopf

Soit (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf d’antipode bijective. Alors on a les
algèbres de Hopf suivantes :

i) Hop = (Hop,mH ◦ τH⊗H
, µH ,∆H , εH , S

−1
H ),

ii) Hcop = (Hcop,mH , µH , τH⊗H
◦∆H , εH , S

−1
H ),

iii) Hop,cop = (Hop,cop,mH ◦ τH⊗H
, µH , τH⊗H

◦∆H , εH , S
−1
H ),

iv) Hcop,op = (Hcop,op,mH ◦ τH⊗H
, µH , τH⊗H

◦∆H , εH , S
−1
H ).

1.3 ALGÈBRE DE H-MODULE

1.3.1 Algèbre de H-module

Définition 1.3.1 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre. On dit que A est une
algèbre de H−module à gauche si A est un H−module à gauche tel que

h.(ab) = (h1.a)(h2.b) et h.1A = εH(h)1A, ∀h ∈ H et a, b ∈ A.

Lemme 1.3.1 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre de H−module.
AH = {a ∈ A/h.a = εH(h)a,∀h ∈ H},est une sous-algèbre de A appelée sous-algèbre ou
sous-anneau des invariants de A.

1.3.2 Produit semi-direct

Définition 1.3.2 Soit H une algèbre de Hopf et soit A une algèbre de H−module à gauche.
Le produit de A et H noté A#H est le K−module A⊗H muni du produit

(a⊗ h)(a′ ⊗ h′) = a(h1.a
′)⊗ (h2h

′).
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A#H est une algèbre associative unitaire (d’unité 1A#1H) appelée le produit semi-direct de
A et H.
Dans A#H, au lieu de a⊗ h, on peut écrire a#h ou ah.
On identifie A et H à des sous-algèbres de A#H via les applications :
λA : A −→ A⊗H

a 7−→ a⊗ 1H

et λH : H −→ A⊗H
h 7−→ 1A ⊗ h.

1.3.3 A#H−modules et (A,H)−modules

Définition 1.3.3 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre de H−module à gauche.
On dit qu’un K−module M est un (A,H)−module à gauche si :
M est un A−module à gauche, un H−module à gauche et,
pour tous h ∈ H; a ∈ A et m ∈M , on a la compatibilité de l’action de H avec la structure
de A−module :

h.(am) = (h1.a)(h2.m).

Définition 1.3.4 On note (A,H)M la catégorie des (A,H)−modules à gauche. Les objets sont
les (A,H)−modules à gauche et les morphismes sont les applications à la fois A−linéaires et
H−linéaires.

Lemme 1.3.2 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre de H−module à gauche.
1) Un K−module M est un A#H−module à gauche si et seulement si M est un

(A,H)−module à gauche.
2) A#HM = (A,H)M.

Preuve :
1) Soit M un K−module à gauche.
i) Supposons que M ∈ A#HM. Donc,
• M est un A−module à gauche : am = (a⊗ 1H)m, car A est une sous-algèbre de A#h;
• M est un H−module à gauche : hm = (1A⊗h)m, car H est une sous-algèbre de A#h.

Nous avons identifié a à a⊗ 1H et h à 1A ⊗ h.
• On a aussi,

h(am) = (ha)m = [(1A ⊗ h)(a⊗ 1H)]m = [1A(h1.a)](h21H)m = (h1.a)(h2m).

La compatibilité est vérifiée ; d’où M ∈ (A,H)M.
ii) Supposons que M ∈ (A,H)M, c’est-à-dire M est
• un A−module à gauche ;
• un H−module à gauche et
• h(am) = (h1.a)(h2m), ∀a ∈ A, h ∈ H et m ∈ M . On munit M d’une structure de
A#H−module , en posant

(a#h)m = a(hm).

Donc M ∈ A#HM.
2) Soient M et N deux A#H−modules à gauche. Il est facile de montrer qu’une applica-

tion K−linéaire de M vers N est A#H−linéaire si et seulement si elle est à la fois
A−linéaire et H−linéaire.
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Chapitre 2

ALGÈBRE DE H-COMODULE

Les notions de comodules et de morphismes de comodules sont des notions duales de
modules et de morphismes de modules. Afin de mieux comprendre ces deux notions, nous
allons définir les modules et les morphismes de modules par des diagrammes.

2.1 MODULE

2.1.1 Module sur une algèbre

Définition 2.1.1 Soit A une algèbre. Un K−module M est un A−module à gauche s’il existe
une application K−linéaire :
λM : A⊗M −→M

a⊗m 7−→ a.m = am, ∀a ∈ A,m ∈M
telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A⊗ A⊗M

mA⊗idM

��

idA⊗λM // A⊗M

λM

��

K⊗M

≈

��

µA⊗idM // A⊗M

λA

��
A⊗ A

λM
//M M

La commutativité du rectangle équivaut à :

(ab)m = a(bm), ∀a, b ∈ A,m ∈M.

Celle du triangle équivaut à :
1Am = m.

On dit alors que A agit à gauche sur M . L’application λM est l’action sur M .

2.1.2 Morphisme de A−module

Soit A une algèbre et soient M et N deux A−modules à gauche. Un morphisme de
A−modules f : M −→ N est une application K−linéaire qui rend commutatif le diagramme
suivant :

M
f // N

A⊗M

λM

OO

idA⊗f
// A⊗N,

λN

OO
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c’est-à-dire :
f ◦ λM = λN ◦ (idA ⊗ f).

Donc ∀a ∈ A;m ∈M , on a :

(f ◦ λM)(a⊗m) = (λN ◦ (idA ⊗ f))(a⊗m),

c’est-à-dire,
f(a.m) = a.f(m).

Définition 2.1.2 Soit M un A−module à gauche ( ou à droite). On note AM (ou MA) la
catégorie des A−modules à gauche (ou à droite). Les objets sont des A−modules à gauche
(ou à droite) et les morphismes sont des morphismes de A−modules à gauche (ou à droite).

2.2 COMODULE

La notion de comodule est celle duale de module.

Définition 2.2.1 Soit C = (C,∆C , εC) une coalgèbre. Un K−module à gauche M est un
C−co-module (ou C−comodule) à droite s’il existe une application K−linéaire

ϕM : M −→M ⊗ C,

qui rend commutatif les diagrammes suivants :

M
ϕM //

ϕM

��

M ⊗ C

idM⊗∆C

��

M
ϕM //

∼=

""

M ⊗ C

idM⊗εC

��
M ⊗ C

ϕM⊗idC
//M ⊗ C ⊗ C M ⊗K

Ce qui équivaut à :
• (idC ⊗∆C) ◦ ϕM = (ϕM ⊗ idC) ◦ ϕM ;
• (idM ⊗ εM) ◦ ϕM = idM .

L’application ϕM est appelée la C−coaction ou la coaction de C sur M .

2.2.1 Notation de Sweedler pour les comodules

Soit M = (M,ϕM) un C−comodule à droite. Pour m ∈M , on note :

ϕM(m) = Σm(0) ⊗m(1) = Σm0 ⊗m1 = m0 ⊗m1.

Dans la suite de notre travail, nous utiliserons la notation ϕM(m) = m0 ⊗m1.

Avec la notation de Sweedler, la commutativité des diagrammes précédents équivaut à :

m0 ⊗m11 ⊗m12 = m00 ⊗m01 ⊗m1 = m0 ⊗m1 ⊗m2

et
m0εC(m1) = m.
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2.2.2 Sous-Comodule

Définition 2.2.2 Soient C une algèbre et M un C−comodule à droite.
Un sous−K−module N de M est un sous−C−comodule à droite de M si

ϕM(N) ⊆ N ⊗ C.

2.2.3 Morphisme de comodules

Pour définir un morphisme de comodules, on dualise tout simplement la notion de
morphisme de modules.

Définition 2.2.3 Soit C une coalgèbre et soient M et N deux C−comodules à droite.
Une application K−linéaire f : M −→ N est un morphisme de C−comodules ou une
application C−colinéaire si le diagramme suivant est commutatif.

M
f //

ϕM

��

N

ϕN

��
M ⊗N

f⊗idC
// N ⊗ C,

c’est-à-dire : ϕN ◦ f = (f ⊗ idC) ◦ ϕM . Donc ∀m ∈M on a :

(ϕN ◦ f)(m) = [(f ⊗ idC) ◦ ϕM ](m)

(f(m))0 ⊗ (f(m))1 = f(m0)⊗ (m1)

f(m)0 ⊗ f(m)1 = f(m0)⊗m1.

Ainsi, f est C−colinéaire si et seulement si

f(m)0 ⊗ f(m)1 = f(m0)⊗m1.

La catégorie dont les objets sont des C−comodules à droite et les morphismes des applications
C−colinéaires à droite est notée MC .
Soient M et N deux objets de MC . On note HomC(M,N), le K−module des applications
C−colinéaires à droite de M vers N.

Remarque 2.2.1 On peut aussi définir un C−comodule à gauche M avec la coaction à
gauche définie par :

ϕM(m) = m−1 ⊗m0 ∈ C ⊗M.

La catégorie dont les objets sont des C−comodules à gauche et les morphismes des applications
C−colinéaires à gauche est notée CM.

2.2.4 Éléments coinvariants

Définition 2.2.4 Soit C une coalgèbre contenant un élément de type groupe x. Soit M un
C−comodule à droite.
Un élément m ∈M est dit (C, x)−coinvariant si ϕM(m) = m⊗ x.
L’ensemble des éléments (C, x)−coinvariants de M se note M coC,x ; c’est-à-dire,

M coC,x = {m ∈M/ϕM(m) = m⊗ x}.

M coC,x est un sous−K−module de M appelé sous-module des coinvariants de M .
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Définition 2.2.5 Soit H une algèbre de Hopf et soit M un H−comodule à droite.
Un élément m de M est dit H−coinvariant si ϕM(m) = m⊗ 1H .
L’ensemble M coH = {m ∈M/ϕM (m) = m⊗1H} est l’ensemble des éléments H−coinvariants
de M . C’est aussi un sous−K−module de M .

Un K−module M est un H−comodule trivial si M est un H−comodule et tous ses éléments
sont H−coinvariants.

2.2.5 Produit tensoriel de comodules

Proposition 2.2.1 Soit C = (C,mC , µC ,∆C , εC) une bialgèbre.
Soient M = (M,ϕM) et N = (N,ϕN) deux C−comodules à droite.L’application K−linéaire

ϕ
M⊗N

:= (idM ⊗ idN ⊗mC) ◦ (idM ⊗ τC⊗M
⊗ idC) ◦ (ϕM ⊗ ϕN) : M ⊗N −→M ⊗N ⊗ C,

munit M ⊗N d’une structure de C−comodule à droite. C’est la coaction diagonale.
Le comodule M ⊗N = (M ⊗N,ϕ

M⊗N
) est appelé produit tensoriel des comodules M et N .

Dans la notation de Sweedler , on a :

ϕ
M⊗N

(m⊗ n) = m0 ⊗ n0 ⊗m1n1.

Preuve A-t-on :

(idM⊗N ⊗∆C) ◦ ϕ
M⊗N

= (ϕ
M⊗N
⊗ idC) ◦ ϕ

M⊗N

et
(idM⊗N ⊗ εC) ◦ ϕ

M⊗N
= idM⊗N?

Soit m⊗ n ∈M ⊗N.
[(idM⊗N ⊗∆C) ◦ ϕ

M⊗N
](m⊗ n) = [idM⊗N ⊗∆C ](m0 ⊗ n0 ⊗m1n1)

= m0 ⊗ n0 ⊗ (m1n1)1 ⊗ (m1n1)2

= m0 ⊗ n0 ⊗m11n11 ⊗m12n12

= m0 ⊗ n0 ⊗m1n1 ⊗m2n2. (i)

[(ϕ
M⊗N
⊗ idC) ◦ ϕ

M⊗N
](m⊗ n) = [ϕ

M⊗N
⊗ idC ](m0 ⊗ n0 ⊗m1n1)

= m00 ⊗ n00 ⊗m01n01 ⊗m1n1

= m0 ⊗ n0 ⊗m1n1 ⊗m2n2. (ii)

(i) et (ii) ⇔ (idM⊗N ⊗∆C) ◦ ϕ
M⊗N

= (ϕ
M⊗N
⊗ idC) ◦ ϕ

M⊗N

[(idM⊗N ⊗ εC) ◦ ϕ
M⊗N

](m⊗ n) = [idM⊗N ⊗ εC ](m0 ⊗ n0 ⊗m1n1)
= m0 ⊗ n0 ⊗ εC(m1n1)
= m0 ⊗ n0εC(m1n1)
= m0 ⊗ n0εC(m1)εC(n1)
= m0εC(m1)⊗ n0εC(n1)
= m⊗ n
= idM⊗N(m⊗ n) ;

d’où (idM⊗N ⊗ εC) ◦ ϕ
M⊗N

= idM⊗N . �

Théorème 2.2.1 Soient C une coalgèbre et M un C−comodule à droite. Alors M est un
C∗−module à gauche avec l’action définie par :

f.m = f(m1)m0, ∀f ∈ C∗,m ∈M.
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Preuve : Soient f, g ∈ C∗ et m ∈M .
A-t-on : (f ∗ g).m = f.(g.m) et εC .m = m?
(f ∗ g).m = (f ∗ g)(m1)m0

= f(m11)g(m12)m0

= f(m1)g(m2)m0

f.(g.m) = f.(g(m1)m0)
= f(m01)g(m1)m00

= f(m1)g(m2)m0

εC .m = εC(m1)m0 = m0εC(m1) = m.

Donc M est bien un C∗−module à gauche.�

2.2.6 Module de Hopf

Définition 2.2.6 Soit H une algèbre de Hopf. Un K−module M est un module de Hopf à
droite s’il est simultanément :

• un H−module à droite ;
• un H−comodule à droite ;

tel que :
ϕM(mh) = m0h1 ⊗m1h2, ∀m ∈M,h ∈ H.

C’est-à-dire :
(mh)0 ⊗ (mh)1 = m0h1 ⊗m1h2.

On note MH
H la catégorie des modules de Hopf à droite. Les objets sont les modules de Hopf à

droite et les morphismes sont les morphismes de modules de Hopf ; c’est-à-dire les morphismes
qui sont simultanément des morphismes de H−modules à droite et des morphismes de
H−comodules à droite.
On définit de façon analogue :

• HMH la catégorie des modules de Hopf à gauche à droite ;

• HMH la catégorie des modules de Hopf à droite à gauche ;

• et H
HM la catégorie des modules de Hopf à gauche.

Lemme 2.2.1 Soit H une algèbre de Hopf.
1) H est un module de Hopf avec l’action définie par la multiplication et la coaction par

le coproduit.
2) Soit M un module de Hopf. Alors, M coH ⊗H est un module de Hopf à droite avec

l’action :
(m⊗ h)h′ = m⊗ (hh′), m ∈M, h, h′ ∈ H

et la coaction :
ϕ

McoH⊗H
(m⊗ h) = m⊗ h1 ⊗ h2.

Preuve : Soit H une algèbre de Hopf.
1) Montrons que H est un module de Hopf à droite.
• On sait que H ∈MH .
• Soit h ∈ H

[(idH ⊗∆H) ◦ ϕH ](h) = [idH ⊗∆H ](h1 ⊗ h2) = h1 ⊗ h21 ⊗ h22 = h1 ⊗ h2 ⊗ h3

[(ϕH ⊗ idH) ◦ ϕH ](h) = [ϕH ⊗ idH ](h1 ⊗ h2) = h12 ⊗ h12 ⊗ h2 = h1 ⊗ h2 ⊗ h3
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et

[(idH ⊗ εH) ◦ ϕH ](h) = [idH ⊗ εH ](h1 ⊗ h2) = h1 ⊗ εH(h2) = h1εH(h2) = h.

(idH ⊗∆H) ◦ ϕH = (idH ⊗ εH) ◦ ϕH et (idH ⊗ εH) ◦ ϕH = idH . Donc H ∈MH .
• Compatibilité : Soient h, h′ ∈ H.

ϕH(hh′) = (hh′)1 ⊗ (hh′)2 = h1h
′
1 ⊗ h2h

′
2,

d’où la compatibilité.
En conclusion, H ∈MH

H .
2) Soit M un H−module de Hopf à droite. Montrons que M coH ⊗H est un H−module

de Hopf à droite.
• Soient m⊗ h ∈M coH ⊗H et h′, h′′ ∈ H

(m⊗ h)(h′h′′) = m⊗ (h(h′h′′)) = m⊗ ((hh′)h′′) = (m⊗ hh′)h′′ = ((m⊗ h)h′)h′′

(m⊗ h)1H = m⊗ (h1H) = m⊗ h.
Donc M coH ⊗H ∈MH .

• Soit m⊗ h ∈M coH ⊗H.
[(id

McoH⊗H
⊗∆H) ◦ ϕ

McoH⊗H
](m⊗ h) = [id

McoH⊗H
⊗∆H ](m⊗ h1 ⊗ h2)

= m⊗ h1 ⊗ h21 ⊗ h22

= m⊗ h1 ⊗ h2 ⊗ h3

[(ϕ
McoH⊗H

⊗ idH) ◦ ϕ
McoH⊗H

](m⊗ h) = [ϕ
McoH⊗H

⊗ idH ](m⊗ h1 ⊗ h2)

= m⊗ h11 ⊗ h12 ⊗ h2

= m⊗ h1 ⊗ h2 ⊗ h3

[(id
McoH⊗H

⊗ εH) ◦ ϕ
McoH⊗H

](m⊗ h)] = [id
McoH⊗H

⊗ εH ](m⊗ h1 ⊗ h2)

= m⊗ h1 ⊗ εH(h2)
= m⊗ h1εH(h2)
= m⊗ h
= id

McoH⊗H
(m⊗ h)

(id
McoH⊗H

⊗∆H) ◦ ϕ
McoH⊗H

= (ϕ
McoH⊗H

⊗ idH) ◦ ϕ
McoH⊗H

(id
McoH⊗H

⊗ εH) ◦ ϕ
McoH⊗H

= id
McoH⊗H

.

Donc M coH ⊗H ∈MH .
• Compatibilité : Soient m⊗H ∈M coH ⊗H et h′ ∈ H.

ϕ
McoH⊗H

((m⊗ h).h′) = [(m⊗ h).h′]0 ⊗ [(m⊗ h).h′]1
= [(m⊗ (hh′)]0 ⊗ [(m⊗ (h.h′)]1
= m⊗ (hh′)1 ⊗ (hh′)2

= m⊗ h1h
′
1 ⊗ h2h

′
2

= (m⊗ h1)h′1 ⊗ h2h
′
2

= (m⊗ h)0h
′
1 ⊗ (m⊗ h)1h

′
2, d’où la compatibilité.

On voit bien que M coH ⊗H est un H−module de Hopf à droite.�

Théorème 2.2.2 (Théorème fondamental des modules de Hopf)
Soient K un corps et H une algèbre de Hopf d’antipode SH . Soit M un H−module de Hopf à
droite ; l’application
χ : M coH ⊗H −→M

m⊗ h 7−→ mh
est un isomorphisme de modules de Hopf à droite.
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Preuve :
i) Montrons que χ est H−linéaire.

Soient m ∈M coH et h, h′ ∈ H.
χ((m⊗ h)h′) = χ(m⊗ (hh′))

= m(hh′)
= (mh)h′

= χ(m⊗ h)h′. Donc χ est H−linéaire.
ii) Montrons que χ est H−colinéaire.

Soient m ∈M coH et h ∈ H. A-t-on :

χ(m⊗ h)0 ⊗ χ(m⊗ h)1 = χ((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1?

χ(m⊗ h)0 ⊗ χ(m⊗ h)1 = (mh)0 ⊗ (mh)1

= m0h1 ⊗m1h2

= mh1 ⊗ 1Hh2

= mh1 ⊗ h2

χ((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1 = χ(m0 ⊗ h1)⊗ (m1 ⊗ h2)
= χ(m⊗ h1)⊗ h2

= mh1 ⊗ h2

χ(m⊗ h)0 ⊗ χ(m⊗ h)1 = χ((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1; donc χ est H−colinéaire.

iii) Montrons que χ est bijective.
Soit l’application :
ψ : M −→M coH ⊗H

m 7−→ m0SH(m1)⊗m2

• Vérifions que m0SH(m1) ∈M coH .
ϕM(m0SH(m1)) = (m0SH(m1))0 ⊗ (m0SH(m1))1

= m00SH(m1)1 ⊗m01SH(m1)2

= m00SH(m12)⊗m01SH(m11)
= m0SH(m2)⊗m11SH(m12)
= m0SH(m2)⊗ εH(m1)1H
= m0SH(εH(m1)m2)⊗ 1H
= m0SH(εH(m11)m12)⊗ 1H
= m0SH(m1)⊗ 1H .

ϕM(m0SH(m1)) = m0SH(m1)⊗ 1H ;

donc m0SH(m1) ∈M coH . Ainsi m0SH(m1)⊗m2 ∈M coH ⊗H.

• A-t-on : χ ◦ ψ = idM et ψ ◦ χ = id
McoH⊗H

?

(χ ◦ ψ)(m) = α(m0SH(m1)⊗m2)
= m0SH(m1)m2

= m0SH(m11)m12

= m0εH(m1)1H
= m1H = m = idM(m)

et
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(ψ ◦ χ)(m⊗ h) = ψ(mh)
= (mh)0SH((mh)1)⊗ (mh)2

= mh1SH(h2)⊗ h3

= mh11SH(h12)⊗ h2

= mεH(h1)1H ⊗ h2

= m1H ⊗ εH(h1)h2

= m⊗ h
= id

McoH⊗H
(m⊗ h).

Donc χ est bijective, d’inverse ψ.

χ est H−linéaire, H−colinéaire et bijective ; donc c’est un isomorphisme de modules de Hopf
à droite.�

2.3 MODULE DE HOPF RELATIF

2.3.1 Algèbre de H−comodule

Définition 2.3.1 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre.
On dit que A est une algèbre de H−comodule à droite si A est un H−comodule à droite tel
que :

ϕA(ab) = a0b0 ⊗ a1b1; ∀a, b ∈ A;

c’est-à-dire :
(ab)0 ⊗ (ab)1 = a0b0 ⊗ a1b1 et ϕA(1A) = 1A ⊗ 1H .

Définition 2.3.2 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre de H−comodule à droite.
Un K−module M est un (A,H)−module de Hopf relatif à droite, si M est :

• un A−module à droite,
• un H−comodule à droite

tel que :
ϕM(am) = m0a0 ⊗m1a1, ∀a ∈ A,m ∈M ;

c’est-à-dire :
(ma)0 ⊗ (ma)1 = m0a0 ⊗m1a1.

On note MH
A la catégorie des (A,H)−modules de Hopf relatifs à droite. Les objets sont

les (A,H)−modules de Hopf relatifs à droite et les morphismes sont les morphismes de
(A,H)−modules de Hopf relatifs à droite, c’est-à-dire les applications qui sont simultanément
A−linéaires et H−colinéaires à droite.

On définit de façon analogue les catégories H
AM, HMA et AMH .

Définition 2.3.3 Soient M et N deux (A,H)−modules de Hopf relatifs à droite. On note
HomH

A (M,N), le K−module des K−homomorphismes (ou K−morphismes) f : M −→ N
qui sont simultanément des applications A−linéaires et H−colinéaires ; en d’autres termes,

HomH
A (M,N) = {f ∈ HomA(M,N) ∩HomH(M,N)/M,N ∈MH

A}.

On pose EndHA (M) = HomH
A (M,M). On a donc,

EndHA (M) = {f ∈ EndA(M) ∩ EndH(M)/M ∈MH
A}.

Remarque 2.3.1 Soit M un K−module à droite. Le K−module EndK(M) muni de l’addition
usuelle, de la multiplication par un scalaire et de la composition des applications est une
algèbre.
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Lemme 2.3.1 Si M ∈MH
A , alors EndHA (M) est une sous-algèbre de EndK(M).

Preuve :
• Il est clair que EndHA (M) est un sous−K−module de EndK(M).
• Soient f, g ∈ EndHA (M). A-t-on f ◦ g ∈ EndHA (M) ?

Soient m ∈M et a ∈ A.

(f ◦ g)(ma) = f [g(ma)] = f(g(m)a) = f(g(m))a = [(f ◦ g)(m)]a.

Donc f ◦ g est A−linéaire.

A-t-on ((f ◦ g)(m))0 ⊗ ((f ◦ g)(m))1 = (f ◦ g)(m0)⊗m1 ?

[(f ◦ g)(m)]0 ⊗ [(f ◦ g)(m)]1 = [f(g(m))]0 ⊗ [f(g(m))]1
= f(g(m)0)⊗ g(m)1 car f est H−colinéaire
= f(g(m0))⊗m1 car g est H−colinéaire
= (f ◦ g)(m0)⊗m1

Donc f ◦ g est H−colinéaire.

• Soit l’application idM : M −→M, m 7−→ m.
idM ∈ EndHA (M) et c’est l’élément neutre pour la composition.

f ◦ g ∈ EndHA (M), ∀f, g ∈ EndHA (M) et idM ∈ EndHA (M), donc EndHA (M) est un
sous-anneau de EndK(M)
• De plus, soient f, g ∈ EndHA (M) et λ ∈ K.

[λ(f ◦ g)](m) = λ[(f ◦ g)(m)]
= λ[f(g(m))]
= (λf)(g(m)) = [(λf) ◦ g](m)

[λ(f ◦ g)](m) = λ[(f ◦ g)(m)],∀m ∈M
= λ[f(g(m))]
= f(λg(m)) = [f ◦ (λg)](m),∀m ∈M

λ(f ◦ g) = (λf) ◦ g = f ◦ (λg)

Ainsi, EndHA (M) est une sous-algèbre de EndK(M).�

Lemme 2.3.2 Soit A une algèbre de H−comodule à droite.
AcoH est une sous-algèbre de A appelée la sous-algèbre (ou le sous-anneau) des coinvariants
de A.

Si M,N ∈MH
A et si f est un morphisme de (A,H)−modules de Hopf relatifs à droite de

M vers N , alors la restriction de f à M coH est une application AcoH−linéaire de M coH vers
N coH . Cette restriction se note parfois f coH , c’est-à-dire f coH = f/

McoH
.

Définition 2.3.4 Soit H une algèbre de Hopf. Une extension A/B est une H−extension si
A est une algèbre de H−comodule à droite et B est la sous-algèbre des coinvariants de A.
Une extension A/B est dite H−galoisienne, si A/B est une H−extension telle que l’application
de Galois :

can : A⊗B A −→ A⊗H, a⊗B b 7−→ ab0 ⊗ b1,

soit bijective.
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2.3.2 Module de Hopf bilatère

Définition 2.3.5 Soient A et B deux K−modules.
Un (A,B)−module bilatère (ou (A,B)−bimodule) M est un K−module muni d’une structure
de A−module à gauche et d’une structure de B−module à droite tel que les actions de A et
B sur M commutent ; c’est-à-dire :

(am)b = a(mb); ∀a ∈ A, b ∈ B et m ∈M.

Définition 2.3.6 Soient H une algèbre de Hopf et A une algèbre de H−comodule à droite.
Un (A,H)−module de Hopf bilatère (ou (A,H)−bimodule de Hopf) est un A−module à droite
M qui est en même temps un H−module à gauche et un H−comodule à droite tel que :
• M est un (H,A)−module bilatère ;
• M est un (A,H)−module de Hopf relatif à droite et
• M est un H−module de Hopf à gauche à droite.

On note HMH
A la catégorie dont les objets sont les (A,H)−modules de Hopf bilatères. Les

morphismes de cette catégorie sont les applications simultanément H−linéaires à gauche,
A−linéaires à droite et H−colinéaires à droite.

Exemple 2.3.1 Soit M ∈ MH
A . On munit le produit H ⊗M des structures naturelles de

H−module à gauche, de A−module à droite et de la structure de H−comodule à droite définie
par :

h⊗m 7−→ h1 ⊗m0 ⊗ h2m1.

Alors, H ⊗M est un (A,H)−module de Hopf bilatère. En particulier, U = H ⊗ A est un
(A,H)−module de Hopf bilatère.

Lemme 2.3.3 1) Si M ∈MH
A alors :

M ⊗H ' H ⊗M,

isomorphisme de (A,H)−modules de Hopf bilatères donné par :
α : M ⊗H −→ H ⊗M

m⊗ h 7−→ hS−1
H (m1)⊗m0

et λ : H ⊗M −→M ⊗H
h⊗m 7−→ m0 ⊗ hm1.

En particulier, U = H ⊗ A ' A⊗H ∈ HMH
A .

2) Soit N ∈MA. Alors N ⊗H ∈ HMH
A ; avec les actions :

(n⊗ h)a = na0 ⊗ ha1; h′(n⊗ h) = n⊗ h′h

et la coaction :

ϕ(n⊗ h) = (n⊗ h)0 ⊗ (n⊗ h)1 = n⊗ h1 ⊗ h2.

Preuve :
1) On veut montrer que M ⊗H ' H ⊗M avec M ∈MH

A .
• Montrons que l’application :

α : M ⊗H −→ H ⊗M
m⊗ h 7−→ hS−1

H (m1)⊗m0

est A−linéaire à droite, H−linéaire à gauche, H−colinéaire à droite . Soient a ∈ A;
h, h′ ∈ H et m ∈M .
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α(h′(m⊗ h)a) = α((m⊗ (h′h))a)
= α(ma0 ⊗ (h′h)a1)
= ((h′h)a1)S−1

H ((ma0)1)⊗ (ma0)0

= ((h′h)a1)S−1
H (m1a01)⊗m0a00

= ((h′h)a1)S−1
H (a01)S−1

H (m1)⊗m0a00

= (h′h)a1S
−1
H (a01)S−1

H (m1)⊗m0a00

= (h′h)a2S
−1
H (a1)S−1

H (m1)⊗m0a0

= (h′h)a12S
−1
H (a11)S−1

H (m1)⊗m0a0

= (h′h)εH(a1)1HS
−1
H (m1)⊗m0a0

= (h′h)S−1
H (m1)⊗m0a0εH(a1)

= (h′h)S−1
H (m1)⊗m0a

= h′(hS−1
H (m1)⊗m0)a

= h′α(m⊗ h)a

α(h′(m⊗h)a) = h′α(m⊗h)a, donc l’application α est A−linéaire à droite et H−linéaire
à gauche.

α(m⊗ h)0 ⊗ α(m⊗ h)1 = (hS−1
H (m1)⊗m0)0 ⊗ (hS−1

H (m1)⊗m0)1

= (hS−1
H (m1))1 ⊗m00 ⊗ (hS−1

H (m1))2m01

= h1S
−1
H (m1)1 ⊗m00 ⊗ h2S

−1
H (m1)2m01

= h1S
−1
H (m12)⊗m00 ⊗ h2S

−1
H (m11)m01

= h1S
−1
H (m3)⊗m0 ⊗ h2S

−1
H (m2)m1

= h1S
−1
H (m2)⊗m0 ⊗ h2S

−1
H (m12)m11

= h1S
−1
H (m2)⊗m0 ⊗ h2εH(m1)1H

= h1S
−1
H (εH(m1)m2)⊗m0 ⊗ h21H

= h1S
−1
H (εH(m11)m12)⊗m0 ⊗ h2

= h1S
−1
H (m1)⊗m0 ⊗ h2

α((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1 = α(m⊗ h1)⊗ h2

= h1S
−1(m1)⊗m0 ⊗ h2.

α(m⊗ h)0 ⊗ α(m⊗ h)1 = α((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1,
donc l’application α est H−colinéaire.

• Montrons que les applications α : M ⊗H −→ H ⊗M et λ : H ⊗M −→M ⊗H sont
inverses l’une de l’autre.

(α ◦ λ)(h⊗m) = α(m0 ⊗ hm1)
= (hm1)S−1

H (m01)⊗m00

= hm12S
−1
H (m11)⊗m0

= hεH(m1)1H ⊗m0

= h1H ⊗m0εH(m1)
= h⊗m
= idH⊗M(h⊗m)

et (λ ◦ α)(m⊗ h) = λ(hS−1
H (m1)⊗m0)

= m00 ⊗ hS−1
H (m1)m01

= m0 ⊗ hS−1
H (m12)m11

= m0 ⊗ hεH(m1)1H
= m0εH(m1)⊗ h1H
= m⊗ h
= idM⊗H(m⊗ h)

α ◦ λ = idH⊗M et λ ◦ α = idM⊗H ; donc α et λ sont inverses l’une de l’autre.
En conclusion, on a M ⊗H ' H ⊗M pour tout M ∈MH

A .

2) On veut montrer que N ⊗H ∈ HMH
A .

i) Soient n ∈ N, h, h′, h′′ ∈ H et a, b ∈ A
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(h′h′′)(n⊗ h) = n⊗ (h′h′′)h
= n⊗ h′(h′′h)
= h′(n⊗ (h′′h))
= h′(h′′(n⊗ h)),

d’où N ⊗H ∈ HM.

(n⊗ h)(ab) = n(ab)0 ⊗ h(ab)1

= n(a0b0)⊗ h(a1b1)
= (na0)b0 ⊗ (ha1)b1

= (na0 ⊗ ha1)b
= ((n⊗ h)a)b,

d’où N ⊗H ∈MA.

(h′(n⊗ h))a = (n⊗ h′h)a
= na0 ⊗ (h′h)a1

= na0 ⊗ h′(ha1)
= h′(na0 ⊗ ha1)
= h′((n⊗ h)a).

Donc N ⊗H est un (H,A)−bimodule ( c’est-à-dire, N ⊗H ∈ HMA).
ii) N ⊗H ∈MH

A ?
On a déjà vu que N⊗H ∈MA. Il reste à montrer que N⊗H ∈MH et la compatibilité.
(n⊗ h)0 ⊗∆

N⊗H
((n⊗ h)1) = n⊗ h1 ⊗∆H(h2)

= n⊗ h1 ⊗ h21 ⊗ h22

= n⊗ h1 ⊗ h2 ⊗ h3

ϕ((n⊗ h)0)⊗ (n⊗ h)1) = ϕ(n⊗ h1)⊗ h2

= n⊗ h11 ⊗ h12 ⊗ h2

= n⊗ h1 ⊗ h2 ⊗ h3

(n⊗ h)0ε((n⊗ h)1) = n⊗ h1εH(h2)
= n⊗ h
= idN⊗H(n⊗ h).

Ainsi, on a
(n⊗ h)0 ⊗∆

N⊗H
((n⊗ h)1) = ϕ((n⊗ h)0)⊗ (n⊗ h)1

et
(n⊗ h)0ε((n⊗ h)1) = idN⊗H(n⊗ h).

Donc N ⊗H ∈MH .

ϕ((n⊗ h)a) = ϕ(na0 ⊗ ha1)
= na0 ⊗ (ha1)1 ⊗ (ha1)2

= na0 ⊗ h1a11 ⊗ h2a12

= na0 ⊗ h1a1 ⊗ h2a2

(n⊗ h)0a0 ⊗ (n⊗ h)1a1 = (n⊗ h1)a0 ⊗ h2a1

= na00 ⊗ h1a01 ⊗ h2a1

= na0 ⊗ h1a1 ⊗ h2a2

ϕ((n⊗ h)a) = (n⊗ h)0a0 ⊗ (n⊗ h)1a1, d’où la compatibilité.

On a donc N ⊗H ∈MH
A .

iii) On doit enfin montrer que N ⊗H ∈ HMH .
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On a déjà montré que N⊗H ∈ HM et N⊗H ∈MH . Il reste à vérifier la compatibilité.
ϕ(h′(n⊗ h) = ϕ(n⊗ h′h)

= n⊗ (h′h)1 ⊗ (h′h)2

= n⊗ h′1h1 ⊗ h′2h2

h′1(n⊗ h)0 ⊗ h′2(n⊗ h)1 = h′1(n⊗ h1)⊗ h′2h2

= n⊗ h′1h1 ⊗ h′2h2

ϕ(h′(n⊗ h) = h′1(n⊗ h)0 ⊗ h′2(n⊗ h)1 ; ce qui prouve la compatibilité.

Ainsi, N ⊗H ∈ HMH .
Par suite i),ii) et iii) ⇔ N ⊗H ∈ HMH

A . �
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Chapitre 3

L’EXTENSION DU THÉORÈME DE
SCHNEIDER ET SES
CONSÉQUENCES

3.1 QUELQUES RÉSULTATS SUR LES MORPHISMES

DE MODULES DE HOPF RELATIFS

Sauf mention expresse du contraire, dans cette partie, H est une algèbre de Hopf projective
sur un anneau commutatif K, A est une algèbre de H−comodule à droite et toutes les
applications sont K−linéaires.

3.1.1 Anneau d’endomorphismes de modules de Hopf relatifs

Proposition 3.1.1 On suppose que K est un corps, H une algèbre de Hopf de dimension
finie et B = AcoH . Si M ∈MH

A et N ∈MA alors,
i) M est un (H∗ −B)−bimodule.
ii) HomB(M,N) est un H∗−module à droite avec l’action définie par :

(f.h∗)(m) = f(h∗.m) = h∗(m1)f(m0), f ∈ HomB(M,N), h∗ ∈ H∗ et m ∈M.

Preuve
i) M est un H∗−module à gauche, avec l’action définie par :
h∗.m = m0h

∗(m1), ∀m ∈M,h∗ ∈ H∗. En effet,
(h∗g∗).m = m0(h∗g∗)(m1)

= m0h
∗(m11)g∗(m12)

= m00h
∗(m01)g∗(m1)

= (h∗.m0)g∗(m1)
= h∗.(m0g

∗(m1))
= h∗.(g∗.m)

M est un B−module à droite, car M est un A−module à droite et B est une sous-
algèbre de A.
De plus : ∀b ∈ B, h∗ ∈ H∗ et m ∈M ;

h∗.(mb) = h∗((mb)1)(mb)0 = h∗(m11H)m0b = h∗(m1)m0b = (h∗.m)b;

d’où M est un (H∗, B)−bimodule.
ii) Soient f ∈ HomB(M,N) ; g∗, h∗ ∈ H∗ et m ∈M, b ∈ B.

(f.h∗)(mb) = h∗((mb)1)f((mb)0) = h∗(m1)f(m0b) = h∗(m1)f(m0)b = (f.h∗)(m)b.
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Ainsi, f.h∗ est B−linéaire à droite, donc f.h∗ ∈ HomB(M,N).

[f.(h∗g∗)](m) = f [(h∗ ∗ g∗).m]
= (h∗g∗)(m1)f(m0)
= h∗(m11)g∗(m12)f(m0)
= h∗(m1)g∗(m2)f(m0)

[(f.h∗).g∗](m) = (f.h∗)(g∗.m)
= g∗(m1)((f.h∗)(m0))
= g∗(m1)f(h∗.m0)
= g∗(m1)h∗(m01)f(m00)
= g∗(m2)h∗(m1)f(m0)
= h∗(m1)g∗(m2)f(m0) ; car K commutatif.

f.(h∗g∗) = (f.h∗).g∗ ⇒ HomB(M,N) est un H∗−module à droite.

Proposition 3.1.2 i) Si M est un (H,A)−bimodule (M ∈ HMA), alors EndA(M) est
une algèbre de H−module à gauche avec l’action à gauche définie par :

(h.f)(m) = h1f(SH(h2)m).

ii) EndHA (M) est une sous-algèbre de EndA(M) et aussi un H−comodule à droite.

Preuve
i) On sait que EndA(M) est un sous-groupe additif de EndK(M) qui est un H−module

à gauche avec l’action donnée ci-dessus. Soient h ∈ H ; f, g ∈ EndA(M) ; h ∈ H et
m ∈M.
• A-t-on h.f ∈ EndA(M)?

(h.f)(ma) = h1f(SH(h2)(ma))
= h1f((SH(h2)m)a)
= [h1f(SH(h2)m)]a
= [(h.f)(m)]a ; on a h.f ∈ EndA(M).

Donc EndA(M) est un sous−H−module de EndK(M).

• A-t-on h.(f ◦ g) = (h1.f) ◦ (h2.g) et h.idM = εH(h)idM?

[(h1.f) ◦ (h2.g)](m) = (h1.f)[h21g(SH(h22)m))]
= h11f [SH(h12)h21g(SH(h22)m))]
= h1f [SH(h21)h22g(SH(h3)m))]
= h1f [εH(h2)1Hg(SH(h3)m))]
= h1f [1Hg(SH(εH(h2)h3)m))]
= h1f [g(SH(εH(h21)h22)m))]
= h1f [g(SH(h2)m))]
= h1[(f ◦ g)(SH(h2)m)]
= [h.(f ◦ g)](m)

et
(h.idM)(m) = h1(idM(SH(h2)m))

= h1(SH(h2)m)
= h1SH(h2)m = εH(h)1Hm = εH(h)m = εH(h)idM(m).

Donc EndA(M) est une algèbre de H−module à gauche.

ii) Montrons que EndHA (M) est une sous-algèbre de EndA(M) et un H−comodule à
droite.
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• EndHA (M) est une sous-algèbre de EndA(M).
En effet, EndHA (M) est un sous−K−module de EndA(M). De plus f ◦ g ∈ EndHA (M)
si f, g ∈ EndHA (M) et idM ∈ EndHA (M).

• Soient f ∈ EndHA (M) et m ∈M .
[(idM ⊗∆H) ◦ ϕ](f)(m) = (idM ⊗∆H)(f(m)0 ⊗ f(m)1)

= (idM ⊗∆H)(f(m0)⊗m1)
= f(m0)⊗m11 ⊗m12

= f(m0)⊗m1 ⊗m2

[(ϕ⊗ idH) ◦ ϕ](f)(m) = (ϕ⊗ idH)(f(m)0 ⊗ f(m)1)
= (ϕ⊗ idH)(f(m0)⊗m1)
= ϕ(f)(m0)⊗m1

= f(m0)0 ⊗ f(m1)1 ⊗m1

= f(m00)⊗m11 ⊗m1

= f(m0)⊗m1 ⊗m2

et
[(idM ⊗ εH) ◦ ϕ](f)(m) = (idM ⊗ εH)(f(m)0 ⊗ f(m)1)

= (idM ⊗ εH)(f(m0)⊗m1)
= f(m0)⊗ εH(m1)
= f(m0)εH(m1)
= f(m0εH(m1))
= f(m).

Ainsi, on a

[(idM ⊗∆H) ◦ ϕ](f) = [(ϕ⊗ idH) ◦ ϕ](f) et [(idM ⊗ εH) ◦ ϕ](f) = f.

Donc EndHA (M) est un H−comodule à droite. �

Lemme 3.1.1 Soit K un corps. Si M ∈MH
A , alors EndA(M) est une algèbre de H∗−module

à gauche avec l’action à gauche définie par :

(h∗.f)(m) = h∗(f(m0)1SH(m1))f(m0)0.

Preuve :
On sait déjà que EndA(M) est une algèbre Soient h∗, g∗ ∈ H∗ ; f, l ∈ EndA(M) ; a ∈ A

et m ∈M.
• A-t-on h∗.f ∈ EndA(M)?

(h∗.f)(ma) = h∗[f((ma)0)1SH((ma)1)]f((ma)0)0

= h∗[f(m0a0)1SH(m1a1)]f(m0a0)0

= h∗[f(m0)1a01SH(a1)SH(m1)]f(m0)0a00

= h∗[f(m0)1a11SH(a12)SH(m1)]f(m0)0a0

= h∗[f(m0)1ε(a1)1HSH(m1)]f(m0)0a0

= h∗[f(m0)11HSH(m1)]f(m0)0a0ε(a1)
= h∗[f(m0)1SH(m1)]f(m0)0a
= (h∗.f)(m)a;

donc h∗.f ∈ EndA(M).

• A-t-on (g∗h∗).f = g∗.(h∗.f) ?
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[(g∗h∗).f ](m) = (g∗h∗)[f(m0)1SH(m1)]f(m0)0

= g∗[(f(m0)1SH(m1))1]h∗[(f(m0)1SH(m1))2]f(m0)0

= g∗[f(m0)11SH(m1)1]h∗[f(m0)12SH(m1)2]f(m0)0

= g∗[f(m0)1SH(m12)]h∗[f(m0)2SH(m11)]f(m0)0

= g∗[f(m0)1SH(m2)]h∗[f(m0)2SH(m1)]f(m0)0

[g∗.(h∗.f)](m) = g∗[(h∗.f)(m0)1SH(m1)](h∗.f)(m0)0

= g∗[{h∗[f(m00)1SH(m01)]f(m00)0}1SH(m1)]
×{h∗[f(m00)1SH(m01)]f(m00)0}0

= g∗[h∗[f(m0)1SH(m1)]1f(m0)01SH(m2)]
×h∗[f(m0)1SH(m1)]0f(m0)00

= g∗[1Kf(m0)01SH(m2)]h∗[f(m0)1SH(m1)]f(m0)00

= g∗[f(m0)1SH(m2)]h∗[f(m0)2SH(m1)]f(m0)0

(g∗h∗).f = g∗.(h∗.f) ; EndA(M) est bien un H∗−module à gauche.

• Compatibilité : on a ; ∆(h∗) = h∗1 ⊗ h∗2 ; ∀h∗ ∈ H∗.

[(h∗1.f) ◦ (h∗2.l)](m) = (h∗1.f)[h∗2[l(m0)1SH(m1)]l(m0)0]
= h∗2[l(m0)1SH(m1)](h∗1.f)(l(m0)0)
= h∗2[l(m0)1SH(m1)]h∗1[f(l(m0)00)1SH(l(m0)01)]f(l(m0)00)0

= h∗1[f(l(m0)00)1SH(l(m0)01)]h∗2[l(m0)1SH(m1)]f(l(m0)00)0

= h∗[f(l(m0)00)1SH(l(m0)01)l(m0)1SH(m1)]f(l(m0)00)0

= h∗[f(l(m0)0)1SH(l(m0)1)l(m0)2SH(m1)]f(l(m0)0)0

= h∗[f(l(m0)0)1SH(l(m0)11)l(m0)12SH(m1)]f(l(m0)0)0

= h∗[f(l(m0)0)1εH(l(m0)1)SH(m1)]f(l(m0)0)0

= h∗[f(l(m0))1SH(m1)]f(l(m0)0)0

= h∗[(f ◦ l)(m0)1SH(m1)](f ◦ l)(m0)0

= [h∗(f ◦ l)](m)

et
(h∗.idM)(m) = h∗[idM(m0)1SH(m1)]idM(m0)0

= h∗(m01SH(m1))m00

= h∗(m11SH(m12))m0

= h∗(ε(m1)1H)m0

= h∗(1H)m0ε(m1)
= εH∗(h

∗)m
= εH∗(h

∗)idM(m) ;
avec idM = 1EndA(M) pour la loi de composition des applications ; d’où la compatibilité.

Donc EndA(M) est une algèbre de H∗−module à gauche. �

Remarque 3.1.1 On peut former le produit semi-direct à gauche EndA(M)#H∗ de EndA(M)
et H∗. Sa multiplication est

(f#h∗)(g#u∗) = f(h∗1.g)#h∗2u
∗, f, g ∈ EndA(M) et h∗, u∗ ∈ H∗.

Théorème 3.1.1 (Théorème de Schneider, [9, Théorème 3.2])
Soient K un corps, H une algèbre de Hopf de dimension finie, et A une algèbre de H−comodule
à droite qui est une extension H−galoisienne de B = AcoH . Alors il existe un isomorphisme
d’algèbres

EndA(M)#H∗ ' EndB(M) pour tout M ∈MH
A .
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Preuve : Soit Φ l’application définie par :
Φ : EndA(M)#H∗ −→ EndB(M) ; f ⊗ h∗ 7−→ f.h∗

• Soient f ∈ EndB(M) et h∗ ∈ H∗.
Φ(f ⊗ h∗)(mb) = (f.h∗)(mb)

= h∗((mb)1)f((mb)0)
= h∗(m1)f(m0b)
= h∗(m1)f(m0)b
= (f.h∗)(m)b
= Φ(f ⊗ h∗)(m)b ; donc Φ(f ⊗ h∗) ∈ EndB(M)

• Soient f, g ∈ EndA(M) ; h∗, u∗ ∈ H∗ et m ∈M.

Φ[(f ⊗ h∗)(g ⊗ u∗)](m) = Φ[f ◦ (h∗1.g)⊗ (h∗2u
∗)](m)

= [f ◦ (h∗1.g).(h∗2u
∗)](m)

= (h∗2u
∗)(m1)(f ◦ (h∗1.g))(m0)

= h∗2(m11)u∗(m12)f [h∗1(g(m00)1SH(m01))g(m00)0]
= h∗2(m11)u∗(m12)h∗1(g(m00)1SH(m01))f(g(m00)0)
= h∗2(m2)u∗(m3)h∗1(g(m0)1SH(m1))f(g(m0)0)
= u∗(m3)h∗1(g(m0)1SH(m1))h∗2(m2)f(g(m0)0)
= u∗(m3)h∗(g(m0)1SH(m1)m2)f(g(m0)0)
= u∗(m2)h∗(g(m0)1SH(m11)m12)f(g(m0)0)
= u∗(m2)h∗(g(m0)1εH(m1)1H)f(g(m0)0)
= u∗(εH(m1)m2)h∗(g(m0)11H)f(g(m0)0)
= u∗(εH(m11)m12)h∗(g(m0)1)f(g(m0)0)
= u∗(m1)h∗(g(m0)1)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)1)u∗(m1)f(g(m0)0)

[Φ(f ⊗ h∗)Φ(g ⊗ u∗)](m) = [(f.h∗)(g.u∗)](m)
= (f.h∗)(u∗(m1)g(m0))
= u∗(m1)(f.h∗)(g(m0))
= u∗(m1)h∗(g(m0)1)f(g(m0)0)
= u∗(m1)h∗(g(m0)1)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)1)u∗(m1)f(g(m0)0)

et
[Φ(idM ⊗ εH)](m) = (idM .εH)(m)

= εH(m1)idM(m0)
= εH(m1)m0

= m0εH(m1)
= m = idM(m)

Φ[(f ⊗ h∗)(g ⊗ u∗) = Φ(f ⊗ h∗)Φ(g ⊗ u∗) et Φ(idM ⊗ εH) = idM = 1EndA(M). Donc Φ
est un morphisme d’algèbres.

Comme A/B est une extension galoisienne, il existe d’après [10, 3.4] et
[9, Théorème 3.2] une application bien définie

Ψ : EndB(M) −→ EndA(M)#H∗

qui est l’inverse de Φ. Donc Φ est bijective, d’où EndA(M)#H∗ ' EndB(M) .�

Proposition 3.1.3 [5, Proposition 3.7]. On suppose que l’antipode SH est bijective et l’ex-
tension A/B (où B = AcoH) est telle que l’application

φM : A⊗B M coH −→M, a⊗B x 7−→ ax,
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soit un isomorphisme et M,N ∈MH
A . Alors l’application

φ : HomA(M,N)⊗H∗ −→ HomB(M,N)

telle que φ(f ⊗ h∗) = f.h∗ est injective.

Définition 3.1.1 Soient M,N ∈MH et f ∈ Hom(M,N) = HomK(M,N).
On considère l’application ϕ(f) ∈ Hom(M,N ⊗H) définie par :

ϕ(f)(m) = f(m0)0 ⊗ f(m0)1SH(m1), m ∈M.

On sait que Hom(M,N) ⊗ H ⊂ Hom(M,N ⊗ H), car H est un K−module projectif. Si
ϕ(f) ∈ Hom(M,N)⊗H, on dit que f est un élément rationnel. On pose

HOM(M,N) = {f ∈ Hom(M,N)/ϕ(f) ∈ Hom(M,N)⊗H}.

Si K est un corps et si H est de dimension finie, alors tous les éléments de Hom(M,N) sont
rationnels. HOM(M,N) est un H−comodule et c’est le plus grand H-comodule contenu dans
Hom(M,N) appelé partie rationnelle de Hom(M,N).
Ainsi, si ϕ(f) ∈ Hom(M,N)⊗H alors, ϕ(f) = f0 ⊗ f1 où

ϕ(f)(m) = f0(m)⊗ f1 = f(m0)0 ⊗ f(m0)1SH(m1).

Si M,N ∈MH
A , HOMA(M,N) est l’ensemble des éléments rationnels de HomA(M,N),

c’est-à-dire,
HOMA(M,N) = HOM(M,N) ∩HomA(M,N).

On définit de la même manière HOMB(M,N), où B = AcoH .
On remarque que HOMA(M,N) et HOMB(M,N) sont des H∗−modules à gauche avec
l’action définie par :

(h∗.f)(m) = h∗[f(m0)1SH(m1)]f(m0)0 = h∗(f1)f0(m).

Lemme 3.1.2 [12, Lemme 2.2]. Soit M ∈ MH
A . Alors HOMA(M,M) = ENDA(M) est

une algèbre de H−comodule à droite avec la structure de H−comodule définie ci-dessus. De
la même manière, ENDB(M) est aussi une algèbre de H−comodule à droite.

Preuve :
• ENDA(M) est un sous-espace vectoriel de EndA(M) et EndA(M) est une K−algèbre.

On sait que si f et g sont des éléments rationnels de ENDK(M) alors, f ◦ g est aussi
rationnel. De plus si f et g sont A−linéaires alors f ◦ g est A−linéaire. On en déduit
alors que ENDA(M) est une sous-algèbre de EndA(M).
• ENDA(M) est un sous−K−module de ENDK(M) (qui est un H−comodule à droite,

voir [2, Section 1, p.3]). De plus, soient f ∈ ENDA(M), a ∈ A et m ∈M .

f0(ma)⊗ f1 = f((ma)0)0 ⊗ f((ma)0)1SH((ma)1)
= f(m0a0)0 ⊗ f(m0a0)1SH(m1a1)
= f(m0)0a00 ⊗ f(m0)1a01SH(a1)SH(m1)
= f(m0)0a0 ⊗ f(m0)1a11SH(a12)SH(m1)
= f(m0)0a0 ⊗ f(m0)1εH(a1)1HSH(m1)
= f(m0)0a0εH(a1)⊗ f(m0)11HSH(m1)
= f(m0)0a⊗ f(m0)1SH(m1)
= f0(m)a⊗ f1; d’où f0 ∈ ENDA(M).

Donc ENDA(M) est un H−comodule à droite.
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• Compatibilité
Soient f, g ∈ ENDA(M) et m ∈M . La définition de ϕ(f) = f0 ⊗ f1 implique que :

f(m0)⊗ SH(m1) = f0(m)0 ⊗ SH(f0(m)1)f1.

En effet :
f0(m)0 ⊗ SH(f0(m)1)f1 = f(m0)00 ⊗ SH(f(m0)01)f(m0)1SH(m1)

= f(m0)0 ⊗ SH(f(m0)11)f(m0)12SH(m1)
= f(m0)0 ⊗ εH(f(m0)1)1HSH(m1)
= f(m0)0εH(f(m0)1)⊗ 1HSH(m1)
= f(m0)⊗ SH(m1).

Ainsi,
[ϕ(f ◦ g)](m) = [(f ◦ g)(m0)]0 ⊗ [(f ◦ g)(m0)]1SH(m1)

= [f(g(m0))]0 ⊗ [f(g(m0))]1SH(m1)
= f [g0(m)0]0 ⊗ f [g0(m)0]1SH [g0(m)1]g1

= f [g0(m0)]0 ⊗ f1g1

= (f0 ◦ g0)(m)⊗ f1g1.
Donc, ϕ(f ◦ g) = f0 ◦ g0 ⊗ f1g1

et
ϕ(idM)(m) = idM0(m)⊗ idM1

= idM(m0)0 ⊗ idM(m0)1SH(m1)
= m00 ⊗m01SH(m1)
= m0 ⊗m11SH(m12)
= m0 ⊗ εH(m1)1H
= m0εH(m1)⊗ 1H
= m⊗ 1H = idM(m)⊗ 1H ;

d’où la compatibilité.
On a alors montré que ENDA(M) est une algèbre de H−comodule à droite. Il en est
de même pour ENDB(M). �

Remarque 3.1.2 1) [2, Lemme 1.1]. Si M,N ∈MH
A , Hom

H
A (M,N) = HOMA(M,N)coH .

En particulier, EndHA (M) = ENDA(M)coH .
2) Si M ∈MH

A , ENDA(M) est un H−module de Hopf avec la structure de H−module
définie par

(h.f)(m) = h1f(SH(h2)m).

3.1.2 Produit semi-direct généralisé

Définition 3.1.2 Soient A une algèbre de H−comodule à droite et B une algèbre de
H−module à droite. Le produit semi-direct à droite généralisé de A et B noté A#B est le
K−module A⊗B muni de la multiplication

(a#b)(a′#b′) = aa′0](b.a1)b′, a, a′ ∈ A et b, b′ ∈ B :

c’est une algèbre d’élément unité 1A ⊗ 1B.

Si B = H muni de sa structure de comodule donnée par ∆H , on retrouve le produit semi-direct
à droite usuel.

Remarque 3.1.3 On rappelle que H∗ est une algèbre de H−module à droite avec l’action :

(h∗ ↼ h)(h′) = h∗(hh′), ∀h∗ ∈ H∗;h ∈ H.
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D’après le Lemme 3.1.2 et la Remarque 3.1.3, on peut former sur H le produit semi-direct à
droite généralisé ENDA(M)#H∗ de ENDA(M) et H∗. C’est le K−module ENDA(M)⊗H∗
muni de la multiplication :

(f#h∗)(g#u∗) = (f ◦ g0)#(h∗ ↼ g1)u∗, f, g ∈ ENDA(M) et h∗, u∗ ∈ H∗.

Proposition 3.1.4 [5, Proposition 3.8]. On suppose que l’antipode SH est bijective et l’ex-
tension A/B (où B = AcoH) est telle que l’application

φM : A⊗B M coH −→M, a⊗B x 7−→ ax,

soit un isomorphisme et M,N ∈MH
A .

Alors l’application φ : ENDA(M)#H∗ −→ EndB(M) telle que

φ(f ⊗ h∗) = f.h∗,

est un morphisme d’algèbres injectif.

Preuve : D’après la Proposition 3.1.3, l’application φ est injective. Il reste à montrer
que c’est un morphisme d’algèbres avec ce produit. Soient f, g ∈ ENDA(M) ; h∗, u∗ ∈ H∗ et
m ∈M.
φ[(f ⊗ h∗)(g ⊗ u∗)](m) = φ[f ◦ g0 ⊗ (h∗ ↼ g1)u∗](m)

= [f ◦ g0.(h
∗ ↼ g1)u∗](m)

= [(h∗ ↼ g1)u∗](m1)f ◦ g0(m0)
= (h∗ ↼ g1)(m11)u∗(m12)f(g0(m0))
= (h∗ ↼ g1)(m1)u∗(m2)f(g0(m0))
= h∗(g1m1)u∗(m2)f(g0(m0))
= h∗(g(m00)1SH(m01)m1)u∗(m2)f(g(m00)0)
= h∗(g(m0)1SH(m11)m12)u∗(m2)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)1εH(m1)1H)u∗(m2)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)11H)u∗(εH(m1)m2)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)1)u∗(εH(m11)m12)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)1)u∗(m1)f(g(m0)0)

[φ(f ⊗ h∗)φ(g ⊗ u∗)](m) = [(f.h∗)(g.u∗)](m)
= (f.h∗)(u∗(m1)g(m0))
= u∗(m1)(f.h∗)(g(m0))
= u∗(m1)h∗(g(m0)1)f(g(m0)0)
= h∗(g(m0)1)u∗(m1)f(g(m0)0)

On a bien φ[(f ⊗ h∗)(g ⊗ u∗)] = φ(f ⊗ h∗)φ(g ⊗ u∗) donc φ est un morphisme d’algèbres
injectif.�

Théorème 3.1.2 (voir [12]). Soient A une algèbre de H−comodule à droite et M ∈ HMH
A .

Alors :
1) [12, Théorème 2.4]. L’application φ : EndHA (M)#H −→ ENDA(M) définie par

φ(f ⊗ h) = f.h,

est un isomorphisme d’algèbres de H−comodules à droite.
2) [12, Théorème 1.3]. Si H est de dimension finie et U = H ⊗ A ' A ⊗H ∈ HMH

A ;
alors les algèbres A#H∗ et EndHA (U) sont isomorphes.

Preuve :
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1) L’application φ : EndHA (M)#H −→ ENDA(M) est telle que
∀f ∈ EndHA (M), h ∈ H et m ∈M ; on ait

φ(f ⊗ h)(m) = (f.h)(m) = f(hm).

D’après le théorème fondamental des modules de Hopf et la Remarque 3.1.2, l’applica-
tion φ est un isomorphisme de modules de Hopf et en particulier, c’est un isomorphisme
de H−comodules à droite. Il reste à montrer que c’est un morphisme d’algèbres.

Soient f, g ∈ EndHA (M), h, h′ ∈ H et m ∈M .

[φ(f ⊗ h) ◦ φ(g ⊗ h′)](m) = [(f.h) ◦ (g.h′)](m)
= (f.h)[(g.h′)(m)]
= (f.h)(g(h′m))
= f(h ⇀ g(h′m))

et
φ[(f ⊗ h)(g ⊗ h′)](m) = φ[f(h1 ⇀ g)⊗ h2h

′](m)
= [f(h1 ⇀ g).h2h

′](m)
= f(h1 ⇀ g)((h2h

′)m)
= f [(h1 ⇀ g)(h2(h′m))]
= f [h11 ⇀ g[SH(h12)h2(h′m)]]
= f [h1 ⇀ g[SH(h2)h3(h′m)]]
= f [h1 ⇀ g[SH(h21)h22(h′m)]]
= f [h1 ⇀ g[εH(h2)1H(h′m)]]
= f [h1εH(h2) ⇀ g[1H(h′m)]]
= f [h ⇀ g[1H(h′m)]]
= f(h ⇀ g(h′m))

φ(f ⊗ h) ◦ φ(g ⊗ h′) = φ[(f ⊗ h)(g ⊗ h′)];

donc l’application φ est un morphisme d’algèbres.

2) cf [12, Théorème 1.3, (11)]. �

Il a été prouvé dans [5, Corollaire 2.5] que l’assertion 1) (dans le cas où H est de
dimension finie) et l’assertion 2) du Théorème 3.1.2 sont des cas particuliers du Théorème
3.1.1 (théorème de Schneider).

3.2 L’EXTENSION DU THÉORÈME DE SCHNEI-

DER ET SES CONSÉQUENCES

3.2.1 Le ”grand” produit semi-direct

Définition 3.2.1 Soit A une algèbre de H−comodule à droite.
On note #(H,A), le produit semi-direct appelé le ”grand” produit semi-direct, qui est le
K−module HomK(H,A) muni de la multiplication :

(f.g)(h) = f(g(h2)1h1)g(h2)0, f, g ∈ #(H,A) et h ∈ H.

Proposition 3.2.1 1) Muni de la multiplication définie ci-dessus, #(H,A) est une
algèbre associative unitaire d’unité µH ◦ εH = εH .

2) A est une sous-algèbre de #(H,A).
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3) H∗ = Hom(H,K) muni de la convolution, est une sous-algèbre de #(H,A). De plus,
on a un isomorphisme d’algèbres A#H∗ ' #(H,A) via

(a#h∗)(h) = h∗(h)a.

Preuve :
1) Montrons que #(H,A) est un anneau.
i) Soient f ∈ #(H,A) et h ∈ H. On a :

(f.εH)(h) = f [εH(h2)1h1]εH(h2)0

= f [εH(h2)h1]εH(h2)
= f [εH(h12)h11]εH(h2)
= f(h1)εH(h2)
= f(h1εH(h2))
= f(h)

et (εH .f)(h) = εH [f(h2)1h1]f(h2)0

= εH [f(h2)1]εH(h1)f(h2)0

= f(h2)0εH [f(h2)1]εH(h1)
= f(h2)εH(h1)
= f(εH(h1)h2

= f(h)

f.εH = f = εH .f . Donc εH est bien l’unité de #(H,A) pour ce produit.
ii) L’associativité : soient f, g, l ∈ #(H,A) et h ∈ H

[(f.g).l](h) = (f.g)[l(h2)1h1]l(h2)0

= f [g{(l(h2)1h1)2}1{l(h2)1h1}1]g{(l(h2)1h1)2}0l(h2)0

= f [g{l(h2)12h12}1l(h2)11h11]g{l(h2)12h12}0l(h2)0

= f [g{l(h3)12h2}1l(h3)11h1]g{l(h3)12h2}0l(h3)0

= f [g{l(h3)2h2}1l(h3)1h1]g{l(h3)2h2}0l(h3)0

[f.(g.l)](h) = f [(g.l)(h2)1h1](g.l)(h2)0

= f [{g[l(h22)1h21]1l(h22)0}1h1]{g[l(h22)1h21]l(h22)0}0

= f [g[l(h22)1h21]11l(h22)01h1]g[l(h22)1h21]0l(h22)00

= f [g[l(h3)1h2]1l(h3)01h1]g[l(h3)1h2]0l(h3)00

= f [g{l(h3)2h2}1l(h3)1h1]g{l(h3)2h2}0l(h3)0

(f.g).l = f.(g.l, ) d’où l’associativité.
iii) La distributivité de ce produit par rapport à l’addition.

Soient f, g, l ∈ #(H,A) et h ∈ H.
[(g + l).f ](h) = (g + l)[f(h2)1h1]f(h2)0

= (g[f(h2)1h1] + l[f(h2)1h1])f(h2)0

= g[f(h2)1h1]f(h2)0 + l[f(h2)1h1]f(h2)0

= (g.f)(h) + (l.f)(h), d’où la distributivité à droite.

i), ii) et iii) ⇔ #(H,A) est un anneau. Il est facile de vérifier que

λ(f.g) = (λf).g = f.(λg).

2) Il est évident que A est une sous-algèbre de #(H,A) via l’application

a 7−→ [h 7−→ εH(h)a].

3) On montre d’abord que H∗ est une sous-algèbre de #(H,A) puis A#H∗ ' ](H,A).
Il est clair que H∗ est un sous−K−module de HomK(H,A) = #(H,A) comme
K−module.
• Soient h∗, g∗ ∈ H∗ et h ∈ H.

(h∗.g∗)(h) = h∗(g∗(h2)1h1)g∗(h2)0

= h∗(1Kh1)g∗(h2) car g∗(h2) ∈ K et ∀λ ∈ K, λ0 ⊗ λ1 = λ⊗ 1K ' λ
= h∗(h1)g∗(h2) ; ce qui n’est que la convolution.

et
(h∗.εH)(h) = h∗(εH(h2)1h1)εH(h2)0

= h∗(h1)εH(h2) = h∗(h1εH(h2)) = h∗(h).

De même, (εH .h
∗)(h) = h∗(h).
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Donc H∗ est une sous-algèbre de #(H,A).

• Soit l’application γ : A#H∗ −→ #(H,A) telle que :

γ(a#h∗)(h) = h∗(h)a.

Il est bien connu que l’application γ ainsi définie, est un isomorphisme de K−espaces
vectoriels si H est de dimension finie : HomK(H,A) = A⊗H∗ comme K−module et
par définition, A#H∗ = A⊗H∗ comme K−module. Il reste alors à montrer que γ est
un morphisme d’algèbres.

γ[(a#h∗)(b#g∗)](h) = γ[ab0#(h∗ ↼ b1)g∗](h)
= ((h∗ ↼ b1)g∗)(h)ab0

= (h∗ ↼ b1)(h1)g∗(h2)ab0

= h∗(b1h1)g∗(h2)ab0

[γ(a#h∗).γ(b#g∗)](h) = γ(a#h∗)[γ(b#g∗)(h2)1h1]γ(b#g∗)(h2)0

= γ(a#h∗)[(g∗(h2)b)1h1](g∗(h2)b)0

= γ(a#h∗)[g∗(h2)1b1h1]g∗(h2)0b0

= γ(a#h∗)(1Kb1h1)g∗(h2)b0

= h∗(b1h1)ag∗(h2)b0

= h∗(b1h1)g∗(h2)ab0

γ[(a#h∗)(b#g∗) = γ(a#h∗).γ(b#g∗) ; ∀a, b ∈ A et h∗, g∗ ∈ H∗. Donc γ est un mor-
phisme d’algèbres ; d’où A#H∗ ' #(H,A). �

3.2.2 L’extension du théorème de Schneider

Lemme 3.2.1 Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective SH et A une algèbre de
H−comodule à droite. Soient M ∈ MH

A et N ∈ MA. Alors HomK(H,HomA(M,N)) et
HomH

A (M⊗H,N⊗H) sont des H∗−modules à droite avec les actions respectivement définies
par :

(f.h∗)(h) = f(h∗.h) = h∗(h1)f(h2), f ∈ HomK(H,HomA(M,N)), h∗ ∈ H∗ et h ∈ H

et

(u.h∗)(m⊗h) = h∗(m1SH(h1))u(m0⊗h2), u ∈ HomH
A (M⊗H,N⊗H),m ∈M,h∗ ∈ H∗ h ∈ H.

Preuve :
• Soient f ∈ HomK(H,HomA(M,N)), h∗, g∗ ∈ H∗ et h ∈ H.

(f.h∗)(λh) = h∗((λh)2)f((λh)1) = h∗(h2)f(λh1) = λh∗(h1)f(h2) = λ(f.h∗)(h);∀λ ∈ K.

f.h∗ est K−linéaire.
[f.(h∗g∗)](h) = (h∗g∗)(h2)f(h1)

= h∗(h21)g∗(h22)f(h1)
= h∗(h12)g∗(h2)f(h11)
= g∗(h2)h∗(h12)f(h11)
= g∗(h2)(f.h∗)(h1)
= [(f.h∗).g∗](h)

f.(h∗g∗) = (f.h∗).g∗ ⇒ HomK(H,HomA(M,N)) est un H∗−module à droite.
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• Soient u ∈ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H); m ∈M, h∗, g∗ ∈ H∗ et h ∈ H.

(u.h∗)((m⊗ h)a) = (u.h∗)(ma0 ⊗ ha1)
= h∗((ma0)1SH((ha1)1)u((ma0)0 ⊗ (ha1)2)
= h∗(m1a01SH(h1a11))u(m0a00 ⊗ h2a12)
= h∗(m1a11SH(h1a12))u(m0a0 ⊗ h2a2)
= h∗(m1a11SH(a12)SH(h1))u(m0a0 ⊗ h2a2)
= h∗(m1ε(a1)1HSH(h1))u(m0a0 ⊗ h2a2)
= h∗(m1SH(h1))u(m0a0 ⊗ h2ε(a1)a2)
= h∗(m1SH(h1))u(m0a0 ⊗ h2a1)
= h∗(m1SH(h1))u((m0 ⊗ h2)a)
= h∗(m1SH(h1))u(m0 ⊗ h2)a
= (u.h∗)(m⊗ h)a.

Donc u.h∗ est A−linéaire à droite.

[(u.h∗)(m⊗ h)]0 ⊗ [(u.h∗)(m⊗ h)]1 = [h∗(m1SH(h1))u(m0 ⊗ h2)]0
⊗[h∗(m1SH(h1))u(m0 ⊗ h2)]1

= h∗(m1SH(h1))0u(m0 ⊗ h2)0

⊗h∗(m1SH(h1))1u(m0 ⊗ h2)1

= h∗(m1SH(h1))u(m0 ⊗ h2)0 ⊗ u(m0 ⊗ h2)1

= h∗(m1SH(h1))u(m00 ⊗ h21)⊗ (m01 ⊗ h22)
= h∗(m1SH(h1))u(m00 ⊗ h21)⊗ (m01 ⊗ h22)
= h∗(m2SH(h1))u(m0 ⊗ h2)⊗ (m1 ⊗ h3)

(u.h∗)((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1 = (u.h∗)(m0 ⊗ h1)⊗ (m1 ⊗ h2)
= h∗(m01SH(h11))u(m00 ⊗ h12)⊗ (m1 ⊗ h2)
= h∗(m1SH(h1))u(m0 ⊗ h2)⊗ (m2 ⊗ h3)
= h∗(m2SH(h1))u(m0 ⊗ h2)⊗ (m1 ⊗ h3)

[(u.h∗)(m ⊗ h)]0 ⊗ [(u.h∗)(m ⊗ h)]1 = (u.h∗)((m ⊗ h)0) ⊗ (m ⊗ h)1. Donc (u.h∗) est
H−colinéaire à droite.
u.h∗ est A−linéaire et H−colinéaire à droite donc ;

u.h∗ ∈ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H).

[u.(h∗g∗)](m⊗ h) = (h∗g∗)(m1SH(h1))u(m0 ⊗ h2)
= h∗((m1SH(h1))1)g∗((m1SH(h1))2)u(m0 ⊗ h2)
= h∗(m11SH(h12))g∗(m12SH(h11))u(m0 ⊗ h2)
= g∗(m12SH(h11))h∗(m11SH(h12))u(m0 ⊗ h2)
= g∗(m1SH(h1))h∗(m01SH(h21))u(m00 ⊗ h22)
= g∗(m1SH(h1))(u.h∗)(m0 ⊗ h2)
= [(u.h∗).g](m⊗ h)

u.(h∗g∗) = (u.h∗).g ;

donc HomH
A (M ⊗H,N ⊗H) est un H∗−module à droite.�

Le théorème suivant est le résultat principal dans notre étude.

Théorème 3.2.1 [7, Théorème 2.1].
Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective SH ; A une algèbre de H−comodule à droite.
Soient M ∈MH

A et N ∈MA. Alors ;
i) HomK(H,HomA(M,N)) ' HomH

A (M ⊗H,N ⊗H) ; isomorphisme de H∗−modules
à droite.

ii) L’isomorphisme de i) induit un morphisme d’algèbres injectif

#(H,ENDA(M)) ↪→ EndHA (M ⊗H).
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Preuve :
i) Soient β et α les applications respectivement définies par :

β : HomK(H,HomA(M,N)) −→ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H)

telle que :
β(f)(m⊗ h) = f(m1SH(h1))(m0)⊗ h2

et
α : HomH

A (M ⊗H,N ⊗H) −→ HomK(H,HomA(M,N))

telle que :
α(u)(h)(m) = (idN ⊗ ε)u(m0 ⊗ S−1

H (h)m1)

où (idN ⊗ εH)((ni ⊗ hi)a) = niεH(hi)a = (idN ⊗ εH)(ni ⊗ hi)a; ∀ni ∈ N, hi ∈ H, et
a ∈ A où i = {1; 2; 3...;n}.
• Montrons que β(f) est A−linéaire, H−colinéaire à droite et que β est H∗−linéaire à

droite.

β(f)((m⊗ h)a) = β(f)(ma0 ⊗ ha1)
= f [(ma0)1SH((ha1)1)]((ma0)0)⊗ (ha1)2

= f [m1a01SH(h1a11)](m0a00)⊗ h2a12

= f [m1a01SH(a11)SH(h1)](m0a00)⊗ h2a12

= f [m1a11SH(a12)SH(h1)](m0a0)⊗ h2a2

= f [m1εH(a1)1HSH(h1)](m0a0)⊗ h2a2

= f [m11HSH(h1)](m0a0)⊗ h2εH(a1)a2

= f [m1SH(h1)](m0)a0 ⊗ h2a1

= (f [m1SH(h1)](m0)⊗ h2)a
= β(f)(m⊗ h)a ; ∀a ∈ A. Donc β(f) est A−linéaire.

[β(f)(m⊗ h)]0 ⊗ [β(f)(m⊗ h)]1 = [f(m1SH(h1))(m0)⊗ h2]0
⊗[f(m1SH(h1))(m0)⊗ h2]1

= f(m1SH(h1))(m0)⊗ h21 ⊗ h22

= f(m1SH(h1))(m0)⊗ h2 ⊗ h3

β(f)((m⊗ h)0)⊗ (m⊗ h)1 = β(f)(m⊗ h1)⊗ h2

= f(m1SH(h11))(m0)⊗ h12 ⊗ h2

= f(m1SH(h1))(m0)⊗ h2 ⊗ h3

[β(f)(m⊗h)]0⊗[β(f)(m⊗h)]1 = β(f)((m⊗h)0)⊗(m⊗h)1, donc β(f) est H−colinéaire
à droite.

β(f.h∗)(m⊗ h) = (f.h∗)(m1SH(h1))(m0)⊗ h2

= h∗((m1SH(h1))2)f((m1SH(h1))1)(m0)⊗ h2

= h∗(m12SH(h11))f(m11SH(h12))(m0)⊗ h2

= h∗(m12SH(h11))f(m11SH(h12))(m0)⊗ h2

= h∗(m1SH(h1))f(m01SH(h21))(m00)⊗ h22

= h∗(m1SH(h1))β(f)(m0 ⊗ h2)
= β(f).h∗(m⊗ h) ; ∀h∗ ∈ H∗, d’où β est H∗−linéaire à droite.

• Montrons que α(u)(h) (avec u ∈ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H)) est A−linéaire à droite.

α(u)(h)(ma) = (idN ⊗ εH)u((ma)0 ⊗ S−1
H (h)(ma)1)

= (idN ⊗ εH)u(m0a0 ⊗ S−1
H (h)m1a1)

= (idN ⊗ εH)u((m0 ⊗ S−1
H (h)m1)a)

= (idN ⊗ εH)u(m0 ⊗ S−1
H (h)m1)a ; car u est A−linéaire

= α(u)(h)(m)a ; ∀a ∈ A, d’où α(u)(h) est A−linéaire.
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• Montrons enfin que les applications β et α sont inverses l’une de l’autre.
(β ◦ α)(u)(m⊗ h) = α(u)(m1SH(h1))(m0)⊗ h2

= (idN ⊗ εH)[u(m00 ⊗ S−1
H (m1SH(h1))m01)⊗ h2]

= u(m00 ⊗ S−1
H (m1SH(h1))m01)⊗ εH(h2)

= u(m00 ⊗ S−1
H (SH(h1))S−1

H (m1)m01)⊗ εH(h2)
= u(m0 ⊗ h1S

−1
H (m12)m01)⊗ εH(h2)

= u(m0 ⊗ h1εH(m1)1H)⊗ εH(h2)
= u(m0εH(m1)⊗ h11H)εH(h2)
= u(m⊗ h1εH(h2))
= u(m⊗ h)

(α ◦ β)(f)(h)(m) = (idN ⊗ εH)β(f)(m0 ⊗ S−1
H (h)m1)

= (idN ⊗ εH)[f(m01SH((S−1
H (h)m1)1))(m00)⊗ (S−1

H (h)m1)2]
= (idN ⊗ εH)[f(m01SH(S−1

H (h2)m11)(m00)⊗ S−1
H (h1)m12]

= f(m01SH(m11SH(S−1
H (h2)))(m00)⊗ εH(S−1

H (h1)m12)
= f(m01SH(m11h2)(m00)⊗ εH(S−1

H (h1))εH(m12)
= f(m11SH(m12h2)(m0)⊗ εH(h1)εH(m2)
= f(εH(m1)1HεH(h1)h2)(m0)⊗ εH(m2)
= f(1HεH(h1)h2)(m0)⊗ εH(εH(m1)m2)
= f(h)(m0)⊗ εH(m1)
= f(h)(m0)εH(m1)
= f(h)(m0εH(m1))
= f(h)(m)

On a bien (β ◦ α) = idHomH
A (M⊗H,N⊗H) et (α ◦ β) = idHomK(H,HomA(M,N)). Donc β

est un morphisme de H∗−modules bijectif d’inverse α.
En conclusion, HomK(H,HomA(M,N)) ' HomH

A (M ⊗H,N ⊗H), isomorphisme de
H∗−modules à droite.

ii) D’après i), on a un isomorphisme de H∗−modules

β : HomK(H,HomA(M,N)) −→ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H)

On a aussi l’isomorphisme et l’inclusion de K−modules

#(H,ENDA(M)) ' HomK(H,ENDA(M)) ⊂ HomK(H,EndA(M)).

Notons β′ la restriction de β à #(H,ENDA(M)). D’après i), β′ est injective. Il reste
à montrer que β′ est un morphisme d’algèbres.

Soient f, g ∈ #(H,ENDA(M)). A-t-on : β′(f.g) = β′(f)◦β′(g) et β′(εH) = idENDA(M⊗H)?

β′(f.g)(m⊗ h) = (f.g)(m1SH(h1))(m0)⊗ h2

= (f.g)(m1SH(h1))(m0)⊗ h2

= f [g((m1SH(h1))2)1(m1SH(h1))1]g((m1SH(h1))2)0(m0)⊗ h2

= f [g(m12SH(h11))1m11SH(h12)]g(m12SH(h11))0(m0)⊗ h2

= f [g(m2SH(h1))1m1SH(h2)]g(m2SH(h1))0(m0)⊗ h3
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β′(f) ◦ β′(g)(m⊗ h) = β′(f)[g(m1SH(h1))(m0)⊗ h2]
= f [(g(m1SH(h1))(m0))1SH(h21)](g(m1SH(h1))(m0))0 ⊗ h22

= f [(g(m1SH(h1))(m00εH(m01)))11HSH(h2)]
×(g(m1SH(h1))(m00))0 ⊗ h3

= f [(g(m1SH(h1))(m00))1εH(m01)1HSH(h2)]
×(g(m1SH(h1))(m00))0 ⊗ h3

= f [(g(m2SH(h1))(m0))1εH(m1)1HSH(h2)]
×(g(m2SH(h1))(m0))0 ⊗ h3

= f [(g(m2SH(h1))(m0))1SH(m11)m12SH(h2)]
×(g(m2SH(h1))(m0))0 ⊗ h3

= f [(g(m3SH(h1))(m0))1SH(m1)m2SH(h2)]
×(g(m3SH(h1))(m0))0 ⊗ h3

= f [(g(m2SH(h1))(m00))1SH(m01)m1SH(h2)]
×(g(m2SH(h1))(m00))0 ⊗ h3

= f [(g(m2SH(h1)))1m1SH(h2)](g(m2SH(h1)))0(m0)⊗ h3

De plus :
β′(εH)(m⊗ h) = εH(m1SH(h1))m0 ⊗ h2

= εH(m1)ε(SH(h1))m0 ⊗ h2

= εH(m1)ε(h1)m0 ⊗ h2

= εH(m1)(m0)⊗ ε(h1)h2

= m⊗ h = id
ENDA(M⊗H)

(m⊗ h)

Ainsi, on a β′(f.g) = β′(f) ◦ β′(g) et β′(εH) = id
ENDA(M⊗H)

; donc

β′ : #(H,ENDA(M)) −→ EndHA (M ⊗H) est un morphisme d’algèbres injectif.�

Nous donnons maintenant quelques conséquences du Théorème 3.2.1. Le corollaire suivant
est un nouveau théorème de dualité d’algèbre de Hopf de dimension infinie.

Corollaire 3.2.1 [7, Corollaire 2.1].
Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective SH et A une algèbre de H−comodule à
droite. Soit M ∈MH

A , où M est un A−module de type fini.
i) Alors on a les isomorphismes d’algèbres

#(H,EndA(M)) ' EndHA (M ⊗H)

et
#(H,EndA(M))#H ' ENDA(M ⊗H).

ii) Si de plus, M ∈ HMH
A , on a l’isomorphisme d’algèbres

#(H,EndA(M)#H) ' EndHA (M ⊗H).

Preuve :
i) Puisque M est de type fini, on a ENDA(M) = EndA(M). D’après le Théorème 3.2.1,

on un isomorphisme de H∗−modules

#(H,ENDA(M)) = #(H,EndA(M)) ' EndHA (M ⊗H).

Il est facile de voir que c’est un morphisme d’algèbres. Pour le deuxième isomorphisme,
d’après le Lemme 2.3.3, l’assertion 2) ; si M ∈MH

A

alors, on a M ⊗H ∈ HMH
A .

D’après le Théorème 3.1.2, on a les isomorphismes d’algèbres

EndHA (M)#H ' ENDA(M) et EndHA (M ⊗H)#H ' ENDA(M ⊗H).
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D’après la première assertion du corollaire on a un isomorphisme d’algèbres

#(H,EndA(M)) ' EndHA (M ⊗H).

Donc, on a #(H,EndA(M))#H ' EndHA (M ⊗H)#H.

Par suite, on obtient #(H,EndA(M))#H ' ENDA(M ⊗H).

ii) D’après l’assertion i), on a

#(H,EndA(M)) ' EndHA (M ⊗H).

D’après l’assertion 1) du Théorème 3.1.2, on a ;

EndHA (M)#H ' ENDA(M).

Puisque M est de type fini, on a EndA(M) = ENDA(M). Donc on a les isomorphismes
d’algèbres suivants

EndHA (M)#H ' EndA(M) et #(H,EndA(M)) ' EndHA (M ⊗H).

On en déduit que
#(H,EndHA (M)#H) ' EndHA (M ⊗H),

isomorphisme d’algèbres.�

Corollaire 3.2.2 [7, Corollaire 2.2].
Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective, A une algèbre de H−comodule à droite et
B = AcoH telle que A/B soit une extension H−galoisienne. Soient M ∈ HMH

A et N ∈MA.
Alors

i) on a un isomorphisme de H∗−modules à droite

HomK(H,HomA(M,N)) ' HomB(M,N),

f 7−→ [m 7−→ f(m1)(m0)].

Les actions de H∗ sur HomK(H,HomA(M,N)) et sur HomB(M,N) sont respective-
ment données par

(f.h∗)(h) = h∗(h2)f(h1) et (f.h∗)(m) = h∗(m1)f(m0).

ii) L’isomorphisme dans i) induit un morphisme d’algèbres injectif

#(H,ENDA(M)) ↪→ EndB(M)

iii) On a un isomorphisme d’algèbres

#(H,A) ' EndB(A).

Preuve :
i) D’après le Théorème 3.2.1,

HomK(H,HomA(M,N)) ' HomH
A (M ⊗H,N ⊗H).

Soit l’application ϑ : HomH
A (M ⊗H,N ⊗H) −→ HomB(M,N) définie par

ϑ(f)(m) = f(m1)(m0).
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ϑ(f) est la restriction de tout f ∈ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H) à (M ⊗H)coH . Or on a

(M ⊗H)coH = M ⊗ 1H 'M ([8, Lemme 1.3.]),

donc elle est bijective. De plus, ∀f, f ′ ∈ HomH
A (M ⊗H,N ⊗H), h∗ ∈ H∗ et m ∈M ,

on a :

ϑ(f)(mb) = f((mb)1)((mb)0) = f(m1)(m0b) = f(m1)(m0)b = ϑ(f)(m)b;∀b ∈ B.

ϑ(f + f ′)(m) = (f + f ′)(m1)(m0) = f(m1)(m0) + f ′(m1)(m0) = ϑ(f)(m) + ϑ(f ′)(m);

ϑ(f.h∗)(m) = (f.h∗)(m1)(m0)
= h∗(m12)f(m11)(m0)
= h∗(m1)f(m01)(m00)
= h∗(m1)ϑ(f)(m0)
= ϑ(f).h∗(m)

ϑ : HomH
A (M⊗H,N⊗H) −→ HomB(M,N) est donc un morphisme de H∗−modules

à droite bijectif. Il en résulte que
HomH

A (M ⊗H,N ⊗H) ' HomB(M,N), isomorphisme de H∗−modules à droite. On
a alors

HomK(H,HomA(M,N)) ' HomH
A (M ⊗H,N ⊗H) ' HomB(M,N);

d’où
HomK(H,HomA(M,N)) ' HomB(M,N).

ii) En posant M = N alors,

HomK(H,EndA(M)) ' EndB(M)

⇒ HomK(H,ENDA(M)) ↪→ EndB(M)

morphisme de H∗−modules à droite injectif.
On sait par définition queHomK(H,ENDA(M)) = #(H,ENDA(M)) commeH∗−module
à droite. Il reste donc à montrer que

ϑ : #(H,ENDA(M)) −→ EndB(M)

est un morphisme d’algèbres.
Soient f, g ∈ #(H,ENDA(M)) et m ∈M

ϑ(f.g)(m) = (f.g)(m1)(m0)
= f(g(m12)1m11)g(m12)0(m0)
= f(g(m2)1m1)g(m2)0(m0)

[ϑ(f) ◦ ϑ(g)](m) = ϑ(f)[g(m1)(m0)]
= f [(g(m1)(m0))1](g(m1)(m0))0

= f [g(m1)1(m0)1]g(m1)0(m0)0

= f(g(m1)1m01)g(m1)0(m00)
= f(g(m2)1m1)g(m2)0(m0)

ϑ(f.g) = ϑ(f) ◦ ϑ(g) donc ϑ est bien un morphisme d’algèbres d’où

#(H,ENDA(M)) ↪→ EndB(M),

morphisme d’algèbres injectif.
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iii) Si M = A, alors on a :

#(H,ENDA(A)) ' EndB(A),

un isomorphisme d’algèbres. De plus ENDA(A) ' A, donc

#(H,A) ' EndB(A).�

Remarque 3.2.1 En prenant M = N = A dans le Théorème 3.2.1, l’assertion i), et en
tenant compte du Lemme 2.3.3 ; nous obtenons l’isomorphisme de K−modules

χ : EndHA (H ⊗ A) −→ HomK(H,A); χ(f)(h) = (εH ⊗ 1)f(h⊗ 1),

donné par K.-H. Ulbrich dans [12,Lemme 1.2]. Ceci est un résultat comme celui [6,Proposition
4.1] : pour voir cela, considérons d’abord H ⊗ A comme un objet de AMH via

a(h⊗ b) = a1h⊗ a0b et h⊗ b 7−→ h1 ⊗ b⊗ h2,

pour tous a, b ∈ A et h ∈ H.
Par conséquent, d’après [6,(3.2), p.66], H ⊗ A est un #(H,A)−module à gauche par

f.(h⊗ a) = f(h2)1h1 ⊗ f(h2)0a.

Maintenant A est une algèbre de Hop,cop−comodule à droite via

a 7−→ a0 ⊗ S−1
H (a1),

et notons le A′.
Ainsi,

#(H,A) −→ #(Hop,cop, A′); f 7−→ fSH

est un isomorphisme d’anneau et sa composition avec l’isomorphisme de Ulbrich

#(Hop,cop, A′) −→ HomH
A (H ⊗ A),

est exactement donné par la structure de module à gauche ci-dessus.
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CONCLUSION

Le Théorème 3.2.1 qui est le résultat principal dans notre présentation est la version analogue
en dimension infinie du théorème de H.-J. Schneider (Théorème 3.1.1). De ce résultat découlent
immédiatement la Proposition 3.2.1 et la Proposition 3.1.3, ainsi que plusieurs nouveaux
résultats. Certains d’entre eux étendent les résultats de [9] sur les modules gradués et les
anneaux d’endomorphismes de modules gradués.
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