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RESUME

Soient H une algebre de Hopf projective d’antipode bijective Sy sur un anneau commutatif
K et A une algebre de H—comodule a droite.

Notre mémoire porte sur I'extension du résultat de H.J. Schneider sur les anneaux d’en-
domorphisme des modules de Hopf relatifs [9, Théoreme 3.2] au cas des algebres de Hopf
projectives d’antipode bijective et la connexion entre cette extension et plusieurs théoremes
de dualité d’algebres de Hopf.

Ce qui a été mis au point ici est que le théoreme de H.J. Schneider peut étre pratiquement
trouvé dans tous les théoremes de dualité d’algebres de Hopf.

II a été montré dans [4] que deux résultats de Ulbrich (qui se combinent pour donner les
théoremes de dualité pour les algebres de Hopf de dimension finie), sont des cas particuliers du
théoreme de H.J. Schneider. Dans cette étude, une nouvelle version du théoreme de Schneider
pour une algebre de Hopf de dimension infinie a été donnée.



INTRODUCTION

Soient K anneau commutatif et H une algebre de Hopf projective (comme K—module)
d’antipode Sy sur K.

Nous présentons dans ce mémoire de Master un résultat de C. Menini et S. Raianu sur les
modules de Hopf relatifs paru dans J. Algebra 219, 547-570 (1999). Ce résultat est une
extension du théoreme de H.J. Schneider sur les anneaux d’endomorphismes de modules de
Hopf relatifs aux algebres de Hopf projectives d’antipode bijective. De ce résultat découlent
plusieurs théoremes de dualité sur les algebres de Hopf.

Nous utilisons partout la notation de Sweedler-Heyneman avec sommation et parentheses
omises. Toutes les applications sont supposées K—linéaires et la notation ® signifie ®, .

Notre étude est composée de trois parties.
Nous rappelons dans la premiere partie les notions de base de coalgebre, d’algebre de Hopf
et d’algebre de H—module. Nous avons introduit dans cette partie la notion du produit
semi-direct (smash product) et celle des catégories de A#H —modules et de (A, H)—modules,
ou A est une algebre de H—module. Nous parlons dans notre deuxieme partie de como-
dule, de module de Hopf et de module de Hopf relatif. Dans cette partie nous donnons le
théoreme fondamental des modules de Hopf (Théoreme 2.2.2). Nous évoquons aussi dans cette
deuxieme partie la catégorie des modules de Hopf relatifs et un résultat sur les bimodules
de Hopf (Lemme 2.3.3), qui nous est tres utile dans la troisieme partie. La troisieéme partie
est la section principale de ce travail de mémoire. Dans cette partie, nous étudions d’abord
quelques résultats sur les morphismes de modules de Hopf relatifs, sur le produit semi-
direct généralisé et nous introduisons le grand produit semi-direct. Ces résultats sont utilisés
dans I’étude de I'extension complete du théoréeme de Schneider. Cette extension est la suivante ;

Théoréme 3.2.1 [7, Théoréme 2.1].
Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective S'; A une algebre de H—comodule a droite.
Soient M € MH et N € M 4. Alors;
i) Homg(H, Homa(M,N)) ~ Homf{(M ® H,N ® H); isomorphisme de H*—modules
a droite.
i1) L’isomorphisme de i) induit un morphisme d’algebres injectif

H#(H,ENDA(M)) — End¥ (M @ H).

De ce théoreme est tiré une nouvelle dualité : Corollaire 3.2.1, impliquant les anneaux
d’endomorphismes des modules de Hopf relatifs et le produit semi-direct.

Corollaire 3.2.1 [7, Corollaire 2.1].
Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective S, A une algebre de H—comodule a droite.
Soient M € MH, ot M est un A—module de type fini.

i) Alors on a les isomorphismes d’algebres

#(H,Enda(M)) ~ End (M @ H)

et
#(H,Enda(M))#H ~ ENDs(M ® H).

it) Si de plus M € gMH on a I'isomorphisme d’algébres

#(H, End,(M)#H) ~ End (M ® H).



Une autre application de ce résultat est le Corollaire 3.2.2, décrivant le cas ot on a une
extension H —galoisienne.

Corollaire 3.2.2 [7, Corollaire 2.2].
Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective, A une algebre de H—comodule & droite et
B = A®H telle que A/B soit une extension H—galoisienne. Soient M € yg M et N € M.
i) On a
Homg(H, Homs(M,N)) ~ Homg(M, N),

fr—[m v f(mi)(mo)],

isomorphisme de H*—modules & droite. Les actions de H* sur Homy (H, Homa(M, N))
et sur Homp(M, N) sont respectivement données par

(f-n")(h) = h*(ha) f(ha) et (f.h7)(m) = h*(my) f(mo).
i1) L’isomorphisme dans ) induit un morphisme d’algebres injectif
#(H,ENDA(M)) — Endg(M).
i71) On a un isomorphisme d’algebres

#(H,A) ~ Endg(A).



Chapitre 1

COALGEBRE, ALGEBRE DE HOPF
ET ALGEBRE DE H-MODULE

1.1 COALGEBRE

1.1.1 Algebre

Définition 1.1.1 Soit A un ensemble. On dit que A est une K—algébre (associative unitaire)
sl existe :
o deuz lois internes :
"+ AxA— A "x": AxA— A

(a;a") — a+d, Ya,d' € A et (a;a') — a x @’ = ad’

e et une loi externe :
" KxA— A

(Na) — da=Xa,Vae Aet €K
telles que :
i) (A, +,.) est un K—module,
it) (A, 4+, X) est un anneau,

iii) Mab) = (\a)b = a(\b), Va,be A\ e K.

On a la définition équivalente suivante qui nous permettra de comprendre la définition d’une
coalgebre.

Définition 1.1.2 Soit A un K—module. On considere A @x A = A® A le produit tensoriel
sur K.
Une K—algebre associative unitaire A est un triplet du type (A,ma,pa) ot A est un
my: ARA— A et ug: K— A

a®a — aad ,Va,d € A A— Ay VA e K
plications K—linéaires telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

K—module et sont des ap-

AR AR AASM | 4g A A® A
MAW WA
mA®ida mA K@A ma A®K
ida ida
A A o A A
c’est-a-dire,

e myo(my®ida) =mao (idgs @ my) : c’est lassociativité



o ctmyo (ids @ pa) =ida =mao (s ®idy).
L’application my est appelée le produit ou la multiplication, ['application pa est Uapplication
unité et pa(lx) est l’élément unité de A.

1.1.2 Coalgebre
Une coalgebre est la notion duale d’algebre. On la définit en renversant les fleches dans la
définition d’algebre.

Définition 1.1.3 Une co-algébre (ou coalgébre) C' est un triplet (C, Ac,ec) ; ou C est un
K—module, A¢ : C' — C @ C et e : C — K sont des applications K—linéaires telles que
les diagrammes suivants soient commutatifs :

CoCeCi ogC C®C
ch% Wﬁc
Ac®ide Ac K C Ag C®K,
ido idc
CoC——r C C

ce qui se traduit par :
o (Ac®ide)oAc = (ide ® Ag) o Ag, c’est la co-associativité.
o (ide®ec)oAg = (e¢c ®ide) o Ag, c’est la co-unité.
L application Ag est appelée la co-multiplication ou le co-produit de C' et
Uapplication e¢ est appelée la co-unité de C'.

1.1.3 Notation de Sweedler-Heyneman

Soit C' = (C, A¢, ec¢) une coalgebre.
Un élément de C'®C est de la forme )" | ¢; ®d;. Pour uniformité d’écriture et par convention,
on utilise la notation de Sweedler-Heyneman : Soit ¢ € C', on note

Ac(c) = ZC(U @ c2) = 201 X C2 = (1) Q C2) = 1 & Ca.

Les notations de Sweedler-Heyneman (ou Sweedler) sont tres utiles pour faire les calculs dans
les coalgebres.

Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation Agx(c) = ¢; ® cs.

Avec cette notation, ’axiome de la co-associativité se traduit par :

Ac(c) ® co = 1 @ Ac(ea);
c’est-a-dire,
11 ®C1a® o =0 Ry ReCog =01 Ry Rc3, Veel.

L’axiome de la co-unité se traduit par :
ec(er)es = ¢ = crec(ea), VeeC.

Ainsi pour montrer qu'un K—module C' est une K—coalgebre il suffit de montrer qu’il
existe deux applications Ag : C — C ® C et e¢ : € — K telles que : Ve € C, avec
Ac(c) =1 ® ¢, 0n a:

11 Q@ C1a® oy =1 @ Co1 Q a9
et
ec(cr)ea = ¢ = c1ec(ca).
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1.1.4 Opposée d’une algebre et Co-opposée d’une coalgebre

Définition 1.1.4 Soient M et N deux K—modules. L’application
Tyon . MOON — N M
menr——n®m, me M,neN,
s’appelle application d’échange ou twist map.
o Soit A une K—algébre. L’algebre opposée de A se note AP, elle est égale a A comme

K—module et
Maor : AP @ AP — A%
a’® ®b° — a’l® = (ba)°, avec a° b° € A%.

On a :muew =maoT,,,. Ainsi,

mpor(a® @ %) = (mao7,,,)(a®b) =mu(b® a) = ba.

e Soit C' une K—coalgebre. Sa co-opposée notée CP est le K—module C' muni du

coproduit
Ageop : CP — CP @ C°P,

et de la counité € .., = ec. On a Ageor = 7, 0 Ac.

En d’autres termes, on a :
ACcop(C) = Towc o Ac(C) = TC®C(C1 (059 CQ) =X C1, Ve e C.
Munie de ce co-produit, C°P est une K—coalgéebre.

Remarque 1.1.1 : On dit qu’une coalgébre C=(C, A¢,ec) est cocommutative lorsque
Ac = Ageop. Cest-a-dire :

Ac(c) =1 ®cy =y ® ¢ = Agean(c), Ve e C.

1.1.5 Sous-coalgebre

Définition 1.1.5 Soit C' une K—coalgebre. Un sous—K—module D de C est une sous-
coalgébre de C' si Ac(D) C D® D.
Ainsi (D, Ac,p,ec,,,) est aussi une K—coalgebre.

1.1.6 Co-idéal

Définition 1.1.6 Soient C' une coalgébre sur K et I un sous—K—module de C'.On dit que I
est un

e co-idéal a gauche de C si Ac(I) CC® I,

e co-idéal a droite de C si Ac(I) CI®C,

o co-idéal de C si A¢(I) CCRI+1®C etec(l)=0.

A partir de maintenant, on dira tout simplement algebre et coalgebre au lieu de K—algebre

et K—coalgebre.

1.1.7 Produit tensoriel de coalgebres

Définition 1.1.7 Soient C' = (C,A¢,ec) et D = (D, Ap,ep) deuz coalgébres.
On définit deux applications K—linéaires A, , : C®D — CDC®D et
Ecop - C®D — K par :

AC®D = (ch ®7‘C®D ®idD) e} (AC X AD) et €cop — EC X Ep.
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En d’autres termes, on a :
AC@)D(C@CZ) :Cl®d1®02®d2 et EC®D(C®d) :Ec(C>€D(d),
avec Ac(c) = ¢1 ® ¢o, Ap(d) = dy ® ds.

Proposition 1.1.1 Le triplet (C ® D, A
produit tensoriel des coalgebres C et D.

cenEopn) 0iNsi défini est une coalgébre appelée

1.1.8 Morphisme de coalgebres

Pour définir les morphismes de coalgebres, on dualise tout simplement la notion de
morphisme d’algebres. Soient A et B deux algebres. Un morphisme d’algebres

[ (Asma;pa) — (B;mp : up)

est une application K—linéaire f : A — B telle que les diagrammes suivants soient
commutatifs :

Ag A4 A A—71 B
ref s pa s
B®B————B K

c’est-a-dire :
foma=pao(f®f) et foua=ps
En d’autres termes,
flad’) = f(a)f(a) et f(1a)=1p.

Ce qui nous conduit a la définition suivante :

Définition 1.1.8 Soient C' et D deux coalgebres. Une application K—linéaire
f:C — D est un morphisme de coalgebres si les diagrammes suivants sont commutatifs.

c— 2 _cogC c—1 .p.
f fef co -
D———=D®D K

c’est-a-dire :

(fef)oAc=Apofetepof=cc.
Donc f est un morphisme de coalgébres si :

f(e)1® f(e)e = f(c1) @ f(ca) et ep[f(c)] =ec(c) Vee O, avec Ac(c)=c1 R co.

Lemme 1.1.1 Soit f : C — D un morphisme de coalgébres. Alors Imf est une sous-
coalgebre de D. Si K est un corps, Kerf est un co-idéal de C'.

Dans une algebre, un idéal a gauche qui est en méme un idéal a droite est un idéal. Dans
le cas des coalgebres, le résultat est completement différent.

Lemme 1.1.2 Soit C une coalgébre. Si I est un co-idéal a gauche et un co-idéal a droite de
C, alors I est une sous-coalgebre de C' sur K.
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1.1.9 Bialgebre

Lemme 1.1.3 Soient (B, mp, up) une algébre et B = (B, Ap,ep) une coalgébre. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
i ) Ap et eg sont des morphismes d’algébres ;
it ) mp et pp sont des morphismes de coalgébres ;
iii )Pour tous a,b € B ;

AB(ab) :albl®a2b2, AB(lB):lB(X)lB
ep(ab) = ep(a)ep(b), ep(lp) = 1k.

Définition 1.1.9 Une bi-algébre (ou bialgébre) B est un quintuplet (B, mp, up, Ap,ep) tel
que (B, mp, ug) est une algébre; B = (B, Ap,ep) est une coalgebre et l'une des propriétés
du Lemme 1.1.3 est satisfaite.

1.1.10 Sous-bialgebre et Bi-idéal

Définition 1.1.10 Soit B une bialgébre.
i) Un sous—K—module D de B est une sous-bialgebre de B s’il est a la fois une sous-
algebre et une sous-coalgebre de B.

ii) Un sous—K—module I de B est un bi-idéal de B s’il est d la fois un idéal et un co-idéal
de B.

1.1.11 Opposée et Co-opposée d’une bialgebre

Définition 1.1.11 Soit B = (B, mg, up, Ap,cp) une bialgébre. Alors, on a les bialgébres
sutvantes :

e B? = (BumopmuBu ABagB) OU Mop = MACTgep 5

o B = (B, mp, ip, AP, ep) ot AP =71, .

OAB;

o BPP = (B, Mgy, up, AP cp).

1.1.12 Morphisme de bialgebres

Définition 1.1.12 Soient B et B’ deux bialgébres.
On dit que f : B — B’ est un morphisme de bialgébres si f est a la fois un morphisme
d’algebres et un morphisme de coalgébres.

Lemme 1.1.4 Soit f: B — B’ un morphisme de bialgébres. Alors Kerf est un bi-idéal de
B et Imf est une sous-bialgébre de B'.

1.1.13 Elément de type goupe et élément primitif

Définition 1.1.13 Soit C' une bialgebre.
On dit qu’un élément non nul x de C' est de type groupe si :

Ac(z) =@z el ec(x) = 1k.

On dit qu’un élément x de C' est un élément (g,h)-primitif si :

11



Ac(z)=g®@x+2@h etec(r) =0

ou g et h sont des éléments de type-groupe de C'.
On dit qu’un élément x d’une bialgebre B est un élément primatif si :

Ap(z)=z®1p+1p®@x et eg(x) =0.

Si A est une algebre, on note 4 M la catégorie des A—modules a gauche : ses objets sont
les A—modules a gauche et ses morphismes sont les applications A—linéaires a gauche. On
définit de méme la catégorie M 4 des A—modules a droite. On définira plus loin la catégorie
des C'—comodules si C' est une coalgebre.

1.2 ALGEBRE DE HOPF

Soient (A, ma, pa) une algebre et (C, A¢,ec) une coalgebre. On note Homg(C, A) l'en-
semble des applications K—linéaires de C' dans A.

1.2.1 Produit de convolution
Définition 1.2.1 Soient f,g € Homg(C, A). La convolution est définie par :
frxg=mao(f®g)oAc;

ce qui se traduit par la commutativité du diagramme :

CoC—"1% _A9A

Ac mA

C A

f*g

Autrement dit, avec la notation de Sweedler, pour tout c € C on a :

(f x9)(c) = fler)g(ea).

Ce produit est appelé produit de convolution.

Proposition 1.2.1 Soient (A, ma, pa) une algébre et (C, Ac,ec) une coalgebre.
Alors (Homyg (C, A); %) est une algébre unitaire d’élément unité pa o ec. En particulier, le
dual C* = Homg(C,K) de C est une algébre d’élément unité ux o ec = ec.

Preuve :
e Homg(C, A) est un K—module, car C' et A sont des K—modules et K est commutatif.
Soient f,g € Homg(C, A). A-t-on fxg € Homg(C, A)?
On a:
(frxg)c+) = flle+Nlgllc+)a; Ve, d el
(er)g(ca) + f(ch)g(c).

f
On a aussi :
flen)g(ea) + f(c))g(cy) Ve, d € C

(f*9)(c) + (fxg)(c) =
Donc f * g est additif. (1)
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De plus,ona: VAeK,ceC,
(fx9)(Ac) = fl(Ach]g[(Ac).]
= f(Ac1)g(c2)
= A(e1)g(cz2)
= MN(f*x9)(0); avec Ac(Ac) = AMAe(c) = ey ® ea;

d’ou f x g préserve la loi externe . (2)
(1) et (2) = fxg € Homg(C,A).

o Unité :
Soit f € Homg(C, A). A-t-on :

(Haoec)x f=f=fx(paoec)?

Soit ¢ € C'; Ac(c)
[(1aoec) * fl(c)

1 ®ce. On a:
(naoec)(cr)f(ca)
alec(a)lf(e2)
cle)pa(l) f(c2)
(c1)f(c2)

I
o

o Q Q
Q o
—~
[
i
~—
Q
>

o
Al

Pudn g i i i R i A
)
AR

\_/\_/\_/\_/\_/\_/ m

=
*
=
b
@)
o
2
=

On a bien fx (uaocc) = f = (a0 cc) * f, Vf € Homy(C, A),
Donc p4 0 e¢ est I'unité de Homyg (C, A) pour la loi "+”

o Associativité :

Soient f,g,h € Homg(C, A). A-t-on :

(fxg)xh=fx(g*h)?

Soit c€ C. On a :

[(f*xg)xhl(c) = (f*g)(c1)h(ca)
= flen)g(crz)h(cz)
= f(e1)g(ea)h(cs) (1)
[f*x(g*h)](c) f(c1)(g*h)(ea)
= f(01)9(021h(022)
= [(c1)g(ea)h(cs) (i)
(i) et (11) = [(f *xg) *hl(c) = [f x (g~ h)]|(c); Vf,g,h € Homg(C,A) et Vc € C
Donc (f xg) xh = fx (g h), d’ou l'associativité.

e Distributivité de la loi "x" par rapport a l'addition :

Soient f,g,h € Homg(C,A) et c€ C. On a :
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[fx(g+1)](c) = fla)(g+h)(c)
= f(e1)]g(e2) + h(c2)]
= fler)g(ca) + f(er)h(ca)
= (f*g)(c) + (f*h)(c)
Donc fx(g+h) = f*xg+ fxh; doula distributivité a gauche.
[(g+h)x fl(c) = (g+h)(c1)f(c2)

= [g(c1) + h(cr)] f(ca)
= g(c1)f(c2) + hler) f(ez)
= (g* f)(c) + (h* f)(c)
Donc (g+h)x f= g=*f+ hxf; doula distributivité a droite.

e Soient A € Ket f,g € Homg(C,A). A-t-on :

Mfxg)=(Af)xg=fx(\g)?

Soit c € C.
M fxg)](c) = A(f*g)(c)]
= A[f(c1)g(c2)]
= [Af(c1)]g(ca)
= (Af)(e1)g(c2)
o = [(Af) > gl(c); Aot A(fxg) = (Af)xg. (a)
Mfxg)l(c) = A(f*g)(c)]
= A[f(c1)g(c2)]
= fle)[Mg(e2))]
= fle)[(Ag)(c2)]
= fle1)(Ag)(c2)
= [fx(Ag)l(c); dou A(f xg) = fx(Ag). (b)
(a) et (b) = A fxg)=(\f)xg=[fx(\g); VA € K.

(Homg(C, A); %) est donc une algebre d'unité py o ec.l

Remarque 1.2.1 Dans la proposition précédente, si C = A est une bialgébre, alors
(Homg (A, A),x, uaoca) = (Endg(A),*, s oca) Uensemble des endomorphismes de A est
une algebre.

Corollaire 1.2.1 Soit (A,mu, na) une algebre de dimension finie.
Alors son dual A* = Homg (A, K) est une coalgébre :

le co-produit : Agr =mh : A — (AR A)* = A*® A*,
ona:Ax(f)=fi® fo, Vfe€A* Doncona:

(Aa(M))zoy) = (/i@ f)z@y) = filz)f2(y) = flzy), Vcel
et eq = iy A* — K* =K est définie par :
ea(f) = f(la), VfeA"

Preuve :
Soit A une algebre de dimension finie. Donc A* ® A* ~ (A ® A)*. Il reste a de montrer
que

(AA* ®’LdA*>OAA*:(ZdA* ®AA*)OAA* et (5A*®ZdA*)OAA*:(ZdA* ®€A*)OAA*.
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Soient f € A* et z,y,z € A.

{[(Ass @idax) o Aps](f)}Hz @y ® 2) (Ap- ®ida)(fL @ fo)l(z @y ® 2)

Ap(f1) @ fo](r @y ® 2)

1 ®fe fllteyoz)

fi® f2)((zy) ® 2)

((zy)z)

(zy2). (a)
ida @ Ap)(f1 @ fo)l(z @y @ 2)

® Aa(fo)](z®@y® 2)

® fo1 ® faol(z @y ® 2)

1 ® fol(z @ (yz))

z(yz))

TY2). (b)

(a) et (b) :>(AA*(X)idA*)OAA*:(idA*(X)AA*)OAA* (Z)

Soient f € A* et z € A, on
[(eax @ ida-)(Aa-(f))|() [(5A ®ida)(f1 ® fo)](x)
[ea-(f1) ® fo](z)
fi(la) ® fo(x)
fi(1a) fo(2)
f(Laz)
f(z) (c)
[(ida- ® ea+)(f1 ® f2)](z)
L1 @ ea(fo)](z)
fi(7) ® fa(1a)
f(zla)
f(x) (d)

(C) et (d) =>(EA*®idA*)OAA*:(idA*®€A*)OAA* (ii)
D’apres (i) et (i1) A* est une coalgebre. B

I R~

{l(ida @ Ags) o Aps](f)Hz @Yy ® 2)

B

[(idar ® ea)(Aa-(f))](2)

Lemme 1.2.1 Soit K un corps. Soit C une K—bialgébre de dimension finie. Alors
C* = (C*,mes, piow, Aox, ¢+ ) est une bialgébre.

Preuve : C' est une bialgebre de dimension finie. donc :
(C*, mew, pe+) est une algebre et
(C*, Ac+,ec+) est une coalgebre.
Il reste a montrer que Ac« et o« sont des morphismes d’algebres. Il reste & montrer que

Ac+(f*xg9) = Do+(f)Ac+(9),  Ac-(ec) =ec ®ec,

cc-(f*g) =cc-(flec+(g9) et cc-(ec) =1k Vf,ge C".
Soient f,g € C* et a,b e C.
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[Ac-(fxg)l(a®b) = ®(f*9)](a®b)
® (f * g)2(b)

) @ (fa % g2)(b)

1(az) @ fo(b1)ga(ba)

(az) f2(b1)g2(b2)

(b1)g1(az)g2(b2)

2)(a1 ® b1)(g1 ® g2)(az ® bo)
)((a®0)1)(91 ® g2)((a ® b)2)
2) % (91 ® g2)](a ®b)

= [Ac«(f)Ac+(g)](a ® D).

Donc  Ac-(f *g) = Ac-(f)Ac+(9).

Acs(ec) =ec ®ec; car e¢ est un morphisme d’algebre.
On a aussi :
co-(Frg) = (Frg)(ic)
= f(Lle)g(lc)
= ec+(f)ec-(9)
et
ec(ec) =ec(le)
= 1k.

Nous venons de montrer que Ag+« et ec+ sont des morphismes d’algebres. Donc C* est une
bialgebre.l

Définition 1.2.2 Soit H = (H,mpy, pg, Ag,ex) une bialgébre. On considere Endyg(H)
l’ensemble des endomorphismes de H.Son élément unité est pg oey.
On appelle antipode de H ['unique inverse (s’il existe) de idg noté Sy dans Endg(H). Donc
Su € EndK(H) et

SH*ZdH = Ug oy = ZdH*SH

On appelle algebre de Hopf, toute bialgebre possédant une antipode.
On note alors H = (H, myg, iy, Ag, e, Su) Ualgébre de Hopf d’antipode Sy .
1.2.2 Formule de antipode

Soit H une algebre de Hopf d’antipode Sy. Donc :

SH*idH:MHOf‘:H:idH*SH-

Ona:Vh e H,;
(Sy #idu)(h) = i o 11 ()
Su(h1)idg(he) = pr(en(h))
Su(hi)he = epg(h)pn(1k)
Su(hi)hy = eg(h)ly.
De meéme :

(tdy * Sp)(h) = (pu o en)(h)
idg (h1)Su(he) = pu(en(h))
h1Sku(h2) = e (h)pr (1K)
71 St (hs) = en(h) Ly

d’ou la formule :
SH(hl)hQ = €H(h)1H = hlSH(hQ)
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1.2.3 Propriétés de antipode
Théoreme 1.2.1 Soit H une algebre de Hopf d’antipode Sg.

i) Su(gh) = Sy(h)Su(g), Vg,h € H et Sy(ly) = 1g.0n dit que Sy est un antimor-
phisme d’algébres.
i1) eg oSy =epg et pour tout h € H,

Ap(S(R) = Su(hs) ® Sy ().

iii) Si H est commutative ou co-commutative alors :
S2 =idy, c’est-a-dire, Sy;' = Sy.

Preuve :
i) Soient g,h € H. A-t-on : Sy(gh) = Su(h)Su(g)?
Su(gh) = Sulen((gh)1)(gh)2]
= Sulen(g91h1)(g2h2)]
1(91h1)SH(g2h2)
u(g91)en(h1)Su(g2hs)
w(91)en(h)1gSu(g2hs)
H( 1) H(hll)h12SH(g2h2)
m(h11)en(91)Lahi2SH (g2h2)
H(hn)SH(911)912h12SH(92h2)
H(hl)SH( 1)92h25H(93h3)
1 (h1)Sk(g1)(gh)251((gh)s)
(h1)Su(g1)
(h )
( )
(

™

™

™M

Il
™M

(251
1 (h1)Su(g1)en((gh)21m
1 (h1)Su(91)en(g2)em (he)ln
w(hien(he))Su(g1en(g2))1n
= Su(h)Su(g).
Ap(ly) =1 ® 1g. Donc :
ou bien
dott Sp(ly) = 1u.

i1) Soit h € H. A-t-on (ey o Sy)(h) = ey (h)?
en(Su(h)) = eu[Su(hien(hs))]
u[Su(hi)en(ha)]
= en(Su(h))en(hs)
= e (Su(h1)ha)
= en(en(h)lpg)
=en(h)en(ln)
= €H(h)

I
NN N n”n

L)
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St (h2) @ Su(h)

S (hlgéH(hgg)) X SH(hl)
Su(hoen(hs)) @ Sp(hy)
S (h2)€H(h3)1H & SH<h1>1H
(he) @ Su(h)]ler(hs) Au(1m)]
Aglen(hs)lu]
Apylhs1Su(hso)]
Ap[h3Sn(ha)]
Ap(h3)Ar(Se(ha))
(hs1 ® hg2) A (Su(ha))
(hg ® hy)Ap(Su(hs))
h1)ha] Ap (Sp(hs))
1 (h1)hs]Ap (Sh(hs))
(h1) R3] Ay (Sp(ha))
ho)hs]|Ap (Sw(ha))
ho1)hoo] A (Se(hs))
Ap(Su(3))
hi2) Ap (Su(2))
1)Au(Su(h2))
(1g @ 1g)Anlen(h1)Su(h2)]
(1g @ 1) Au[Su(en(hi)hs))
(1H)AH(SH(h))
n(1gSu(h))
(Su(h)).

) (7))
) (7)]
) (7)]
) @ S (h)]
) (7)]
) (7))
) ( 1]
)hs

(lg ®en

~— —~

A
A
A

i17) Soit h € H. A-t-on : S% = idy ? c’est-a-dire :

a-t-on

SIQ{*SH:/,LHO€H:SH*S?{?

1°"cas : H commutative

(SH * Su)(h)

(S * S%I)UO

S%(h1) S (hs)
1 (h1))SH(h2)
2Su(h1))
(
(

hi)hs), car H est commutative.

(])et (2) #S%I*SH:[LHOa?H:SH*S%{

2iemecqs . H co-commutative
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(Sm*Sh)(h) = Su

(]) et (2) :S%I*SH:LLHO€H:SH*S?{..

1.2.4 1déal et sous-algebre de Hopf

Définition 1.2.3 Soit H = (H,my, pg, Ay, e, Sy) une algebre de Hopf.
1) Un idéal de Hopf est un bi-idéal I C H tel que : Sy(I) C I.
2) Une sous-algebre de Hopf de H est une sous-bialgébre H' C H telle que : Sy(H') C H'.

1.2.5 Morphisme d’algebres de Hopf

Définition 1.2.4 Soient H et H' deux algébres de Hopf d’antipodes respectives Sy et Syy.
Une application K—linéaire f : H — H' est un morphisme d’algebres de Hopf si f est un
morphisme d’algebres, un morphisme de coalgébres tel que :

Sgro f=[foSu.

Lemme 1.2.2 Soient H et H' des algebres de Hopf.
Soit f: H — H' un morphisme d’algébres de Hopf. Alors :
Imf est une sous-algébre de Hopf de H'. Si K est un corps, Kerf est un idéal de Hopf de H.

Proposition 1.2.2 Soient H et H' des algébres de Hopf d’antipodes respectives Sy et Syy.
Le produit tensoriel H ® H' est une algebre de Hopf d’antipode Spygp = Sy @ Sy

Lemme 1.2.3 Soit H = (H, my, g, Ay, e, Sg) une algébre de Hopf d’antipode Sy inver-
sible.On a alors :

St (ho)hy = ey (h)1y = haSy' (h1), Vh € H.

Preuve : Soit h € H. On a :
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1.2.6 Dual d’une algebre de Hopf

Théoréme 1.2.2 Soit H = (H, my, py, Ay, e, Su) une algeébre de Hopf de dimension finie.
Alors son dual H* = Homg (H,K) = (H*, mpy«, i+, A=, g+, Sy ) est une algebre de Hopf
d’antipode Sy~ = Sy;. Donc

Su-(f) = fo Sy, YfeH"

Preuve : Soit H = (H,mpy, puy, Ag,cy) une bialgebre de dimension finie. Alors H* =
(H*,mp~, i, A+, £g+) est aussi une bialgebre. Il reste a vérifier la formule de 'antipode
S

Soit f € H*. A-t-on

f1xSu(f2) = en-(f) * 1u- = Su-(f1) * f2?

De fagon équivalente, a-t-on

fixSu(f2) =en<(fleg = Su-(f1) * fo? (car 1y« = eg).
Soit h e H :
[fl*SH*(f2)]<h) = fi

On a bien : f; x Sy~

(St (f1) % fol(h) = [Su+(f1)](71) fo(h2)
= [f1 0 Sul(h1) fa(hs)
= fl(SH(hl))f2(h2)
= f(Su(h1)hs)
= fen(h)ln)
= f(lu)en(h)
=en-(f)en(h)
On a aussi : Sp«(f1)*x fo=ep(f) *eny (i)
(i) et (i1) montrent que la formule de antipode est bien vérifiée.
Donc H* est une algebre de Hopf.l
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1.2.7 Eléments invariants

Définition 1.2.5 Soit H une algébre de Hopf et soit M un H—module a gauche. Un élément
m de M est dit H—1invariant si :

h.m =¢eg(h)m, Vhe H.
L’ensemble des éléments H—invariants de M se note M. Donc
H—Ame M/hm=ecg(h)ym, Vhec H}.
Un K—module M est un H—module trivial si :
h.m =eg(h)m, Ym € M,Yh e H.

Donc MH est un H—module & gauche trivial. De plus MY est un sous—K—module de M.

1.2.8 Produit tensoriel de H—modules

Définition 1.2.6 Soit H = (H,mpyg, g, Ay,en) une bialgébre et soient M et N deux
H—modules a gauche. On peut munir M & N d’une structure de H—module a gauche via
Uapplication :
)\M®N: H®M®N—>M®N
h®@(m®n)— h.(m®n)=hm®hyn, Yhe HmeMmnecN.

Proposition 1.2.3 [11,Proposition 2.5.11, p.41]. Soit H une algébre de Hopf d’antipode Sy
et soitent M et N deuxr H—modules a gauche. Alors,
i) Homg(M,N) est un H—module a gauche avec l’action définie par :

(hf)(m) = hy.f(Sa(h2)m); Vhe Hme M, f e Homg(M,N).

En particulier, si N = K muni de l'action triviale de H, alors M* = Homg(M,K) est
un H—module a gauche dont l’action est définie par :

(hf)(m)= f(Sg(h)m); Yhe HmeM,feM".

i1) Si lantipode Sy de H est bijective, alors Homg (M, N) est un H—module a gauche
avec [’action :

(hf)(m) = ho. (S5 (h1)m); Vh € H,m € M, f € Homg(M, N).

En particulier, si N = K muni de laction trivial de H, alors M* = Homg(M,K) est
un H—module a gauche avec [’action :

(hf)(m) = f(Sz'(R)m); Vhe H,me M, f e M*.

Preuve : Soient f € Homg(M,N) et h € H.
Montrons d’abord que hf € Homg (M, N) (c’est-a-dire hf est K—linéaire).
Soient m,m' € M et A € K. A-t-on :

(hf)(m + Am') = (hf)(m) + A(hf)(m)?
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i) Soient h,h' € H, f € Homg(M,N) et m € M.
[(RA) f1(m) = (hh'): [f(SH((hh’)2)m]

= (hah}).[f (Su(hahy)m)]
= (hah?).[f (Su(h5) Sk (ha)m)]
= ha. (W [f (S (hy) S (ha)m)])

[f (S
= ho (K f)(Sa (ha)m)]
= [n(W f)](m)

Ona: [(W)f] = ().
Donc Homg (M, N) est un H—module a gauche.
SiN=K,ona:
[(hA) f1(m) = f(Su(hh')m)
f (S (1) Sk (h)m)
( ) (S (h)m)

= [h(K f)](m), d’ot le résultat.
i1) Pour le cas ou I'antipode est bijective, on utilise la méme procédure que précédemment. Bl

Remarque 1.2.2 L’ensemble des endomorphismes des H—modules a gauche Endg(M) est
un H—module a gauche.

1.2.9 Opposée et Co-opposée d’une algebre de Hopf

Soit (H,mpy, pg, Au, e, Sg) une algebre de Hopf d’antipode bijective. Alors on a les
algebres de Hopf suivantes :

1
) HP = (HOp mMmygoT ®H7/~LH7AH7€H7SH )7
—1
i) HP = (HP, my, py, T o oAp,en, Sy ),
... 71
m) Jop.cop — (HOPvCOP,mH O Tyous HHs Thgw OAH7€H7SH )7

s COp, O Ccop, O
iv) HPP = (HPP mp o T, bHy Tyen © Db, €0, S ).

1.3 ALGEBRE DE H-MODULE

1.3.1 Algebre de H-module

Définition 1.3.1 Soient H une algebre de Hopf et A une algébre. On dit que A est une
algebre de H—module a gauche si A est un H—module a gauche tel que

h.(ab) = (hy.a)(he.b) et h.ly=cey(h)ly, Yhe H et a,be A

Lemme 1.3.1 Soient H une algébre de Hopf et A une algébre de H—module.
A" = fa € A/h.a = eg(h)a,Vh € H},est une sous-algébre de A appelée sous-algébre ou
sous-anneau des invariants de A.

1.3.2 Produit semi-direct

Définition 1.3.2 Soit H une algebre de Hopf et soit A une algébre de H—module a gauche.
Le produit de A et H noté A#H est le K—module A ® H muni du produit

(a®h)(d @h)=a(hi.d) @ (hal).
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A#H est une algebre associative unitaire (d’unité 1a#1y ) appelée le produit semi-direct de
AetH.
Dans A#H, au lieu de a ® h, on peut écrire a#th ou ah.
On identifie A et H a des sous-algébres de A#H via les applications :
M: A—AQH eXg: H—AQH
a—a®ly hi—)1A®h

1.3.3 A#H-—modules et (A, H)—modules

Définition 1.3.3 Soient H une algébre de Hopf et A une algébre de H—module a gauche.
On dit qu’un K—module M est un (A, H)—module a gauche si :
M est un A—module a gauche, un H—module a gauche et,
pour tous h € H;a € A et m € M, on a la compatibilité de ['action de H avec la structure
de A—module :

h.(am) = (hy.a)(hy.m).

Définition 1.3.4 On note (4 m)M la catégorie des (A, H)—modules a gauche. Les objets sont
les (A, H)—modules a gauche et les morphismes sont les applications a la fois A—linéaires et
H—linéaires.

Lemme 1.3.2 Soient H une algébre de Hopf et A une algébre de H—module a gauche.
1) Un K—module M est un A#H—module o gauche si et seulement si M est un
(A, H)—module a gauche.
2) agpagM = (amM.

Preuve :
1) Soit M un K—module a gauche.
i) Supposons que M € 4y M. Donc,
e M est un A—module a gauche : am = (a ® 1y)m, car A est une sous-algebre de A#h;
e M est un H—module a gauche : hm = (14 ® h)m, car H est une sous-algebre de A#h.
Nous avons identifiét aa a® 1y et ha 14 ® h.
e On a aussi,

h(am) = (ha)m = [(14 @ h)(a ® 1g)|m = [1a(hi.a)|(helg)m = (hi.a)(hom).

La compatibilité est vérifiée; d’ott M € (4 ) M.
it) Supposons que M € (4,5)M, cest-a-dire M est
un A—module a gauche;
un H—module a gauche et
h(am) = (hy.a)(ham), Ya € A,h € H et m € M. On munit M d’une structure de
A#H—module , en posant

(a#h)m = a(hm).

Donc M € apgM.

2) Soient M et N deux A#H —modules a gauche. Il est facile de montrer qu'une applica-
tion K—linéaire de M vers N est A#H —linéaire si et seulement si elle est a la fois
A—linéaire et H—linéaire.
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Chapitre 2
ALGEBRE DE H-COMODULE

Les notions de comodules et de morphismes de comodules sont des notions duales de
modules et de morphismes de modules. Afin de mieux comprendre ces deux notions, nous
allons définir les modules et les morphismes de modules par des diagrammes.

2.1 MODULE

2.1.1 Module sur une algebre

Définition 2.1.1 Soit A une algebre. Un K—module M est un A—module a gauche s’il existe
une application K—linéaire :

a®@m+—am=am, Ya€e A meM
telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A A® M 1A% Ag 0 K@ M9 4g M
ma®idyg Am ~ Ad
AR A M M
A

La commutativité du rectangle équivaut a :
(ab)ym = a(bm), Va,be A,m € M.

Celle du triangle équivaut a :
1ym=m.

On dit alors que A agit a gauche sur M. L’application Ay est laction sur M.

2.1.2 Morphisme de A—module

Soit A une algebre et soient M et N deux A—modules a gauche. Un morphisme de
A—modules f: M — N est une application K—linéaire qui rend commutatif le diagramme
suivant :

M ! N
AM AN
A@M———=AGN,



c’est-a-~dire :
fody=Ayo(ida® f).
Donc Va € A;m € M , on a :
(fodm)(a®@m) = (Ay o (ida ® f))(a@m),

c’est-a-dire,

flam) =a.f(m).

Définition 2.1.2 Soit M un A—module a gauche ( ou a droite). On note AM (ou My) la
catégorie des A—modules a gauche (ou a droite). Les objets sont des A—modules a gauche
(ou a droite) et les morphismes sont des morphismes de A—modules a gauche (ou a droite).

2.2 COMODULE

La notion de comodule est celle duale de module.

Définition 2.2.1 Soit C' = (C, A¢,ec) une coalgébre. Un K—module a gauche M est un
C'—co-module (ou C—comodule) a droite s’il existe une application K—linéaire

oM — M®C,

qui rend commutatif les diagrammes suivants :

M e MeC M— - MeC
M idp QA ~ tdp Qe
M@C——MxCxC M®K

M Rido

Ce qui équivaut a :
e (idc ®Ac)opm = (pu ®idc) oo ;
L’application pyr est appelée la C'—coaction ou la coaction de C' sur M.

2.2.1 Notation de Sweedler pour les comodules
Soit M = (M, @) un C—comodule a droite. Pour m € M, on note :
om(m) = Xmgy @ ma) = Xmo @ my = mo @ my.
Dans la suite de notre travail, nous utiliserons la notation ¢y (m) = my ® my.

Avec la notation de Sweedler, la commutativité des diagrammes précédents équivaut a :

My @ M1 & Mig = Moo @ Mo1 ® M1 = My @ M1 ® Mo

et
moec(my) = m.
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2.2.2 Sous-Comodule

Définition 2.2.2 Soient C' une algébre et M un C'—comodule a droite.
Un sous—K—module N de M est un sous—C—comodule a droite de M si

eu(N) S N®C.

2.2.3 Morphisme de comodules

Pour définir un morphisme de comodules, on dualise tout simplement la notion de
morphisme de modules.

Définition 2.2.3 Soit C' une coalgebre et sotent M et N deuxr C'—comodules a droite.
Une application K—linéaire f : M — N est un morphisme de C—comodules ou une
application C'—colinéaire si le diagramme suivant est commutatif.

f

M N

c’est-a-dire : py o f = (f ®idc) o pprr. Done¥Ym € M on a :
(on 0 f)(m) = [(f @ido) o pu](m)
(f(m))o @ (f(m))r = f(mo) © (m1)

f(m)o® f(m)1 = f(mo) ® my.

Ainsi, f est C'—colinéaire si et seulement si

f(m)o @ f(m), = f(mo) @ my.

La catégorie dont les objets sont des C'—comodules a droite et les morphismes des applications

C'—colinéaires & droite est notée MC.
Soient M et N deux objets de M®. On note Hom®(M, N), le K—module des applications
C'—colinéaires a droite de M vers N.

Remarque 2.2.1 On peut aussi définir un C'—comodule a gauche M avec la coaction a
gauche définie par :
om(m) =m_1@my € C® M.

La catégorie dont les objets sont des C'—comodules a gauche et les morphismes des applications
C—colinéaires a gauche est notée M.

2.2.4 Eléments coinvariants

Définition 2.2.4 Soit C' une coalgébre contenant un élément de type groupe x. Soit M un
C'—comodule a droite.

Un élément m € M est dit (C, x)—coinvariant si pp(m) =m @ x.

L’ensemble des éléments (C, x)— coinvariants de M se note M%® ; ¢’est-a-dire,

M®@C* = Im € M/pp(m) =m ® z}.

MeC® est un sous—K—module de M appelé sous-module des coinvariants de M.
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Définition 2.2.5 Soit H une algébre de Hopf et soit M un H—comodule a droite.
Un élément m de M est dit H—coinvariant si p(m) =m ® ly.
L’ensemble  M“H = {m € M/py(m) =m®1y} estl’ensemble des éléments H— coinvariants
de M. C’est aussi un sous—K—module de M.

Un K—module M est un H—comodule trivial si M est un H—comodule et tous ses éléments
sont H—coinvariants.

2.2.5 Produit tensoriel de comodules

Proposition 2.2.1 Soit C = (C, m¢, uc, Ac,ec) une bialgébre.
Soient M = (M, n) et N = (N, ¢n) deur C—comodules a droite. L application K—linéaire

Orron = (1dy @ idy @ me) o (idy @ Ty, @ide) o (P @ n) M ON — M@ N ®C,

munit M @ N d’une structure de C'—comodule a droite. C’est la coaction diagonale.
Le comodule M @ N = (M ® N,p,,. ) est appelé produit tensoriel des comodules M et N.
Dans la notation de Sweedler , on a :

Pren (m ® n) =mg @ Ng X MNnq.
Preuve A-t-on :

(idM®N ® AC) ©Puen = (901\4@)1\1 ® idc) O Pran

et
(idmen ®ec) © oy = iduen?
Soitm®ne M®N.

[(idM®N & Ac) o @M®N](m & n) = [ZdM@)N &® AC](mo R ng K mlnl)
=mo ® Ny @ (M1n1)1 ® (M1n1)2
=My @ ng @ My1n11 & Mi2N12
= My & N X ming & meons. (Z)

[(SOMQ@N ® ZdC) o 90M®N](m ® n) = [90M®N ® ch] (mo ®@np & mlnl)
= Moo & Moo @ Mp1M01 @ MM
= My & U X ming X meons. (ZZ)

(Z) et (ZZ) <~ (idM®N & AC’) o 90M®N = (@M@N ® ZdC’) o 90M®N

[(iduen ® ec) 0 pyeyl(m®@n) = liduen ® ec](mo ® ng @ mini)
=moy ® ny @ ec(myny)
= mMy & noéc(mlnl)
=mo ® noec(mi)ec(ni)
= moec(my) @ noec(ny)
=men
= idyen(m ®@n);
d’ou (idM®N ® 50) o} Q0M®N = idM®N. [ |

Théoréme 2.2.1 Soient C' une coalgebre et M un C—comodule a droite. Alors M est un
C*—module a gauche avec l'action définie par :

fm= f(my)mg, VfeC* meM.
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Preuve : Soient f,g € C* et m € M.
A-t-on: (fxg).m = f.(g.m) et ec.m =m?
(f*g)m = (f*g)(mi)me

ec.m = ec(my)mo = meec(my) = m.

Donc M est bien un C*—module a gauche.ll

2.2.6 Module de Hopf

Définition 2.2.6 Soit H une algébre de Hopf. Un K—module M est un module de Hopf a
droite sl est simultanément :

e un H—module a droite;
e un H—comodule a droite ;
tel que :
on(mh) = mohy ® mihy, Ym € M,h € H.

C’est-a-dire :
(mh)o X (mh)1 = m0h1 X mlhg.

On note ML la catégorie des modules de Hopf a droite. Les objets sont les modules de Hopf a
droite et les morphismes sont les morphismes de modules de Hopf; c¢’est-a-dire les morphismes
qui sont simultanément des morphismes de H—modules a droite et des morphismes de
H—comodules a droite.
On définit de facon analogue :

o y MM la catégorie des modules de Hopf a gauche a droite;

o "My la catégorie des modules de Hopf a droite & gauche ;

o et M la catégorie des modules de Hopf d gauche.

Lemme 2.2.1 Soit H une algebre de Hopf.
1) H est un module de Hopf avec l'action définie par la multiplication et la coaction par
le coproduit.
2) Soit M un module de Hopf. Alors, M“" @ H est un module de Hopf a droite avec
l’action :

(m@h)h =m® (hh'), meM, hh'eH

et la coaction :
SOMCOH@H(m ® h‘) =m ® hl ® h2

Preuve : Soit H une algebre de Hopf.

1) Montrons que H est un module de Hopf a droite.
e On sait que H € My.

e Soit he H

[(idg @ Ag) o pgl(h) = [idyg @ Ag](h1 @ hy) = hy ® hay @ has = hy ® hy @ hs
[(‘PH & idH) o @H](h) = [SOH ® idH](h1 (9 hQ) =h12 @ h1a @ hg = h; ® ho ® hs
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et
[(ZdH & 6[{) ¢) @H](h) = [ZdH & €H](h1 X hg) = h1 & €H(h2) = h1€H<h2) = h.

(ZdH X AH) oYy = (ZdH &® é?H) oYy et (’ldH X €H) oYy = ZdH Donc H € MH
e Compatibilité : Soient h,h’ € H.

@H(hh/) = (hh/>1 X (hh/)g = hlhll & thIQ,
d’ou la compatibilité.
En conclusion, H € M.
2) Soit M un H—module de Hopf & droite. Montrons que M*# @ H est un H—module

de Hopf a droite.
e Soient m®h € M @ Het h',h € H

(m @ h)(WR") =m @ (W(K'H')) =m @ (hW)h") = (m @ kWK = ((m @ h)I)R

(m®h)lg=m® (hly) =m® h.
Donc M? @ H ¢ My.

e Soitm®h € Mt & H.
[(id ® Ag)op [(meh) =lid, .., @A;xl(m®h @ hs)
=m® hy ® hoy @ hog

=m®h; ®hy® hs

]\/[coH®H MCOH®H

[(Prreotign @1du) 0@ n Jm@R) =lp ., @idgl(m® h @ hs)
=m® hi1 ® hia @ hy
=m ® h1 ® hg ® h3
Rep)op (m®h)] = [indoHM ®egl(m @ hy ® hg)
=mQg h1 X €H(h2)
=mQg h1€H<h2)
=m®h
=1d

McoH g i

m & h)

]\4C0H®H (
(id]\/ICOH®H ® AH) % (pl\/ICOH(X)H = (<p1\/ICOH®H ® ZdH) © (pAJCOH®H
(id
Donc M*" @ H e MH.
e Compatibilité : Soient m @ H € M“? @ H et h' € H.

McoH g H ® EH) © @]\JCOH@H = ZdMCOH@H.

P rreottgy (M@ D)D) = [(m @ h).N]o @ [(mh).h]
= [(m @ (hl)]o @ [(m @ (h.K)]y
=mQg (hh,)l &® (hh/)Q
= (m ® h1)h] ® hyhy
= (m® h)oh}| ® (m ® h)1hf, d’ou la compatibilité.
On voit bien que M*# ® H est un H—module de Hopf & droite.l

Théoréme 2.2.2 (Théoréme fondamental des modules de Hopf)
Soient K un corps et H une algébre de Hopf d’antipode Sg. Soit M un H—module de Hopf a
droite ; l’application
x: Mo H — M
m ® h — mh
est un 1somorphisme de modules de Hopf a droite.
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Preuve :
i) Montrons que x est H—linéaire.
Soient m € M et h, 1/ € H.
x((m@h)h') = x(m @ (hh'))
= m(hh)
= (mh)l
= x(m ® h)K'. Donc x est H—linéaire.
i1) Montrons que x est H —colinéaire.
Soient m € MH et h € H. A-t-on :

X(m @ h)o® x(m® h)1 = x((m®h)) @ (me h)?

xX(m®@h)y®@x(m®h), = (mh)y® (mh),
= mohi1 @ mihy
== mh1 X 1Hh2
=mhy ® hy

=x(m® h1) ® hy
=mhy ® hy

X(m®h)y@x(m®h); =x((m®h)y) @ (m& h);; donc x est H—colinéaire.

i71) Montrons que y est bijective.
Soit I'application :
v M — M°T e H
m +— moSy(my) @ may

e Vérifions que moSy(m,) € M«H.
eu(moSu(mi)) = (moSu(mi))o @ (moSw(mi))

= MooSu(M1)1 ® Mo Su(mi)s
= MooSu(Mi2) ® Mo1Su(mar)
= moSu(ma) @ m11 Sy (mi2)
= mOSH(mQ) & EH(ml)lH
= m()SH(EH(m )mg) ® 1H
= moSy(eg(mi1)miz) ® 1g
= m()SH<m1> & 1H

on(moSe(my)) = meSg(mi) @ 1u;
donc moSy(mi) € M@H. Ainsi moSy(mi) @ my € M“H @ H.

o At-on: xoyp=idyetpox= @'ndoHM?
(xo)(m) = a(mySy(mi) @ my)
= moSu(m1)ms
= moSy (mi1)mis
=moer(mi)ly

=mly =m =idy(m)
et
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(Yox)(m®h) =u(mh)
= (mh)oSu((mh)1) ® (mh)s
== mh18H<h2) & h3
= mh11Su(hi2) ® ho
== m€H(h1)1H & h2
=mly @ eg(hi)hs
=m®xh
= id, 0y, (@ ).
Donc x est bijective, d'inverse ).

x est H—linéaire, H—colinéaire et bijective ; donc c¢’est un isomorphisme de modules de Hopf
a droite.ll

2.3 MODULE DE HOPF RELATIF

2.3.1 Algebre de H—comodule

Définition 2.3.1 Soient H une algebre de Hopf et A une algebre.
On dit que A est une algebre de H—comodule a droite si A est un H—comodule a droite tel
que :

wal(ab) = apby ® arby;  Va,b € A;

c’est-a-dire :
(CLb)o ® (Clb)l = aobg X albl et QOA(lA) = 1A &® 1H-

Définition 2.3.2 Soient H une algébre de Hopf et A une algébre de H—comodule a droite.
Un K—module M est un (A, H)—module de Hopf relatif a droite, si M est :
e un A—module a droite,
o un H—comodule a droite
tel que :
on(am) = moag @ myay, Va € A;m € M,
c’est-a-dire :
(ma)o ® (ma); = moag ® mya;.
On note MY la catégorie des (A, H)—modules de Hopf relatifs a droite. Les objets sont
les (A, H)—modules de Hopf relatifs a droite et les morphismes sont les morphismes de
(A, H)—modules de Hopf relatifs a droite, ¢’est-a-dire les applications qui sont simultanément
A—linéaires et H—colinéaires a droite.

On définit de facon analogue les catégories TM, T My et 4 M.

Définition 2.3.3 Soient M et N deux (A, H)—modules de Hopf relatifs a droite. On note
Hom (M, N), le K—module des K—homomorphismes (ou K—morphismes) f : M — N
qui sont simultanément des applications A—linéaires et H—colinéaires ; en d’autres termes,

Hom!l(M,N) = {f € Homs(M,N)n Hom" (M, N)/M,N € M1}.
On pose Endf (M) = Homf (M, M). On a donc,
End¥ (M) ={f € End,(M) N End®(M)/M € M}

Remarque 2.3.1 Soit M un K—module a droite. Le K—module Endg (M) muni de ’addition
usuelle, de la multiplication par un scalaire et de la composition des applications est une
algebre.
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Lemme 2.3.1 Si M € M#, alors End% (M) est une sous-algébre de Endyg(M).

Preuve :
o Il est clair que Endf (M) est un sous—K—module de Endy(M).
e Soient f,g € Endi(M). A-t-on foge Endi{(M)?
Soient m € M et a € A.

(f o g)(ma) = flg(ma)] = f(g(m)a) = f(g(m))a = [(f o g)(m)]a.

Donc f o g est A—linéaire.

A-t-on ((fog)(m))o® ((fog)(m)) = (fog)(mo) @my?

[(feg)mo®@[(fog)tm) = [f(g(m))lo @ [f(g(m))lx
m)o) ® g(m); car f est H—colinéaire
) ®my car g est H —colinéaire

Donc f o g est H—colinéaire.

e Soit 'application idy : M — M, m +— m.
idy € Endf (M) et c’est I'élément neutre pour la composition.

foge Endi(M), Vf ge& Endi(M) et idy € Endf (M), donc End% (M) est un
sous-anneau de Endy (M)
e De plus, soient f,g € End{ (M) et X € K.

AMfog)lim) =Alfe g)(T)]

A(feg)lim) = A(feg)(m)],YmeM
= Alf(g(m))]
= f(Ag(m)) = [f o (Ag)](m),¥m € M

Afog)=Af)eg=Ffo(rg)
Ainsi, End% (M) est une sous-algebre de Endg(M).1R

Lemme 2.3.2 Soit A une algébre de H—comodule a droite.
A®H est une sous-algébre de A appelée la sous-algébre (ou le sous-anneau) des coinvariants
de A.

Si M,N € M1 et si f est un morphisme de (A, H)—modules de Hopf relatifs a droite de
M wers N, alors la restriction de f a MY est une application A®H —linéaire de MY vers
Nt Cette restriction se note parfois f«!, c’est-a-dire f" = f; ..

Définition 2.3.4 Soit H une algébre de Hopf. Une extension A/B est une H—extension si
A est une algébre de H—comodule a droite et B est la sous-algébre des coinvariants de A.
Une extension A/ B est dite H— galoisienne, si A/ B est une H—extension telle que l'application
de Galois :

can: AR A — AR H, a®pbr— aby® by,

soit bijective.
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2.3.2 Module de Hopf bilatere

Définition 2.3.5 Soient A et B deur K—modules.

Un (A, B)—module bilatére (ou (A, B)—bimodule) M est un K—module muni d’une structure
de A—module a gauche et d’une structure de B—module a droite tel que les actions de A et
B sur M commutent; c’est-a-dire :

(am)b = a(mb); Vae A,be B et me M.

Définition 2.3.6 Soient H une algébre de Hopf et A une algebre de H—comodule da droite.
Un (A, H)—module de Hopf bilatére (ou (A, H)—bimodule de Hopf) est un A—module a droite
M qui est en meme temps un H—module a gauche et un H—comodule a droite tel que :

o M est un (H, A)—module bilatére ;

o M est un (A, H)—module de Hopf relatif a droite et

o M est un H—module de Hopf a gauche a droite.
On note yMI la catégorie dont les objets sont les (A, H)—modules de Hopf bilatéres. Les
morphismes de cette catégorie sont les applications simultanément H—linéaires a gauche,
A—linéaires a droite et H—colinéaires a droite.

Exemple 2.3.1 Soit M € M. On munit le produit H ® M des structures naturelles de
H—module a gauche, de A—module a droite et de la structure de H—comodule a droite définie
par :

h®m — hy @ mg @ ham,.

Alors, H @ M est un (A, H)—module de Hopf bilatére. En particulier, U = H ® A est un
(A, H)—module de Hopf bilatere.

Lemme 2.3.3 1) Si M € M alors :
M@H~HG®M,

isomorphisme de (A, H)—modules de Hopf bilatéres donné par :
a: M®®H—H®XM etA: HOM — M®H
m ® h +— hS;'(my) ® my h®m+— my® hmy.

En particulier, U = H® A~ A® H € gMH.
2) Soit N € My. Alors N®@ H € HMJZ ; avec les actions :

(n® h)a=nay® hay; h'(n®h)=n®h'h
et la coaction :
pn®h)=NM®h)®(NRh); =n& h  hs.

Preuve :
1) On veut montrer que M @ H ~ H® M avec M € M1,
e Montrons que 'application :
a: M®H-—HM
m® h — hS5 (my) ® mg
est A—linéaire a droite, H—linéaire a gauche, H—colinéaire a droite . Soient a € A;
h,h € Het me M.
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aW(m®h)a) =a((me® (hh))a)
= (mag (h’ )ay)
( H((mag)1) & (mao)o

SHl (m1ao1) ® moago

S (Cl()l S[—{l (ml) X moQoo
,h) (a01)SH1 (ml) & Moagg
’h)a2 131 (al)S; (ml) X moag
/h)

/h)

®

(W'h)ar)Sy

(h'h)a)

(h'h)ay)
@13

S

auS_l(an)S;Il(ml) X moag
€H(CL1)1HS;II (ml) X moay

h/h)S;II( 1) ® moaosH(al)

(h’h)S ( 1) & Mmoa
= W (hSy' (m1) ® mg)a
=ha(m® h)a

= (
= (
= (
=
=
= (
= (

a(h/(m®h)a) = K'a(m®h)a, donc Papplication a est A—linéaire a droite et H—linéaire

a gauche.

a(m® h)y® a(m® h);

1

—_

AAAAAAAAAA

—_

CQCQCQCQCQCQCQCQCQCQ

3
2
2 & mo X hgsH(ml)lH
5H(m Jma) @ mo @ haly
€H mll)mm) & myo X hg
1) ® Mo @ hy

® my @ haSy (m2)m1

3333333

\mmmmm\mmmm

Il
TEFFFFFFTES

3

a((m®h)) @ (mh); =a(m®h) hy
= hlsfl(ml) X my K ho.

am®@h)y@alm®h);, =a((meh)y)®(meh),
donc 'application a est H—colinéaire.

)i
)
) ®mo ® heSy (mu)mn
)

X ™Moo X th (m1)2m01
12) ® Moy ® th (mn)mm

1) ® mp)o ® (hS— ( 1) ® mo)1
1))1 ® mgo @ (hSy ( 1))2Mo1
(

e Montrons que les applications o« : M @ H — H@ M et A\: H® M — M ® H sont

inverses 'une de 'autre.

(o A)(h®@m) = a(my® hm,) et (Aoa)(m® h)
= (hmq) Sy (mor) @ moo
= hm1251}1 (ma1) ® mg
= héH(m1>1H & my
= hly @ moeg(my)
=h®@m

En conclusion, on a M ® H ~ H @ M pour tout M € MH4.

2) On veut montrer que N ®@ H € g M.
i) Soient n € N,  h,h/',h" € Heta,be A
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MRS (m1) @ my)
Moo ® hS;Il (ml)mm
mo ® hS;il (m12)m11
mo X th(ml)lH
moep(my) ® hly
m® h

ao X =1idggy et Aoa =1idyegy; donc a et A sont inverses I'une de 'autre.



(WY (n©h) =n® (Wh")h
—n® W (K'h)
= W(n® (W'h))
— W(W'(n ),
dou N® H € gM.

(n® h)(ab) = n(ab)y® h(ab);

= n(aghy) ® h(aiby)
( CL()) (hal)bl
= (nag ® hay)b
= ((n® h)a)b,

dou N® H € M.

(W(n®h))a = (n®h'h)a
= nay ® (h'h)ay
= nap @ I (hay)
= h'(nag @ hay)
=h'((n® h)a).

Donc N ® H est un (H, A)—bimodule ( c’est-a-dire, N @ H € g M ).
i) N He MH?
On a déja vu que N@ H € M 4. Il reste & montrer que N@H € M et la compatibilité.
(n®h)0®AN®H((n®h)1) :n®h1®AH(h2)
=n® h; @ hay @ hao
=n®h; ®@hy® hs

p((n® h)o) ® (n @ h);) ©(n ® hy) @ hy
n®h11®h12®h2

=n®hy @ hy ® hs

(n®h)0€((n®h)1) :7’L®h18[{(h2)
=n®h
Ainsi, on a

(n®h)o®Ayyn((n@h)1) =w((n@h)o) @ (n&h)

et

Donc N @ H € M*.

p((n®@h)a) = p(nag® has)
= Nay & (ha1)1 X (ha1)2
= nag X hlall (9 hgalg
=nag ® hia; @ haay

(n ® h)oao ® (n ® h)1a1 = (TL ® hl)(lo ® h2a1
= nagy ® hiapr ® heay
=nag ® hia; @ haas

e((n®@h)a) = (n®h)yap® (n® h)ja;, d’ou la compatibilité.

On a donc N @ H € MX.
iii) On doit enfin montrer que N @ H € gM*.
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On a déja montré que N@H € yM et N H € M 1l reste a vérifier la compatibilité.
e(h'(n®h) =pnehh)
=nQ (h/h)l ® (h,h)g
hi(n®h)y@hi(n®@h); = hi(n® h)) hihs

(W (n®h) =hi(n®h)y® hy(n® h);; ce qui prouve la compatibilité.

Ainsi, N@ H € yMH.
Par suite 7),ii) et iii) & N ® H € g M. 1
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Chapitre 3

L’EXTENSION DU THEOREME DE
SCHNEIDER ET SES
CONSEQUENCES

3.1 QUELQUES RESULTATS SUR LES MORPHISMES
DE MODULES DE HOPF RELATIFS

Sauf mention expresse du contraire, dans cette partie, H est une algebre de Hopf projective
sur un anneau commutatif K, A est une algebre de H—comodule a droite et toutes les
applications sont K—linéaires.

3.1.1 Anneau d’endomorphismes de modules de Hopf relatifs

Proposition 3.1.1 On suppose que K est un corps, H une algebre de Hopf de dimension
finie et B = A" Si M € MY et N € My alors,

i) M est un (H* — B)—bimodule.

i1) Homp(M, N) est un H*—module a droite avec l'action définie par :

(f.h")(m) = f(h*.m) = h*(mq) f(mo), f € Homp(M,N), h*€ H* et me M.

Preuve
i) M est un H*—module a gauche, avec I'action définie par :
h*.m = moh*(my), Ym € M, h* € H*. En effet,
(h*g*).m = mqo(h*g*)(m1)
= moh*(m11)g* (Mm12)
= mooh* (mo1)g” (ma1)
= (h*.mo)g"(m1)
— 1. (mog* (1))
= h*.(¢*.m)
M est un B—module a droite, car M est un A—module a droite et B est une sous-
algebre de A.
De plus : Vb€ B,h* € H* et m € M,

h*.(mb) = h*((mb)1)(mb)g = h*(m11ly)meb = h*(my)meb = (h*.m)b;

d’ou M est un (H*, B)—bimodule.
i1) Soient f € Homp(M,N); g¢*,h*€ H* et m € M,b € B.

(f-h7)(mb) = h*((mb)1) f((mb)o) = h*(ma)f(meb) = h*(ma)f(me)b = (f.h")(m)b.
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Ainsi, f.h* est B—linéaire a droite, donc f.h* € Homp(M, N).

[f-(h*g")](m) (h* * g*).m]

*g") (ma) f (mo)
*(ma1)g* (ma2) f(mo)
*(ma)g*(ma) f(mo)

1 !
==

:.:‘/-\

f.(h*g*) = (f.h*).g* = Homp(M,N) est un H*—module a droite.

Proposition 3.1.2 i) Si M est un (H, A)—bimodule (M € yMy), alors Enda(M) est

une algebre de H—module a gauche avec l'action a gauche définie par :

(h-f)(m) = hi f(Su(ha)m).
it) Endf (M) est une sous-algébre de Enda(M) et aussi un H—comodule d droite.

Preuve
i) On sait que Enda(M) est un sous-groupe additif de Endyg(M) qui est un H—module
a gauche avec I'action donnée ci-dessus. Soient h € H; f,g € Enda(M); h € H et
m € M.
o A-t-on h.f € Ends(M)?

(h.f)(ma) = hif(Su(hs)(ma))
= h1 f((Su(hz)m)a)
= [ f(Su(h2)m)]a
= [(h.f)(m)]a; on a h.f € Enda(M).
Donc Enda(M) est un sous—H—module de Endg(M).

e A-t-on h.(fog)=(h
[(h1.f) o (h2.g)](m)

K

I)P219(Sw (haz)m))]

[SH(h12)h219<SH( 22)m))]

SH(h21)h229(SH(h3) ))]

er(h2)1ug(Su(hs)m))]

1g9(Su(eu(he)hs)m))]

(Su(em(ha1)ha)m))]

(Su(h2)m))]

1l )(SH(hz) )]
h.(fog)l(m)

et

(h.ida)(m) = hy(idas(Se (ha)m))

Donc Enda(M) est une algebre de H—module a gauche.

=
kh

f[
Lf
Lf
1/l
1flg
(fo

ﬁD‘D‘D‘D‘D‘D‘D"'\

it) Montrons que End¥ (M) est une sous-algebre de Enda(M) et un H—comodule &
droite.
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o Endf (M) est une sous-algebre de Enda(M).
En effet, Endf (M) est un sous—K—module de End(M). De plus f o g € Endi (M)
si f,g € Endf{ (M) et idy € Endi(M).

e Soient f € End(M) et m € M.

[(idn @ Ap) o @l(f)(m) = (idy ® Ap)(f(m)o ® f(m)1)

= (idy @ Agr)(f(mo) ® my)

f(mo) ® mi1 ® mag
f(mo) X mq & meo
(¢ ®@idm)(f(m)o @ f(m)1)
¢ ®idg)(f(mo) ® m1)
(f)(mo) ® my
(mo)o @ f(m1)1 ® my
(moo) (059 miq & ma
(mo) ® m1 @ my

[(p @ idg) o p](f)(m)

(
i
f
f
f

et
[(idy @ ) 0 p](f)(m) = (idy @ en)(f(m)o @ f(m)1)
(idy @ em)(f(mo) @ my)
(mo) X €H(m1)
(mo)em (ma)
(moen(ma))
(m).

f
f
f
f
Ainsi, on a

[(idy @ Ap) o p)(f) = [(p®@idy) o @](f) et [(idy ®@en)o@l(f) = f.

Donc Endf (M) est un H—comodule & droite. B

Lemme 3.1.1 Soit K un corps. Si M € MY, alors End (M) est une algébre de H*—module
a gauche avec laction a gauche définie par :

(h*.f)(m) = h*(f(mo)1.Su(m1)) f(mo)o-

Preuve :
On sait déja que Enda(M) est une algebre Soient h*,g* € H*; f,l € Enda(M); a € A
et me M.
o A-t-on h*.f € Ends(M)?

(h*.f)(ma) = h*[f((ma)o)1Su((ma)i)]f((ma)o)o
= h*[f(moao)1Sa(miar)] f(moao)o
=h* [f(mo)lamSH(al)SH(ml)] (mo)oaoo
=h* [f(mo)lausH(am)SH(ml)] (mo)O&O
= h*[f(mo)1£(a1)1aSu(m1)] f(mo)oao
= h*[f(mo)1 1S (m1)] f(mo)oaos(a1)
= h*[f(mo)1.Sm (m1)] f(mo)oa
= (h*.f)(m)a;

donc h*.f € Ends(M).

e A-t-on (¢*h*).f =g*.(h*.f)?
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et

h*(m 1SH(m1))m00

h* (mnSH(mm))mo

h* ( (ml)lH)mo
h*(1g)moe(my)

h*)m

eg+(h*)idy (m);

avec tdyr = 1gnq, (v pour la loi de composition des applications ; d’ou la compatibilité.

*

o
T

1
(

Donc Enda(M) est une algebre de H*—module & gauche. B

Remarque 3.1.1 On peut former le produit semi-direct a gauche End (M)#H* de Enda(M)
et H*. Sa multiplication est

(f#h") (g#u”) = f(hi.g)#hu”,  f.g € Enda(M) et h*,u"€ H".

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de Schneider, [9, Théoréme 3.2])
Soient K un corps, H une algebre de Hopf de dimension finie, et A une algebre de H—comodule
a droite qui est une extension H—galoisienne de B = AM. Alors il existe un isomorphisme
d’algebres

Endy(M)#H* ~ Endg(M) pour tout M € MH.
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Preuve : Soit ® 'application définie par :
O : Enda(M)#H* — Endg(M); f®h*+— f.h*

e Soient f € Endg(M) et h* € H*.
O(f @ h*)(mb) = (f.h)(mb)
= h*((mb)1) f((mb)o)
= h*(ma) f(mob)
= h*(m1) f(mo)b
= (f-h")(m)b

O[(f @ h*)(g@u)|(m) = ®[fo(hi.g)® (hsu*)](m)
= [f o (h1.g)-(h3u™)](m)
= (h3u*)(m1)(f o (h1.g))(mo)
= hi(mu)u* (ma2) f[P7(9(mo0) 15w (Mo1))g(moo)o]
= h3(mu1)u*(maz)hi(g(moeo)1Sm(mor)) f(g(mao)o)
= h3(ma)u*(mz)hi(g(mo)1Su(m1))f(g(mo)o)
= u*(m3)hi(g(mo)1Sw(m1))hs(mz) f(g(mo)o)
= u*(m3z)h*(g(mo)1Su(mi)ms) f(g(mo)o)
= u*(ma)h*(g(mo)1Su (mi1)miz) f(g(mo)o)
= u*(ma)h*(g(mo)1ea(ma)1a) f(g(mo)o)
= u*(eg(my)me)h*(g(mo)11a) f(g(mo)o)
= u*(eg (ma1)maz)h*(g(mo)1) f(g9(mo)o)
= u*(m1)h*(g(mo)1) f(9(m0o)o)
= h*(g(mo)1)u*(m1) f(g(mo)o)
[(f @ h")P(g @ u)|(m) = [(f-h")(g-u")](m)
= (f-h*)(u*(m1)g(mo))
= u*(m1)(f.h*)(g(mo))
= u*(mq)h*(g(mo)1) f(g(mo)o)
= u*(m1)h*(g(mo)1) f(g(m0)o)
= h*(g(mo)1)u*(m1) f(g(mo)o)
et
[@(idy @ ep)](m) = (idaren)(m)
= ep(my)idy(mo)
= €H(m1)mo
= moeg(my)

=m = idy(m)
P(fRh)(g@u*) =2(f @h*)P(g @ u*) et D(idy ® e) = idy = 1gna, (- Donc @
est un morphisme d’algebres.
Comme A/B est une extension galoisienne, il existe d’apres [10, 3.4] et
[9, Théoréme 3.2/ une application bien définie
U : Endg(M) — Endy(M)#H"
qui est l'inverse de ®. Donc ® est bijective, d’ou Ends(M)#H* ~ Endg(M) .1

Proposition 3.1.3 [5, Proposition 3.7]. On suppose que l'antipode Sy est bijective et [’ex-
tension A/B (o B = A®H) est telle que lapplication

¢M:A®BMCOH—>M, a®p T +—> ax,
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soit un isomorphisme et M, N € M. Alors lapplication
¢: Homs(M,N)® H* — Hompg(M, N)
telle que ¢(f ® h*) = f.h* est injective.

Définition 3.1.1 Soient M, N € M* et f € Hom(M,N) = Homg (M, N).
On consideére Uapplication o(f) € Hom(M,N ® H) définie par :

90<f)(m) = f(mO)O ® f(mo)lSH(ml), m e M.

On sait que Hom(M,N) ® H C Hom(M,N ® H), car H est un K—module projectif. Si
o(f) € Hom(M,N) ® H, on dit que f est un élément rationnel. On pose

HOM(M,N)={f € Hom(M,N)/o(f) € Hom(M,N)® H}.

Si K est un corps et si H est de dimension finie, alors tous les éléments de Hom(M, N) sont
rationnels. HOM (M, N) est un H—comodule et c’est le plus grand H-comodule contenu dans
Hom(M, N) appelé partie rationnelle de Hom (M, N).

Ainsi, st p(f) € Hom(M,N) ® H alors, o(f) = fo® f1 ou

o(f)(m) = fo(m) @ fi = f(mo)o @ f(mo)1Su(m1).

Si M,N € M, HOMA(M, N) est l’ensemble des éléments rationnels de Homa(M, N),
c’est-a-dire,
HOM (M, N) = HOM(M, N) N Hom (M, N).

On définit de la méme manicre HOMp(M, N), ot B = A%H.
On remarque que HOMa(M,N) et HOMp(M,N) sont des H*—modules a gauche avec
laction définie par :

(h™.f)(m) = h*[f(mo)1Su(m1)] f(mo)o = B*(f1) fo(m).

Lemme 3.1.2 [12, Lemme 2.2]. Soit M € MH. Alors HOM (M, M) = ENDA(M) est
une algebre de H—comodule a droite avec la structure de H—comodule définie ci-dessus. De
la méme maniere, ENDg(M) est aussi une algeébre de H—comodule a droite.

Preuve :

e END (M) est un sous-espace vectoriel de End (M) et Ends(M) est une K—algebre.
On sait que si f et g sont des éléments rationnels de EN Dy (M) alors, f o g est aussi
rationnel. De plus si f et g sont A—linéaires alors f o g est A—linéaire. On en déduit
alors que EN D 4(M) est une sous-algebre de Enda(M).

o END(M) est un sous—K—module de ENDg (M) (qui est un H—comodule a droite,
voir [2, Section 1, p.3]). De plus, soient f € ENDs(M), a € Aet m € M.

folma) @ fi = f((ma)o)o ® f((ma)o)1Su((ma)1)
(moao)o @ f(moag)1Su(miar)
(mo)oaoo ® f(mo)1ao1Su(ar)Su(m)
(mo)oao ® f(mo)1a11SH(a12)Su(m)
(mo)oao ® f(mo)iem(ar)luSu(m)
(o)

(o)

mo)oaocn(ar1) @ f(mo)11gSu(my)
mo)oa & f(m0>1SH(m1)

Ja® fi;  dou fo € END4(M).

(m
st un H—comodule a droite.

f
f
f
f
f
f
fo
e

Donc EN D (M

~—
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e Compatibilité
Soient f,g € ENDa(M) et m € M. La définition de ¢(f) = fo ® f1 implique que :

f(mo) ® Sg(my) = fo(m)o ® Su(fo(m)1) f1.

En effet :

Jo(m)o ® Su(fo(m)1)fi = f(mo)oo @ Su(f(mo)or)f(mo)1Sw(m1)
= f(mo)o @ S (f(mo)i1)f(mo)12SH(m1)
= f(mo)o ® eu(f(mo)1)1uSu(m)
= f(mo)oeu(f(mo)1) ® 1gSu(m:)
= f(mo) ® Su(ma).

Ainsi,
[p(fog)lim) =[(fog)mo)o®[(fog

(mo ]ISH(ml)
J1.5m(m1)

= (foogo)(m)® fig:.
Done, ¢(fog) = foogo® fign
et
pidy)(m) = idag(m) ®idy,
= idp(mo)o ® idpr(mo) 1Sk (M)
= Mmoo @ M1 S (m1)
= my ® m11Sy(Mmi2)
=my X €H(m1)1H
=moeg(my) ® 1y
d’ou la compatibilité.
On a alors montré que EN D4 (M) est une algebre de H—comodule & droite. Il en est
de méme pour ENDg(M). R

Remarque 3.1.2 1) [2, Lemme 1.1]. SiM,N € M, Hom (M, N) = HOM (M, N)<H.
En particulier, End{ (M) = END 4(M)H.
2) Si M e M END4(M) est un H—module de Hopf avec la structure de H—module
définie par
(h.f)(m) = hi f(Su(h2)m).

3.1.2 Produit semi-direct généralisé

Définition 3.1.2 Soient A une algébre de H—comodule a droite et B une algébre de
H—module a droite. Le produit semi-direct a droite généralisé de A et B noté A#B est le
K—module A ® B muni de la multiplication

(a#b)(a'#V') = aapt(b.a))b', a,a’ € A et bV € B:

c’est une algébre d’élément unité 14 ® 1p.

Si B = H muni de sa structure de comodule donnée par Ay, on retrouve le produit semi-direct
a droite usuel.

Remarque 3.1.3 On rappelle que H* est une algebre de H—module a droite avec l’action :

(h* — h)(I') = h*(hK), Vh* € H*;h € H.
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D’apres le Lemme 3.1.2 et la Remarque 3.1.3, on peut former sur H le produit semi-direct a
droite généralisé ENDo(M)#H* de ENDa(M) et H*. C’est le K—module END (M) ® H*
muni de la multiplication :

(f#R)(g#u") = (f o go)#(h* — gi)u*, f,g € ENDs(M) et h*,u* € H".

Proposition 3.1.4 [5, Proposition 3.8]. On suppose que l'antipode Sy est bijective et [’ex-
tension A/B (ot B = A®H) est telle que ’application

¢M:A®BMCOH—>M, a®p T +—> ax,

soit un isomorphisme et M, N € M.
Alors Uapplication ¢ : ENDs(M)#H* — Endg(M) telle que

o(f @h*) = f.h",
est un morphisme d’algebres injectif.

Preuve : D’apres la Proposition 3.1.3, 'application ¢ est injective. Il reste a montrer
que c’est un morphisme d’algebres avec ce produit. Soient f,g € ENDA(M); h*,u* € H* et
m € M.

ol(f @ h*)(g@u”)|(m) = ¢[fogo® (h* — gi)u](m)
= [f 0 go.(h" = g1)u*](m)
= [(h" = g))w](m1) f o go(mo)

= (h* < g1)(ma1)u* (ma2) f (go(mo))

= (h* = g1)(ma)u(ma) f(go(mo))

= h*(g1ma)u*(ma) f(go(mo))

= h*(9(mo0)15m (mo1)m1)u*(mz) f(g(moo)o)
= h*(g(mo)1Su(ma1)miz)u*(mz) f(g(mo)o)
= h*(g(mo)rea(m)lm)u*(ma)f(g(mo)o)

= h*(g(mo)11m)u* (e (m1)mz) f(g(mo)o)

= h*(g(m0)1>U*(5H(m11>m12>f< (mo)o)

= h*(g(mo)1)u*(m1) f(g(mo)o)

injectif.ll

Théoréme 3.1.2 (voir [12]). Soient A une algébre de H—comodule d droite et M € yMH.
Alors :
1) [12, Théoréme 2.4]. L application ¢ : Endd(M)#H — END (M) définie par

¢(f @h) = [.h,

est un isomorphisme d’algébres de H—comodules a droite.
2) [12, Théoréme 1.3]. Si H est de dimension finie et U = H® A~ A® H € yMI;
alors les algebres A#H* et Endf(U) sont isomorphes.

Preuve :
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1) L’application ¢ : Endf{ (M)#H — END (M) est telle que
Vf e End{(M),he H et me M;on ait

¢(f @ h)(m) = (f-h)(m) = f(hm).

D’apres le théoreme fondamental des modules de Hopf et la Remarque 3.1.2, 'applica-
tion ¢ est un isomorphisme de modules de Hopf et en particulier, ¢’est un isomorphisme
de H—comodules a droite. Il reste a montrer que ¢’est un morphisme d’algebres.

Soient f,g € Endf (M), h,h' € Hetme M.

[0(f ®h)odlg®@h)](m) =I[(fh)o (g-h')](]m)

O(f@h)od(g@h') =o[(f@h)(g®N);

donc 'application ¢ est un morphisme d’algebres.
2) ¢f [12, Théoreme 1.3, (11)]. A

II a été prouvé dans [5, Corollaire 2.5] que 'assertion 1) (dans le cas ou H est de

dimension finie) et 1'assertion 2) du Théoreme 3.1.2 sont des cas particuliers du Théoreme
3.1.1 (théoréme de Schneider).

3.2 L’EXTENSION DU THEOREME DE SCHNEI-
DER ET SES CONSEQUENCES

3.2.1 Le ”grand” produit semi-direct

Définition 3.2.1 Soit A une algébre de H—comodule a droite.
On note #(H, A), le produit semi-direct appelé le ”"grand” produit semi-direct, qui est le
K—module Homg(H, A) muni de la multiplication :

(f.9)(h) = f(g(ha)1h1)g(h2)o, f,9 € #(H,A) et heH.
Proposition 3.2.1 1) Muni de la multiplication définie ci-dessus, #(H,A) est une

algebre associative unitaire dunité pug ocy = €y.

2) A est une sous-algebre de #(H, A).
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3) H* = Hom(H,K) muni de la convolution, est une sous-algébre de #(H, A). De plus,
on a un isomorphisme d’algebres A#H* ~ #(H, A) via

(a#h*)(h) = h*(h)a.

Preuve :
1) Montrons que #(H, A) est un anneau.
i) Soient f € #(H,A) et h€ H. On a:

(fem)(h) = flen(ho)illen(h2)o et (ea.f)(h) = enu[f(ha)iha]f(h2)o
= fleu(ha2)h]en(ha) = en[f(ha)ilen(h) f(ha)o
= flea(hi2)hi1len (ha) = f(h2)ocu[f(h2)i]en(h1)
= f(h1)er(hs) = f(h2)er(h1)
= f(hen(hs)) = f(en(h1)hy
= f(h) = f(h)
feq = f =ep.f. Donc ey est bien l'unité de #(H, A) pour ce produit

ii) L’associativité : soient f,g,l € #(H,A) et h€ H

[(f-9)-1](h) (f-9)[L(h2)1ha]l(R2)o
Flg{(U(h2)1h1)2}1{l(h2)1h1 }1]g{(I(h2)171)2}ol (R2)o
[g{l(h2)12h12}1l(h2)11h11]g{l(h2)12h12}0l(h2)0
[g{l(h3)12h2}11(h3)11hi]g{l(hs)12h2 }ol(Rs3)o
[g{l(h3)2h2}1l(hs)1h1]9{l(h3)2h2}ol(h3)0

(h2)1h1](g.1)(h2)o
h22) ho1]1l(haz)o }1h1[{g[l(hoz)1ha1]l(h22)o }o
2)1ha1]11l(ha2)o1h1]g[l(haz)1hot]ol (P22 )oo
) 211(h3)orha]g[l(hs)1ha]ol (hs3)oo
3)2h2 }1l(hs)1ha]g{l(hs)2ha}ol(hs)o
(f.9).l = f.(g.l,) d’ou I'associativité.
iii) La distributivité de ce produit par rapport a l’addition.
Soient f,g,l € #(H,A) et h € H.

[(g+D)-f1(h) = (g + DIf(h2)1a]f (h2)o
= (glf(n )h1]+l[( 2)1m]) f(ha)o

= g[f (h2)ri]f (h2)o + 1[f (ha)ihu] f (ha)o

= (g.f)(h) + (I.f)(h), d’ou la distributivité a droite.

(g-
H, A) est un anneau. Il est facile de vérifier que

A(f.9) = (Af).g = f-(Ag).
2) Tl est évident que A est une sous-algebre de #(H, A) via lapplication

[/-(g-D(h)

Q

o~

—
Q

—_

A\/

3‘3‘

f
f
f
fl(g-
f
il
/l
fl

(1 | I | T |
Qo o
)
e
S

(

i), ii) et iii) < #

—~

a+— [h— eg(h)al.

3) On montre d’abord que H* est une sous-algebre de #(H, A) puis A#H* ~ #(H, A).
II est clair que H* est un sous—K—module de Homg(H,A) = #(H,A) comme
K—module.

e Soient h*,g* € H* et h € H.

(h*.g")(h) = h*(g"(h2)1h1)g" (ha)o
= h*(1xh1)g*(hs) car g*(hy) E Ket VAEK, Mg @A\ =A@ 1g ~ A
= h*(h1)g*(hs) ; ce qui n’est que la convolution.
et
(hen)(h) = B (en(h)uh)en(ha)e
= h*(h)er(he) = b (hien(he)) = h*(h).

De méme, (eg.h*)(h) = h*(h).
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Donc H* est une sous-algebre de #(H, A).
e Soit 'application v : A#H* — #(H, A) telle que :

Ya#h*)(h) = h* (h)a.

Il est bien connu que 'application v ainsi définie, est un isomorphisme de K—espaces
vectoriels si H est de dimension finie : Homg(H, A) = A ® H* comme K—module et
par définition, A#H* = A ® H* comme K—module. Il reste alors a montrer que = est
un morphisme d’algebres.

V(a#th™)(bsg™)I(h) 92]( )
hg(;abo

= [abo#(h* ~— by)
( "= b1)g*)(h)
h* = by)(h1)g*(
*(b1h1)g* (ha)abo

D‘/\/—\\Q

V(0#97) (ha) 1]y (b#tg™) (ha)o

(g% (h2)b)1ha](g* (h2)b)o

g (h2)1b1h1]g* (ha)obo

1gb1h1)g*(ha)bo

9" (h2)bo

*(hg)ab()

Y[(a#h*)(b#g*) = v(a#h*).v(b#g"); Ya,b € A et h*, g* € H*. Donc v est un mor-
phisme d’algebres; d’'ou A#H* ~ #(H,A). R

[v(a#th*).y(b#g*)](h) = v(a#h*

a#h*

(adth")]
(adth")]
(a#h")]
(a#h)
“(b1hn)
)9

=
=
=7

h
=h*

3.2.2 L’extension du théoréme de Schneider

Lemme 3.2.1 Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective Sy et A une algébre de
H—comodule a droite. Soient M € MY et N € My. Alors Homg(H, Homa(M,N)) et
Hom (M ® H, N ® H) sont des H*—modules a droite avec les actions respectivement définies
par :

(f.h*)(h) = f(h".h) = h*(h1)f(ha), f € Homgx(H,Homa(M,N)), h*€ H* e heH
et

(w.h*)(m®h) = h*(m1Sg(hy))u(me®hs), u € Hom(M®H, NoH),m € M,h* € H* h¢c H.

Preuve :
e Soient f € Homg(H, Homs(M,N)), h*,g* € H* et h € H.

(f-h7)(Ah) = B*((Ah)2) f((AR)1) = h*(h2) f(Ahn) = AR*(ha) f(h2) = A(f.h")(h); VA € K.

f-h* est K—linéaire.
[f-(hrg")](h) =

f-(hg*) = (f-h*).g" = Homg(H,Homa(M,N)) est un H*—module a droite.
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e Soient u € Homf{(M @ HLN @ H); m € M, h*,g* € H* et h € H.

(uw.h*)((m ® h)a) (u h*)(mao ® hay)
(mao) w((hai)

(hlan))
m1a118H<h1a12))
m1a115H(d12)SH
*(mae(ar)1g Sy (hy))u(moag ® heas)
mlSH(hl)) (moao X hgé‘(al)(lz)

Ju((mag)o ® (ha)2)
u(moagy @ haass)
u(moap ® haas)
(h1))u(moao ® haas)

15'H(h1))u(m0a0 X hgal)
15 (h1))u((mo @ hg)a)
mlsH(hl))u(mo ® hg)a
= (u ") (m © h)a.

Donc u.h* est A—linéaire a droite.
[(w.h*)(m & h)]o ® [(u.h*)(m @ h)]1 = [A* (M1 Sp(h1))u(mo @ ha)lo
®[h*(m1Su(hy))u(mo @ ha)y

= h*(m1Su(h1))ou(mo @ ha)o

@h* (M1 Sp(hi))1u(mo @ he)i

= h*(m1Su(h1))u(me ® ha)o ® u(mo @ ha)y
= h*(m 1SH(h1))U(m00 ® ha1) ® (Mmo1 @ hag)
= h*(my hy))u(meg @ ho1) @ (M1 @ hao)
h( h1))u(mo ® ha) ® (my @ hs)

S (
mst(

(u.h*)((m & h)o) @ (Mm@ h)1 = (u.h*)(mo @ hi) ® (M1 @ he)
= W*(mo1Su(hi1))u(meo @ hi2) ® (mq @ hy)
= h*(mlsH(hl))u(mo & hQ) & (mg ® hg)
= h*(maSu(h1))u(mo ® ha) @ (M1 ® hg)

[(u.h*)(m @ h)]o @ [(u.h*)(m @ h)]; = (u.h*)((m @ h)y) @ (m ® h);. Donc (u.h*) est
H —colinéaire a droite.
u.h* est A—linéaire et H —colinéaire a droite donc;

u.h* € Hom® (M ® H,N @ H).

[u.(h*g")](m @ h) = (h"g")(m1Sk(h1))u(mo ® ha)

= h*((m1Su(h))1)g" ((m1 S (ha))2)u(me @ hs)
= h*(m11Su(h12))g* (M12SH (ha1))u(mo ® hs)
= g*(m12Sg (h11))h* (m11 S (h12))u(mo @ he)
= g"(m1Su(h1))h*(mo1Sa(har))u(meo @ ha)
= g"(m1Su(hy))(u.h*)(mo @ ha)
= [(u.h*).g](m @ h)

u.(h*g*) = (u.h*).g;
donc Homf (M @ H, N @ H) est un H*—module & droite.l

Le théoreme suivant est le résultat principal dans notre étude.

Théoréme 3.2.1 [7, Théoréme 2.1].
Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective Sg ; A une algebre de H—comodule a droite.
Soient M € MH% et N € Ma. Alors;
i) Homg(H, Homa(M,N)) ~ Hom® (M @ H, N ® H) ; isomorphisme de H*—modules
a drotte.
i1) L’isomorphisme de i) induit un morphisme d’algébres injectif

#(H,END(M)) — End (M @ H).
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Preuve :
i) Soient [ et « les applications respectivement définies par :

B: Homg(H, Homs(M,N)) — Hom"(M @ H/N @ H)

telle que :
B(f)(m @ h) = f(miSu(hi))(mo) ® hy
et
a:HomT (M ® H/N ® H) — Homg(H, Homa(M, N))
telle que :

a(u)(h)(m) = (idy ® e)u(mo @ Si' (h)my)
ou (ZdN X 5H)((nz X h»a) = nigH(hi)a = (ZdN X EH)(Hz X hi)a; Vn; € N, h; € H, et
a€ Aoui={1;2;3...;n}.
e Montrons que S(f) est A—linéaire, H—colinéaire a droite et que [ est H*—linéaire a
droite.

BUH

3
X
=

)a) (f)(mag @ hay)

[(mao)1Sw((hai)1)]((mag)o) @ (hai)s

[m1ag Sp(hiair)](moag) @ hoais

[myag Su(a11)Su(h)](moag) ® hoais

[m1a11Su (a12)SH(h1)](moag) @ haas
(miep(ar)luaSu(h)](moag) ® hoas

[mllHSH(h )](moao) X hg{:‘H(al)ag
[mlSH(hl)](m )Clo ® h2a1

[mlsH( 1)](mo) ® ha)a

(f)(m ® h)a; Ya € A. Donc S(f) est A—linéaire.

[B(f)m @ h)lo @ [B(f)(m@h)li = [f(miSu(h1))(mo) @ halo
[f(m1Sw(h1))(mo) @ haly
(m1SH(h1))(mo) @ hor @ hoo
(m1Su(h1))(mo) @ ho @ hs

B
f
f
f
f
f
f
f
(f
s

( 151 (h11))(mg) ® hia @ hy
(m1Su(h1))(me) ® he ® hs

[5((jf)(m®h)]0®[ﬁ(f)(m®h)]1 B (mRh)o)@(m®h)q, done 5(f) est H—colinéaire
a droite.

B(f-h7)(m @ h)

®
S
f
S
f

—~

fh7) (maSw(hi))(mo) ® he

((m1Sw(h1))2) f(m1SE(h1))1) (o) @ he

(m12Su(h11)) f(m11Su(hi2))(mo) @ he
*(ma2Su(h11)) f(mi1Su(hi2))(mo) @ ho
*(maSu(h1)) f(mo1Su(ha1))(Moo) © hao
*(m1Su(h))B(f)(mo @ ha)
(f).h*(m ® h); Yh* € H*, d’ou [ est H*—linéaire a droite.
h) (avec u € Hom (M ® H, N ® H)) est A—linéaire & droite.

*

@ TS

)

—~

e Montrons que «

(u
a(u)(h)(ma) = (idy @ eg)u((ma)o @ Sg' (h)(ma),)
= (idy ® e )u(moao ® S (h)myay)
= (idy ®@ e )u((mo ® Sp' (h)m1)a)
= (ldy @ eg)u(my ® Sﬁl(h)ml)a; car u est A—linéaire
= a(u)(h)(m)a; Va € A, Aot a(u)(h) est A—linéaire.
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i)

Montrons enfin que les applications 3 et « sont inverses 'une de 'autre.
(Boa)u)m@h) — alu)(miSu(h))(mo) @ ha

(ZdN ® 5H)[ (moo (9 Sﬁl(mlSH(hl))mm) ® hg]

= u(mpo ® Sy (m1SH(h1))mo1) ® en(hg)

= u(moo X S (SH(hl))S (ml)mm) X €H<h2>
= u(mo ® 1Sy (maz)mor) @ ep(hs)
= u(mo ® h1€H(m1)1H) ® en(hs)
= U(m0€H(m1) ® hllH)€H(h2)
=u(m ® hieg(ha))
=u(m® h)
(o B)(f)(h)(m) = (idy @ em)B(f)(mo® Sy (h)ml)
(idn ® en)[f (morSu (S (h)ma)1)) (mao) @ (S (h)ma)a]
(idy @ 5H)[f(m01SH( (h2 mu)(moo) @ Sg' (ha)mis)
(mo1.Su(mi1Su(Sy (h2))) moo) @ ex (S (ha)maz)
m01SH(m11h2)(m00) ® en(Sy' a(maz)

(
(mnSH(mmhz)( )®€H( 1 (m
(em(mi)lmen(ha)ha)(mo) @ en ( 2)
(Laem(hi)he)(mo) ® em(em(mi)ms)
(h)(mo) ® ep(ma)

(h)(mo)em (m1)
(h)(mogw(m1))
(h)(m)

S
f
f
f
S
f(h
f(h
f(h
f(h
On a bien (80 a) = idymt(monNen) € (0 B) = idHomy(H Hom(m,N))- Donc 3
est un morphisme de H*—modules bijectif d’inverse a.

En conclusion, Homg (H, Homa(M,N)) ~ Hom™ (M @ H, N ® H), isomorphisme de
H*—modules a droite.

D’apres i), on a un isomorphisme de H*—modules
B: Homg(H, Homs(M,N)) — Hom"(M @ H/N @ H)
On a aussi I'isomorphisme et 'inclusion de K—modules
#(H,END4(M)) ~ Homg(H, ENDA(M)) C Homg(H, Enda(M)).

Notons (' la restriction de & #(H, END4(M)). D’apres i), ' est injective. Il reste
a montrer que 4’ est un morphisme d’algebres.

Solent f, g c #(H, ENDA(M)) A-t-on: 6/(fg) = B/(f>05/(g) et ﬁ/(EH) = idENDA(M®H)~
B(fg)m&h) = (fg)(miSu(hi))(mo) @ hy
= (f.9)(m1Su(h1))(mo) @ ha
= flg((m1Su(h1))2)1(m1SE(h1))1]g((m1Su(hi))2)o(mo) @ hy
= flg(mi2Su(h11))1m11SH (h12)]g(Mm12SH (h11))o(mo) @ he
= flg(maSu(h1))1m1Su(he)lg(maSu(h1))o(mo) @ hs

20
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(m0))1Sm (ha1)](g(m1Sr(h1))(mo))o @ haz
(moogr (mo1)))11uSH(ha))

(Mmoo))o ® hs

(moo))1€m(Mmo1) L SH(hso))

(moo))o ® hs
[((g(maSu(h1))(mo))1€m(Mma) 1 SH (he)]

De plus :
Ben)(m@h) =en(

Il
==
SEERERE

mg) @ €(hy)hs
END 4 (M®H) (m ® h)

Ainsi, on a §'(f.g) = B'(f) o B'(g) et B'(en) = idyyp , rrem ; done
B #(H,ENDy(M)) — Endf (M ® H) est un morphisme d’algebres injectif.l

Il
S <
®A
>
I
S:

Nous donnons maintenant quelques conséquences du Théoreme 3.2.1. Le corollaire suivant
est un nouveau théoreme de dualité d’algebre de Hopf de dimension infinie.

Corollaire 3.2.1 [7, Corollaire 2.1].
Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective Sy et A une algébre de H—comodule a
droite. Soit M € M, ou M est un A—module de type fini.

i) Alors on a les isomorphismes d’algebres

H(H, Endy(M)) ~ End¥ (M ® H)

et
#(H, Enda(M))#H ~ ENDs(M ® H).

it) Si de plus, M € g M on a lisomorphisme d’algébres
H(H, Endy(M)#H) ~ End (M © H).
Preuve :

i) Puisque M est de type fini, on a END4(M) = Enda(M). D’apres le Théoreme 3.2.1,
on un isomorphisme de H*—modules

#(H,END4(M)) = #(H, Enda(M)) ~ End"{ (M @ H).

Il est facile de voir que c¢’est un morphisme d’algebres. Pour le deuxiéme isomorphisme,
d’apres le Lemme 2.3.3, lassertion 2) ; si M € MH

alors, on a M @ H € gMHA.

D’apres le Théoreme 3.1.2; on a les isomorphismes d’algebres

End{(M)#H ~ ENDs(M) et End{(M ® H)#H ~ END,(M ® H).
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D’apres la premiere assertion du corollaire on a un isomorphisme d’algebres
#(H,Endy(M)) ~ End (M @ H).
Donc, on a #(H,Ends(M))#H ~ End{(M ® H)#H.
Par  suite, on obtient #(H,Ends(M))#H ~ ENDs(M ® H).
i1) D’apres l'assertion i), on a
#(H, Ends(M)) ~ End{ (M @ H).
D’apres l'assertion 1) du Théoréme 3.1.2, on a;
Endi (M)#H ~ ENDA(M).

Puisque M est de type fini, on a Enda(M) = END 4(M). Donc on a les isomorphismes
d’algebres suivants

Endi(M)#H ~ Enda(M) et #(H,Ends(M)) ~ End{ (M ® H).

On en déduit que
H(H, End (M)#H) ~ End (M ® H),

isomorphisme d’algebres.ll

Corollaire 3.2.2 [7, Corollaire 2.2].

Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective, A une algébre de H—comodule a droite et
B = A®H telle que A/B soit une extension H—galoisienne. Soient M € g M et N € M.
Alors

i) on a un isomorphisme de H*—modules a droite
Homg(H,Homa(M,N)) ~ Homg(M, N),

[ [m v f(mi)(mo)].

Les actions de H* sur Homg(H, Homa(M, N)) et sur Homg(M, N) sont respective-
ment données par

(F10)(B) = 1 (ha) f(ha) et (£.0°)(m) = B*(ma) f (mo).
i1) L’isomorphisme dans i) induit un morphisme d’algébres injectif
#(H,ENDs(M)) — Endg(M)
iii) On a un isomorphisme d’algébres
#(H,A) ~ Endg(A).

Preuve :
i) D’apres le Théoreme 3.2.1,

Homg(H, Homa(M,N)) ~ Hom®{ (M ® H,N ® H).
Soit 'application ¥ : Homf (M @ H, N ® H) — Hompg(M, N) définie par
I(f)(m) = f(ma)(mo).
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i)

Y(f) est la restriction de tout f € Hom% (M @ H/N ® H) & (M @ H)®H. Or on a
(M H)*? =M®1y~M ([8 Lemme 1.3]),

donc elle est bijective. De plus, Vf, f' € HomI(M ® H,N @ H), h* € H* et m € M,
on a:

O(f)(mb) = f((mb)1)((mb)o) = f(ma)(mab) = f(m)(mo)b = I(f)(m)b; Vb € B.

I(f + f)(m) = (f + f)(m1)(mo) = f(mi)(mo) + f(ma)(mo) = I(f)(m) +I(f")(m);

)

D(FR*)(m) = (£ (ma)(mo)

h* (maz) f (maz) (mo)

h* (ma) f (mo1) (1m00)
= h*(m1)d(f)(mo)
= 0(f)-h*(m)
Vv : HomI(M® H,N® H) — Hompg(M, N) est donc un morphisme de H*—modules
a droite bijectif. Il en résulte que
Homf (M ® H/N ® H) ~ Homp(M, N), isomorphisme de H*—modules & droite. On
a alors

Homg(H, Homa(M,N)) ~ Hom® (M ® H N ® H) ~ Homg(M,N);
d’on
Homg(H,Homa(M,N)) ~ Homg(M, N).
En posant M = N alors,
Homg(H, Ends(M)) ~ Endg(M)

= Homg(H, END(M)) < Endg(M)

morphisme de H*—modules a droite injectif.

On sait par définition que Homg(H, ENDA(M)) = #(H, END4(M)) comme H*—module

a droite. Il reste donc a montrer que
V:#(H,ENDy(M)) — Endg(M)

est un morphisme d’algebres.

Soient f,g € #(H,ENDs(M)) et m € M
I(f.9)(m) = (f.9)(m1)(mo)

f(g(maz)1mar)g(maz)o(mo)

(g(ma)1ma)g(ma)o(mo)

(S)lg(ma)(mo)]
F( ma)(1mo))1)(g(m1)(mo))o
( 1

T | T |
\&h\\:z —

(m
(m1)1(mo)1]g(ma)o(mo)o
g(m1)1mo1)g(m1)o(moo)
(g(mz)1my)g(ma)o(mo)

donc ¥ est bien un morphisme d’algebres d’ou

I(f.9) =0(f) V(g

~—

#(H,END4(M)) — Endg(M),

morphisme d’algebres injectif.
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iii) Si M = A, alors on a :
#(H, END4(A)) ~ Endg(A),
un isomorphisme d’algebres. De plus END4(A) ~ A, donc
#(H,A) ~ Endg(A).1

Remarque 3.2.1 En prenant M = N = A dans le Théoreme 3.2.1, l'assertion i), et en
tenant compte du Lemme 2.3.3; nous obtenons ['isomorphisme de K—modules

X+ Endj{(H ® A) — Homg(H,A);  x()(h) = (e @ 1)f(h®1),

donné par K.-H. Ulbrich dans [12,Lemme 1.2]. Ceci est un résultat comme celui [6, Proposition
4.1] : pour voir cela, considérons d’abord H @ A comme un objet de s M" wvia

a(h®b) =ah®agb et h®br— hy @b® hs,

pour tous a,b € A et h € H.
Par conséquent, d’aprés [6,(3.2), p.66], H® A est un #(H, A)—module a gauche par

f(h X a) = f(hg)lhl X f(hg)oa.
Maintenant A est une algébre de H°P°P—comodule a droite via
a— ag ® Sy (a),
et notons le A'.
Ainsi,
#(H, A) — #(HPP A); fr— S

est un isomorphisme d’anneau et sa composition avec l’'isomorphisme de Ulbrich
#(HPP A — Hom{ (H ® A),

est exactement donné par la structure de module a gauche ci-dessus.
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CONCLUSION

Le Théoreme 3.2.1 qui est le résultat principal dans notre présentation est la version analogue
en dimension infinie du théoreme de H.-J. Schneider (Théoreme 3.1.1). De ce résultat découlent
immédiatement la Proposition 3.2.1 et la Proposition 3.1.3, ainsi que plusieurs nouveaux
résultats. Certains d’entre eux étendent les résultats de [9] sur les modules gradués et les
anneaux d’endomorphismes de modules gradués.
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