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Résumé

Ce mémoire présente une étude détaillée du spectre du Laplacien de Popérateur 9-Neumann
noté [, sur un polydisque dans '’espace complexe C". Nous procédons a un calcul explicite des
valeurs propres de cet opérateur. L’analyse montre que le spectre se compose de valeurs propres
discretes, dont certaines valeurs, en particulier les plus petites, possedent une multiplicité infinie.
Nous mettons également en lumiere 'influence des conditions aux bords de Dirichlet et de
Neumann sur la structure du spectre. Ce travail offre ainsi une compréhension approfondie de
la relation entre la géométrie du polydisque et le comportement spectral de I'opérateur [, avec
des applications majeures pour I'analyse complexe et les équations aux dérivées partielles.

vii






Table des matiéeres

Remerciements

Dédicaces

Résumé

I Préliminaires

I-1 Rappels de notions de géométrie différentielle
Notion de Variété différentiable . . . . . . . ... .. ...
Formes différentielles . . . . . . .. .. .. ... ... ...
[-2  Notion de variété complexe
Structure Complexe . . . . . ... . ... ... ... ...
Variété analytique complexe . . . . . . . ... .. ... ..
(p,q)—Formes différentielles . . . . . ... ... ... ...
I-3  Les opérateurs O et 0
[-4  Fonctions sousharmoniques
I-5  Outils d’analyse fonctionnelle
I-6 Le 0—Neumann

[-1-1
[-1-2

[-2-1
[-2-2
[-2-3

IT Fonctions de Bessel

I1-1 Quelques fonctions spéciales
[1-2 Résolution de I'équation de Bessel
[1-3 Relations de récurrence des fonctions de Bessel de Premiere espece
[1-4 Relation d’orthogonalité

IIT Le spectre

ITI-1 Quelques notions de base
[11-2 Rappel sur la méthode de séparation des variables
ITI-3 Résolution du Probleme

du O, sur le Polydisque

I1I-3-1 Etude des valeurs propres de 'opérateur A, sur le disque lzi| <ap . . ..

ITI-3-1.1 Spectre du Laplacien avec condition de Dirichlet
[T1-3-1.2 Spectre du Laplacien avec condition de Neumann

I11-3-2 Etude des valeurs propres de 'opérateur U, sur le polydisque P . . . . .

Conclusion

Bibliographie

ix

18
18
20
24
29






Introduction générale

L’étude du spectre du Laplacien de 'opérateur 0-Neumann occupe une place centrale en
analyse complexe, ainsi que dans 1’étude des équations aux dérivées partielles sur des domaines
complexes. Dans l'article de Siqi Fu [11] intitulé "The Spectrum of the d-Neumann Laplacian on
the Polydisc", une analyse approfondie du spectre du Laplacien de Popérateur -Neumann (g,
est réalisée spécifiquement sur un polydisque, c¢’est-a-dire le produit de disques dans I'espace C".
Notre travail repose principalement sur cet article, et nous cherchons a expliciter I’étude des
propriétés spectrales de 1'opérateur U, dans ce cadre géométrique particulier.

Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1, le probleme des valeurs propres du Laplacien
O-Neumann se réduit a la résolution de I’équation différentielle suivante :

Uyu = Au

avec les conditions suivantes :
=%
u € Dom(0, ),

dgu € Dom@:;).

Ces conditions sur les domaines fonctionnels jouent un role essentiel dans la caractérisation des
solutions. Par ailleurs, les conditions aux bords de Dirichlet et de Neumann, imposées sur le
bord du domaine, influencent fortement la nature du spectre. Plus précisément, ces conditions
aux bords déterminent les propriétés des solutions aux équations différentielles associées, et leur
role est central dans notre étude.

L’opérateur [J, représente une généralisation du Laplacien dans le cadre des opérateurs com-
plexes, et I'analyse de son spectre fournit des informations cruciales sur la structure géométrique
et analytique des solutions. Pour aborder cette question, nous allons appliquer la méthode de
séparation des variables en coordonnées polaires, une technique particulierement adaptée a la
géométrie du polydisque. Cette méthode permet de décomposer le probleme en deux équations
différentielles ordinaires plus simples. Les fonctions de Bessel jouent un role crucial dans cette
approche : en effet, lors de 'application de la méthode de séparation des variables, les solutions
de I'équation différentielle radiale sont souvent exprimées en termes de fonctions de Bessel, qui
permettent de résoudre les équations aux valeurs propres en coordonnées polaires.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, nous introduisons les nations de la géométrie différentielle

et de 'analyse fonctionnelle qui seront utilisés tout au long de ce mémoire.

— Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons aux fonctions de Bessel de premiere
et deuxieme especes. Nous résolvons I'équation de Bessel a 'aide de la méthode de
Frobenius et explorons les propriétés fondamentales de ces fonctions, notamment les
relations de récurrence et leur orthogonalité.

— Dans le troisieme chapitre, nous allons appliquer les concepts développés dans les
deux premiers chapitres pour résoudre I'équation O,u = Au sur le polydisque, en utilisant
la méthode de séparation des variables. Nous discutons ensuite les résultats obtenus,
notamment en ce qui concerne le spectre de I'opérateur U, et I'impact des conditions
aux bords de Dirichlet et Neumann.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous posons les bases théoriques nécessaires pour 1’étude du spectre
de Popérateur d-Neumann sur le polydisque. Nous introduisons les concepts fondamentaux
en géométrie différentielle et en analyse fonctionnelle qui seront utilisés tout au long de ce
mémoire. Une compréhension approfondie de ces concepts est essentielle pour aborder les
résultats spécifiques relatifs au Laplacien de I'opérateur O-Neumann dans les chapitres suivants.

I-1 Rappels de notions de géométrie différentielle

I-1-1 Notion de Variété différentiable

Les notions sont tirées de [9)].

Définition I-1.1 Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé
M qui est localement homéomorphe a R™. Autrement dit, pour chaque point p € M, il existe
un voisinage ouvert U de p et une application ¢ : U — p(U) C R" telle que ¢ soit un
homéomorphisme.

Définition I-1.2 Une carte locale sur sur une variété topologique M de dimension n est un
couple (U,p), ot :

— U est un ouvert de M,

— p: U — o(U) CR" est un homéomorphisme de U sur un ouvert de R™.

Définition I-1.3 Soient (U,p) et (V1)) deux cartes locales sur une variété topologique M telles
que UNV # 0. Lapplication
Yo lipUNV)—=ypUNV)
est un homéomorphisme appelé fonction de transition ou changement de carte.
Exemple I-1.1 Soit S* = {(z,y,2) € R® | 2® +y* + 2% = 1} muni de la topologie induite. Soient
N ={(0,0,1)} et S ={(0,0, — 1)} les deux pdles de la sphére.
1. L’application

(,ONZSQ\{N}—}RZ
T )
r,9,2) — | ——,——
( 7y7) (1—2,1—,2)
est continue et bijective. De plus, son inverse

gp_l(x/ y/) _ 235'/ 2y/ _1 —|—l'/2 _|_y/2
N ) 1+x/2+y/2’1+$/2+y/2’ 1+:1:’2+y’2

est également continue. Le couple (Uy,py) constitue donc une carte de S°.

2
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2. De maniére similaire, [’application
g :S*\{S} — R?

Ty
H R
(z,y,2) (1+z,1+2>

est continue et bijective. Le couple (Us,ps) est aussi une carte de S*.
Les deux cartes (Un,pn) et (Us,ps) se recouvrent, avec

Uy NUg=S?*\{N,S} et on(UxnUs)=R*\{(0,0)} = ps(UyNUs).
La fonction de transition est donnée par :

psopy R\ {(0,0)} = R*\ {(0,0)}
(21,72) = (Y1,02)

X1 X2

5 Y2 =

Y =55 —_.
2 + 23 x? + a3

L application pg o pN' est un homéomorphisme.

Définition I-1.4 Un atlas de classe C" (r > 1) sur une variété topologique M est un ensemble
de cartes {(Un,pa) taca de M tel que, pour toute paire (Uy,pa) et (Ug,pp) avec Uy, NUgz # 0,
les fonctions de transition

pg o (p;l : (pa(Ua N Ug) — (,Og(Ua N Uﬁ)
sont des difféeomorphismes de classe C".

Exemple I-1.2 L’ezemple I-1.1 donne un atlas pour la sphére S*> C R? avec deuz cartes locales.
Les cartes oy et pg couvrent toute la sphére, et la fonction de transition entre les deux cartes
est un homéomorphisme. Donc, {(Un,on),(Us,ps)} forme un atlas pour S

Définition I-1.5 Deuz atlas A = {(Un,0) }aca et B ={(Vs,03)}sep sur une variété topolo-
gique M sont dits C"-compatibles si :

— Leur union AU B = {(Ua,9a) }aca U{(Vs,03) }sep forme un atlas de M.

— Toutes les fonctions de transition entre les cartes de A et celles de B sont de classe C".

Remarque I-1.1 On dit que A et B sont équivalents, noté A ~ B, si et seulement si A et B
sont C"-compatibles

Définition I-1.6 Une structure différentielle de classe C" sur une variété topologique M
est une classe d’équivalence d’atlas C"-compatibles sur M.

Définition I-1.7 Une variété différentiable M de dimension n et de classe C" est un espace
topologique séparable, réunion dénombrable de compacts, muni d’une structure différentielle de
classe C".

Exemple I-1.3 La sphére S?, telle que définie dans l'exemple I-1.1, est munie d’une structure
différentielle dont ’atlas différentiel est donné par les cartes (Un,pn) et (Us,ps).
Ainsi, (S®{(Un,on),(Us,ps)}) est une variété différentiable de dimension 2.

Nous abordons a présent la notion d’espace tangent et cotangent.
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Définition I-1.8 [17] Soit M une variété différentiable de classe C" de dimension n et p € M.
Une courbe tracée sur une variété différentiable de dimension n et de classe C" (avecr > 1)
est une application v de classe C" (avec r > 1), telle que pour tout € > 0

y:i]-ee CR— M
t—~(t) avec ~(0)=p.
On note par C(M,y) l’ensemble des courbes tracées sur M et passant par p, c’est-a-dire

C(My) = {courbe tracée sur M telle que v(0) = p}.

Définition I-1.9 Deuz courbes v, et vo sont dites tangentes aw point p si v1(0) = 12(0) = p
et s’il existe une carte locale (U,p) telle que p € U et

2 (e om)(0)) = 2 ((p0r)(0)

Remarque I-1.2 La définition de la tangente des courbes dans une variété est indépendante
de la carte choisie. En effet, si (V1)) est une autre carte locale autour de p, alors on a :

L (Wom)O) =2 (Wog™ opom)0)

Do ™) (g om)(0))

(o ™) % ((p01)(0))
d
= (¥ 012)(0)),

o, D(1p 0 o™ 1) est la dérivée de la fonction de transition 1 o o™t qui représente le changement

de coordonnées entre les deux cartes locales. La tangente d’une courbe est donc bien définie
indépendamment de la carte choisie, et cette dérivée se comprend dans le cadre de la différentiation
dans les variétés différentiables, pas comme la dérivée usuelle dans R".

Proposition I-1.1 (voir [17]) Soient v; et vy, deux courbes passant par p. Alors :

_d
Cdt

t=0

d
Y1~ 72 & IU,p) € A tel que —(pom) (o)

dt

Y

t=0

ou A est [’ensemble des cartes locales autour de p. Cette relation ~ est une relation d’équivalence.

Définition I-1.10 (Vecteur tangent) Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équiva-
lence de courbes tangentes en p.
L’espace tangent a M en p, noté T,M, est l'ensemble des vecteurs tangents a M en p, défini
par :

T,M ={[7] |y € C(M ), avec v(0) = p} = C(M, ~)/R,

ou R est la relation d’équivalence des courbes tangentes a M en p.

Définition I-1.11 Le fibré tangent d’une variété différentiable M, noté T M, est l'union dis-
jointe des espaces tangents T, M pour chaque point p € M :

T™ = | | T,M

peEM

Le fibré cotangent est noté T"M = |_| TyM, ouT;M est le dual algébrique de T),M.
peEM
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Nous abordons maintenant la notion de Champs de vecteurs.

Définition I-1.12 (Champs de vecteurs) (c¢f [19]) Soit M une variété différentiable. Un
champ de vecteurs X sur M est une application différentiable qui associe a chaque point p € M
un vecteur X (p) € T,M, c’est-a-dire :

X M—-=TM
p— X(p) € T,M

Localement, X s’écrit sous la forme :

X() = Yl ()

i=1

ot chaque a; : U — R est une fonction différentiable sur un ouvert U contenant p, et {8 } est
T

la base canonique des vecteurs tangents associée aux coordonnées locales x;, 1 =1,...n.
L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté x(M).

Exemple I-1.4 Prenons M = R®. Considérons X défini par :

0 0 0
X=g—+ (2 —1)— + —.
xa$+(y >8y+8z

Alors X est un champ de vecteurs sur R3.

I-1-2 Formes différentielles

On va introduire dans cette partie les définitions et quelque propriétés de base sur les formes
différentielles, pour plus de détails on renvoit le lecteur au (cf[14][5][3]).

Définition I-1.13 (p-forme différentielle) Soit M une variété différentiable de classe C”
(r > 1) et de dimension n. Une p-forme différentielle de classe C" sur M est une section de
classe C" du fibré des p-formes extérieures, noté APT* M.

Dans un systéme de coordonnées locales (x*,...,x"), une p-forme différentielle w de classe
C" peut étre exprimée comme suit :

w = Z Wiy iy Azt A - A da,

1<i < <ip<n

0l W;,..q, sont des fonctions de classe C", appelées coefficients de la p-forme différentielle de
classe C", et dz"™ N\ --- Ndx'™ est le produit extérieur des différentiels de coordonnées.
On note QV(M) l'ensemble des p-formes différentielles de classe C".

Exemple 1-1.5 Considérons une variété différentiable M de dimension 3, avec les coordonnées
locales (x,y,2), et M C R®.
La 2-forme différentielle w définie ci-dessous est une 2-forme sur M :

w:=(zy+ z)dz Ndy + (2 —y) dy N dz + (32) dz A dz.
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Définition I-1.14 (Produit extérieur) Soient w, une p-forme différentielle de classe C"
(r > 1) et wy une q-forme différentielle de classe C" définies localement par :

/ /

wi(z) =Y wix)de; et wrx) =Y vy(x)dz,.

|I|=p |J|=q

Alors, le produit extérieur de wy avec we est la forme de degré (p + q) définie localement par :

!

wi(x) Awalz) = Y. w(@)vs(z)dr; Adzy,
l=p,J|=q
ou
I =(i1,...,0p) avec 1<1i3<...<i,<nmn,
J=(j1,--,Jq) avec 1<ji<...<j,<mn,
et

d[E[:dlL‘ll/\/\dZEZp, dl’J:dlL‘jl/\"'/\dl’jq.
Nous abordons a présent la notion de la différentielle extérieure sur une variété.

Définition I-1.15 (Différentielle extérieure) Soit M une variété différentiable dimension
n et classe C". L’opérateur de différentiation extérieure d est un opérateur

d: QP(M) — QPHH(M).

Siwe QM) et

/
w = Z Wiy oy ATiy N -+ Ndxy, = Z wrdxy,
1<i1 <-<ip<n \|=p
alors, dans un systéme de coordonnées locales x1, -+ ,x,, on a :
’
dw = Z dw;,..iy Ndxy N+ Ndx;, = Z dwr N dxy,
1<i < <ip<n l1=p

ot dwy désigne la différentielle de chaque coefficient wy.

Propriétés 1-1.1 L’application d : QP(M) — QP 1(M) satisfait les propriétés suivantes :
i) Pour p=0,d:C"(M)— Q. (M) est la différentielle usuelle des fonctions.
i) Pour wy € QP(M) et wy € QIU(M), on a

d(w1 N (,UQ) = dw1 N wa + (—l)pw1 N d(UQ

(régle de Leibniz).
iii) Pour toute w € QP(M), on a d*w = 0, c’est-a-dire (d o d)w = 0 (nilpotence).
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I-2 Notion de variété complexe

I-2-1 Structure Complexe

Définition I-2.1 (Structure complexe) Soient M une variété différentiable de dimension
réelle 2n, et p € M un point. Une structure complexe sur ['espace tangent T,M en p est un

endomorphisme
J :T,M — T,M,

tel que
J? = ~Tdru,

ot Idr, s est lidentité sur T, M.
L’endomorphisme J s’étend naturellement a ’espace tangent complexifié T;,CM via
JE T M — Ty M,
avec la propriéte que (J C)Q = —Id7, . L'espace tangent complexifié T;CM est défini par :
TyM =T,M @ C.
L’endomorphisme J© sur I'espace tangent complexifié est défini par :
JEw @A) =J(w)® A\, pour tout v € T,M et € C.

On peut alors décomposer TZ(,C M en sous-espaces propres de JC associés aux valeurs propres i et
—1
— T;‘LOM ={u e T;CM | J(u) = iu}, appelé espace des vecteurs tangents holomorphes.
— T:'M = {u € TyM | J(u) = —iu}, appelé espace des vecteurs tangents anti-
holomorphes.

I-2-2 Variété analytique complexe

Définition 1-2.2 Soit M une variété differentiable de dimension 2n. Un atlas complexe sur
M est une collection de cartes locales {(U;,p;) Yier, ot :

— (Ua)acr est un recouvrement ouvert de M,

— chaque V,, est un ouvert de C",

— chaque application @, est un homéomorphisme entre U, C M et V,, C C".
De plus, pour tous indices a et 3 € I tel que U, NUg # 0, les fonctions de transition

Yap = P50 Qs PaUa NUs) C C" = pp(Ua NUs) C C"
doivent étre des biholomorphismes.

Définition 1-2.3 Une variété analytique complexe M est un espace topologique séparé qui
est muni d’un atlas complexe.
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I-2-3  (p,q)—Formes différentielles

Les fibrés des formes extérieures sur les fibrés cotangents holomorphe et antiholomorphe
sont donc respectivement :

APTOM = | APTHOM,

zeM

AT = | AT M.

zeM

Enfin, pour (p,q) € N?, on définit le fibré A(M)Tz* MF® comme le produit tensoriel des espaces
APTYOM et AT M, soit
APDT*NC = APTON @ AT M.

Localement, cela se décrit comme suit :

APDTIME = Vect{dz;, A+ ANdzi, NdZj, A NdZ,},
avec les indices 1 <43 < - <, <net1<j; <--- < j,<n.

Définition I-2.4 Une (p,q)-forme différentielle de classe C" (avec r > 1) sur une variété
analytique complexe M est une section du fibré /\(”"I)T;]W(C sur M.
Localement, une (p,q)-forme différentielle w de classe C" (r > 1) s’écrit :

’

W = Z CLJ]J(Z) dZ[/\dZJ,

|=p,|J|=q
ou I et J sont des multi-indices avec |I| = p et |J| = q. Les wr;(z) sont des fonctions de classe
C"(r > 1), dz; représente le produit des différentielles dz;, N --- N dz;,, et dz; représente le
produit des différentielles dz;, N\--- Ndzj, et Z indique que la somme se fait suivant les indices

CToissants.
On note par QP9 (M) Uespace des formes différentielles de bidegré (p,q) et de classe C" sur M.

I-3 Les opérateurs 0 et 0

Soit 2 C C™ = R*" un sous-ensemble ouvert et f :  — C une fonction de classe C*. On
écrire 2z, = xy + 1y, et considérons pour a € 2 la différentielle (cf. [12])

" [0 0
df, = Z (ax];(a) dxy, + 8;;(@) dyk.> )

k=1

On utilise les notations habituelles :
dzp = dxy + 1 dy,, dzZp = dr, — 1 dyg

et les dérivées formelles

of _1(of o8\ of _1(of of
8zk_2 8$k_28yk ’ 8§k_2 + )

Oxy, Zayk

Ces transformations permettent d’écrire df,, sous la forme :

df, = zn: a—f(a) dzy + zn: a—;f(a) dzy. (1.2)
=1 0%k

=1 Oz
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Posons " oy of
afazzi<a)dzk et gfa—z ( )dzk
=1 02 =1 0%k
Ainsi, (1.2) peut s’écrire :
fa = 0fa + 0fa
La décomposition :
d=0+0 (1.3)

avec
8 Z 8721{: de et 0 Z ai% de,

se généralise sur toutes les formes différentielles.
En effet, si

/

w(z)= Y. wrs(z)dzANdz, (L.4)

[1|=p,|J|=q
est une (p,q)—forme différentielle de classe C".
La différentielle extérieure de w est définie par

! /

dw = Z de,J/\dzj/\dZ]:Z(8+5)w1,J/\dzIAd§J.
[ |=p,|J|=q 1,J

= Z aCU[’J/\dZ[/\dZJ“‘ Z EWIJ/\dZ[/\dZJ.

[I|=p,|J|=¢ [1|=p,|J|=q
et on pose :

&u: Z &u[“}/\dzf/\dfj et gw: Z ngJ/\dzj/\dZ].

[I|=p,|J|=q [I|=p,|J|=q

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

0 QPO (M) — QP (M),
0 : QP (M) — QP ().

La relation d* = (0 + 0)* = 0 équivaut a :
P+ 00+00+0 =0,
ce qui implique :
9*=0, 90+00=0, & =0,
car ces termes sont respectivement de type (p +2,q), (p + 1, + 1), et (p,q + 2).

Définition I-3.1 Soit M une variété analytique complexe de dimension n et w une (p,q)-forme
différentielle de classe C" (r > 1). On dit que :
i) w est O-fermée si Ow = 0.

i) w est ditgg-exacte s’il existe une (p,q — 1)-forme différentielle u de classe C"™™' (r > 1)
telle que Ou = w.

Remarque 1-3.1 Puisque 9 = 0, si w = Ou, alors Ow = 52u, c’est-a-dire Ow = 0.
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On note :
ZP9(M) = {w € QP (M) /0w = 0},
B(M) = {Ou :u € QPTV(M)/dw = 0} .
On a alors

BPYM) C ZPI(M).
Le quotient
_ZPM)

1D = By

est appelé le (p,q)—ieme groupe de cohomologie de Dolbeault (ot 0—cohomologie). On peut
définir le groupe de 0—cohomologie a support compact

Le probleme global de résolution du 0 est, pour une (p,q)—forme différentielle w sur M telle que
Ow = 0, de chercher Pexistence d’une (p,q — 1)—forme différentielle u dans M, telle que du = w.

I-4 Fonctions sousharmoniques

Pour une discussion plus approfondie sur les fonctions sousharmoniques, vous pouvez consulter

(cf[13])

Définition I-4.1 (Fonction harmonique) Une fonction u : Q — R de classe C*, ou §) est
un ouvert de R", est dite harmonique si elle satisfait I’équation de Laplace :

Au=0 sur(,

ou A est l'opérateur laplacien défini par :

Propriétés I-4.1 .

— Principe du Maximum : Si u est harmonique sur un domaine €2, alors u ne peut
atteindre ni son mazximum ni son minimum stricts d lintérieur de §2, sauf si u est
constante.

— Principe de la Moyenne : Pour toute boule ouverte B,(xq) C € de centre xq et de
rayon v, la valeur de u en xq est donnée par la moyenne de u sur la sphére 0B, (xy),
c’est-a-dire : 1

w0) = 5B, o) Jos oo

— Continuité : Les fonctions harmoniques sont infiniment différentiables, c’est-a-dire de
classe C" (r > 1).

— Unicité : La solution de l’équation de Laplace dans un domaine donné est unique si les
valeurs au bord sont fixées (probléme de Dirichlet).

Exemple I-4.1 . La fonction u(z,y) = 2> —y* est harmonique sur R* car elle satisfait Au = 0.

Définition I-4.2 (Fonction sousharmonique) Une fonction u : Q — RU{—oc} définie sur
un domaine ) C R" est dite sousharmonique si elle satisfait les conditions suivantes :
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1. u est semi-continue supérieurement, c’est-a-dire que lim sup u(x) < u(zg) pour tout xy € S1.
Tr—T0

2. Pour toute boule B,(x¢) C Q, on a l'inégalité de la moyenne :

1
) < T

ot |B.(zo)| désigne le volume de la boule.

Propriétés 1-4.2 .
— Principe du maximum : Si u est sousharmonique sur un domaine €2, alors u ne peut pas
atteindre un mazimum local strict a lintérieur de 2, sauf si u est constante.
— Stabilité par addition : S uy et ug sont deux fonctions sousharmoniques, alors uy + us
est également sousharmonique.
— Stabilité par composition avec des fonctions convexes : Si u est sousharmonique et @ est
une fonction convexe croissante, alors p(u) est sousharmonique.

Exemple 1-4.2 .
— Toute fonction harmonique est sousharmonique.
— Soient a € C fixé et ¢ > 0. Alors la fonction z — clog|z — a| est sous-harmonique.

I-5 Outils d’analyse fonctionnelle

Les notions suivantes sont tirées de [15] et [4]

Définition I-5.1 (Espaces Normés) Une norme sur un espace vectoriel réel X est une fonc-
tion
I.]]: X — R*
w = ull

telle que :
(a) siue X, |lu|=0<u=0x;
(b) siue X etsiacR, alors ||au| = || ||u]] ;
(c) siuw € X, alors |[u+ v|| < ||u|| + ||v|| (inégalité triangulaire).

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme.

Exemple 1I-5.1 Pour X =R", siu est dans X et s’écrit u = (uy,ug,...,u,), on a :

(i) La norme euclidienne :
1
lull = (uf +u3 + -+ u2)?

(ii) La norme p-euclidienne, pour tout p > 1 :

.
Il = (z |uirp)
=1

(#ii) La norme infinie :
[ulloe = max(lual, fus| ;. .., [unl).

Définition I-5.2 (Espaces de Banach) Un espace vectoriel normé X est complet si toute
suite de Cauchy dans X converge dans X. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet.



CHAPITRE I. PRELIMINAIRES 12

Exemple 1-5.2 Soit (E,T,m) un espace mesuré, ot E est un ensemble, T une tribu sur E, et
m une mesure définie sur T . Soit f une fonction mesurable définie de E vers K, avec K =R
ou C.

On définit l'espace LP(E,T,m) comme l'ensemble des classes d’équivalence de fonctions
mesurables f : E— K pour la relation suivante : deux fonctions f et g sont dites équivalentes si
f = g presque partout, c’est-a-dire si

m({z e E: f(z) # g(z)}) = 0.
Cet espace est noté :

LP(E,T,m) = {f :E— K| f est mesurable et / |fIP dm < —i—oo}/w,
E

ot ~ désigne la relation d’équivalence définie ci-dessus, et 1 < p < +o00.
L’espace LP(E,T ,m) est un espace de Banach, muni de la norme suivante :

111, = (15 am)”

définie sur chaque classe d’équivalence de fonctions mesurables. Ici, dm représente [’élément de
volume sur E.

Définition I-5.3 (Produit scalaire) Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel X est
une application

(]): XxX >R,
(w,v) = (u | v),

qui satisfait les propriétés suivantes :
(a) (u|w)>0 pour tout w e X \ {0} et (0]0)=0;
(b) pour tous u,v,w € X et a,f € R,
(au+fv [ w) = alu|w)+ v | w)
(c) (u|v)=(v|u) pour tous u,w € X.

La norme associée a ce produit scalaire est définie par
Jul| = /(u | ).
L’espace (R",(-,-)), ou
(uw) = Z UV;,
i=1
est un espace préhilbertien réel.
Définition I-5.4 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espaces de Banach dont

la norme dérive d’un produit scalaire.

Exemple I-5.3 L’espace > = {u = (uj)jen | u; € C, > |uj|2 < oo} est un espace de Hilbert,
j=1
muni du produit scalaire :

o
(uv) = uyy,
j=1

o U; désigne la conjugaison complexe de v;.
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Passons maintenant a la notion d’opérateur qui est une notion fondamentale dans ce
document.

Définition I-5.5 Soient Hy et Hy deux espaces de Banach.
Un opérateur de Hy vers Hy est une application T' définie sur un sous-espace vectoriel dom(T') C
H, a valeurs dans Hy. On écrit :

T dom(T) C H1 — HQ.

Le sous-espace dom(T') est appelé le domaine de ['opérateur.

Un opérateur est noté (T,dom(T')). S’il n’y a pas d’ambiguité concernant son domaine, on le
note simplement T.

Si dom(T') est un sous-espace vectoriel de Hy contenant dom(T) et si Tf = T f pour f € dom(T),
alors on dit que T est une extension de T.

Dans la suite, nous travaillerons sur un opérateur défini sur un espace de Hilbert.

Définition I-5.6 (Graphe d’un opérateur)

Soit T : dom(T) C Hy — H, un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace de H; x Hy

noté I'(T") et donné par
I(T) = {(z,1;) : © € dom(T)}.

Définition I-5.7
Un opérateur (T,dom(T')) est fermé si pour toute suite (z,)nen de dom(T) telle que

lim z,=zet lim Tz, =
n—-+oo n n—-+oo n y

alors € dom(T) et y = T'x.

Proposition I-5.1 (Opérateur fermé) On dit que (T,dom(T)) est fermé si et seulement si
son graphe I'(T) est un fermé de Hy X Hs.

Définition I-5.8 (Opérateur fermable)
Un opérateur T est dit fermable si I'(T) est le graphe d’un opérateur.

Définition I-5.9 (Fermeture)

La fermeture de 'opérateur fermable T est 'opérateur noté T tel que I'(T) = ['(T).
Remarque 1-5.1

Un opérateur T est dit fermé ssi T =T.

Définition I-5.10 (Opérateur borné)

Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert. On dit que T est un opérateur borné de Hy, vers Hy si
dom(T') = Hy et s’il existe C tel que
| Tul|lg, < Cllullg, ¥V u€ Hy. (I.5)

On pose alors :

Tu H.
il = sup Il
u€H1,u7#0 HuHHl

Si dom(T) # Hy et s’il existe une constante C' telle que :
|Tullp, < Cllullg, ¥ ue dom(T) (1.6)

alors Uopérateur T se prolonge en un opérateur borné de dom(T') vers Hs, ot dom(T) désigne
Uadhérence de dom(T) dans H;.
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Proposition 1-5.2 [19] Soit (T,dom(T)) un opérateur fermé.
Alors T est borné si et seulement si dom(T) = H;.

Définition I-5.11 (Opérateur dense) On dit qu’un opérateur T : Hy — Hy est 4 domaine
dense si dom(T) = H;.

Définition I-5.12 (Adjoint d’un opérateur) Soit T : Hy — Hy un opérateur, T* : Hy —»
H, est l'unique application linéaire telle que pour tout x € Hy, y € Hy on ait

<T(x)y >g,=<z,7"(y) >n, .
T est appelée adjoint de T.
Remarque I-5.2 Pour Hy = Hy et st T =T alors T est auto-adjoint.

Définition I-5.13 (Opérateur symétrique) Un opérateur T est dit symétrique si T C T*,
c¢’est-a-dire,

dom(T) C dom(T*), Tu=T"u pour u € dom(T).

Remarque 1-5.3

SiT est un opérateur symétrique alors Uadjoint T devient une extension de T.

Définition I-5.14 (Opérateur essentiellement auto-adjoint)

Un opérateur symétrique T est dit essentiellement auto-adjoint s’il admet une unique extension
auto-adjointe qui n’est rien d’autre que sa fermeture T.

En d’autre termes un opérateur symétrique T est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture
T est l'unique extension qui est auto-adjointe.

Définition I-5.15 Soient X et Y deuz espaces de Banach, on note L(X,)Y) I’ensemble des
applications linéaires continues et Bx := {x € X : ||z||x < 1}.

On dit que T € L(X,Y) est compact si l'image par T de la boule unité fermé Bx de X est
relativement compacte dans Uespace Y (T(Bx) est compact).

Théoréme 1-5.1 [7] T € L(X,Y) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (x,,)
dans X, la suite image (Tx,) admet des sous-suites convergentes dans 'Y .

Théoréme 1-5.2 [7] SiTy, Ty € L(X,Y) sont compacts, alors aT + asT est compact pour tous
scalaires ay, as. Ainsi, les opérateurs compacts de X dans'Y forment un sous-espace vectoriel
de L(X,Y). Cet espace des opérateurs compacts sera noté K(X,Y).

I-6 Le O0—Neumann

Soit Lf)’q(Q) I'espace des (p,q)-formes différentielles & coefficient dans L*(Q2) pour 1 < g < n.
Si

/
F=>frsdz Ndz,
.

et .
9= grsdz Ndzy,
.7
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sont deux (p,q)-formes différentielles dans Lzyq(ﬂ), nous définissons le produit scalaire et la
norme comime suit :

! !
< f,g>= Z < fr.910 >, |f’2 =< f,f >= Z ‘fI,J‘Z
1,7

1,J

2 __ _ : 2
1P = [, < £f > dm =3 [ 1fuifdm.

Soit ¢ une fonction continue et positive sur 2. On note L;’q(Q, ¢) l'espace vectoriel des formes
différentielles f de bidegré (p, q) qui s’écrivent localement comme suite :

f= > [frsdzrNdzy,
=p,|J|=q
ou fr; est une fonction mesurable telle que / |fr.)?e ?d)\ < +00 (d\ désignant la mesure de
0

Lebesgue sur C"). Sur Li’q(Q, ¢), on définit un produit scalaire noté < f, g >, par :

<fg>e= ¥ [ frogae

[|=p,|J|=q
sa norme est définie par :
2 2 —
IFIE= % [ 1fraleean
=p,|J|=q
Ainsi L;Q(Q, ) muni de cette norme est un espace de Hilbert.
Définition I-6.1

Soit  un domaine de C". L’opérateur 0 défini pour les (p,q)-formes différentielles de classe C*
sur () s’étend aux (p,q)-formes différentielles de carré intégrable sur €2 aux sens des distributions.
Siué€ Lf),q(Q) (resp.u € L;q(ﬂ,gp)) est dans dom(0), alors l'opérateur

0: L2, (Q) — L2 1 (Q)

avec
dom(8) = {f € L2,(2) : Of € L2,,,(2)}
(resp.
0: L2, (Q ¢) — L1 (2, 9)
avec

dom(9) = {f € L2 () : 9f € L2 ,1(%p)})

admet un adjoint noté 9* ( resp.((}:;),
c’est-a-dire que B B
< Ou, v >=<u, v >
(resp. B B
< Ou, v >p=<u, v >,),

Y u € dom(0) et v € dom(9*) (resp. ¥ u € dom(9) et v € dom(éi)).
Notons -
Oep,q = 00" +0%0
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le Laplacien complexe avec
dom (D) = {f € dom(d) Ndom(9*) : Of € dom(0*) et O*f € dom(0)}

et

le Laplacien complexe a poids.

Nous donnons a présent deux propositions d'une grande importance pour I'étude du spectre
du Laplacien de I'opérateur 9-Neumann sur le Polydisque qui sont tirées de [6].

Proposition 1-6.1 U, ) est un opérateur linéaire, fermé, dense et auto-adjoint.

Proposition 1-6.2 Soit Q C C™ un domaine borné a bord C* et p une fonction définissant la
bordure de 2, de classe C*. Si f € C?pﬁq)(ﬁ), alors

f € Dom(Typ,q))
si et seulement si les conditions de bord suivantes sont satisfaites :
o(0,dp)f =0 et o(9,dp)0f =0 surle bord de .

Ici, 0(19,d@ désigne lopérateur de condition de Neumann modifié par la forme différentielle dp,
et o(9,dp)0 correspond da son action sur la dérivée Of .

De plus, si ,
f= IZ; fI,JdZI Adz? e C(Qp’q) Q)N Dom(O.q)),
alors on a /
Do f = —i IZ; Afrdz' N dZ,
ot

n 82 n 82 82
A =4 =y (L + 2
kZ::l 021.0%, kz::l <8x% 8yz>

est le Laplacien de Beltrams.







Chapitre 11

Fonctions de Bessel

Ce chapitre est consacré aux fonctions de Bessel, qui sont essentielles pour résoudre 1’équation
différentielle radiale en coordonnées polaires. Nous commencerons par introduire les fonctions de
Bessel de premiere et deuxieme especes, en les définissant a partir de leur équation différentielle
fondamentale. Nous explorerons ensuite les principales propriétés de ces fonctions, notamment
leurs relations de récurrence, leur orthogonalité et leur role dans les fonctions génératrices.

II-1 Quelques fonctions spéciales

Définition II-1.1 (Fonction Gamma) [2] La fonction Gamma, notée T', est la fonction
définie par :

I'(2) :/ t*~te7'dt, pour tout z > 0. (IL.1)
0
Proposition I1-1.1 [2/ La fonction Gamma vérifie les propriétés suivantes :
1. T'(1) = 1.
2. T(z+1) =z2I(2).
3. T'(z+ 1) = 2!, pour tout entier z.
1
1 (2n)\\/7

. T =) =—

o (n N 2) nl22n

Preuve II-1.1 .

1. T(1) = /0+°° etdt = [—e—t];“ =1.

+00 400 +oo
2. T(z+1) = / tetdt = [—te™!| T +2 / et
0 0

Puisque le premier terme du membre de gauche est nul, on a
I'(z+1) ==2I(2). (I1.2)

3. I'(z+ 1) = 2!, pour tout entier z.
En utilisant la relation (11.2) n fois, on obtient :

['(z+1) =zI'(2)
=z(z—1I'(z—-1)

=zl

18
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1
En effet :
1 +oo e_t
r <> Y
2 0 Vit
+oo 9
= 2/ e~*"ds (changement de variable s = \/t),
0
=2 <\/27_T> (d’aprés Uintégrale de Gauss).

Z+§ RN

Nous procédons par récurrence.

5‘11( 1) (22)/7

1 2z2)!
Pour z € N, notons P, la propriété : I’ (z + 2) = ( ‘Z)f
zl- 297
1
Initialisation : Pour z =0, on a I’ <2> = /7 donc Py est vrai d’aprés /).
1 2z)!
Hérédité : Supposons P, vrai, c’est-a-dire I’ <z + 2> = W
2l 2%
1 2 1H))!
Montrons que P,y est vraie, c’est-a-dire I’ ((z +1)+ 2> = (i —(i—zl—;_! .)2)2(2\/51).
1 2z+1
r((z+1)+2)zr<'z; +1>
2z +1 (2z + 1>
= x I’
2 2
2z +1 1
= xI'| =
2 (2 * Z)
22+1  (22)!
=y X VT
(22 +1)!
- 222—1—12! \/7_T
2z + 2)!
(2z + 2) ‘ﬁ.

T 2%z 1 1)

Donc P, est vraie.

1 22)!
Conclusion : Vz € N, T’ <z + > = (22) ﬁ
2 zl .22

O

Définition II-1.2 (Fonction Béta) La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie
pour tous les réels x et y strictement positifs par :
1
B(z,y) = / 11— )L g, (IL.3)
0
Proposition 11-1.2 /2] La fonction Béta posséde les propriétés suivantes :
1. Blzy) = By.x).
['(z)l(y)
2. Blxy) = ——2-.
Blzy) Tty
Y
3. Bleyy+1) = ——03(z,y).
Blay+1)=_—— yﬁ( y)

T
B+ 1ly) = —Blay).
4 Bl +ly) = == pey)
Preuve 11I-1.2 voir [2]
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II-2 Résolution de I’équation de Bessel

Les fonctions de Bessel ont été introduites par Bernoulli, et leur analyse a été développée par
Bessel en 1860. Considérons une équation différentielle du second ordre a coefficients variables
de la forme suivante [2] :

y' + P(2)y + Q(2)y = 0. (I1.4)
Nous rappelons que de nombreuses fonctions spéciales découlent de 1’équation (I1.4), mais dans
notre étude, nous nous limiterons aux équations différentielles linéaires suivantes :

1 m?
y// + ;yl + (1 _ Z2> = O’ (115)

dont les solutions sont les fonctions de Bessel d’ordre m, ou z est la variable, y(z) la fonction
inconnue et m un parametre réel. Cette équation admet deux classes de solutions : les fonctions
de Bessel de premiere espece, notées .J,,, et les fonctions de Bessel de seconde espéce, parfois
appelées fonctions de Neumann, notées Y,,, ou parfois N,,.

Remarque II-2.1 Dans le cas ou m est un nombre complexe, l’équation admet une troisieme
classe de solutions : les fonctions de Bessel de troisiéme espéce, notées H,,.

En effet,
P(z) =

Q(z) =

Pour résoudre ’équation (I1.5), nous utilisons la méthode de Frobenius, qui est une technique de
résolution des équations différentielles linéaires basée sur le développement en série de puissances
de z, sous la forme suivante :

1
1—m2 (1L.6)

22

Z) = Z aisz. (II7>
i=0
En posant ag # 0, le probleme est de déterminer les coefficients a; pour i = 1,2, - - - et le nombre
p. Calculons les dérivées de y(z) :

=> ai(p+i)P, (11.8)

=0
y'(2) = ailp+a)(i+p— 1) (IL.9)

i=0

En remplagant (I1.7), (I1.8) et (II.9) dans I’équation (IL.5), on obtient :

> ailp+i)(i+p—1)2"P2 4> ai(p+i)P? 4 (1—>Zazl+p—0
=0

=0

En simplifiant, cela donne :
aip+i)fp+i—1+1]2"P2+ Zaz —m*y a2 =0
Cette équation peut étre réarrangée en regroupant les termes semblables :

0 . © .
Z a; [ p+1i) mQ} ZP=2 4 Z a; 2" = 0.
=0 =0
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En multipliant par 2%, on obtient :

o0

a; |(p+1i)% —m?| 2P + S a; 2P = (.
> ai[(p+1i)
i=0 1=0

Pour regrouper les puissances de z, faisons un décalage d’index dans les séries :

a;i |(p+1)* —m?| 2P ) a;_02"P =0,
>ai(
1=0 1=2

ap [p* =m®| 2+ ar |(p+1)* —m?| P+ > la: [(p+1)? = m?| + aio] 27 = 0. (IL10)
=2

Pour que y satisfasse I'équation différentielle (I1.5), il faut que le coefficient de chaque puissance
de z dans (I1.10) soit nul, c’est-a-~dire que chaque coefficient soit égal a zéro. On trouve alors :

aop p2 — mﬂ =0,
a1 |(p+1)* - m?| =0, (IL.11)
a; [(pﬂ')2 _ m2] ta; =0 Vi>2

Comme ag # 0, la premiere équation du systeme (I1.11) impose que

ce qui signifie que

Ainsi, p doit étre égal a m ou a —m.
e Casp=m
Pour la deuxiéme équation du systeme (II.11),

ar [(m+1)* = m?| = 0. (11.12)
En développant I'expression dans le crochet, on a
(m+1)?—m*=m?*+2m+1—-m?=2m+ 1.

Dong, 'équation (I1.12) devient
a;(2m+1) =0.

1
Puisque 2m + 1 # 0, c’est-a-dire si m # —5 alors a; = 0.

Pour la troisieme équation du systeme (II.11) pour ¢ > 2,
a; [(m +i)* = m?| + a;_ = 0. (I1.13)
En développant I'expression dans le crochet, on a
(m+1i)> —m? =m?+ 2mi + > — m* = 2mi + i°.
L’équation (II1.13) devient alors

a; [2(2m + Z)] +a;_o = 0.
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Puisque 2m + i # 0, alors a; est déterminé en fonction de a; o :

—Q;—2 .
= Vi2>2. I1.14
¢ i(i 4 2m) ' ( )
Puisque a; = 0, les coefficients d’indice impair sont nuls, c¢’est-a-dire a; = 0, a3 =0, a5 = 0,
agr+1 = 0,.... On en déduit alors que les coefficients d’indice pair sont donnés par :
g = ————
T 2(1+m)
. —ay . (—1)2(10
U Aat2m) 2+ m)(2+m) (TL.15)
—Qy (—1)36L0
ag = = )
T 6(642m) 20311 +m)(2+m)(3+m)

Par récurrence sur i, le terme général s’écrit alors :

_ (—1)'ao
2241 (14+m)2+m)---(i+m)

a2;

En multipliant, en divisant par I'(m + 1) et en utilisant la formule
(m+1(m+2)---(m+)I'm+1)=T(m+i+1),

on trouve : )

 (=1)'ael'(m +1)

240 (m 4+ 1)

On remarque que tous les coefficients d’indice pair sont exprimés en fonction de ag. On
peut alors poser :

(I1.16)

Q24

1

= ST D) (IL.17)

Qo

de sorte que :

_ (1)
BT T (m i+ 1) (I118)

En injectant (I1.18) dans (I1.7), on obtient la premiere solution de 1’équation pour p = m,
notée J,,(z), et appelée fonction de Bessel de premiere espéce d’ordre m donnée par :

y(z) = i T (=1 <;>2i+m. (I1.19)

= ill(m+i+1)

Donc

Jn() =Y T (=1 (;)2k+m. (11.20)

o (I1+k+m)

e Cas p=—m
Pour la deuxiéme équation du systeme (I1.11),

a [(—m +1)% - mﬂ = 0.
En développant I'expression dans le crochet, on a
(—m+1)2=-m?*=m?>-2m+1-m?>=1-2m.

Donc
a;(1—2m)=0.
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1
Si 1 —2m # 0, c’est-a~dire si m # 3 alors a; = 0.

Pour la troisieme équation du systeme pour ¢ > 2,
a; [(—m + 2)2 — mﬂ +a;_o0 = 0.

Calculons 'expression entre crochets :

2

(—m+1i)* —m? =m? - 2mi +i* — m* = i* — 2mi.

L’équation devient alors
(J,ZZ(Z - 2m) + aj_9 = 0.
Si i —2m # 0, alors a; est déterminé en fonction de a; 5 :

A;—2

R EET)

De la méme maniere comme dans le cas p = m, on obtient :

y(x) =2 z‘vr(l(:tlz)z— m) (;> - (iL:21)

=0 "°

(_1)k > 2k—m
Tom(2) =2 ET(1 4k —m) (2) ‘ (11-22)

k>0

J_, est appelée la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre —m.

O

La relation entre les fonctions de Bessel de premiere espece J,,(2) et J_,,,(2) est donnée par :

Tom(2) = (=1)™ T (2). (I1.23)

Cette relation est valable lorsque m est un entier et montre que la fonction de Bessel de premiere
espece d’ordre —m est proportionnelle a celle d’ordre m avec un facteur de signe dépendant de m.

En effet, on a :

o0 (_1)k <Z>2k—m,

Iom(z) = ,go KID(L+ & —m) \2

- ,g; k!((k_ i)fn)! @)%m

En posant s = k — m, nous avons k = s + m, donc :

o0 _1 s+m 2(s+m)—m
Tz Z (3) ,

= (s+m)!ls!

- (_1)m§: (=) (;)%m’

= sl(s +m)!
= (—=1)"Jn(2).
U

On définit les fonctions de Bessel de deuxiéme espéce, Y,,(z), en fonction des fonctions de
Bessel de premiere espece J,,(z) et J_,,(2) comme suit :
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I (2) cos(mm) — J_m(z).

sin(mm)

Yiu(z) =

Cette définition est valable pour les valeurs non entieres de m. Pour les valeurs entiéres de m,
Y, (2) est défini par :

Yo(2) = Tim Jy(z) cos(vm) — J,,,(z).

v—m sin(vm)

II-3 Relations de récurrence des fonctions de Bessel de
Premieére espece

Les fonctions de Bessel de premiére espece J,,(z) satisfont plusieurs relations de récurrence
importantes [2] :

d m o .om
1. 7 (2" I (2)] = 2" I 1 (2)
2. jz [z’me(z)} = —2""Jpt1(2)

3. J(2) = Jr(z) — %Jm(z)

4 T (2) = T Tnl2) = T (2)
1

5|
6. Jm_l(Z) + Jm+1 (Z) EJm(z)

5. J(2) = = [nes(2) = T (2)]

Preuve 11I-3.1 .
On a

-1 k > 2k+m
Im(2) = kg% k'r(1(+ li +m) (2> ' (IL.24)

i [ZmJ (Z)] _ i Z <_1)k Z2k+2m
dz " dz | 50 KID(1 + k + m)22k+m ’

o (_1)k d 2k+2m
=2 KID(1 + k + m)22+m dz ]

k>0

. Z 2(k + m)(_l)k ,2k+2m—1
k F( + k + m)22k+m ?

(k +m)(—1)k <z)2’“+m1

kz;okl“ (1+k+m)\2

k>0

_ mgl{%(;)%m " car T(L+k+m) = (k+m)T(k +m),

= 2" Jm-1(2).
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d -m o d (_1)k 2k
dz 7" In(2)] = dz 2 KT+ k +m)22+m™ |

k>0

_ (—1)* d 7 o
= 2 G T E o+ m) e d Eal

k>0

_ (2k)(=1)* 21
=2 KIT(L+ k + m)22h+m =

k>0
— ,m Z k(_l)k ZQk—‘rm—l

S KID(L + k + m)22ksm=T ,
_,m (r+1)(=1)+Y 2(r+1)+m—1

S (A DID(L A (5 + 1) + m)220Fm—1”

— ,m Z T + 1)(_1)(r+1) x2r+m+1
=0 (r+ DID(r + 2 + m)22rmtl ’

_ —mz (r+1)(=1)" <z>27“+m+1

(r+DIT(r+2+m) \2

bl

2
_1 T 2r+m-+1
— (=1 <z)

Soril(r+2+m) \2

= —z " Jns1(2).

3. En développant la dérivée de 2™ J,,(2) dans la formule (1), on trouve

2" Imo1(2) = ci: (2" T (2)],

=mz" () + 2T (2).

Stz # 0 alors on a

" (2) — _
J (2) = Jm_1(2) me(z).
4. En développant la dérivée de z~™ dans (2), on obtient

(@) =[],

— —m—ljm _mijm ]
mz (z2) + 2 7 (z)

En multipliant par z=™, on obtient

In(2) = —In(2) = T (2)

m
z
5. Si on fait la somme de (3) et (4), il en résulte (5).

6. On obtient ( 6 ) en faisant la soustraction entre (3) et (4).

O

25

(k=r+1),

NB : Toutes les relations de récurrence de J _(z) sont valables pour la fonction Y, (z) et se

démontrent de la méme maniere. (cf[20])
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Nous abordons & présent ’étude de la fonction génératrice des fonctions de Bessel de premiere
espece d’ordre entier m. La fonction génératrice est donnée par (cf. [20]) :

u(z,t) = e3 (%) = i t" T (2), (I1.25)

m=—00

ou Jp,(z) représente la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre entier m.

Nous allons démontrer que 'expression de la fonction génératrice donnée par (I1.25) est
correcte. Considérons :

zt z

u(zt) =eze 2,

En développant chaque série, on obtient :

k=0 n=0

[\

_ 1)nzk+ntkfn

B o0 oo (
n Z Z 2k+nkIn|

k=0n=0

En combinant les indices k et n, on a :

u(z,t) = i (i (=1)mem ) t"™ (oum=k—n),

2n2mpl(n + m)!

m=—oo0 \n=0
n+2m
= [ D)
_m;wt nz:% nl(n +m)! ’
= > t"In(2).

O

Proposition I1-3.1 ([20]) La forme intégrale des fonctions de Bessel de premier espéce est
donnée par :

1) Jn(z) = 71T/07r cos(my — zsin(p))db,

2) Jn(z) = ﬁr(éztﬂ/_llu _2ymdeityy,

Preuve II-3.2 .
1 ™
1) On commence par Jy,(z) = —/ cos(my — zsin(p))dl
7 Jo

On pose t = €' = t™ = ™%,
On a également : ‘
t—% _6“"—6% e —e
5 = 5 = 5 = ¢sin o,

Z(t 1>_- i
5 ; =1ZsIn .

ce qui tmplique :
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La relation (11.25) devient alors :

zz sing __ Z J zmtp
)

m=—0oQ

= Jo(2) + Z T (2)e™? + Z T (2)e™?

2)+ Y Jopn(2)e7™ 4 Y J(z)e™.
m=1 m=1

Ainsi, en utilisant la propriété J_,,(z) = (—1)"J(2), on obtient :

pizsing _ + Z ( imp ‘l‘ me—imw) Jm(z) (1126)

m=

—_

Nous allons maintenant évaluer les deux cotés de l’expression ci-dessus en posant
t = €'Y = cos(p) +isin(p). Pour m € Z", on a les identités suivantes :

eimcp + (—1)m6_im‘ﬂ _ 2COS(mg0) st m = 2]{;’
2isin(my)  sim =2k + 1.

De plus, on a :
e3(1=1) = gizsing _ cos(zsin ¢) 4 isin(z sin p). (I1.27)
D’aprés (11.26) et (I11.27), on obtient :

cos(zsinp) +isin(zsing) = Jo(z) + Y 2cos(mp)Jm(z) + > 2isin(mep)Jm(2),

m pair m impair

= Z 2 cos(2kp) Jor (2 Z 2isin ((2k + 1)) Jor+1(2).

k=1 k=1
(I1.28)
En identifiant les parties réelles et imaginaires de l’équation (11.28), on obtient :
cos(zsing) = Jo(z) + Y 2cos(2kp) Joi(2), (I1.29)
k=1
sin(zsing) = Y 2sin ((2k + 1)) (2). (I1.30)

k=1
En multipliant les deux cotés de l'équation (11.29) par cos(mep), (m > @) et les deux cotés
de Uéquation ((11.30)) par sin(mep), (m > 1), puis en intégrant de 0 a 7 et en utilisant les

identités
0 m#n
/ cos(mep) cos(ny)dp = g =n#0
0
T m=n=0
et
i 0 m#n
/0 sin(myp) sin(np)dyp = g m=n#0
on obtient

WJm(%) m.pair (IL31)
0 m impair

/07T cos(mep) cos(zsin(p))dy = {
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De la méme maniére, on a

/7r sin(me) sin(m sin(y))dyp = 0 m pair . 4 (I1.32)
0 wJm(2) m impair
En sommant (11.31) et (11.32) on trouve
/7r [cos(mp) cos(zsin(yp))dy + sin(mep) sin(msin(p))dy] de = mJ,(2).
0
Donc |
Im(2) = —/ cos(mep — zsin p)dep. (I1.33)
7 Jo

2) Considérons
1
T _/ (1 _t2)m—— zztdt

_ / ym=3 (iZt)kdt,

k:>0 k!

=% <Zkz|)k /1 (1 — 2y 3ekdt (11.34)

k>0 —1

=A

Si k est impaire alors (1 — t)™~Y2t* est impaire. Donc son intégrale sur [—1,1] est nulle.
Donc

=Y <Z;')k /_11(1—75 s ehdt (I1.35)

k pair

=A

En posant k = 2s, on a :

A= / m"ﬂﬁdt =2 / m"tQSdt

1
On fait un changement de variable u = t* = t = \Ju = dt = ——du, on obtient alors

2Vu

= 2/ 2312 dt,

|
:2/ 1 — )™ but——du,
0( u u2\/ﬂu

1 1 1
:/ (1 —u)™ 2u" 2du,
0

qui est la fonction Béta, et on trouve

! 1og
A:/ (1 —w)™ 2u" 2du,
0

1 1
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(I1.35) =

—1)8225

I:Z((Qs)! A

s>0

S 528

(—=1)%z 1 1

:gwﬁ(erQ,erQ),
_ (_1)5Z2SF(m+%)F(s+%)

= (2s)! C(m+s+1) 7
(-1 T(s+3)
& (2s)! T'(m+s+1)

(_1)5225 1

,;)(23)!r(m+s+1)r<5+2>’
5 (-2 @y F(H1> _ (23.)!\/E

(2s)IT(m+s+1) sl 22

S ot (5) VA

=
=T (m+3)(v7) (;) —mgo ST (T(n_i): 1) (;)Mm’
—T(m+-)v7 (;)m Tn(2)
Done 1 o
)= (5)
dod

J(2) = \/EF((Zn)”LJré) [ 11(1 _g2ymdeit gy,

O

II-4 Relation d’orthogonalité

Théoréme II-4.1 ([1]) Les fonctions de Bessel de premiére espéce J,,(z) satisfont les relations
d’orthogonalité suivantes :

a 0 sin #k,
(o oim2) s I (N 2)) = /0 Tz I Nomz) dz = { a; O sin—k (11.36)
ot
Am = aZm, avecn = 1,2.3,..., et ayy, est le n-ieme zéro positif de J,,.

Preuve 11-4.1 .
Cas 1 :n+#k
D’aprés 11I-2, la fonction J,(z) satisfait l’équation de Bessel :

2T (A2) + 2J) (Az) + (V22— m?)J,,(\2) = 0,
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ou de maniére équivalente,

2

zJ (Az) + J),(\z) + <)\22 — TZ) Jn(Az) =

Réécrivons cette derniére équation sous la forme suivante :

m2

[2J] (A\2)] + ()\22 — z) Jn(Az) = 0. (11.37)

Posons A\ = A\, et multiplions la relation (11.37) par Jo,(Agmz) :

memz){[zj,;(xnmz)] </\2 z—) o mz} (IL.38)

Posons maintenant A = g, et multiplions la relation (11.37) par —Jp (Agmz) -

— I (Am2) {[z(];n()\kmz)]' + <)\imz — 775) Jm(/\kmz)} = 0. (I1.39)

En additionnant (11.38) et (11.39), on obtient :
(A2 — A ) 2T A 2) T Mem2) + T e 2) 205, M 2)] — T D 2) (2, Ak 2)]” = 0.

En intégrant cette équation de 0 a a, on obtient :
2= N) [ 2O IO dz = = [ T2y Qo2 dzt [ T 2) 23, Ve 2)] =
En faisant une intégration par parties, on a
W2 = M) [ 2T IV 2) 4 = = Vo) 2 aCoun 2 + [ T am2) 2 ) d+
o oin )2y Vel = [T Cam) 2y () =
En évaluant les termes au bord et en simplifiant, on obtient :

(A2 — A7) /a 2 (A 2) I Mem2)dz = — T (Agma)ad! (Apm@) + Jn(Anma)ad! (Agma),
0

= —Jn(arm)ad (apma) + Jp(apma)ad, (agma),
= 0.

Comme Appm # Apm, il en résulte que :

/a 2 (Aum2) I (A gmz) dz = 0.
0

Cas 2 :n=k
En multipliant ensuite "équation (11.37) par 2zJ),(\z) on a

m2

220" (\2) [z (A2)] 4 22J. (\2) ()\22 — ) Im(Az) = 0.

z

Donc .

()P} + (0222 = m?) {[Jn(A2)P} = 0.
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En intégrant par rapport a z de 0 a a, on obtient :

[=7,07) = = [ (22 =) {[Ta(A2)2) . (I1.40)

S—

Posons

Apm
A=Ay = .
a

Une intégration par partie donne

_ / 2 =) {1} dz = [-(02,22 — m?) {02 + 242, / Y T Om2) )2 dz,
0 0
— o2 /az (1 (0))? dz,
0
=2\, HJmO‘an)HQ :
Pour calculer {[zJ,’n()\z)]Q}Z dans Uéquation (11.40), nous utilisons la relation de récurrence

(I1-3) :
2] Amz) = mdm(Mam2) — AmzIme1(Anmz).

Ainsi :
27,0 = (M (Aamz) = Az Tns1 (Am2))°]
= X0 [Tt (Aama)]”
Enfin, ’équation (11.40) devient :
2X 1T M 2P = X0 [Tt V)]

ce qui tmplique :
2

a
1A 2) | = 5 (i1 (Anma)]” -






Chapitre 111

Le spectre du Laplacien de 'opérateur
0-Neumann sur le Polydisque

Dans ce chapitre, nous mettons en pratique les concepts développés dans les chapitres
précédents pour résoudre le probléme aux valeurs propres de 'opérateur 0-Neumann sur le
polydisque. Nous appliquons la méthode de séparation des variables en coordonnées polaires pour
déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de 'opérateur [J,. Nous commencerons
par décrire en détail la méthode de séparation des variables, en expliquant comment elle permet
de simplifier la résolution des équations différentielles complexes. Nous illustrerons cette méthode
en I'appliquant a notre probléeme spécifique, en utilisant les fonctions de Bessel comme outils
principaux pour la résolution des équations radiales. Ce chapitre vise a démontrer comment
ces outils permettent d’effectuer une analyse précise du spectre du Laplacien de 'opérateur
O-Neumann.

III-1 Quelques notions de base

I1 est essentiel de définir quelques notions clés. Ces définitions fournissent une base théorique
solide et permettent de situer le probleme dans son contexte mathématique. Voici une liste de
ces notions clés :

Définition ITI-1.1 (Probléme aux valeurs propres(cf [10])) Un probléme aux valeurs propres
pour une équation différentielle consiste a trouver des fonctions propres u et des valeurs propres
A telles que

Au = Au,

ou A est un opérateur différentiel linéaire et u est la fonction propre associée da la valeur propre

A

Définition ITI-1.2 (Résolvante (cf [8])) Soit T' un opérateur linéaire défini sur un domaine
dom(T) C H, ot H est un espace de Banach. Pour z € C qui n'est pas une valeur propre de T,
on appelle résolvante de T en z ['opérateur

R(2T) = (21 -T)",

si cet inverse existe et est un opérateur borné. L’ensemble de résolvante de T, noté p(T),
est l’ensemble des points z € C pour lesquels la résolvante R(z,T) est bien définie et bornée.
Autrement dit, [’ensemble de résolvante est le complémentaire du spectre de T dans C dont la
définition est donnée ci-dessous.

33
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Définition ITI-1.3 (Spectre) Soit T' un opérateur linéaire dans un espace de Banach H. Le
spectre de T, noté o(T'), est l’ensemble des valeurs complexes z € C pour lesquelles zI — T
n’est pas inversible, c’est-a-dire

o(T) = C\ p(T).

Définition ITI-1.4 (Spectre d’un opérateur (cf [10])) Le spectre d’un opérateur différen-
tiel dans un probleme aux valeurs propres est [’ensemble des valeurs A pour lesquelles il existe
des solutions non nulles u a [’équation

Au = \u.

Définition ITI-1.5 (Conditions aux bords (cf [18])) Les conditions auz bords sont des
regles qui dictent le comportement de la solution d’un probleme aux valeurs propres sur la
frontiére du domaine. Nous donnons quelques exemples de conditions aux bords :

1. Condition de Dirichlet : considérons un domaine €2 dans C" avec une frontiére 05).
Une condition de Dirichlet homogene impose que la solution u d’une équation différentielle
soit nulle sur 0S). Cela s’exprime ainsi :

u(z) =0, pour tout z € 05D

2. Condition de Neumann : Pour un domaine Q2 dans C" avec une frontiére 0S2, on
peut imposer une condition de Neumann homogéne da une fonction u définie sur €2 et
suffisamment régulicre (par exemple, u € C1(Q)). Cette condition impose que la dérivée
normale de u sur la frontiere soit nulle :

ou

%(z) =0, pour tout z € 0X),

u
ot o désigne la dérivée de u dans la direction normale a 0S2.
n

3. Une Condition de périodicité impose que la solution d’une équation différentielle, ainsi
que sa dérivée, soient identiques en des points périodiquement équivalents du domaine.
ou

0z

Cela signifie que, pour deux points o et 3, la solution u et sa dérivée doivent vérifier :

ou ou
u@)=u() et S'a)=S'(H)

Autrement dit, la solution et ses dérivées se répétent de maniére identique en ces points.

Définition I11-1.6 (Equation harmonique (cf. [16])) L’équation différentielle du second
ordre sans second membre :

0"+ a0 + b0 =0, (IT1.1)

ot a,b € R, est appelée équation harmonique.
Supposons que la solution ait la forme © = €. En remplacant cette forme dans [’équation
(II1.1), nous obtenons :
r2e"™ + are’™ + be™ = 0,
ce qui implique :
e (r*+ar+b) =0 = r*+ar+b=0.
Cette équation est appelée I’équation caractéristique de [’équation (111.1). En résolvant cette

équation caractéristique, on détermine la solution générale de ’équation (I11.1). Les différents
cas possibles sont les suivants :
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1. Deux racines réelles distinctes : Siri et roy sont deuxr racines réelles distinctes, la
solution générale de ’équation (I111.1) est donnée par :

O(x) = c1e™* 4+ 2™, 1,09 € R.
7 9

2. Une racine réelle double : Siry = ry = ro, la solution générale de l’équation (111.1)
est :
O(x) = (g + )™, ¢1,c0 € R

3. Deux racines complexes conjuguées : Siry = a+ 1 et ro = a — 13, avec a,3 € R,
la solution générale de I’équation (I111.1) s’écrit :

O(x) = €™ (¢1 cos(fz) + casin(fz)), c1,c2 € R.

III-2 Rappel sur la méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables est une technique classique utilisée pour résoudre
des équations aux dérivées partielles, telles que celles associées au Laplacien de 'opérateur
O-Neumann. Cette méthode permet de réduire une équation aux dérivées partielles complexe en
une série d’équations différentielles ordinaires plus simples a résoudre. Dans le cas du polydisque,
cette approche consiste a séparer la solution en produits de fonctions, chacune dépendant d’une
seule variable indépendante. Plus précisément, dans notre cas, cette méthode suppose que la
solution u(r,f) peut étre exprimée comme un produit de deux fonctions indépendantes, R(r) et
©(0), ou r et O représentent respectivement les coordonnées radiales et angulaires. L’application
de la méthode de séparation des variables a I’équation du Laplacien de O-Neumann conduit & la
réduction du probléme en deux équations différentielles ordinaires, une pour R(r) et une autre
pour O(0). Ces équations ordinaires sont ensuite résolues séparément, et les solutions obtenues
sont combinées pour déterminer les fonctions propres du Laplacien de opérateur 9-Neumann.
Cette démarche permet de traiter de maniere plus simple et plus systématique les solutions de
I’équation aux valeurs propres sur le polydisque.

Pour illustrer I’application de la méthode de séparation des variables, considérons 1’équation
aux dérivées partielles linéaire suivante :

2 2

0 0
a1 (r,0) 6—7};(7“,9) + a9 (r,@)a—;;(rﬁ) + by (r,0)

du

or

du

(r,0) + by(r,0) 50

(r,0) 4 c(r,0)u(r,d) = 0. (I11.2)
Pour appliquer la méthode de séparation des variables a 1’équation différentielle (II1.2), on
suppose que la solution u(r,0) peut étre écrite sous la forme d’un produit de deux fonctions
séparées :

u(r,0) = R(r)©(0) # 0. (I11.3)

ou R et © sont respectivement des fonctions de r et de € ; ayant au moins des dérivées premieres
et secondes continues. Maintenant, nous calculons la dérivée seconde par rapport a r

ou

L (r0) = R(1)0(0),

0*u "

w(ﬁe) =R (T)@<9)7
et la dérivée seconde par rapport a 6

ou

5 0:0) = B/ (6),
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0*u "
%(rﬁ) = R(r)0"(9).

En remplagant ces dérivées dans I’équation (II1.2), on obtient :
CLHR/,@ + CLQQR@H + blR/@ + bQR@/ + CR@ =0.

On divise par RO, on obtient :

R o R [sY
allﬁ—l—agg@—l—blE%—bg@—l—c:O. (1114)

Si on déplace tous les termes qui dépendent de r d’un coté et tous les termes qui dépendent de
0 de 'autre on obtient :

i R ( © © ) (11L.5)

(Inf + blE = — a226 + bg@ +c

Pour que cette égalité soit possible, chaque coté de ’équation (II1.5) doit étre égal a une
constante et on note cette constante par (.

R// R/ (_)// @/
g + blﬁ == <G22@ + bzg + c) = f.

Cela nous donne deux équations différentielles ordinaires suivantes :
CLHR// + blRl — BR = 0, (III6)

a22@” + bg@/ + (ﬁ + C)@ = 0. (III7>

Ces équations peuvent ensuite étre résolues indépendamment, en fonction des conditions aux
bords ou des conditions initiales données.

II1I-3 Résolution du Probléeme

Le polydisque P de centre 0 et de multi rayon a = (ay,...,a,) dans C" est défini par ’ensemble
suivant :
P={(z1,",20) €C" | |2a] < a1, ,|2| < an}.

Cela signifie que P est le produit de n disques dans C, chacun centré a l'origine et de rayon a;,
ou i =12, ...,n. On peut également exprimer P a I'aide des fonctions p;(z) définies par :

ou pj(z) = |Zj|2 — a?. Cela signifie que chaque variable z; appartient a un disque de rayon a;
dans C.

Considérons une (0,q)-forme différentielle u de classe C* définie sur P. Localement cette forme
s’écrire de la maniere suivante :

’
u = Z Udej,
|/]=q
ou (21,...,2,) est un systeme de coordonnées locales dans P.

Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n — 1, le probléme des valeurs propres du Laplacien du
0-Neumann se réduit a la résolution de I’équation aux dérivées partielles suivante :

Ugu = Au
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avec les conditions suivantes :
%
u € Dom(d,),

dqu € Dom(d,).

Pour identifier les valeurs propres de 'opérateur [, nous utilisons la méthode de séparation
des variables et recherchons des formes propres dont les coefficients ont la forme suivante :

ug(z) = [ (), (IIL.8)
k=1
ou z = (21, -+ ,z,) représente les coordonnées dans C", J = (ji, - ,jn) est un multi-indice, et

u" () est une fonction définie sur le disque de centre O et de rayon ay.
Posons z; = axe’*, alors la condition de Dirichlet est donnée par :

ub(are™) =0, quand k€ J (Dirichlet). (I11.9)

Cette condition indique que la fonction u” doit s’annuler sur le bord du disque de rayon a pour
chaque k € J.
Pour tout K = (ky, ... k1), on écrit :

q+1 8UK\]€[

Ve = Z(_l)lJrl

=1

)

8§kl

ou K \ k; représente la suppression de l'entrée k; de K. Alors :

/

gqu = Z UKdZK.

|K|=g+1

Ainsi, d,u € Dom@Z) si v%(2) = 0 chaque fois que |z;| = a; pour tout j € {1,...,n} et un
g-uplet J. En utilisant la séparation des variables (II1.8), on a que d,u € Dom@;), a condition
que, en plus de (I11.9), u; satisfasse également :

)=0, quand k¢ J (Neumann). (II1.10)

Ces conditions assurent que les formes propres associées a 'opérateur L, respectent les contraintes
imposées par le domaine et les conditions aux bords.

D’apres la proposition 1-6.2, I'opérateur [, est relié au Laplacien classique A par la relation
suivante :

1
un J = _ZAU J-
En coordonnées complexes (z1,...,2,), le Laplacien partiel A s’écrit :

82

A =4 .
b 8zk8§k

Le Laplacien total A est alors donné par la somme :

ou encore explicitement :
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L’équation aux valeurs propres associée devient :
1
DqUJ:)\UJ = _ZAUJ:)\UJ7

ce qui s’écrit sous la forme :

k=1
Les valeurs propres globales du polydisque découlent de la combinaison des valeurs propres des
disques individuels. Si A\; est la k-ieme valeur propre associée au k-ieme disque, alors les valeurs
propres A du Laplacien du d-Neumann sur le polydisque P sont données par :

1 n
A==\
4z
En remplagant cette expression de A dans I’équation (III.11), on obtient :

En tenant compte de ces conditions aux bords (I11.9) et (II1.10), le probleme des valeurs propres
pour l'opérateur [, se réduit aux équations suivantes :

Apuf(z) = —Meufi(21), uh(are™®™) =0, pour k¢ J (Dirichlet) (IT1.13)
k k ousy if
Agu’y(z) = = euy(z), af(ake #)=0, pour k€ J (Neumann) (IT1.14)
Z

La résolution des équations (II1.13) et (III.14) nous permet de déterminer les valeurs propres

A et les fonctions propres u(z;) sur chaque disque |z;| < ay.
— Les valeurs propres globales A de 'opérateur U, sur le polydisque sont données par la
somme des valeurs propres des disques individuels :

1 n
A=-3" )\ (I11.15)
4 k=1

— De méme, les fonctions propres globales u;(z) sont obtenues en prenant le produit des
fonctions propres sur chaque disque :

uy(z) = kf[ ub (2) (I11.16)

I11-3-1 Etude des valeurs propres de 'opérateur A; sur le disque
|Zk| < ag
Considérons un disque D,, de rayon a; dans C, défini comme suit :
D,, ={z € C: |z < ai}.
L’objectif est de résoudre I'équation aux valeurs propres de I'opérateur Laplacien sur ce disque :
Arub () = —\eulb (21). (IIL.17)

Pour ce faire, nous utilisons la méthode de séparation des variables. Cette approche permet de
transformer 1’équation (I11.17) en deux équations différentielles ordinaires, chacune dépendant
d’une seule variable. Les équations obtenues sont ensuite traitées séparément en appliquant :
— Les conditions aux bords (Dirichlet ou Neumann) sur le contour du disque.
— Les conditions périodiques liées a la nature angulaire des coordonnées polaires.
Ces étapes conduisent a la détermination des valeurs propres A\, et des fonctions propres u?(zk)
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II1-3-1.1 Spectre du Laplacien avec condition de Dirichlet

Le probleme des valeurs propres avec des conditions aux bords de Dirichlet sur chaque disque
|z1] < ag se formule comme suit :

ou uf} est la fonction propre associée a la valeur propre A; sur le disque D,, . La condition aux
bords de Dirichlet impose que

ub(are™) =0 pour tout 6, € [0,27]. (I11.19)

Le disque est un domaine qui possede une symétrie circulaire. En coordonnées cartésiennes
(z,y), 'équation de Laplace prend une forme moins adaptée a cette symétrie, car les dérivées
partielles ne refletent pas directement la structure radiale et angulaire du disque.

Les coordonnées polaires (ry,0y), définies par :

T =1Tcosly, y=rsinby,

sont idéales pour un domaine circulaire car :

— 1, est la distance radiale au centre du disque,

— l'angle ), varie de 0 a 27, suivant la symétrie angulaire.
Pour passer du Laplacien Ay en coordonnées cartésiennes (z,y) a son expression en coordonnées
polaires (r,6), nous devons exprimer les dérivées partielles par rapport a x et y en termes des
dérivées partielles par rapport a r; et 6.
Les relations de passage entre les coordonnées cartésiennes et polaires sont données par :

r =r1rEcosly, y=rsinby,

r, = /22 +y2%, 0, = arctan <i> )

Pour une fonction uﬁ, les dérivées partielles en coordonnées cartésiennes peuvent étre réécrites
en coordonnées polaires grace a la regle de la chaine :

ou” Quj _ Ory, ouk Ouy 00 %
or  Ox Ory = Ox 00,
ou* Oujj — Or ou* Oujy | 06k ou®:
dy Oy Ory Oy 06
Les dérivées partielles de 7y et 65 par rapport a x et y :
ory. x  Org Y

or r, Oy i
89k . Yy 80k X
AR
Pour la dérivée seconde :
(921/5 _ ﬁ <8u§ ark n MM)
Ory Or 00, Ox

or?  Ox
0 (0o w0 (00 om0
C Qx \Ory ) Ox  Or, 022 Ox \ 96, ) Ox = 08 Ox2’

_ 8%’}%4_ O*uk 90\ ory  Ouk 9%ry, N O*uly dry | Puly 9 %+8uJ 020y,
or? dx  Or,00 or | ox ' Ory 0x2 00,,0ry, Ox 903 Ox ) ox = 06 0x2’

Ok raN?  O%E N [~y ouk y2 *uk rxN [~y 2k [ —y\’
= o (rk) * or00, (rk> ( T or \i7) T d0,0r, (rk> 2 e 2 ) T

Ouy (2zy
89k 7’% ’
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Les dérivées partielles secondes sont continues, alors on a :

o?uk 0*uh
89k8rk N Grlﬁék

Donc,
an an 2 a2k -9 8k 2 82k 2 akz

uy _ U2J 9% " uy ;’73/ n uy Z% " UQJ yT; i ouy % . (I11.20)
Ox? ory \rp oro0 \ r; or, \r; 00; \ry 00, \
Et de la méme fagon, on obtient :
O*uk _ Puly (y? N 0*uk  (2xy N oty (* N Puly (z° N ouly (—2xy (111.21)
dy? or: \r? Or00; \ 13 or \rp 20 \rp 0, \ rp ) '
En sommant (II1.20) et (II1.21) on obtient :

O*uk 9%k 9%k 1 out 1 0%k

0z o> O} r. Oy TT% 007

Donc l'opérateur de Laplacien en coordonnées polaires est :

Ok 1 ouk 1 0%uh

Apul = — - : I11.22
kil or: i Orp  ri 003 ( )
Ainsi I'équation (II1.18) devient
O*uk 1 ouk 1 9%uh
— 7 —Z = —\ouf(z). I11.23
o (2k) . (2k) R (2k) kg (2k) ( )
En utilisant la méthode de séparation des variables en coordonnées polaires, on pose :
uf(z) = R(re)O(0x) # 0, (I11.24)
ou R(ry) est une fonction de 7y et ©(0y) est une fonction de 6.
Maintenant, nous calculons la dérivée seconde par rapport a ry,
*uk .
5 (2) = R"(rk)©(0h), (I11.25)
ory,
et la dérivée seconde par rapport a 6
32u§ Y
73 (2k) = R(re)©" (61). (I11.26)
00;

On remplagons (I11.24), (II1.25) et (I11.26) dans (II1.23), on obtient :
1 1
R'©+4+ —R'©+ 5 RO" = —\,RO.

En divisant les deux cotés par RO et en multipliant les deux cotés par 3, on obtient :

*R R ' O
Si on déplace d’un coté tous les termes qui dépendent de ;. et de I'autre les termes qui dépendent
de 6y, on obtient

= —T,%Ak.

R// R/ @/l
R . = —9

I11.27
7 TR (IL.27)
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Pour que cette égalité soit possible, chaque cété de ’équation (I11.27) doit étre égal a une
constante et on note cette constante par v, ce qui donne

—Q"
= V.
)

Cela nous donne deux équations différentielles ordinaires suivantes :

R// R/
Tif et A =

e Une équation différentielle angulaire pour ©(6y) :
0" + 10 =0, (I11.28)
e Une équation différentielle radiale pour R(ry) :
iR’ + 1R + (rid, — v)R = 0. (I11.29)

Pour résoudre 'équation (I11.28), il est nécessaire d’imposer des conditions aux bords appropriées.
La fonction ©(f) doit étre périodique avec une période de 27 sinon la fonction obtenue ne
serait pas une fonction propre pour 'opérateur A,. On obtient donc :

@(Hk + 27T) = @(Qk)
Cette périodicité nous amene au probléme suivant :
" +vO =0, 0<6, <2, (I11.30)

0(0) = 0(21), ©'(0) = ©'(2n). (I11.31)

e Pour v =20
L’équation différentielle est :
0" =0.

La solution générale est :
O(0x) = Aby, + B.

Pour que cette solution soit périodique, il faut que :
©(0) =0(27) = B=21A+ B,
= A=0.

Donc
O(6r) = B,

ou B est une constante.
En conséquence, la seule solution périodique pour v = 0 est une constante.
En normalisant la solution, on obtient :

O(fr) =1 pour v=0.

e Pour v < 0.
On peut définir v = —a?. Alors, I'équation devient :

0" —a’0 =0.
Les solutions générales sont :

@(9k) = Cleaek + Oge_aek.
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Pour que ces solutions soient périodiques, elles doivent satisfaire les conditions :

0(0) = 0(21), ©'(0) = ©'(2n).

@(O) = @(271') == 01627ra + CQG_Qﬂa =C)+ Cg,
= ™ =1 et e T =1.

Ce qui est vrai uniquement si &« = 0 (ce qui nous ramene au cas a v = 0).

e Pour v > 0.
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
La solution générale est la suivante :

O(6x) = Acos(0x\/v) + Bsin(0x\/v). (I11.32)

Les conditions de périodicité (I11.31) permettent d’écrire :

0(0) = O(27) = A = Acos(2my/v) + Bsin(2my/v),
0'(0) = ©'(21) = B = —Asin(2m\/V) + Bcos(2m/v).

Les deux équations précédentes peuvent s’écrire sous la forme matricielle (systeme d’équa-
tions linéaires homogenes) :

(o) (3)- )

Il existe une infinité de solutions non triviales (ic A # 0 et B # 0) si et seulement si le
déterminant de la matrice est nul :

(=1 + cos(2my/V))? + sin?(2m/v) = 0

donc cos(2my/v) = 1 de sorte que /v = ny, ou les ny, sont des entier nature.

Dongc, les solutions non-triviales ©(6;) qui satisfont a 1’équation ©” + v = 0 et aux
conditions de périodicité sont les combinaisons linéaires des fonctions trigonométriques
cos(ngb) et sin(ngby) pour des entiers ny.

La solution générale est :

Les formules d’Euler sont données par :

0 —i0y,
e +e
COS(&k) = f’
0 —i0y,
e — e
Sln(ek) = T

En appliquant ces formules a notre solution (II1.33), on obtient :

emkek + efinké?k 6ink0k . efmkek

O = A 5 + B 5; ,

— (A + B> L + <A _ B) om0k
2 21 2 21 )
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A B A B
OnposeC:§+2—ietD:§—2—i,onaalors:

OOy = Ce™0 4 De=mbr

ou C' et D sont des constantes complexes.

Par convention et pour simplification, on utilise souvent la solution ¢’ comme base de
solutions périodiques, car les deux solutions exponentielles ™% et =% sont conjuguées
complexes. Donc pour v > 0 on a :

O(f;) = ™%y =n2
D’ou les solutions de 'équation (II1.28) sont :

1 pour v = 0.
O(0) = < pas de solution pour v <0 (IT1.34)

ing 0

e pour v > 0

Une propriété similaire du théoréme II-4 s’applique aux solutions angulaires {¢”*%}.
—in}

Les fonctions propres ™% et e~ "% gsatisfont la relation d’orthogonalité suivante :

/027r ™0k o=k 40, = /027r el me=m)O, g, — 27?5,%”;@, (I11.35)
ol 5%”2 est le symbole de Kronecker, défini comme :
S, = {1 S% N = n%,
0 sing#ng.
Ces résultats montrent que les fonctions angulaires sont orthogonales sur I'intervalle [0,27].

Maintenant on s’intéresse a 1'équation (I11.29).
La formule de Rayleigh pour les valeurs propres est donnée par :

o, (Aru(z))u (26) dD,

M T (0P dDy, (H11.36)
En utilisant 'équation différentielle Agu®(z,) = —A\u’(2), on a :
/ (At (2))" (20) dDay, = — M / [k ()2 D, . (I11.37)
o an
Pour calculer I'intégrale :
/ | (Bu(ar))ul (1) D, (IT1.38)

on utilise la formule d’intégration par parties pour l'opérateur Laplacien donne par :

/vAudQ:—/VU-VudQ—I— U@ds,
Q Q a0 On

ou
ou — est la dérivée normale de w sur la fronticre 0.

on

Lk _ Lk :
Dans notre cas, nous prenons v = u};(2x) et u = uj(2x). Donc :
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ouk ()
/ a (Aguh(21))ub (21) dDgy, = — /D . Vuly(z) - Vi (z) dDq, + /6 - uf;(zk)éTk ds.

k

Avec les conditions aux bords de Dirichlet :
ub(2,) = 0 sur 9D, ,
on a :

ouk ()
k 7J pr—
/8Dak g () on d5 =0.

Il en résulte que :
/Q (A (z)uk (21,) dDyy = — /Q IV (21)2 dD,, (II1.39)
En remplagant (II1.39) dans (II1.58) on a :

fDak |Vu§(zk) |2 dDak

A = .
Tou, 15 (z0) FdD,,

Le numérateur / |Vub(2,) > dD,, est positif car il représente I'intégrale d’une norme au
af
carré, ce qui ne peut pas étre négatif. Pour une fonction propre non triviale, cette intégrale est

strictement positive, car u?(zk) n’est pas identiquement nul a 'intérieur du domaine D,, .
Le dénominateur / |u(2) | dD,, est strictement positif pour les fonctions propres non nulles.

ap
Les conditions aux bords de Dirichlet imposent que u%(z;) est nulle sur le bord, mais & l'intérieur
du domaine D,,, uﬁ(zk) n’est pas identiquement nulle (pour une fonction propre non triviale),
garantissant que ce dénominateur est strictement positif.
Ainsi, )\, est strictement positif.

On cherche les valeurs A\; > 0 telles que :

iR+ 1R + (ri\, — V)R = 0. (I11.40)
On pose r = \//\>ka. On a :
dR dR
ek Wi
dry, \/: dr’
FR_ PR
dr2 P

En remplagant ces dérivées dans I’équation différentielle (I11.40), on obtient :

d*R dR
r? </\kdr2> + 75 <\/)\>kdr> + (T]z/\k — I/) R=0.

En utilisant r, =

2
r d’R r —dR r?

PR+ 1R + (r’ =v) R =0, (I11.41)

On obtient :
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on reconnait ainsi '’équation de Bessel d’ordre v = n.
Donc, I'équation différentielle initiale se transforme en une équation de Bessel d’ordre v apres le
changement de variable. D’apres le chapitre II la solution générale de I’équation (I11.41) est de

la forme : . b 2ty
R(r)=Y =i (=1) (g) .

=ail(i+v)!

Cette série est connue sous le nom de fonction de Bessel de premier espece et est notée J,(r).
La condition de Dirichlet u”(aze™) = 0 implique que :

R(a;)0(6;) = 0. (I11.42)

Ce qui conduit a :
R(ak) =0.

Jnk(\/)\»kak) = 0.

Les valeurs propres A, sont donc déterminées par les zéros des fonctions de Bessel :

\/ i@ = )\nk,jka

A\
/\ — Nk,Jk
k ( ar ) )

ou A\, j. est le jy—eme zéro de la fonction de Bessel.

Donc :

Les fonctions propres radiales associées aux valeurs propres A, pour 'opérateur Laplacien
avec conditions aux bords de Dirichlet sur le disque sont de la forme :

R(ry) = Jy, (Wm> : (111.43)

Qg

Une propriété similaire du théoreme I1-4 s’applique aux fonctions radiales.
Les fonctions propres Jo,, (Bng niTk) €6 Iy (Bjn,Tr) satisfont la relation d’orthogonalité suivante :

ag
/o g B Tk) Ing (BT )Tk drg = 0, pour my, # ji, (I1T1.44)
ou By, n, est défini par :
/\m n
Bmk,nk = Clk]c k?

et Ay, €st le my-iéme zéro positif de la fonction de Bessel J,, (r).

La solution générale de 1'équation différentielle Azu®(2;) = —Apuf(21), en coordonnées
polaires avec des conditions de Dirichlet sur le disque |zx| < ay, est donnée par :

A ,

k _ NkJk anek
wi(z) = Jp, | —=1r1 | € )
J( k) ng ( a, k] o —

angulaire

radial
Pour le cas particulier ou n; = 0, la solution se simplifie & :

o
uh(z) = Jo <0’]k Tk) ;

ag
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ce qui correspond a une solution purement radiale.

En intégrant sur ’ensemble du domaine z; = (74,0x), on obtient :

ag 21
D 0 0

ou dAy = 7y dry df, est ’élément de surface en coordonnées polaires.
En séparant les intégrales radiale et angulaire :

[ bt da = ([ Ryt R Gidrans) (| " O (04)0,, 00 b )

En utilisant les relations d’orthogonalité des fonctions radiales et angulaires :
— La partie radiale donne 0 si my, # mj,,
— La partie angulaire donne 0 si ny # nj,.
Ainsi, la fonction u¥(z;) est orthogonale si (my,,ng) # (mj,ny,).
I1I-3-1.2 Spectre du Laplacien avec condition de Neumann

Nous examinerons ici le probleme avec condition aux bords de Neumann en utilisant la
méthode de séparation des variables en coordonnées polaires. Pour éviter les répétitions, nous
nous concentrerons sur les aspects distinctifs de cette condition par rapport a celle de Dirichlet,
sans reprendre les calculs déja réalisés.

Le probleme des valeurs propres avec des conditions aux bords de Neumann sur chaque
disque |zx| < ay se formule comme suit :

avec la condition aux bords :
8u§ i0
F(ake ) =0 pour tout 6 € [0,27]. (I11.46)
Zk

La méthode de séparation des variables en coordonnées polaires pour le probleme des valeurs
propres sous conditions de Neumann conduit a I’équation suivante :
R// R/ @//

TR T T = — 5

I11.47
I 7 (IL.47)

Pour que cette égalité soit possible, chaque coté de 1'équation (II1.47) doit étre égal & une
constante et on note cette constante par p, on obtient :
R// R/

+ T TN = —

9 (_)//
"R TR 5]

S)

= 11 (constant).

Cela nous donne deux équations différentielles ordinaires suivantes :
e Pour la partie angulaire :
0" + 10 =0, (IT1.48)

e Pour la partie radiale :
iR’ + 1R+ (rid, — u)R = 0. (I11.49)
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Les dérivée des fonctions propres par rapport a z, est donnée par :
ouk 1 [ouk i ouk
— === —— ) I11.50
azk (Zk) 2 (a?"k (zk> + - aek (Zk> ( )

En posant u%(z;,) = R(r;)O(6;) et en utilisant les conditions aux bords de Neumann, on obtient :

(Fa)0®) + - Rla)e'(6)) =0

N | —

Cette équation implique que :
i
R’(ak)G(Qk) = —afkR(ak)@/(Qk)
En divisant cette équation par R(a;)O(0x), on obtient :

—(ar) = —— = () (111.51)
Pour que ©(0) soit périodique avec une période 27, on impose :
OOk + 27) = O(O). (IT1.52)

Ainsi d’apres (111.48), (I11.49), (II1.51) et (II1.52) on obtient :

O"(0)) +uO(0;) =0 et OOy +27) = O(6), (I11.53)
2R + 7R+ (ridy —mi)R=0 et E(ak) = —ig(ek). (I11.54)
R Qe ©

Commengons par 1’équation (IT1.53),
@”(Qk) + /L@(@k) =0 et @(Gk + 27T) = @<9k)
Les solutions de I'équation (II1.53) sont :

1 pour p =0
©(0) = { pas de solution pour u <0 . (IT1.55)

eim,ﬁk

pour > 0
Une propriété similaire du théoréme II-4 s’applique aux solutions angulaires {e”*%}.

. ;. — / . . . Ve .
Les fonctions propres e % et e~ satisfont la relation d’orthogonalité suivante :

21 . .y 2m . ’
/ ekl o —ing Ok do, = / e (nk—n}, )0k db, = 2715nkn;c, (IH.56)
0 0

ol Oy, est le symbole de Kronecker, défini comme :

5 1 sing=n,
nkn; = . /
0 sing#ng.

Ces résultats montrent que les fonctions angulaires sont orthogonales sur 'intervalle [0,27].
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On s’intéresse maintenant a 1’équation
2R 4+ 1R + (ridy — p)R = 0. (IIL.57)
La formule de Rayleigh pour les valeurs propres est donnée par :

Jp,, (Dxuly(zr))uf(2) dDa,

e TGP dDay (HIL.58)
En utilisant I’équation différentielle Akuﬁ(zk) = —)\kuﬁ(zk), on a :
| (@b () dDa, = =N [ bz dDy,. (TIL.59)
an an
Pour calculer cette I'intégrale :
| (@) () D (111.60)

k
on utilise la formule d’intégration par parties pour I'opérateur Laplacien est :

/ vAudDak:—/ Vo - VudDak—i-/ v—dS
D D

o o on

ou
ou n est la dérivée normale de u sur la frontiere 9Q2. Dans notre cas, nous prenons v = u%(z;)
n

et u = u"(2). Donc :

O k
/ (Aguf (zi))ub (21) dD,, = / Vuk(z1) - Vubi(z1,) dD,, +/ k)MdS.
ag Dak on
Avec les conditions aux bords de Neumann :
ZZZ (2r) = 0 sur 0D,,,
on a : Ot ()
U\ 2k
/asz uﬁ(zk)éin dD,, =0.
Il en résulte que :
/D (A (22))ub () dDyy = — /D Vb (2)|? dDs, (IIL.61)
aj af
En remplagant (II1.61) dans (II1.58) on a :
Vuk ()2 dD,
. _ Joy, 9P aD, e

fDak |ufi (z1,) 2 dDq,

— Le numérateur / |Vuk|2dD,, représente une norme au carré et est donc toujours
Ak
positif.
— Le dénominateur / |u%|?> dD,, est positif car u%(z;) ne peut pas étre identiquement
aj
nul sur 'ensemble D, (en vertu du principe du maximum pour les solutions des équations
elliptiques).
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Ainsi, A\, est toujours positif ou nul :
A > 0.

e Cas 1 si A\ = 0, par la régularité elliptique intérieure, les fonctions propres doivent étre
polynomiales pour garantir leur régularité a 1'origine. Alors la valeur propre Ay = 0 est
associée a des fonctions propres de la forme sz’“‘, qui respectent les conditions aux bords
de Neumann.

Pour obtenir une solution de la forme Z,Lmk|, nous devons exprimer R(ry) en termes de 7y

pour correspondre & cette forme. En coordonnées polaires, ol z, = rre'’®, on a :
Z,Lmkl _ (Tkelek)lmkl — ’I“]Lmkledmk'ek.
— Vérifions que R(ry) = er’“l est solution de I’équation différentielle (I11.57) si et seule-
. 2
ment si g = |my|” et A\, =0.
Les dérivées de R(ry) sont :

|mg|—1
k

R/<Tk) = ’mk’r ;

R (ri)) = ] (] — 1)r™ 2.
En remplagant ces dérivées dans I’équation différentielle (II1.57), on obtient :

|mg|—2
k

ralmil (fmil = D™ = 4 g™ 4 (A = p)r™ =0,

En simplifier on a :
[l (el = 1) + ] = ] ™ 4+ A2 = 0.

Pour que I’équation soit vérifiée pour tout 7, les coefficients des puissances de 7y,
doivent étre égaux a zéro, on a :

|| (| = 1) + [ — p =0,
(111.63)
Ae = 0.

Cela se traduit par :

w= |mk|2’
(111.64)
A = 0.

Ainsi, R(ry) = 7™ est bien une solution de Iéquation différentielle (ITL57) si et
seulement si
= |mk|2 et A\, =0.

— Vérifions que R(ry) = T’Lmkl satisfait la condition aux bords de Neumann si et seulement

S1

La condition aux bords de Neumann sur le disque de rayon a; est donnée par :

or| _,

ry, TE=ay ‘
Cela implique :

|7n/1€|a!,;m“|_1 = 0.
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Puisque ay # 0, alors |mg| = 0.
Ainsi, R(ry) = TL ™| satisfait la condition aux bords de Neumann si et seulement si

Donc si la valeur propre Ay = 0, la fonction propre associée a cette valeur propre est
[m|

e Cas 25si \y >0,

R o’
iR+ 1R+ (rid, —p)R=0 et —(a;) = —i—(ék) (I11.65)
R Q. C)

En utilisant maintenant le changement de variable suivante :

T:Tk\/girk:\/_
k

I'équation devient (II1.65)
PR 1R + (r? = p) R=0. (I11.66)

Ainsi, I’équation différentielle initiale se transforme en une équation de Bessel d’ordre
1 = m3 apres le changement de variable. D’aprés le chapitre II la solution générale de
cette équation (II11.66) est de la forme :

O

lzoz'er/x

Cette série est connue sous le nom de fonction de Bessel de premier espece et est notée
Iy (7).

La condition aux bords de Neumann a r;, = a; donne :

R,<(lk) 7 @/
=———(#
R(ay) a g
r
Posons r = agy\/Ap, = ap = Nove
On a: o o .
) 1 imye’kYk m
5 () = ——— =,
ap © ap ek ag
On obtient :
Ri(r) _ mg
R(r)  ay

Ce qui implique :
ap R (r) = mpR(r).

Donc, en remplagant r par agy/Ax on obtient :

Q. \/)TkR'(ak\/g) == mkR(ak\/A»k)

Ainsi, ’équation devient :

ak\/ER'(ak\/)\:) — mkR(ak\/E) =0.

La fonction de Bessel J,,, +1(r) vérifie la relations de récurrence suivante (voir I1-3)

my

Tng41(1) = TJm’“ (r) — J;nk (r) (I11.67)
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On a:
T () = v

En remplagant J,, (r) par v dans (II1.67) on obtient :

Cela implique que pour r = ax\/ A, on a :

Tt (axy/ M) = 0.

En notant A, 11, les zéros de la fonction de Bessel J,,, +1, on a donc :

Y Apay = /\mk+17jk7
A 1.4
/>\k — me+1,7k '

73

Les valeurs propres \; pour 'opérateur Laplacien avec conditions aux bords de Neumann sur le

disque sont de la forme :
2
My = )\kaFl»jk
Qg )

Les fonctions propres associées aux valeurs propres A pour le Laplacien avec des conditions aux
bords de Neumann sur le disque sont données par :

A1,
R(r) = Jp, (’Z:Jkrk> . (I11.68)

Une propriété similaire du théoreme I1-4 s’applique aux fonctions radiales.
Les fonctions propres Jo, (Bn,miTk) €6 Jmy (Bijpm,Tx) satisfont la relation d’orthogonalité sui-
vante :

ak
/0 I B i) I (B T )T dri, = 0, pour ny, # jy, (I11.69)
ou B, m, est défini par :
>\n +1,m
Bnk,mk - #7

et A\, +1,m, représente le ng + 1-itme zéro positif de la fonction de Bessel J,,, (7).
Ces résultats montrent que les fonctions radiales sont orthogonales sur I'intervalle [0,az].

La solution générale de 1’équation différentielle Azu®(2;) = —Aeuf(21), en coordonnées
polaires avec des conditions de Neumann sur le disque |2x| < ay, est donnée par :

A . .
k mg+1,Jk im0
ui(z) = J, —2r. e
J( k) mg, ( an k)
angular

radial
Pour le cas particulier ot my = 0, la solution se simplifie a :

uy(z) = Jo (Al’jk Tk)

g
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ce qui correspond a une solution purement radiale.

En intégrant sur ’ensemble du domaine z; = (74,0x), on obtient :

ag 21
D 0 0

ou dAy = 7y dry df, est ’élément de surface en coordonnées polaires.
En séparant les intégrales radiale et angulaire :

[ bt da = ([ Ryt R Gidrans) (| " O (04)0,, 00 b )

En utilisant les relations d’orthogonalité des fonctions radiales et angulaires :
— La partie radiale donne 0 si my, # mj,,

— La partie angulaire donne 0 si ny # nj,.

Ainsi, la fonction u¥(z;,) est orthogonale si (my,,ng) # (mj,nj,).

La multiplicité infinie des valeurs propres du Laplacien de Popérateur 9-Neumann sur le
polydisque découle de la structure complexe de I'espace et des fonctions de Bessel impliquées.
En effet, les valeurs propres sont déterminées par les zéros des fonctions de Bessel J,, (), dont
il existe une infinité pour chaque indice my, ce qui conduit a une série infinie de valeurs propres.
Cette propriété est renforcée par la géométrie du polydisque, permettant ainsi une infinité de
solutions associées a chaque valeur propre.

I11-3-2 Etude des valeurs propres de l’opérateur [, sur le polydisque
P

Apres avoir déterminé les valeurs propres et les fonctions propres sur le disque D,, , nous
pouvons maintenant en déduire celles sur le polydisque P. En effet, puisque P est le produit de
n disques dans C, ses valeurs propres correspondent a la somme des valeurs propres des disques
individuels. Par ailleurs, les fonctions propres sur P s’obtiennent comme le produit des fonctions
propres associées a chaque disque. Ainsi le spectre de U, sur le polydisque P contient les valeurs

propres
A\
(’"ﬂ) (111.70)

1
ZZ Qg

keJ

de multiplicité infinie avec les formes propres associées

11 (Jm (Am’“j’“ 7“) eim’“a’“> 11 Z]Lmk|d§] (IT1.71)
ag

keJ k]

et les valeurs propres

1 & >\mk Jk ’
- —k I11.72
i )
avec les formes propres associées
)\mk Jk im0 )\mk Jk i(me—1)0k 7=
H I | —250 | "R H T -1 | —2Fr | VTR A7 (IT1.73)
ag g Qg
keJ k¢J

pour tout n-uplet strictement croissant J, my € Z, et jx € N. Il est intéressant de noter que les
valeurs propres sous la forme de (I11.72) sont indépendantes de ¢, tandis que ceux sous la forme
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de (II1.70) dépendent de q.

Nous souhaitons démontrer que le spectre de U, est constitué des valeurs propres données par
(II1.70) et (II1.72). Pour ce faire, nous utilisons le résultat classique de la théorie des opérateurs,
énoncé dans le Lemme suivant (cf. [8], Lemme 1.2.2) :

Lemme IT1-3.1 Soit T un opérateur symétrique sur un espace de Hilbert H, de domaine
dom(T), et soit (fx)rey une famille orthonormée compléte dans H. Si chaque fi appartient
a dom(T') et qu’il existe A\, € R tel que Tfy, = Apfyx pour tout k, alors T est essentiellement
auto-adjoint. De plus, le spectre de T est la cloture, dans R, de Uensemble des \y,.

En appliquant ce Lemme & 'opérateur O, soit (f;,)5>, une famille orthonormée dans L*(2),

avec dom([J,) C L*(Q), et soit ), les valeurs propres associées aux fonctions f;, c’est-a-dire
qu'il existe des f; € dom(0,) telles que

O fe = A fa-

D’une part, U, est un opérateur auto-adjoint, et selon le Lemme III-3.1, il est donc essentiel-
lement auto-adjoint. D’autre part, les valeurs propres de [J, sont de la forme (II1.70) et (II1.72).
Par le Lemme III-3.1, le spectre de [, est la cloture, dans R, de I'ensemble des valeurs propres
{A\i}. Puisque OJ, est un opérateur dense, son spectre est constitué exclusivement de ces valeurs
propres.

Ainsi, nous avons montré que le spectre de [, est uniquement composé des valeurs propres
données par (I11.70) et (IIL.72).

Pour déterminer la plus petite valeur propre du spectre, il convient de chercher le minimum

des valeurs propres possibles. Ce minimum est atteint en choisissant les indices de maniere a
2
0,1

minimiser la somme. Le terme constant ne modifie pas 'optimisation et nous minimisons

1
la somme Z — pour les ensembles J de taille g.

a
KeJ Tk
Ainsi, la plus petite valeur propre du spectre est donnée par :

A 1
min TZ—Q , (ITL1.74)

|J|:q KeJ a/k-

qui est toujours de multiplicité infinie.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons analysé en détail le spectre du Laplacien de l'opérateur 0-
Neumann sur un polydisque dans C", en tenant compte des conditions aux bords de Dirichlet
et de Neumann. Grace a ’application de la méthode de séparation des variables, nous avons pu
calculer explicitement les valeurs propres de cet opérateur, révélant des résultats significatifs.
L’étude montre que le spectre est composé de valeurs propres, parmi lesquelles certaines, no-
tamment les plus petites, ont une multiplicité infinie. Ces résultats soulignent 'importance des
conditions aux bords de Dirichlet et de Neumann dans la structure du spectre, en influengant
directement sur les propriétés des valeurs propres. Les fonctions de Bessel ont joué un roéle
crucial dans ce travail, offrant un cadre rigoureux pour résoudre 1’équation différentielle radiale
et démontrer I'orthogonalité des fonctions propres associées. L’approche employée ici renforce
I’idée que ces fonctions sont des outils puissants pour I’étude des opérateurs différentiels sur
des domaines complexes. Les résultats obtenus enrichissent notre compréhension du spectre du
Laplacien de 'opérateur O-Neumann sous des conditions aux bords spécifiques.
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