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Résumé

La synthèse d'observateur est une approche fondamentale en ingénierie de contrôle qui
vise à estimer les états internes d'un système à partir des informations mesurées. Dans ce
mémoire, il est question de faire l'état de l'art sur les observateurs des modèles d'équations
di�érentielles ordinaires et une application de la synthèse d'observateurs portant sur deux
modèles continus dont l'un décrit l'évolution dynamique d'une population de poissons et
l'autre la croissance d'une population de cellules phytoplanctoniques.
L'objectif principal de cette étude est de développer des observateurs adaptés à ces modèles
biologiques spéci�ques. Après la conception des observateurs pour les deux modèles, des
simulations numériques sont faites pour tester la convergence de l'observateur.
Mots-clés : synthèse d'observateurs, équations di�érentielles ordinaires, cellules phyto-
planctoniques, modèles de pêche.



Abstract

Observer synthesis is a fundamental approach in control engineering which aims to
estimate the internal states of a system from measured information. In this dissertation,
we present the state of the art in observer synthesis for ordinary diferential equation mo-
dels and an application of observer synthesis to two continuous models, one describing
the dynamic evolution of a �sh population and the other the growth of a population of
phytoplankton cells.
The main objective of this study is to develop observers adapted to these speci�c biological
models. After designing observers for both models, numerical simulations are carried out
to test observer convergence.
Keywords : observer synthesis, ordinary di�erential equations, phytoplankton Cells, �-
shing Models, Aquatic Ecosystems.



Introduction Générale

La modélisation mathématique est d'un grand apport pour comprendre, analyser et
prédire le comportement de phénomènes complexes dans divers domaines.
Elle a été appliquée à une large gamme de domaines, notamment la physique, la chimie, la
biologie, l'économie, l'ingénierie, la météorologie, la médecine, et bien d'autres. Elle a joué
un rôle essentiel dans la compréhension et la résolution de problèmes dans ces disciplines.
Le XXe siècle , a vu le développement de nouvelles théories mathématiques, telle que la
théorie des systèmes dynamiques. Ces outils mathématiques ont permis des modélisations
plus précises et plus complexes. Le but de la modélisation mathématique est de simpli�er la
complexité inhérente à un système du monde réel en le représentant sous forme de concepts
mathématiques, d'équations, et de relations. Cela permet de formuler des hypothèses, de
faire des prédictions et de prendre des décisions éclairées. Généralement, un modèle ma-
thématique se compose de trois éléments principaux :
• Variables : Ce sont les quantités ou les caractéristiques du système que l'on souhaite
étudier, telles que le temps, la position etc.
• Équations : Ce sont les relations mathématiques qui décrivent comment les variables
évoluent dans le temps ou en fonction de certains paramètres. Les équations sont souvent
basées sur des lois physiques ou des relations empiriques.
• Paramètres : Ce sont des constantes ou des coe�cients dans les équations qui per-
mettent d'ajuster le modèle en fonction des caractéristiques spéci�ques du système.
Il existe di�érents types de modèles mathématiques, notamment :
◀ Modèles déterministes : Ils décrivent le comportement d'un système de manière dé-
�nie, sans considérer l'incertitude.
◀ Modèles stochastiques : Ils intègrent l'incertitude et la variabilité, en utilisant des
concepts de probabilité.
◀ Modèles continus : Ils sont basés sur des équations di�érentielles ou des équations
aux dérivées partielles et sont utilisés pour modéliser des phénomènes qui évoluent en
continu.
◀Modèles discrets : Ils sont basés sur des ensembles �nis de valeurs ou d'états distincts,
et ils sont utilisés pour représenter des systèmes où le temps et/ou les états sont discrétisés.
Ces modèles sont utilisés pour étudier et simuler des systèmes où le changement se produit
par sauts discrets d'un état à un autre, plutôt que de manière continue.

La modélisation mathématique est un outil essentiel pour aborder les problèmes biolo-
giques. Par exemple, en écologie l'un des thèmes dominants est la dynamique des popu-
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lations. Sur ce, des chercheurs comme Thomas Malthus, Pierre-François Verlhust,
Alfred Lotka et Vito-Voltera ont travaillé sur la modélisation des problèmes relevant
de la dynamique des populations. En e�et, le premier traitement théorique de la dynamique
des populations a été présenté par Thomas Malthus en 1798 [44], "Essai sur le principe
de population". Pierre-François Verhulst a créé en 1838 un modèle mathématique
d'équation logistique [4]. L'avancée majeure suivante dans la dynamique des populations a
été présentée parAlfred Lotka en 1925 etVito-Voltera en 1926. Ils ont présenté pour
la première fois les équations di�érentielles de type proie-prédateur (modèle d'interaction
tropique) [52]. Depuis lors, des systèmes proie-prédateur plus complexes mais plus réalistes
ont été utilisés par les biologistes et les mathématiciens [1, 45, 48, 6]. En outre, d'autres
modèles dans d'autres domaines( en épidémiologie, dans le domaine de la pêche etc) ont
été développés dans la littérature [37, 36, 35, 28, 24].

Une fois qu'un problème biologique est écrit sous forme de modèle, l'analyse et la pré-
diction nécessitent une connaissance entière de tous les états du système. Cependant, sur
un plan pratique, divers facteurs physique, technique ou économique rendent particulière-
ment di�cile voire impossible la mesure de la totalité des variables d'état du système. Le
problème peut être résolu en utilisant un système dynamique auxiliaire appelé observateur
d'état. Un observateur ou reconstruction d'états est un système dynamique supplémen-
taire qui permet d'estimer la valeur d'un état non mesuré d'un système en se basant sur
les entrées de commande et les sorties mesurées. Dans le domaine de l'automatique, l'ob-
servateur joue un rôle fondamental dans la création de lois de commande, la surveillance
des processus pour détecter d'éventuelles défaillances et la supervision des procédés en vue
d'engager des actions appropriées. En réalité, le dé� de concevoir des observateurs a été
posé a�n d'obtenir des valeurs d'états qui ne sont pas directement accessibles. La mise en
place d'un observateur nécessite l'existence d'un modèle mathématique capable de décrire
le comportement du processus, c'est-à-dire de détailler les relations entre les di�érentes
variables du système. Grâce à un tel modèle, les trajectoires des variables non mesurées
peuvent être estimées au moyen d'un observateur. Dans le cas des systèmes linéaires, le
problème de la synthèse d'observateurs est bien maitrisé. Les solutions apportées telles que
l'observateur de Luenberger [42] ou le �ltre de Kalman [33] permettent de répondre à toutes
les situations. Cependant, le problème d'estimation d'état des systèmes non linéaires reste
sans solution dans un grand nombre de cas et cela, malgré les nombreuses méthodes propo-
sées dans ce sens (voir par exemple dans [18, 19, 56, 34, 43] ).
Dans ce mémoire, il s'agira de faire l'état de l'art sur la théorie des observateurs et de ses
applications à quelques modèles biologiques. Ces modèles représentent des systèmes biolo-
giques complexes, tels que des interactions écologiques. La synthèse d'observateur dans ce
contexte revêt une importance particulière car elle permet d'obtenir des estimations pré-
cises des variables internes (états du système) de ces systèmes biologiques. Ces estimations
contribuent ainsi à une meilleure compréhension et à une manipulation plus e�cace de ces
écosystèmes aquatiques.

Ainsi notre plan de travail s'établit comme suit :
En plus de l'introduction, le premier chapitre constitue un chapitre de rappel sur les
notions de stabilités et d'observateurs des systèmes d'équations di�érentielles ordinaires.
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En e�et, nous avons essayé de donner en premier lieu des dé�nitions et théorèmes sur la
théorie de la stabilité des équations di�érentielles ordinaires qui nous seront utiles par la
suite et en second, lieu nous avons fait une revue de la littérature sur la synthèse d'obser-
vateurs d'équations di�érentielles ordinaires.
Dans le second chapitre, nous cherchons à appliquer la théorie des observateurs à deux
modèles biologiques. En e�et, nous avons présenté deux modèles non linéaires où nous
avons construit pour chacun un observateur et nous avons testé leur convergence en faisant
des simulations numériques. Le premier décrit l'évolution dynamique d'une population de
poissons soumise à la pêche [57] ; pour le premier modèle, nous construisons un observateur
qui utilise comme sortie mesurable la donnée des captures sur la population de poissons.
Le second est celui proposé par Droop [8] qui décrit la croissance de cellules phytoplanc-
toniques soumises à des limitations en nutriments dans un réacteur continu (chemostat).
L'observateur construit pour ce modèle utilise comme sortie mesurable, la biomasse ; au-
trement dit le nombre de cellules présent dans le réacteur.
Et en�n, nous présentons une conclusion dans laquelle, nous faisons la synthèse de notre
travail de mémoire.



Chapitre Un

OUTILS MATHÉMATIQUES

1.1 Introduction

Plus précisément, nous nous intéressons aux rappels de quelques notions sur la stabilité
des systèmes d'équations di�érentielles ordinaires et à faire une revue de la littérature sur
les observateurs.

NB : Les démonstrations de certains théorèmes cités dans ce chapitre sont omis ; cepen-

dant, des références seront citées pour ceux-là qui souhaiteront consulter les preuves de ces

théorèmes.

1.2 Stabilité des systèmes d'équations di�érentielles or-
dinaires

De manière générale, dans les sciences appliquées ou expérimentales, il est souvent néces-
saire de décrire les phénomènes naturels, sociaux (...) par des équations mathématiques

(modèles mathématiques). En e�et, la donnée d'un modèle mathématique peut servir en

simulation (dans le but de comprendre et de prédire le comportement d'un système, de

remplacer une expérimentation sur un site donné ...). Les processus physiques, chimiques,

biologiques, épidémiologiques, de pêcherie (...) sont représentés par des modèles mathéma-
tiques non linéaires.

Dé�nition 1.2.1. Les systèmes d'équations di�érentielles ordinaires sont des systèmes de

la forme : {
ẋ = f(x, t),

x(t0) = x0
(1.1)

avec x ∈ Rn et f ∈ C0(Rn × R+,Rn).

• Le système (1.1) est dit autonome quand la fonction f ne dépend pas explicitement

du temps t, c'est -à-dire que :
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{
ẋ = f(x),

x(0) = x0
(1.2)

et non-autonome sinon.

• Le système (1.1) est dit linéaire si f(x, t) = A(t)x, avec A(t) une matrice

de Rn×n, et non linéaire dans le cas contraire.
• Une solution de (1.1) sur un intervalle [0, T ] est désignée par p(t0 + t, t0, x0), t0 ≥ 0 :

C1 (R+ × R+ × Rn,Rn) , et satisfaisant à :

� (i) p(t0, t0, x0) = x0,

� (ii)
dp(t0 + t, t0, x0)

dt
= f(p(t0 + t, t0, x0), t),∀t ∈ [0, T ].

Une solution de (1.2) sur l'intervalle [t0, T ] est notée par p(t, x0), avec x(t0) = x0.

Théorème 1.2.1 (Existence et unicité de solution locale de Cauchy-Lipschitz). [38] Sup-

posons que la fonction f est continue par rapport à t et satisfait la condition de Lipschitz :

∥ f(x, t)− f(y, t) ∥ ≤ L∥ x− y ∥,∀ x, y ∈ B = {x ∈ Rn : ∥ x− x0 ∥ ≤ r} ,∀ t ∈ [t0, t1],

alors il existe δ > 0 tel que l'équation (1.1) ait une unique solution sur [t0, t0 + δ].

Théorème 1.2.2 (Existence et unicité de solution globale de Cauchy-Lipschitz). [38] Sup-

posons que la fonction f est continue par rapport à t et satisfait la condition de Lipschitz :

∥ f(x, t)− f(y, t) ∥ ≤ L∥ x− y ∥,∀ x, y ∈ Rn,∀ t ∈ [t0, t1].

Alors l'équation admet une unique solution sur [t0, t1].

Les preuves des Théorèmes (1.2.1) et (1.2.2) sont présentées dans ([38] pages 657− 659) .

Stabilité des Points d'équilibres
La notion de point d'équilibre est très importante dans l'étude qualitative des systèmes

dynamiques. Dans beaucoup de domaines d'application comme en biologie, en économie, en

physique et en ingénierie mathématique, on s'intéresse souvent au comportement asymp-
totique des solutions d'un système d'équations di�érentielles régissant le fonctionnement
d'un système par rapport à son équilibre.
Supposons que l'état x∗ ∈ Ω est un point d'équilibre du système (1.1), c'est-a-dire que

f(x∗, t) = 0 ∀ t ≥ 0.

Dé�nition 1.2.2 (Stabilité). On dit que le point x∗ est un point d'équilibre stable du

système (1.1) si :
∀ ϵ > 0, ∀ t0 ∈ R+, ∃ δ(t0, ϵ) > 0 tel que ∀ x0, ∥x0 − x∗∥ < δ(t0, ϵ ) ⇒
∀ t ∥p(t+ t0, t0, x0)− x∗∥ < ϵ.
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Si δ peut être choisi indépendamment de t0, alors le point d'équilibre x∗ est dit unifor-

mément stable. Un point d'équilibre qui n'est pas stable est dit instable.

Dé�nition 1.2.3 (Attractivité). On dit que le point d'équilibre x∗ est un point attractif

pour le système (1.1) s'il existe un réel strictement positif γ(t0) > 0 tel que

∥x0 − x∗∥ < γ(t0) ⇒ lim
t−→∞

∥p(t+ t0, t0, x0)− x∗∥ = 0.

Si γ peut être choisi indépendamment de t0, alors le point d'équilibre est dit uniformément

attractif. Le domaine d'attractivité D(x∗) du point d'équilibre x∗ est dé�ni par :

D(x∗) =
{
x ∈ Rn : lim

t−→∞
∥p(t, 0, x)− x∗∥ = 0

}
.

Si D(x∗) = Ω, on dit que x∗ est globalement attractif.

Remarque 1.2.3. Un équilibre x∗ peut être attractif sans être stable.

Dé�nition 1.2.4. Le point d'équilibre x∗ est dit asymptotiquement stable (respectivement

uniformément asymptotiquement stable ) s'il est à la fois stable (respectivement uniformé-

ment stable) et attractif (respectivement uniformément attractif).
Le point d'équilibre sera dit exponentiellement stable s'il existe des constantes positives c, α

et r telles que

∀ x0, ∥x0 − x∗∥ < r ⇒ ∀ t ≥ t0, ∥p(t+ t0, t0, x0)− x∗∥ ≤ c∥x0∥e−αt (a).

Le point d'équilibre est dit globalement exponentiellement stable si l'inégalité (a) est satis-

faite pour tout x0 ∈ Rn.

La stabilité exponentielle implique la stabilité uniforme. Dans le cas des systèmes linéaires,

les deux notions sont équivalentes.

Dé�nition 1.2.5. Le point x∗ est dit point d'équilibre isolé,s'il existe un voisinage U de

x∗ tel que :

f(x) ̸= 0 ∀ x ∈ U \ {x∗} [26].

Nous avons aussi les deux dé�nitions suivantes [16]

Dé�nition 1.2.6. Un point x est appelé point oméga limite dans Ω s'il existe une suite

(xn)n≥n0 d'éléments de Ω tels que xn tend vers x lorsque n tend vers l'in�ni. L'ensemble

des points oméga limite est appelé ensemble oméga limite.
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Dé�nition 1.2.7. Un ensemble A est positivement invariant pour le système (1.1) si :

O(x0) ⊂ A

pour tout x0 ∈ A, où O(x0) = {x(n, 0, x0)/n ∈ Z+} .

Dé�nition 1.2.8. Soit x∗ ∈ Rn, un point d'équilibre du système (1.1).
Une fonction V : W −→ R, (W est un voisinage de x∗ ∈ Rn dans U) est appelée une
fonction de Lyapunov de x∗ dans W si :

1. V ∈ C1 (W,R) ,
2. V (x∗) = 0 et V (x) > 0 si x ∈ W ∖ {x∗} ,

3. V̇ (x) = ⟨∇V (x), f(x)⟩ =
n∑

j=1

∂V

∂xj
ẋj =

n∑
j=1

∂V

∂xj
fj(x) ≤ 0 ∀ x ∈ W .

Si V̇ (x) < 0 ∀ x ∈ W, on dit que V est une fonction de Lyapunov stricte de x∗ dans
W.

Théorème 1.2.4 (de Luapunov). Si x∗ admet une fonction de Lyapunov dans W, alors

x∗ est stable dans W.
De plus si x∗ admet une fonction de Lyapunov stricte dans W alors x∗ est asymptotiquement
stable sur W.

1.3 Observateurs des systèmes dynamiques continus

1.3.1 Notion d'observabilité d'un système dynamique

a) Cas des systèmes linéaires

Considérons le système d'équations di�érentielles ordinaires suivant :{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t)
(1.3)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rp et y(t) ∈ Rq sont respectivement le vecteur d'état, vecteur d'entrée
et le vecteur de sortie. A,B et C sont respectivement des matrices n × n, n × p et q × n
constantes.
L'observabilité est une notion très importante dans le domaine des mathématiques appli-
quées. En e�et, elle lie les états d'un système donné et la sortie mesurable correspondante.
De façon générale, l'observabilité d'un système stipule qu'on soit en mesure de reconstruire
les états de ce système à un instant t0, connaissant sa sortie mesurable à un instant t1 ≥ t0

[46].
Pour le système linéaire invariant en temps (1.3), on a :



Observateurs des systèmes dynamiques continus 10

y(x1, u(.), t) = CetAx1 + C

∫ t

0

e(t−s)ABu(s)ds.

Où y(x1, u(.), t) est la sortie obtenue avec la condition initiale x1.
D'où,

y(x1, u(.), t)− y(x2, u(.), t) = CetA(x1 − x2).

Dé�nition 1.3.1. Soient x1 et x2 tel que x1 ̸= x2. On dit qu'ils sont indistinguables si :

y(x1, u(.), t) = y(x2, u(.), t)

Ainsi, x1 et x2 sont indistinguables si et seulement si CetA(x1 − x2) = 0 pour tout
t ≥ 0. Par analyticité de t 7→ CetAx, cela revient à dire que toutes les dérivées d'ordre k
de t 7→ CetA(x1 − x2) s'annulent en t = 0, c'est-à-dire que :

dk

dtk
CetA(x1 − x2)

∣∣∣∣
t=0

= 0, pour tout k = 0, 1, 2, ...

qui peut s'écrire : CAk(x1 − x2) = 0, pour tout k = 0, 1, 2, ... Grâce au théorème de
Cayley-Hamilton, ceci est équivalent à :

C(x1 − x2) = CA(x1 − x2) = ... = CAn−1(x1 − x2) = 0.

Par conséquent, x1 et x2 sont indistinguables si et seulement si [31] :

x1 − x2 ∈ kerC ∩ kerCA ∩ kerCA2 ∩ ... ∩ kerCAn−1. (1.4)

Dé�nition 1.3.2. x0 dans Ω est dit observable pour le système (1.3) si pour tout x dans
Ω, x et x0 sont indistinguables implique que x = x0.

De manière générale, on écrit souvent que le système (1.3) est observable en x0 pour dire
que x0 est observable pour le système (1.3).

Dé�nition 1.3.3. x0 dans Ω est localement faiblement observable pour le système (1.3) s'il
existe un voisinage W de x0 tel que pour tout x dans W tel que x et x0 sont indistinguables
alors x = x0.

Dé�nition 1.3.4. x0 dans Ω est localement fortement observable pour le système (1.3)
s'il existe un voisinage W de x0 tel que pour tout x1 et x2 dans W tel que x1 et x2 sont
indistinguables alors x1 = x2.

Remarque 1.3.1. Si un point x0 dans Ω est observable alors il est localement faiblement
observable. Par contre l'observabilité en x0 n'implique pas forcément que x0 soit localement
fortement observable.

Dé�nition 1.3.5. Le système (1.3) est observable dans Ω s'il est observable en tout point
x de Ω.

Dé�nition 1.3.6. Le système (1.3) est localement faiblement observable (respectivement
localement fortement observable) dans Ω s'il est localement faiblement observable (respec-
tivement localement fortement observable) en tout point x de Ω.
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Considérons toujours le système dynamique (1.3) bien connu. Puisque la relation (1.4) n'est
pas en fonction de la matrice B, donc elle (la matrice B ) n'intervient pas dans le critère
d'observabilité. Ramenons donc l'étude de l'observabilité du système à l'étude de la paire
(A,C). On peut dé�nir plusieurs critères d'observabilité.

Théorème 1.3.2. Soit la matrice d'observabilité dé�nie par :

O(C,A) =


C
CA
CA2

...
CAn−1

 ,

et son rang est dé�ni par : rang(O(C,A)) = k0. La paire (A,C) est observable est équivalente
à chacune des propriétés suivantes :

� Le critère de Kalman est maximal

rang(O(C,A)) = n,

� Critère de Hautus :le système est observable si pour toute valeur propre λ de A la
matrice  λI − A

C


est de rang n [2].

b) Cas des systèmes non linéaires

Considérons le système non linéaire avec une seule sortie, c'est-à-dire q = 1 et y(t) =
h(x(t)) ∈ R. 

ẋ(t) = X(x(t), u(t)) = Xu(x(t)),

y(t) = h(x(t)),

x(t) ∈M,u(t) ∈ U ⊂ Rm, y(t) ∈ R
(1.5)

A�n de dériver une condition d'observabilité pour (1.5), nous devons rappeler qu'un sys-
tème lisse (C∞) X dé�ni sur M opère sur C∞(M), l'ensemble des fonctions C∞, Φ :
M −→ R, par di�érenciation de Lie de la manière suivante :

C∞(M) −→ C∞(M)

Φ 7−→ X · Φ
, (1.6)

avec

X · Φ(x) = d

dt
(Φ(Xt(x)))

∣∣∣∣
t=0

.
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Dans le système de coordonnées (x1, ..., xn) , notons ⟨., .⟩ un produit scalaire et ∇Φ le
gradient de Φ dans ces coordonnées. Si

X(x) =

(
n∑

i=1

∂Xi

∂xi

)
(x) =


X1(x1, · · · , xn)
X2(x1, · · · , xn)

...
Xn(x1, · · · , xn)

 ,

Alors

X · Φ(x) = ⟨∇Φ(x), X(x)⟩ =
n∑

i=1

Xi(x)
∂Φ

∂xi
(x).

La fonction X ·Φ est appelée dérivée de Lie de Φ le long du champ de vecteurs X. Elle est
également notée LXΦ. Pour un entier positif donné k > 0, la dérivée de Lie d'ordre k de Φ
le long de X est dé�nie par induction comme suit

Xk · Φ = X · (Xk−1 · Φ).

Exemple 1.3.1. ẋ = X(x) = Ax, y = h(x) = Cx. Ici, on a

Xt(x0) = etAx0.

D'où X.h(x0) = d
dt

(
CetAx0

)∣∣
t=0

= CAx0 et il est facile de voir que

Xk.h(x0) = CAkx0.

L'espace d'observation de (1.5) O est l'espace linéaire (sur R) des fonctions sur M
contenant la fonction d'observation h et qui est fermé à la di�érenciation de Lie par tous
les éléments de X = {Xu, u ∈ U}. (X est simplement l'ensemble des champs de vecteurs
correspondant aux contrôles constants). On peut prouver que O peut être dé�ni comme
l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de toutes dérivées de Lie répétées des fonc-
tions de la forme

Xuk · · ·Xu2Xu1 .h,

c'est-à-dire :

O = spanR

{
(Xul)kl · · · (Xu2)k2 (Xu1)k1 · h : l ≥ 0, u1, ..., ul ∈ U, ki = 0, 1, 2, ...

}
.

Pour les systèmes analytiques, l'observabilité est équivalente au fait que l'espace d'obser-
vabilité O sépare les points de M.

Remarque 1.3.3. L'espace d'observation O contient la fonction de sortie et toutes les
dérivées de la fonction de sortie le long des trajectoires du système. En particulier, pour
un système sans entrée :

ẋ(t) = X(x(t)), y(t) = h(x(t)),
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O est construit en prenant y = h(x) avec toutes les dérivées temporelles répétées ẏ =
X.h(x), ÿ = X2.h(x)etc. Pour le système linéaire (1.3), l'espace d'observation est généré
par les fonctions :

Cx,CAx, ..., CAn−1x.

Remarque 1.3.4. Nous avons vu que l'observabilité des systèmes linéaires ne dépend
pas de l'entrée. Ceci n'est pas plus vrai pour les systèmes non linéaires comme le montre
l'exemple suivant : ẋ =

(
1 0
1 −1

)
x+ u

(
0 1
1 0

)
x

y = x1

. (1.7)

Ici x = (x1, x2) ∈M = R2, u ∈ U = {0, 1} . Il s'agit d'un système non linéaire très simple :
c'est un système bilinéaire. Ce système est observable, car avec l'entrée u(t) ≡ 1, on obtient

un système linéaire observable ẋ = Ax, y = Cx, avec A =

(
1 1
2 −1

)
et C =

(
1 0

)
.

Il est facile de voir que la condition de rang de Kalman pour l'observabilité est satisfaite.
On peut également remarquer qu'il est possible de reconstruire l'état (x1(t), x2(t)) à partir
de y(t) = x1(t) et ẏ(t) = x1(t) + x2(t). Par conséquent, l'entrée u(t) ≡ 1 distingue chaque
paire d'états initiaux distincts x0 et x̃0, ce qui prouve que le système (1.5) est observable.
Cependant, ce système n'est pas uniformément observable à l'entrée car l'entrée u(t) ≡ 0
ne distingue pas les états x0 et x̃0 satisfaisant : x01 = x̃01 et x

0
2 ̸= x̃02 [31].

Il faut noter que dans le domaine des systèmes non linéaires, il existe diverses approches
pour dé�nir le concept d'observabilité. Une dé�nition largement adoptée, en relation avec
le concept d'indistinguabilité des états, a été établie dans le travail de référence [61]. Par
ailleurs, des résultats signi�catifs ont été obtenus dans le contexte de systèmes a�nes
en commande, comme le démontre la recherche de [53]. Si vous désirez approfondir vos
connaissances sur les di�érentes dé�nitions de l'observabilité dans les systèmes non linéaires,
plusieurs références bibliographiques sont disponibles notamment [61], [1], et [29].

1.3.2 Notion d'observateur

De manière générale voici le schéma explicitant la construction d'un observateur :

Avec X désignant l'état (non mesuré) du système, U l'entrée, Y la sortie et X̂ représentant
l'estimation de l'état faite par l'observateur.

a) Observateur des systèmes linéaires

Initialement les systèmes abordés ont été les systèmes linéaires, dont les observateurs de

Kalman et Luenberger ont donné de bons résultats. Luenberger a proposé une méthode de
synthèse d'observateur pour les systèmes linéaires déterministes [42] tandis que kalman a
mise au point une méthode de synthèse d'observateur pour les systèmes linéaires stochas-
tiques [33]. Dans les caractéristiques communes à ces approches, nous pouvons remarquer
que ces algorithmes sont récursifs (à chaque nouvelle mesure, ils calculent la nouvelle valeur
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Figure 1.1 � Ensemble système-observateur

des variables d'état en fonction de l'estimation précédente), que la stabilité et la conver-
gence sont garanties (il y a normalement un rapprochement de la valeur exacte à chaque
pas de calcul) [58]

Dans la suite de cette partie, on considère le système linéaire dé�ni par :{
ẋ = Ax(t) +Bu(t) + Lw(t),

y = Cx(t) + v(t)
(1.8)

où : x ∈ Rn représente le vecteur d'état.
u ∈ Rm est le vecteur d'entrée.
y ∈ Rq le vecteur de sortie.
Les matrices A, B et C ont des dimensions appropriées.
w(t) ∈ Rr et v(t) ∈ Rp sont deux bruits blancs gaussiens d'espérance nulle, de covariances
respectives Q et R . Ces bruits sont supposés non corrélés.
Les conditions initiales sont dé�nies par x(0) = x0.

a.1) Observateur de Luenberger

La théorie de l'observation de Luenberger repose essentiellement sur des techniques de
placement de pôles [31]. On se place dans le cas déterministe, où les bruits w et v sont
nuls, Luenberger propose l'observateur suivant pour le système (1.8) :{

˙̂x = Ax̂(t) +Bu(t) +K (y(t)− ŷ(t)) ,

ŷ(t) = Cx̂(t).
(1.9)

La dynamique de l'erreur d'estimation e (t) = x(t)− x̂(t) a pour expression :

ė (t) = (A−KC)e(t)

En utilisant une technique de placement de pôles, il su�t alors de choisir le gain K de
l'observateur de telle sorte que les valeurs propres de la matrice A − KC soient dans le
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Figure 1.2 � Schéma structural de l'observateur de Luenberger

demi plan complexe gauche.
Pour ce type d'observateur, une grande liberté est laissée au choix des valeurs propres,
mais en pratique on choisit une dynamique d'erreur plus rapide que celle du processus. Le
système (1.8) est supposé observable, donc la paire (A,C) est observable et cela équivaut à
dire que la paire (AT , CT ) (T= transposée) est contrôlable. Pour une paire de matrices
contrôlables, nous pouvons appliquer la technique de déplacement des pôles qui dit que
pour tout polynôme réel d'ordre n p (λ) = λn + an−1λ

n−1 + · · · + a0, il existe une matrice
réelle F telle que la matrice

(
AT + CTF

)
a p(λ) comme polynôme caractéristique. En

d'autres termes, pour tout ensemble S = {α1, . . . , αn} de n nombres complexes satisfaisant
z ∈ S ⇒ z̄ ∈ S, il est possible de trouver une matrice F telle que le spectre de AT + CTF
soit σ(AT + CTF ) = S.
Comme le spectre d'une matrice réelle M et celui de sa transposée MT sont égaux, on a

σ
(
AT + CTF

)
= σ

((
AT + CTF

)T)
= σ

(
A+ F TC

)
.

En particulier, il existe une matrice F telle que toutes les valeurs propres de (A + F TC)
soient avec une partie réelle négative. Par conséquent, si nous prenons K = −F T alors
l'erreur d'estimation satisfait

∥e(t)∥ ≤ ce−αt ou c > 0, α > 0, et α = max
λ∈σ(A−KC)

| Re(λ) | .

Il s'ensuit que l'observateur de Luenberger (1.8) est un observateur exponentiel pour le
système (1.7). De plus, le taux de convergence peut être choisi arbitrairement.

Exemple 1.3.2. Considérons un système de type Leslie pour la dynamique d'une popula-
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tion structurée en trois étapesẋ1(t)ẋ2(t)
ẋ3(t)

 =

−α1 0 µ3

β1 −α2 0
0 β2 −α3


︸ ︷︷ ︸

A

x1(t)x2(t)
x3(t)



Les entrées de la matrice A de Leslie sont supposées être indépendantes de l'environnement
et nous supposons que nous n'observons que la dernière étape, c'est-à-dire que la sortie du
système est y(t) = x3(t). Ici, C =

(
0 0 1

)
. Le transfert de l'étape i − 1 vers l'étape i

étant positif, c'est-à-dire β1 > 0 et β2 > 0, la condition de rang d'observabilité de Kalman
est remplie. Par conséquent, le système suivant est un observateur exponentiel (ou capteur
logiciel) pour le système de Leslie ci-dessus :ẋ1(t)ẋ2(t)

ẋ3(t)

 =

−α1 0 µ3

β1 −α2 0
0 β2 −α3

x1(t)x2(t)
x3(t)

+ (y(t)− x̂3(t))

k1k2
k3

 .

La matrice de gain K =
(
k1 k2 k3

)T
, peut être sélectionnée a�n de forcer les valeurs

propres de A−KC à prendre les valeurs souhaitées. Par exemple, si l'on veut que σ(A−
KC) = {−3,−2,−1} , alors les coe�cients de la matrice K sont

k1 = −−6 + 11α1 − 6α2
1 + α3

1 − β1β2µ3

β1β2
,

k2 = −−11 + 6α1 − α2
1 + 6α2 − α1α2 − α2

2

β2
,

k3 = 6− α1 − α2 − µ3.

(1.10)

L'erreur d'estimation correspondante satisfait pour toutes les conditions initiales x(0) et x̂(0)
(rappelons que x(0) est inconnu mais x̂(0) peut être choisi par l'utilisateur) et pour tout
temps positif t

∥e(t)∥ ≤ c∥x(0)− x̂(0)∥e−3t.

Il faut noter qu'en présence des bruits w et v, la dynamique de l'erreur est :

ė = (A−KC)e(t) + Lw(t)−Kv(t).

Cette erreur est donc sensible aux bruits par l'intermédiaire des deux fonctions de transfert

(sI − A+KC)−1 L

et
(sI + A−KC)−1K.

L'étude du gain fréquentiel permet de quanti�er l'in�uence des bruits sur l'erreur d'obser-
vation.
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a.2) Filtre de Kalman

La théorie de l'observation de Kalman nécessite la résolution d'une équation de Riccati
[10]. Kalman utilise les propriétés statistiques des bruits w et v et propose la structure
d'observateur suivante :

˙̂x = Ax̂(t) +Bu(t) +K (y(t)− Cx̂(t)) . (1.11)

En minimisant la matrice de covariance de l'erreur d'estimation P = E
[
e(t)e(t)T

]
, on

obtient l'expression du gain de l'observateur :

K = PCTR−1.

P est solution de l'équation de Riccati :

AP + PAPCTR−1CP + LQLT = 0. (1.12)

Sous certaines conditions, on peut montrer que la matrice P tend vers une limite et que
le �ltre est stable, ce qui permet éventuellement de conserver pour K sa valeur en régime
permanent.
Dans le cas des systèmes linéaires variant avec le temps (systèmes non autonomes ), le
placement de pôle ne servirait pas, car la matrice varie dans le temps. Une solution au pro-
blème d'observabilité pour de tels systèmes linéaires variant avec le temps est donnée par
l'observateur de type Kalman étendu. Cette approche consiste en une extension du �ltre
de Kalman pour les systèmes dynamiques déterministes. Considérons le système linéaire
non autonome suivant : {

ẋ = A(t)x+Bu(t),

y = C(t)x
(1.13)

où A(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, x ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et y ∈ Rp.

Théorème 1.3.5. Si le système (1.13) est complètement uniformément observable et si les
matrices A(t) et B(t) sont bornées, alors le système :{

˙̂x = A(t)x̂+B(t)u(t) + PCT (t)R(t)−1(y − C(t)x̂),

Ṗ (t) = A(t)P + PAT (t)− PCT (t)R(t)−1C(t)P +Q(t),
(1.14)

est un observateur exponentiel global pour le système (1.13), avec P (t0) = P0 une matrice
semi-dé�nie positive. Les matrices R(t) et Q(t) sont des matrices respectivement dé�nies
et semi-dé�nies positives et sont choisies de façon appropriée [26].

Cependant, les bons résultats obtenus sur les systèmes linéaires ne modélisent qu'une partie
très limitée des systèmes existants du milieu pratique industriel. De ce fait, des extensions

à des domaines non-linéaires ont été nécessaires, et les travaux de recherche se sont focalisés

sur cet aspect.
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b) Observateur des systèmes non linéaires

Le fait que beaucoup de systèmes industriels soient non linéaires ou non stationnaires a
poussé les chercheurs à orienter leurs recherches vers les observateurs non linéaires. En e�et,
leur travail est présenté sous forme d'algorithmes qui sont généralement classés en quatre
catégories. La première se base sur le �ltre de Kalman étendu qui a connu un grand succès
qui s'explique par sa simplicité d'implémentation sans tenir compte de la complexité des
systèmes non linéaires. L'inconvénient majeur de ce type d'observateur est la di�culté de
résoudre l'équation dynamique de Ricatti dont il fait appel, ce qui explique sa stabilité non
prouvée ; d'où sa convergence n'est pas prouvée [50] ce qui rend cette méthode inexploi-
table. La deuxième approche consiste à linéariser la dynamique des erreurs a�n de mettre
ce système sous une forme où les non linéarités dépendent uniquement des entrées et des
sorties mesurables [9, 25, 30, 34, 40, 39, 49, 54, 59, 60]. Cependant, la nécessité de réaliser
des transformations d'état complexe limite l'application de cette approche à une classe
restreinte de systèmes non linéaires. La troisième approche se base sur l'exploitation des
techniques des Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) en combinaison avec les équations
de Luapynov ou de Ricatti [12, 55]. Plus précisément, le gain de l'observateur est obtenu
en résolvant un problème des inégalités matricielles et par suite l'observateur existe si ce
système des LMI(s) admet une solution [17, 51]. Comme il est mentionné dans [3], la fai-
sabilité d'un tel problème des LMI(s) est considérée généralement non connue a priori. La
quatrième approche est basée sur la conception des observateurs pour une classe canonique
observable des systèmes non linéaires. Les premières contributions ont été simultanément
dévoilées dans deux publications, à savoir [13] et [21]. Dans [21], les auteurs ont établi
une condition nécessaire et su�sante permettant de dé�nir la classe des systèmes a�nes
non linéaires à entrée unique et à sortie unique tout en restant observables pour toutes les
entrées possibles. Ils ont démontré que cette catégorie de systèmes peut être transformée
de manière di�éomorphe en une forme canonique, qui se compose d'une dynamique linéaire
�xe associée à une dynamique non linéaire de forme triangulaire. En exploitant cette struc-
ture, les auteurs ont élaboré un observateur à grand gain, synthétisé sous l'hypothèse de
Lipschitz sur la dynamique non linéaire. Le gain de cet observateur a été déterminé en
résolvant explicitement une équation algébrique de Lyapunov. D'autres approches, qui ne
se rangent pas dans ces quatre catégories, sont également répertoriées dans les travaux de
Fliess et Jaulin [20], tels que mentionnés dans la littérature [47].Ainsi, pour mieux com-
prendre, nous allons essayer d'expliquer en détails les trois exemples d'approches.

b.1) Filtre de Kalman étendu (EKF)
Le �ltre de Kalman étendu, voir dans [45], est l'une des techniques d'estimations les plus
populaires et les plus largement étudiées dans le domaine d'estimation d'état des systèmes
dynamiques non linéaires. Ce �ltre étendu consiste à utiliser les équations du �ltre de Kal-
man standard aux modèles non linéaires linéarisés par la formule de Taylor au premier
ordre.
Ce �ltre étendu a été appliqué avec succès sur di�érents types de procédés non linéaires.
Malheureusement, les preuves de stabilité et de convergence établies dans le cas des sys-
tèmes linéaires, ne peuvent pas être étendues de manière générale au cas des systèmes non
linéaires. En e�et, le �ltre de Kalman étendu (EKF) est une extension directe du �ltre de
Kalman standard en remplaçant les matrices d'état et de sortie A, C du système (1.13)
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par les jacobiens des non-linéarités du système en question.
Considérons le système non linéaire suivant : [26]{

ẋ = f(x, u) + v(t),

y = h(x, u) + w(t).
(1.15)

L' EKF s'exprime de la manière suivante :{
˙̂x = f(x̂, u) + PH(x̂, u)R−1(y − h(x̂, u)),

Ṗ = F (x̂, u)P + PF (x̂, u)T +Q− PH(x̂, u)TR−1H(x̂, u)P,
(1.16)

où

F (x̂, u) =
∂f

∂x
(x̂, u);

H(x̂, u) =
∂h

∂x
(x̂, u).

b.2) Méthode de transformation non linéaire
Cette technique consiste à transformer, à l'aide d'un changement de coordonnées, un sys-
tème non linéaire en un système linéaire modulo une injection de sortie. Une fois qu'un tel
changement de coordonnées est obtenu, l'utilisation d'un observateur de type Luenberger
( par l'injection de sortie ) su�ra pour estimer l'état du système transformé, et donc l'état
du système non linéaire original en utilisant le changement de coordonnées inverse.
L'un des premiers travaux réalisés dans ce domaine est proposé dans [39], où le système
autonome de la forme :

ẋ = f(x),

y = h(x),
(1.17)

est transformé par un changement de coordonnées non linéaires z = Φ(x), en un système
linéaire sous la forme canonique observable suivant :

ż = Acz + λ(y),

y = Ccz,
(1.18)

où Ac et Cc sont sous la forme duale de Brunovsky, c'est-à-dire :

Ac =

[
0n−1 In−1

0 0Tn−1

]
, C =

[
1 0Tn−1

]
.

L'observateur de Luenberger correspondant à (1.18) est donné par :

˙̂z = Acẑ + λ(y) +K(y − Ccẑ), (1.19)

dont la dynamique de l'erreur ε = z − ẑ est linéaire et s'écrit :

ε̇ = (Ac −KCc) ε.

Le calcul du gain K se fait par un placement de pôles [61].
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b.3) Gain élevé
L'observateur à gain élevé a été introduit pour la première fois dans les années 1970 comme
une technique novatrice de conception de systèmes de contrôle. Il se caractérise par l'uti-
lisation de gains signi�cativement élevés dans la rétroaction, permettant une estimation
rapide et précise des états internes d'un système dynamique.
Considérons le système {

ẋ = f(x) + ug(x),

y = h(x), x ∈ Rn y ∈ R
(1.20)

Dans la pratique, on considère un espace physique Ω ∈ Rn dans lequel, le problème d'ob-
servation est posé ; généralement Ω est un compact positivement invariant de Rn

Considérons ensuite la fonction ϕ (assez régulière) dé�nie par

ϕ : Rn → ϕ(Rn)

ζ 7→


h (ζ)
Lfh (ζ)

...
Ln−1
f h (ζ)

 .
.

Soit l'hypothèse suivant :

Hypothèse 1. La fonction ϕ est un di�éomorphisme de Ω dans ϕ(Ω)

Supposons que le système (1.20) soit uniformément observable Puisque ϕ est un di�éomor-
phisme, le système (1.20) peut s'écrire dans Ω sous la forme suivante :

ż =


z2
z3
...

φ (z)

 +


g1(z1)

g2(z1, z2)
...

g(z)

u

= F (z) +G(z)u

y = z1 = Cz avec C = (1, 0, · · · , 0)

, (1.21)

où

F (z) = Az +


0
0
...

φ (z)

 , G(z) =


g1(z1)

g2(z1, z2)
...

g(z)

 ;

avec A la matrice anti-decalage



Observateurs des systèmes dynamiques continus 21


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · ... 0 1
0 · · · · · · 0 0

 .

Hypothèse 2. Les gi sont des fonctions C∞, globalement Lipschitziennes et dé�nies par :

gi : Ri → R
z1
z2
...
zi

 7→ gi(z1, z2, · · · , zi).

Hypothèse 3. La fonction φ peut être prolongée de Ω à Rn en une fonction C∞ et globa-
lement Lipschitzienne sur Rn.

Ainsi nous avons le théorème suivant :

Théorème 1.3.6. Supposons que le système (1.21) soit uniformément observable et satis-
fait aux hypothèses (2) et (3), alors [26] :

˙̂z = F (ẑ) +G(ẑ)− S−1
θ CT (C(ẑ)− y), (1.22)

est un observateur pour le système (1.21) autrement dit pour θ trop grand on a

∥ẑ(t)− z(t)∥ ≤ Kθexp

(
−θt
3

)
∥ẑ0 − z0∥

avec ∥.∥ une norme sur Rn et la matrice Sθ(t) est obtenue à partir de la résolution de
l'équation Ṡθ(t) = 0 avec

Ṡθ(t) = −θSθ(t)θ − ATSθ(t)− θSθ(t)A+ CTC,

ses composantes sont données par :

Sθ(i,j) =
1

θi+j−1
S1(i,j) avec S1(i,j) =

(−1)i+j(i+ j − 2)!

(i− 1)!(j − 1)!
.

Preuve : preuve du théorème (1.3.6) voir [26] [page 16-17].
2

Considérons le système non linéaire suivant :

Σ

{
dx/dt = f(x) + g(x)u, x ∈ Rn, u ∈ Rm

y = h(x), y ∈ R.
(1.23)

Désignons par Lfh la dérivée de Lie de h le long de f.
Soient les hypothèses suivantes :
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Hypothèse 4. Σ est fortement observable pour toute entrée comme dé�ni dans [23] et
[21].

Hypothèse 5.
Φ(x) =

(
h(x), Lfh(x), · · · , Ln−1

f h(x)
)
,

est un di�éomorphisme et Φ, Φ−1 sont globalement Lipschitz.

Cette dernière hypothèse signi�e qu'on peut reconstruire formellement l'état du système
de dérive sur la base des ”n − 1” dérivées de la sortie en e�ectuant le changement de
coordonnées non linéaire Φ, Σ peut être réécrit, selon [23] et [21] , comme :

Σ′

{
dx/dt = A(x) + a(x) + b(x)u

y = x1 = Cx
, (1.24)

où Ai,j = δi,j+1 est une matrice n×n et a, b ont la structure triangulaire inférieure suivante,
caractérisant l'observabilité pour toute entrée.

a(x) = (a1(x1), a2(x1, x2), · · · , an(x1, · · · , xn)) ,′

et
b(x) = (b1(x1), b2(x1, x2), · · · , bn(x1, · · · , xn)) ,′

supposons également

Hypothèse 6. a et b sont globalement Lipschitz.

Hypothèse 7. u ∈ U, un ensemble compact.

Théorème 1.3.7. Sous la base des hypothèses ci-dessus, le système (1.25) suivant est un
observateur exponentiel pour Σ.{

dx̂/dt = Ax̂+ a(x̂) + b(x̂)u−
(
θk1, θ

2k2, · · · , θnkn
)′
(Cx̂− y) ,

avec K = (k1, k2, · · · , kn)′ choisit tel que A−KC soit stable,
(1.25)

est un observateur exponentiel

Preuve La preuve est une extension de [21]. Précisément, en dénotant ε pour l'erreur
d'estimation x̂− x on a ∃ Γ ≥ 0 de sorte que :
∀ t ≥ T,∀ i ∈ 1, 2, · · · , n,

| εi(t) |≤ Bθi−1e−(λθ−2BP (1/θ))(t−T )/2L (1/θ)1/2

Où P et L sont polynomiaux et B, λ des constantes avec λ > 0 et εi l'erreur
P dépend des bornes sur le vecteur d'entrée u et les champs vectoriels f, g et h, L dé-
pend de l'erreur initial et B ne dépend que de la dimension du problème. Puisque pour θ
su�samment grand, θ est plus grand que 2BP (1/θ), on observe clairement la convergence
exponentielle de l'observateur. 2
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Remarquons que dans les systèmes de coordonnés originaux, cet observateur se réécrit :

dx̂/dt = f(x̂) = g(x̂)u− ϕ∗−1(x̂)(θk1, θ
2k2, · · · , θnkn)

′
(Cx̂− y),

où ϕ∗(x) est la matrice jacobienne de ϕ.
Toute intégration numérique de cet observateur nécessite l'inversion de la matrice jacobien
du changement non linéaire de coordonnées de ϕ.
À partir des expressions ci-dessus, on voit clairement le compromis lors du choix de θ. Un
grand θ assure la convergence rapide.
Considérons Q une matrice n× n symétrique dé�nit positive et r > 0.
Notons :

Qθ = θ2∆−1Q∆−1

avec
∆ = diag (1, 1/θ, · · · , 1/θn) , a∗ = da/dt et b∗ = db/dt

.
Considérons le �ltre de Kalman étendu suivant :{

dx̂/dt = Ax̂+ a(x̂) + b(x̂)u− S−1CT r−1(Cx̂− y),

dS/dt = −SQθS − (A+ a∗(x̂) + b∗(x̂)u)′S − S(A+ a∗(x̂) + b∗(x̂)u) + CT r−1C.
(1.26)

Théorème 1.3.8. pour θ su�samment grand, le �ltre de kalman étendu (1.26) est un
observateur exponentiel pour l'état de Σ

Preuve la preuve utilise la fonction de Liapunov ε′Sε :
Γ = a(x̂) + b(x̂)u− a(x)− b(x)u− (a∗(x̂) + b∗(x̂)u) ε,

δ(t, θ) = (1/θ)∆(a∗(x̂) + b∗(x̂)u)∆−1,
z = ∆ε et S̃ = θ∆−1S∆−1

On a
d
(
z′S̃z

)
/dt = −θz′S̃QS̃z + 2z′S̃∆Γz − θ(Cz)2/r, (a)

dS̃/dt = θ
(
−S̃QS̃ − (A+ δ(t, θ))

)′
S̃ − S̃ (A+ δ(t, θ)) + C ′r−1C (b)

De plus, par la faible structure triangulaire de a et b et leur propriété de Lipschitz globale,
nous avons :

| z′S̃∆Γ | ≤ B(S̃)P (1/θ) z′S̃z, (1.27)

où P est un polynôme et B(S̃) le nombre conditionnel de S̃, c'est-à-dire la racine carrée
du rapport entre les valeurs propres extrêmes de S.
Ainsi,

d
(
z′S̃z

)
/dt = −θz′S̃QS̃z + 2B(S̃)P (1/θ) z′S̃z (1.28)

Maintenant, nous trouvons une borne supérieure pour B(S̃).
En posant S̄(t) = S̃(t/θ), on a

dS̄/dt = −S̄QS̄ − (A+ δ(t/θ, θ)) + C ′r−1C
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Ainsi, selon les résultats classiques sur la bornitude des solutions de l'équation de Riccati,
∃ θ0 > 0,∃ I > 0,∃ α > 0,∃ β > 0 tel que :

∀ θ ≥ θ0,∀ t ≥ I, αI ≤ S̄(t) ≤ βI

Ainsi, en notant B pour (β/α)1/2 on a

∀ θ ≥ θ0, ∀ t ≥ T,B
(
S̄(t)

)
≤ B

De plus, il existe λ > 0 indépendant de θ tel que λ S̄ ≤ S̃QS̄.
Ainsi ∀ t ≥ T , (

z′S̄z
)
(t) ≤ e−(λθ−2BP (1/θ))(t−T )

(
z′S̃z

)
(T )

par conséquent,
∀ t ≥ Γ∥z(t)∥ ≤ Be−(λθ−2BP (1/θ))(t−I)/2∥z(τ)∥

En�n ∀ t ≥ T, ∀ i ∈ {1, . . . , n},

| εi(t) |≤ Bθi−1e−(λθ−2BP (1/θ))(t−I)/2L (1/θ)1/2

où
L (1/θ) = ϵ′(T )∆2ϵ(Γ)

2

1.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons récapitulé divers résultats portant sur la stabilité des points
d'équilibre ainsi que sur la conception d'observateurs pour les systèmes continus, tels qu'ils
sont évoqués dans la littérature spécialisée. Dans le cadre de notre recherche, nous ferons
recours à plusieurs de ces éléments relatifs à la stabilité et à la création d'observateurs, tels
qu'exposés au sein de ce chapitre.



Chapitre Deux

SYNTHÈSE D'OBSERVATEURS DE
MODÈLES BIOLOGIQUES

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons construire un observateur et tester la convergence en
faisant des simulations pour le système non linéaire qui modélise l'évolution dynamique
d'une récolte de population de poissons [27] et le modèle Droop qui décrit la croissance
de cellules phytoplanctoniques soumises à des limitations en nutriments dans un réacteur
continu (chemostat) [8].

2.2 Synthèse d'observateur pour un modèle de pêche

Considérons le système suivant :
Ẋ0(t) = −α0X0(t) +

2∑
i=1

filiXi(t)−
2∑

i=1

piXi(t)X0(t)− p0X
2
0 (t),

Ẋ1(t) = αX0(t)− (α1 + q1E)X1(t),

Ẋ2(t) = αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t),

(2.1)

où :
Xi :le nombre de poissons à l'étape i. ;
α : coe�cient de vieillissement linéaire (en t−1 ) ;
αi = mi + α (en t−1) ;
mi : taux de mortalité naturelle (en t−1 ) ;
p0 : paramètre de compétition juvénile (en t−1.nombre−1 ) ;
fi : taux de fécondité de la classe (sans dimension) ;
li : e�cacité de la reproduction de la classe i (en temps−1 ) ;
pi : taux de prédation de la classe i sur la classe 0 (temps−1. num−1) ;
qi : coe�cient de capturabilité de la classe i (en unité d'e�ort−1) ;
E : e�ort de pêche instantané (en unité d'e�ort ×temps−1 ).
La pêche d'une population de poissons peut être comparée à tous les moyens qu'un pêcheur
met en ÷uvre. On peut voir l'e�ort de pêche comme la somme de la puissance de chaque
engin de pêche, multipliée par le temps passé ou le nombre d'opérations réalisées, pour
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toutes les unités. Au système (2.1) correspond la sortie

Y (t) = q2EX2(t)

où Y (t) exprime la prise totale que nous considérons comme pouvant être évaluée. Cette
interprétation implique que seule la dernière espèce est présumée être sujette à la pêche,
conduisant ainsi à q1 = 0. On obtient alors :

Ẋ0(t) = −α0X0(t) +
2∑

i=1

filiXi(t)−
2∑

i=1

piXi(t)X0(t)− p0X
2
0 (t)

Ẋ1(t) = αX0(t)− α1X1(t)

Ẋ2(t) = αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)

Y (t) = q2EX2(t)

. (2.2)

2.2.1 Observabilité du modèle de pêche

Soit Y (t) = h(X(t)) = q2EX2(t) et la fonction Φ : R3 → R3 , dé�nie par :

Φ(x) =


h(X)

Lfh(X)

L2
fh(X)

 , Z =


Z1

Z2

Z3


et

f(x) =


−α0X0(t) +

2∑
i=1

filiXi(t)−
2∑

i=1

piXi(t)X0(t)− p0X
2
0 (t)

αX0(t)− α1X1(t)

αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)


=


f1

f2

f3

 ,

où L représente l'opérateur de dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs f , et h est
la fonction de sortie. L'observabilité du système (2.2) peut être prouvée en montrant que
le jacobien de Φ(x) est inversible autrement dit que

det

(
dΦ

dx

)
̸= 0.

En e�et,
h(X(t)) = q2EX2(t),

Lfh(X) = [f, h] = ∇h.f ;

où ”[, ]” désigne le crochet de Lie et
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∇h =


0

0

q2E


est le gradient de h donc

Lfh(X) =



0

0

q2E



t

.



−α0X0(t) +
2∑

i=1

filiXi(t)−

2∑
i=1

piXi(t)X0(t)− p0X
2
0 (t)

αX0(t)− α1X1(t)

αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)


= 0.f1 + 0.f2 + q2E.αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)

= q2E [αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)] .

Par analogie on a :
L2
fh(X) = Lf (Lfh(X)) ,

L2
fh(X) = ∇Lfh(X).f,

L2
fh(X) =



0

αq2E

−q2E(α2 + q2E)



t

.


−α0X0(t) +

2∑
i=1

filiXi(t)−
2∑

i=1

piXi(t)X0(t)− p0X
2
0 (t)

αX0(t)− α1X1(t)

αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)


,

L2
fh(X) = 0.f1︸︷︷︸

=0

+α2X0(t)q2E − q2Eαα1X1(t)

− αq2EX1(t)(α2 + q2E)− q2E(α2 + q2E)
2X2(t)

= α2q2EX0(t)− q2Eαα1X1(t)− αq2EX1(t)(α2 + q2E) + q2E(α2 + q2E)
2X2(t).
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Ainsi,

Φ(X) =


q2EX2(t)

q2E [αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)]

α2q2EX0(t)− q2Eαα1X1(t)− αq2EX1(t)(α2 + q2E) + q2E(α2 + q2E)
2X2(t)

 .

Calcul du Jacobien : dΦ
dx

= d
dX


h(X)

Lfh(X)

L2
fh(X)

 ,

avec :

h(X(t)) = q2EX2(t) ⇒ dh

dX
=
(
0 0 q2E

)
Lfh(X) = q2E [αX1(t)− (α2 + q2E)X2(t)] ⇒ dLfh

dX
=
(
0 αq2E −q2E(α2 + q2E)

)

L2
fh(X) = α2q2EX0(t)− q2Eαα1X1(t)− αq2EX1(t)(α2 + q2E) + q2E(α2 + q2E)

2X2(t)

⇒ dL2
fh

dX
=
(
α2q2E −αα1q2E − αq2E(α2 + q2E) q2E(α2 + q2E)

2
)

D'où, dΦ
dx

=


0 0 q2E

0 αq2E −q2E(α2 + q2E)

α2q2E −αα1q2E − αq2E(α2 + q2E) q2E(α2 + q2E)
2

 .

Calculons le déterminant det
(
dΦ
dx

)
en utilisant la règle de Sarrus :

det(A) =
[
0 · αq2E · q2E(α2 + q2E)

2
]︸ ︷︷ ︸

=0

+
[
0 · (−q2E(α2) + q2E) · α2q2E

]︸ ︷︷ ︸
=0

+ [q2E · 0 · (−α1q2E − q2E(α2) + q2E)]︸ ︷︷ ︸
=0

−(
[
0 · 0 · q2E(α2 + q2E)

2
]︸ ︷︷ ︸

=0

+ [0 · (−q2E(α2) + q2E)) · (−α1q2E − q2E(α2)]︸ ︷︷ ︸
=0
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+
[
q2E · αq2E · α2q2E

]︸ ︷︷ ︸
=α3q32E

3

).

Ainsi nous avons

Det

(
dΦ

dx

)
= −α3q32E

3 ̸= 0 si E ̸= 0.

Dans ce cas Φ est un di�éomorphisme et (2.1) est uniformément observable [21]. Alors dans
un nouvel espace de coordonnées R3, dé�ni par la transformation Φ(R3) notre con�guration
peut être exprimée dans la forme canonique :{

Ż = AZ + ψ(Z))

Y = CZ
; (2.3)

où : A =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , C =
(
1 , 0 , 0

)
et ψ(Z) =

 0
0

L3
f (Φ

−1(Z))

 .

Nous désignons par φ et φ1 les fonctions dé�nies par :

φ1(Z) = L3
fh(Φ

−1(Z))

= (−α0αq2E − α2q2Eα1 − α2q2E(α2 + q2E))X0

+ (αq2Ef1l1 + αα2
1q2E + αα1q2E(α2 + q2E) + αq2E(α2 + q2E)

2)X1

+ (αq2Ef2l2 − α1q2E(α2 + q2E))X2

− αq2p0EX
2
0 − αq2p1X0X1 − αq2p2X0X2.

= φ(X).

Il a été prouvé dans [57] qu'il existe un ensemble compact positivement invariant pour
le système (2.2). Cet ensemble est de la forme D = [a0, b0]× [a1, b1]× [a2, b2], où le nombre
ai peut être choisi aussi petit que nécessaire et les nombres bi sont fonction des paramètres
fi, li et pi. Plus précisément :

bi = (1 + νi) πiµ;

avec 0 = ν0 < ν1 < ν2 < 1, (2.4)

µ = min
filipi ̸=0

fili
pi
, (2.5)

où π est la projection sur le domaine D dé�nie comme suit :

π(X) = X̄,

où
X ∈ R3 et X̄ ∈ D
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tel que :
Dist(X,D) = ∥X − X̄∥,

c'est-à-dire que :
X̄ satisfait ∥X − X̄∥ = min

Y ∈D
∥Y −X∥;

Avec :

πi =
αi

i∏
j=1

(αj + qjE)

,
. (2.6)

La fonction φ est lisse sur l'ensemble compact D, d'où il est globalement Lipschitz sur D.
Il peut donc être étendu par φ̃ une fonction de Lipschitz sur R3 qui satisfait φ̃(X) = φ(X)
pour tout X ∈ D. De la même manière, nous dé�nissons ψ̃ le prolongement lipschitzien de
la fonction vectorielle ψ

ψ̃ =


0
0

φ̃1(Z)

 ;

où φ̃1 est le prolongement de φ1 dans R3 i.e

φ̃1(Z) = φ1(Z) = L3
fh
(
Φ−1(Z)

)
pour tout Z ∈ D.

Nous allons maintenant travailler avec le système suivant (2.7) dé�ni dans l'espace entier
R3 dont sa restriction au domaine D est le système (2.3) :{

Ż = AZ + ψ̃(Z)),

Y = CZ,
(2.7)

où : A =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , C =
(
1 , 0 , 0

)
et ψ̃(Z)) =

 0
0

φ̃1(Z))

 .

2.2.2 Conception d'un observateur de type Kalman

En considérant les hypothèses suivantes :
H1 : Φ est un di�éomorphisme de D◦ à Φ(D◦). (D◦ est l'intérieur de D),
H2 : φ peut être étendu de D à R3 par une fonction globalement Lipschitz sur R3, pour
θ su�samment grand, le système di�érentiel suivant (2.8) est un observateur exponentiel
pour le système (2.7) voir théorème (1.3.7), (1.3.8)

˙̂
X0 = f̃(X̂)− 1

r

[
dΦ

dX

]−1

X=X̂

× S−1Ct(h(X̂)− Y ),

Ṡ2 = −SQθS − A∗t(X̂)S − SA∗(X̂) +
1

r
CTC,

(2.8)
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avec r > 0, Qθ est dé�nie à partir de Q une matrice symétrique dé�nie positive, en prenant :

Qθ = ∆θQ∆θ (∆θ = diag(θ, θ2, θ3)).

La matrice A∗ peut être calculée analytiquement à partir du di�éomorphisme Φ :

A∗(X̂) = A+

[
dψ

dZ

]
Z=Φ(X̂)

Voir [15] pour les preuves. Pour notre système, on a :

φ̃(X) = φ (Φ(X))

donc
dφ

dX
=

(
dφ̃

dX

)(
dΦ

dX

)−1

.

Nous calculons maintenant A∗ comme suit :

A∗(X) = A+

(
dφ̃

dX

)(
dΦ

dX

)−1

,

avec dφ̃
dX

=

 0 0 0
0 0 0
β31 β32 β33

 et

β31 = −α0αq2E − α2α1q2E − α2q2E (α2 + q2E)− 2αq2p0EX0 − αq2p1EX1 − αq2p2EX2,

β32 = αq2Ef1l1+αq2E (α1 + q1E)
2+αα1q2E (α2 + q2E)+αq2E (α2 + q2E)

2−αq2p1EX0,

β33 = αq2Ef2l2 + α1q2E (α2 + q2E)− αq2p2EX0.

Finalement on a

A∗(X) =

 0 1 0
0 0 1
γ31 γ32 γ33

 ,

avec
γ31 = β31

(
α1q2E + α1α2

α2q2E

)
+ β32(

α2 + q2E
αq2E

) + β33

q2E
,

γ32 = β31

(
α1+α2+q2E

α2q2E

)
+ β32

αq2E
,

γ33 =
β31

α2q2E
.

2.2.3 Simulations numériques

Dans cette section, nous exposons certains résultats de simulation mettant en évidence l'ef-
�cacité de l'observateur développé pour le système (2.2). Nous présentons les performances
à l'aide des paramètres de pêche suivants :
α0 = 1, 3; α1 = 0, 9; α2 = 0, 85; p0 = 0, 2; p1 = 0, 1; p2 = 0, 1
q1 = 0; q2 = 0, 15; f1 = 0, 5; f2 = 0, 5; l1 = 5; l2 = 10; E = 1; α = 0, 8.
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θ = 5, X(0) = [25; 20; 15] et X̂(0) = [30; 2; 15]. La matrice symétrique Q dé�nie positive
a été choisie Q = 3.10−5I, avec I = diag(1, 1, 1) et r = 6, 84. Nous étendons le champ
de vecteurs f qui dé�nit le système (2.2) par continuité a�n de le rendre globalement lip-
schitzien sur R3 de la manière suivante : Nous notons f̃ le prolongement de f sur R3 et
la fonction π toujours la projection sur le domaine D et nous construisons f̃ = f ◦ π. La
fonction prolongée f̃ a le même coe�cient de lipschitz que f. En utilisant les mêmes valeurs
de paramètres que ci-dessus, nous observons que l'état X ne converge pas vers l'estimation
X̂(t) ;
Cela est illustré par les �gures suivantes obtenues à l'aide du logiciel python :

Figure 2.1 � Représentation de X0

et de son estimateur X̂0

(Cas où ϕ est non prolongé)

Figure 2.2 � Représentation de X1

et de son estimateur X̂1

(Cas où ϕ est non prolongé)

Figure 2.3 � Représentation de X2 et de son
estimateur X̂2

(Cas où ϕ est non prolongé)

Lors de la conception d'un observateur pour estimer l'état interne d'un système dynamique
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à partir de mesures externes, il est crucial de garantir que l'observateur converge vers l'état
réel du système malgré les perturbations et les erreurs de mesure. Ainsi, pour contourner ce
problème de non convergence, nous avons fait d'autres simulations avec les mêmes données
mais cette fois-ci en utilisant la prolongation Lipschitz de la fonction φ à l'ensemble de R3,
et nous avons obtenu les résultats suivants à l'aide du Logiciel SCILAB :

Figure 2.4 � Représentation de X0et de son estimateur X̂0(Cas où ϕ est prolongé)



Synthèse d'observateur pour un modèle de pêche 34

Figure 2.5 � Représentation de X1

et de son estimateur X̂1

(Cas où ϕ est prolongé)

Figure 2.6 � Représentation de X2 et de son estimateur X̂2

(Cas où ϕ est prolongé)
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Ainsi, nous notons bien une convergence des états estimés vers les états réels. D'où la
convergence de l'observateur vers son système.
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2.3 Conception d'observateur pour le modèle Droop

En parlant des cellules de phytoplancton dans un réacteur continu, on utilise générale-
ment le modèle Droop [8] pour décrire leur comportement. Selon ce modèle, la croissance
des cellules est in�uencée par la concentration d'un nutriment essentiel, noté S. La biomasse
résultante présente une concentration notée N, tandis que Q représente le quota cellulaire,
indiquant la quantité de nutriments assimilée par unité de biomasse. Le taux de dilution D,
correspond au �ux du milieu de renouvellement par rapport au volume du réacteur, et D
sert d'entrée pour le système. Les autres symboles utilisés sont des constantes biologiques
ou physiologiques dé�nies dans la référence [11]

Ṡ(t) = D [Si − S(t)]− ρm
S(t)N(t)

Kρ + S(t)

Ṅ(t) = µm

(
1− KQ

Q(t)

)
N(t)−DN(t)

Q̇(t) = ρm
S(t)

Kρ + S(t)
− µm (Q(t)−KQ)

. (2.9)

La biomasse N exprimée en concentration cellulaire ou en volume cellulaire total peut être
mesurée � en ligne �. Le substrat S est généralement en dessous de la limite de détection des
instruments d'analyse. Le quota de cellules Q ne peut être estimé que par échantillonnage
manuel et des mesures coûteuses.
Il faut noter que ce modèle est rangé dans une classe de systèmes nommée UMSL2H. En
e�et, nous allons donné quelques dé�nitions pour avoir une idée sur cette classe de systèmes.
Pour ce faire considérons, le système di�érentiel (Σ ) dé�ni sur un domaine Ω ⊂ Rn

(Σ)


ẋ(t) = F (x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))

x(0) = x0, u ∈ U

; (2.10)

où F est une fonction lisse Rn × Rm −→ Rn et h la fonction d'observation est également
supposée lisse Rn −→ Rp.

Dé�nition 2.3.1. (Système de Hessenberg inférieur) :
Nous disons que (Σ) est un système de Hessenberg inférieur (LH) si pour tout (x, u) ∈ Ω×U,
et pour tout indice(i, j) tel que j > (i+ 1) nous avons :

∂Fi

∂xj
(x, u) = 0.

Dé�nition 2.3.2. (Système de Hessenberg inférieur strictement lié) :
Un système (Σ) est un système de Hessenberg inférieur strictement lié (SL2H) s'il est LH
et si pour tout (x, u) ∈ Ω× U et pour tout indice i

∂Fi

∂xi+1

(x, u) ̸= 0.
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Dé�nition 2.3.3. (Système UMSL2H ) :
Un système SL2H (Σ) est appelé Upper Measured (UMSL2H) si pour tout x ∈ Ω on a
h(x) = h(x1) avec (dh/dx1)(x1) ̸= 0.

a) Simpli�cations et recherche du domaine d'étude pertinent
a.1) Changement de variable.
Nous adaptons la variable classique du modèle Droop avec les changements suivants :
•x1 = (ρmN/Si) ; x2 = (Q/KQ) ; x3 = (S/Si) ;
•a1 = (Kρ/Si) ; a2 = µm ; a3 = (ρm/KQ).
Nous notons D = D0 + u et le système devient alors :

(
Σ

′

D

){ẋ = f(x) + ug(x)

y = h(x1)
, (2.11)

avec

f(x) =

a2
(
1− 1

x2

)
x1 −D0x1

a3
x3

a1+x3
− a2 (x2 − 1)

D0 (1− x3)− x1x3

a1+x3

 , g(x) =

 −x1
0

1− x3

 et h(x1) = x1.

Proposition 1 Pour un taux de dilution constant D véri�é

0 < D <
a2a3

a2 + a3 + a1a2
(2.12)

le modèle possède un équilibre unique, globalement stable dans

Ω = {(x1, x2, x3) : 0 < x1, 1 ≤ x2, 0 ≤ x3}

Preuve : Voir [41] et [7] pour trouver une justi�cation de cette proposition.

a.2) Domaine d'étude compact positivement invariant .

Nous choisissons un petit α(0 < α < 1) et un très petit ϵ(0 < ϵ < 1 − α) tel que le
contrôle u satisfasse pour tout temps positif

umin ≤ u(t) ≤ umax

Avec
umin > −D0

umax = min

(
a2a3

a2 + a3 + a1a2 + ϵ
,
a2a3
a2 + a3

1− α− ϵ

a1 + 1− α− ϵ

)
−D0

(2.13)

Nous choisissons également une valeurλ > 1 qui permettra d'ajuster la limite supérieure
des conditions initiales pour x1 et x3
Proposition 2 Pour les entrées mesurables u(.) véri�ant umin ≤ u(t) ≤ umax , si nous
choisissons x(0) tel que

x(0) ∈ K0 =

{
(x1, x2, x3) : ϵa3α

−(D0+umax/D0+umin) ≤ x1 ≤ λ
a2a3
a2 + a3

, 1 ≤ x2 ≤ 1 +
a3
a2
, 0 ≤ x3 ≤ λ

}
,
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alors ∀ t > 0 nous avons

x (t, x(0)) ∈ K =

{
(x1, x2, x3) : ϵ

a2a3
a2 + a3

≤ x1 ≤ 2λa3, 1 ≤ x2 ≤ 1 +
a3
a2
, 0 ≤ x3 ≤ 2λ

}
.

Pour la preuve de cette proposition voir [8].

2.3.1 Observabilité du modèle Droop

Puisque le système (2.11) est un (UMSL2H) donc il est observable d'après le théorème
suivant :

Théorème 2.3.1. Les systèmes UMSL2H sont uniformément observables en entrée.

c'est une conséquence du théorème 3.2 dans [22] ; donc nous pouvons facilement construire
un observateur pour ce modèle.

2.3.2 Conception d'observateur à gain élevé

Pour θ su�samment grand, le système di�érentiel (2.14) est un observateur exponentiel
pour (2.11) ( se référer aux théorèmes (1.3.7), (1.3.8) )

: ˙̂x = f(x̂, u) + ug(x̂)−
[
∂Φ

∂x

]−1

x=x̂

S−1t
θ C(h(x̂)− y), (2.14)

avec Sθ, la solution de l'équation θSθ +
t ASθ + SθA =t CC où

A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , C = [1, 0, 0]

et d'après le théorème (1.3.6),

S(θ) =


θ−1 −θ−2 θ−3

−θ−2 2θ−3 −3θ−4

θ−3 −3θ−4 6θ−5

 ,
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On a :

Φ : x −→



x1

a2

(
1− 1

x2

)
x1 −D0x1.

x1

(
(D0 − a2)

2 +
2a2D0−3a22

x2
+

2a22
x2
2
+ a2a3x3

(a1+x3)x2
2

)

 ,

dΦ

dx
=


1 0 0

a2

(
1− 1

x2

)
−D0

a2x1

x2
2

0

α31 α32
a1a2a3x1

x2
2(a1+x3)

2

 ;

avec α31 = (D0 − a2)
2 +

2a2D0 − 3a22
x2

+
2a22
x22

+
a2a3
x22

x3
a1 + x3

et α32 = −x1
(
2a2D0 − 3a22

x22
+

4a22
x32

+
2a2a3x3

(a1 + x3)x32

)
;

et l′inverse de
dΦ

dx
est :

[
dΦ

dx

]−1

=


1 0 0

x2

x1

(
1−

(
1− D0

a2

)
x2

)
x2
2

a2x1
0

β31 β32
(a1+x3)

2x2
2

a1a2a3x1

 ,

avec β31 =
(a1 + x3)

2

a1a3x1
(2a2 − 4x2(a2 −D0))

+ x22

(
2a2 − 3D0 +

D2
0

a2
+

a3x3
a1 + x3

(
1− 2x2

(
1− D0

a2

)))
,

et β32 =
(a1 + x3)

2x2
a1a2a3x1

(
(2D0 − 3a2)x2 + 4a2 + 2a3

x3
a1 + x3

)
.
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2.3.3 Simulations numériques

Nous exposons dans cette section quelques résultats de simulation dévoilant la performance
de l'observateur développé pour le système (2.11) . Nous nous référons aux paramètres de
pêche suivants : a1 = 0.02, a2 = 3.64, a3 = 7.21, D0 = 1.76 ;
Les conditions initiales sont x(0) =t (2.23, 2.37, 0.02) et x̂(0) =t (2.21, 2.64, 0.1).

Figure 2.7 � Représentation des états Xi et de leurs
estimations X̂i(i=0,1,2)

Ainsi, on voit une convergence sans condition des états estimés vers les états réels.

2.4 Conclusion

De ces faits, nous pouvons conclure que la conception d'un observateur et sa convergence
vers son système sont des processus spéci�ques à chaque système dynamique en raison
de la diversité des structures, des comportements et des contraintes qui caractérisent ces
systèmes. Chaque système présente des dé�s uniques qui in�uencent la manière dont un
observateur est conçu et comment il converge vers l'état réel du système.



Conclusion Générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l'état de l'art sur la théorie des obser-
vateurs et de ses applications à quelques modèles biologiques. Premièrement, nous avons
fait un rappel sur quelques outils mathématiques tels que la stabilité des systèmes dy-
namiques, la notion d'observabilité et la méthode de synthèse de quelques observateurs
classiques, favorisant ainsi une imprégnation et une familiarisation des concepts liés à la
théorie de contrôle notamment à l'observation d'état.
Dans le second chapitre, nous avons considéré deux modèles pris respectivement dans [27]
et [8] l'un décrit l'évolution dynamique d'une population de poissons soumise à la pêche
et l'autre décrit la croissance de cellules phytoplanctoniques soumises à des limitations en
nutriments dans un réacteur continu (chemostat). Pour chacun de ces modèles, nous avons
construit un observateur et nous avons testé la convergence de l'observateur.
En e�et, cette approche nous a permis de comprendre que la conception d'un observateur
et sa convergence vers son système sont des processus hautement personnalisés qui exigent
une compréhension approfondie des caractéristiques individuelles de chaque système dyna-
mique. L'élaboration de ces observateurs o�re des avantages signi�catifs, tels que la capacité
d'estimer avec précision des variables internes telles que la densité de population, le taux
de reproduction des poissons, ou le taux de capture dans des conditions expérimentales
et environnementales variées. Cette précision dans l'estimation des états internes ouvre
des perspectives pour une meilleure prise de décision en matière de gestion des ressources
halieutiques, la mise en ÷uvre de stratégies de pêche plus e�caces, et potentiellement la
découverte de nouvelles informations sur le fonctionnement des écosystèmes aquatiques. En
résumé, l'application de la synthèse d'observateur à ces modèles biologiques représente une
avancée signi�cative, o�rant des outils pratiques pour étudier et manipuler des systèmes
biologiques complexes, et ouvrant la porte à des développements futurs passionnants dans
le domaine de la gestion des ressources halieutiques et de l'écologie aquatique.
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