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Résumé - Abstract Vlll

Application de la finitude du groupe de Mordell-Weil et du
théoreme de Chevalley-Weil sur la détermination des points
algébriques de degré donné sur certaines courbes planes lisses

Résumeé.

Etant donné une courbe C plane lisse définie sur Q d’équation affine f (z,y) = 0. Nous nous
sommes intéressés dans cette these a la détermination des points algébriques de degré donné sur
C. Les résultats obtenus peuvent étre vus comme une paramétrisation des points de la courbe
étudiée. Les travaux reposent sur deux méthodes. En effet, la premiere concerne les courbes dont
le groupe de Mordell-Weil est fini, et la seconde celles dont 'hypothese de la finitude du groupe
de Mordell-Weil n’est pas envisagée. Dans cette derniére situation, on applique le théoreme de
Chevalley-Weil. Antérieurement, ’hypothese de la finitude du groupe de Mordell-Weil semblait
étre une contrainte ; mais on a constaté que le théoreme de Chevalley-Weil permet de contourner
cette contrainte dans certains cas.

La finitude du groupe de Mordell-Weil nous a permis d’étendre les travaux de :

— Mulholland et Bruni qui décrivaient I’ensemble des points de degré 1 sur les courbes hyperel-
liptiques d’équations affines y* = z°+n?, avec n € {4,5,8,10,12,16, 20,27, 36, 144, 162, 216,
400, 432, 625, 648, 1250, 1296, 5000}. Notre contribution a consisté a la détermination des
points algébriques de degré au plus d sur les mémes courbes.

— van der Heiden, Evink et Top qui ont donné l’ensemble des points de degré 1 sur
les courbes hyperelliptiques d’équations affines y2 = ac(ac2 - n2)(x2 — 4n2)7 avec n €
{1,2,3, ¢ un nombre premier et ¢ =7 (mod 24)}. Notre résultat principal décrit 'ensemble
des points de degré au plus 3.

— Tzermias (resp. Sall) sur la septique de Fermat d’équation projective X LY "4+ Z7=0
qui a décrit ’ensemble des points de degré au plus 5 (resp. au plus 10). Dans ce travail,
nous avons donné ’ensemble des points de degré au plus 14.

La seconde méthode nous a permis de déterminer I’ensemble des points de petit degré sur Q
sur les courbes d’équations affines ¥ + y?? = 1 avec p et ¢ deux nombres premiers tels que
pe€ {5711} et ¢ > 5.

Mots-clés : Points algébriques, degré d’un point algébrique, théoreme de Mordell-Weil, théoreme
d’Abel-Jacobi, courbes hyperelliptiques, 2—descente, courbes de Fermat, théoréme de Chevalley-
Weil.
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Résumé - Abstract ix

Application of the finiteness of the Mordell-Weil group and the
Chevalley-Weil theorem on the determination of algebraic points
of given degree on some smooth plane curves

Abstract.

Given a smooth plane curve C defined over Q by the affine equation f(z,y) = 0. In this
thesis, we were interested in the determination of algebraic points of given degree on C. The
results obtained can be seen as a parameterization of the points of the studied curve. The work
is based on two methods. Indeed, the first concerns curves for which the Mordell-Weil group is
finite, and the second those for which the hypothesis of the finiteness of the Mordell-Weil group
is not considered. In this last situation, we apply the Chevalley-Weil theorem. Previously, the
hypothesis of the finiteness of the Mordell-Weil group seemed to be a constraint ; but we have
found that the Chevalley-Weil theorem makes it possible to circumvent this constraint in some
cases.

The finiteness of the Mordell-Weil group allowed us to extend the work of :

— Mulholland and Bruni who described the set of points of degree 1 on the hyperelliptic curves
of affine equations y* = z°4+n?, withn € {4, 5, 8,10, 12, 16, 20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432,
625, 648, 1250, 1296, 5000}. Our contribution consisted of determining the algebraic points
of degree at most d on the same curves.

— van der Heiden, Evink and Top who gave the set of points of degree 1 on the hyperelliptic
curves of affine equations y* = z(2%—n?)(x?—4n?), withn € {1, 2, 3, ¢ a prime number and
g =7 (mod 24)}. Our main result describes all the points of degree at most 3.

— Tzermias (resp. Sall) on Fermat’s septic of projective equation X T+Y"+Z" =0 who
described the set of points of degree at most 5 (resp. at most 10). In this work, we have
given the set of points of degree at most 14.

The second method allowed us to determine the set of points of small degree over Q on the curves
of affine equations 2P 4+ y?? = 1 with p and ¢ two prime numbers such that p € {5,7,11} and
q=>5.

Keywords. Algebraic points, degree of an algebraic point, Mordell-Weil theorem, Abel-Jacobi
theorem, hyperelliptic curves, 2—descent, Fermat curves, Chevalley-Weil theorem.
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Introduction

La géométrie algébrique est une branche des mathématiques qui s’intéresse a I’étude des
variétés algébriques, ¢’est-a-dire toutes celles qui sont définies par ’annulation d’un ou de plusieurs
polyndmes. Une équation diophantienne est une équation polyndmiale

f($7y) =0,

& deux indéterminées & coefficients entiers dont on recherche les solutions rationnelles (z,y) € Q.
L’étude des équations diophantiennes représente 1’'une des plus fortes attractions de la géométrie
algébrique. Du point de vue géométrique, cela se traduit par la recherche des points rationnels
appartenant a la courbe algébrique plane d’équation f(x,y) = 0. On remarque aisément que le
probléeme est plus intéressant lorsqu’on remplace Q par un corps de nombres K. Les travaux de
Hilbert et Hurwitz [HH90] semblent étre les premiers résultats généraux concernant 1’étude des
points rationnels sur les courbes algébriques. En particulier, ils montrent que le bon parametre
pour étudier les points rationnels est le genre de la courbe et non le degré du polynéme définissant
la courbe. Ils résolvent le cas des courbes de genre 0, c’est-a-dire celles qui sont birationnelles a
la droite projective ou affine.

Poincaré [Poi01] traite le genre 1 (i.e., les courbes elliptiques), en expliquant le procédé de
construction de solutions a partir de cordes ou tangentes : considérons une cubique plane lisse;
si P, sont deux points sur la cubique & coordonnées rationnelles, alors la droite passant par
P et @ (si P =@, on prend la tangente a la courbe) recoupe la cubique en un troisieme point
dont les coordonnées sont aussi rationnelles. En 1922, Mordell [Mor22] a démontré, dans son
article consacré aux solutions rationnelles des équations du troisiéme ou quatrieéme degré a deux
indéterminées, que toutes les solutions rationnelles sur la cubique peuvent se déduire d’un nombre
fini d’entre elles par le procédé de cordes ou tangentes. Plus précisément, il a démontré que le
groupe des points rationnels d’une courbe elliptique est un groupe abélien de type fini. Dans
le méme ’article, il a énoncé sa célebre conjecture : une courbe projective lisse irréductible de
genre g > 2 possede un nombre fini de solutions dans un corps de nombres donné.

Le mathématicien André Weil [Wei29] a généralisé dans sa these le théoréeme de Mordell en
considérant une courbe de genre g > 1 définie sur un corps de nombres K. Autrement dit, si
on note J¢ la jacobienne d’une courbe C de genre g > 1 définie sur K, Weil a montré que le
groupe J¢(K) des points rationnels de Je est un groupe abélien de type fini. Toutefois, il n’a pas
pu démontrer la conjecture de Mordell. Cette conjecture fut prouvée pour la premiere fois par
Faltings [Fal83] en 1983.

Le genre d’une courbe est un invariant fondamental et 'une de ses fonctions est qu’il permet
de classer les courbes algébriques. En effet, considérons C une courbe projective lisse irréductible



Introduction 2

définie sur K de genre g. On note C(K) I’ensemble des points K —rationnels sur C : il s’agit des
points de la courbe C & coordonnées dans K. On a

+ Sig=0,alors C est isomorphe & P! ; donc soit I’ensemble C(K) est vide, soit égal a P*(K).

e Sig=1, soit C(K) est vide, soit en fixant Py € C(K), alors (C, Py) est une courbe elliptique.
Le théoreme de Mordell [Mor22] dit que si C(K) est non vide, c¢’est un groupe abélien de type
fini.

e Si g > 2, alors la situation se simplifie comme en atteste le théoreme de Faltings qui affirme
que Pensemble C(K) est fini.

Lorsque g = 2, C est une courbe hyperelliptique.

En 1989, une deuxiéme preuve de la conjecture de Mordell a été trouvée par Vojta [Voj9l].
Ces preuves permettent de donner une borne supérieure a la cardinalité de I’ensemble C(K).
Mais, elles sont inefficaces dans la mesure ou elles ne peuvent pas étre utilisées pour déterminer
rigoureusement ’ensemble C(K'). Néanmoins, il existe d’autres méthodes qui, jusqu’a présent
n’ont pas réussi a prouver la conjecture de Mordell dans toute sa généralité. Ces méthodes ont tout
de méme réussi & déterminer dans de nombreux exemples l'ensemble C(K). Le premier résultat se
trouve dans le travail de Chabauty [Cha4l] qui a démontré la conjecture de Mordell dans le cas
ou le rang de la jacobienne est strictement inférieur au genre de la courbe. Puis, Coleman [Col85]
a montré que la preuve de Chabauty peut étre raffinée pour donner une borne supérieure explicite
pour le nombre de points dans C(K) (voir [HS00, p. 426]). Dans certains cas, les estimations de
Coleman sont suffisamment précises pour permettre de déterminer complétement C(K).

Soit C une courbe projective lisse irréductible définie sur Q de genre g > 2. Etant donné un
corps de nombres K, on sait que depuis Faltings I’ensemble C(K) est fini. On note U C(K)
K:Q]<d
I’ensemble des points K —rationnels sur C de degré au plus d. Le degré d’un point a[lgéllrique R
sur C est le degré de son corps de définition sur Q, c’est-a-dire, la dimension de Q(R) en tant
que Q—espace vectoriel. Lorsque dimg Q(R) = 1 (resp. 2, 3, 4, ...), on dit que R est rationnel
(resp. quadratique, cubique, quartique, ...) sur Q.

Dans cette these, nous nous intéressons a la description explicite de I'ensemble

U cx),

[K:Q]<d
pour certaines courbes planes lisses C.
Cette theése comprend trois chapitres et est organisée comme suit :

Le chapitre 1 présente des objets essentiels de notre sujet d’étude et leurs propriétés. Il est
consacré, essentiellement, aux rappels sur des extensions de corps, des variétés algébriques, des
diviseurs, des variétés abéliennes et des isogénies.

Le chapitre 2 est consacré a ’étude des points algébriques sur des courbes hyperelliptiques de
genre 2. Il contient deux contributions. En effet, dans un premier temps, nous nous intéressons a
la description explicite de I’ensemble des points algébriques de degré au plus d sur les courbes
hyperelliptiques d’équations affines

y? = a5 4 n2,
avec n € {4, 5, 8, 10, 12, 16, 20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250, 1296, 5000}. Ce
travail étend les travaux de Mulholland [Mul06] et Bruni [Brul5] qui ont décrit ’ensemble des
points Q—rationnels sur les mémes courbes. Cette premiere contribution représente une note
publiée aux Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia Mathematica [CES23al.

Le résultat principal est donné par le théoréme suivant :
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Théoréme 0.0.1. Soit n € {4,5,8,10,12, 16,20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250,
1296,5000}. Soit la courbe
Cpz 1 y? = 2° + 0.

Alors

1. Les points algébriques sur C,2 de degré 2 sur Q sont donnés par

C(z)((@): {(:U,:I:\/:E5+n2) : xe(@*}.

n2

2. Les points algébriques sur C,;2 de degré 3 sur Q sont donnés par
CS;) Q) = {(w, +n — Ar?) : A\ € Q* et x racine de 2° — \?2% 4+ 2\n = 0} .

3. Les points algébriques sur C,;2 de degré 4 sur Q sont donnés par

C(Q) = Ap U AT U AL

n2

Ay ={ (2, £Va" +7?) : [Qz) : Q] =2} ;

n { (x,j:n—)\x—/mz) : A€ Q" pu €Q et xracine de }

1 =
ot — pPad — 22 px? + (A% £ 2un)z £ 2 n =0

An — (m, +n — Az — ,u,x?’) : A\, p € QF et x racine de
2 e .

p2xt 4+ (20 — 1) + X222 F 2unz T2 n =0
4. Les points algébriques sur C,2 de degré au plus d avec d > 5 sur QQ sont donnés par

¢4, (Q) = Dy UDF UDy UDY

avec
d
Dy = {(x, +vad + n2) :Q(z) : Q] < B si d est pair} ;
S at
0<i<g . . .
T,———=—5—| : asa #0 et 3b; # 0 si d est pair, ba—s # 0sid
> bjw 2 2
Dy = 0<j< i :
d d=5
2 N2 2 N2
est impair et x racine de ( aimz) - (Z bjmj) (° +n?) =0
i=0 j=0
S art
0<i< 4t : . .
T, ———=——| : ag = £nbg,aar1 # 0 si d est impair, ba_a # 0 si d
> ijJJ 2 2
Dy = 0<j< 4t ;
d+1 d—4
2 2 2 2
est pair et z racine de (Z aixl) — (Z bjx]) (° +n?) =0
i=0 j=0
aixi
0<i< 42 . .
r,—————| : ag = £nbg, a1 = £nby, a4z # 0 si d est pair, ba—3z # 0
Z bj.CU] 2 2
Dy = 0<j< R
d+2 d—3
2 N2 2 N2
si d est impair et x racine de (Z aixz> — (Z bjxj) (° +n?) =0
i=0 j=0
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Introduction 4

Dans un second lieu, nous étudions les points algébriques de degré au plus 3 sur les courbes
hyperelliptiques d’équations affines

y? = z(2® — n?)(2? — 4n?),

avec n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}. Notre contribution étend les travaux
de Heiden [Hei98|, Evink [Evi20] et Evink et al. [EHT21] qui ont donné les points Q—rationnels.
Notre seconde contribution acceptée pour publication dans le proceedings of the Third Edition
NLAGA-BIRS Symposium [CES23c| s’énonce comme suit :

Théoréme 0.0.2. Soit n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ =7 (mod 24)}. Soit la courbe
Cn : % = z(z? — n?)(2® — 4n?).
Alors, les points algébriques sur C,, de degré au plus 3 sur QQ sont donnés par

U Cu(K) =Ch(QUB"UAF U AT U AT U AS U A} U AR

[K:QI<3
avec
Cn = P07PR7PH7PQH7PQ7L7POO};
= { (q: :t\/ —n?2)( 4n2)> : x € Q\{0, £n, :|:2n}} ;
B x Ax(x+n)) : AeQ* etxracine de .
N (=N Fn)z® 4+ (FNn — 4Pz +4n> =0 [’
A (ac )\w(x +2n)) : A € Q" et x racine de _
Al = + (=N F2n)2? + (F2X2n —nHax £ 203 =0 [’
A (w )\a:( n2)> : A€ Q" et x racine de |
BTN NNt an — 0 ’
A — (x, )\a:(x +n)(z+2n)): X e Q" etz racine de '
A5 = Nad 4 (£30%n — D22 + 2 22 £3n)z —2n2 =0 [’
A (x,  x(z £n)(x F 2n)) : A€ Q" et x racine de '
Ai = N3 (FNn - D22 + (22202 Fn)z+ 202 =0 [

n { (ar,)\x(a:2 — 4n2)) : A€ Q" et x racine de }

A2a? — 2?2 — ANz +n? =0

Avant de présenter les contributions dans ce chapitre, nous commencons par introduire des
notions de base essentielles sur 'arithmétique des courbes hyperelliptiques de genre 2.

Le chapitre 3 est composé de deux parties :

— La premiére partie concerne la septique de Fermat. Cette partie est centrée sur la description
géométrique des points algébriques sur la septique de Fermat, c’est-a-dire, sur la courbe plane
lisse de degré 7 d’équation projective

Fr={(X,Y,2)eP*Q): X" +Y "+ 277" =0}.

Tzermias [Tze98| a déterminé 1’ensemble des points algébriques sur F7 de degré au plus 5 sur
Q et Sall [Sal00al [Sal03] a étendu ces résultats en donnant une description géométrique des
points algébriques sur F7 de degré au plus 10 sur Q. Nous donnons ici une extension de cette
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description géométrique des points algébriques de degré au plus 14 sur Q sur la méme courbe.
Ce travail a fait ’objet d’une publication dans le Journal of the Nigerian Mathematical Society
[FCS23].

Le résultat principal s’énonce de la maniére suivante :

Théoréme 0.0.3. Considérons la septique de Fermat
Fr={(X,Y,2)eP*(Q): X" +Y"+ 2" =0}.

1. Les points algébriques sur F7 de degré 11 sur Q sont obtenus comme intersection de Fx
avec une conique définie sur Q passant par I'un des points a, b, 0o et tangente en un des
deux autres.

2. Les points algébriques sur Fr de degré 12 sur Q sont obtenus soit comme intersection de
Fr avec

(a) une conique définie sur Q
(i) passant par deux des points a,b, o0 ou par P et P,
(ii) tangente & Fr en un des points a, b, 00,

(b) une cubique définie sur Q ayant a, b et co comme points de contact d’ordre 3 en chacun
de ces points,

(c) une quartique définie sur Q ayant P et P comme points de contact d’ordre 8 en chacun
de ces points.

3. Les points algébriques sur F7 de degré 13 sur Q sont obtenus soit comme intersection de
F7 avec

(a) une conique définie sur QQ passant par I'un des points a, b, oo,

(b) une cubique définie sur QQ tangente & F; en un des points a, b, 0o et ayant un point de
contact d’ordre 3 avec les deux autres.

4. Les points algébriques sur F7 de degré 14 sur Q sont obtenus soit comme intersection de
F7 avec

(a) une conique définie sur Q,
(b) une cubique définie sur Q

(i) passant par I'un des points a, b, 0o et ayant un point de contact d’ordre 3 avec les
deux autres,

(ii) tangente & F7 en deux des points a, b, 0o et ayant un point de contact d’ordre 3
avec l'autre,

(c) une quartique définie sur Q ayant P et P comme point de contact d’ordre 7 en chacun
de ces points,

(d) une quintique définie sur Q ayant un point de contact d’ordre 5 en un des points a, b, 0o
et d’ordre 8 en chacun des points P et P,

(e) une sextique définie sur Q ayant deux points de contact d’ordre 6 parmi les points
a,b, 00 et d’ordre 8 en chacun des points P et P.

— La deuxieme partie concerne des courbes d’équations affines 2P + yP? = 1. Elle est dédiée a
I’étude des points algébriques de petit degré sur les courbes d’équations affines

aP + Pl =1,

avec p € {5,7,11} et ¢ > 5. Les outils essentiels utilisés pour ce travail sont le théoréeme de
Chevalley-Weil [HS00, p. 292] et les travaux de Gross et Rohrlich [GR78|] qui ont déterminé
I’ensemble des points algébriques sur la courbe F), : 2P + y” = 1 de degré au plus 2 sur Q.
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Nous déterminons explicitement I’ensemble des points algébriques sur z” + y?? = 1 de degré
au plus 2 sur Q. Ce travail a fait 'objet d’une publication dans le JP Journal of Algebra,
Number Theory and Applications [CES23b].

Le résultat principal s’énonce de la maniére suivante :

Théoréme 0.0.4. Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que p € {5,7,11} et ¢ > 5.
Considérons C, 4 la courbe d’équation affine

Cpg:al +yP1=1.

Alors

1. Les points Q—rationnels sur C, , sont donnés par
CP,Q(@) = {CL, ba OO}

2. Les points algébriques sur Cp, ; de degré 2 sur Q sont donnés par

_J{P,P} si ¢=1 (mod 6)
(Q)_{{Q,Q} si ¢g=5 (mod 6).
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Chapitre 1 ——

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous passons en revue certaines notions fondamentales pour la compréhension
de notre sujet d’étude. Le rappel portera essentiellement sur des extensions de corps et des
variétés algébriques. Nous introduisons aussi quelques propriétés des courbes algébriques planes,
des variétés abéliennes et des isogénies. Les corps considérés sont, sauf mention expresse du
contraire, supposés commutatifs. On désigne par K un tel corps. Dans ce chapitre, on désignera
par n un entier positif non nul.

1.1 Quelques notions sur la théorie de Galois

Dans cette section, nous nous sommes basés principalement sur [Voi02], [Mil22], [ZS60],
[MG20] et [Audod.

1.1.1 Extensions et degré d’un corps

Définition 1.1.1. On dit qu'un corps L est une extension du corps K et I'on note L/K si K
est un sous-corps de L.

Définitions 1.1.2. Soit L/K une extension de corps.

1. On dit qu’un élément z de L est algébrique sur K s'il existe un polynéme non nul P € K[X]
tel que P(x) = 0. Dans le cas contraire, on dit que = est transcendant sur K.

2. L’extension L est dite algébrique si tout élément de L est algébrique sur K.

3. Une cloture algébrique de K est une extension algébrique de K qui est algébriquement
close. Un corps est dit algébriquement clos si tout polynéme non constant a coefficients
dans ce corps admet une racine dans ce corps.

4. Lorsque qu'un élément x de L est algébrique sur K, il existe un unique polynéme unitaire
Prin g,k € K[X] vérifiant Prinz k(2) = 0 et de degré minimal. Ce polyndme est irréductible.
Un tel polynéme Py . i est appelé le polynome minimal de x sur K. Les conjugués de x
sont les racines de son polynéme minimal dans une cloture algébrique de K.

5. Soit A une partie de L. On définit extension de K engendrée par A comme l'intersection
de tous les sous-corps de L qui contiennent & la fois K et A; on la désigne par K(A). Clest
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le plus petit sous-corps de L contenant K et A.
Si A={x1,...,z,}, on écrit simplement K(z1,...,x,) au lieu de K({z1,...,z,}).

6. Une extension L/K est dite simple si L = K(z) pour un certain élément = de L.

Si L/K est une extension de corps, alors L a une structure de K —espace vectoriel, ou
I’addition vectorielle est 'addition dans L et la multiplication par un scalaire K x L — L est la
restriction a K x L de la multiplication dans L.

Définition 1.1.3. Soit L/K une extension de corps. On définit le degré de L/K comme étant la
dimension de L en tant qu’espace vectoriel sur K. On le note par [L : K]. On dit que 'extension
L/K est finie si le degré [L : K| est fini; sinon, on dit que 'extension L/K est infinie.

Si L est une extension de K et x un élément de L algébrique sur K, le K-espace vectoriel

K(z) a pour base (1,z,2%,...,2971), ott d € N* qui désigne le degré du polynéme minimal de z.

Voici quelques propriétés des extensions algébriques :

Propriétés 1.1.1.
a) Si L/K est une extension finie, alors L/K est algébrique.

b) Si L/K est une extension finie et z un élément de L, alors le degré du polyndéme minimal
de x divise le degré [L : K| de I'extension.

c) Si A est une partie finie de L dont tous les éléments sont algébriques sur K, alors K(A)/K
est une extension finie.

Démonstration.
a) Soient [L: K] =d < 400 et x € L. Alors, 1, 2,22, ..., 2% sont d+ 1 éléments du K —espace
vectoriel L et doivent donc étre linéairement dépendants sur K. Il existe ag,a1,...,aq € K

non tous nuls tels que
ag—i—alx—l—...—i—ad:vd:O.

Par conséquent,  est une racine du polynéme non nul ag + a1 X + ... + ag X% € K[X]; ce
qui montre que x est algébrique sur K.

b) Soit d le degré du polynéme minimal de x. Alors
[L:K|=[L:K(z)]-[K(x): K]=[L:K(x)]-d.

c¢) Par récurrence sur le cardinal de A et par multiplicativité des degrés, il suffit de le vérifier
pour A réduit a un élément z. Dans ce cas, 'extension K(A)/K est finie, de méme degré
que le polynéme minimal de x.

a

Définitions 1.1.4.

1. Un polynéme a coeflicients dans K est dit séparable s’il est premier avec sa dérivée, ou de
fagon équivalente, s’il n’a pas de racine multiple dans une cléture algébrique de K.

2. Un élément algébrique d’une extension L/K est dit séparable sur K s’il annule un polynéme
séparable a coefficients dans K.

3. Une extension algébrique L/K est dite séparable si tous ses éléments sont séparables sur
K.

4. On dit que K est parfait si tout polynéme irréductible a coefficients dans K est séparable.

5. Toute extension algébrique d’un corps parfait est séparable.
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Définition 1.1.5. Une extension L/K est dite normale si elle est algébrique et si tout polynéme
irréductible de K[X] qui a une racine dans L se décompose en produits de polynomes linéaires
dans L[X].

Définition 1.1.6. Une extension L/K est dite galoisienne si elle est normale et séparable.

Définition 1.1.7. Soit L/K une extension galoisienne de corps.
L’ensemble des K —automorphismes de L forme un groupe pour la composition des applications
noté Gal(L/K) et est appelé le groupe de Galois de I'extension L de K.

Exemples 1.1.1.

+ C/R, Q(+/2)/Q sont des extensions de corps.

o i€ C est algébrique sur Q car c’est une racine de X2 + 1 € Q[X].

+ Le polynéme minimal de v/—2 sur Q est X? +2 € Q[X]. Ainsi, les Q—conjugués de v/—2 sont
V—2et —/-2.

« L’extension C/R est normale. L’extension Q(v/2)/Q n’est pas normale car le polynéme
irréductible X3 — 2 ¢ Q[X] ne se décompose pas en produits de polyndmes linéaires dans

Q(Vv/2)[X], en effet, le polynéme X3 — 2 est irréductible sur Q mais a exactement une racine
dans Q(V/2) et les deux autres racines sont complexes.

1.1.2 Degré de transcendance

Définitions 1.1.8. Soient L/K une extension de corps et {z1,...,x,} une famille d’éléments
de L.

1. La famille {z1,...,z,} est génératrice de L/K si L = K(x1,...,xy,). Si une telle famille
existe et est finie, on dit que L/K est une extension de type fini.

2. On dit que la famille {z1,- - - , 2, } est algébriquement génératrice de L/K si L est algébrique
sur K(x1,--- ,p).
On dit que la famille {z1,--- ,z,} est algébriquement indépendante sur K, si pour tout
polynéme non nul P € K[Xy, -+, X,], P(z1, -+ ,zn) # 0.

3. Si la famille {1, -+ ,x,} est algébriquement génératrice et algébriquement indépendante
de L/K, on dit qu’elle est une base de transcendance de L/K.

Soit L/K une extension de type fini. Alors, il existe toujours une base de transcendance de L
sur K ; toutes les bases de transcendances de L sur K ont méme cardinal.

Définition 1.1.9. Soit L/K une extension de type fini. Le degré de transcendance de L/K est
le cardinal d’une base de transcendance de L/K. Il est noté degtr(L/K).

1.1.3 Revétement galoisien

Définition 1.1.10. Soit B un espace topologique. Un revétement de B est la donnée d’un espace
topologique F et d’une application continue p : £ — B ayant la propriété de trivialisation
locale suivante : pour tout point b de B, il existe un voisinage V de b dans B, un espace discret
non vide F' et un homéomorphisme  : p_l(V) — V x F' tels que le diagramme

p (V) 2 VxF

r

commute.
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On dit que B est la base de p, E ’espace total, p_l(b) la fibre de E au dessus de b, p la
projection de F sur B, V un voisinage ouvert trivialisant, ® une trivialisation locale de p sur V.

Voici quelques propriétés des revétements :

o La projection d’un revétement est une application surjective.
e Si E est compact (resp. connexe, connexe par arcs), alors B est compact (resp. connexe,
connexe par arcs).

Définition 1.1.11 (Homomorphismes de revétements). Soient p: E — Betp : B/ — B’
deux revétements. On appelle homomorphisme de p dans p’ un couple d’applications continues
H:E — E' et h: B— B telles que le diagramme

B2

n

B—>p
soit commutatif.

Un isomorphisme est un homomorphisme dans lequel H et h sont des homéomorphismes. Lorsque
E =FE', B= B et h=1d, ondit que H est un automorphisme. L’ensemble Aut(E) est I’ensemble
des automorphismes de F.

Définition 1.1.12 (Revétement galoisien). Un revétement p : E — B est galoisien si E est
connexe par arcs et si le groupe Aut(E) opére transitivement sur les fibres de E. Le revétement
est alors dit galoisien de groupe Aut(FE).

Considérons maintenant K un corps parfait. Nous noterons K une cldture algébrique de K
et G = Gal(K/K) le groupe de Galois de K sur K.

1.2 Variétés algébriques

Il existe deux types de variétés algébriques, celles qui sont affines et celles qui sont projectives.
Dans cette section et dans les deux sections suivantes, nous nous sommes basés essentiellemnt
sur [HS00], [Per95], [Sil86)], [Har77], [CLO15], [Sha94], [Mil06] et [Vel71].

1.2.1 Variétés algébriques affines

Définition 1.2.1 (Espace affine). On appelle espace affine de dimension n sur K que 1'on note
par A" ou encore A" (K) I’ensemble

A" ={z= (1, -, zn)|7i € K}

Les espaces A et A? sont appelés respectivement droite et plan affine. Un point a de A"
est dit zéro de f € K[X1,...,X,] si f(a) = 0. L’ensemble des points K —rationnels de A™ est
I’ensemble

A"K)={z= (a1, -+, xp) |z € K}.

Le groupe de Galois Gk agit sur A" en agissant sur les coordonnées : pour tout ¢ € Gg et

= (x1, -+, xy) €A™ ona

7 = (xclr’ T I’Z)

Alors A"(K) peut étre caractérisé par

A"(K) ={xz € A" : 2° = z pour tout o € G }.
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Définition 1.2.2. Soit S C K[X1,...,X,]. On pose
V(S) = {a €A™ |V f €S, f(a) =0}

On dit que V(S) est 'ensemble algébrique affine défini par S. On notera dans le cas d’un ensemble
fini, V(fi1,..., fr) au lieu de V({ f1,..., fr})-

Définition 1.2.3. Soit f € K[Xi,..., X,] non constant. On appelle hypersurface définie par f,
et 'on note V(f), I'ensemble des zéros de f. Explicitement, on a

V(f) ={ae€ A" [ f(a) = 0}.
Lorsque f est de degré d, on dit que 'hypersurface V(f) est de degré d.

Cas particuliers d’hypersurfaces :

e Sin =2, on obtient V(f) = {a € A? | f(a) = 0}, une telle hypersurface est appelée courbe
affine plane.
Une courbe affine plane est dite conique, cubique, quartique, quintique ... si le degré de f
est respectivement 2, 3,4, 5...

e Sideg(f) =1, I'hypersurface V(f) = {a € A" | f(a) = 0} est appelée hyperplan affine.
Pour tout S C K[X1,...,X,], on désigne (S) I'idéal engendré par S défini par

T
(S) = {> hifil fi € S et hi € K[X1,..., X,]}.
i=1
Alors, on a V(S) = V((S)). Ainsi, I’étude des ensembles algébriques affines se ramene a I’étude
des idéaux de K[X1,..., X,]; or ce dernier étant neothérien, tout idéal est de type fini. Donc,

tout ensemble algébrique affine est défini par un nombre fini d’équations : V(S) = V(f1,..., fr),
ou f; € S.

Proposition 1.2.1.
1) Le vide et 'espace tout entier sont des ensembles algébriques affines.
2) Une intersection quelconque d’ensembles algébriques affines en est un.

3) Une réunion finie d’ensembles algébriques affines en est un.

Cette proposition nous permet d’énoncer la définition suivante :

Définition 1.2.4. Les ensembles algébriques affines de A™ définissent une topologie sur A", dite
topologie de Zariski, dont ils sont les fermés.

Soient f € K[X1,...,X,] et V(f) 'hypersurface définie par f. L’ensemble
D(f)=A"=V(f) ={ac A" | f(a) # 0}

est un ouvert de Zariski de A", dit ouvert standard. Les ouverts standards forment une base
d’ouverts pour la topologie de Zariski ; plus précisément, tout ouvert est réunion finie d’ouverts
standards.

La topologie de Zariski sur une partie V de A" est la topologie induite par la topologie de
Zariski sur A" dont les fermés sont les V N V(S). En particulier, si V' est un ensemble algébrique
affine, alors les fermés sont les ensembles algébriques affines contenus dans V. Toutefois, la
topologie de Zariski est tres différente des topologies usuelles. Pour simplifier, disons que les
fermés y sont trés petits : dans A® les fermés sont les surfaces, les courbes ou les points (comparer
aux boules fermés des topologies usuelles). Au contraire, les ouverts sont trés gros, ainsi, deux
ouverts non vides se rencontrent ; il s’ensuit que la topologie de Zariski sur A™ n’est pas séparée.
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Définitions 1.2.5. Soit E un espace topologique non vide. On dit que E est irréductible s’il
n’est pas réunion de deux fermés distincts de E. Autrement dit,

E irréductible < [E = Fy U Fy (F; fermé de E) = E = Fy ou E = Y]

On vérifie que si E est non vide, F est irréductible si, et seulement si deux ouverts non vides
quelconques se rencontrent, c’est-a-dire si, et seulement si tout ouvert non vide est dense. Un
ensemble algébrique affine est dit irréductible s’il est irréductible pour la topologie de Zariski. Si
un ensemble algébrique affine n’est pas irréductible, on dit qu’il est réductible et donc on peut le
décomposer en composantes irréductibles comme ci-dessous.

Théoréme 1.2.1. Tout ensemble algébrique affine non vide V' se décompose de fagon unique (&
permutation pres) en une réunion finie d’ensembles algébriques affines irréductibles Vi,..., V),
non contenus l'un dans 'autre. Les V7,..., V), sont appelés les composantes irréductibles de V.

Définition 1.2.6. On appelle variété algébrique affine tout ensemble algébrique affine irréduc-
tible.

1.2.2 Idéal d’un ensemble algébrique affine et Nullstellensatz de Hilbert

Dans cette section, nous allons explorer la coorespondance entre I'algebre des polynoémes
(i.e., les idéaux de K[X7,..., X,]) et la géométrie (i.e., les ensembles algébriques de A™). Cette
coorespondance établit un dictionnaire permettant de traduire les propriétés algébriques en
propriétés géométriques et inversement. Commencons par définir une application J, essentiellement
duale de V, qui associe & un ensemble de points un idéal de 'anneau de polynémes.

Définition 1.2.7 (Idéal d’un ensemble de points).
Soit V' une partie de A"™. On appelle idéal de V' dans A", I’ensemble noté J(V') défini par

IV)={f eK[X1,....,X,] : VaeV, f(a) =0}

qui est un idéal de K[X1,..., X,]. On dit qu'un ensemble algébrique affine V est défini sur K si
J(V) peut étre engendré par des polynomes a coefficients dans K.

On appelle radical d'un idéal I de K[X1,..., X,], 'ensemble noté VT défini par
VI={feK[Xy,....,X,] : ImeN*, fm eI}

Un idéal I est dit idéal radical si v/I = I. Notons que les idéaux premiers satisfont VI=1.

Nous avons deux applications :

V: {idéaux de K[Xy,... ,Xn]} — {ensembles algébriques affines de A"}, I— V(1)
et

J: {ensembles algébriques affines de A”} — {idéaux de K[Xj,..., Xn]}, Vi— J3(V).

Ces deux applications nous donnent une correspondance entre les idéaux et les ensembles algé-
briques affines. Nous allons analyser cette correspondance. Pour tout ensemble algébrique affine
V', on peut vérifier que V(J(V')) =V, c’est-a-dire, application J est injective. Réciproquement,
pour tout idéal I, on a I C J(V(I)), mais en général il n’y a pas égalité. Il y a une obstruction a
cela. En effet, deux idéaux différents peuvent donner le méme ensemble, par exemple si n = 2,
I=<X,Y >etJ=<X?2Y >, alors V(I) = V(J) = {(0, 0)}.

La relation entre I et J(V(I)) est di a Hilbert appelée Nullstellensatz de Hilbert (ot Théoréme
des zéros de Hilbert).
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Théoréme 1.2.2 (Nullstellensatz de Hilbert). Pour tout idéal I de K[X1,..., X,].
1) Si I est un idéal propre, alors V(I) est non vide.
2) Alors, on a J(V(I)) = V1.

Dans le Nullstellensatz de Hilbert, si on se restreint aux idéaux radicaux, nous obtenons
J(V(I)) = I et par conséquent, les applications V et J deviennent inverses 'une de 'autre et
définissent donc une bijection entre les ensembles algébriques affines et les idéaux radicaux. Le
Nullstellensatz a donc permis d’établir un dictionnaire entre la géométrie et 'algebre. Et voici
quelques exemples.

1) Les ensembles suivants sont équivalents :
a) {ensembles algébriques affines irréductibles de A"} ;
b) {idéaux premiers de K[Xj,..., X,]}.
2) Les ensembles suivants sont équivalents :
a) {les points de A"} ;
b) {idéaux maximaux de K[X7,..., X,]}.

Définition 1.2.8 (Fonction réguliére). Soit V' C A" un ensemble algébrique affine. Une fonc-
tion f: V — K est dite réguliere (ou polyndmiale) s’il existe un polynoéme P € K|[X1,..., X,)]
tel que f(z) = P(x) pour tout = € V.

Nous soulignons que deux polynémes P,Q € K[Xi,...,X,] représentent la méme fonction
réguliere si, et seulement si, P — @ € J(V). L’ensemble des fonctions régulieres sur V forme un
anneau et méme une K —algebre. Cet anneau est noté K|[V] et est appelé I'anneau de coordonnées
de V.

Considérons I’homomorphisme surjectif d’anneaux suivant

K[X1,...,Xn] — K[V}, f— fiv

olt fjy représente la restriction de f a V dont le noyau est J(V). Ainsi, d’apres le premier
théoreme d’isomorphisme, on a

K[V] = K[Xy,...,X,]/3(V).

Avec cet isomorphisme, on peut traduire les propriétés géométriques exprimées en fonction de
J(V') en propriétés exprimées en fonction de K[V]. Nous avons :

1) Les énoncés suivants sont équivalents :
a) V irréductible;
b) J(V) premier;
c) K[V] intégre.
2) Les énoncés suivants sont équivalents :
a) V est un singleton;
b) J(V) est maximal;
c) K[V] =K.
Définitions 1.2.9. Soit V' C A" une variété affine.
Le corps de fonctions K (V') de V est le corps des fractions de K[V]. La dimension de V', notée

dim(V), est le degré de transcendance de K (V) sur K. La dimension d’un ensemble algébrique
affine est le maximum des dimensions de ses composantes irréductibles.
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Exemple 1.2.1.

e SiV =A" alors K(A") = K(X1,...,X,) et donc dim(A"™) = n.

e Si V C A" est donnée par une seule équation polynomiale non constante f(Xi,...,X,) =0,
alors dim(V) =n — 1.
La variété affine V' est une courbe algébrique affine si dim(V') = 1, et une surface algébrique
affine si dim(V') = 2.

Définition 1.2.10 (Application réguliére). Soient V' C A" et W C A™ des ensembles
algebriques affines et ¢ : V. — W une application, que l'on peut ecrire ¢ = (p1, ..., ©¥m)
avec ; : V — K. On dit que ¢ est réguliere (ou un morphisme) si ses composantes ¢; sont
polynomiales (i.e., sont dans K[V]).

Définition 1.2.11 (Ensembles algébriques affines isomorphes). Une application réguliere
@ : V. — W est un isomorphisme s’il existe une application réguliere ¢ : W — V telle que
Yo =1idy et p oy =idy. On dit que deux ensembles algébriques affines sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme entre eux.

Exemple 1.2.2.
e Soit la parabole V = V(y — 2?). L’application f : V. — K définie par f(z,y) = x est
réguliere. L’application f est bijective ; son inverse x — (z, x2) est aussi réguliere. Il en
résulte que f est un isomorphisme.

e Soit V = V(y2 - :c3) une variété algébrique affine. Considérons ’application suivante
f: K — V définie par f(x) = (x2,23). L’application f est un morphisme bijectif, mais ce
n’est pas un isomorphisme.

1.2.3 Variétés algébriques projectives

La géométrie affine peut se révéler insuffisante pour bien comprendre des problemes de nature
géométrique. Par exemple, on veut que les types d’énoncés suivants soient vrais : deux droites
distinctes du plan se rencontrent en un point ; une droite rencontre une conique en deux points
(comptés avec multiplicités) etc.. Il est clair que ces affirmations sont fausses dans le plan A%
puisque les droites paralleles ne se rencontrent jamais. Afin de les rendre vraies, nous introduisons
I’espace projectif.

Considérons la relation R sur A"T! — {0} définie par : pour tous vecteurs non nuls z et y,
nous avons
TRy <= 3INeK :y=Az

La relation R ainsi définie est une relation d’équivalence sur A" — {0}.

Définition 1.2.12 (Espace projectif). On appelle espace projectif de dimension n sur K,

noté P ou P"(K), 'ensemble des classes d’équivalence par R. En symbole, on a

P = (A" — {0})/R.

En d’autres termes, P" est I'ensemble des droites vectorielles de A"!. Si P € P, tout
représentant de P est un vecteur directeur de P. Si un point P € P" a pour vecteur directeur
(z0,...,2n) € A" — {0}, on écrit P = (xg:...:2,); ondit (2o : ... : z,) est un systeme de
coordonnées homogenes de P et ils ne sont définis qu’a multiplication par un scalaire non nul
prés. Les espaces P! et P2 sont appelés respectivement droite projective et plan projectif.

Le groupe de Galois Gi agit sur P" en agissant sur les coordonnées : pour tout o € Gi et
P=(xg:...:2,) €P" ona
P = (xg:...:x7).
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L’ensemble des points K —rationnels de P", noté par P"(K), est 'ensemble
P*"(K)={P eP": P° = P pour tout 0 € Gg}.

Pour définir les ensembles algébriques projectifs, nous procédons de maniere analogue a la
définition des ensembles algébriques affines, sauf que dans l’espace projectif, nous utilisons
des polynémes homogenes. En effet, la valeur d’un polynéme F € K|[Xy,...,X,] au point
P € P" dépend du systéme de coordonnées homogenes. Un polynéme F € K[X,..., X,] est dit
homogeéne de degré d si pour tout A € K, on a

F(\zo, ..., \xn) = M F(zq,...,x,).

Par suite, le polynéme F s’annule en P = (xg : ... : xy) si, et seulement si F(Axg, ..., Ax,) =0
pour tout A € K. On dit que P = (xg:...:xy) est un zéro de F', et on notera F(xg,...,z,) = 0.

Définition 1.2.13. Soit S une partie de K[Xj, ..., X, formée de polyndémes homogenes. On
pose :

V(S)={P=(x0:...:2,) €EP"|VF €S, F(P)=0}.
On dit que V(5) est ’ensemble algébrique projectif défini par S.

Définition 1.2.14. On appelle hypersurface définie par un polynéme homogene F', notée V(F),
I’ensemble des zéros de F'. L’hypersurface V(F') est de degré d, si F' est de degré d.

Cas particuliers d’hypersurfaces : Soit ’hypersurface V(F) = {P € P" | F(P) = 0}.

e Sin =2, on obtient V(F) = {P € P? | F(P) = 0}, une telle hypersurface est appelée courbe
projective plane.
Une courbe projective plane est dite conique, cubique, quartique, quintique ... si le degré de
F' est respectivement 2, 3, 4, 5...

e Si deg(F) =1, 'hypersurface V(F) = {P € P" | F(P) = 0} est appelée hyperplan projectif.
De la méme facon que le cadre affine, les ensembles algébriques projectifs définissent une topologie

sur P, dite de Zariski. Notons aussi les notions d’irréductibilité et des composantes irréductibles
des ensembles algébriques projectifs sont définies comme dans le cas affine.

Définition 1.2.15 (Idéal d’un ensemble de points). Soit V une partie de P". On appelle
idéal de V' dans P", 'ensemble noté J(V') défini par

J(V)={F € K[Xo,...,X,] homogene : VP €V, F(P)=0},

qui est un idéal homogene de K[Xy, ..., X,], c’est-a-dire engendré par des polynomes homogenes,
ou encore, si les composantes homogenes de tout polynéme dans I'idéal est & nouveau dans 1’idéal.
On dit qu’un ensemble algébrique projectif V' est défini sur K si J(V') peut étre engendré par
des polynémes homogenes a coefficients dans K.

La coorespondance entre les ensembles algébriques projectifs et les idéaux homogenes est
similaire & la correspondance affine. La différence notable est I'existance d’un idéal irrelevant (ou
inconvenant), & savoir 'ideal Iy engendré par Xy, ..., X,. Notons que Iy définit le sous-ensemble
vide de P".

Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.3 (Nullstellensatz de Hilbert). Soit I un idéal homogene de K[Xj, ..., X,].
1) V{I) =0 < (Xo, ..., X,) c VI.
2) Si V(I) # 0, alors on a J(V(I)) = V1.
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Remarque 1.2.1. Soulignons que pour un ensemble algébrique projectif V', les éléments de K[V] ne
définissent pas des fonctions sur V' & valeurs dans K méme dans le cas le plus simple, c’est-a-dire
les polyndomes homogenes. Toutefois, si F' et H sont des éléments homogenes de K[V] de méme
degré, alors le quotient F//H définit une fonction sur 'ouvert ot H ne s’annule pas. Ainsi, seuls
les éléments constants de K[V] qui sont des fonctions sur V' a valeurs dans K.

Définitions 1.2.16. Soient X une variété projective et 2 un point de X. Une fonction f : X — K
est dite réguliere en x, s’il existe des polynémes homogeénes F' et H de méme degré tels que
f = F/H avec H(z) # 0 dans un voisinage de x dans X. On dit que f est réguliére sur X, si elle
I’est en tout point de X.

Définition 1.2.17. Soient X et Y des variétés projectives. On dit qu’une application u : X — Y
est réguliere si elle est continue et si, pour tout ouvert U de Y et toute fonction réguliere
f:U — K, la composée f ou est réguliere sur v~ (U).

Définition 1.2.18. Soient X et Y deux variétés. On considére les couples (u, U), ou U est un
ouvert dense de X et u : U — Y une application réguliere. On dit que de tels couples (u, U)
et (v, V) sont équivalents si u et v coincident sur U N'V. On appelle application rationnelle de
X sur Y, une classe d’équivalence pour cette relation. Une fonction rationnelle sur X est une
application rationnelle de X & valeurs dans K.

Proposition 1.2.2. Soient C une courbe, V. C P", P € C un point lisse et ¢ : C — V une
application rationnelle. Alors ¢ est réguliere en P. En particulier, si C est lisse, alors ¢ est un
morphisme.

Théoréme 1.2.4. Soit ¢ : C; — C2 un morphisme de courbes. Alors ¢ est soit constant, soit
surjectif.

Soient C; et Co deux courbes définies sur K et soit ¢ : C; — C2 une application rationnelle non
constante définie sur K. Alors, la composition avec ¢ induit une injection de corps de fonctions
fixant K,

9" K(C2) = K(C1), [ ™ (f)=fo0.

Pour toute application rationnelle ¢ telle que définie précédemment, le corps de fonctions K (C)
est une extension de corps finie de ¢*(K(Cz)), ce qui nous permet de définir le degré de cette
application ¢.

Définition 1.2.19. Soit ¢ : C; — C3 une application de courbes définie sur K. Si ¢ est constante,
on définit le degré de ¢ comme étant 0; sinon on dit que ¢ est une application finie et on définit
son degré comme étant

deg(¢) = [K(C1) : ¢*(K(C2))].

Nous explicitons maintenant les liens entre les courbes algébriques affines et les courbes
algébriques projectives. Pour ce faire, nous commencons par donner la description classique de
P? comme union d’un espace affine A% et d’un hyperplan a infini.

Considérons les ensembles Us et Lo, définis par
Uy ={(X:Y:2)eP? | Z#0} et Loo ={(X:Y : Z) € P?| Z = 0}.
On introduit les coordonnées x, y telles que

X

t oy =
7z Y

B Y
T = 7

L’application définie par
¢o: A2 = Uy, (z,y) = (x:y:1)
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est une bijection dont la réciproque est

XY
-1, 2 . .
07" Uy — A2 (X.Y.Z)»—>(Z,Z).

On définit aussi une bijection avec 'application
VP = Ly, (X:Y)—= (X:Y:0).

Puisque P? = Uy U Lo, on obtient une description de P? comme réunion disjointe du plan affine
A? et de hyperplan & l'infini L. Les élément de Lo, sont appelés points & 1'infini.

De la méme maniére que Us, on peut définir d’autres sous-ensembles de P? tels que
Up={(X:Y:2)eP*| X #0}et Uy ={(X:Y:Z)cP*|Y #0}.
et des bijections

X Z)‘

~ Y Z ~
o7t Uy — A2, (X:Y:Z)»—>( —)et¢11:U1—>A2, (X:Y:Z)»—><?,?

XX
Les applications gbj_l permettent d’identifier le plan affine A? avec un ouvert Uj de P2, Notons

que la réunion des U; récouvre P2. 11 suit qu’une courbe projective C d’équation F(X,Y,Z) =0
est la réunion de trois courbes planes C = Cy UCy UCy avec C; = C N U;. Lorsque nous identifions
U; avec A2 alors Cy, C1 et Co s’identfient avec les courbes affines définies respectivement par les
polynémes

foY,2)=F(1,Y,2), i(X,2)=F(X,1,2) et fo(X,Y)=F(X,Y,1).

Le processus de remplacement du polynéme F(X,Y, Z) par le polynéme fy(Y,Z), f1(X,Z) ou
f2(X,Y) est appelé déshomogénéisation suivant respectivement X, Y et Z. Ce processus peut

étre inversé. Pour tout polynome non nul f(X,Y) € K[X,Y], on définit
XY

_pdpel( 2 T

F(X>Y7Z) =Z f(Zv Z)’

avec deg(f) = d. On dit que F est ’homogénéisé de f par rapport a Z.

Le passage d’une courbe affine en une courbe projective peut se faire en homogénéisant le
polynoéme qui la définit. Inversement, le passage d’une courbe projective en une courbe affine
peut se faire en déshomogénéisant le polynéme qui la définit.

1.3 Quelques propriétés des courbes algébriques planes

1.3.1 Multiplicités, courbes lisses et anneaux locaux

Définition 1.3.1 (Multiplicité d’une courbe affine a I’origine).

Soit C = V(f) une courbe affine et P = (0,0). On écrit f = fp, + frn41 + - + fy ol les f; sont
des polynémes homogenes de degré i, et f,,, # 0. On appelle multiplicité de C en P et ’on note
mp(C) lentier m.

Notons que P € C si, et seulement si mp(C) > 0. On dit que P est un point simple (resp.
double, triple, etc.) sur C si mp(C) =1 (resp. 2, 3, etc.).
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Remarque 1.3.1. Lorsque C = V(f) avec cette fois f = Hfzn’ ou les f; sont les facteurs

(2
irréductibles de f, alors

mp(C) = Zni.mp(Ci),

avec C; = V(f;). Pour le cas général, nous faisons un changement de coordonnées affines pour
calculer la multiplicité de la courbe affine en un point P = (a,b) # (0,0). Concretement, soit
une courbe affine d’équation f(z,y) = 0. Il suffit de ramener le point P = (a,b) a lorigine en
construisant une nouvelle fonction A définie comme suit

hz,y) = f(x +a,y+b).

Puisque, le changement de coordonnées affines ne change pas la multiplicité et on a h(0,0) =
f(P) = 0 alors, chercher la multiplicité de f en P = (a,b) revient a trouver la multiplicité de h a
lorigine. Pour le cas d’une courbe projective, on pourra consulter [Ful69, Chapitre 5].

Définitions 1.3.2. Soit C une courbe algébrique.
SiC: f(x,y) = 0 une courbe plane affine et P = (a,b) € C. On dit que P est un point singulier si

Of ipy— 91 (py— .

sinon on dit que P est un point lisse (ou non singulier ou régulier), auquel cas la tangente a C en
P est donnée par
of of

5 (P = a) + 5 (P)(y —b) = 0.

SiC: F(X,Y,Z) = 0 une courbe plane projective et P = (a : b: ¢) € C. On dit que P est un
point singulier si
OF OF OF
ZZ(P)= —— el
0X (P) 8Y( ) 07
sinon on dit que P est un point lisse (ou non singulier ou régulier), auquel cas la tangente & C en
P est donnée par

(P)=0;

oF OF OF
Xa—X(P) + Ya—Y(P) + Za7(P) =0.

Une courbe C est lisse (ou non singuliere ou réguliere) si elle 'est en chacun de ses points.

Définition 1.3.3. Une courbe elliptique F définie sur un corps K est une courbe projective lisse
de la forme
Y2Z + a1 XYZ 4+ asYZ? = X3 + 4o X%Z + as X Z% + a6 23,

avec chaque a; € K.

Une équation de cette forme est appelée équation de Weierstrass. Il existe un point & I'infini
donné par O = (0:1:0) € E et que c’est le seul point qui se trouve sur la courbe avec Z = 0. On
peut écrire ’équation de Weierstrass affine pour la courbe elliptique E en utilisant les coordonnées
r=X/Zety=Y/Z

y2 + a1y + aszy = 3+ a23:2 + asx + ag,

en se rappelant toujours qu’il y a un point supplémentaire le point a I'infini O = (0:1: 0).

Y —ajxr —as

Si car(K) # 2, la substitution de (z, y) par (m, 5

forme

) donne une équation de la

y2 = 423 + box® + 242 + be,
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avec by = a% + 4as, by = 2a4 + ajas et bg = a% + 4ag.

Si de plus car(K) # 2, 3, la substitution de (z, y) par (

donne une équation plus simple de la forme

x—3by y

BETE ﬁ) a ’équation ci-dessus

y? = 2% — 2Tcsx — Hdc,
avec ¢q = bg — 24by et cg = —b;’ + 36boby — 216b¢.

Il en résulte que lorsque la caractéristique de K est différente de 2 et 3, une courbe elliptique F
définie sur K est une courbe d’équation affine

y? =23 +ax +b,

avec a, b € K tels que 4a® + 27b% # 0, & laquelle on rajoute le point O = (0:1:0). Cette
équation est appelée forme réduite de Weierstrass.
L’ensemble des points K —rationnels sur E, noté F(K), est défini par

E(K)={(z,y) € K*|y* + ayzy + azy = 2> + agx® + agz + ag} U {O}.

Définition 1.3.4. Soit C une courbe projective définie sur K et irréductible. On appelle corps
des fractions de 'anneau K|C] le corps des fonctions rationnelles sur C; il est noté K(C). En
d’autres termes, on a

K(C)={f : 3 f1, f2 € K[C] homogenes de méme degré, f = f1/f2}.

Définition 1.3.5. Soient f € K(C) et P € C. On dit que f est réguliere (ou est définie) au point
P s'il existe f1, fo € K|[C] telles que f = f1/f2 avec fa(P) # 0.

Définition 1.3.6. Soient C une courbe projective irréductible définie sur K et P € C. On appelle
anneau local de C en P et 'on note Op(C) I'ensemble des fonctions régulieres en P, i.e., on a

Op(C)={f € K(C) : f=fi/f2, J1,f2 € K[C] et fo(P) # 0}.

L’ensemble des points de C ou la fonction rationnelle f n’est pas définie est appelé ’ensemble
des pdles de f. Si f est réguliere et s’annule en P, on dit que P est un zéro de f. Notons M p(C)
I’ensemble des fonctions régulieres en P et qui s’annulent en P. Explicitement,

Mp(C) ={f € Op(C) : f(P) =0}

qui est un idéal maximal.

Les éléments inversibles de Op(C) sont ceux qui n’appartiennent pas & Mp(C), on les appelle
les unités de Op(C) et ils forment un groupe multiplicatif.

Si C est définie par 1’équation affine f(x,y) = 0, alors Mp(C) pour P = (a,b) est engendré
par x —a et y — b, i.e., Mp(C) =<z —a,y — b > (voir [EMOT7, Chapitre 1]).

Définition 1.3.7. On dit que Op(C) est un anneau de valuation discrete s’il existe ¢ €
Mp(C), t # 0, tel que tout élément non nul f € Op(C) s’écrive de maniere unique f = u.t™, u
unité de Op(C), m € N. L’entier m est appelé la valuation (ou l'ordre) de f au point P, notée
ordp(f); il ne dépend pas du choix du paramétre t appelé uniformisante de Op(C).

Plus généralement, si f € Op(C), f # 0 on peut ’écrire sous la forme u.t™, avec cette fois
m € Z et on pose ordp(f) = m.
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Proposition 1.3.1. Si C est lisse en P, alors Op(C) est un anneau de valuation discrete et le
COIps

Op(C)/Mp(C)

est appelé corps résiduel.

La connaissance de la fonction ordp : f — ordp(f) détermine 'anneau de valuation discrete
Op(C) : o
Op(C) ={f € K(C)| ordp(f) = 0}

et Mp(C) :
i Mp(C)={f € K(C)|ordp(f) > 0}.

Propriétés 1.3.1. Soit C une courbe lisse en P. Soient f; et fo deux éléments non nuls de K (C).
On a:

a) ordp(f1f2) = ordp(f1) + ordp(f2)

b) ordp (g) = ordp(f1) — ordp(f2)

c) ordp(f1 + f2) > min(ordp(f1), ordp(f2))
)

1
d) Si P est un pole de fi, alors ordp(f1) = —ordp (f>
1

Exemple 1.3.1. Considérons une courbe C irréductible et lisse définie sur Q d’équation affine
y? = (z —1)(xz — 2)(x — 3).

Soit P, = (k, 0) ou k € {1, 2, 3}. On a Mp, (C) est donné par < x — k, y > et pour tout j # k,
les éléments x — j sont inversibles dans 'anneau local Op, (C) avec j € {1, 2, 3}. On a pour
j #k, (x— k) = u.y? Alors, I'uniformisante de Op, (C) est y. Ainsi, on a ordp,_(y) = 1 et donc
ordp, (z — k) = 2.

Soit F(K) I'ensemble des paires de polynémes fi, fo € K[X,Y] n’ayant pas de facteur
commun h € K[X,Y], tel que h(0,0) = 0. Pour (f1, f2) € F(K), nous voulons définir le nombre
d’intersection des courbes C = V(f1) et C' = V(f2) a lorigine; il sera noté I(P,C N C’) ou
mult p(C N C’). On notera souvent, par abus d’écriture, I(P,C NC’) par I(fi, f2). La proposition
suivante montre qu’il y a exactement une fagon raisonnable de le faire.

Propositions 1.3.2. Il existe une unique application I : F(K) — N telle que
I(X,)Y)=1;

I(f1, f2) = I(f2, f1) pour tout (f1, f2) € F(K);

I(f1, f2f3) = I(f1, f2) + I(f1, f3) pour tous (f1, f2), (f1, f3) € F(K);

I(f1, f2+ fsf1) = I(f1, f2) pour tous (f1, f2) € F(K), f3 € K[X,Y];

I(f1, f2) = 0si f2(0,0) #0.

On trouve une démonstration dans [Mil06, Chapitre I| ou [Ful69, Chapitre 3].

Considérons deux courbes C = V(f1) et €' = V(f2) dans A? et soit P = (a,b) € CNC'. On
dit que P est un point isolé de C N C’ si C et C’ n’ont pas de composante irréductible commune
passant par P et nous pouvons donc définir le nombre d’intersection de C et C’ en P comme suit

I(P,CNC) = I(fi(z +a,y + ), fol +a,y+b)).
En particulier, si P = (0,0), on obtient I(P,CNC") = I(f1, f2).
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Théoréme 1.3.1. Le nombre d’intersection de C et C’ en P est donné par la formule suivante
I(P,CNC') = dimzO0p(A?)/ < fi, fo > .

Une démonstration de ce théoreme est donnée dans [Ful69, Chapitre 3].

Exemple 1.3.2. Soient C : y> = 23 la courbe affine, et L : y = 0 la droite tangente en P = (0,0).
Alors
I(P’CQL) = I(y2 —$3,y) = I($37y) =3.

Remarque 1.3.2. On a I(P,CNC’") =1 si, et seulement si P est lisse & la fois sur C et C' et que
les droites tangentes a C et C’ en P sont distinctes. On a aussi I(P, CNC') > mp(C).mp(C’) avec
égalité si, et seuement si les deux courbes n’ont aucune droite tangente commune en P.

Théoréme 1.3.2 (Bézout).

Soient C et C' deux courbes projectives planes définies sur un corps algébriquement clos, sans
composante irréductible commune, de degré respectif d et d’. Alors le nombre d’intersection
(comptés avec multiplicités) de ces deux courbes est égal a dd'. C’est-a-dire

Y I(P,cNC)=dd.
P

On définit le cycle d’intersection de C et C’, noté C.C' par

cc'=> I(P,.cnC)P.

PcP2

1.3.2 Diviseurs

Soit X une variété algébrique.

Définition 1.3.8 (Diviseur de Weil).
On appelle diviseur de Weil D sur X une somme formelle finie a coefficients entiers d’hypersurfaces
irréductibles de X de codimension 1. Ainsi, un diviseur de Weil D sur X s’écrit

D = ZmzY;a
%

ou les m; sont des entiers presque tous nuls et les Y; représentent des hypersurfaces irréductibles
de X de codimention 1.

Définition 1.3.9 (Diviseur de Cartier).

Un diviseur de Cartier D sur X est la donnée d’un recouvrement (U;) de X par des ouverts, et
chaque U; d’une fonction rationnelle f;, avec la condition de compatibilité : sur chaque intersection
U; NUj, la fonction f;; = f;/ f; est une fonction a valeurs dans K (i.e., sans zéro ni pole).

Voici une proposition importante qui nous permet d’identifier les deux diviseurs et ainsi, nous
pouvons les écrire de fagon simple.

Proposition 1.3.3. Sur une variété lisse les notions de diviseur de Weil et de diviseur de Cartier
coincident.

Nous déduisons de cette proposition qu’un diviseur sur une courbe lisse et irréductible est
simplement une somme formelle finie de points affectés par des coefficients entiers. Dans la suite,
nous entendons par courbe, une variété algébrique projective de dimension 1.
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Définition 1.3.10. Soit C une courbe lisse. Un diviseur D sur C est une somme formelle de
points appartenant a C :

D=> npP,
PeC

ou les np sont des entiers presque tous nuls.

Le degré d’un diviseur est la somme de ses coefficients :

deg(z npP) = Z np.

pPeC pPeC

L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), ou la loi de groupe est
I’addition formelle de points :

si D= Z npP et D' = Z npP alors D + D' = Z(np +n’p)P.
pPeC pPeC pPeC

Manifestement, deg(D + D’) = deg(D) + deg(D’). Les diviseurs sur C de degré 0 forment un
sous-groupe de Div(C) que I’on note Div?(C). Le support de D est 'ensemble des points P € C
tels que np # 0. Le diviseur D est effectif (ou positif) et on note D > 0 si np > 0 pour tout
P € C. Ainsi, on peut définir la relation d’ordre partiel 7>=" sur les diviseurs par :

D > D’ siet seulement si D — D' > 0.

Soit C une courbe lisse définie sur K. Le groupe de Galois G agit sur Div(C) et sur Div’(C)
de la manieére suivante :

D7 => npP°.
pecC

On dit que D est défini sur K s’il est invariant sous 'action du groupe de Galois : D° = D pour
tout 0 € G . Précisons que D est défini sur K, cela ne signifie pas que tous les P qui composent
D sont définis sur K. Le groupe de Galois Gx permute les P d’une maniere appropriée. On
désigne le groupe des diviseurs sur C définis sur K par Divg(C) et de méme pour DivY (C).

Exemple 1.3.3. Soit C la courbe lisse définie sur Q d’équation affine
y? = 2(z? +1)(2° + 1).
Considérons les diviseurs sur C suivants
Dy =2(0,0) + (1,2), Dy = (:,0) — (—i,0) et D3 = (7,0) + (—i,0) — 2(1,2).

On a

e deg(D;) = 3, deg(D2) = 0 et deg(D3) = 0.

o On sait que tout o € Gal(Q/Q) envoie i en lui-méme ou envoie i en son conjugué complexe.
Ainsi, les diviseurs D7 et D3 sont définis sur Q, alors que Dy ne ’est pas.

« D3 € Divg)(C), mais Dy, D ¢ Divg(C).

Remarque 1.3.3. Tout diviseur D peut s’écrire sous la forme D = Dy — Do, ou les D; sont

effectifs et de supports disjoints. En effet, soit D = Z npP, en posnat D = Z npP et
PeC np>0
Dy = — Z npP;ona D= D; — Ds.
np<0
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Définition 1.3.11 (Diviseur principal). Soient C une courbe lisse et f une fonction non nulle
de K(C). On associe a f le diviseur noté div(f) défini par

div(f) = > ordp(f)P.

peC

Un tel diviseur est appelé diviseur principal. L’ensemble des diviseurs principaux est noté par

Prin(C).

Le diviseur des zéros de f, noté div(f)o, et le diviseur des poles de f, noté div(f), sont
définis par

div(flo= Y. ordp(f)P et div(f)oo=— Y ordp(f)P.

Ordp(f)ZO Ordp(f)<0

Ainsi, le diviseur d’une fonction est la différence de ses zéros et de ses poles (comptés avec leur
ordre de multiplicité). Pour o € G, on a

div(f7) = (div(f))”.

Ainsi, si f € K(C)*, div(f) € Divg(C), c’est-a-dire, le diviseur d’une fonction K —rationnelle sera
aussi K —rationnel. L’ensemble des diviseurs principaux K —rationnels est noté par Pring (C).

Propriétés 1.3.2. Soit C une courbe lisse. Soient f; et fo deux éléments de K(C)*. On a
1. div(flfg) = diV(fl) + diV(fg)

2. div (;) — _div(fy)

3. div(f1) = 0 si, et seulement si f; € K
4. div(f1) = div(fo) si, et seulement si 3N € K : f1 = \fo

Un diviseur principal est un diviseur de degré zéro, c’est-a-dire, une fonction rationnelle
non nulle a le méme nombre de zéros que de poles s’ils sont comptés avec leur multiplicité. Les
diviseurs principaux forment un sous-groupe de Div?(C).

Exemple 1.3.4. Considérons une courbe C lisse définie sur Q d’équation affine
y? = (z —1)(xz — 2)(x — 3).

Soit P, = (k,0) ou k € {1,2,3}. On sait déja que ordp, (z — k) = 2. De plus, on vérifie sans
difficulté que C admet un unique point & U'infini O. Ainsi, on a

o div(z — k) =2P, — 20, Vke{l,2,3};

o div(y) = P + P, + P3 — 30.

Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence est un diviseur principal. On
. , . e s . .. . 12 17 .
note ~ la relation d’équivalence linéaire entre diviseurs : soient D et D" deux éléments de Div(C),
on a

D ~ D' si et seulement si il existe f € K(C)* : D — D' =div(f).

Nous examinons maintenant la jacobienne d’une courbe C. Nous nous intéressons par la suite
aux éléments de la jacobienne qui sont invariants sous G . Cette partie est fondamentale pour
étudier I’arithmétique des courbes algébriques. Commencons par définir le groupe de Picard.
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Définition 1.3.12. On définit le groupe de Picard (aussi appelé le groupe des classes de diviseurs)
de C, noté Pic(C), comme le quotient de Div(C) par le sous-groupe des diviseurs principaux :

Div(C)

Pic(C) = Prin(C)’

Nous pouvons aussi définir, de la méme maniere, le groupe des classes de diviseurs de degré 0,
noté Pic’(C) par
_ Div’(C)

Pic’(C) = Prin(C)°

Définition 1.3.13. La jacobienne d’une courbe C que I’on note par Je est le groupe Pic’ (C).

Soient C une courbe définie sur K et Jo sa jacobienne. Supposons qu’il existe un point
K —rationnel Py de C. Nous nous intéressons particulierement a I’ensemble des points rationnels
de la jacobienne J¢, noté Je(K). Il s’agit des éléments de J¢ fixés sous l'action du groupe de
Galois Gg. Nous pouvons identifier Je(K) au groupe des classes de diviseurs K —rationnels de
degré 0, défini comme
Pic% (C) = Div%(C)/Pring (C).

Définition 1.3.14 (Espace de Riemann-Roch).
Soient C une courbe lisse et D un diviseur sur C. L’espace de Riemann-Roch associé a D est
I’espace vectoriel

L(D) ={f € K(C)" | div(f) + D > 0} U{0}.
C’est un K —espace vectoriel de dimension finie et on désignera par I(D) sa dimension.

Proposition 1.3.4. Soient D et D’ deux diviseurs sur une courbe lisse C.
1) Sideg(D) <0, alors £L(D) =0 et (D) = 0.
2) Si D < D', alors L(D) C L(D'").
3) Si D ~ D', alors L(D) ~ L(D") et I(D) = 1(D').

Définitions 1.3.15 (Formes différentielles). Soit X une variété de dimension n.

1. Une p—forme différentielle w réguliere sur X est une forme qui dans un voisinage de chaque
point z € X s’écrit

w= Y frdgr
|I|=p
ot I = (i1,...,14p) est un multi-indice d’entiers avec 1 <iy <ip < ... <ip <N, f1 = fi) i,

91 ={9ir,---+ 9, }; f1 et g1 sont des fonctions régulieres en x et dg; = dgi; A ... Adgi,.
Une n—forme différentielle w réguliere sur X s’écrit w = fdgi A ... A dgy.

2. Une p—forme différentielle rationnelle sur X est la donnée d’une p—forme différentielle
réguliére w sur un ouvert de X, modulo la relation d’équivalence = définie comme suit :

(w, U) =~ (W', U') si et seulement si w = w' sur UNU'.

Définition 1.3.16 (Diviseur canonique). Soit X une variété lisse de dimension n. Un diviseur
canonique sur X est un diviseur d’une n—forme différentielle rationnelle sur X.

Un tel diviseur est noté Wx ou simplement W s’il n’y a pas risque de confusion sur X.

Proposition 1.3.5. Si w et w’ sont deux n-formes différentielles rationnelles sur X, alors
W ~ W’. Autrement dit, il existe une fonction rationnelle non nulle f telle que w = fuw'.
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Cette proposition montre que les diviseurs des n—formes différentielles rationnelles non nulles
forment une seule classe de diviseurs, appelée classe canonique. Par conséquent, sur X, tous les
diviseurs canoniques ont le méme degré. Etudions maintenant le cas d’une courbe.

Définition 1.3.17. Soit C une courbe. L’espace des formes différentielles sur C, noté )¢, est le
K (C)— espace vectoriel engendré par les symboles de la forme dx pour x € K (C), vérifiant les
relations usuelles :

(i) d(z +y) = dz + dy pour tous =, y € K(C).
(ii) d(zy) = zdy + ydx pour tous z, y € K(C).
(iii) da = 0 pour tout « € K.

Proposition 1.3.6. Soit C une courbe.
1) L’espace vectoriel Q¢ est de dimension 1 sur K (C).

2) Si t est une uniformisante en un point lisse de C, alors dt est une base de Q¢.

Propositions 1.3.7. Soit C une courbe. Soient P € C et t € K(C) une uniformisante en P.

(a) Pour tout w € Q¢, il existe une unique fonction f € K(C) qui ne dépend que de w et ¢, telle
que w = fdt.
On note f par w/dt.

_ d
(b) Soit f € K(C) une fonction réguliere en P. Alors d—J; est aussi une fonction réguliere en P.

(c) Soit w € Q¢ avec w # 0. La quantité ordp(w/dt) dépend seulement de w et P, elle est
indépendante du choix de I'uniformisante t.
Cette valeur s’appelle 'ordre en P de w et on la note ordp(w).

(d) Soient f1, fo € K(C) avec fo(P) = 0 et soit p = car(K). Alors
ordp(fidf2) = ordp(f1) + ordp(f2) — 1, si p=0ousip t ordp(f2).
(e) Soit w € Q¢ avec w # 0. Alors
ordp(w) = 0 sauf un nombre fini de P € C.

Cette proposition nous permet d’énoncer la définition suivante :

Définition 1.3.18. Soit w € Q¢ avec w # 0. On associe & w le diviseur noté div(w) défini par

div(w) = Z ordp(w)P.
pPeC

Un tel diviseur est appelé diviseur canonique. On le note W au lieu de div(w). La différentielle
w € Q¢ est réguliere (ou holomorphe) si

ordp(w) >0, VP eC.

Remarque 1.3.4. Soient C une courbe, W = div(w) un diviseur canonique sur C et f € L(WW).
On a div(f) + div(w) > 0, i.e., div(fw) > 0, donc fw est holomorphe. Reciproquement, si la
différentielle fw est holomorphe alors f € L(W). Puisque, chaque différentielle sur C a la forme
fw pour un certain f € K(C)*, nous avons établi un isomorphisme des K —espaces vectoriels,

L(W) ~{w € Q¢ | w est holomorphe}.

La dimension (W) de ces espaces est un invariant important de la courbe C. Cette dimension
est le genre de la courbe C.
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Exemple 1.3.5. Considérons une courbe C lisse définie sur Q d’équation affine
y? = (z —1)(xz — 2)(x — 3).
On garde les mémes notations que ’exemple 1.3.4 et soit la 1—forme différentielle

_dzx dy

YT oy T 32 120+ 11

On cherche & déterminer div(w). Cherchons d’abord div(dx), nous avons

d 2ydy
=5,
32 — 122 + 11
La différentielle dx a trois zéros Py, P>, et P3 et un pole O et on a dx = —xQd(l/aﬁ). Alors, on

obtient
diV(diL') =P+ P+ P;—30.

Ainsi, nous voyons donc que

div(dz/y) = 0, i.e., div(w) = 0.

Nous en arrivons au théoréeme de Riemann-Roch qui est un outil de base permettant de
calculer dans la plupart des cas la dimension des espaces de Riemann-Roch. Il fournit I'existence
de représentants agréables dans chaque classe de la jacobienne d’une courbe.

Théoréme 1.3.3 (Riemann-Roch).
Soient C une courbe lisse de genre g et W un diviseur canonique sur C. Alors, pour tout diviseur
D sur C

I(D)=1(W —-D)+degD+1—g.

Nous renvoyons a [Ful69, Chapitre 8] ou [Sti93, Chapitre 1] pour une démonstration.

Corollaire 1.3.1. Soient C une courbe lisse de genre g et W un diviseur canonique sur C. On a
a) (W) =g et deg(W) =29 — 2;
b) si deg(D) > 2g — 1, alors I(D) = deg(D) + 1 — g;

1
¢) (Théoreme de Clifford) si I(D) # 0 et (W — D) # 0, alors on a (D) <

deg(D) + 1.

O |

Démonstration. Le théoreme de Riemann-Roch affirme que
I(D)=1(W —D)+degD+1—g.

a) Pour D = 0, on obtient
1= 1(0) = 1(W) +1— g,

ce qui prouve que [(W) = g. Ensuite pour D = W, on trouve
g=IlW)=degW +2 —g,

donc, deg(W) = 2g — 2.
b) Puisque deg(D) > 2g — 1 et deg(W) = 2¢g — 2 alors deg(W — D) < 0, et donc [(W — D) =0;

ainsi la relation se simplifie.
¢) Voir [Sti93, Chapitre 1]
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a

Voici quelques formules pour calculer le genre d’une courbe définie sur K de car(K) # 2 (voir
[Per95] et [Tow96]) :

¢ Soit C une courbe projective plane lisse définie sur K de degré d. Le genre g de C est donné par

(d—1)(d—2)

9= 9

o Soit C une courbe lisse définie sur K d’équation affine y? = f(x), avec deg(f) = d. Le genre g
de C est donné par

_J (d—=1)/2 sid impair
973 (d-2)/2 sid pair.

Soient C une courbe lisse définie sur K de genre g > 1 et J¢ sa jacobienne. Supposons que la
courbe C ait un point base K —rationnel Py. On définit le plongement jacobien comme suit

j:C— Je, P— [P — P,
ou [D] représente la classe du diviseur D.
L’application j s’étend par additivité, notée encore j, de Div®(C') vers Je, donnée par
§:DIVY(C) — Je, D+ [D — deg(D)Py).
et appelée application d’Abel-Jacobi.

Théoréme 1.3.4 (Abel-Jacobi).
L’application d’Abel-Jacobi j est surjective et son noyau est formé des diviseurs de fonctions
rationnelles sur C. En d’autres termes, j induit un isomorphisme de Pic(C) vers Je.

Nous pouvons traduire le théoréme d’Abel-Jacobi en trois points dont une preuve se trouve
dans |Gri89, Chapitre 5.

e L’application d’Abel-Jacobi j est surjective.
o Im(div(f)) C ker(j), i.e., pour tout f € K(C)* avec div(f) = D, alors j(D) = 0.

o ker(j) C Im(div(f)), i.e., si j(D) = 0 avec D € Div?(C), il existe f € K(C)* telle que
div(f) = D.

1.4 Variétés abéliennes et isogénies

Considérons K un corps de nombres (i.e., une extension de dimension finie du corps Q).

1.4.1 Variétés abéliennes

Définition 1.4.1. Une variété de groupe définie sur K est une variété algébrique V définie sur
K munie d'un point e € V(K) et de deux morphismes

m: VXV —V e 1:V—YV,

satisfaisant les axiomes d’une loi de groupe
(i) pour tout x € V, m(e,z) = m(x,e) = x;

(ii) pour tout z € V, m(u(x),z) = m(z,t(x)) = e;
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(iti) pour tous z,y, 2 € V, m(m(z,y), 2) = m(z, m(y, 2)).

Exemples 1.4.1.
e Le groupe additif V, est la variété A dont la loi de groupe est 'addition

m:Vex Vo —Vy, (vyy)—xz+y et 1:V,—V,, z+— —x.

e Le groupe multiplicatif V,, est la variété A' — 0 dont la loi de groupe est la multiplication
1
m: Vi, X Vi — Vi, (zyy) — 2y et 02V — Vi, o — —.
x

Un morphisme de variétés de groupes o : V — V' est un morphisme de variétés algébriques
qui commute avec la structure de groupe

ale) = avec ¢ € V/(K), a(m(z,y)) =m'(a(z),aly)), ol(z))="(a(z)).

Définition 1.4.2. Une variété algébrique X est compléte si pour toute variété Y, la projection
X XY — Y est fermée (c’est-a-dire, envoie les fermés sur des fermés).

Définition 1.4.3. Une variété abélienne est une variété de groupe complete.

Notons que toute variété abélienne est projective [Mil08|, 1.6]. La jacobienne d’une courbe de
genre g est une variété abélienne de dimension g.

1.4.2 Isogénies

Soit a : A — B un homomorphisme de variétés abéliennes. Le noyau de « est une variété
algébrique.

Définition 1.4.4. Un homomorphisme « : A — B de variétés abéliennes est appelé isogénie,
sl est surjectif et a un noyau fini (i.e., le noyau a une dimension nulle).

Proposition 1.4.1. Soit « : A — B un homomorphisme de variétés abéliennes. Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) « est une isogénie ;
b) dim(A) = dim(B) et « est surjectif;
¢) dim(A) = dim(B) et ker(«) est fini.

Démonstration. On trouvera une démonstration dans [Mil08, I1.7]. a

Le degré d’une isogénie o : A — B est son degré en tant qu’application réguliére, c’est-a-dire,
deg(ar) = [K(A) : " (K(B))].

Soient A une variété abélienne définie sur K de dimension g et n un entier naturel non nul. Alors,
la multiplication par n, notée [n]4, définie par

nja:A—- A P—nP=P+P+---+P,

n fois

est une isogénie de A vers A dont le noyau est de cardinal n?Y (voir [Lan59]). On définit
I’ensemble des points de n—torsion comme étant le noyau de la multiplication par n et on le note
A[n] = ker([n]4). Explicitement, on a

Aln) ={P € A(K) : nP = 04}.
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Proposition 1.4.2. Soit o : A — B une isogénie de degré d. Il existe une isogénie duale
a: B — A de méme degré que « telle que

aQ = [d]B et aa = [d]A,
ou [d]4 et [d]p désignent respectivement les multiplications par d sur A et B.

Ainsi, la relation < il existe une isogénie entre deux variétés abéliennes > est symétrique.
Elle est transitive car la composée de deux isogénies est une isogénie. Finalement c’est une
relation d’équivalence, et I'on dira que deux variétés abéliennes sont isogeénes s’il existe une
isogénie entre les deux. Si A et B sont deux variétés abéliennes isogeénes, on note A &~ B.

Définition 1.4.5. Une variété abélienne A est dite simple s’il n’existe pas de variété abélienne
B C A telle que 0 # B # A. Autrement dit, les seules sous-variété abéliennes de A sont A et {0}.

Définition 1.4.6. Toute variétés abéliennes est isogéne & un produit de variétés abéliennes
simples, unique a permutation et isogénie pres.

Il en résulte que pour toute variété abélienne A, on a
~ ni n
A= AT X - XA,
ou chaque A; est une variété abélienne simple et A; n’est pas isogene a A; pour i # j.

Théoréme 1.4.1 (Mordell-Weil).
Soit A une variété abélienne définie sur K. Alors, le groupe A(K) des points K —rationnels sur
A est de type fini. En d’autres termes, on a

AK) =2 Z" ® A(K)tors, avec r € N.

Le groupe A(K) est appelé le groupe de Mordell-Weil, ’entier naturel r le rang de la variété
abélienne A, et A(K )iors €st le sous-groupe de torsion.

Du point de vue informatique, le calcul du sous-groupe A(K)iors est une tache simple; par
contre la déterminaton du rang r et des générateurs de Z" est tres délicate.

Ce théoreme a été prouvé par Mordell [Mor22] dans le cas ou la variété abélienne est une
courbe elliptique. Weil [Wei29] dans sa these a traité le cas des jacobiennes des courbes de genre
supérieur. Une preuve se trouve dans [HS00] ou [Ser90].

Le principe de la méthode utilisée pour étudier les points algébriques de degré
donné sur les courbes dont le groupe de Mordell-Weil est fini

Soit C une courbe projective lisse définie sur QQ de genre g > 2. Le célebre théoreme de
Faltings affirme que, étant donné un corps de nombres K, ’ensemble C(K) est fini. Nous nous
intéressons a décrire cet ensemble. Plus précisement, nous donnons une description de ’ensemble
des points algébriques sur C de degré au plus d donné sur Q. On note cet ensemble par

U cwx).

[K:Ql<d

Le degré d’un point algébrique R sur C est le degré de son corps de définition sur Q, c’est-a-dire,
la dimension de Q(R) en tant que Q—espace vectoriel. Le principe sous-jacent de la méthode
utilisée pour étudier ces points algébriques est le suivant.
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On suppose que 'on connaisse ou détermine la structure du groupe de Mordell-Weil J¢(Q) et
que celui-ci soit fini :
Je(Q)ZZ/mZ X -+ X L/nsZ.

On consideére un point base Py € C(Q) ; 'application d’Abel-Jacobi associée a Py est le plongement
jacobien
j:C— Je, P— [P — Py,

ol [P — Py] est la classe du diviseur P — Py. On détermine ensuite Dy, --- , Dy des diviseurs sur
C définis sur Q tels que j(D;) soit d’ordre n; et j(D1),--- ,j(Ds) engendrent Jeo(Q).

Soit R un point algébrique sur C de degré d. Notons Ry, -+ , Rg les conjugués de Galois de R.
On a j(Ry + - --+ Ry) appartient a Je(Q) et par conséquent, il existe m; tels que

J(R1+ -+ Rq) =mj(D1) + - +mgj(Ds), avec 0 <m; <n;— 1.

Le théoreme d’Abel-Jacobi entraine I'existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q telle
que
le(f) =Ri+---+R;j—m1D1—---—msDs + ( Z mldeg(Dz) — d)PO
1<i<s
La fonction f a donc des zéros et des poles prescrits, et si 'on sait analyser les espaces de
Riemann-Roch sur la courbe C, on en déduit des restrictions sur les zéros et les poles de f; ainsi,
dans les bons cas, on donne une description explicite.
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Chapitre 2 ——

Points algébriques sur des courbes
hyperelliptiques de genre deux

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a donner une paramétrisation des points algébriques
de degré donné sur des courbes hyperelliptiques de genre 2. L’originalité des résultats obtenus
dans ce chapitre porte essentiellement sur : le théoreme 2.2.4 qui donne de maniere explicite les
points algébriques de degré au plus d sur les courbes hyperelliptiques y? = 2° + n? avec n €
{4,5,8,10,12, 16, 20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250, 1296, 5000} ; le théoréme 2.3.2
qui décrit explicitement les points algébriques de degré au plus 3 sur les courbes hyperelliptiques
y? = x(z? — n?)(2? — 4n?) avec n € {1,2,3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}.

2.1 Arithmétique des courbes hyperelliptiques

Dans cette section, nous nous sommes inspirés principalement sur [Stolba], [Gau00], [CF96],
[FIy93], [CFO6], [GPNO2] et [Sto0ll.

2.1.1 Courbes hyperelliptiques

Définition 2.1.1. Une courbe hyperelliptique C définie sur un corps de nombres K de genre g
est une courbe projective lisse associée a une courbe plane affine donnée par une équation de la
forme

v’ = f(=),
ou f € K[X] est un polynéme sans facteur carré avec deg(f) = 2g + 1 ou deg(f) = 29 + 2.

Les courbes hyperelliptiques sont une classe de courbes algébriques et sont une généralisation
naturelle des courbes elliptiques. 1l existe des courbes hyperelliptiques de tout genre g > 1. Une
courbe hyperelliptique de genre g = 1 est une courbe elliptique. Nous voyons que lorsque nous
avons un point (z, y) sur cette courbe C, alors nous avons aussi (z, —y) sur C. Cela nous donne
une application bijective sur C appelée l'involution hyperelliptique définie par

QO:C—>C7 (x,y)l—>(a:,—y)
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Dans ce qui suit, on exige que f ait un degré d’au moins 5. Cela correspond a restreindre le
genre g > 2. Si le degré de f est égal a 2g + 1, la courbe posséde un unique point K —rationnel
a l'infini P, = (1:0:0). On dit que la courbe a un modele imaginaire. Lorsque le degré de f
est égal & 2g + 2, il y a deux points a U'infini cops = (1 : £s:0), ou s est une racine carrée du
coefficient dominant de f. Ces points sont K —rationnels si, et seulement si s € K, c’est-a-dire,
le coefficient dominant de f est un carré dans K. On parle de modele réel. Nous écrivons C(K)
pour I'ensemble des points K —rationnels sur C. Il s’agit des points de la courbe C & coordonnées
dans K :

{(z,y) € K2 : % = f(2)} U {Px} si 21 deg(/f)
C(K)=1 {(z,y) € K*:¢y* = f(x)} si 2| deg(f) et le(f) # s® avec s € K
{(z,y) € K? : y* = f(x)} U {oos,00_} si2]|deg(f)et le(f) =s®avec s € K

(ou le(f) désigne le coefficient dominant de f).

Les points de C(K) autres que les points a l'infini sont appelés points finis.

Définition 2.1.2 (Point opposé, point spécial, point ordinaire).
Soit P un point fini de C. L’opposé de P, noté —P, est donné par —P = ¢(P). Le point P est
spécial si P = ¢(P); sinon on dit que P est un point ordinaire.

Pour une courbe hyperelliptique C, une uniformisante peut étre déterminée explicitement
(voir [Stold]) :

Pour les points finis P = (u, v)

PR B si P est spécial
P=Y z—u si P est ordinaire.

Pour les points a I'infini ooy,

. _ y/z9tl sis=0
ooks 1/x si s # 0.

Notons J¢ la jacobienne de la courbe C. Le célebre théoreme de Mordell-Weil affirme que le
groupe J¢(K') des points rationnels de la jacobienne Je est un groupe abélien de type fini. En
d’autres termes, Je(K) peut s’écrire

JC(K) = JC(K)tors @ ZTa

ou r est un entier naturel et Jo (K )iors le sous-groupe de torsion de Je(K). L'entier r est appelé
le rang de la jacobienne Je. Dans le cas d’une courbe elliptique F, il est bien connu qu’il existe
une bijection entre E(K) et Jg(K). Pour étre plus précis, le théoréme de Riemann-Roch, nous
dit que chaque élément de Jg(K) a un unique représentant de la forme P — O, donc la bijection
E(K) — Jg(K) est donnée par P —— [P — O] ou [P — O] est la classe du diviseur P — O.
Dans ce cas, 'ensemble E(K) forme un groupe abélien de type fini (avec 1’élément neutre O) et
la loi de groupe a une description géométrique : si P, ) sont deux points sur E a coordonnées
rationnelles, alors la droite passant par P et @ (si P = @, on prend la tangente & la courbe)
recoupe F en un troisieme point R dont les coordonnées sont également rationnelles. On définit
P + @ comme étant le troisieme point d’intersection de E avec la droite passant par R et O.
Pour les courbes hyperelliptiques C de genre g > 2, il n’y a pas de loi de groupe sur C(K); a la
place, nous travaillons sur le groupe Je(K) des points rationnels de la jacobienne J¢.
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2.1.2 Jacobienne d’une courbe hyperelliptique

Nous décrivons d’abord une fagon canonique de représenter les éléments de la jacobienne qui
est analogue & la représentation que nous avons pour les courbes elliptiques.

Proposition 2.1.1. Soient C une courbe projective lisse définie sur K de genre g ayant un point
K —rationnel Py fixé et D € Div%(C).
Il existe un unique diviseur effectif D; de degré minimal m < g, ne contenant pas Py, tel que

DNDl —mP().

Un diviseur sous cette forme est dit réduit. L’entier m s’appelle le poids du diviseur. Si l'on
relache la condition m = deg(D;) < g, on n’a plus l'unicité et on dit que le diviseur est semi-réduit.

Démonstration.
L’existence. Considérons le diviseur Dy = D + gPy de degré g. Soit W un diviseur canonique sur
C. D’apres le théoreme de Riemann-Roch

I(Dy) — (W — Dg) =deg(D3) +1—g=1.

Ainsi, [(D32) > 1, ce qui assure l'existence d’une fonction rationnelle f telle que div(f) + Dy > 0.
Notons Dj le diviseur effectif div(f) + Dy. On a D + div(f) = D3 — gFy, donc

DND3—gP0.

Si ’on prend en compte le fait qu’il faut éliminer les éventuels Py intervenant dans Ds, on obtient
I'existence de D1.

L’unicité. Si D est principal, on prend m = 0 et D; = 0. Si D n’est pas principal, on pose
D4 = D1 — mP,y une représentation de D avec m minimal.
Vérifions que {(D;) = 1. Supposons que {(D4+(m—1)F) soit non nul. Alors, il existe une fonction
f telle que div(f) + Dy + (m — 1) Py > 0. Notons Dj le diviseur effectif div(f) 4+ Dy + (m — 1) B.
On a Dy+div(f) = D5 —(m—1)Pp, et donc D5 — (m — 1) Py est aussi une représentation de poids
m — 1 de D, ce qui contredit la minimalité de m. Ainsi, (D4 + (m — 1)Py) = 0. Puisque, le fait
de rajouter un point a un diviseur fait augmenter la dimension de I'espace vectoriel associé d’au
plus une unité, donc (D4 + mPy) < 1. Or le diviseur Dy + mPy = Dy est effectif, les fonctions
constantes forment un sous-espace vectoriel de £(D4 + mFPp). Il s’ensuit que

I(Dy) = 1.

Supposons maintenant qu’il existe D] effectif de degré m tel que D} — mPy ~ D1 — mP,. Alors
il existe une fonction f telle que div(f) + D1 = D} > 0, d’ott f appartient a £(D;), donc f est
une constante. Ainsi, div(f) =0 et D; = Dj. a

Considérons C : y* = f(z) une courbe hyperelliptique imaginaire définie sur K de genre 2.
La proposition précédente montre que pour chaque élément [D] de Je(K) autre que 1'élément
neutre a un unique représentant réduit de la forme

D~P +P,— 2P,

avec P; # —P,. Nous utiliserons {P;, P»} comme notation abrégée pour la classe de diviseurs
contenant Pj + P» — 2P,,. Il existe alors une correspondance bijective entre les éléments de J¢(K)
autre que ’élément neutre et I’ensemble des paires de points non ordonnés

{{Pl, PQ} P, Py e C(F), P 75 *PQ}.
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L’élément neutre de Jo(K) est O = {Px, P} et les diviseurs de la forme {P;, —P;} sont
identifiés & O. Ainsi,

Je(K) = {{P1, P2} : P, Py € C(K), Pi# Py} U{O}.

La loi de groupe sur Je(K) peut étre décrite géométriquement de la méme maniére que pour les
courbes elliptiques. L’inverse d’un diviseur {P;, Py} est

—{ P, P} ={-P1, —P>}.

Soient Dy = {P}, P2} et Dy = {Q1, Q2} deux éléments de Je(K). Il existe un unique polyndéme
h € K[X] de degré 3 (voir [CE96]) tel que y = h(z) passant par les quatre points Pj, Py, Q1, Qs.
Cette courbe coupe C en deux autres points R; et Re et donc

Dy + Dy +{R1, Ry} = O.

Ce qui s’écrit aussi,
{P1, Po} +{Q1, Q2} = {—R1, —Ra}.

La construction géométrique qui donne D 4+ Do est illustrée dans la figure suivante.

Un élément { Py, Py} de Jo(K) est d’ordre 2 si { Py, Py} # O et {Py, P} = —{ Py, P;}. 1l s’ensuit
que les éléments de la forme {(z1, 0), (22, 0)} o =1, x2 sont des racines distinctes de f(z) sont
d’ordre 2. De méme que les éléments de la forme {(x1, 0), Px} o x; est une racine de f(x)
sont d’ordre 2. Ce sont précisément tous les points d’ordre 2 sur Je(K). Ainsi, le sous-groupe
de Je(K) des points de 2—torsion, que 'on note Je(K)[2] a 16 éléments : il y a les 15 éléments

d’ordre 2 dans J¢(K) et 1'élément neutre O.
Le groupe de Galois G agit sur Je(K) comme suit
{P1, P}° ={P7, P7}.
Ainsi, Pensemble Je(K) des points rationnels de la jacobienne J¢(K) est donné par

Je(K) = {{Pl, Py} € Jo(K) : {P1, P2}7 = {P1, P} pour tout o € GK}.

Il en résulte quun élément {P), P2} € Je(K) est K—rationnel si :
(i) soit Py, P» € C(K) ou

(ii) soit P; et P, sont définis sur une extension quadratique de K et conjugués sur K, c’est-a-dire,
il existe une extension quadratique K(y/a) de K telle que

P = (a+bya, c+dya) et Py = (a—bya, ¢ — dya).
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Nous allons décrire une représentation polyndmiale pour les diviseurs semi-réduits de la jacobienne.
Une fagon pratique de le faire est d’utiliser la représentation de Mumford [Mum84]. Nous
présentons ensuite l'algorithme de Cantor [Can87] pour I’addition des diviseurs représentés en
forme de Mumford.

Définition 2.1.3. Soit C : y*> = f(z) une courbe hyperelliptique imaginaire définie sur K de

genre 2. Tout élément D = {P; = (x1, y1), Po = (z2, y2)} € Je(K) peut étre représenté par une
paire unique de polynémes u(z) et v(x), u,v € K|z|, ou

u(@) = (x —z1)(x — 2),

deg(v) < deg(u) <2,

v(x;) = y; pour 1 < < 2,

u divise v? — f.

On dit que u(x) et v(z) sont les coordonnées de Mumford du diviseur D. (u(x), v(z)) est la
représentation de Mumford du diviseur D.

Le polynoéme u code les abscisses des points du support de D tandis que v code leurs ordonnées.
La derniére condition permet de prendre en compte les multiplicités des points.

Explicitement, étant donné D = {P, = (z1, y1), P> = (2, y2)} un élément de Jo(K). Alors
D est représenté par

si Py # —Po, u(x) = (x — x1)(x — 22) et y = v(x) est 'unique droite passant par P; et Ps;

si Py = Py, u(x) = (x — x1)? et y = v(z) est la droite tangente & C;

lorsque nous avons { Py, Px}, alors u(z) = — 21 et v(x) =y ;

I’élément neutre O = { Py, Px} est représenté par (1, 0).

L’algorithme de Cantor (voir [Kob89] pour une généralisation sur un corps arbitraire) permet
de trouver le diviseur réduit (en coordonnées de Mumford) représentant la somme de deux
diviseurs réduits Dy et Dy de Je(K) représentés en forme de Mumford. Il se décompose en
deux étapes : la premieére étape (points 1 a 4) consiste a calculer les coordonnées du diviseur
semi-réduit D1 + D et la deuxiéme étape (points 5 & 8) consiste a le réduire jusqu’a obtenir un
diviseur de poids inférieur ou égal a 2.
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Algorithm 1 Algorithme de Cantor

Entrée : les coordonnées de Mumford (uq, v1) et (ug, v2) de deux diviseurs D; et Dy de Je ou
C est la courbe d’équation y? = f(x).

Sortie : les coordonnées de Mumford (u, v) de Dy + Do

1. dy < pged(uq, ug) = ejuy + equs

2. dy + pged(dy, ug + uz) = c1dy + ca(ug + uz)

3. 81 < c1e1, So < cieg et s34 co

U1U s1u1v2 + Sougvy + s3(v1va + f)

et v

4.
u 2 i

(mod u)

5. tant que deg(u) > 2 faire :
f=v°
u
T.u+u et v

6. u et v/ < —v (mod u)

8. fin tant que

9. rendre u unitaire

10. retourner (u, v).

Des formules explicites ont été données par Lange [Lan05] et un compte rendu complet des
différents algorithmes d’addition peut étre trouvé dans [CF06]. Pour le modele réel, on peut se
référer a [GHMOS].

2.1.3 Cohomologie galoisienne

Dans cette section, nous discutons des propriétés de base de la cohomologie des groupes.
Comme nous n’avons besoin que de HY et H!, nous avons limité notre attention & ces deux
groupes. Nous passons ensuite en revue les complétions des corps, le groupe de 2—Selmer et
le groupe de Tate-Shafarevich. Pour une discussion plus détaillée de ces notions, on pourra se
référer a [Mor96], [Mil22], [Wei08], [HS00], [Hei98], [BGOG], [Ser02], [Sto01], [Sch95], [Mill5].

Définition 2.1.4. Soit G un groupe. On dit que G est un groupe topologique si G a une topologie
dans laquelle les applications G x G — G, (z, y) — zy et G — G, © — z~! sont continues.

Soit L/K une extension galoisienne de corps. Notons
N = {F c:KCFCL,[F:K|] <+ et F/K est galoisienne}.
On définit une base B d’une topologie sur Gal(L/K) par
B ={0Gal(L/F) : o € Gal(L/K) et F € N'}.

Ainsi, tout sous-ensemble de Gal(L/K) est un ouvert si, et seulement si c¢’est I'union d’éléments
de B. On peut vérifier que cela définit une topologie. Cette topologie sur Gal(L/K) est appelée
topologie de Krull. Dans cette topologie, la composition (o, 7) — o7 et U'inversion o o~ ! sont
continues. Cela fait de Gal(L/K) un groupe topologique. En particulier, en prenant L = K, on
obtient une topologie sur Gx = Gal(K/K).

Définition 2.1.5. On dit qu'un ensemble M est un Gx—module a gauche si M est un groupe
abélien et s’il existe une application G x M — M définie par (o, m) — m telle que
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(i) “(m +m') = °m + °m’, pour tous m, m’ € M ;
(ii) “"m = 9("m), pout tous o, T € G et m € M ;

(iii) 'm = m, pour tout m € M et 1 désigne I’élément neutre de G.

Pour un Gx—module M donné, nous sommes intéressés par le plus grand sous-module de M
sur lequel G agit trivialement.

Définition 2.1.6. On définit le 0™ groupe de cohomologie d'un G x—module M que P'on note
H°(Gy, M) ou MY% comme étant le groupe

H(G, M):{mEM :'m=m, VUEGK}.

Soit M un G —module. Une application £ : Gxg — M est continue si elle est continue pour
la topologie de Krull sur G et la topologie discrete sur M. De maniére équivalente, pour chaque
m € M, Pensemble £ 1 ({m}) est 'union des éléments de la base B.

Le groupe des 1—cochaines de G dans M, noté C 1(G K, M), est défini par

CY(Gg, M) = {applications continues £ : Gxg — M}

Le groupe des 1—cocycles continues de G dans M, noté Z' (G, M), est défini par

ZMGr, M) = {5 € CY(Gg, M) : €(or) = %(r) +£(0), Yo, T € GK}.

Le groupe des 1—cobords continues de G dans M, noté B (G, M), est défini par
B Gy, M) = {5 eCl(Gg, M) :3me M, (o) ="m —m, Vo € GK}.

On observe que B'(Gx, M) est un sous-groupe de Z'(Gg, M). Cela se voit de la maniere
suivante : soit £ € B' (G, M), on a

(o) ="M —m=""m—"m+m—m ="%(1)+£(0).
Définition 2.1.7. On définit le 1°" groupe de cohomologie d’'un G —module M comme étant le
groupe quotient
. Zl(GK7 M)

HY(Gye, M) = 2280 220
(G, M) B (Gg, M)

Un élément de H' (G, M) est appelé classe de cohomologie et est écrite [¢] pour un 1—cocycle &.

Définition 2.1.8. Soient M, N des Gx—modules. Un homomorphisme de G g—modules est un
homomorphisme ¢ : M — N qui commute avec 'action de G, c’est-a-dire,

PY(°m) =%Y(m), Vm e M et 0 € Gg.
On définit une suite exacte de Gxg—modules P, M, N comme étant une suite
0—P-5 M-S N—0

ou ¢ et ¥ des homomorphismes de G x—modules, ¢ injectif, ¢ surjectif et Im(¢p) = Ker(v)).
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Proposition 2.1.2. Soit 0 — P 25 M %5 N — 0 une suite exacte de G —modules. Alors,
il existe une suite exacte longue de groupes de cohomologie

0 — H(Gg, P) -2 HY(Gy, M) -2 HO(Gg, N)
S HY (G, P) 25 HY (G, M) 25 HY(G, N),

ou l'application ¢ est définie de la maniére suivante : soit n € HU(G i, N), il existe m € M tel
que ¥(m) = n. Comme n est invariant sous G, pour tout o € Gg, ¥(°m —m) = 0, et donc
om —m € Im(¢) = P. On définit une 1—cochaine ¢ € C*(Gg, P) par £(0) = %m — m. Alors
¢ € ZG, P) et §(n) est la classe de cohomologie dans H' (G, P) du 1—cocycle &

(n):Gxg — P, o+ d(n)(o) ="m—m.

Considérons un autre élément m’ de M tel que 1)(m’) = n. Alors, la différence m — m’ est dans
P et donc %(m —m') — (m —m') est dans B (G, P). Ainsi, Papplication §(n) est bien définie.

Définition 2.1.9. Soit K un corps. Une valuation sur K est une fonction v : K — R U {00}
vérifiant

* v(z+y) = minfo(z), v(y)};

o v(zy) = v(z) +o(y);

e v(z) = 00 si, et seulement si x = 0.

On dit que deux valuations v; et vy sont équivalentes s’il existe A € R tel que vy = Avg. Une
valuation v est dite discrete si v(K™) C Z.

Définition 2.1.10. Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une fonction |.| : K — R
satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(a) |z| > 0 pour tout z € K et |x| = 0 si, et seulement si x = 0;
(b) |zyl = |z|ly| pour tous z, y € K;
(¢) |z +y| < |z|+ |y| pour tous z, y € K (inégalité triangulaire).

Si au lieu de (c), la valeur absolue satisfait la condition plus forte
(c) |z +y| < max{|z|, ly|}, (inégalité ultramétrique)

alors, elle est dite non-archimédienne. Si (¢)’ ne tient pas pour un certain z, y € K, la valeur
absolue est dite archimédienne.
La valeur absolue triviale est égale

_J 1 siz#0
|x|_{ 0 siz=0.

Les définitions 2.1.9 et 2.1.10 sont liées dans le sens ol toute valuation peut-étre transformée
en une valeur absolue non-archimédienne et vice versa. En effet, soit v une valuation sur K et
soit @ > 1 un nombre réel fixé. On définit une valeur absolue non-archimédienne sur K comme
suit :

| = { a '@ gz £0
0 six=0.

Si on considere une valeur absolue |.| non-archimédienne sur K, on définit une valuation v comme

suit :

00 six=0.

o(z) = { —log(|z]) siz#0
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Ces applications sont chacune inverse I'une de l'autre. C’est pourquoi lorsqu’on parle d’une
valuation sur un corps K, on peut utiliser la valeur absolue associée a la valuation également et
vice versa.

Soit K un corps de nombres et v une valuation discréte sur K dont on associe une valeur
absolue |.| non-archimédienne. Alors on peut définir une métrique d sur K par d(z, y) = |z — y|
pour tous z, y € K. Cette métrique induit une topologie sur K. Deux valeurs absolues non-
triviales sont dites équivalentes si elles définissent la méme topologie. Autrement dit, deux valeurs
alsolues |.|1 et |.|2 sont équivalentes s’il existe un nombre réel positif A tel que

lz|1 = |z]3,  pour tout z € K.

Une place v est une classe d’équivalence de valeurs absolues non-triviale.

Soient L/K une extension de corps, v une place sur K et w une place sur L. On dit que w divise
v (ou w se trouve sur v) et on écrit w|v si la restriction & K de tout représentant de w est un
représentant de v.

La complétion de K par rapport a la place v est une extension de corps K, avec une place w
telle que

i) wlv;
ii) la topologie de K, induit par w est compléte ;

iii) K est un sous-ensemble dense de K, dans la topologie ci-dessus.
Par abus de notation, nous désignerons w par v.

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. On sait que application de
multiplication par 2

2] : A(K) — A(K), Pr+—2P
est surjective et notons A(K)[2] le noyau de cette application. Alors la suite exacte suivante
0— AR)[2 -5 AFR) 2 AR) — 0
induit une suite exacte longue de groupes de cohomologie
0 — A(K)[2] — A(K) 25 A(K) — HY(Ge, A(R)[2))
— HY(Gk, AR)) 2 HY (G, A(K)).
L’homomorphisme de connexion ¢ induit une application injective
A(K)/2A(K) — H (G, AK)[2)),
car Ker(8) = Im([2]) = 24(K). Notons H! (G, A(K))[2] le noyau de P’application
2] : (G, A(K)) — H'(Gk, A(K)).
Nous obtenons ainsi la suite exacte fondamentale suivante

0 — A(K)/2A(K) -5 HY Gk, A(K)[2]) — HY(Gk, AK))[2] — 0.

Soit v une place sur K. Soient K, la complétion de K en v et G, = Gal(K,/K,) le groupe
de Galois sur K,. Comme précédemment, nous obtenons une suite exacte fondamentale suivante

0 — A(K,)/2A(K,) 2% HY (G, A(K)[2]) — HY(G,, A(K,))[2] — 0.
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L’inclusion G, < Gk nous donne des applications de restriction HI(GK, -) — HI(GU, -).
Nous obtenons ainsi le diagramme commutatif suivant

00— A(K)/2A(K) —~HY(Gg, AK)[2) —= HY(Gx, AK))[2] — 0

l | l

0 —— A(K,)/2A(K,) —2 HY(Gy, A(K,)[2]) —= HY(Gy, A(K,))[2] —= 0.
Le groupe de 2—Selmer est défini comme suit

Sel?(4/K) = (Nker {H! (G, A(K)[2]) — H'(Gw, A(K,))[2]},

et le groupe de Tate-Shafarevich de A/K est

I(A/K) = (ker {H' (G, A(K)) — H'(Gy, A(K,)) }.

Proposition 2.1.3. On a la suite exacte suivante
0 — A(K)/2A(K) — Sel*(A/K) — TI(A/K)[2] — 0.
Intéressons-nous au cas ou A est la jacobienne Je d’une courbe hyperelliptique imaginaire
C:y?>=f (x) définie sur Q de genre 2. D’apres la proposition précédente, on a
0 — Je(Q)/2Jc(Q) — Sel?(Je/Q) — MI(Je/Q)[2] — 0.

Le groupe de 2—Selmer Sel?(Jz/Q) est fini, ce qui entraine la finitude de Je(Q)/2Je(Q). 1 a
été conjecturé que le sous-groupe de 2—torsion III(Jz/Q)[2] est aussi fini. Ces groupes ont une
structure de Fy-espace vectoriel. Ainsi, on obtient la formule

dimp, Sel*(Je/Q) = dimp, Je(Q)/2Jc(Q) + dimg, I(Je/Q)[2].
Puisque dimg, J¢(Q)/2Jc(Q) = rang(Je(Q)) + dimp, Je(Q)[2], il en résulte que

rang(Je(Q)) < dimp, Sel*(Je/Q) — dimp, Je(Q)[2).

La dimension de dimp, Je(Q)[2] peut étre calculer & partir de la factorisation du polynéme f(x)
dans Q[X] :

dimp, Jo(Q)[2] = —1 + #{facteurs irréductibles de f(z) dans Q[X]}.

Ainsi, si on sait ou détermine dimp, Sel?(J¢/Q), on obtient une borne supérieure de 7.

2.2 Points algébriques de degré donné sur les courbes hyperel-
liptiques y? = z° 4+ n?

Soit A un entier naturel non nul. Soit C4 la courbe hyperelliptique définie sur Q de genre 2
d’équation affine
Ca: y2 = 2%+ A
Stoll [Sto98, [Sto02] a étudié I'arithmétique des courbes C4 et de leurs jacobiennes Je,. Sous
des conditions appropriées sur A, il donne des bornes pour les rangs du groupe de Mordell-

Weil Je,(Q). En utilisant ces résultats, Mulholland [Mul06, p. 177 — 178] a étudié les points
Q-—rationnels sur C4 pour A = +2°3% avec 0 < a, f <9.11 a établi le théoréme suivant :
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Théoréme 2.2.1. Soient « et 5 des entiers tels que 0 < «a, 5 <9 et ¢ € {£1}. Supposons que
(a, B, €) # (3,9, —1). Soit la courbe

Ca:y>=a"+ A, avec A=e2°30

Alors, les points rationnels finis sur C4 sont donnés dans la table 2.1.

Ca
a | B¢ Ca(Q)\{Px} 7
0| 0|1 (=1, £0), (0, £1) o T3 1< @\ (P}
00 |1 (1, £2) = 12 1 217, (2. £16)
o 0. =9 515 |1 (—6, £0), (-2, £88)
(0, £9), (=2, £7), T 055

6 | 2 |1 (0, £24), (4, £40)
0 5 |1 (3, +0)

6 | 4 |1 (0, £72), (12, £504)
06 |1 (0, £27)

6 | 6 |1 (0, £216)
08 |1 (0, £81), (18, £1377)

6 | 8 |1 (0, £648)
1o |1 (—1, £1)

8 |0 |1 (0, £16)
1|5 |1 (3, £27)

8 | 2 |1 (0, £48)
1|8 |1 (7, £173)

8 | 4 |1 (0, £144)
2 [0 |1 (0, £2), (2, £6)

8 | 6 |1 (0, £432)

8 | 8 |1 (0, £1296)

(0, £18), (-3, £9), T ==

2 | 4 |1 (6, +90) - (1, +0)
2 |5 |1 (—3, £27) 015 |-1 (3, £0)
2 16 |1 (0, +54) 1|2 ]-1 (3, £15)
2 [ 8 |1 (0, £162) 14 -1 (3, £9)
3 0 1 (1, £3) 3 8 | -1 (9, £81)
31 [1 (1, £5) 4 10 -1 (2, £4)
410 |1 (0, +4) 4 12 |-1 (10, +£316)
4111 (1, £7), (=2, +4) 510 |-t (2, £0), (6, £88)
412 |1 (0, £12) 5 | 4 -1 (6, £72)
413 |1 (—2, £20) 5 15 |- (6, £0)
4 4 1 (0, £36) 5 6 |-1 (9, £189)
415 |1 (6, £108), (—2, +4) b |8 |-1 (18, +1296)
4 6 1 (0, £108) 7 4 | -1 (33, £6255)
48 [1 | (1,+324), (9, +d05) |L.B | 1 |- (4, £16)
5101 (—2, £0), (2, £8) 8 |5 |- (12, £432)
5 1 |1 (—2, £8)

TABLE 2.1 — Tous les points Q—rationnels sur y> = z° + 2°3°.
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Ensuite, Bruni [Brul®, p. 142] a étudié les points Q—rationnels sur C4 pour A = £2°5” avec
0<a, <9. 1l aénoncé le résultat suivant

Théoréme 2.2.2. Soit («, ) € {(0, 0), (0, 2), (0, 5), (0, 8), (2, 2), (2, 8), (4, 0), (4, 2), (4, 2),
(6, 0), (6, 8), (8, 0), (8, 4), (8, 5)}. Soit la courbe

Ca:y?=a"+A, avec A=2%5°

Alors, les points rationnels finis sur C4 sont donnés dans la table 2.2.

Ca

Ca(@\{Poo}
(—1, £0), (0, £1)
(0, £5)
(=5, +0)
(0, £625)
(0, £10)
(0, £1250)
(0, £4)
(0, £20)
(0, £8)
(0, £5000)
(0, £16)
(0, £400)
(20, £2000)

|||k [NND OO O|O|R
Q| O] NN

TABLE 2.2 — Tous les points Q—rationnels sur y? = 2° 4+ 2%5° pour des courbes de rang 0.

Dans cette section, nous nous intéréssons principalement a la détermination explicite de
I’ensemble des points algébriques sur C4 de degré au plus d pour un certain entier A. Soulignons
que le cas A = 1 remontre & Schaefer [Sch98], Fall [Fal21] et Sall, et al [SFC16]. L’objectif est
d’étudier le cas A = n? avec

n € {4, 5, 8, 10, 12, 16, 20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250, 1296, 5000}.

Posons P, = (0, n), P, = (0, —n) et P, le point & l'infini sur C,2. En combinant les travaux de
Mulholland et Bruni, nous obtenons le théoréeme suivant :

Théoréme 2.2.3. Soit n € {4, 5, 8, 10, 12, 16, 20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250,
1296, 5000}. Soit la courbe

Cpz 1 y? = 2° + 02
Alors, les points Q—rationnels sur C,;2 sont donnés par

C2(Q) = {Pn, Py, Py}

Nous étendons ces résultats en donnant une description algébrique de I’ensemble des points
algébriques sur C,2 de degré au plus d sur Q. On note cet ensemble par ng (Q), ce qui s’écrit
aussi C%(Q) = U C,2(K). Notons également Cfg) (Q) I'ensemble des points algébriques sur

[K:Ql<d
C,2 de degré exactement d sur Q. Notre premiére contribution dans ce chapitre s’énonce comme
suit :
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Théoréme 2.2.4. Soit n € {4,5,8, 10,12, 16, 20, 27, 36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250, 1296,
5000}. Soit la courbe
Cpz 1 y? = 2° + 0

Alors

1. Les points algébriques sur C,2 de degré 2 sur Q sont donnés par

C(Q)(Q) = {(m,i\/x5 +n2) cx € Q*}.

n2
2. Les points algébriques sur C,;2 de degré 3 sur Q sont donnés par

C(S)(Q) = {(m, 4+n — Az?) : A € Q* et x racine de 2® — \2? +2\n = 0} .

n2
3. Les points algébriques sur C,2 de degré 4 sur Q sont donnés par

Q) = Ap U AT U AL

n2

Ay ={ (2, £Va +7?) : [Qz) : Q] = 2};

" { (:):,:tn—/\x—WUQ):)\GQ*,,LLEQ et x racine de }

R . prad — 22 px? + (=A% £ 2un)x £ 2 n = 0

An — (m, +n — A% — /mc?’) : A\, 1 € QF et x racine de
2 e .

2t 4+ (20 — 1)z + X222 F 2une T2 n =0
4. Les points algébriques sur C,2 de degré au plus d avec d > 5 sur Q sont donnés par

¢4, (Q) = Dy UD} UDy UDY

avec
d
Dy = {(x, +vad + n2) :Q(z) : Q] < B si d est pair} ;
S at
0<i<g . . .
T,———=—5—| : asa #0 et 3b; # 0 si d est pair, ba—s # 0sid
> bjw 2 2
Dy = 0<j< i :
d d=5
2 N2 2 N2
est impair et x racine de ( aimz) - (Z bjmj) (° +n?) =0
i=0 j=0
S art
0<i< 4t : L .
T, ———= | :ag = £nbg,aqr1 # 0 si d est impair, ba—s # 0si d
> ijJJ 2 2
Dy = 0<j< 4t ;
dt1 d—4
2 N 2 2 N 2
est pair et z racine de (Z aixl) — (Z bjx]) (° +n?) =0
i=0 j=0
aixi
0<i< 42 . .
r,—————— | :ag = £nbg, a1 = tnbi,aasr2 # 0 si d est pair, ba_s # 0
Z bj.CU] 2 2
Dy = 0<j< R
d+2 d—3
2 N2 2 N2
si d est impair et x racine de (Z aixz> — (Z bjxj) (° +n?) =0
i=0 j=0
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2.2.1 Lemmes fondamentaux

Le lemme suivant donne la structure de Je , (Q) des points rationnels de la jacobienne Je -
Pour toutes les courbes C,,2, nous utiliserons MAGMA [Mag10| pour calculer le sous-groupe de
torsion Jc , (Q)tors €t le rang de la jacobienne Je ,-

Lemme 2.2.1. J¢ ,(Q) = Z/5Z.

Démonstration. A titre d’exemple, nous traitons la courbe Cy2 : y? = z° 4 42 définie sur Q. Pour
commencer, nous définissons I'anneau Q[X| des polynomes en une indéterminée et a coefficients
dans Q, la courbe hyperelliptique C42 et sa jacobienne Je,, - Ensuite, nous calculons le sous-groupe
de torsion Jc,, (Q)tors-

_<x>:=PolynomialRing (Rationals());
C:=HyperellipticCurve (x"5+4"2);
J:=Jacobian (C) ;

Jtors, map :=TorsionSubgroup (J) ;
Jtors;

vV V. V V Vv

Abelian Group isomorphic to Z/5
Defined on 1 generator

Relations :

5% P[1] =0

Ceci montre que Je , (Q)tors = Z/5Z.

Il ne nous reste plus qu’a déterminer le rang de la jacobienne J¢ ,. Pour cela, nous pouvons
utiliser la commande RankBounds.

> _<x>:=PolynomialRing (Rationals());
> C:=HyperellipticCurve (x"5+4"2);

> J:=Jacobian (C) ;

> RankBounds (J) ;

0 0.

La sortie de RankBounds est une borne inférieure sur le rang suivie d’une borne supérieure
sur le rang, qui sont toutes deux égales a 0. Par conséquent, le rang de J¢,, est 0. Par suite,

Je,s (Q) = Z/5Z.

Les autres cas se traitent de la méme maniere. Q

Soient x et y les fonctions sur C,2 définies par

X Y
(X,Y, Z) = 7 et y(X,Y, Z) = 75

L’équation projective de la courbe C,2 lisse est donnée par

Chz:Y2=XZ+n225.
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Lemme 2.2.2.
(i) div(y —n) = 5P, — 5Py, div(y+n)=>5P, — 5P
(i) div(z) = Py + Py — 2P, div(y) = A} + -+ A} — 5P.

Démonstration. Nous appliquons la formule suivante :
div(z —a) = (X —aZ =0).C2 — (Z =0).Ce,

avec a € Z ou I'.C,2 est le cycle d’intersection d’'une courbe algébrique I' définie sur Q et la
courbe C,2. En effet,

e Onadiv(iy —n) = (Y —nZ%=10).Cp2 — 3(Z = 0).Cp2.

-SiY —nZ% =0, alors X°Z = 0 ce qui implique X°® =0 ou Z = 0, on obtient P, avec la
multiplicité 5 ou Ps, avec la multiplicité 1; ainsi (Y —nZ3 = 0).C,2 = 5P, + Ps.

- Si Z=0,Y?=0, on obtient Py, avec la multiplicité 2; par suite (Z = 0).C,2 = 2Px.
En définitive, on a div(y — n) = 5P, — 5Px.

De méme, on vérifie que div(y +n) = 5P, — 5P et div(z) = P, + P, — 2Px.
e On adiv(y) = (Y =0).C,2 — 3(Z =0).C,2.
-SiY =0, X5Z +n2Z% = 0 ce qui implique Z = 0 ou X° +n?Z> = 0. Soit 1 une racine
primitive 10 de 'unité dans Q, posons A} = (Vn2n?**1 0) avec 0 < k < 4. On obtient
P, avec la multiplicité 1 ou les A}, avec la multiplicité 1 en chacun de ces points; donc
Y =0).Cpo=A0+ -+ A} + P.
- Si Z=0,Y? =0, on obtient P, avec la multiplicité 2; par suite (Z = 0).Cp2 = 2Ps.
En définitive, on a div(y) = Ay + -+ A} — 5Px.

Posons D,, = j(P,) = [Py, — Px].
Vérifions par exemple a ’aide de 'algorithme de Cantor que 5D4 = O. On a

Dy +— (z, 4),
2Dy = Dy + Dy +— (22, 4),
3Dy = 2Dy + Dy +— (22, —4),
ADy = 3Dy + Dy +— (z, —4),
5Dy = 4Dy + Dy < (1, 0).

Nous voyons que Dy est d’ordre 5 dans Jc,, (Q). De méme, on montre que 5j(Py) = O et
J(Py) 4 j(Py) = O. Ainsi, j(Py) et j(P;) engendrent le méme groupe Je,, (Q) qui est isomorphe
a Z/5Z.

Plus généralement, on a 5j(P,) = O, 5j(P,) = O et j(P,) + j(P,) = O. Par suite, j(P,)

et j(£;) engendrent le méme groupe Jc ,(Q) qui est isomorphe a Z/5Z.

Lemme 2.2.3. On a
L(Ps) =<1>, L(2Ps) =L(3Px) =<1,z >, L(4Py) =<1, z, 2* >,
L(5Py) =<1, z, 2%, y >, L(6Py) =<1,z 2%y, 25> .
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Plus généralement, pour p > 5, une Q— base pour L(pPs) est donnée par
_ i . _D i . _p—5
Bp—{x.zeNetOSZSQ}U{ym .jGNet0§]§72 }

Démonstration.
— Il est clair que I(Ps) = 1. L'espace L£(Px) contient certainement les fonctions constantes,
ainsi L(Pao) =< 1 >.
— Comme le genre de C,,2 est égal & 2, 2P est un diviseur canonique sur C,,2, donc [(2P5,) = 2.
Ainsi, {1, x} constitue une base pour £(2P).

— Pour p > 3, on peut voir que les éléments de B, sont linéairement indépendants et
appartiennent & L£(pP.). Ainsi, il reste & montrer que la cardinalité de B, est égale a
[(pPs). D’apres le théoréme de Riemann-Roch, on a l[(pPs) = p—1. Deux cas se présentent :

Cas 1 : si p est pair, alors en posant p = 2h, on a

. _Dp ._pP—5 2h—-5 :
<==h; j< = — j<h-3.
1_2 v 1> B B J =

Par suite, on a B, = {1, z, ..., xh}U{y, Yy, ..., ywh_g} et donc

#B,=(h+1)+(h—3+1)=2h—1=p—1.

Cas 2 : si p est impair, alors en posant p =2h + 1, on a

p 2h+1 . . _p—5_ 2h—4

<P —h—2
¢ 2 2

-2 2
Ainsi, on a B, = {1, z, ..., "YU {y, yzx, ..., yz" 2} et donc

#B,=(h+1)+(h—-2+1)=2h=p—1.

2.2.2 Preuve du Théoréme 2.2.4

Soit R un point algébrique sur C,2 de degré d sur Q avec d > 2. Notons Ry, -, Ry les
conjugués de Galois de R. Il est clair que R; ¢ {P,, P,, Px}.Ona R+ -+Rq—dP] € Je ,(Q)
et comme

Je , Q) = {mj(Pn) avec 0 <m < 4},

alors
[Ri+ -+ Rq — dPsx] = mj(P,) avec 0 < m < 4. (1)

2.2.2.1 Les points algébriques sur C,» de degré 2 sur Q

Cas m=0:
La formule (1) devient [R; + Ro — 2P| = 0. Il existe une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que
div(f) = Ry + Ry — 2P,

Donc f € L(2Py) et s’écrit f = ag + a1z avec a; # 0, sinon un des R; serait égal & P,, P, ou
P, ce qui est absurde. Aux points R;, on a ag + ajz = 0, d’ott € Q*. La relation y? = z° + n?
donne y = v/ x5 + n2, ainsi on obtient une famille de points de degré 2,

{(z, £Vx> +n?) : 2 € Q'}.
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Cas m=letm=4:

- pour m = 1: (1) devient [R; + Ry + P, — 3Px] = 0. Il y a une fonction f telle que
diV(f) =R+ Ro+ E —3P.

Donc f € L(3Px) = L(2Px), un des R; est alors égal a Py, ce qui est absurde.

- pour m = 4 : par un raisonnement analogue au cas m = 1, on obtient une absurdité.

Cas m=2etm=3:

- pour m =2 : (1) devient [Ry + Ry + 2P, — 4P5] = 0. Il y a une fonction f telle que
div(f) = Ry + Ro + 2P, — 4P

Donc f € L£(4Py) et sécrit f = ag + a1z + azx? avec ag # 0. La fonction f est d’ordre 2 en
P,, Aot ap = a1 =0 donc f = asx? et par suite Ry = Ry = P,,, ce qui est absurde.

- pour m = 3 : par un raisonnement analogue au cas m = 2, on obtient une absurdité.

Ainsi, on obtient une famille de points de degré 2

(@) = {(z, £Va® +n2) : z € Q*}.

n2

2.2.2.2 Les points algébriques sur C,2 de degré 3 sur Q

Cas m=0:
La formule (1) devient [R; + R2 + R3 — 3Px] = 0. Il existe une fonction rationnelle f définie sur
Q telle que
diV(f) =Ri+ Ry + Ry — 3P.

Donc f € L(3Px) = L(2Px), un des R; est alors égal a Py, ce qui est absurde.

Cas m=1letm=4:

- pour m = 1: (1) devient [Ry + Rg + R3 + P, — 4P5,] = 0. Il y a une fonction f telle que
div(f) = R1 + Ro + R3 + P, — 4P..

Donc f € L(4P) et s’écrit f = ag + a1z + asz? avec ap # 0. La fonction f est d’ordre 1 en
P,, donc ag = 0, d’ott f = a1z + asz?. Aux points R;, on a x(ay + agx) =0, donc x € Q, ainsi
les R; devraient étre de degré < 2, ce qui est absurde.

- pour m = 4 : par un raisonnement similaire au cas m = 1, on aboutit a la méme conclusion.

Cas m=2etm=3:

- pour m = 2 : (1) devient [Ry + Rg + R3 + 2B, — 5P = 0. Il y a une fonction f telle que
div(f) = R1+ Ra+ Rs + 2P, — 5P.

Donc f € L(5Py) et s’écrit f = ag 4 ayz + agz® + byy avec by # 0. La fonction f est d’ordre
2 en P,, donc ag — nby = 0 et a; = 0. Ainsi, f = by(y + n) + agz”®. Aux points R;, on a
bo(y +n) + azz? = 0. En posant \ = %, on obtient

0

y=—n— Az’
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5

En remplacant expression de y dans y?> — 2% —n? =0, on a

—2? (23 — N22% — 2)n) = 0.

On doit avoir 22 # 0, A # 0 et 23 — A22? — 2\n un polynéme irréductible ; ainsi on obtient une
famille de points de degré 3,

{(z, —n — X2®) : X € Q" et z racine de 3 — X\2z? — 2An = 0}. (2.1)

- pour m = 3 : par un raisonnement analogue au cas m = 2, on obtient une famille de points de
degré 3,
{(z, n —Az?) : A € Q" et = racine de 2® — A\22? + 2\n = 0}. (2.2)

Ainsi, en combinant (2.1) et (2.2), on obtient

C(s)(Q) = {(w, +n — Az?) : A € Q* et z racine de 23 — A\22% + 2\n = 0} .

n2

2.2.2.3 Les points algébriques sur C,2 de degré 4 sur Q

Cas m=0:
La formule (1) devient [R; + Ra + R3 + R4 — 4P5] = 0. Il existe une fonction rationnelle f définie
sur Q telle que
div(f) = R1 + Ro + R3 + R4 — 4Pw.
Donc f € L(4Px) et s’écrit f = ao+aiz+asx? avec ag # 0. Aux points R;, on a ag4-aiz+asz? = 0.
La relation 42 = 2° +n? donne y = +£v/ 25 + n2, d’ott on obtient une famille de points de degré 4,

Ay ={(z, £vVa® +n?) : [Qz) : Q] = 2}.

Cas m=1letm=4:
- pour m = 1: (1) devient [R; + Ry + R3 + Ry + P, — 5Px]. Il y a une fonction f telle que

div(f) = Ri 4+ Ry + R3 + Ry + P, — 5Px.

Donc f € L(5Py) et s’écrit f = ag + a1z + azx® + boy avec by # 0. La fonction f est
d’ordre 1 en P,, donc ag — nby = 0, d’ou f = bo(y + n) + a1z + asz?. Aux points R;, on a
2 ai ag .

bo(y +n) + a1z + agz” = 0. En posant A = o et p= 7 on obtient
0 0

y=—n— A\t — pz’.

5

La substitution y dans y? — 2° — n? = 0 donne

z(zt — p2a® — 2 ux® 4+ (X2 — 2un)z — 2\n) = 0.

On doit avoir z # 0, X # 0 et 2 — p?2® — 2 pua® + (=A% —2un)z — 2\n un polyndéme irréductible.
On obtient une famille de points de degré 4,

1,1 =

no (x,—n—)\:r—u:BQ):)\EQ*,u € Q et z racine de
at — 22 — 22 px? + (=N = 2un)z — 2An =0 ‘

- pour m = 4 : par un raisonnement analogue au cas m = 1, on obtient une famille de points de
degré 4,

" { (:c,n—)\a:—ua;2):)\€@*,u € Q et z racine de }
14 = .

xt — p2ad = 22 px? + (=A% 4 2un)x + 22 n =0
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Cas m=2etm=3:

- pour m = 2 : (1) devient [Ry + Ry + R3 + R4+ 2P, — 6Ps] = 0. Il y a une fonction f telle que
diV(f) =Ri+Ro+ R3+ Ry + 2P7n — 6P .

Donc f € L(6Py) et s’écrit f = ag + a1z + asz® 4 boy + azz® avec as # 0. La fonction f est
d’ordre 2 en P,, donc ag — nbg = 0 et ay = 0, d’ott f = by(y +n) + agx? + azz>. Aux points R;,
onaby(y+mn)+ asz? + asz® = 0. En remarquant que by # 0 puis en posant A = % et p= a3

b)
0 bo
on a

y=—n— Iz — pa.

5

En remplacant expression de y dans 3% — 2% — n? = 0, on obtient

2 (pPat 4+ (22 — )2 + M2? + 2una + 2\n) = 0.

On doit avoir z2 # 0, X\ # 0 et p?a* + (2A 0 —1)2® 4+ A\22% - 2unz + 2 n un polynome irréductible.
On obtient une famille de points de degré 4,

" _{ (a:,—n—)\xQ—,uzg) : A, 1 € QF et z racine de }
22 pPat (20 — 1)2® 4+ A22% 4 2unz +22n =0 '
- pour m = 3 : par un raisonnement analogue au cas m = 2, on obtient une famille de points de
degré 4,
n _{ (1:,n—)\:132—ux3> : A, 1 € QF et x racine de }
23 prat (22 — )2 + A%2% — 2unz —22n =0 .

2.2.2.4 Les points algébriques sur C,2 de degré au plus d avec d > 5 sur Q

Cas m=0:
La formule (1) devient [Ry + - - + Rq — dPs] = 0. Il existe une fonction rationnelle f définie sur
Q telle que
diV(f) =R+ -+ R;—dPx.

Donc f € L(dPx), dou f = Z aiz’ +y Z bz’ avec

0<i<4 0<ji<9®
(i) aa # 0 si d est pair
2
osipour 0 < j < —5 bj = 0, alors aux points R;, on a Z a;xz* = 0. La relation
0<i<d
y? = 2° + n? donne y = v/ a5 + n2, d’ott on obtient une famille de points de degré au

plus d,

Di = {(w, +V 5 + n2) : [Qx) : Q] < g si d est pair}.
St

0<i<g

Z bjl’j '

s d—5
0<j<=~

d—5
o sinon il existe j avec 0 < j < 5 tel que b; # 0, alors y = — En

5 _n? =0, on obtient

(Y wa) = (X bad) @ +nd) =0,

0<i<4 0< <458

remplacant I'expression de y dans y? —
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Ainsi, on obtient une famille de points de degré au plus d,

>
0si<g £0 et 3b; #£0si d est pai
r,—————— | : aa et 3b; si d est pair
1,0 = OSJST
d d—5
2 N2 2 N 2
et x racine de (Zaixz> — (Z bjm]) (° +n?) =0
i=0 j=0
(ii) ba—s # 0 si d est impair. Aux points R;, on a Z aizt +y Z bjwj = 0, d’ou
2
0<i<g 0<j< 458
> axt
0<i<g . 2 5 2 .
= —————— . En remplacant 'expression de y dans y* — 2° — n® = 0, on obtien
Y ijE placant 'exp deyd Y 0 btient
jl‘
0<j< 9452
\2 N2, s )
(Y ) (5 b emt=o
0<i<g 0<j< 450

Ainsi, on obtient une famille de points de degré au plus d,

> ax’
0<i<$ : o
T, —————| : bas # 0 si d est impair et x
> bjx 2
no__ ._d—5
1,1 = OSJST

d a5
racine de (gaixif - (gbjxjf(x‘r’ +n2) =0

Cas m=1letm=4:
- pour m = 1 : la formule (1) devient [Ry +- -+ R4+ P, — (d+ 1) Px] = 0. Il existe une fonction
f telle que
div(f)=Ri1+-+Rqg+ P, — (d+1)Pw.
Par conséquent f € £((d+ 1)Py), d’ou f = Z airt +y Z bjz! avec a1 #0sid
0<i<dd 0< <954

est impair ou ba—s # 0 si d est pair. La fonction f est d’ordre 1 en P,, d’ou ag = nby. Aux
2

S axt
- i ; R 0<i< 4
points R;, on a Z a; ' +y Z bjx’ = 0, ce qui implique que y = —W La
o d41 . d—4 J
OSZST OSJST OSJS%

5 _n? =0 donne

(Y w) =( ¥ )@ +nd)=0.

.~ d+1 . ~d—4
0<i<dfd 0<j<42

substitution y dans y? —

Ainsi, on obtient une famille de points de degré au plus d,

S axt
0<i<aH :
r,—————— | : ag = nby, et x racine de
b Z bjxj )
1 fr . -d—4
DQ,I 0<j<=5~
i\ 2 N5 2
( aix) —( Z bjaﬂ) (°+n°) =0
0<i< 4L 0<j<d2
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- pour m = 4 : par un raisonnement similaire au cas m = 1, on obtient une famille de points de
degré au plus d,

> axt
0<i<dtd .
T, — S b 1 ag = —nby, et x racine de
x
J
1 e .-d—4
Dy 4 0<j<dzt
% 2 J 2 5 2
< am)—( Z bjx>(x +n*)=0
0<i< 4L 0< <954

Cas m=2etm=3:

- pour m = 2 : la formule (1) devient [Ry + -+ + Rq+ 2P, — (d+2)Px] = 0. Il y a une fonction

f telle que o
diV(f) =Ri+---+Ryg+2P, — (d—l— Q)POO.

Donc f € L((d+ 2)Px), d’ou f = Z a;x’t +y Z bjz! avec aar> # 0 si d est pair ou
2

0<i< 42 0<j< 452
ba—s # 0 si d est impair. La fonction f est d’ordre 2 en P,, donc ag = nbg et a; = nby. Aux
" M
2 .
>t
; i j . N 0<i<4f2
points R;, on a Z a;xt +y Z bjx? = 0, ce qui entraine que y = —W La
o d+2 .~ d—3 J
OSZST OSJST OSJS%

5

substitution de y dans y* — 2° —n? = 0 donne

( Z aiazi)Q—( Z bjmj>2(:n5+n2):0.

. d+2 ._d—3
OSZST OSJST

Ainsi, on trouve une famille de points de degré au plus d,

>t
0<i< 42 :

T, — v ag = nbg,a; = nby, et x racine de
n_ = Zd—s b]
3,2 — OﬁjsT

N 2 .
( > azxz) - ( > bjxj) (z° +n?) =0
o<i< 2 0<j<95?

- pour m = 3 : par un raisonnement similaire au cas m = 2, on trouve une famille de points de
degré au plus d,

Z a;x’
0<i<4f2 .
T, — SR : ag = —nbg,a; = —nb1, et x racine de
€
j
", = . _d—3
Dy 5 0<j<dz3
i\2 N5 2
( Z aix) —( Z bjx) (z°+n*)=0
0<i<4f2 0< <953

Remarque 2.2.1. Le résultat obtenu reste vrai pour tout entier n pour lequel Je (Q) = Z/5Z et
que I’ensemble des points Q—rationnels sur C,,2 est donné par {P,, P,, P}.
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2.3 Points algébriques de petit degré sur les courbes hyperellip-
tiques y* = z(2? — n?) (2% — 4n?)

Dans cette section, nous étudions les points algébriques de degré au plus 3 sur les courbes
hyperelliptiques C,, définies sur Q de genre 2 d’équations affines

Cn:y? = x(z? — n?)(2* — 4n?),

avec n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}. L’étude de ces courbes a été motivée
par les travaux de Heiden [Hei98], Evink [Evi20] et Evink, et al. [EHT21] qui ont déterminé
I’ensemble des points Q—rationnels sur les mémes courbes.

Posons Py = (0,0), P, = (n,0), P, = (=n, 0), Py, = (2n,0), Po, = (—2n,0) et Py le
point & l'infini sur C,. Il résulte des travaux de Heiden, Evink et de Evink et al., le théoréeme
suivant :

Théoréme 2.3.1. Soit n € {1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ =7 (mod 24)}. Soit la courbe
Cn:y? = x(z? — n?)(2® — 4n?).

Alors, les points Q—rationnels sur la courbe C, sont donnés par

Cn(Q) = {Po, P, P, Pany Pon,y P}
Notre seconde contribution qui étend les travaux de Heiden, Evink et Top est donnée par le

théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2. Soit n € {1,2,3,¢ un nombre premier et ¢ =7 (mod 24)}. Soit la courbe
Cn 9 = x(z? — n?)(2? — 4n?).

Alors, les points algébriques sur C,, de degré au plus 3 sur Q sont donnés par

U Cu(K) =Ch(Q)UB"UAF U AT U A5 U AR U A} U AR
[K:Q]<3

avec

Ca(Q) ={ Py, Pa Pa, Pon, Pon, Poc};

(x,\x(x £n)) : A € Q" et x racine de _
22+ (N Fn)e? + (FNn—4an®)z+4n® =0 [’
(x,\x(x £2n)) : A € Q" et x racine de .
23+ (=N F2n)2® + (F2X°n —nHz+ 203 =0 [’
A — (x, \z(z? — n2)> : A€ Q" et x racine de |
T A28 -2 — A2 4 4n2 =0 ’
(x, Ax(z £ n)(z£2n)) : A € Q" et x racine de '
Ma? 4 (£30%n — )22 + 2 22 £3n)z — 202 =0 [’
(z,\x(x £n)(x F2n)) : A € Q" et x racine de '
N3 (FN - D22 + (22202 Fn)z + 202 =0 [’
n { (x,)\x(wQ — 4n2)> : A € Q" et x racine de }

A2a? — 2?2 — a2z +n? =0

Application de la finitude du groupe de MW et du théoréeme de CW M. CAMARA ©UASZ/UFR-ST/LMA/GA, Mars 2024



CHAPITRE 2. POINTS ALGEBRIQUES SUR DES COURBES HYPERELLIPTIQUES DE GENRE DEUX 53

2.3.1 Lemmes fondamentaux
Lemme 2.3.1. J¢, (Q) = (Z/2Z)*.

Démonstration. On sait que la suite
0— Je,(Q)/2Jc,(Q) — Sel2(JCn/@) — I(Je, /Q)[2] — 0,

est exacte. Ainsi, on a la formule

dimg, Sel*(Je, /Q) = dimg, Je, (Q)/2Jc, (Q) + dimp, I(Je, /Q)[2].
Puisque dimg, Je, (Q)/2Jc, (Q) = rang(Je, (Q)) + dimp, Je, (Q)[2], il en résulte que

rang(Je, (Q)) < dimg, Sel®(Je, /Q) — dimp, Je, (Q)[2].

D’aprés [Evi20] et [EHT21], on a dimg, Sel*(Je, /Q) = 4 et comme dimp, Je, (Q)[2] = 4, alors

rang(.Je, (Q)) = 0.

Cherchons le sous-groupe de torsion Je, (Q)ors-
Soit p un nombre premier ; considérons I'application de réduction suivante

Posons f,(z) = z(z® — n?)(2? — 4n?). Le discriminant de f,,, noté disc(f,,), est
disc(f,) = 2034020,

Soit p un nombre premier ne divisant pas 2disc(fy,). Alors, I'application de réduction est injective
sur le sous-groupe de torsion Je¢, (Q)tors (voir [CE96] ou [Stol4]). En prenant p = 5, on trouve
Je, (F5) = 16 qui ne dépend pas de n, donc #J¢, (Q)tors < 16. Puisque #J¢, (Q)[2] = 16, il en

résulte que Je, (Q)iors = Je, (Q)[2]. D’aprés le lemme 2.1. dans [Miill5], Je, (Q)[2] = (Z/27)*;
par suite
Je, (Qrors = Je, (Q)[2] = (Z/22)".

Soient x et y les fonctions rationnelles sur C,, définies par

X Y
x(X,Y, Z)= 7 et y(X,Y, 2) = 75

L’équation projective de la courbe C, lisse est donnée par
Co:Y?=XZ(X?—-n?Z%(X? - 4n*Z?).
Lemme 2.3.2. Soit P = (u, v) € C, avec P # P et f € K(Cy,) telle que f = x — u. Alors on a

div(f) = P+ ¢(P) — 2Px.

Démonstration.

— Supposons que P soit ordinaire. Soit @ € Cy,. Il est clair que f(Q) = 0 si, et seulement si
Q € {P, p(P)} et x — u est une uniformisante en P, d’ou ordp(f) = 1. Il en va de méme pour
¢(P) donc ord,py(f) = 1. Lorsque f(Q) # 0, on a ordg(f) = 0. Pour calculer I'ordre de f
en Py, on utilise une uniformisante t = y/ 23 et on trouve ord p..(f) = —2. Par conséquent,
div(f) = P+ ¢(P) — 2P.
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— Supposons que P soit spécial. Le seul zéro de f est P. La fonction y — v est une uniformisante
en P, et donc ordp(f) = 2. D’ou div(f) = 2P — 2P, c’est-a-dire, div(f) = P + ¢(P) — 2Px.

a

Comme conséquence, on a
- div(z) = 2Py — 2P ;
- div(z —n) = 2P, — 2Py, div(z +n)=2P, — 2Px;
- div(z — 2n) = 2Py, — 2P, div(z +2n) = 2P, — 2Px.
Ce qui entraine que
div(y) = Py + P + P, + Pay + Pap — 5Px.
Ainsi, on voit que
(i) 2§(Po) =0, 2j(Pn) = 0, 2j(Pp) = 0, 2j(Pon) = 0 et 2j(P2n) = 0;
(i1) J(Po) +3(Pn) + 3 (Pn) + §(Pan) + j(Pan) = 0.

En combinant (i) et le fait que les classes de diviseurs j(P,), j(Pn), j(Pan) et j(Ps,) sont
lineairement indépendantes, alors j(P,), j(P,), 7(P,) et j(Pa,) forment une base du groupe

Je, (Q).

Lemme 2.3.3. On a
L(Ps)=<1>, L(2Px) =L(3Px) =<1,z >, L(4Py) =<1, z, z* >,
L(5Py) =<1, z, 2% y >, L(6Py)=<1,z, 2%y, 2> >.

Plus généralement, pour m > 5, une Q— base pour £(mPs) est donnée par

Bm:{g;i : ieNetogz‘ST}u{me’ :jeNetOSjgm_E)}.
2
Démonstration.
— Il est clair que {(Px) = 1. L’espace L£(Px) contient certainement les fonctions constantes,
ainsi L(Pao) =< 1 >.
— Comme le genre de C,, est égal a 2, 2P, est un diviseur canonique sur C,, donc [(2P4,) = 2.
Ainsi, {1, x} constitue une base pour £(2P).
— Pour m > 3, on peut voir que les éléments de B,, sont linéairement indépendants et
appartiennent & L£(mPs). Ainsi, il reste & montrer que la cardinalité de B, est égale
a l(mPy). D’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a I(mPs) = m — 1. Deux cas se
présentent :
Cas 1 : si m est pair, alors en posant m = 2h, on a

m m—5 2h—5
< —=h; < = +— j < h-3.
=TI =T 2 )=
Par suite, on a B, = {1, z, ..., 2"} U{y, yz, ..., yz" 3} et donc

#Bp=(h+1)+(h—3+1)=2h—1=m— 1.

Cas 2 : si m est impair, alors en posant m = 2h + 1, on a
..m  2h+1 m-—5 2h—4
VA < — = —
- 2 2 2

> <—i<h; j< =h-—2.
Ainsi, on a By, = {1, z, ..., 2"} U {y, yz, ..., yz" 2} et donc
#B,=(h+1)+(h—-2+1)=2h=m—1.

a
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2.3.2 Preuve du Théoréme 2.3.2

Soit R un point algébrique sur C,, de degré d sur Q avec 2 < d < 3. Soit Ry, -+, Ry les
conjugués de Galois de R. On a [R1 + -+ Rg — dPx] € J¢, (Q) et comme

Je,(Q) = {moj(Py) + m1j(Pa) + maj(Pan) + msj(Pan), avec 0 < m; <1}
alors
[R1 + -+ Rg — dPx] = moj(Py) + m1j(Pn) + maj(Pon) + msj(Pan). (1)

Les combinaisons possibles pour les m; sont :

mo mi m2 m3 mo mi m2 m3
0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1

2.3.2.1 Les points algébriques sur C, de degré 2 sur Q

Si tous les m; sont nuls

La formule (1) devient [R; + Ry — 2P| = 0. 1l existe une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que
le(f) = R1 + Ry — 2P.

Par conséquent, f € £(2P4), d’ou par le Lemme 2, f = ap+a1x avec a; # 0 sinon un des R; serait
égal & Py ou Puo, ce qui est absurde. Aux points R;, on a ag+ajz = 0, d’'ou € Q\{0, +n, £2n}.
La relation y? = z(2? — n?)(2% — 4n?) donne

y-:l:\/ 2 —n2)(2? — 4n?),

ainsi on obtient une famille de points de degré 2,

{ T, i\/ —n?)(z2 —4n?)) : z € Q\{0, £n, i2n}}.
Pour les autres cas, on obtient une absurdité.

Ainsi, on obtient une famille de points de degré 2,

{ x, i\/ —n?)(z2 —4n?)) : z € Q\{0, £n, j:2n}}.

2.3.2.2 Les points algébriques sur C, de degré 3 sur Q

Si un des m; est nul

— Pour (0,1,1,1), la formule (1) devient [R; + Ry + R3 + Py + P, — 5P = 0. Il existe une
fonction rationnelle f définie sur Q telle que

div(f) = Ry + Ry + R3 + Py + P, — 5P
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Par conséquent, f € L(5P), d’ou f =ap + a1z + asx?® + boy avec by # 0. La fonction f est
d’ordre 1 en Py et P,, donc f = asx(z — n) + bpy. Aux points R;, on a agx(z — n) + boy = 0.

En posant \ = —%, on obtient
0
y = Ax(x —n).

En remplacant expression de y dans y? = z(z? — n?)(z? — 4n?), on obtient
—z(—x +n)(x® + (=22 +n)2® + (\*n — 4n?)z — 4n3) = 0.

On doit avoir z(—z+n) # 0 et 23+ (=A2+n)x*+ (A\?n—4n?)z —4n> un polynome irréductible ;
donc on obtient une famille de points de degré 3,

A (x,\x(x —n)) : A € Q" et x racine de
0071 234+ (=N 4+ n)2? + (\2n —4n?)z —4n® = 0

— Pour les cases (1,0,1,1), (1,1,0,1) et (1,1,1,0), par un raisonnement analogue au case
(0,1,1,1), on obtient respectivement les familles de points de degré 3,

n ) (@ Az(z4+n)) : A€ Q" et x racine de ‘
L7 24 (X2 =)+ (= Nn—4nP)z+4n® =0 [’
n ) (@ Ax(x—2n)) : A€ Q" et x racine de _
L0 23 + (A2 4+ 2n)2? + (20 n—nH)z —2n® =0 [’

n ) (@ Ax(x+2n)) : A€ Q" et x racine de

LI 22+ (=A% = 2n)2? + (—20%n — n?)z + 2n° = 0

Si deux des m; sont nuls

— Pour (0,0,1,1), la formule (1) devient [Ry + Ry + Rz + Py + P, + P, — 6P5] = 0. Il y a une
fonction f telle que

div(f) = Ry + Ry + R3 + Py + Py + P, — 6Ps.

Par conséquent, f € L£(6Px), Aot f = ag+ a1z + agz® + boy + azz> avec az # 0. La fonction f

est d’ordre 1 en Py, P, et P,, donc f = agx(x2—n2)—|—boy. Aux points R;, agx(a:Q—nQ)—i—boy =0.

a
Notons que by # 0 et en posant A = —b—g, on a
0

y = dx(z? — n?).
La substitution de y dans y* = z(z? — n?)(2? — 4n?) donne
z(—z 4 n)(z +n) (A2 — 22 — \2n%z 4 4n?) = 0.

On doit avoir z(—z +n)(x +n) # 0 et A2z — 2% — A?n?z 4 4n* un polyndme irréducible. On
obtient une famille de points de degré 3,

2 pr—
N3 — 22 — \N2n2r+4n® =0

n { (:U, Az (z? — n2)> : A€ Q" et x racine de }

— Pour les cases (0,1,0,1), (1,0,1,0), (0,1,1,0), (1,0,0,1) et (1,1,0,0), par un raisonnement
similaire au case (0,0, 1, 1), on obtient respectivement les familles de points de degré 3,

n ) (@ Ax(z—n)(r—2n)) : A€ Q" et z racine de '
3071 N3 4+ (=3 - 122+ 2\*n? —3n)z —2n° =0 [’
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n ) (@ Az(z4+n)(r+2n)) : A€ Q" et xracinede |
BLTL A% 4+ (BA % — 1)2® + (20%n? +3n)z — 202 =0 [’

?

n ) (@ Ax(zx—n)(x+2n)) : A€ Q" et z racine de
B0 A2+ (P — D)2 4+ (=222 4 n)z 4+ 202 =0

n | (@Az(@+n)(z—2n) : A€Q" et zracinede |
bt )\2333 + (—)\2n — 1).’E2 + (—2)\2n2 _ TL)ZE + 2”2 =0 )
A5 = {(x, Az(z? — 4n?)) : A € QF et z racine de \2z3 — 22 — 4X*nz 4+ n? = O}.

Pour les autres cas, on obtient une absurdité.
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Chapitre 3 ——

Septique de Fermat et courbes
d’équations affines 2 + y"? =1

3.1 Points algébriques de degré au plus 14 sur la septique de
Fermat

Dans cette section, nous étudions des points algébriques sur la septique de Fermat, c’est-a-dire,
sur la courbe plane lisse de degré 7 d’équation projective

Fr={(X,Y,2)ePXQ): X"+Y"+ 277" =0}.

Tzermias a déterminé I’ensemble des points algébriques sur F7 de degré au plus 5 sur Q et Sall a
étendu ces résultats en donnant une description géométrique des points algébriques sur F7 de
degré au plus 10 sur Q. Nous donnons une extension de cette description géométrique des points
algébriques sur la méme courbe de degré au plus 14 sur Q.

3.1.1 Introduction

Soit C une courbe plane lisse de degré d définie sur Q. Le degré d’un point algébrique R sur

C est le degré de son corps de définition sur Q, c’est-a-dire, la dimension de Q(R) en tant que
Q—espace vectoriel. Un théoreme de Debarre et Klassen [DK94] affirme que

(1) si d > 7 alors, 'ensemble des points algébriques sur C de degré au plus d — 2 sur Q est fini.

(2) sid > 8 alors, & un nombre fini d’exceptions pres, I’ensemble des points algébriques sur C
de degré au plus d — 1 sur Q se présente comme 'intersection de C avec une droite définie
sur Q passant par un point rationnel de C.

Soit p un nombre premier impair. Nous notons Fj, la courbe de Fermat de degré p, c’est-a-dire,
la courbe plane lisse d’équation projective

E,={(X,Y, Z2) e P*(Q) : XP +Y? + ZP = 0}.

On désigne par J, sa jacobienne. Faddeev [Fad6lal [Fad61b] a prouvé que pour p < 7, le groupe
Jp(Q) des points rationnels de la jacobienne J, de F), est fini. Soulignons que, par un résultat de
Gross et Rohrlich [GRTS8] pour p > 11, J,(Q) est infini.

o8
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Le premier cas du théoreme de Debarre et Klassen montre que ’ensemble des points algébriques
sur F; de degré au plus 5 sur Q est fini. Tzermias [Tze98] a décrit cet ensemble. Il existe exactement
cing points algébriques sur Fr de degré au plus 5 sur Q, a savoir

a=(0,-1,1), b=(-1,0,1), co=(-1,1,0),

P = (_777 =, 1)) P= (_ﬁ7 =1, 1)7
ofl 1) est une racine primitive 6™ de I'unité dans Q et 77 est le complexe conjugué de 7. Notons

[Tze98] que les cing points ci-dessus sont les seuls points d’intersection de F; avec la droite
X+Y+Z7Z=0.

Sall [Sal00al [Sal03] a amélioré ces résultats en donnant une description géométrique des
points algébriques sur F7 de degré au plus 10 sur Q, et il a établi le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.1. Considérons la septique de Fermat
Fr={(X,Y,2)eP*Q): X"+ Y "+ 77" =0}.
1) Les points algébriques sur Fr de degré 6 sur Q sont obtenus en coupant F7 par une droite

définie sur Q passant par a, b ou co.

2) Les points algébriques sur F; de degré 7 sur Q sont obtenus comme intersection de F; avec
une droite définie sur Q.

3) Il n’existe pas sur F7 de points algébriques de degré 8 ou 9 sur Q.

4) Les points algébriques sur F; de degré 10 sur Q sont obtenus comme intersection résiduelle de
F; avec une conique C définie sur Q ayant un point de contact d’ordre 2 en {a,b} ou {a, o0}
ou {b,00}.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :

Théoréme 3.1.2. Considérons la septique de Fermat
Fr={(X,Y,2)eP*(Q): X" +Y"+ 2" =0}.

1. Les points algébriques sur F7 de degré 11 sur Q sont obtenus comme intersection de Fr
avec une conique définie sur QQ passant par I'un des points a, b, 0o et tangente en un des
deux autres.

2. Les points algébriques sur F7 de degré 12 sur QQ sont obtenus soit comme intersection de
F; avec

(a) une conique définie sur Q
(i) passant par deux des points a, b, cc ou par P et P,
(ii) tangente & F7 en un des points a, b, oo,

(b) une cubique définie sur Q ayant a, b et co comme points de contact d’ordre 3 en
chacun de ces points,

(c) une quartique définie sur Q ayant P et P comme points de contact d’ordre 8 en chacun
de ces points.

3. Les points algébriques sur F7 de degré 13 sur Q sont obtenus soit comme intersection de
F; avec

(a) une conique définie sur QQ passant par I'un des points a, b, o,

(b) une cubique définie sur Q tangente & F; en un des points a, b, oo et ayant un point de
contact d’ordre 3 avec les deux autres.
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4. Les points algébriques sur F7 de degré 14 sur Q sont obtenus soit comme intersection de
Fr avec

(a)
(b)

une conique définie sur Q,
une cubique définie sur Q

(i) passant par I'un des points a, b, 0o et ayant un point de contact d’ordre 3 avec les
deux autres,

(ii) tangente a F7 en deux des points a, b, 0o et ayant un point de contact d’ordre 3
avec l'autre,

une quartique définie sur Q ayant P et P comme point de contact d’ordre 7 en chacun
de ces points,

une quintique définie sur Q ayant un point de contact d’ordre 5 en un des points
a,b,00 et d’ordre 8 en chacun des points P et P,

une sextique définie sur QQ ayant deux points de contact d’ordre 6 parmi les points
a,b, 00 et d’ordre 8 en chacun des points P et P.

3.1.2 Notions auxiliaires

3.1.2.1 L’espace de Riemann-Roch

Pour un diviseur D sur Fy, notons par /(D) la Q—dimension de £(D), ot L(D) est le
Q—espace vectoriel des fonctions rationnelles f défini par

£(D) = {f € Q(Fy)" : div(f) = —D} U{0}.

Considérons x et y les fonctions rationnelles sur F; données par

Soit € une
définis par

pour 0 < j

Y

X
(X, Y, Z) = -z et y(X,Y, 2)= 7

racine primitive 14 de 'unité dans Q. Considérons a;, b; et ¢; les points sur F;

aj = (0, ¥t 1), b= (Y10, 1), ¢; = (¥ 1,0),

< 6. Observons que a = ag, b = b3 et 0o = c3.

Lemme 3.1.1 (Rohrlich, [Roh77]). On a

(1) div(z)

=(ao+--+ag) — (co+ -+ cp)

(2) div(z +y) = Too — (co + - - + ¢6).

Lemme 3

.1.2. Sik € {4,6}, les fonctions rationnelles f,s définies par

T

frs(z, y) = W

, avec 0<r<s<k,

forment une base pour 'espace vectoriel £(7koo).

Démonstration. D’apres le Lemme 3.1.1, on a

div(frs(x, y)) = rdiv(z) — sdiv(z + y)

=r(ag+---+ag)+(s—r)(co+ec1+ca+ecqg+c5+cg) — (6s+71)o00.

Comme 0 <r <s<k,6s+r <7k ona fsx,y) € L(Tkx). Pour chaque k fixé, la fonction
frs @ un unique pdle en oo d’ordre 6s + r et que tous ces pdles sont différents. En effet,
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Pour k£ =4 :

frs Joo | for | fo2 | fos | foa | f11 | Si2 | Si3 | Jia | fe2
ordre du pdle de f,s | O 6 12 |18 |24 | 7 13 |19 | 25 | 14

foz | foa | f33 | f34 | faa
20 26 21 27 28

Par conséquent, les fonctions f,s avec 0 < r < s < 4 sont linéairement indépendantes.
Comme le genre de F; est égal a 15, 2800 est un diviseur canonique sur Fr, d’ou [(2800) =
15 = #{frs, 0 <r < s <4}

Pour k=6 :

Sibs+7r=065+1avec0<r<s<6et0<r <s <6alorsr =7 (mod 6). Comme
0<rr <6,r=r"ourr €{0,6} avec r # r'. Supposons qu'on ait r,7’ € {0, 6} avec
r # 7', Si par exemple r = 0, ' = 6 donc s’ = 6. De 65+ r = 65’ + 1/, on obtient s = 7, ce
qui contredit s < 6. On conclut que r = 7/, ce qui entraine s = s’. Par suite, les fonctions f;.
avec 0 < r < s < 6 sont linéairement indépendantes. D’apres le théoréeme de Riemann-Roch,
on a [(4200) = 28 = #{ frs, 0 <r < 5 < 6}.

Q

3.1.2.2 Lemmes géométriques

Lemme 3.1.3. Soient L., Ly et Lo, les droites tangentes a F; en a, b et co respectivement.

(i)
(i)

Les droites L, Ly, Lo ont un point de contact d’ordre 7 avec F% en a, b, oo respectivement.

Si une courbe algébrique plane I' de degré < 6 a un point de contact d’ordre > deg(T") avec
Fr en a, b ou oo, alors I' est réductible et contient L,, L; ou Lo, respectivement.

Démonstration.

(i)

En affine, on a Fy : 27 + y” + 1 = 0. La droite tangente & Fy en a est Ly : y+1 = 0. 1
est clair que a est le seul point d’intersection de la droite L, et la courbe F». Ainsi, par le
théoéme de Bézout, on a

L,.F; = (deg L, x deg Fr)a = Ta = mult,(L, N F7)a.

On montre de méme pour Ly et L.

Soient H, G et F des courbes planes. Supposons que H est irréductible et sans composante
commune ni avec G ni avec F'. Soit A un point lisse de H. Alors, d’apres le Lemme 2.3.2
dans [Nam79|, on a

min{mult4(H N F), mult4(H N G)} < mult4(F NG).

Ainsi, pour obtenir le résultat souhaité, il suffit de prendre A € {a,b,00}, H =L, G=T
et F' = Fy7 en tenant compte de (i).

a

Lemme 3.1.4. Soit L la droite d’équation X +Y + Z = 0. Alors L.F; =a+ b+ oo + 2P + 2P.

Démonstration. En affine, on a L : 2 +y+1 =0et Fy : ' +y" + 1 = 0. On sait que
LN F; ={a,b, 00, P, P}, il existe alors des entiers strictement positifs n1, ns, ng, nyg, ns tels que
L.F; = nja+ nab+n3o0 + na P +ns P avec ny + na +ns +ng +ns = 7. Comme P et P sont des
conjugués, ny = ns. La tangente a F; au point P est Tp : x +y + 1 = 0, par conséquent ny > 2;
douny=no=nzg=1et ng =ns =2. Q
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3.1.2.3 Groupe de Mordell-Weil

Pour un entier s avec 1 < s <5, C; désigne la courbe d’équation affine v = u(l—u)’ et Js
sa jacobienne. Considérons ’application rationnelle définie par

fs: Fr — Cy, (z,y) — (=27, (=1)"ay®).
Cette application induit un morphisme (noté aussi par f;)
fs:dr— Js

et son dual
f: : JS — J7.

Il est bien connu (voir [Lan82, Chapitre 2] ou [Mur93, Chapitre 8]) que ces applications
induisent une isogénie définie sur Q

5 5

f:HfszJ7—>HJs
s=1 s=1

et son dual
5 5

=Y s —
s=1

s=1
telles que f* o f =7 sur Jy.

Lemme 3.1.5. J;(Q) est isomorphe & (Z/27)* x (Z/77)>.

Démonstration. D’apres Faddeev [Fad61al [Fad61bl, J7(Q) est fini. Dans [Tze9§|, Tzermias conclut
les deux faits suivants :

(i) pour un nombre premier | # 2, 7, le groupe J7[I°°](Q) est trivial.
(ii) le groupe J7[7°°](Q) est isomorphe & (Z/7Z)? et est engendré par [a — o] et [b — oo].

Il ne nous reste qu’a calculer la partie 2—torsion de J7(Q). Comme il existe une isogénie

5
fodr— I 7s

s=1

alors cela revient a calculer la partie 2—torsion de chaque J5(Q). Or un résultat de Gross et
Rohrlich dans [GR78] affirme que

To(Q)tone = ZJ)TL x 7)27 sil=s>=(6-s5)> (mod7)

shtors Z]TZ sinon
mais les seuls s < 5 tels que 1 = s® = (6 — 3)3 (mod 7) sont s = 2 ou s = 4, en effet, on a le
tableau suivant

s s> (6—15)3
1 125

2 |8 64

3 27 27

4 164 8

) 125
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Ce qui donne deux copies de Z/2Z et ainsi

J2[2°)(Q) = (z/22)*.

Soient A et B les automorphismes de F7 donnés par
AX,Y, Z) = (XY, Z) et B(X)Y,Z)= (X, (Y, 2),
ot ¢ est une racine primitive 7™ de l'unité telle que €2 = (.

Puisque f, : Fr — Cj est un revétement galoisien dont le groupe de Galois est engendré par
A7?B, alors pour un diviseur D de degré zéro sur F7, on a

6
(feof)(D)=) (A7°

J=0

sur J; (voir [GRTS]).

Posons maintenant zg = —P — P + 200, 21 = (f; o f1)(z0) et 2o = (f5 o f2)(x0). Nous avons la
proposition suivante :
Proposition 3.1.1.

(P1) Le diviseur xy est d’ordre 14. On montre que —2x; est le diviseur de y3 +x+ :E?’y. Ainsi,
x1 est un point d’ordre 2 sur J7(Q).

(P2) (fi o fa)(z1) = Tw1 et (f5 o fo)(z2) = T2

(P3) (Z/22)* =< x1, w2 >.

(P4) fs(a —o0) et fs(b— o0) sont d’ordre 7.

(P5) Js(Q)tors € ker(f).

(P6)

P6 ker(.f fs) C J7[ ]

Démonstration.
(P1) :on a
6 6
—z1 = (fi o =) (4 =Y (A°B)Y(P+P) —22 (A°B)?(00).
7=0 7=0 7=0
On a aussi

(A3B)(X,Y,Z) = (¢¥ X, (7Y, Z) et donc (A3B)’ (00) = (—=¢¥,¢7,0) = (777,1,0).
Il en résulte que (A2B)°(c0) = 3, (A3B)(c0) = ¢5, (A3B)%(c0) = ¢, (A3B)3(00) = ¢3,
(A3B)*(00) = ¢4, (A3B)?(00) = ¢5 et (A3B)%(00) = ¢;. Ainsi,
6 6
—T1 = Z(A3B)J(P +F) -2 ZC]'.
§=0 j=0

Cherchons div(y® 4+ = + z3y). On a

. Y324+ X273+ X3Y
div(y® + = + 23y) = le( 7z )

=div(Y?Z + X Z3 + X3Y) — 4div(Z)
=(YZ+XZ3+ X3 =0).F, —4(Z =0).F;
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Considérons la courbe suivante K : Y2Z + X Z3 + X3Y = 0. Une vérification directe montre
que ‘
(X,Y,Z) € KN F; si, et seulemnt si  (A°B)/(X,Y,Z) € KN F;.

Les points P et P appartiennent & K N Fy, il en est de méme des points (A3B)7 (P) et
(A3B)?(P) avec 0 < j < 6 soient 14 points avec la méme multiplicité. La tangente & K
au point Pest Tp : X +Y + Z = 0 qui est aussi la tangente a F; au point P; donc
multp(C N F7) > 2. Le point P apparait avec une multiplicité > 2, ce qui veut dire que
chacun des points (A3B)’(P) apparait avec une multiplicité > 2. Puisque les 14 points
(A3B)’(P) et (A>B)’(P) apparaissent avec la méme multiplicité, et que X N Fy comportent
28 points comptés avec leur multiplicité, alors cette multiplicité commune ne peut étre que
2. On peut donc écrire

6 6
div(y® + 2 + 23y) = 2 Z(A3B)j(P +P)—4 Z cj.
=0 =0

Ainsi, div(y® 4+ z + 23y) = —2x1, ce qui prouve que x; est d’ordre 2.

Puisque 1 = (f o f4)(zo) et que le noyau de f; o f4 est annulé par 7, alors 14xy = 0; par
suite, xg est d’ordre 14.

Pour (P2), (P3), (P4), (P5) et (P6), on pourra consulter [GR78] et [Sal00b].

Corollaire 3.1.1.
J7(Q) = {m[oo—a] + nfoo — b] + kxg + lxe, avec 0 <m,n <6 et 0 <k, < 1}
ou bien

J7(Q):{m[oo—a]+n[oo—b]+kx0+lx1, avec 0 <m,n <6et0<k,l< 1}.

Démonstration. En combinant le Lemme 3.1.5 et (P3), on a
J7(Q) = {ml[oo —a] +nijoo — b + kxy + lza, avec 0 < my,n; <6 et 0 < k,l < 1}.

Ensuite (P1) et (P2) donnent (f; o f1)(z1) = x1 = (f} o fa)(zp). D’apres (P6), on a z; — z¢ €
ker(fy o fa) C J7[7], donc

x1 — Tp = ma[oo — a] + nafoo — b] avec 0 < mg, ny < 6.
Par suite
J7(Q):{m[oo—a]+n[oo—b]+kxo+la:2, avec 0 <m,n<6et 0<k,l< 1}.

De méme, en utilisant f5 o fa , on trouve 'autre expression de J7(Q). a

3.1.3 Preuve du Théoréme 3.1.2

Soit R un point algébrique sur Fr7 de degré d sur Q avec 11 < d < 14. Soient Ry, -+, Rg les
conjugués de Galois de R. On pose t = [R1 +--- + Ry — doo] € J7(Q). D’apres le corollaire 3.1.1,
on peut considérer les quatre cas suivants :
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Cas 1. t = mfoo — a] + njoo — b] avec 0 < m,n < 6.
Alors, on a [Ry + -+ 4+ Rgq — doo] = m[oo — a] + n[oo — b], c’est-a-dire,
[R1+ -+ Rg+ma+nb— (d+m+n)oc] =0.

Puisque d 4+ m +n < 28, le Lemme 3.1.2 entraine l'existence d’un polynéme quartique f(z,y) tel
que
div(f(z,y)/(x +y)*) = R + -+ Rq +ma +nb — (d + m + n)cc.

Ainsi, d’apres le Lemme 3.1.1, on a
div(f(z,y) =Ri+---+Rg+ma+nb+ (28 —d—m —n)oo—4(co+ -+ cp).

En utilisant 'homogénéisé f* de f, on a
XY, 2) =24 (),

ou f*(X,Y, Z) définit une courbe I'y de degré 4; ce qui montre 'existence d’une quartique
I'y définie sur Q. Comme la courbe F; est lisse, div(f(z, y)) = I's.F7 —4(co + - -+ + ¢g). Par
conséquent,

I'yF;=Ri+ -+ Rg+ma+nb+ (28 —d—m —n)oc.

Si m > 5 alors, d’apres le Lemme 3.1.3, I'4 est réductible et contient L,. De plus, puisque m < 6,
un des R; est égal & a, ce qui est absurde. En effet, on a :

I'y=L,+7T3

Lo.F7 ="Ta } = I'4.F7 = Lo F7 + 3. F7 = Ta+ I's. F7.

On voit que I'y.F7 contient a avec une multiplicité > 7. Comme m < 6 et a est différent de b et
de oo, un des R; est égal a a; ce qui contredit le fait que R; et a ne sont pas de méme degré.
D’out m < 4, de méme, n < 4. Par conséquent, 6 < 28 —d —m —n < 17. Le Lemme 3.1.3 montre
aussi que I'y contient L., il existe une cubique I'3 telle que

I's.F; =Ry + -+ Ry+ma+nb+ (21 —d—m —n)oc. (%)
On doit avoir 0 < m,n <3 et donc 1 <21 —d—m —n < 10. La somme des coefficients de a, b

et 0o est égale a 21 — d.

1.1. Supposons que 1 < 21 —d —m —n < 3. Alors, la somme des coefficients de a, b et oo
est <9, ie.,21 —d <9, doud > 12. Notons mi, mo et ms les coeflicients de a, b et oo
respectivement. On a 0 < mq,me < 3,1 <mg <3 et my +mo+mg=21—d.

Ainsi, on obtient :

1.1.a. pour d = 12, la relation () devient
I's.Fr =Ry + -+ Ria+ 3a+ 3b + 300,

ce qui montre que des points algébriques sur F7 de degré 12 sur Q sont obtenus comme
intersection de Fr avec une cubique définie sur Q ayant a, b et oo comme points de
contact d’ordre 3 en chacun de ces points.

1.1.b. pour d = 13, la relation (x) devient
I's.F; = Ry + -+ Rizg + mia + mab + mgoo avec m; € {2,3} et my +ma +m3z =8,

ce qui montre que des points algébriques sur Fr7 de degré 13 sur Q sont obtenus comme
intersection de F; avec une cubique définie sur Q tangente a F7 en un des points
a,b, 00 et ayant un point de contact d’ordre 3 avec les deux autres.
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1.1.c. pour d = 14, la relation (x) devient
I's.F; = Ry+- -+ Rig+mia+mab+msoo avec m; € {1,2,3} et mqy+mo+ms =7,

ce qui montre que des points algébriques sur Fr7 de degré 14 sur Q sont obtenus comme
intersection de F% avec une cubique définie sur Q
- passant par I'un des points a, b, co et ayant un point de contact d’ordre 3 avec les
deux autres,
- tangente a F7 en deux des points a, b, co et ayant un point de contact d’ordre 3
avec l'autre.

1.2. Supposons que 21 —d —m —n > 4. Alors, d’apres le Lemme 3.1.3, I's contient L, il existe
une conique 'y telle que

Ie.Fr=Ri+--+ Rg+ma+nb+ (14 —d —m — n)oc. (x%)

On doit avoir 0 < m,n <2et 0 <14 —d—m —n < 2. La somme des coefficients de a, b et
oo est égale a 14 — d. Notons mq, mg et mg les coefficients de a, b et oo respectivement.
Ona0<m; <2etmi+mo+mg=14—d. Siles m; # 0 alors, d’apres le Lemme 3.1.4,
I’y contient L, ce qui est absurde sinon un des R; serait égal & P ou P. D’oi, un au moins
des m; est nul.

Ainsi, on obtient :

1.2.a. pour d = 11, la relation (x) devient
I'y.F7 = Ri+- - -+ Ry +mija+mab+msoo avec m; # m; € {0,1,2} et mi+ma+mg = 3,

ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 11 sur QQ sont obtenus comme intersection
de F% avec une conique définie sur Q passant par I'un des points a, b, 0o et tangente
en un des deux autres.

1.2.b. pour d = 12, la relation (#x*) devient
[9.F; = Ri+- -+ Rig+mia+mab+msoo avec m; € {0,1,2} et mq+mo+ms =2,

ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 12 sur QQ sont obtenus comme intersection
de F7 avec une conique définie sur Q

- passant par deux des points a, b, 0o,

- tangente a F7 en un des points a, b, co.

1.2.c. pour d = 13, la relation (x*) devient
[y.F; = R1+ -+ Riz3 + mia+ mob+ mgoo avec m; € {0,1} et my +mo+msz =1,

ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 13 sur QQ sont obtenus comme intersection
de F% avec une conique définie sur Q passant par I'un des points a, b, co.

1.2.d. pour d = 14, la relation (x*) devient
FQ.F7 = Rl +--+ R147

ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 14 sur QQ sont obtenus comme intersection
de F7 avec une conique définie sur Q.
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Cas 2. t = mfoo — a] + nfoo — b] + g avec 0 < m,n < 6.

Alors,on a [Ry+- -+ Rqg+ma+nb+ P+ P—(d+m+n+2)oc] = 0. Comme d+m+n+2 < 28,
les Lemmes 3.1.2 et 3.1.1 assurent l’existence d’un polynéme quartique f(x,y) tel que

div(f(z,y)) =R+ -+ Rg+ma+nb+ P+ P+ (26 —d—m —n)oo — 4(co + - + cg)-

La courbe plane F7 étant lisse, il existe alors une quartique I'y telle que div(f(x,y)) = T'4.F7 —
4(co + - - - + ¢g). Par suite,

[yFr =R+ --+Ry+ma+nb+ P+ P+ (26 —d—m—n)oc.
On doit avoir 0 < m,n <4 et donc 4 <26 —d —m —n < 15.
2.1. Si26—d—m—n=4,ie.,d=14, m =n =4, alors
F4.F7:R1+"'+R14+4a+4b+P+P+400.

Ainsi, d’apres le Lemme 3.1.4, 'y contient L, ce qui est absurde sinon un des R; serait égal
a Pou P.

2.2. Si26 —d—m —n > 5, alors I'y contient L., il existe une cubique I's telle que
I3.Fr=Ri+---+Rg+ma+nb+ P+ P+ (19—d—m —n)oo.
On doit avoir 0 <m,n<3et19—d—m —n > 0.
2.2.a. Sim =n =0, alors
I'3.F; =R+ -+ Ry+P+ P+ (19— d)occ.
On a 19 —d > 5, donc I's contient Lo, il existe une conique I'y telle que
I9o.Fo =R+ -+ Ry+P+ P+ (12 - d)oo,
ce qui donne d = 12, d’ou
[o.Fr =R+ -+ Ri2+P+P,

ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 12 sur QQ sont obtenus comme intersection
de F» avec une conique définie sur QQ passant par P et P.

2.2.b. Si m # 0 ou n # 0, alors deux au moins des coefficients de a, b et co sont non nuls,
donc, d’apres le Lemme 3.1.4, I's contient L, ce qui est absurde sinon un des R; serait
égal P ou P.

Cas 3.t =mfoo —a] +njoo — bl + kxg+x1 avec 0 <m,n <6et 0 <k <1.

Alors, on a [Ry + - -4+ Rq — doo] = [m(oc0 — a) 4+ n(oo — b) + kxo + x1]. En composant par f o fs
puis en utilisant (P4) et (P5), on a (ff o fa)([R1+- -+ Ra—doo]) = (fi o fa)(kzo) + (fi o fa)(21).
Ensuite, en combinant (P2) et la définition de z1, on a

(fiofa)([R1+ -+ Rq—doo]) = (fi o fa)(kxzo) + (f1 o fa)(Txo).

Ainsi, on a

(fi o fa)([R1 + -+ Rg — (7 + k)zo — doo]) = 0.
De (P6), on obtient

[R1+ -+ Rqg— (7T+ k)xo — doo] = m[oo — a] + nfoo — b],

Application de la finitude du groupe de MW et du théoréeme de CW M. CAMARA ©UASZ/UFR-ST/LMA/GA, Mars 2024



CHAPITRE 3. SEPTIQUE DE FERMAT ET COURBES D’EQUATIONS AFFINES xP + yP@ =1 68

ce qui s’écrit aussi
[Ri+- 4+ Rg+ma+nb+ (T+k)P+(T+k)P— (14+d+m+n—+ 2k)oo] =0.

Puisque 14 +d + m +n + 2k < 42, les Lemmes 3.1.2 et 3.1.1 assurent 'existence d’un polynéme
sextique f(z,y) tel que

div(f(z,y)) = Ri+- - -+ Rg+ma-+nb+(7+k)P+(7T+k)P+(28—d—m—n—2k)oo—6(co+- - -+cg).

La courbe F7 étant lisse, il existe une sextique I'g telle que div(f(z,y)) = I'¢.F7 —6(co + - - - + ¢c6).
Par suite,

L¢.Fr =R+ -+ Ry+ma+nb+ (7T+k)P+ (T+k)P+(28—d—m —n — 2k)oo.

3.1. n=0oun=20

3.1la. Sim=n=0,alors Tg.Fy = R+ -+ Rg+ (7T+k)P+ (7T+ k)P + (28 —d — 2k)oo avec
12 < 28 —d — 2k < 17. La courbe I'g contient L., il existe une quintique I's telle que
[5.Fr = Ri+- -+ Ry+ (T+k)P+(7T+k)P+ (21 —d—2k)oc avec 5 < 21 —d —2k < 10.

3.1ai Si2l—d—-—2k=5,ie,d=14¢et k=1, alors
[5.Fr = Ri+ -+ Ria + 8P + 8P + 500,

c’est-a-dire, des points algébriques sur F7 de degré 14 sur Q sont obtenus comme
intersection de F% avec une quintique définie sur Q ayant un point de contact
d’ordre 5 en co et d’ordre 8 en chacun des points P et P.

3.1.a.ii. Si 21 —d — 2k > 6, alors I's contient L, il existe une quartique I'y telle que
TyFr=Ri+ -+ Rqg+ (T+k)P+ (7T+k)P+ (14 — d — 2k)oo. On voit que le
coefficient de oo doit étre nul sinon un des R; devrait étre égal a a ou b. Donc,
14—d—2k=0,ie,ona(d=14et k=0)ou (d =12 et k = 1). Par conséquent,

F4.F7:R1+~--+R14+7P+7P,

en d’autres termes, des points algébriques sur Fr de degré 14 sur Q sont obtenus
comme intersection de F7 avec une quartique définie sur Q ayant P et P comme
point de contact d’ordre 7 en chacun de ces points; ou

F4.F7:R1+"'+R12+8P+8?,

en d’autres termes, des points algébriques sur F7 de degré 12 sur Q sont obtenus
comme intersection de F7 avec une quartique définie sur Q ayant P et P comme
point de contact d’ordre 8 en chacun de ces points.

3.1b. Sim=0etn>1 (resp. m > 1 et n =0), alors
L. Fr =R+ -+ Ry+nb+ (T+k)P+ (T+k)P+ (28 —d —n — 2k)oo,

avec 6 <28 —d —n — 2k < 16.
3.1bi. Si28—d—-n—2k=6,ie.,d=14,n=6et k=1, alors

Ig.Fr =Ry + -+ Rig +6b+ 8P + 8P + 600,

ce qui prouve que des points algébriques sur F7 de degré 14 sur Q sont obtenus
comme intersection de F%7 avec une sextique définie sur Q ayant un point de
contact d’ordre 6 en b et oo et d’ordre 8 en P et P.
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3.1.b.ii. Si28 —d—n—2k > 7, alors I'g contient L, il existe une quintique I's telle que

[5.Fr =R+ +Ryg+nb+ (T+k)P+ (7T+k)P+ (21 —d — n — 2k)oo avec
0<21—d—n—2k <9. Puisque n # 0, le coefficient de oo doit étre nul, i.e.,
21—d—n—2k=0,dans ce cas,ona (d=13,n=6etk=1)ou(d=14,n=5
et k = 1). Par consequent, I's.Fy = Ry + -+ + Ry3 + 6b + 8P + 8P, ce cas est
absurde sinon un des R; devrait étre égal a b ou

F5.F7=R1+"'+R14+5b+8p+8ﬁ,

c’est-a-dire, des points algébriques sur Fr de degré 14 sur Q sont obtenus comme
intersection de Fr avec une quintique définie sur Q ayant un point de contact
d’ordre 5 en b et d’ordre 8 en chacun des points P et P.

3.2. m=1loun=1

3.2.a.

3.2.b.

Sim=n=1,alors ['¢.Fr = Ri+---+Rg+a+b+(T+k)P+(7+k)P+ (26 —d—2k)oc.
La courbe I'g contient L, il existe une quintique I'5 telle que I's. Fr = Ry +-- -+ Rg +
(5+k)P+(5+k)P+(25—d—2k)oo avec 9 < 25 —d — 2k < 14. La courbe I's contient
Lo, il existe une quartique Ty telle que Ty.Fr = Ry +-+-+ Ry + (5+k)P+ (5+ k)P +
(18 — d — 2k)oo avec 2 < 18 —d — 2k < 7. Comme le coefficient de co est non nul, I'y
contient L ce qui est absurde sinon un des R; devrait étre égal a a ou b.

Sim=1etn>2(resp.m>2etn=1),alors6.Fy =R+ ---+Rg+a+nb+ (7T+
k)P + (74 k)P + (27 —d—n—2k)oo. On voit que I' contient L, il existe une quintique
[s telle que I's.F; = Ri++ -+ Rg+ (n—1)b+ (T+k)P+ (T+k)P+ (26 —d — n — 2k)cc.
Comme le coefficient de oo est non nul, I's contient L ce qui est absurde sinon un des
R; devrait étre égal a a.

3.3. 2<m,n<6

3.3.a.

3.3.b.

Si28—d—m—-n—2k=0,ie.,d=14, m=n=6¢et k=1, alors
I6.F; =Ry +---+ Ry +6a+6b+ 8P + 8P,

ce qui prouve que des points algébriques sur F% de degré 14 sur Q sont obtenus comme
intersection de F7 avec une sextique définie sur Q ayant un point de contact d’ordre 6
en a et b et d’ordre 8 en P et P.

Si28 —d—m —n— 2k > 1, alors I'g contient L, il existe une quintique I'5 telle que
[5.Fr = Ri+- -+ Rg+(m—1)a+(n—1)b+(5+k)P+(5+k) P+ (27—d—m—n—2k)occ.
On voit que I's contient L, il existe une quartique I'y telle que

Ly.Fr = Ri+- -+ Rg+(m—2)a+(n—2)b+(3+k)P+(3+k) P+ (26—d—m—n—2k)occ.

Puisque, les coefficients de a, b et co ne sont pas simultanément nuls, alors I'y contient
L, il existe une cubique I's telle que

T3.Fr = Ry+- -+ Ra+(m—3)a+(n—3)b+(14+k) P+ (1+k) P+ (25—d —m—n—2k)oc.

On doit avoir 3<m,n<6et25—d—m—n—2k > 0.

3.3.b.i. Sim =n =3, alors
I3.Fr=Ri+---+Rg+(1+k)P+(1+Ek)P+ (19— d — 2k)oo,

avec 3 <19 —d — 2k <8.
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-Si19—d—-2k=3,ie,d=14 et k=1, alors
Fg.F7:R1+"'+R14+2P—|—2ﬁ+300.

On voit que I's contient L, ce qui est absurde.

- Si19 —d— 2k > 4, alors I's contient L, il existe une conique I's telle que
[o.Fr =R+ -+ Rqg+ (1+k)P+(1+k)P+ (12 — d — 2k)oo. On doit avoir
12—d—-2k=0,ie.,d=12et k =0 donc

[9.Fr=Ri+-+Ris+ P+ P,

ainsi, des points algébriques sur Fr de degré 12 sur Q sont obtenus comme
intersection de F; avec une conique définie sur Q passant par P et P.
3.3.b.ii. Si m # 3 ou n # 3, on voit que I's contient L, il existe une conique I'y telle
que

[y.Fr = R+ -+ Rg+(m—4)a+(n—4)b+(k—1) P+ (k—1) P+(24—d—m—n—2k)cc.

On doit avoir 4 < m,n <6, k=1et 0 <24 —d—n— 2k < 2. La somme des
coefficients de a, b et oo est égale a 14 — d. On a

- I'9.F; = Ri+ -+ Ry + mia+mab+msoo avec m; # mj; € {0,1,2} et my +
mg + m3 = 3, ainsi, des points algébriques sur F7; de degré 11 sur Q sont
obtenus comme intersection de Fr avec une conique définie sur Q passant par
I'un des points a, b, co et tangente en un des deux autres.

- T'9.F; = Ry + -+ -+ Ria + mia + mab+ mgoo avec m; € {0,1,2} et my +ma +
ms3 = 2, ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 12 sur Q sont obtenus
comme intersection de F; avec une conique définie sur Q

* passant par deux des points a, b, 0o,
* tangente a F7 en un des points a, b, co.

- I'9.F; = Ri+- - -+ Ris+mia+mab+msoo avec m; € {0,1} et mi+mao+ms =
1, ainsi, des points algébriques sur F7 de degré 13 sur Q sont obtenus comme
intersection de F7 avec une conique définie sur Q passant par I'un des points
a,b, co.

- I'o.F = Ry + -+ - + Ry4, ainsi, des points algébriques sur F~ de degré 14 sur Q
sont obtenus comme intersection de F%7 avec une conique définie sur Q.

Cas 4.t = mfoo — a] + njoo — b] + kxg + x2 avec 0 <m,n <6 et 0 < k < 1.

Alors, on a [Ry 4 - - - 4+ Rq — doo] = [m(oc0 — a) 4+ n(oo — b) + kxg + 2. En composant par f3 o fa
puis en utilisant (P4) et (P5), on a (f5 o f2)([R1+- -+ Rq—doc]) = (f3 o f2)(kxo) + (f3 o f2)(22).
Ensuite, en combinant (P2) et la définition de z9, on a

(f3 0 fo)([R1+ -+ Rg — doo]) = (f3 o f2)(kzo) + (f5 o f2)(Txo).

Ainsi, on a
(f5 0 f2)([R1 + -+ Rq — (7 + k)zo — doo]) = 0.

De (P6), on obtient
[R1+ -+ Rqg— (7T+ k)xo — doo] = mfoo — a] + nfoo — b].

On trouve exactement la méme ’expression que le Cas 3. et donc on aboutit aux mémes résultats.
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3.2 Points algébriques de degré au plus 2 sur les courbes affines
2 4y =1

Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que p € {5, 7, 11} et ¢ > 5. Notons C, 4 la courbe
d’équation affine
P + P = 1.

Dans cette section, nous déterminons explicitement I’ensemble des points algébriques sur C, 4, de
degré au plus 2 sur Q.

3.2.1 Introduction

Etant donné une courbe algébrique projective lisse C de genre g définie sur un corps de nombres
K, on note C(K) 'ensemble des points K —rationnels sur C. On désigne par J¢ la jacobienne
de C. On sait que, lorsque g > 2, 'ensemble C(K) est fini. On s’intéresse ici a la détermination
explicite de I’ensemble U C(K) des points sur C de degré < 2. Le degré d’un point algébrique
[K:Q]<2
R sur C est le degré de son corps de définition sur Q, c’est-a-dire, deg(R) = [Q(R) : Q]. Notons
c(d) (Q) 'ensemble des points algébriques sur C de degré exactement d sur Q.

Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que p € {5, 7, 11} et ¢ > 5. Considérons C, 4 la
courbe d’équation affine
Cp,q:al +yP1=1.
Notre travail va consister a étudier I’ensemble des points algébriques sur C, 4 de degré au plus
2 sur QQ sans se préoccuper de la finitude du groupe de Mordell-Weil. L’étude de ces courbes a
été motivée par le théoréme de Chevalley-Weil et par les travaux de Gross et Rohrlich qui ont
déterminé ’ensemble des points algébriques sur la courbe F), : 2 + y” =1 de degré au plus 2 sur

Q.

Posons
a=(0,1,1), b=(1,0,1), oo le point & I'infini,

P = (777 m, 1)7 P = (ﬁv 7, l)a Q = (7% 7, 1)a Q = (ﬁa 7, 1)7

oll ) =e 6 une racine primitive 6°™° de I'unité dans Q et 77 le complexe conjugué de 1.

Le théoréme suivant résulte des travaux de Gross et Rohrlich :
Théoréme 3.2.1. [GRT78, Théoreéme 5.1] Soit p € {5, 7, 11}. Si [K : Q] < (p — 1)/2, alors
FP(K) g {CL, b7 00, P7 F}

Notre résultat principal s’énonce comme suit :

Théoréme 3.2.2. Soient p et ¢ deux nombres premiers tels que p € {5, 7, 11} et ¢ > 5.
Considérons C, 4 la courbe d’équation affine

Cp,q: 2P +yP =1

Alors
1. Les points Q—rationnels sur C, , sont donnés par

Cp,q(Q) ={a, b, oo}.

2. Les points algébriques sur C, , de degré 2 sur Q sont donnés par

_J{P, P} si g=1 (mod6)
Cpa(@ = { {Q,Q} si ¢g=5 (mod 6).
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3.2.2 Notions auxiliaires

Définition 3.2.1 (Fonction d’Euler). On appelle fonction d’Euler la fonction ¢ définie pour

tout n € N* par :

- = 1—i)(1—i)---(1—i) our n.=ny"'ng? ... 0"
e(n) = n( " o T, p =Ny Mg My

ou les n;, 1 < ¢ < r, sont des nombres premiers deux-a-deux distincts et les m; sont non nuls

dans N.

En particulier, pour n un nombre premier, on a ¢(n) =n — 1.

Lemme 3.2.1. Soient n, m € N* et (;, = e» une racine primitive n'°™® de I'unité. On a

00G) Q) =) et [Q(G): Q= o).

Démonstration. La premiére assertion voir [Mil20, Chapitre 6] et, combinée avec Q((') =
Q(¢Peed(mm)y “on prouve la seconde assertion. a

Lemme 3.2.2. Soit ¢ un nombre premier > 5. Alors

g=1 (mod6) ou ¢g=5 (mod 6).

représente la classe de a. Soit ¢ un nombre premier > 5. Alors, soit ¢ € 1 ou soit ¢ € 5. Q

Théoréme 3.2.3 (Chevalley-Weil). Soit f : X — Y un revétement non ramifié de variétés
projectives normales définies sur un corps de nombres K. Alors, il existe une extension finie L/ K

telle que
FTHY(K)) € X(L).

Démonstration. On pourra consulter le livre [HS00, p. 292]. a

3.2.3 Preuve du Théoréeme 3.2.2
Considérons le morphisme suivant

fq : Cp,q — Fp, (337 y) = (:E, yq)

oll ¢ un nombre premier > 5 et p € {5, 7, 11}. Alors, on a

(@ c UM FED@Q) et T, ,(Q) — JE,(Q).
ild
1. Les points Q—rationnels sur C, ,

Comme les points Q—rationnels sur F}, sont donnés par

FP(Q) = {CL, b, OO},

alors, on a

Cp.o(Q) C f7 ' (Fp(Q)) = {a, b, 00}.

Il est clair que {a, b, oo} C Cp ¢(Q), par suite, pour tout ¢ > 5, on a

Cp,q(Q) ={a, b, oo}.
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2. Les points quadratiques sur C, ,

On sait que les points sur F), de degré 2 sont donnés par

F?(Q) = {P. P}.

p

On a alors la relation

i (12k—2)7i o (12k+2)7i

IPEP@) ={EF e m ), (e ), 0<k<gq-1f

et donc

omi (12k—2)7i o (12k+2)7i

@) C £ EP@) = {@F, e m ), (e e ), 0<k<q-1).

: 2pi  (12k—2)mi : Lo . .
a. Lepoint (e6, e 64 ) est un point de degré 2 si, et seulement si, les deux conditions

suivantes sont vérifiées 6k—1 = ag avec o € {1,5} et 1 < k < g—1. En effet, supposons
que 6k — 1 =aqg avec € {1,5} et 1 <k < ¢q— 1, alors

T = (@) e Q)
2mi 27i (12k—2)7i
or [Q(es):Q]=p(6) =2, et donc [Q(es , e 6 ):Q]=2.
Réciproquement, on raisonne par la contraposition en supposant qu’on ait 6k — 1 # aq
avec a € {1,5} ou k = 0. Si 6k — 1 # aq avec a € {1,5} alors 6k — 1 et 6¢ sont
premiers entre eux ; ainsi, on a

Q= ) Q=R = )
=p(6g9) =2(¢—1)>2 car ¢ >5;

ou si k =0 alors s

[Q(e %) : Q] = ¢(6g) =2(q — 1) > 2.
Vérifions que si une solution existe alors elle est unique. Supposons qu’on ait deux
entiers ki et ko tels que 6k — 1 = aq et 6ky — 1 = Bq avec a, B € {1,5} et 1 <k <
ko <g—1.0na

6ko —1 = fq

ce qui donne 6(k2 — k1) = (8 — a)q, donc ¢|6(ks — k1) et comme ¢ est premier avec 6,
alors par le théoreme de Gauss ¢|(k2 — k1), ceci impose que k1 = k. Ainsi,
5q + 1

{le—l = aq

- si ¢ =1 (mod 6), on choisit k = , on trouve le point P,

qg+1

- si ¢ =5 (mod 6), on choisit k = , on trouve le point Q.

—ori (12k+2)7i
b. Lepoint (e76 , e 6a ) est un point de degré 2 si, et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées 6k + 1 = aq avec o € {1,5} et 1 < k < ¢ — 1. 1l suffit de
reprendre le raisonnement proposé en a.. On obtient alors

- si ¢ =1 (mod 6), on choisit k = 72 ot on trouve le point P,

5q —

- si¢ =5 (mod 6), on choisit k = et on trouve le point Q.
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Conclusion et perspectives

Dans cette theése, nous nous sommes intéressés principalement a la détermination explicite
des points algébriques de degré donné sur des courbes planes lisses. Les principes utilisés pour
prouver les résultats principaux dans ce mémoire de thése reposent sur deux approches :

— La premiére approche s’appuie sur la connaissance ou la détermination de la structure du
groupe de Mordell-Weil et que ce dernier soit fini. C’est dans ce cadre que nous avons pu
apporter trois contributions :

e La premiere contribution porte sur la détermination des points algébriques de degré au
plus d sur les courbes hyperelliptiques y? = z° + n?, avec n € {4, 5, 8,10, 12,16, 20,
27,36, 144, 162, 216, 400, 432, 625, 648, 1250, 1296, 5000}. Cette contribution constitue
une extension des travaux de Mulholland [Mul06] et Bruni [Brulb] qui décrivaient les
points Q—rationnels.

e La deuxieme contribution concerne la détermination des points algébriques de degré
au plus 3 sur les courbes hyperelliptiques y? = z(z? — n?)(2? — 4n?), avec n €
{1, 2, 3, ¢ un nombre premier et ¢ = 7 (mod 24)}. Ce résultat étend les travaux de
Heiden [Hei98], Evink [Evi20] et Evink et al. [EHT21] qui ont donné les points
Q-—rationnels.

e Pour la troixiéme contribution, on étudie les points algébriques de degré au plus 14
sur la septique de Fermat Fy = {(X,Y, Z) € P*(Q) : X'+Y'4+ 7" = 0}. Cette
contribution étend le travail de Tzermias [Tze98| (resp. Sall [Sal00al, [Sal03]) qui a
décrit les points de degré au plus 5 (resp. au plus 10).

— On constante que le probleme de la détermination des points algébriques de degré donné
est souvent résolu pour certaines courbes dont le groupe de Mordell-Weil est fini. Pour
contourner cette contrainte, on peut dans certains cas utiliser le théoréeme de Chevalley-Weil.
C’est ainsi que la seconde approche représente une application du théoreme de Chevalley-
Weil pour la détermination explicite de ’ensemble des points algébriques de degré au plus
2 sur les courbes d’équations affines

aP 4Pl =1,
avec p et ¢ deux nombres premiers tels que p € {5, 7, 11} et ¢ > 5.

Les résultats obtenus dans cette thése ouvrent plusieurs perspectives. Et voici quelques pistes :

— La détermination des points algébriques sur Q de degré < 2 est souvent déterminé de
maniere explicite. Cependent, pour les points de degré d > 3, déterminer I’ensemble des
points algébriques de degré exactement d reste un probleme ouvert.

74



Conclusion et perspectives 75

— La détermination de ’ensemble des points algébriques de degré donné porte essentiellement
sur les courbes définies sur Q. Par contre, le cas des courbes définies sur un corps de
nombres autre que QQ reste un probleme ouvert.

— Soit C une courbe hyperelliptique définie sur Q de genre g > 3. Stoll [Stol5b] a montré que
si le rang de J¢(Q) satisfait r < g — 3, alors

#C(Q) <33(g—1)+1sir=0et #C(Q) <8rg+33(g—1)—1sir>1.

Un des problemes reste a déterminer de maniere explicite C(Q).

— Soit C une courbe projective, lisse irréductible définie sur Q de genre g > 2 et r le rang de
Je(Q).
Chabauty a montré que C(Q) est fini lorsque r < g. Plus tard, Coleman a réinterprété ce
résultat de Chabauty en prouvant que si 7 < g et p > 2g est un nombre premier de bonne
réduction pour C, alors

#C(Q) < #C(Fp) + 29 — 2.

Un des probléemes reste a déterminer de maniere explicite C(Q).
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