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Résumeé

Tout d’abord, nous avons considéré sept(7) différentes méthodes d’estimation pour
les parametres inconnus de la loi géométrique exponentielle étendue. Nous avons intro-
duit ces différentes méthodes que sont I'estimateur du maximun de vraisemblance, la
méthode du percentile, la méthode des moindres carrés ordinaires et pondérés, la mé-
thode du produit maximal des espacements, la méthode de Cramer-Von-Mise qui est un
estimateur de distance minimale, et la méthode d’Anderson-Darling. Mais avant d’in-
troduire ces méthodes, nous avons donné quelques notions nécessaires de la géométrique
exponentielle étendue telles que la densité de probabilité, la fonction de répartition, la
fonction de survie, la fonction de hasard ou de risque ainsi que l'espérance, la variance, le
mode, la médiane et les relations qui existent entre eux. Ensuite, nous avons comparé en
terme d’erreurs relatives moyennes (ERM) et d’erreurs quadratiques moyennes (EQM)
les différents estimateurs a 'aide d’une étude de simulation numérique qui est effectué
grace au logiciel R. Les résultats de simulation nous ont montré que ’estimateur du pro-
duit maximal des espacements présente les erreurs relatives moyennes (ERM) et erreurs
quadratiques moyennes (EQM) les plus faibles pour les deux parametres. Ce qui s’avere
étre la méthode la plus efficace par rapport aux autres méthodes. Donc on a conclu
que c’est la meilleure méthode pour estimer les parametres de la loi géométrique expo-
nentielle étendue par rapports aux autres. Et enfin, pour une illustration, nous avons
considéré deux ensembles de données importants appliqués a cette méthodologie propo-
sée. Et c’est ce qui nous a montré que la loi géométrique exponentielle étendue est le
modele parfait a utiliser pour les données relatives a la durée de vie.

il
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Introduction Générale

L’étude de la durée de vie des organismes, des dispositifs, des structures, des maté-
riaux, etc., est d’'une importance majeure dans les sciences biologiques et les sciences de
I'ingénieur. Une part importante de cette étude est consacrée a la description mathéma-
tique de la durée de vie par une distribution de défaillance. De nombreux Mathémati-
ciens s’intéressent aux lois de probabilités (c’est-a-dire les distributions de défaillance)
qui peuvent étre utilisées pour analyser les données relatives a la durée de vie. C’est dans
ce sens que les dérivées de la loi exponentielle standard telles que la loi de Gamma, la loi
de Weibull et la loi Exponentielle Généralisée (voir dans [16]) ont été introduites. Une
autre dérivée utile de la loi exponentielle standard est connue sous le nom de loi géo-
métrique exponentielle étendue. Adamidis et Loukas (voir dans [1]) ont été les premiers
a proposer une distribution géométrique exponentielle a deux parametres, dans laquelle
la fonction de risque (défaillance) pouvait étre décroissante. Dans ce travail, nous nous
intéressons uniquement a la loi géométrique exponentielle étendue (GEE). Une des par-
ticularités de cette loi est que la croissance ou la décroissance de sa fonction de risque
dépend des valeurs de ses parametres. L'importance de la distribution géométrique expo-
nentielle étendue réside dans sa polyvalence pour la modélisation de divers phénomeénes
du monde réel (voir dans [2],][24],[13]), en particulier ceux qui présentent des taux d’aléas
(risques) qui changent avec le temps. Contrairement a la distribution géométrique ex-
ponentielle standard, la GEE peut modéliser des taux d’aléas monotones décroissants.
Elle est donc bien adaptée aux données ou le taux de défaillance diminue initialement,
puis augmente avec le temps, ce qui représente une période de "vieillissement" avant la
défaillance. La GEE introduit un parametre supplémentaire par rapport a la distribu-
tion géométrique exponentielle standard, ce qui permet un contrdle plus fin de la forme
du taux de hasard. Cela offre une plus grande flexibilité dans ’adaptation du modéle a
différents types de données. La GEE trouve une application dans ’analyse de fiabilité,
en particulier pour la modélisation de la durée de vie des composants ou des systemes
avec des taux de défaillance variables. Cette méthode est utile dans des domaines tels
que l'ingénierie, la fabrication et le controle de la qualité. Dans 'analyse de survie, la
GEE peut étre utilisée pour modéliser le temps qui s’écoule avant un événement tel que
le déces ou 'apparition d’une maladie, en particulier lorsque le taux d’aléa suit un mo-
dele non monotone. Cela a des implications pour la recherche médicale, I’épidémiologie
et la science actuarielle. La GEE peut étre utile pour modéliser des données financieres



présentant des risques variables dans le temps, comme les délais de défaillance de crédit
ou la durée de vie des actifs. Cela trouve des applications dans la gestion des risques et
la modélisation financiere. La GEE est généralement efficace sur le plan informatique, ce
qui le rend adapté aux grands ensembles de données et aux applications en temps réel.
Dans ’ensemble, la loi géométrique exponentielle étendue offre un outil précieux pour
I’analyse des données avec des taux de hasard non monotones. Sa flexibilité, la diversité
de ses applications et son efficacité informatique en font un choix judicieux pour divers
domaines, notamment l'analyse de fiabilité, ’analyse de survie, la finance et 1’écono-
mie. En raison de son importance, certaines dérivées de la loi GEE ont été proposées,
telles que la loi géométrique exponentielle Béta GEB (voir [27]), la loi géométrique expo-
nentielle exponentielle GEEX (voir [20]), la loi géométrique exponentielle exponentielle
complémentaire GEEC (voir [17]), et la loi géométrique exponentielle généralisé GEG
(voir [5]). Nous avons deux objectifs pour ce travail. Premiérement, c’est de trouver la
méthode d’estimation la plus efficace parmi les sept (7) méthodes d’estimation de la loi
GEE, ce qui serait intéressant pour les statisticiens. Deuxiémement, c’est de montrer que
la loi GEE est une alternative simple & utiliser dans les applications médicales. Dans ce
travail, nous allons faire d’abord un petit rappel sur les notions statistiques et probabi-
listes. Ensuite, nous introduisons la loi géométrique exponentielle étendue en donnant sa
fonction densité, de répartition, de survie et de risque et aussi ses propriétés c’est-a-dire
son espérance, sa variance, son mode et sa médiane et leurs relations. Nous étudierons
aussi les différentes méthodes d’estimation suivantes : la méthode du maximum de vrai-
semblance, de percentile, des moindres carrés ordinaires et pondérés, du produit maximal
des espacements, de Cramer-Von-Mises et de Anderson-Darling. Et enfin, 'efficacité de
ces différentes méthodes d’estimation sera comparée a I'aide de simulations numériques.



Chapitre 1
Rappels

La théorie des probabilités est I’étude mathématique des phénomenes caractérisés par
le hasard et l'incertitude; la Statistique est l'activité qui consiste a recueillir, traiter et
interpréter un ensemble de données. Il existe des interconnexions entre ces deux domaines
des sciences de l’aléatoire. Pour commencer cette partie, nous allons définir quelques
notions de bases en probabilité et en statistique qui seront d’une importance capitale
pour la suite de notre travail.

1.1 Notion de probabilité

Le calcul des probabilités prend réellement naissance en 1654 lors d’un échange de
correspondance entre deux mathématiciens, Blaise Pascal (& Paris) et Pierre Simon de
Fermat (& Toulouse) au sujet de problemes posés par le chevalier de Méré (un ami
a Pascal). Toutefois, aucun des deux mathématiciens n’a publié ses résultats et c’est
Christian Huygens qui rassembla et publia ces problemes déja résolus avec des nouveaux.
Leibniz élargit le champs des calculs des probabilités en I’appliquant & tous les domaines :
sociaux, moraux etc (pour plus de détails voir [37]).

Donnons quelques définitions qui seront utiles pour la suite.

Définition 1.1.1 Soient (2, A,P) un espace probabilisé et (E,E) un espace mesurable,
une application mesurable X : Q0 — E est appelée variable aléatoire d valeurs dans E.
Lorsque E C R, on parle de variable aléatoire réelle. On appelle support d’une variable
aléatoire X, l'ensemble de ses valeurs possibles. On le note S(X) ou X () et est inclus
dans E.

On distingue deux types de variables aléatoires :

1.1.1. Variable aléatoire discrete

Définition 1.1.2 On appelle une v.a discréte définie sur (2, A) une application X :
Q — R avec X(Q) dénombrable, i.e en correspondance bijective avec N, et pour tout x
réel :

X lo)={weQ/X(w)=2}c A

3



ce qui exprime que X ~1(x) est un événement.

Loi de probabilité

La probabilité notée Py est définie sur X (2) par :
Px(z) = P{X(2)} = P{w € Q/X(w) =z}

s’appelle la probabilité image de P par X. La loi de probabilité est alors définie par les
probabilités individuelles :

pi=P(X =2;)=P{X ')}, ieN

On appelle alors distribution ou loi de probabilité de X I’ensemble des couples (x;, p;)ieN-

Fonction de répartition

On appelle fonction de répartition de la v.a X, la fonction définie pour tout réel par :

Fa)=P{X<a}= > pi
{pi/zi<x}

Cette valeur représente la probabilité de toutes les réalisations strictement inférieures au
réel x.

Propriété 1.1.1 La fonction de répartition ainsi défini vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € R, 0 < F(x) < 1.
2. F est croissante (au sens large).
3. lim F(z)=1, xEIPOOF(x) =0.

T—>+00

4. F est continue a droite en tout réel o avec limite a gauche :

F(zg) = lim F(x) et lim F(x)=P(X < ).

+ —
x%xo I*}ZEO

Moments d’une v.a discréte

» Espérance mathématique

Définition 1.1.3 On appelle espérance mathématique de la v.a.X la quantité,
si elle existe :

E(X) =) pii

1€EN



Propriété 1.1.2 < Si on ajoute une constante a une v.a., il est de méme pour son
espérance :
E(X+a)=EX)+a VYaeR

% Si on multiplie une v.a. par une constante, il en sera de méme pour son espérance :
E(aX) =dE(X) VaeR

% L’espérance mathématique d’une somme de deux v.a.est la somme des espérances :
E(X+Y)=EX)+E®Y)

On résume ses trois propriétés en disant que l’espérance est un opérateur linéaire :

E(aX + BY) = oE(X) + BE(Y) VaeR, VBeR

» Variance

Il s’agit d’un indicateur mesurant la dispersion des valeurs x; autour de E(X) :

V(X) =) pile —EX))
1€EN

lorsque cette quantité existe. Elle s’écrit aussi :

V(X) = E[X — EQY)] = E(X?) — (E(X))?
Cette quantité V(X)) est notée aussi par ag(, ox désigne ’écart-type de la v.a.X.
Propriété 1.1.3 Par définition :

V(X) > 0.

Pour tout réel a, on a :

V(X +a)=V(X) et V(aX)=a*V(X)
Si X etY sont deux v.a.indépendantes, alors

VX+Y)=V(X)+ V()

On définit la covariance de deuzr v.a. X et'Y par Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) et
on a dans le cas général :

V(X 4+Y) = V(X) + V(Y) + 2C00(X,Y)



» Moments centrés et non centrés

On appelle moment non centré d’ordre r € N* la quantité :

m(X) = Zplaff =E(X")
ieN

L’espérance est un cas particulier du moment non centré. Le moment centré d’ordre
r € N* est :

pr(X) =Y pilei —EX))" =E[X - E(X)]"
ieN

Le moment centré d’ordre 2 coincide avec la variance.

1.1.2. Variable aléatoire réelle continue

Définition 1.1.4 On appelle une v.a réelle définie sur (2, A) une application X : Q@ —
R telle que pour tout intervalle I C R on ait :

X' H={weQXWw)ellcA

Cette condition est vérifiée si pour tout réel x, on a X '(]—o0,z[) € A.

Loi de probabilité

Elle est déterminée par la FR F', définie pour tout réel x par :

F(z) = Px(]=o00,z[) = P{X~!(J=00,2])} = P{w € O/X (w) <z}

Propriété 1.1.4 La fonction de répartition ainsi défini vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € R, 0 < F(x) < 1.
2. F est croissante (au sens large).
3. :tgr}rloo F(z) =1, xgglmF(x) =0.

4. F' est continue da droite en tout réel xg avec limite a gauche :

F(zg) = lim F(x) et lim F(x) = P(X < ).

+ —
Z‘—>.Z‘0 J?—>$O

Loi continue

Si la fonction F' est continue, on dit que X est une v.a.réelle continue.



Loi absolument continue

Dans le cas ou la fonction F' admet une dérivée f, celle-ci est appelée densité de pro-
babilité de la v.a.X, de loi qualifiée d’ absolument continue. La FR est alors déterminée
par 'intégrale :

Une densité est et positive intégrable, d’intégrale égale a 1 :

/+°° F(t)dt =1

—00

La probabilité d’un intervalle s’obtient en intégrant la densité sur cet intervalle :

Py {X € [21,29)} = / F(b)dt

Moments d’une v.a.absolument continue

» Espérance mathématique

Elle est définie par :
“+o0o

E(X) :/ xf(x)dz

—0o0

lorsque cette intégrale existe. Pour tout réel a :
E(X+a)=E(X)+a et E(aX)=daE(X)
Si X et Y deux v.a. admettent une espérance alors on a :

E(X+Y)=E(X)+E(X)

» Variance

La variance, elle est définie par :

+oo
V(X)=E[X —E(X)]* = / [z — E(X))? f(z)dz = E(X?) — E(X)? = 0%
lorsque cette intégrale existe. Pour tout réel a :
V(X +a)=V(X) et V(aX)=a*V(X)

Si X et Y deux v.a. indépendantes admettant une variance, alors on a :

V(X +Y) = V(X) + V(X)



» Moments centrés et non centrés

Le moment non centré d’ordre k € N* de X est défini par :

“+oo
my, = B(X") = / 2 f(z)dz.
Le moment centré d’ordre k est défini aussi par :
k +oo k
= EX = B0l = [ o~ BOOF f(@)do.

1.1.3. Couple de v.a. continues

Loi du couple

Soit X et Y sont deux v.a continues, la loi de (X,Y’) est donnée par sa FR :
F(z,y) =P(X <z,Y <vy).

Si F est dérivable par rapport a z et y, la loi de (X,Y) admet une densité f donnée

par :
O°F(z,y)

flx,y) = 920y

Lois marginales

Les fonctions de répartition marginales de la v.a.X et de la v.a.Y sont définies par :

Fx(x)=P(X <z)= lim F(z,y) et Fy(y)=PY <y)= lim F(x,y)

y——+00 T—r—+00

Si la loi du couple est définie par sa densité, les densités marginales sont données par :
“+o00

fx() :/+Oof($ail/)dy et fy(y) =/ f(z,y)dz.

—00 — 00

Lois conditionnelles

Pour une loi de densité f, les lois conditionnelles sont définies par les densités :

f(z,y) fz,y)
Ty () Ix(x)

Ix@lY =y) = et fy(ylX =2)=

Indépendance

Les v.a.X et Y sont dites indépendantes, si pour tout réel = et y :

flx,y) = fx(z)fy(y).



1.2 Les outils statistiques

Le terme "statistique" est tiré d’un mot grec qui signifie "constater'. La statistique
est la science ayant pour objet le groupement méthodique des faits sociaux qui se prétent
a une évaluation numérique, comme les impdts, la production industrielle et agricole, la
population, la religion, etc. On fait aussi dériver le mot du latin "status" qui veut dire
"état", et & Lorigine on appelait statisticien celui qui s’occupait des affaires d’Etat (voir
[36]). Nous allons donner quelques définitions qui seront utiles pour la suite de ce travail.

Définition 1.2.1 : Soit X une wvariable aléatoire qui suit une loi de probabilité, no-
tée Py. On appelle un échantillon un ensemble (X1, ..., X,) de n variables aléatoires
indépendantes qui suivent la méme loi que X.

1.2.1. Estimateur

Définition 1.2.2 Un estimateur de 0 est une application T,, de E™ dans F', qui a un
échantillon (Xy,...,X,) de la loi Py associe une variable aléatoire réelle (ou plusieurs
dans le cas d’un paramétre multidimensionnel) dont on peut déterminer la loi de proba-
bilité.

Bais d’un estimateur

Définition 1.2.3 Soit (X1, ..., Xy,) un échantillon indépendant tiré sur le modéle (X, Py).
L’estimateur T,,(X1, Xo, ..., X;,) de 0 a pour biais la quantité

ba(0) = Ey(T},) — 0.

Définition 1.2.4 On dit qu’un estimateur T, de 0 est sans biais si pour 6 € O et tout
entier on a

Eo(T,) = 6 < b, (6) = 0.

Un estimateur T,, de 0 est dit asymptotiquement sans biais si pour 8 € © et tout
entier on a
Ey(T,,) -0 quand n — oo.

Convergence d’un estimateur

Définition 1.2.5 Un estimateur T), est convergent si la suite de v.a (T},) converge en
probabilité vers la valeur paramétre, i.e pour tout :

T, —0 << Py(T,—0|<0)—1, Ve>0, n— o0

Théoréme 1.2.1 Tout estimateur sans biais, ou asymptotiquement sans dont la va-
riance tend vers 0, quand n  tend vers oo



Qualité d’un estimateur : elle se mesure par l'erreur quadratique moyenne, définie
pour tout 6 par
EQM(T;,) = Eg (Ty, — 0)* = Vo(T,,) + b2(6).

1.2.2. Quelques méthodes d’estimation

Il existe plusieurs méthodes d’estimation pour estimer les parameétres d’une distri-
bution. En particulier, on peut citer la méthode du maximum de vraisemblance.

Définition 1.2.6 Soit (X, FPy), 0 € © un modéle statistique. On appelle Vraisem-
blance(likelihood) de I’échantillon X1, ..., Xy, la loi de probabilité de cet échantillon notée
L(xy1,xa,...,xy;0) et définie par :

n

L(a;l, ...,xn;G) = HP@(XZ) = HP(Xz =T | 9),
=1 i=1

st X est une variable aléatoire discréte, et par :

n

L(xy,...,xn;0) = H f(zi;0);

=1

st X est une variable aléatoire continue de densité f(x;;6).
La quantité d’information de Fisher est définie par :

alnL>2
o0 ’

1,(6) = E

Définition 1.2.7 On appelle un estimateur du mazximum de vraisemblance toute
fonction 0, de (x1,...,x,) qui vérifie :

log(L e T3 0p)) = log L(z1, ..., xpn; 0
OB(L (1,00 ) = miaxl0g L (1, s )

c’est-a-dire §n est solution de

~

9 log(L(z1, ..., xn;6n)) =0

00
avec
0? ~
5 log(L(z1, ..., xn; 6p)) < 0.
Remarque 1.2.1 — Dans le cas ot le paramétre a estimer est = Ep(X), moyenne

théorique de la loi, ’estimateur naturel est la moyenne empirique, ou moyenne de
l’échantillon :



De méme, pour estimer le paramétre 0 = Vy(X), variance de la loi, nous retenons
logiquement comme estimateur la variance empirique :

13 _
—Z(Xi - X,)2
n =1

12
Sy =

(la variance empirique modifiée S2 est obtenue en divisant par n—1 au lieu de n).
Plus généralement, si l'un des moments d’ordre k € N, non centré my = Eg(XF)
ou centré py = Eo(X — m1)¥, dépend de 0, nous allons chercher un estimateur
par résolution de I’équation en 6 obtenue en égalant moment théorique et moment
empirique correspondant, soit :

1 n

Mpp = — Zsz = my(0);
)
ou
1 & =k
Hikn = E Z(Xz - Xn)
i=1

La solution de ’équation retenue, si elle existe et est unique, sera appelée estima-
teur obtenu par la méthode des moments.
- etc...

1.3 Quelques Modeles de durée de vie

Dans cette section, nous décrivons brievement quelques modeles qui seront utiles
pour la suite de notre travail.

1.3.1. Loi de Weibull

Définition 1.3.1 La fonction densité de probabilité de la loi Weibull est définie sous la

forme suivante :
B (x\P! z\”
fWE(xaﬁvn) - E <7]) exp <_ (’I]) ) N x>0 (11)

en mettant en évidence les deux parameétres :
B: paramétre de forme, 8 > 0
n: paramétre d’échelle (vie caractéristique), n >0

1
Si, pour simplifier la présentation des calculs on pose a = 5 la fonction densité de
n

probabilité de la loi s’écrit :

fwe(w; B,a) = apz’exp (—axﬁ) (1.2)

11



Fonction de répartition : Elle est définie par la formule suivante :

Fwe(z; B,a) =1 —exp (—ozx5> (1.3)
Fonction de survie : Elle est définie par :
Swe(z; B, ) = exp (—aac’g) (1.4)

1.3.2. Loi Gamma

Définition 1.3.2 La fonction densité de probabilité de la loi Gamma est définie sous la
forme suivante :

of
I'(6)

en mettant en évidence les deuxr paramétres :
B: paramétre de forme, 8 > 0
a: parameétre d’échelle (vie caractéristique), o > 0

fea(w; B,a) = 2’ ~exp(~az); >0 (1.5)

avec I' (f) la fonction de gamma incomplete définie par :

reg) = /OOO 2P~ exp(—x)dz

Fonction de survie : Elle est définie par :

Sca(:8,0) = 1~ T (az, §) (1.6)
ou ! .
I'(ax,B) = 7/ uPVexp(—u)du
(az,8) = @ Jo (—u)
Fonction de répartition : Elle est définie par :

FGa(ZL’;B,Oé):1—50(1(%‘;6,04):1—‘(041‘,5). (17)

1.3.3. Loi Log-normale

Fonction de densité : La fonction de densité de la loi log-normale a deux para-
metres avec le parameétre d’échelle o et le parameétre de forme p est la suivante :

1 (logz — p)*
n ; b = T 5.9 ; - ) ) Z * 1‘
fon(x; 1, 0) xgmexp< 557 00 < p<o00,0>0,2>0 (1.8)

Fonction de survie : Elle est donnée par :

Sin(z;p,0) = m}% /xoo %exp <_(10g;‘—2u)2> =1-9¢ (log (W)) (1.9)

ou ®(.) est la fonction de répartition de loi normale standard.

12



1.3.4. Loi Exponentielle généralisée

Définition 1.3.3 La distribution exponentielle généralisée d deux paramétres a pour
fonction de densité :

faelz;o, A) = aX (1 —exp(—=Az))* texp(—=Az); o, A,z > 0. (1.10)
Fonction de répartition : Elle est définie par :
Fae(x;a,\) = (1 — exp(—Ax))” (1.11)
Fonction de survie : Elle est donnée par :
Sce(z;a,\) =1 — (1 — exp(—Azx))” (1.12)

Les figures 1.3.1 et 1.3.2 suivantes représentent respectivement la FDP et la de FR des
différents modeles.

= = B=0.5,020.
p=0.5a=2
w w0 p=2,u=05
b o~ — B=1a=2
— p=da=2
o | o |
o~ o~
SRS SRS
> = O o
9 9
o | o | \
o) 0
o 7 O (=T
o | o |
= T T T T T T T < T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X X
2 — 1=05,0=0 o — B=05,a=0.
1=050=2| p=05,a=2
ufZ,UfU.ﬁ w | ﬁfZ,cch.S
o _| — u=1,0=2 o~ — B=1la=2
o — p=40=2 — PB=4a=2
w 2 7
- o 7 =
= T ©
< o | ES
o o |
) &
o 7| w |
f=]
(=] o ”
o (=T
T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X X

FiGUure 1.3.1 — FDP des modeles
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— Chapitre 2
Loi géométrique exponentielle
étendue

Dans ce chapitre nous allons d’abord introduire la distribution (loi) géométrique
exponentielle étendue (GEE), ensuite définir quelques caractéristiques de cette distribu-
tion : fonction densité de probabilité (FDP), fonction de répartition (FR), fonction de
hasard (FH), fonction de survie (FS) et les relations qui existent entre elles et enfin les
moments et fonction génératrice des moments .

2.1 Loi géométrique exponentielle étendue

Supposons que la distribution conditionnelle de X étant donné que A = BZ est
exponentielle avec une fonction densité de probabilité (FDP)

f(zA) = Xe ™ 2> 0,\ > 0; (2.1)
ou Z est une variable aléatoire géométrique avec fonction de probabilité
PZ=2z=0-p)*'p; 2=1,2,...; 0<p<l. (2.2)

La distribution inconditionnelle de X est alors appelée distribution géométrique expo-
nentielle (GE) et la FDP est la suivante

-2
f@:8,p) = Bpe P (1-(1=p)e ™) 2>0,8>00<p<l.  (23)

Cette distribution de X a été introduite pour la premiére fois (voir [23]) via une méthode
permettant d’ajouter un parameétre de forme a une fonction de survie de la distribution
exponentielle, et a été appelée distribution géométrique exponentielle (voir [1]). Une
extension de la distribution EG a été introduit (voir [2]) . Cette distribution possede a la
fois une fonction de risque décroissante et une fonction de risque croissante. Supposons
que la distribution conditionnelle de X | A soit modifiée comme une distribution de
valeurs extrémes avec FDP

15



f(z | a;\) = alexp (Azx + a(l — exp(Ax))),z > 0, > 0,a > 0. (2.4)

Et que A soit distribuée comme une loi exponentielle avec FDP
fla;y) =~ve 7,y >0,a > 0. (2.5)

Pour obtenir la loi inconditionnelle de X, nous devons effectuer une intégration marginale
de a sur la loi f(a;v) dans 'équation (2.4). Pour cela, nous multiplions simplement
f(x | a;A\) par f(a;7) et intégrons par rapport a a.

La FDP de la distribution inconditionnelle de X, notée f(z;v, A), est donnée par

flay, ) = /Ooo f(@ | a; ) f(a;v)da
= /OO alexp (Az + a(l — exp(Ax))) ve "*da
0

Cette intégrale peut étre résolue en utilisant des techniques d’intégration appropriées.
Cependant, avant de procéder, remarquons que cette intégrale n’a pas de forme fermée
simple. Par conséquent, nous allons d’abord résoudre l'intégrale, puis simplifier autant
que possible.

flx;y, A) = /OOO alexp (Az + a(l — exp(Ax))) ve %da
= \y /oo aexp (Az + a(l — exp(Ax)) — va) da
0
= \yer® /OO aexp (a(l — exp(Az) — 7)) da
0

Nous pouvons désormais résoudre cette intégrale en utilisant des techniques appropriées,
telles que le changement de variable ou l'intégration par parties, pour obtenir la forme
finale de f(z;~, ). Apres l'intégration, nous avons la distribution inconditionnelle de X
donnée par :

A Az 2
flx;y, A) = Aye (1*(1*’)/)6_ z) ;2 >0,A>0,7>0. (2.6)

On appelle la distribution inconditionnelle de X la loi géométrique exponentielle étendue
(GEE) (voir [2]). Ce modeéle met en évidence des scénarios de risques naturellement
concurrents. Soit X = min(T1,T1, -+ ,Ta), ou M est une loi géométrique et T; sont
indépendants de M et sont supposés étre indépendants et identiquement distribués selon
la loi exponentielle; alors la variable aléatoire X suit une loi GEE avec 0 < v < 1,
également connue sous le nom de la loi géométrique exponentielle GE (voir [1]). En
considérant les mémes hypotheses et X = max (11,711, - ,Ty), la variable aléatoire
X suit une loi GEE avec v > 1, également connue sous le nom de la loi géométrique
exponentielle complémentaire GEC (voir [19]).

16



2.1.1.

La fonction densité de probabilité

L’équation (2.6) représente la fonction densité de probabilité de la distribution géo-
métrique exponentielle étendue (GEE). On peut prouver que pour 0 < v < 2, la fonction

A
densité de la GEE est monotone décroissante avec la valeur modale — & z = 0. Pour

A
~v > 2, la fonction densité augmente de — a sa valeur modale

Ay

Ay = 1)

gl

ax=—In

A

(v—1)

et diminue ensuite pour s’approcher de sa valeur asymptotique de zéro. Cette densité
est représentée dans la figure 2.1.1 pour certaines valeurs de v et A.
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FIGURE 2.1.1 — densité de GEE
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2.1.2.

Par intégration directe, nous trouvons que la fonction de répartition de la distribution

La fonction de répartition

EEG est donnée par :

F(z;9,A) = /f(t; v, A)dt
0

A"}/B_)\t

-/ i
)2
J A==y
1— -z
:1_(1_67)6_M;m>0,)\>0,7>0.

Cette fonction de répartition est représentée dans la figure2.1.2.
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FIGURE 2.1.2 — La fonction de répartition de GEE
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Remarque 2.1.1 On observe que la fonction de répartition d’un GEE est similaire d
la famille Gamma et a la famille Weibull correspondantes pour certains parameétres de
forme spécifiés. Si le paramétre de forme est égal a 1, toutes les distributions coincident
avec la distribution exponentielle. Par conséquent, elles sont toutes des extensions ou
des généralisations de la distribution exponentielle, mais de manicre différente.

2.1.3. La fonction de survie(également appelée fiabilité)

La fonction de fiabilité (ou de survie) est la fraction de la population qui dépasse une
valeur z . En utilisant (2.7), la fonction de survie est donnée par la formule suivante :

S(z;7,A) = 1= F(x;7, )

,ye—)\ac
1_(1_7)6_/\I,x>0, >0,v>0 (2.8)

La fonction de survie, S(z;v, \), donne la probabilité qu'une personne survive plus long-
temps qu’un certain temps x. Elle donne aussi la probabilité que la variable aléatoire X
dépasse le temps z. La fonction de survie est fondamentale pour une analyse de survie.

2.1.4. La fonction de risque ou de hasard

Définition 2.1.1 La fonction de hasard de la distribution géométrique exponentielle
étendue joue un role crucial dans la compréhension du comportement des défaillances
ou des événements dans le temps. Elle refléte la probabilité instantanée qu’un événement
se produise s’il ne s’est pas déja produit jusqu’a présent. La fonction de risque est donnée
par la formule suivante.

flziv, )
S(x;y, M)
B A
1 (1—y)ee

h(z;y, A) =

;e >0,A>0,7v>0 (2.9)

La fonction de risque h(z;7,\) donne le potentiel instantané par unité de temps pour
que I’événement se produise, étant donné que l'individu a survécu jusqu’au temps z. Il
s’agit de la probabilité de défaillance dans une période de temps infiniment petite. La
fonction de hasard a sa propre importance, car elle donne un apercu des taux d’échec
conditionnels ; elle peut étre utilisée pour identifier une forme de modele spécifique et
c’est le véhicule par lequel la modélisation mathématique des données de survie est
effectuée.

Le comportement de la fonction de risque dépend de la valeur du parameétre ~ :

e 0<v<1 : La fonction de risque est monotone décroissante, ce qui signifie que la
probabilité d’un événement diminue avec le temps. Elle convient a la modélisation
de situations présentant des périodes initiales d’usure suivies de taux de défaillance
décroissants, comme les composants présentant des défauts initiaux.
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FIGURE 2.1.3 — La fonction de survie de GEE

e v>1 : La fonction de hasard est monotone croissante, ce qui indique que la
probabilité d’un événement augmente avec le temps. Cela s’applique aux systéemes
dont les composants vieillissent et dont la probabilité de défaillance augmente avec
le temps.

e v=1 : La fonction de risque est constante, ce qui représente un taux de dé-
faillance constant dans le temps. Ce scénario s’applique & des processus tels que
la désintégration radioactive, ou la probabilité d’'un événement reste inchangée
indépendamment du temps.

Elle se rapproche de — lorsque x — 0, et de A lorsque * — oo. Cette fonction de

hasard est représentée dans la figure2.1.4.

20



o - — v=05,=05
v=0.5.4=2
o _ v=2320 5
= =12
— =432
|
[
L=
— [
=
S w |
L=
L
0
L=
(]
I I I | I I I
0 1 2 3 4 5 5

FIGURE 2.1.4 — Fonction de hasard de GEE.

2.1.5. Relation entre fonctions de répartition, de densité
et de risque

Les fonctions de répartition, de densité et de hasard correspondantes sont données
respectivement comme suit.

F(z;7,A) =1-5(x;7,))
e~
C1-(l—qy)e
1— e—)\x 4 ,ye—)\x _ ,ye—)\x
1—(1=y)e
1— e—)\m

:1—(1—7)6—/\x?w>0,)\>0,fy>0. (2.10)

Az

=1
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—A\z
- e . (2.11)
(1—-(1—=7)e )

Sy, A

h(x;y,\) = M
_ Aye A 1—(1—=7) e~
(1—(1=q)er)? et
A ;e >0,A>0,7v>0. (2.12)

T

2.2 Fonction génératrice des moments

Si X ~ GEE(v,\) avec une FDP donnée par (2.6), la fonction génératrice de mo-
ments (voir [13]) peut étre vérifiée comme étant

t t
MX(t)—1+1@(1—%1,1—)\>;t<)\; (2.13)
ou

1 < s—1
D (z,8,a) = /u L

r 1—ze ¥
(s) / ze

0o Lk
= Z st k)s;pow“z <1l;a,s > 0; (2.14)
k=0

la fonction spéciale ® (z, s, a) est appelée fonction transcendante de Lerch (voir [9]).
Le k®™® moment de X peut étre obtenu en évaluant la dérivée d’ordre k de Mx(t) &
t = 0 comme suit :

mi = B(X") = M (0)
kl~y
:}?@0f7¢ka:Lz&~-. (2.15)
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2.2.1. Espérance de la loi GEE
La moyenne de la distribution GEE est donnée par
EX |v,A) = X(I)(l -7,1,1)
i g kel
A (1+E)

en posant k=n—1, on a

[ee] _ n—1
x|y =1y 0T

n=1
= (=)™ (1 -
D 712::1 n (1-7)
R R N ¢ e

Al —=7) nz::l n
Y

- _mm(w). (2.16)

2.2.2. Variance de la GEE

La variance de cette distribution géométrique exponentielle étendue est donnée par :

V(X |7\ =L (2<1>(1 —,2,1) — ®2 (1 —7,1,1))

_ v (2L2(1—7)  Alog’(n) ) (2.17)

M\ -y A=9?)

ot Lo(z) est la fonction dilogarithme donnée par
NP Zlog(1 —t)
M@:;W:_Atdt
1 1 1—
= —/ Og(tZt)dt. (2.18)
0

2.2.3. Mode de la GEE

Soit X une variable aléatoire absolument continue, de densité f continue sur R. On
appelle Mode de X tout réel zg ou f atteint son son maximum.
Donc pour trouver le maximum, on dérive log f(xz;7, ) en x.
On a

A -z
log f(x, Y, )‘) = log <(1 _ (lfy_e ")/)€_>‘$)2>

= log(Mye ) — 2log(1 — (1 — v)e™*?). (2.19)
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Olog f(x;7,\) —\2ye AT 20(1 — ’y)e_)‘z

ox T o Me M 1—(1—q)e e
2A(1 — y)e
1—(1—nq)e
A F AL —y)e™ =201 — y)e

1—(1—y)e
-z
A1+ 7)_6 ) . (2.20)
1—(1—y)e

— A

Donc la fonction log f(x; v, A) est convexe pour 0 < 7y < 1 et concave pour v > 1.
Donc pour v > 1 déterminons le réel xg.

dlog f(;7, )

Pour trouver le réel xg, on pose 5 = 0. On sait que A > 0 donc
x

1+ (1—7y)e =0

s (1-q)eM=-1

1
1) & =z = —log(y—1)

@—Amzlog(

log(y — 1
o= 80— 1)

, > 2
X poury

et

xg = 0, poury < 2.
Donc pour v > 1, f(z;7, ) est uni-modale .
0 sivy<2

log(y — 1)

D’ou Mode(x;v,\) = {
A

siv>2'

2.2.4. Meédiane de la GEE

La médiane (Me) est le quantile d’ordre % Or le quantile d’ordre y est donné par :

Qy = Fﬁl(y)
On a
F(x;7,\) =y
1—e

= @=mer =
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Si on démontre, on trouve que

Qy = \
Donc on a :
Me(z;7,A) = q1.-
D’otion a: los(1
Me(asy, ») = 2L

2.2.5. Relations entre Mode, Médiane et Espérance de la
GEE

11 est facile de voir que Me(x;~, \), Mode(x;v,\) et E(x;v, ) sont tous croissants
dans v et décroissants dans le parametre d’échelle A. De la monotonie de log x et du fait
que log(z) <z —1(x > 0), on a :

log(y —1) <log(y+1) <~

log(y—=1) _log(v+1) _~v
— < < —
A . A A
Donc on a
Mode(z;v,A) < Me(z;v,\) < }

On sait aussi que

7 7 log(v)
AT A=)
= 1 < Bz, )

D’oti on a
Mode(x;y, A) < Me(z;7,A) < % < BE(z;7, ).

E(z:7. ) = 1. Pour plus de détails voir ([23]).

Mais notons aussi que lim,

2.2.6. L’entropie de Shannon

L’entropie a été utilisée dans diverses situations en science et en ingénierie. L’entropie
d’une variable aléatoire X est une mesure de la variation de I'incertitude. L’entropie de

25



Shannon, voir [25] est définie comme E {—log[f(z;7,\)]}. Notons Hs(z;7, A) 'entropie
de Shannon et est donnée par la formule suivante :

Hy(z;v,A) = E{—log [f(x;7,\)]}

N -

=B {— log (A\ye ™) +10g( —(1=9)e _”) }
—log(\y) + AE[X] + 2E [10 (1 w)}
~ log(1}) + 2log(vy) — v log /\ 1 2’y + 2 (2.21)

Pour plus de détails voir [24] et [25].

En guise de conclusion, nous avons dans ce chapitre donné quelques fonctions qui
caractérisent la distribution géométrique exponentielle étendue. Ces fonctions, nous per-
mettrons d’étudier les différentes méthodes d’estimations.
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Chapitre 3
Méthodes d’estimation

Un estimateur est une statistique particuliere, en tant que fonction de 1’échantillon,
qui permet d’attribuer une valeur au parametre 8 a estimer. Dans ce chapitre nous allons
donner quelques méthodes d’estimation des parametres de la distribution géométrique
exponentielle étendue (GEE). 11 existe plusieurs méthodes d’estimation. Pour ce travail,
nous nous limiterons & sept (7) méthodes d’estimation pour obtenir les estimations des
parametres vy et A de la distribution de la GEE.

3.1 Méthode du Maximum de Vraisemblance

Un estimateur est une fonction de ’échantillon, tandis qu’une estimation est la valeur
réalisée d’un estimateur (c’est-a-dire un nombre) qui est obtenue lorsqu'un échantillon
est effectivement prélevé. Le principe de l'estimateur du maximum de vraisemblance
(MV), développé a lorigine par Fisher dans les années 1920 (voir [26]), stipule que la
distribution de probabilité souhaitée est celle qui rend les données observées "les plus
probables". Dans le cadre de la méthode du maximum de vraisemblance, les estimateurs
sont obtenus en maximisant la fonction de vraisemblance voir [7]. Soit X1, X9, -+, X,
un échantillon aléatoire de taille n de la distribution géométrique exponentielle étendue
(GEE) de densité donnée par la relation (2.7). La fonction de vraisemblance pour les
parametres v et A notée L(x;~, \) est donnée par

n
L(z;v, A) =[] fzsv, A
i=1

’7)\6 AT
1= 1 6’ /\xl)

(’Y)\ exp( /\21 ;)
im1 (1= (1= y)erei)2”
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La fonction de la log-vraisemblance notée I(z;~y, \) est donnée par

I(x;y,\) = log L(z;7, \)

= tog (e 1) g [T - (1= e

i=1
n n
= nlog(y) + nlog(A) — )\Z x;—2 Zlog(l — (1 —5)e %), (3.2)
i=1 i=1
Pour trouver I'estimateur du maximum de vraisemblance (MV) Auv et Amv, nous allons

déterminer les dérivées partielles de la log-vraisemblance par rapport & v et A et de
I’égaliser a 0, nous obtenons le résultat suivant :

ol(z;v,\) n = e AT
Iy ot ; 1— (1 —ry)e A (3:3)
l(x;v,A)  n n n xje AT
AN 9201 — =0. 4
N ) ;x (1=7) ; ==y e 0 (3:4)

La solution des deux équations non linéaires peut étre obtenue en utilisant des méthodes
numériques. Dans le cadre des méthodes numériques statistiquement orientées avec une
convergence stable garantie. La solution de (3.3) et (3.4) est obtenue a travers le théoréme
suivant.

1
Théoréme 3.1.1 Soit g(z1, - ,xn;7, A) la fonction de léquation (3.4) etz = — > | x;.
n
Alors, pour v € (0,1) la racine de g(xy1,--- ,xn;7,A) = 0 se trouve dans l'intervalle

1
[_7, _} , quand v € (1,2) la racine de g(x1,- - ,xn;y, A) = 0 se trouve dans l’in-
22—z

1
tervalle [_ 7

, _} , et quand v € (2,00) la racine de g(x1,- - ,xn;v, A) = 0 se trouve
T x(2-7)

1

dans Uintervalle [, oo} Les racines sont uniques .
x

Pour la preuve du théoréeme 3.1.1 (dans [1] et [2]).

L’algorithme de I'estimateur maximal ( EM ) (voir[8]) a été utilisé (voir [1]) pour
résoudre simultanément les deux équations non linéaires ((3.3) et (3.4) ). Le résultat est

‘ o o
N N P14 (1= A9 exp(= A0 xy) .
=40+ — = 3 i=1,2--- 3.5
e [; 1~ (1-30) exp(—A00zy) | 7 (3:5)
\ €] L ozi(14 (1 - ﬁ(j)) exp(—j\(j)xi)) -1
Ay = At = 5 Z — — =12 (3.6)
o 1 (1 -A40) exp(=A0)z;)
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Si les estimateurs du maximum de vraisemblance (MV) Ayv et Aprp de (3.5) et de
l:ll 2212 peut
121 122

étre obtenue en différenciant (3.2) par rapport aux parametres (v, ). Les éléments de
la matrice d’information observée du second ordre sont les suivants :

(3.6) existent, alors la matrice d’information observée I(0) = I(\,~) =

. O*U(z;v, \)
111 = —T
.
n n 672)\1‘2'
= 9
72 ; (1— (1 —7y)eAwi)?
P, N)
Z22 - 8)\2
n n xle AT
= 91— i
D T e e T
o (x5, \) ?U(x;7, \)
112 = 121 = — = -

oyoN OO
AL

= _zzn: i
i=1 (1

— (L= ey’

(3.7)

La matrice (ou quantité) d’information de FISHER (MIF) (voir [13]) est donnée par

(i11)  E(i12) . n(y—1—-1"log(y))
_ | E(in) E(i2)| _ 372 3y(y —1)*
Inrr(y, A) = [E(im) E(ip)| — |n(y—1-1"log()) Eig)
(7 — 1)? "
(3.8)

avec n[3(1—~)—2((1—7v) —vL2(1 —7))] .

) 2 si0 <y <1,

, 2
E(ig) = n [1 - <1 + % + In?y — 2L2(i)>]
B0 ) siy>1

X P’
ot Ly(p) = 32724 Pt (0<p<1).

Les estimations du maximum de vraisemblance pour 7 et A sont biaisées pour les pro-
blémes de petits échantillons. Dans le cas de grands échantillons, elles sont sans biais et
asymptotiquement efficaces. Ces estimations sont asymptotiquement distribuées selon la
loi normale avec une distribution conjointe donnée par

Garvs Anrv) ~ Na [(1, 0, Iy, )]
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3.2 Méthode des percentiles

La méthode des percentiles a été proposés a 'origine par Kao (voir [12] et [11]).
Cette méthode est couramment utilisée pour estimer les parametres inconnus a partir des
fonctions de distribution qui ont une forme fermée de la fonction quantile. Les estimateurs
des percentiles (PC) peuvent étre obtenus en minimisant. Par rapport aux parameétres
inconnus, la distance euclidienne entre les points de ’échantillon ordonné et les points
théoriques ordonnés, calculés tout au long de la fonction quantile. On a la fonction de
répartition de la GEE donnée par

1— e—)\m

F(x;7v,A) =

La fonction quantile est donc donnée par

Qp;v, A) = %log (1 —1(1_—])7);0) .

Soit X(;) les statistiques du i*me ordre, alors que Xy < Xy <+ < X Sip; désigne

(3.9)

certains estimateurs de F'(z;;7, A), alors les estimateurs 4pc et Apc de v et A peuvent
étre obtenus en minimisant la fonction notée PC suivante :

n

PC(w;y,A) = Y (e = Qpi . V)

(:c,- - %log (1_(1_7)“»2 . (3.10)

L—pi

s
Il
—

I

@
Il
-

par rapport a v et A.
La dérivée premiere de PC par rapport a -y est :

=2y [ qee () G i) o
La dérivée premiere de PC par rapport a A est donnée par :
= (3 (e () )
= 2271: xTi— %log <1—(1—7)p@>} <)\12 log (1_(1_7)])1)) . (3.12)

1—pi 1—pi

En posant (3.11) et (3.12) égalent & 0, les estimateurs de percentile 4pc et Apc peuvent
étre obtenus en résolvant les équations non linéaires suivantes :

> [ s ()] (=) = (313

= 1—p; I—v
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e o (Y (g (L)) 2o

)

Dans ce document, nous considérons l’estimateur de p; comme p; = Py Cependant,
n

d’autres estimateurs peuvent étre utilisés, voir par exemple ([31]).

3.3 Méthode des moindres carrés ordinaires

Dans cette section, nous fournissons des estimateurs des parametres inconnus basés
sur la méthode des moindres carrés, proposée a l’origine par Swain, Venkatraman et Wil-
son (voir dans [34]) pour estimer les parametres des distributions béta. Cette méthode
peut également étre utilisée dans d’autres cas. Soit Xy, Xs, -+, X, est un échantillon
aléatoire de taille n a partir d’une fonction de distribution F'(X;) et X; désigne I’échan-
tillon ordonné. La méthode proposée utilise la distribution de F'(X;). Pour un échantillon
de taille n, nous avons

i
n+1

iln—i+1)
(n+1P(n+2)

E(F(X;) =

V(F(Xi) =

Les estimateurs des moindres carrés ordinaires(MCO) peuvent étre obtenus en minimi-
sant la fonction

n i 2
i
LS = F(x;) — . 3.15
> (F60 - ) (315)
Par conséquent, dans le cas de la distribution GEE, les estimateurs des moindres carrés
ordinaires yp;co et Aprco des parametres v et A s’obtiennent en minimisant la fonction
notée LS suivante :

£56 = 3 (Pl - )

i=1 n+l
. N2
_ zn: loe?®™ 1\ (3.16)
—\1-(1-v)e? n+1

La dérivée premiere de LS(vy, A) par rapport a ~ est :

OLS(1,\) & z": L-e?n )
oy Oy I—-(1—7)e ™M n+1 ’

=1
= 1 — e A i 1 — e
=2 — . 3.17
> (=t em o) (@ ) @0
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La dérivée premiere de LS(v, \) par rapport a A\ est donnée par :

OLS(1,\) D z": L—e?n )
O\ D) —\1-(1-y)e? n+1 ’

n 1 — e @i 7 vxiemi
=2 . 3.18
3 (e o) (o) e

En égalisant (3.17) et(3.18) & zéro, on obtient les équations non linéaires suivantes :

= 1 — e Awi i
> < - - ) Ay(zi57,A) =0, (3.19)

P —y)e i n+1

L 1— e i 7
Ao(zi:7,A) = 0, 3.20
;(1_ — nﬂ) NP (3.20)

avec
eMi —
Ar(mi\) = — = (3.21)
(At —147)*
et

Ax;
yxie
Bales ) = o (3.22)

Ces estimations peuvent également étre obtenues en résolvant les équations (3.19) et
(3.20).

3.4 Méthode des moindres carrés pondérés

La méthode des moindres carrés pondérés est obtenue en multipliant la fonction LS
des moindres carrés ordinaires par l'inverse de la variance de F(X;). Les estimateurs
des moindres carrés pondérés peuvent étre obtenus en minimisant I’équation notée WLS
suivante :

" (n 2(n 7 2
:Z( +1)7(n+2) (F(g;i)— > . (3.23)
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Les estimateurs des moindres carrés pondérés(MCP) 4pscp et Mrcp des paramétres
et A de la GEE s’obtiennent en minimisant la fonction suivante :

- 1 i \?
WLS(v,\) = ——— | F(xs;7v,\) —
() =3 ey (P9 = )
_ z": (n+1)*(n+2) L—e?n ) 3.24)
= in—i+1) \1-(1—y)e? n+4+1) " ‘
La dérivée premiere de W LS(~, \) par rapport a v est donnée par :
OWLS(y,A) 2": nt+1)%n+2) [ 1-ePm g\’
0y —~ in—i+1) I1—(1—7v)e ™ n+1 ’
n P v ; _ AT
zz(n (n+2)< 1—e S i )( l1—e 2>'
—~ i(n—i+1) I—(1—=9y)e M n+1)\(eMi—144)
(3.25)
La dérivée premiere de LS(v, \) par rapport a A\ est donnée par :
OWLS(y,A) E": n+1)2(n+2) L—en N
O\ P n—z+1) 1—(1—7v)e M n+1 ’
_ 9 z”: (n+1)2%(n+2) 1 — e\ o ;e i '
= iln—i+1) 1—(1—7)e ™ n+1 (EAZi_1+fy)2
(3.26)

En égalisant (3.25) et (3.26) a 0, on obtient les équations non linéaires suivantes :

" (n+1)2%(n+2) 1 — e o i
- A i 7)\ =Y, 2
; it D) (1_(1_7)“% n+1> a(zi37,2) =0 (3.28)

ot Aq(zi;y, \) et Ag(xi;y, A) sont donnés par (3.21) et (3.22). Ces estimateurs peuvent

aussi étre obtenus en résolvant les équations non linéaires (3.27) et (3.28).

3.5 Méthode du produit maximal des espace-
ments

Cheng et Amin, dans [3] et [4], ont introduit la méthode du produit maximal d’espa-
cements (MPS) comme alternative & la méthode MLE pour l'estimation des parameétres
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de distributions continues uni-variées. Ranneby, dans [28], a développé indépendamment
la méme méthode comme approximation de la mesure d’information de Kullback-Leibler.
Les espacements uniformes d’un échantillon aléatoire de la distribution géométrique ex-
ponentielle étendue(GEE) sont définis comme suit :

ott F(x0;7,A) =0, F(xni1;7,A) =1 et S Di(y,A) = 1.

Les estimateurs du produit maximal d’espacements(PME) 4pyp et S\PME des para-
metres v et A peuvent étre obtenus en maximisant la moyenne géométrique des espace-
ments notés G(y, A). La fonction G(y, A) est donnée par la formule suivante :

1

1
" (3.30)

n+1
=1

ou, de maniere équivalente, en maximisant la fonction notée H (v, A) suivante :

H(y,\) =InG(v, )
1 n+1

n+1
- + 33'“’}’, F(xz—laﬂyv)‘))
1 n
= (111( (157, A)) + Zln (F(zi;v, ) — F(zi—1;7,\)) + In(1 — F(a:n))>
=2
(3.31)
La dérivée premiere de H (v, A) par rapport a 7 est :
a a 1 n+1
—H(y,\) = — l Di(v,\) |,
1 n+1
- 71
n+1“ Z n iy, A),
= (A1($Ui; v, /\) - A1(~Ti—1; e )\)) . (3-32)

n+1 ; Di(v,\)
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La dérivée premiere de H (v, A) par rapport & A est donnée comme suit :

Oy =2 L%ll Di(+, )
oY T \nrr & A )

1 n+1
:n+12—ln]_) A),
1 n+1 1

n-+1 Z D(,y )\) (AQ(xi;f% )‘) - AQ(in—l;’Y, A)) . (333)
i—1 i\

avec

1 _ —)\:EZ 1 _ —A:Ei_l
c c ) (3.34)

il = (1 —(l=m)edm 1-(1—q)e o

ot Aq(mi;y, A) et Ag(x;;y,A) sont donnés par (3.21) et (3.22).

En égalisant (3.32) et (3.33) a zéro, les estimateurs 4pp g et Apug des parametres
v et A peuvent également étre obtenus en résolvant les équations non linéaires(3.32) et
(3.33).

Cheng et Amin, dans [3] ont montré que la maximisation de H comme méthode
d’estimation des parametres est aussi efficace que l'estimation du maximum de vrai-
semblance(MV) et que les estimateurs PME sont cohérents dans des conditions plus
générales que les estimateurs MV. Par conséquent, pour la distribution EEG, les esti-
mateurs PME sont asymptotiquement normalement distribués (voir [32] pour plus de
détails) avec une distribution normale bivariée commune donnée par

(Apre, ApmE) ~ No [(% A) 7I]\_/IIIF(7>)‘)}

ou Iprrr est donnée par (3.8).

3.6 Meéthode de distance minimale de Cramer-
Von Mises

L’estimateur de Cramer-von Mises est I'un des estimateurs de qualité d’ajustement.
Cette méthode est basée sur la différence entre I'estimation de la fonction de distribution
cumulative et la fonction de distribution empirique (voir [29],[33],[21]). Pour motiver
notre choix des estimateurs de distance minimale de type Cramer-von-Mise, MacDonald,
dans [22], a fourni des preuves empiriques que le biais de I'estimateur est plus faible que
les autres estimateurs de distance minimale. Ainsi, dans notre cas, les estimateurs de
Cramer -Von-Mise (CVM) 4oy s et 3\0‘/ M des parametres v et A de la GEE sont obtenus
en minimisant la fonction notée C(v, \) suivante :

Con=n [ (F N~ Su@)dF (),

— 00
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En considérant que S,(x) est une fonction en escalier avec des sauts au niveau des
statistiques d’ordre (voir [22]), on peut écrire C'(y,A) comme suit :

1\ ?
1 L (Z - 5)
= Z -Tzv 77
n =1

Cly,A) = -

" 21 2
_12n+;( i 7 A om )

2
IR 1— @ 2 — 1
_12n+§<1_(1_7)6m_ om ) - (3.35)

La dérivée premiere de C(7y,\) par rapport a -y est :

oC(v,N) 9 Z”: 1—en 2i-1)°
Oy oy \ 1= (1—y)e 2n ’

“ 1 — AT 2 — 1 1 — et
—2% R S (3.36)
T\l - (A —y)etm 2n (eri —1+47)

La dérivée premiere de C(~y, \) par rapport a A est donnée par :

oC(1,\) 9 Z”: L—en 2i-1)’
P ) =\l (1—y)e 2n ’

- 1 — e Ao 2i—1 AT
=23 ( -2 ) ( e ). (3.37)
H\1-(1—y)e A 2n (edei — 1 +7)
En égalant (3.36)et (3.37) a 0, on obtient les équations suivantes :
1— e A 2i — 1>
> — Ay(zi;7,)) =0 (3.38)
_ _ 7A i ? ) )
= (1 (1 —r)e = 2n
- 1— e Ao 2i — 1)
> — Ao(zi;y,A) = 0. (3.39)
_ _ _>\ i ’ 9
—~ (1 (1—7)e A= 2n

ou Aq(mi;y, \) et Aa(x;;y, A) sont donnés par (3.21) et (3.22).
Les estimateurs 4cvar et Aoy s peuvent également étre obtenus en résolvant les équa-
tions non linéaires (3.38) et (3.39).

3.7 Méthodes d’Anderson-Darling

L’estimateur d’Anderson-Darling (AD) est un autre type d’estimateur a distance mi-
nimale et est basé sur une statistique d’Anderson-Darling. L’utilisation de cette méthode
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a été motivée par Luceno, dans [21]. Les estimateurs d’Anderson-Darling 54p et MD
des parametres v et A de la distribution géométrique exponentielle étendue sont obtenus
en minimisant la fonction notée A(y, ) suivante :

F(z; % ) Sn(x))?

= dF(x).
Al A =n F:v% “Faro @

En considérant que S, (x) est une fonction en escalier avec des sauts au niveau des
statistiques d’ordre (voir [21]), on peut réécrire A(~y, ) comme suit :

1w (2i—1
A(v,\) =n (—1 - Z ( Zn ) (In F(xi; v, A) +1In (1 — F(xpt1-4;7, /\)))>
i=1
1 n
=-n-- Z(2z — 1) (In F(xi;v,A) +In (1 = F(zpt1-4;7,A)))
i=1
— ne S0 1) (e, A) + ISy )
i=1
1 1 — e ,ye—)\xn+1—i
=—-n—-— 2t —1) (1 1 .

(3.40)

La dérivée premiere de A(vy,\) par rapport a - est comme suit :

aAgy’)‘) = Efy <—n - %Z(Zz — 1) (In (F(xi;9,A) +In (S(xnt1-457, A))))

=1
Aq(xi;y, A) A1 (Tpy1-i;7, A)

g (20 — 1) < e ) - ( o T ) (3.41)

1—(1—y)e 1—(1—y)e omsii

La dérivée premiere de A(7y,\) par rapport a A est donnée par :

9A(1,A) = 9 (-n - %2(21 — 1) (In (F(xi;v,A) + In (S(zpt1-4;7, A))))

0y Oy i=1
1 . A iy 7A A n+1—is ,)\
=—=> (2i—1) 2(2 l ,) n 2(1:1 it )
s 1 —e "% e ATnti—i
1= (1—y)ero 1— (1—7) e ntii

(3.42)
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1 — e @i fye_)\mn-‘—l—i
t S sV A) = .
== yyeom o @i N =R
En égalant (3.41) et (3.42) a 0, on obtient les équations suivantes :

avec F(xzi;7v,\) =

- Aq(@isy, A Ar(Tpi1-i;7, A
S (2i-1) i ’lm}) _ 1(””72 X ) —0 (3.43)
Pt 1 —e i nye n+l—1i
<1 —(1-9) 6‘”“) (1 —(1-9) e*’””“—i)
= Ao (357, A Ao (Tpt1-437, A
S (20— 1) 2@ ) 2(Zn+1-557, ) =0 (3.44)

= 1 — e~ ATi ,ye—Axn-»-l—i
1—(1—y)ehi 1—(1—y)eronti-i
ou Aq(zi;y, \) et Ag(xs;y, A) sont donnés par (3.21) et (3.22).

Les estimateurs 44p et Aap peuvent également étre obtenus en résolvant les équations
non linéaires (3.43) et (3.44).

Dans ce chapitre nous avons déterminé les estimateurs des différentes méthodes d’es-
timation proposées. Les équations normales ci-dessus ne peuvent pas étre résolues ana-
lytiquement, c’est pourquoi nous utiliserons les méthode numériques pour obtenir la
solution de ces équations.
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Chapitre 4
Simulation Numérique

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude de simulation a l’aide de la méthode
de monte-carlo. Cette derniére est une méthode algorithmique visant a calculer une
valeur numérique approchée en utilisant des procédés aléatoires, c’est-a-dire des tech-
niques probabilistes. L’objectif principal de ces simulations est de comparer 'efficacité
des différentes méthodes d’estimation. Pour étudier les performances des estimateurs
6 = (4, 3\), nous considérons sept méthodes différentes d’estimation des parametres :
MV, PC, MCO, MCP, PME, CVM et AD. Nous choisissons 6 = ((0.5,2), (2,4)) et gé-
nérons des échantillons aléatoires de taille n = (15,20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 100, 150) &
partir de la loi géométrique exponentielle étendue (GEE) en utilisant la méthode d’in-
version et nous répétons ce processus pour N = 10000 fois. Nous calculons la valeur
estimée pour N fois avec les méthodes d’estimation considérées en utilisant la formule
suivante :

o1 XL
0; :N29¢j,j:1,2, (4.1)
i=1

Et on calcule les erreurs quadratiques moyennes(EQM) et les erreurs relatives moyennes
(ERM) en utilisant les formules suivantes :

JRREAR ,
=1
et
1 X
ERM = — ;(eij/ej),j =1,2. (4.3)

Le choix de 6 est fait en suivant respectivement la décroissance et la croissance de la
fonction de risque (hasard).

4.1 Les résultats de la simulation

Les figures 4.1.1 et 4.1.2 illustrent les résultats de cette simulation. Quatre graphiques
sont présentés pour chacun des deux cas , c’est-a-dire le cas ou 6 = (0.5,2) et le cas ou
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0 = (2,4). Le premier et le troisiéme des quatre graphiques représentent I’erreur relatives
moyennes de A et de v en fonction de la taille de I’échantillon. Les meilleurs estimateurs
en termes d’ERM sont les plus bas sur ces deux graphiques. Le deuxiéme et le quatrieme
graphes représentent l'erreur quadratiques moyennes de A et de v en fonction de la taille
de I’échantillon. Les meilleurs estimateurs en termes d’EQM sont les plus bas sur ces
deux graphiques. Ainsi, les meilleurs estimateurs sont ceux qui présentent les ERMs et
les EQMs les plus bas de ces quatre graphiques.
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FIGURE 4.1.1 — ERMs et EQMs des estimations de v=0.5 et A=2 pour N échan-

tillons simulés, en considérant différentes valeurs de n :AD, , , MCO,
MCP, PC et PME
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La figure 4.1.1 présente les résultats de GEFE(0.5,2). Les EQMs de toutes les estima-

tions de v et A tendent vers 0 au fur et & mesure que la taille de I’échantillon augmente,
les valeurs des ERMs aussi tendent vers 1. Autrement dit, les estimations sont asympto-
tiquement sans biais pour les parametres v et A. L’ERM des estimations de v pour MV,
AD, CVM, MCO et MCP est beaucoup plus importante que 'ERM de pc et YpymE-
I’ERM de Ap¢ est plus importante que celui de 9pprp pour des échantillons de taille
petite c’est-a-dire pour n petit. Mais pour n plus grand les courbes des ERMs de ces
deux coincident. ’ERM des estimations de A pour MV, AD, CVM, MCO et MCP est
beaucoup plus importante que 'ERM de A po et Apas . L'ERM de A pc est plus impor-
tante que celui de ApME pour des échantillons de taille n petite et cette derniére devient
plus importante que ypc a partir de grande taille. Ainsi, en termes d’ERM, on peut dire
que PME est la meilleure méthode pour des échantillons de petite taille et PC pour de
grande taille. Donc, on peut dire que la meilleure méthode en terme d’ERM dépend de
la taille de I’échantillon qu’on a choisi. Les EQMs des estimations de v et de A pour MV,
AD, CVM, MCO, MCP et PC sont beaucoup plus importantes que les EQMs de py g
et de A\pug. Ainsi, en termes de TEQM , PME est la meilleure méthode.
Les estimateurs PME présentent les EQM les plus faibles et les ERM les plus proches
de un pour les deux parametres, ce qui prouve qu’il s’agit de la procédure la plus ef-
ficace pour estimer les parametres inconnus. Par conséquent, nous concluons que les
estimateurs PME devraient étre utilisés pour estimer les parametres de la loi GEE pour
0 <7 <1.Pourd = (0.52), nous avons des résultats analogues pour la distribution
géométrique exponentielle (voir [1]) .

=05 A=2
n 15 20 25 30 35 40 45 50 100 150
AD 4 0.904 0.771 0.695 0.667 0.626 0.606 0.594 0.588 0.543 0.528
A 2389 2297 2222 219 2145 2.124  2.109 2.116 2.055 2.032
CVM 4 1.562 1.098 0.927 0.823 0.773 0.733 0.691 0.675 0.582 0.552
A 3136 2789 2.603 2491 2.44 2.369 2.308 2.288 2.15 2.088
MV 4 1.148 0.903 0.828 0.745 0.71 0.673 0.649 0.635 0.561 0.542
N 2972 2689 2579 2454 2.383 2.328 2.288 2.255 2.123 2.087
MCO 4 0.918 0.752 0.683 0.644 0.596 0.588 0.584 0.571 0.537 0.524
A 2094 2056 2.045 2.041 1.986 2.003 2.026 2.007 2.014 2.007
MCP 4 0.933 0.756 0.698 0.65 0.621 0.619 0.598 0.592 0.548 0.526
A 2181 2176 2.146 2.109 2.088 2.106 2.089 2.095 2.057 2.027
PC 4 0.716 0.633 0.582 0.553 0.528 0.514 0.51  0.501 0.466 0.467
A 1.887 1.846 1.816 1.805 1.795 1.786 1.802 1.798 1.808 1.851
PME 4 0.587 0.529 0.503 0.489 0.485 0.482 0478 0.473 0.476 0.477
A 1809 1.76 1.768 1.749 1.771 1.784 1.796 1.784 1.863 1.887

TABLE 4.1.1 — Les estimations de v = 0.5 et A = 2 des différentes méthodes
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FI1GURE 4.1.2 - ERMs et EQMs des estimations de y=2 et A=4 pour N échantillons
simulés, en considérant différentes valeurs de n :AD, , , MCO, MCP, PC
et PME

La figure 4.1.2 présente les résultats de GEE(2,4).1ERM et PTEQM des parameétres 7 et
A diminuent au fur et a mesure que la taille I’échantillon augmente. De plus, les ERMs
tendent vers 1 et les EQMs vers 0. Les ERMs des estimations de v et A pour MV et
CVM sont beaucoup plus importantes que les ERMs des estimations v et A pour AD,
MCO, MCP, PC et PME. 4pc, YPMmE, )\pc et )\pME présentent des ERMs plus faibles.
En terme d’ERM, on peut dire que les méthodes de PC et du PME sont les meilleures
pour estimer les parametres de la loi GEE. De plus, on peut dire que la meilleure mé-
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thode dépend de la taille de ’échantillon. En effet, pour des échantillons de petite taille,
I'ERM de ApyE et :\pME sont en dessous de 'ERM de Apc et de jxpc. Ces derniers
sont dessous pour des échantillons de grande taille. Les EQMs des estimation de v et A
de CVM sont plus importantes que les EQMs des autres méthodes. Les EQMs de 4pmp
et XPME sont les plus faibles. Ainsi, en terme d’EQM on peut dire que la méthode du
PME est la meilleure. Nous concluons que la méthode du PME est la plus performante
pour estimer les parametres de la GEE. Les résultats de GEFE(2,4) sont analogues pour
la distribution géométrique exponentielle complémentaire (voir [19]).

y=2 =4
n 15 20 25 30 35 40 45 50 100 150
AD 4 3469 2914 2672 2.61 2454 2381 2319 23 2.134 2.088
A 4391 4243 4.204 4186 4.123 4.116 4.086 4.093 4.04  4.031
CVM 4 6.599 3.869 3.205 2.96 2.799 2.649 2.569 2.502 2212 2.154
A 4928 4.69 4.466 4.404 4.354 4.293 4.252 4.238 4.099 4.078
MV 4 4104 3.374 2975 2843 2.625 256 2492 2425 2204 2.12
A 4.842 462 4486 4.41 4315 4.306 4.275 424 412  4.072
MCO 4 3.784 2772 2532 2448 2341 2285 2213 2226 2.089 2.069
A 3921 3.941 3.941 3.963 3.947 3.945 3.931 3.977 3.967 3.993
MCP 4 3.48 2783 2.605 2493 2412 2363 2.284 2286 2.141 2.091
A 4.059 4.03 4.036 4.051 4.069 4.065 4.037 4.059 4.041 4.022
PC 4 252 2247 2132 2.047 2.021 2.004 1978 1.951 1.886 1.897
A 3.637 3.612 3.622 3.627 3.642 3.673 3.685 3.693 3.754 3.812
PME 4 2395 2205 2104 2.019 2005 1.98 1.979 1.969 1953 1.948
A 3.683 3.695 3.684 3.675 3.702 3.716 3.747 3.759 3.846 3.877

TABLE 4.1.2 — Les estimations de v = 2 et A = 4 des différentes méthodes

4.2 Applications

Dans cette section, nous considérons deux données réelles. La premiere est présentée
par Boag (voir dans [6]) et concerne les dges (en mois) de 18 patients décédés d’autres
causes que le cancer (tableau4.2.3). La seconde donnée est présentée par Silva (voir dans
[30]) et se réfere au temps d’inversion du sérum (en jours) de 143 enfants nés de meres
infectées par le VIH qui n’ont pas regu de traitement anti-VIH (tableau4.2.7).

Nos résultats de la section précédente nous indique que les estimateurs du produit maxi-
mal d’espacements (PME) devraient étre utilisés pour estimer les parametres de loi
GEE. Tout d’abord, nous allons comparer les estimations obtenues par les différentes
méthodes d’estimations avec ’estimateur du PME en termes d’ERM. Ensuite, on com-
pare les résultats obtenus & partir de la loi de GEE ajustée par les estimateurs du PME
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avec certains modeles de durée de vie, comme les lois Weibull, Gamma, Lognormale et
Exponentielle généralisée.

Nous avons envisagé de faire le test de Kolmogorov-Smirnov (KS) pour vérifier la qualité
des ajustements. Cette procédure est basée sur la statistique D,, de KS. Cette statistique
est donnée par

Dy = supg|Fo () = F (257, M) (4.4)

avec n le nombre d’observations X |, F),(z) la fonction de répartition empiricale (observée)
et F(x;v, ) la fonction de répartition théorique de X.
Dans ce cas, nous avons considéré deux hypotheses

— Hj : est 'hypothese nulle selon laquelle les données proviennent de F'(z;~y, A) avec

un niveau de confiance o = 5%.

— Hj : est I'hypothese selon laquelle les données ne proviennent pas de F'(x;v, \)
Autrement dit,

— Hy: Fx = F(z;7,\)

— Hy: Fx # F(x;7v,\)
Nous rejetons 'hypothése nulle si la valeur du p—value est inférieure a 0,05. C’est-a-dire
avec une confiance de 95%.
On a déterminé aussi les intervalles de confiance des parametres . En effet, I'intervalle
de confiance asymptotique 100(1 — «)% est donnée par la formule suivante :

ICy50,(0) = (é — 2o\ T (r,7) /0,0 + 2420/ T (r,7) /n> (4.5)

avec z, 2 est le quantile 1 — « /2 de la loi normale standard, n la taille de I’échantillon,
J(r,r) représente les éléments de la diagonale de l'inverse de matrice d’information de
Fisher et r =1, 2.

Nous avons considéré 4 méthodes comme critére de discrimination pour ce travail. Ces
méthodes sont : AIC (Critére d’information d’Akaike), AICc (Critere d’information
d’Akaike corrigé ), HQIC (Critéere d’information de Hannan-Quinn) et CAIC (Critere
d’information d’Akaike Cohérent).

Le critére d’information d’Akaike est calculé comme suit :

AIC = —21(0,z) + 2k. (4.6)
Le critére d’information d’Akaike corrigé est donné par la relation suivante :
2k(k +1)
AlCc=AIC + ———. 4.7
¢ * (n—Fk-—1) (47)

Le critéere d’information de Hannan-Quinn et Critére d’information d’Akaike Cohérent
sont donnés respectivement par les formules suivantes

HQIC = —21(6, z) + 2klog(log(n)) (4.8)
et
CAIC = —21(0,z) + klog(n) + 1. (4.9)
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ou k représente le nombre parametres a ajuster, O T'estimation de ©, n la taille de
I’échantillon et [ (é, ) la fonction de vraisemblance. Etant donné qu’on a plusieurs mo-
deles candidats , on choisit le modeéle qui fournit des valeurs minimales pour les criteres
de discrimination.

4.2.1. Les données de Boag

Les données du tableau ci-dessous sont extraites de Boag (voir [6]), qui a considéré la
loi lognormale pour décrire de telles données. Ces dernieres représentent ’dge (en mois)
de 18 patients décédés d’autres causes que le cancer.

03 4 74 155 234 46 46 H1 65
68 83 88 96 110 111 112 132 162

TABLE 4.2.3 — Données relatives a I’dge (en mois ) de 18 patients décédés d’autres
causes que le cancer

Tout d’abord, nous avons déterminé Apyrp = 3.18655762 et :\pME = 0.02391472 du
PME . En remplacant 4pyr et Apyrg dans la formule de 1’ intervalle de confiance, on
obtient les résultats suivants :

ICy50(7) = (2.242537; 4.130578)

et
1095%()\) = (0.02118844; 0.026641).

Et on a calculé aussi les estimations de v et A des différentes méthodes d’estimations en
utilisant les données du tableau4.2.3. Les résultats de ces calculs sont représentés dans
le tableau ci-dessous.

MV MCO MCP PC CVM AD

0
A 0.0261104 0.02025308 0.02166199 0.02563183 0.02341081 0.02075455
A 3.9025563  2.55356454 2.75946472 3.97831396 3.40571427 2.40363670

TABLE 4.2.4 — Résultats des estimations des données du tableau4.2.3

Nous avons utilisé les estimations de v et A de la méthode du produit maximal d’espa-
cements pour comparer les ERMs des différentes méthodes en considérant les données
du tableau4.2.4, étant donné que cette méthode est la meilleure. Ces résultats sont pré-
sentés :
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Opnp/0 MV MCO  MCP PC CVM AD
X 09150079 1.180794 1.103995 0.9330086 1.0215249 1.152264
v 0.8165309 1.247886 1.154774 0.8009819 0.9356503 1.325723

TABLE 4.2.5 — Comparaison des ERMs des estimations obtenues a partir des dif-
férentes méthodes a celle de PME en utilisant les données du tableau 4.2.3

Les résultats du tableau ci-dessus vient confirmer les résultats de la simulation de la sec-
tion précédente. C’est-a-dire pour des échantillons de petite taille les ERMs dépendent
de la méthode d’estimation considérée. Ensuite, nous avons calculé et tracé les courbes
des fonctions de survies de la GEE et des différents modeles de ’age des 18 patients
décédés d’autres causes que le cancer. Ces courbes sont représentées dans la figure sui-
vante :

O ..
— ] —— Empirique
— GEE
Weibull
@ _] — Gamma
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FI1GURE 4.2.3 — Fonctions de survies des différentes modeles des 18 patients décédés
d’autres causes que le cancer

En observant la figure 4.2.3, on voit que la courbe de la fonction de survie empirique
suit I’allure des courbes des différentes lois. De plus, on constate qu’elle est plus proche
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de la courbe de GEE. Donc on peut supposer que la GEE est le modele qu’il faut parmi
les modeles choisis. Et enfin, nous avons calculé la p-value, le AIC, le AICc, le HQIC et
le CAIC de la GEE et des différentes modeéles en utilisant les les estimations du PME.
Le tableau suivant présent le résultat de ces calculs.

Test GEE Weibull Gamma Lognormale GE
KS 0.9824 0.4198 0.3424 0.1416 0.3245
AIC  189.496 192.2781 192.2712  202.4442  192.2471
AICc  190.296 193.0781 193.0712  203.2442  193.0471
HQIC 189.7415 192.5237 192.5167  202.6897  192.4927
CAIC 192.2767 195.0589 195.0519  205.2249  195.0279

TABLE 4.2.6 — Résultats du test KS (p-value), de ’'AIC, de I’AICc, du HQIC et du
CAIC pour les différentes lois de probabilités en utilisant les données du tableau
4.2.3

On voit que toutes les p-values du test de Kolmogorov sont inférieures a o . C’est-a-
dire que K.S > 0.05. Donc on accepte I'hypothése nulle & 95% pour la GEE et tous les
modeles choisis. De plus on ne peut rien dire sur quel modele choisir. Donc nous allons
nous intéresser au critére de discrimination. On constate que le AIC, le AICc, le HQIC
et le CAIC de la GEE sont inférieures a ceux des autres modeles. Donc, les résultats
du tableau 4.2.6 viennent confirmer les observations de la figure 4.2.3. Donc on peut
en déduire que la GEE est le modele adéquat parmi les modeles qu’on a choisi pour
cette donnée de Boag. Dans ce cas, chacune des causes du déces peut étre décrite par
une loi exponentielle; étant donné que la durée de vie associée a un risque particulier
n’est pas observable (variables latentes), nous n’observons que la valeur maximale de la
durée de vie (v > 1) parmi tous les risques, tandis que le nombre de causes suit une loi
géométrique.
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4.2.2. Les enfants exposés a la transmission du VIH

Dans cette sous section, nous utilisons les données de Silva. Ces derniéres représentent
le temps d’inversion du sérum (en jours) de 143 enfants nés de meéres infectées par le
VIH. Ces données sont présentés dans le tableau ci-dessous :

2 2 2 ) 9 9 19 32 32 46 50 56 56 78 91 95
106 129 129 148 149 156 175 176 191 192 204 209 211 225 229 230
238 254 271 2v4 276 290 291 292 297 297 322 334 334 334 344 346
353 353 359 365 366 367 370 378 378 382 382 385 398 400 402 414
422 424 428 434 435 440 443 446 448 448 451 454 459 460 461 473
480 481 484 487 493 497 498 502 511 511 513 514 516 521 524 526
537 538 541 543 544 544 545 549 551 Hd3 553 554 HH6 HH9 571 HT6
77 578 582 588 590 596 609 610 615 619 626 627 648 653 678 680
687 696 729 744 T48 TTT 847 848 867 874 894 901 907 974 1021

TABLE 4.2.7 — Données relatives au temps de retournement du sérum (en jours)
de 143 enfants nés de meres infectées par le VIH.

Tout d’abord, nous avons calculé 4pyrp = 14.809056598 et XPME = 0.006581982 du
PME. Les intervalles de confiance des parametres v et A sont donnés comme suit :

ICos9(7) = (14.1017; 15.51641)

et
ICy59(A) = (0.006491866; 0.006672098).

Et on a déterminé aussi les estimations de v et A pour les différentes méthodes d’esti-
mations avec les données du tableau 4.2.7. Voici les résultats de ces calculs :

MV MCO MCP pPC CVM AD

A 0.00672806 0.007035631 0.006956492 0.006964211 0.007132088 0.006507967
4 15.57051010 19.170756335 17.733421554 16.664791442 20.052704007 14.048103724

TABLE 4.2.8 — Résultats des estimations des données du tableau 4.2.7

Ensuite, nous avons calculé et comparé les ERMs des estimations de ces différentes mé-
thodes d’estimation avec PME. Les résultats de ces calculs sont présenté dans le tableau
suivant.

Le tableau ci-dessous montre que pour des échantillons de grande taille, les estimations
sont trés proches indépendamment de la méthode choisie. De plus, en raison de la grande
taille des échantillons, les estimations de la méthode PME et les estimations de la mé-
thode MV sont presque identiques. La figure ci-dessous présente les courbes des fonctions
de survies ajustées des différents modeles choisis et empirique du tableau 4.2.7.
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Opup/0 MV MCO MCP PC CVM AD
A 0.9782831 0.9355211 0.946164 0.9451152 0.9228688 1.011373
v 09510964 0.7724816 0.835093 0.8886434 0.7385067 1.054168

TABLE 4.2.9 — Comparaison des ERMs des estimations obtenues a partir des dif-
férentes méthodes a celle du PME en utilisant les données du tableau 4.2.7
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FIGURE 4.2.4 — fonctions de survies des différents modeéles en utilisant les données
du tableau 4.2.7
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On observe que la courbe de la fonction de survie empirique a la méme allure que
celle de la GEE. Et en comparant la fonction de survie empirique avec celles des autres
lois de la figure 4.2.4, on constate que la loi géométrique exponentielle étendue est la
plus adéquate pour les données du tableau 4.2.7 .

Et enfin , nous avons calculé la p-value, le AIC, le AICc, le HQIC et CAIC de la GEE et
les différentes modeles choisis en considérant les estimations du PME. Voici, les résultats
de ces calculs :

Test GEE Weibull Gamma  Lognormale GE

KS 0.6312  0.004033 7.688.107% 4.241.107°7 4.24.10°%
AIC  1950.801 1981.592  2002.121 2088.911 2005.529
AlCc 1950.887 1981.677  2002.206 2088.997 2005.615
HQIC 1953.209 1984 2004.529 2091.319 2007.937
CAIC 1957.727 1988.517  2009.046 2095.837 2012.455

TABLE 4.2.10 — Résultats du test KS (p-value), de 'AIC, de ’AICc, du HQIC
et du CAIC pour les différentes lois de probabilités en utilisant les données du
tableau 4.2.7

On constate que les p-values de Weibull, de Gamma, de lognormale et de exponentielle
généralisée sont toutes inférieures a 0.05 tandis que la p-value de GEE est supérieure a
0.05. Donc, on rejette I’hypothese nulle pour les modeles choisis et on accepte 'hypo-
these nulle pour la GEE. Pour le critére de discrimination, on observe que les valeurs
de AIC, de AICc, de HQIC et de CAIC de la GEE sont minimales a celles des autres
modeles qu’on a choisi. Les résultats du tableau 4.2.10 confirment les observations de la
figure 4.2.4. Donc, on peut dire que la GEE est la meilleure alternative simple pour les
données du tableau 4.2.7.

4.3 Conclusion

D’apres les résultats de la simulation, nous avons remarqué que 1’ estimateur du
PME présente une faible erreur quadratique moyenne et aussi une faible erreur relative
moyenne. C’est ce qui nous a permis de conclure que ’estimateur PME est meilleur pour
estimer les parametres. De plus, on a fait une étude comparative en utilisant ’estimateur
PME et en calculant le p-value, le AIC, le AICc, le HQIC et CAIC des différents modeles.

De ce fait, on a conclu que GEE est le modele adéquat parmi les autres modeles.

20



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons eu a comparer par le biais d’une étude de simulation, les
estimations des parametres de la loi géométrique exponentielle étendue. Cette étude a
été faite a I'aide de sept méthodes d’estimation. Les estimations des parametres de ces
différentes méthodes ont été obtenues par la fonction optim du logiciel r. Ce pendant,
les erreurs relatives moyennes des estimateurs de la méthode de Cramer-Von-Mise et du
maximum de vraisemblance sont plus importantes parmi tous les sept méthodes consi-
dérées. De plus, I'estimateur de CVM a la plus importante erreur quadratique moyenne
de tous. Tandis que, les estimateurs des parametres du produit maximal des espace-
ments ont respectivement les erreurs relatives moyennes (ERM) et erreurs quadratiques
moyennes (EQM) les plus faibles. C’est ce qui prouve qu'’il s’agit de la méthode la plus ef-
ficace par rapport aux autres méthodes pour estimer les parametres inconnus. De méme,
en tenant compte des propriétés de la méthode telles que la cohérence, 'efficacité asymp-
totique, la normalité et I'invariance, nous avons conclu que les estimateurs du PME sont
les meilleurs pour estimer les parametres de la loi géométrique exponentielle étendue par
rapport a leurs concurrents.

Et enfin, nous avons appliqué cette méthode du PME & deux ensembles de données
réelles . Cette application nous a permis de démontrer que la géométrique exponentielle
étendue est la meilleure alternative simple a utiliser pour les applications de la durée de
vie parmi les modeles choisis.

Comme perspectives, nous pouvons élargir ce travail en utilisant d’autres méthodes d’es-
timation différentes de ce que nous avons étudier en les comparant a la méthode du PME
avec les méme modeles choisis. Nous pouvons aussi élargir ce travail en comparant le
modele de la loi GEE a ceux des lois des valeurs extrémes.
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