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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude du probleme des valeurs propres de 'opérateur de Monge-
Ampere complexe ainsi que celui des valeurs propres de 'opérateur Hessien complexe dans un
domaine borné a bord lisse de C".

Dans le premier chapitre, on donne les éléments de base dont on aura besoin pour les autres
chapitres.

Dans le deuxieme chapitre, on démontre un nouveau théoreme d’existence de solutions pour
un cas spécial d’équations de Monge-Ampere complexes dégénérées. Pour cela, on va établir
de nouvelles estimées a priori du gradient et du laplacien de telles solutions en utilisant les
méthodes et les résultats de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] et
de B. Guan [Guan9g].

Dans le troisieme chapitre, en suivant la stratégie de P. L. Lions [Lions86], on prouve d’une
part 'existence de la premiere valeur propre et d’une fonction propre associée pour l'opérateur
de Monge-Ampere complexe sur un domaine bornée strictement pseudoconvexe de C". On
montre que la fonction propre est plurisousharmonique, lisse de Laplacien borné dans €2 et de
valeurs au bord nulles. De plus, elle est unique a une constante multiplicative positive pres.

D’autre part, on propose une approche variationnelle pluripotentielle du probleme et en
utilisant le nouveau théoreme d’existence, on démontre une formule de type quotient de Rayleigh
pour la premiere valeur propre de I'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Dans le quatrieme chapitre, on utilise une approche variationnelle pour prouver l'exis-
tence de la premiere valeur propre et d’'une fonction propre associée qui est m-sousharmonique
d’énergie finie pour les opérateurs Hessiens complexes généralisées sur un domaine borné m-
hyperconvexe (2 de C™ associés a une mesure de Borel positive u sur 2. Sous certaines hypotheses
supplémentaires sur la mesure de Borel positive p, on prouve que cette fonction propre est
Holder continue. De plus, on donne des applications sur la solvabilité d’équations Hessiennes
complexes dégénérées plus générales avec un second membre qui dépend de la fonction inconnue.

Mots clés :

Fonction plurisousharmonique, Opérateur de Monge-Ampere complexe, Probleme de Dirichlet,
Probleme des valeurs propres, Valeur propre, Fonction propre, Sous-solution, Sursolution, Es-
timée a priori, Energie fonctionnelle, Fonction m-sousharmonique, Opérateur Hessien, approche
variationnelle, Quotient de Rayleigh.
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Abstract

In this thesis we study the eigeivalue problem for the complex Monge-Ampere operators
and also for the complex Hessian operators in a bounded strongly pseudoconvex domain of C"
with smooth boundary.

In chapter one, we give the basic elements that we will need in the sequel.

In chapter two, we prove a new theorem on the existence of solutions for some special
complex degenerate Monge-Ampere equations. This requires establishing new a priori estimates
for the gradient and the Laplacian of such solutions using methods and results of L. Caffarelli,
J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] and B. Guan [Guan98].

In chapter three, following the strategy used by P. L. Lions in the real case [Lions86],
we prove the existence of the first eigenvalue and an associated eigenfunction with Dirichlet
condition for the complex Monge-Ampere operator on a bounded strongly pseudoconvex domain
Q in C". We show that the eigenfunction is plurisubharmonic, smooth with bounded Laplacian
in 2 and boundary values 0. Moreover it is unique up to a positive multiplicative constant.

Finally we provide a Pluripotential variational approach to the problem and using our new
existence theorem, we prove a Rayleigh quotient type formula for the first eigenvalue of the
complex Monge-Ampere operator.

In chapter four, we use a variational approach, to prove the existence of the first eigenvalue
and an associated eigenfunction which is m-subharmonic with finite energy on a bounded
m-hyperconvex domain {2 for general complex Hessian operators of order m associated to a
positive Borel measure p on 2. Under some extra assumption on the measure p we prove Hélder
continuity of the corresponding eigenfunction. Moreover we give applications to the solvability
of more general degenerate complex Hessian equations with the right hand side depending on
the unknown function.

Keywords :

Plurisubharmonic function, Complex Monge-Ampere operator, Dirichlet Problem, Subsolution,
Supersolution, Eigenvalue Problem, Eigenfunction, A priori estimate, Energy Functional, Sub-
harmonic function, Complex Hessian operator, Variational approach, Rayleigh quotient.
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Introduction

Motivation

Dans cette these on étudie le probleme des valeurs propres des opérateurs de type Monge-
Ampere complexe et plus généralement celui des opérateurs de type Hessien complexe sur dans
un domaine (ensemble ouvert, non-vide et connexe) borné a bord lisse de C".

Les équations de Monge-Ampere complexes jouent un role fondamental aussi bien en analyse
complexe qu’en géométrie kihlerienne.

Il est bien connu que pour un domaine borné D a bord suffisamment régulier de 'espace
euclidien RY avec N au moins égale a 2, 'opérateur de Laplace, en tant qu’opérateur non borné
de I'espace L?(D) des fonctions de carrés intégrables a valeurs au bord nulles admet une infinité
dénombrable de valeurs propres positives tendant vers I'infini. De plus les sous-espaces propres
correspondants donnent une décomposition orthogonale de I'espace de Hilbert L%(D).

Il y a un autre opérateur qui joue un role important en analyse convexe, c¢’est 'opérateur de
Monge-Ampere réel. Cet opérateur associe a une fonction convexe, le déterminant de sa matrice
Hessienne (réelle) lorsque la fonction est lisse. Il peut étre étendu au cas des fonctions convexes
mais la Hessienne étant alors une matrice a coefficients mesures positives. Le déterminant est
une mesure qui doit étre définie au sens d’Alexandroff.

Dans ce cas l'opérateur est non linéaire mais le probleme des valeurs propres pour cet
opérateur a été formulé et résolu par P. L. Lions en 1985 [Lions86]. La réponse contraste
singulierement avec 'opérateur de Laplace.

Dans le cas particulier ot la dimension est N = 2, I'espace R? est muni d’une structure
complexe et peut étre identifié a C. Dans ce cas 'opérateur est intimement lié a ’opérateur de
Cauchy-Riemann, ce qui se traduit par un lien étroit entre la théorie du potentiel logarithmique
et la théorie des fonctions holomorphes d’une variable complexe.

Le sujet proposé dans cette these s’incrit d’'une part dans I’étude des problemes des équations
de Monge-Ampere dans le cadre complexe.

L’opérateur qui entre en jeu est 'opérateur de Monge-Ampere complexe qui a une fonction
plurisousharmonique (I’équivalent complexe des fonctions convexes) associe le déterminant de
sa matrice Hessienne complexe lorsque celle-ci est lisse. Dans le cas général, la définition est
bien plus compliquée car les fonctions plurisousharmoniques ne sont pas en général continues
et peuvent avoir des singularités. Néanmoins E. Bedford et B. A. Taylor ont résolu ce probleme
dans deux articles fondateurs en 1976 et 1982 [BT76, BT82|. Ce qui a donné naissance & une
nouvelle théorie, appelée Théorie du Pluripotentiel.

Dans ce cas le probleme des valeurs propres de l'opérateur de Monge-Ampere complexe a
été considéré par N. D. Koutev et I. P. Ramadanov dans [KR89, KR90] mais leur étude ne
contient pas le cas traité dans cette these.



D’autre part cette these s’intéresse aussi a I’étude du probleme des valeurs propres pour
des opérateurs de type Hessien complexe associés a une fonction de classe C? avec donnée au
bord de type Dirichlet. L’opérateur Hessien complexe est la fonction symétrique élémentaire
de degré 1 < m < n des valeurs propres de sa Hessienne complexe. Le cas m = 1 correspond
a l'opérateur de Laplace. Le cas m = n correspond a l'opérateur de Monge-Ampere complexe
que 'on vient d’introduire ci-dessus. Lorsque que la fonction inconnue est seulement bornée,
une théorie du potentiel analogue a celle de Bedford-Taylor [BT76] a été développée par Blocki
[BI05] et C. H. Lu [Lul2] dans le cadre locale mais aussi dans le cadre globale par C. H. Lu
[Lul2].

Pour le cas des opérateurs Hessiens réels, 'existence de la premiere valeur propre a été
prouvée par X. J. Wang (voir [Wang94]) en utlisant une approche parabolique.

Cette these comporte trois parties :

e La premiere partie porte sur les équations de Monge-Ampere complexes sur les domaines
strictement pseudoconvexes a bord lisse de C™.

e La deuxieme partie concerne les applications aux probléemes des valeurs propres des
opérateurs de Monge-Ampere complexes dans des domaines strictement pseudoconvexes a bord
lisse de C™ avec donnée au bord de type Dirichlet.

e Dans la troisieme partie on développe une approche variationnelle pour le probleme des
valeurs propres des opérateurs de type Hessien complexe généralisé avec donnée au bord de
type Dirichlet.

Dans ce qui suit nous allons donner un résumé des principaux résultats que nous avons
obtenus avec quelques idées de preuve.

Probleme de Dirichlet pour les équations de Monge-Ampere
complexes

Dans cette partie, nous allons prouver un nouveau théoreme d’existence d’une solution
pour un cas spécial d’équations de Monge-Ampere complexes dégénérées que nous utiliserons
pour démontrer les résultats principaux sur le probleme des valeurs propres de 'opérateur de
Monge-Ampere complexe.

Soit € C" un domaine borné a bord lisse et ¥ : Q x R — R* une fonction lisse sur 2 x R
et Y > 0.

On considere le probleme de Dirichlet pour 'opérateur de Monge-Ampere complexe :

{ (dd°u)” = ¢(-,u)f™ dans  Q,

(0.0.1) u=>0 dans 0f2,

ot 3 est la forme de Kéhler standard sur C" et u € P(Q) := PSH(Q) N C%(Q) N C%N) est la
fonction inconnue.

Ici, nous utilisons les opérateurs différentiels standards d = 9 + 0 et d° := (i/2)(0 — 0) de
sorte que dd® = i00 et PSH () désigne la classe des fonctions plurisousharmoniques sur €.

Le probleme (0.0.1) a été résolu par L. Caffarelli, J.J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck
[CKNS85] lorsque © € C™ est un domaine borné strictement pseudoconvexe de C", sous 1'hy-
pothese g—f > 0 et certaines conditions sur la facon dont ¢ dégénere pres du bord 0f2. Plus
tard ce résultat a été étendu par B. Guan [Guan98| et B. Guan et Q. Li [GL10] & une situation
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plus générale dans le cas non dégénéré sur un domaine général (domaine borné a bord lisse),
en supposant 'existence d’une sous-solution strictement plurisousharmonique.

Cependant ces résultats ne s’appliquent pas dans le cas du probleme des valeurs propres
de 'opérateur de Monge-Ampere complexe que nous considérons. Alors, en utilisant les idées
de [CKNS85], nous allons prouver un nouveau théoreme d’existence pour de telles équations
sous I’hypothese de 'existence d’une sous-solution et d’une sursolution par application de la
méthode du point fixe.

On dit que u € P(Q2) est une sous-solution de (0.0.1) si elle satisfait

(0.0.2) { (dd°u)" > (z,u)B8" dans €,

u =10 dans 0f).
De plus une sous-solution u est dite sous-solution stricte si
(0.0.3) (dd°uw)™ > ((z,u) + €)B" dans €,

ou €0 > 0.
On dit aussi que 4 € PSH(Q) N C°(Q) une sursolution de (0.0.1), si elle satisfait

(dd°u)"” <p(z,u)p" dans €,
(0.0.4) { u=0 dans 0.

L’inégalité différentielle (0.0.4) est entendue ici au sens des courants sur 2.

Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoreme 0.0.1. Soit 2 € C" un domaine borné strictement pseudoconvere a bord lisse,
0<tneC®QxR) et g—ﬁ < 0 dans Qx] — 00, 0].

Supposons les conditions suivantes :

(1) si ¢ > 0 dans Qx] — 00,0], le probléme de Dirichlet (0.0.1) admet une sous-solution

we PSH(Q)NC®(Q);
(2) si v >0 dans Qx] — 00,0] et ¢ > 0 dans Qx| — 00, 0|, le probléme de Dirichlet (0.0.1)

admet une sous-solution stricte w € PSH(2) N C*(Q) ;

(3) le probléeme de Dirichlet (0.0.1) admet une sursolution i € PSH(Q) N C°(Q) telle que
u<u<0 surfl.

Alors le probleme de Dirichlet (0.0.1) admet une solution w € PSH(Q) N C*(2) N C(Q)
telle que u < u < u sur €.

On note C1(Q) I'espace de toutes les fonctions v € C*() dont le laplacien Av au sens des
distributions est une fonction bornée; c’est-a-dire [|v[|c11q) < +oo, ot

[vllcri@) = lvlleo@) + [[VVlleo@) + [[AV]| Lo (0)-
Ici et dans la suite, on utilise la notation :

Co(Q) = {v e Q) : [v]lco.e(@) < 400},



pour 0 < o < 1, et la norme a-Hélder est donnée par

[v(z) = v(y)]

: z,yGQ,z;&y}<—|—oo.
|z —y|*

[oloneqoy = Illcne + sup §

On dit que v est Holder continue. On entend par C¥*(Q) pour k > 1 et 0 < a < 1, la classe des

fonctions k-fois continiment différentiables et dont les dérivées partielles d’ordre k£ sont Holder
continues.

D’apres la théorie de Calderon-Zygmund, toute fonction v € C™1(Q) satisfait v € W2P(Q)

pour tout 1 < p < +o0. Ainsi d’apres la théorie des espaces de Sobolev (lemme de Morrey), la
fonction v € C1*(Q) pour tout a €]0, 1] (voir [GTISg]).

Idée de la preuve :

La solution du probleme de Dirichlet (0.0.1) est un point fixe pour l'inverse de 1'opérateur
de Monge-Ampere. Nous allons utiliser une méthode itérative pour trouver un point fixe. Nous
devons ensuite établir des estimées a priori pour controler le processus d’itération. Pour cela
nous allons procéder en deux étapes.

Etape 1:

Lorsque 1 > 0 dans 2x] — 00, 0], en utilisant le Théoréme 1.4.1, on construit par récurrence
une suite (u;)jen dans PSH(2) N C*>(Q) telle que ug := u et que pour chaque j € N, ujyy :=
T'(u;) soit 'unique solution du probléeme de Dirichlet suivant

(dchj+1>n = ¢<7 U])Bn dans Q,
(0.0.5) { Ujr1 =0 dans 0f2.

Ensuite on montre que la suite (u;);en est croissante et vérifie u < u; < u;4; < . Donc la
suite (u;) converge presque partout vers une fonction u € PSH(Q) N L>(Q) avec u < u < @
dans ().

En utilisant la Proposition 2.2.1, on a montre que (||Vu;||co(g)) est uniformément bornée et
d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzeld, u; — v uniformément dans 2. Donc u € PSH(Q)NC*(Q)
et de plus on voit qu’en passant a la limite dans (0.0.1), u est une solution faible de (0.0.5).

Alors en utilisant la Proposition 2.2.3, on montre qu’il existe une constante uniforme C' > 0
telle que pour tout 7,

[ujlleri@) < C-

Donc en passant a la limite dans cette inégalité, on a ||ul|c11q) < C. Donc u € cri(Q).
Etape 2
Ici, on suppose que ¥ > 0 sur Qx] — 00,0], ¢ > 0 dans Qx] — 0o, 0[ et u une sous-solution

stricte du probleme de Dirichlet (0.0.1) c’est-a-dire qu’elle satisfait I'inégalité (0.0.3) pour ¢y > 0.
Pour 0 < ¢ <1 fixé, posons . := 1) + ™. Considérons alors le probleme de Dirichlet

(dd°u)™ = (-, u) f* dans
(0.0.6) { u=~0 dans 0.

Puisque 9. > €™ > 0, on va appliquer la premiére étape pour résoudre le probleme (0.0.6). Pour
cela, on construit une sous-solution u_ et une sursolution #. du probleme (0.0.6) avec u, < .
dans 2.

Alors en utilisant la pseudoconvexité stricte du domaine €2 et la premiere étape, on montre
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que pour tout 0 < & < &g, il existe u. € PSH(Q) N CH1(Q) solution du probleme (0.0.6). On
applique ensuite le méme raisonnement qu’a la premiere étape pour montrer qu’il existe une
constante uniforme C' > 0 indépendante de 0 < € < g¢ telle que

[uclleri@) < C,

et que u. converge uniformément vers u € C1(Q).

Pour montrer que u € C*°({2), on utilise ’argument complexe de la théorie locale d'Evans-
Krylov développée dans [WZ22, DZZ11] et la théorie de Schauder développée dans [GT98] (voir
section 2.3 pour plus de détails).

Probleme des valeurs propres de 'opérateur de Monge-
Ampere complexe

Dans cette partie, on étudie le probleme des valeurs propres de 'opérateur de Monge-Ampeére
complexe. Soit €2 C C" un domaine borné strictement pseudoconvexe de C™ a bord lisse 0f2 et
0 < f € C*(Q). Notre objectif est de résoudre le probleme des valeurs propres avec condition
au bord de type Dirichlet pour un opérateur de Monge-Ampere complexe.

Le probléme consiste & trouver un couple (A, u), avec A > 0 et u € PSH(Q)NC(Q)NC*(Q)

vérifiant les conditions suivantes :

(dd°u)" = (= u)"f"p" dans
(0.0.7) u=>0 dans 02
ullcoy =1,

olt B := dd°|z|? est la forme de Kahler standard sur C".

P. L. Lions a résolu le probleme d’existence de la premiere valeur propre avec condition au
bord de type Dirichlet pour 'opérateur de Monge-Ampere réel sur un domaine borné fortement
convexe a bord lisse dans RY (voir [Lions86]). 1l a affirmé qu’en utilisant les résultats de L.
Caffarelli, J.J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85], tous ses résultats s’étendent sans
changement au cas de l'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Nous n’avons pas été en mesure d’appliquer directement les résultats de [CKNS85] comme
Lions I'affirmait pour résoudre le probleme dans le cas complexe. En effet nous avons a faire
a des équations de Monge-Ampere complexes avec un second membre du type ¥.(z,u) =
(e — Au)" f(z)™ avec € > 0. Puisque ces fonctions sont décroissantes en u et 1.(z,0) = ef(2)"
est completement dégénérée sur le bord lorsque e — 07, les résultats d’existence de [CKNS85]
et [Guan98] ne s’appliquent pas directement dans ce cas.

Pour contourner ce probleme, nous allons utiliser le nouveau théoreme d’existence pour les
équations de Monge-Ampere complexes dégénérées (voir Théoreme 0.0.1 ci-dessus) basé sur
le théoreme fondamental de [CKNS85] et des nouvelles estimatées a priori du laplacien pour
I'opérateur inverse de Monge-Ampere que nous allons établir au chapitre 2.

Voici le premier résultat principal de cette partie.

Théoreme 0.0.2. Soient 2 € C" un domaine borné strictement pseudoconveze a bord lisse et
0 < f e C™() une fonction positive lisse dans §).



Alors il existe un nombre réel Ay = A\ (Q, f) > 0 et une fonction uy € PSH(2) N C>(2) N
CHH(Q) avee [Jurllcomy = 1 tels que le couple (A1, uy) soit l'unique solution du probléme des
valeurs propres (0.0.7).

Le nombre \; sera appelé la premiere valeur propre de 'opérateur de Monge-Ampere com-
plexe par rapport a la forme volume dvy := f" 3" et u; sera appelé sa fonction propre normalisée.

On ne sait pas si la fonction propre u; du Théoreme 0.0.2 satisfait u; € C™'(2) comme
dans le cas réel.

Idée de la preuve : Tout d’abord nous allons approcher 'EDP (0.0.7) par une EDP non
dégénérée du meéme type en perturbant convenablement le second membre. Ensuite nous allons
appliquer les estimées a priori uniformes de la premiere partie pour cette derniere et enfin, apres
normalisation, passer a la limite pour obtenir une solution de notre probleme de départ. Pour y
parvenir, nous allons suivre la stratégie de P. L. Lions [Lions86] et procéder en plusieurs étapes.

Nous allons considérer le probleme perturbé

(0.0.8) {(ddcu)”Z(l—M)”f"B” dans

u=0 dans 0f),

ol A > 0 est un parametre.

Ensuite, on introduit la borne supérieure suivante :

(0.0.9) p1 :=sup{A > 0: Ju € Py(R), solution de (0.0.8)},
ou
(0.0.10) Po(2) :={u € PSH(Q) NC*(Q)NC°(Q); up,, = 0}.

On utilise le théoréeme d’existence de [CKNS85] (voir Théoréme 1.4.1), pour montrer qu'’il
existe ug € PSH(2) N C*°(Q) solution du probleme (0.0.8) pour A = 0, c’est-a-dire (dd°ug)" =
fB"™. Donc puyp est bien défini et 0 < py < +o0.

e Dans la premiere étape, on montre en utilisant la formule d’algebre linéaire de B. Gaveau
[GavT77] (voir chapitre 3, formule (1.5.1)) que 1 < Ay < +00, ol Ay est aussi défini au niveau

du chapitre 3.

e Pour la deuxiéme étape, on montre que HuOHEé(Q < pq, c’est-a~dire que 0 < g < Ay,

)
e Dans la troisieme étape, on montre en procédant de la méme maniere qu’a ’étape 2, que

pour tout 0 < A < uq, que le probleme (0.0.8) admet une solution uy € Py(2).

e En quatrieme étape, on montre que ||U)\||CO(Q) — 400 lorsque A — pq. Pour y arriver, on
procede par I'absurde. On suppose qu'il existe M > 0 tel que pour tout A €]0, ;[ qui converge
vers fiy, on a [[ul[cogy < M < +00. On montre ensuite que le probleme (0.0.8) admet une
sous-solution stricte u et une sursolution @. Ainsi en appliquant les estimées a priori uniformes
du chapitre 2 et la théorie d’Evans-Krylov, on aboutit a une contradiction.

e Dans la cinquieme étape, on utilise la famille normalisée définie pour A < u; par la formule
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vy := —2— qui est solution du probleme
”u/\HCO(Q)
(ddvy)™ = (Hu,\Hgg(Q) —Av))"f"p" dans  Q
(0.0.11) vy=0 dans 09
[vallco@) = 1.

Dans cet étape, on établit d’abord les estimées a priori uniformes des ||Voy||co(q) et on montre
que lorsque A — py, (vy) converge uniformément vers ¢; € PSH(2) N C%(Q) solution faible
du probleme (0.0.7) avec A = p.

Ensuite, pour montrer que ¢, € PSH(Q) N CHY (), on va construire une surbarriere uni-
forme pour tous les vy et appliquer les résultats du Théoreme 0.0.1. Enfin, on utilise la théorie
d’Evans-Krylov complexe et la théorie de Schauder pour montrer que ¢ € C*(Q) et que le
couple (p1, 1) est solution du probleme (0.0.7) avec py < Ayp.

e Pour la sixieme étape de la preuve, on montre que A\; = ; en utilisant le Lemme 1.5.3.

e La septieme étape de la preuve est consacrée a I'unicité du couple (uq, 7). Dans cette
partie de la preuve, on utilise le Lemme 1.5.3, la Proposition 1.5.2 et le Lemme de Hopf [Eval0,
Lemme 6.4.2, p. 347] pour montrer que si (i, ¢) est une autre solution de (0.0.7) alors 1 = u
et o1 = Op, ot § > 0 est une constante.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on développe une approche variationnelle générale
pour le probleme de 'existence de la premiere valeur propre pour des opérateurs de Monge-
Ampere plus généraux. L’idée de cette méthode est de considérer la fonctionnelle dont I’équation
de Monge-Ampere complexe (0.0.7) est I’équation d’Euler-Lagrange. On montre ensuite que
cette fonctionnelle est coercive et semi-continue inférieurement, ce qui nous permet de la minimi-
ser sur un ensemble compact convenable de fonctions plurisousharmoniques d’énergies bornées.
On montre ensuite que ce point minimum est la solution cherchée.

De fagon plus précise, suivant Cegrell [Ceg98], on définit d’abord la classe £°(2) des fonctions
plurisousharmoniques bornées ¢ sur €2 avec une valeur au bord nulle telles que fﬂ(ddcqﬁ)" < +o00.
Ensuite, on définit £}(Q) I'ensemble des fonctions plurisousharmoniques u dans € telles qu’il
existe une suite décroissante (u;)jeny dans la classe £%(Q) vérifiant u = lim;u; dans Q et
sup; [o(—u;)(ddu;)™ < +o00.

On montre que l'opérateur de Monge-Ampere complexe s'étend a la classe £1(Q) et on
définit sa fonctionnelle d’énergie sur £1(2) comme suit : pour tout ¢ € (),

1

(0.0.12) E(¢) == —— /Q(—qb)(dd%)”,

qui d’apres [BBGZ13] est semi-continue inférieurement et que son opposé est la primitive de
I'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Ensuite pour dV; := ¢g8" une forme volume positive sur Qou0<geLP(),p>1est une
fonction densité, on définit pour ¢ € £1(Q), la fonctionnelle

1

(0.0.13) L) = = [ oy,

1

loe SUr les sous-

On montre que la fonctionnelle [, est bien définie, continue pour la topologie L
ensembles de niveau d’énergie bornée de £().

On voit que I'équation de Monge-Ampere complexe (0.0.7) est I’équation d’Euler-Lagrange



de la fonctionnelle définie pour ¢ € £1(Q), par la formule
9(9) == E(¢) — ni'Ly(¢).
En minimisant la fonctionnelle F, comme expliqué ci-dessus, on démontre le résultat suivant.

Théoreme 0.0.3. Soit 2 € C" un domaine hyperconveze et dV, := g™ une forme volume
positive sur §) de densité 0 < g € LP(2), p > 1 tel que fQ dV, > 0. On définit le nombre réel

_ i [ E9) w }

(0.0.14) " f{]g(¢)¢65( )w#£0b.
11 existe une fonction w € EY(Q) telle que

(0.0.15) o — f%

De plus (n1,w) est une solution (faible) du probleme des valeurs propres

(ddw)™ = (—mw)*gp"™ dans
(0.0.16) w=0 dans 0N
w < 0.

En utilisant le Théoreme 0.0.3 et notre nouveau théoreme d’existence (Théoreme 0.0.1),
nous allons prouver une formule de type quotient de Rayleigh pour la premiere valeur propre.
C’est le deuxieme résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 0.0.4. Soient Q@ € C" un domaine borné strictement pseudoconveze a bord lisse
et 0 < f € C™(Q) une fonction positive lisse sur Q. Soit (A1, u1) la solution normalisée du
probléeme des valeurs propres (0.0.7). Alors

om0y
' fQ —up)"dyy fQ @) tidy

,¢e€1<ﬂ>,¢#o},

o dvy = f"5".
Ce résultat est une conséquence directe du théoreme suivant :

Théoréme 0.0.5. Soit dv; := 3" une forme volume positive lisse sur Q2 et (A1, ¢1) la solution
lisse normalisée du probleme des valeurs propres (0.0.7) et soit (1, w) une solution faible du
probléme (0.0.16) pour g = f.

Alors Ay = my et 1 = 0wy, ou 0 est une constante strictement positive.

Idée de la preuve : On voit que si (A1, 1) est la solution du probleme des valeurs propres
(0.0.7) donnée par le Théoreme 0.0.2, on a

[ ooy =x [ o

Q

D’apres la formule (0.0.14), on a Ay > ;.
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Pour montrer que A; = 7, on fait un raisonnement par ’absurde en supposant que n; <
AL = pi1.
On montre en utilisant I’étape 3 de la preuve du Théoreme 0.0.2, qu’il existe u,, € PSH(2)N

C?(Q) telle que
(dduy, )" = (1 — muy,, )" f"B" dans Q et u,, =0 dans 0.

Ensuite on va comparer w; et u,, . Pour cela on montre que w; est borné et on utilise le principe
de comparaison pour montrer que u := tu,, < w;, out :=n M et M est la borne de w;.

On montre que u est une sous-solution stricte de (0.0.16) et puisque w; en est une sursolution,
en appliquant le Théoréme 0.0.1, on montre qu'il existe ¢ € PSH(2) N C(Q) solution de
(0.0.16) telle que u < ¢ < w;. En normalisant cette fonction ¢, on voit que (1, 0p) avec
0 := ||p||”! est une autre solution normalisée de (0.0.7). D’apres la propriété d’unicité du
Théoreme 0.0.2, on a n; = A;. Cette contradiction montre que 17, = A;.

Pour montrer que ¢; = 6wy, on démontre que si (A1, 1) est la solution normalisée de (0.0.7)
alors pour tout u € £(Q) solution faible de

(0.0.17)

(ddu)™ = (=\u)" f*5" dans €
u=20 dans 0f),

il existe une constante positive § > 0 telle que u = fyp;.

Notons qu’'une formule de type quotient de Rayleigh pour la valeur propre de 'opérateur
de Monge-Ampere réel a été démontrée par K. Tso dans [Tso90] avec une approche différente.

Approche variationnelle au probleme des valeurs propres
de 'opérateur Hessien complexe

Soient €2 € C" un domaine borné, ;1 > 0 une mesure de Borel positive sur €2, de masse finie
0 < u(2) < 400 et m un entier tel que 1 < m < n.

Le probleme des valeurs propres de 'opérateur Hessien complexe associé a i consiste a
trouver un couple (A, u), ot A > 0 est une constante et u est une fonction m-sousharmonique
bornée sur €2, vérifiant les propriétés suivantes :

(ddu)™ A "™ = (=Au)™p dans Q, (1)
(0.0.18) u=0 dans 09, (1)
u <0 dans €.

L’équation (}) est interprétée aux sens des courants (ou des mesures de Radon) sur  (voir
chapitre 1, section 1.7) et I'identité (f1) signifie que pour tout ¢ € 9, lim,_,; u(z) = 0.

Lorsque m = 1 et u est la mesure de Lebesgue, c’est le probleme classique des valeurs
propres de 'opérateur de Laplace. Lorsque m = n et p est une forme volume lisse sur €2, c’est le
probleme des valeurs propres de I'opérateur de Monge-Ampere complexe que nous avons étudié
au chapitre 3 de cette these.

Nous allons utiliser une approche variationnelle pour résoudre ce probleme. Nous définissons
deux fonctionnelles sur le cone positif convexe £} () des fonctions m-sousharmoniques d’énergie
finie (voir chapitre 1, section 1.8).
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La premiere est la fonctionnelle d’énergie définie sur & (€2) par la formule :

1

(0.0.19) Bol6) = Bnolé) = = [ (co)dae) n 57", 6 € £4(9),

Cette fonctionnelle (mutlipliée par le signe —) est une primitive de l'opérateur Hessien sur
EL(Q), cest-a-dire E! () = —(dd°p)™ A ™ sur £} () au sens du Lemme 1.8.4. D’apres le
Lemme 1.8.4, elle est convexe (sur les segments) sur £} ().

La deuxieme fonctionnelle est attachée a une mesure de Borel positive p sur €2 vérifiant la
condition d’intégrabilité suivante :

(0.0.20) EL(Q) c L™, p).

La fonctionnelle associée a p est définie par la formule suivante

1
0.21 In(6) = Ig (@) = ——— [ (—¢)™"d L(Q).
(0.021) (0) = Topnld) =~ [ (o™ 0 € EL(@)
C’est encore une fonctionnelle convexe sur EL (Q) telle que I! (¢) = —(—¢)™u pour tout ¢ €

EL(Q) au sens du Lemme 1.8.4.
Cela montre que I’équation (dd°¢)™ A "™ = (—Ap)™ i est I'équation d’Euler-Lagrange de
la fonctionnelle

(0.0.22) D0 pm(0) = En(¢) — N"Io um(d), ¢ € EL(Q).

Lorsque (€, ) est fixé, on écrira I, = Ig m et @, = Pg . m. Pour énoncer nos principaux
résultats, nous faisons les hypotheses suivantes.

Hypothéses (H)

o () € C" est m-hyperconvexe c’est-a-dire qu’il admet une fonction d’exhaustion m-sousharmonique
négative et continue (voir Définition 1.7.7);

e 1 est une mesure de Borel positive telle que 0 < () < 400 qui est fortement diffuse
par rapport a la m-capacité (voir Définition 1.9.1).

Un exemple important est lorsque p := g8", ot 0 < g € LP(Q2) avec p > n/m et [, gf" > 0
(voir Section 1.9 pour plus d’exemples).

Voici le premier résultat de cette partie :

Théoréme 0.0.6. Soient 2 € C" un domaine borné et p une mesure de Borel positive sur )
telles que (2, ) vérifie les hypotheéses (H). Alors on a les propriétés suivantes :

(i) £, () € L™, ) 5

(17) la formule

(0.0.23) AT = inf { ]f:((q‘f)) o eEL(N), 0% 0} ,

définit un nombre réel positif \y = A (m, u, Q) >0;



12 Introduction

(i11) il existe une fonction uy € EL(Q) telle que uy # 0 dans Q et

(0.0.24) AT =

(1v) (A1,u1) est une solution de I’équation des valeurs propres () c’est-a-dire
(ddup)™ A B"™™ = (= uy)"p,

au sens des mesures sur §2.

(v) Si de plus ) est strictement m-pseudoconvexe, p = g™ avec g € LP(QQ) et (m,p) qui vérifie
les conditions suivantes

(0.0.25) (n—1)/2<m<mn et p>p(m,n),

ot p*(m,n) est donné par la formule (4.3.7), alors uy € C*(2) pour un certain « €)0,1[ et le
couple (A1, uy) est une solution du probléme des valeurs propres (0.0.18).

Lorsque m = n, le point (v) est démontré au niveau du chapitre 3.

Idée de la preuve : La preuve des points (i), (i7), (iii) et (iv) utilise une approche
variationnelle et est similaire a celle du Théoreme 0.0.3.

Pour prouver le point (v), on montre que si 2 est strictement m-pseudoconvexe, = g3"
avec g € LP(Q) et (m,p) qui vérifie les conditions (0.0.25), il existe r dépendant seulement de
p,m et de n telle que n/m < r < p et pour tout ¢ € EL (), on a g, := (—¢)™g € L"(2). Donc
g ‘= (—)\1U1>mg € LT<Q)

Ensuite, on montre en utilisant [Ch16b] qu’il existe une fonction m-sousharmonique v €

C*(Q) (0 < a < 1) telle que (ddv)"AB"™™ = g1 " sur Q et v = 0 dans IQ. Alors uy,v € EL(Q)

sont deux solutions de I’équation

Par unicité dans £} (Q) (voir [Lul5, Théoreme 1.1]), on a u; = v dans Q. Cela met fin a la
preuve de (v).

Le deuxieme résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoreme 0.0.7. Soient 2 € C* un domaine borné et p une mesure de Borel positive sur ()
telles que (2, ) vérifie les hypothéses (H).
Soit f:Q xR — R" une fonction borélienne vérifiant les propriétés suivantes :

e pour tout t <0, f(-,t) € L=(Q, u).

e il existe une constante A\g < Ay telle que pour p-p.p. z € €, la fonction t — f(z,t) soit
différentiable sur ] — oo, 0[ et vérifie

O f(z,t) > —Xo, pour tout t < 0.

Alors ’équation Hessienne

(0.0.26) (dd°p)™ A B = f(-, )" dans €,
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admet une solution ¢ € EL ().
Si de plus S est strictement m-pseudoconveze, = gB"™ avec g € LP(QY) et (m,p) qui vérifie
les conditions (0.0.25), alors le probléeme de Dirichlet suivant

(dd)™ A" = f(-,@)" 1 dans Q,
(0.0.27) { =20 dans 0f),

admet une solution ¢ € SH,,(2) N C*(Q) pour un certain « €0, 1].

SH., () est la classe des fonctions m-sousharmoniques sur €.

Dans le cas réel, des résultats similaires ont été obtenus par K. Tso pour l'opérateur de
Monge-Ampere réel sur un domaine convexe borné de R"™ en considérant la mesure de Lebesgue
sur R™ (voir [T's090]). Pour le cas des opérateurs Hessiens réels, I'existence de la premiere valeur
propre a été prouvée par X. J. Wang (voir [Wang94]). Ces auteurs ont utilisé une méthode
différente basée sur une approche parabolique.

Le Théoreme 0.0.7 se déduit facilement d’un résultat plus général. En effet, nous allons prou-
ver un théoreme plus général (voir le Théoreme 0.0.8 ci-dessous) et donner quelques applications
au niveau de la section 4.4.

Considérons le probleme de Dirichlet plus général suivant

(dd°u)™ N "™ = G(-,u)u, dans Q,
(0.0.28) u=0 dans 012,
u <0 dans (2,

ou € C" est un domaine borné, G : x| — 00,0] — [0, +00| est une fonction borélienne
donnée, p une mesure de Borel positive sur €2 vérifiant certaines conditions et u € SH,,(2) N
L>(§2).

On définit H : Q@ x R~ — Rt comme suit

H(z,t):= /tO G(z, s)ds,

pour (z,t) € Qx| — 00,0].
Considérons les hypotheses suivantes :

e (HO) Q est un domaine borné m-hyperconvexe et p est une mesure de Borel positive sur
Q tels que (2, p) soit fortement I'-diffuse au sens de la définition 1.9.1.

e (H1) pour pu-p.p. z € Q, la fonction t — G(z,t) est continue sur | — oo, 0];
o (H2) il existe 0; < AT"/(m + 1) tel que

(sup,eq H(2,1))
|t‘m+1

lim sup <O < AT'/(m+1),

t——o0
e (H3) Si G(2,0) =0 dans Q, il existe 6 > A\7"/(m + 1) tel que

H(z,t)

’t|m+1

>0y > N/ (m+ 1),

lim inf
t—0—

pour u-p.p. z € €.
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Iei Ap == A (€, ) est la premiere valeur propre de l'opérateur Hessien complexe défini par la
formule (0.0.23).

On définit la fonctionnelle correspondante sur £} () par la formule

Deu(6) = Enl() - / H(z 6(2))du(z), ¢ € EL(Q)

Formellement 1’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle ®¢ , est précisément 1’équation
Hessienne

(ddeu)™ A 8™ = G(-, u)p

du probleme (0.0.28) comme nous allons le voir au niveau de la section 4.4.
Nous allons utiliser une méthode variationnelle pour démontrer le résultat suivant.

Théoreme 0.0.8. Supposons que (2, 1, G) vérifie les hypotheses (HO), (H1) et (H2). Alors la
fonctionnelle ®¢ ,, a les propriétés suivantes :

1) la fonctionnelle ®g , est bien définie, coercive sur EL(Q) et atteint son minimum en une
fonction ¢ € EX (2, C), pour un certain C > 0 suffisamment grand ;

2) la fonction ¢ est un point critique de la fonctionnelle @ ,, donc c’est une solution de
I’équation Hessienne c’est-a-dire

(dd°p)™ A B"™ = G(-,¢) 1,

au sens des mesures sur € ;
3) si Q est strictement m-pseudoconvexe, G est a croissance polynomiale de degré m et

p = gp" avec g € LP(Q), ot (p,m) vérifie les conditions (0.0.25), alors ¢ € C*() pour un
certain a €)0, 1] et ¢ est une solution du probléme de Dirichlet (0.0.28).

Si de plus G(z,0) = 0 dans Q2 et G vérifie (H3), ¢ est une solution non triviale c’est-a-dire
v < 0 dans €.

Ici G est a croissance polynomiale de degré m signifie qu’il existe une constante My > 0
telle que pour p-p.p. z € Q et tout t <0, on a

Gz, t) < Molt]™.

Idée de la preuve :

La preuve du Théoreme utilise une méthode variationnelle mais tout d’abord on doit montrer
que sous les conditions (HO), (H1) et (H2), la fonctionnelle ®¢ , est bien définie sur &, (Q2) et
est semi-continue inférieurement sur chaque ensemble

£,(2,C) == {0 € £,(Q); 0 < En(¢) < C},
avec C' > 0 et qu'il existe des constantes ey > 0 et Cy > 0 telles que pour tout ¢ € & (),
(OO29> (I)G,,u((b> Z €0 Em((b) — Co.

En particulier @4, est minoré.
On remarque que l'inégalité (0.0.29) signifie par définition que la fonctionnelle @, est
coercive.
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Ensuite, on montre qu’il existe une constante C' > 1 telle que

inf{®g ,(¢); ¢ € EL(N)} = inf{®e,(¢); ¢ € EL(Q,C)}-

Puisque la fonctionnelle ®¢ , est semi-continue inférieurement sur I'ensemble compact &L (2, C),
elle atteint son minimum en un certain ¢ € &L (Q, C).

Du coup, comme dans la preuve du Théoreme 0.0.6, on en déduit que ¢ est un point critique
de ®¢ , c’est-a-dire que ¢ est une solution de I’équation

(dd°u)™ N "™ = G(-, u) .

Lorsque G(z,0) = 0 dans €2, on montre que la condition (H3) implique que ¢ # 0 dans
Q. Plus précisément on montre que la condition (H3) implique que l'infimum de ®¢, est
strictement négatif.

Pour prouver que ¢ est Holder continue et ¢ = 0 dans 02 lorsque ) est strictement m-
pseudoconvexe, GG est & croissance polynomiale de degré m et u = g™ avec g € LP(2) ou (p, m)
vérifie les conditions (0.0.25), on utilise le méme argument que dans la preuve du Théoreme
0.0.6.






Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notions de base en théorie du pluripotentiel

Dans cette section nous allons donner quelques notions de base de la Théorie du Pluripo-
tentiel qui nous seront utiles tout au long de cette these. Pour plus d’informations sur la théorie
du pluripotentiel voir [KI81, De89, Kol05, GZ17].

Nous entendons par domaine un ensemble non vide, ouvert et connexe.

Définition 1.1.1. Soit @ C C un domaine. Une fonction u :  — [—00,400] est sou-
sharmonique si elle est semi-continue supérieurement sur {2 et pour tout a € (2, il existe
0 < p(a) < dist(a, 00) tel que, pour tout 0 < r < p(a), on a

- 27

(1.1.1) u(a) < L /27r u(a + re')do.

On rappelle qu'une fonction u est semi-continue supérieurement ( s.c.s en abrégé ) sur {2 si
pour tout ¢ € R, les sous-ensembles de sous-niveau {u < ¢} sont des ouverts de 2.

En analyse complexe de plusieurs variables, il est bien connu que la classe des fonctions
sousharmoniques est trop grande et que la théorie classique du potentiel n’a qu’'une gamme
limitée d’applications. En conséquence, le besoin d'une sous-classe plus appropriée se fait tout
naturellement sentir. Cela a motivé la théorie des fonctions plurisousharmoniques et la Théorie
du Pluripotentiel.

En Théorie du Pluripotentiel on étudie donc une classe plus restreinte de fonctions sou-
sharmoniques dont la composition avec des applications biholomorphes sont sousharmoniques.
Cette classe est précisément la classe des fonctions plurisousharmoniques définies comme suit :

Définition 1.1.2. Soit Q2 un domaine de C". Une fonction u :  — [—00,4+00] est plurisou-
sharmonique ( psh en abrégé ) si elle est semi-continue supérieurement et pour toute droite
complexe A C C", la restriction u|yng est sousharmonique sur 2 N A. C’est-a-dire pour chaque
point a € Q et chaque £ € C" \ {0}, la fonction d'une variable complexe ug : 7 — u(a + 7€) est
sousharmonique sur 'ensemble ouvert Q¢ := {7 € C; a + 7§ € Q} C C,

Cette derniere propriété peut étre reformulée comme suit : pour tout a € 2, £ € C" avec
€] =1, et r > 0 tels que B(a,r) C 2, on a

17
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(1.1.2) u(a) < 1 /27ru(a +re¢)do

— 27

Notation 1.1.3. On note PSH () le cone positif convexe de I'ensemble des fonctions psh u
sur 2 et telles que ulg Z —oc.

Nous allons commencer par donner quelques propriétés de base des fonctions plurisoushar-
moniques.

Proposition 1.1.4. (1) PSH(Q) C L} ().
(2) Siu,ve PSH(QY) alors Au+nv € PSH(Q2), VA,n > 0.

(3) Siu € PSH(Q) et x est une fonction réelle convexe croissante sur un intervalle contenant
u(QY), alors xyou € PSH(Q).

(4) Soit (u;)jen une suite décroissante de fonctions psh sur Q. Alors u := limu; est psh sur

Q.

(5) Si u € PSH(Q) alors les régularisations standards w % p. sont psh sur Q. = {z €
Q| dist(z,00) > €}, pour 0 < € < 1 et u. décroit vers u lorsque € décroit vers 0.

(6) Soit (X,T) un espace mesurable, v une mesure positive sur (X, T), et E(z,z) : Qx X —
[—00, +00[ une fonction telle que

i) pour p-p.p. © € X, z+— E(z,x) est psh sur €,

i) pour tout zy € Q, il existe r > 0 et g € L'(u) tels que pour tout z € B(zy,r) et
E(z,z) < g( ) pour p-p.p. x € X.

Alors z+— V(z fx z,x)du(x) est plurisousharmonique.

(7) Soit u une fonctzon psh sur un domaine €. Soit v une fonction psh sur un sous-domaine
relativement compact ' C Q. Siu > v sur 0SY, alors la fonction

max(u(z),v(z)], size Y,
Z'_)w(z):{u(z) siz€Q\ Y,

est plurisousharmonique sur €.

(8) Soit (u;)ier une famille de fonctions psh dans un domaine ), qui est localement uni-
formément majorée sur 1, et soit u := sup;c;u; son enveloppe supérieure. Alors la
régularisée semi-continue supérieureurement

2z u*(z) ;== limsupu(z’) € RU{—oc}

0oz —z
est plurisousharmonique sur 0 et {u < u*} est de mesure de Lebesque nulle.

Nous allons utiliser les fonctions plurisousharmoniques pour définir des domaines pseudo-
convexes.

Définition 1.1.5. Un domaine 2 C C" est dit pseudoconvexe s’il existe une fonction pluri-
sousharmonique continue ¢ sur €2 telle que {z € Q| p(2) < ¢} € Q, pour tout nombre réel
ceR.
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Un domaine 2 C C" & bord lisse 02 est dit strictement pseudoconvexe, s'il existe une
fonction strictement plurisousharmonique p de classe C*° définie au voisinage de € telle que
p < 0 dans €, p =0 dans 02 et Vp # 0.

Une classe importante de domaines pseudoconvexes est la classe des domaines hypercon-
vexes.

Définition 1.1.6. Un domaine 2 C C” est dit hyperconvexe, s’il existe une fonction plurisou-
sharmonique négative continue ¢ sur Q telle que {z € Q| ¢(z) < ¢} € Q, pour tout nombre
réel ¢ < 0.

Le triangle de Hartogs est un domaine pseudoconvexe mais pas hyperconvexe. Cependant,
Demailly a prouvé dans [De87] que tout domaine pseudoconvexe a bord Lipschitz est hyper-
convexe.

1.2 L’opérateur de Monge-Ampere complexe

Les opérateurs de différentiations extérieures d se décomposent comme suit : d = 0 + 0 et
d® = (1/2)(0 — 0), ou O et O sont les opérateurs différentiels usuels. Alors on a dd® = i00.
Pour u € PSH(2) N C?*(), on définit Popérateur de Monge-Ampere complexe comme suit :

C n C C 82u n
(ddu)" = ddu A ... \dd°u = det — | 5",
n%is 8zj@zk
ou 1= dd°|z|* = i )77, dzj A dzj est la métrique euclidienne sur C™.
Notons que " = 2"n !dV5, ou

~
n fois

dVa, = (%) dzy ANdzi A Ndz, N7,

est le volume usuel de R*" ou C".

Pour n = 1, on a dd°u = (1/2)AudV, et on sait que 'opérateur de Laplace est bien défini
pour toutes les fonctions sousharmoniques.

Pour n > 2, I'opérateur de Monge-Ampere complexe n’est pas bien défini pour toute la
classe des fonctions plurisousharmoniques. Pour définir (dd®u)™ lorsque u n’est pas réguliere,
on peut approcher u par une suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques lisses (u;)
et étudier la limite faible au sens des courants lisses (dd®u;)". Lorsque u € PSH(2) N C(£2),
la convergence des (u;) est localement uniforme et 'existence de la limite se montre grace a
'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg suivante (voir [BT82, BT87], [GZ17]) :

Proposition 1.2.1. Soient K € U &€ (), ot K est un compact et U un ouvert. Sotent u; €
PSH(Q)NLE(2), j=1,...,n. Alors il existe une constante C > 0 dépendant de K, U, telle
que

Hddcul VANPAN ddcunHK S CHulHL‘X’(U) Ce HunHLoo(U)

Cependant, lorsque u est psh et (localement) borné sur €2 mais non continue, Bedford et
Taylor [BT76, BT82] ont réussi & montrer que 'opérateur de Monge-Ampere est bien défini. Ils
définissent par récurrence le courant positif fermé :

dduy A ... N dduy, = dd°(urddus A ... A dduy,),
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ouu; € PSHQ)NLY.(),j=1,...,n.

loc

Alors pour une fonction u € PSH(2) N LS.(2), (dd°u)™ est un courant positif de bidegré
(n,n) sur  qui s’identifie & une mesure de Radon positive sur . D’apres le théoreme de
représentation classique de F. Riesz, on peut étendre cette mesure de Radon en une mesure de
Borel positive, unique et de masse localement finie, appelée mesure de Monge-Ampere complexe
de u.

De plus l'opérateur de Monge-Ampere complexe est continu pour la convergence uniforme
locale, pour la convergence monotone des suites dans PSH (Q)N L2 () et il satisfait le principe

de comparaison suivant.

Proposition 1.2.2 ([BT76]). Soient u,v € PSH(2) N L>(2) tels que pour ( € 09, on a
liminf, ,.(u—v) >0 et (dd°u)” < (dd“v)™ au sens des courants sur 2. Alors u > v sur Q.

Soit € un domaine borné de C". On définit la capacité de Bedford-Taylor [BT82], comme
suit : pour tout ensemble de Borel B C €2,

Capg(B) = sup {/B(ddcv)” L ve PSH(Q, —1<v< 0)} .

Cette capacité joue un role important dans la théorie du pluripotentiel (voir [BT82]) et d’apres
la Proposition 1.2.1, elle est finie lorsque B est relativement compact dans €.

Soit D > 0 le diametre de €2, R := D/2 et B(a, R) une boule contenant 2. On considére une
fonction test v(z) := R7?|z —al? — 1 qui est psh et bornée sur §2. Alors en utilisant la définition
de la capacité, on montre que pour tout borélien B C (2,

(1.2.1) Vol(B) < R*Capg(B),

ot Vol(B) := [5(dd|z[*)™ est & une constante multiplicative pres le volume de B sur C".

1.3 Les classes d’énergie finie

Dans cette sous-section, nous supposons que {2 € C" est hyperconvexe c’est-a-dire qu’il
admet une fonction d’exhausion plurisousharmonique négative continue. Nous allons définir
une classe importante convexe de fonctions plurisousharmoniques singulieres dans {2 adaptée a
I’approche variationnelle. Comme nous I’avons expliqué ci-dessus, 'opérateur de Monge-Ampere
(dd°-)™ est bien défini sur la classe des fonctions plurisousharmoniques localement bornées dans
Q.

Suivant Urban Cegrell [Ceg98], nous définissons la classe £°(2) comme l'ensemble des
fonctions plurisousharmoniques bornées ¢ sur ) avec une valeur au bord nulle telles que
Jo(dd°p)" < +o0. Ensuite, on définit £'(Q) comme I'ensemble des fonctions plurisousharmo-
niques u dans €2 telles qu’il existe une suite décroissante (u;);en dans la classe £9(Q) satisfaisant
u = lim; u; dans Q et sup; [, (—u;)(ddu;)" < +oo. Il est facile de voir & partir de la définition
que £1(Q) est un cone positif convexe dans L, ().

Il s’avere que l'opérateur de Monge-Ampere complexe s’étend a la classe £1(2) et est continu
pour la convergence monotone dans £'(Q2) . Si de plus u € £'(Q2), alors on a [, (—u)(ddu)"” <
+o00 (voir [Ceg98]).
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1.4 Probleme de Dirichlet

Dans cette section, nous allons énoncer quelques résultats fondamentaux sur l'existence de
solution pour le probleme de Dirichlet pour les équations de Monge-Ampeére complexes que
nous allons utiliser dans la suite.

1.4.1 Le Théoreme de CKNS

Soit 2 € C" un domaine borné strictement pseudoconvexe a bord de classe C™ c’est-a-
dire 2 admet une fonction définissante p € C*°(£2) qui est strictement plurisousharmonique
au voisinage de 2 et vérifie |[Vp|| > 0 sur 0€2. On considere le probleme de Dirichlet pour

I'opérateur de Monge-Ampere complexe suivant :

(ddu)™ = (-, u) f™ dans €,
(1.4.1) { U= dans 0f2,

ott B =dd|z|>, 1 : Q x R — RT et ¢ : 92 — R sont des fonctions lisses.

Nous aurons besoin du théoreme fondamental de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et
J. Spruck suivant (voir [CKNS85]).

Théoreme 1.4.1 ([CKNS85]). Soit @ € C" un domaine borné strictement pseudoconveze a
bord lisse. Soient p € C*(00Q) et p € C®(Q x R) telles que Opp(z,t) > 0 et » > 0 dans 2 x R.
Alors le probléme de Dirichlet (1.4.1) admet une unique solution u € PSH () N C>(£).

1.4.2 Le théoréme de sous-solution de B. Guan

Rappelons que sous la condition 2_15 > 0, Caffarelli-Kohn-Nirenberg-Spruck ont utilisé la
méthode de continuité et des estimées a priori pour prouver 'existence d’une solution unique
au probleme de Dirichlet (1.4.1).

Dans le cas général, la méthode de continuité ne s’applique pas. Cependant sous la forte
hypothese que ¥ admet une borne inférieure strictement positive, B. Guan ([Guan98]) a pu
étendre le résultat de [CKNS85] a une situation plus générale en utilisant des estimées a priori
et une méthode plus complexe, la méthode du degré topologique comme dans le cas réel (voir
[CNS84)).

Enongons le théoreme de B. Guan [Guan98, Théoreme 1.1]) que nous n’utiliserons que dans

notre application (voir Proposition 3.2.2).

Théoreme 1.4.2 ([Guan98]). Soient Q € C" un domaine borné a bord lisse et p € C*(09).
Supposons que ¢ € C>(Q x}R), ¥ > 0 dans Q x R et qu’il existe une fonction strictement
plurisousharmonique u € C*(Q) telle que (dd°u)™ > (-, u)B" dans Q et u = ¢ dans ON.

Alors le probléeme (1.4.1) admet une solution lisse u € PSH(Q2) N C>(Q) telle que u > u
dans €.

Ce théoreme ne peut pas étre appliqué pour prouver le Théoreme 3.1.1 car dans ce cas, le
second membre (—Au)" dégénere au bord puisque u = 0 dans 9€2. Nous allons démontrer au
chapitre 2, un nouveau théoreme d’existence de solution qui traite ce cas (voir Théoréme 2.1.1).
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1.5 Le probleme des valeurs propres pour les opérateurs
linéaires elliptiques

Pour démontrer le Théoreme 3.1.1 au niveau du chapitre 3, nous avons besoin de rappeler
quelques résultats de la théorie des opérateurs linéaires elliptiques du second ordre. Le lien avec
les opérateurs de type Monge-Ampere complexes est assuré par la Formule de Gaveau [Gav77]
en algebre linéaire : si b est une matrice hermitienne positive n x n, on a

(1.5.1) (det by = %inf{tr(a b): a€Mty,l,

ou H, est I’ensemble des matrices hermitiennes positives n x n telles que deta > 1.

Cette formule permet de réduire le probleme des valeurs propres pour les opérateurs de type
Monge-Ampere complexe (voir I’équation (3.1.1)) en une équation de type Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB).

Soit A(€2) I'ensemble des matrices hermitiennes positives nxn, a = (a;z)1<jr<n & coefficients
des fonctions continues sur €2 tels que deta > 1.

A chaque matrice a = (a;p)1<jk<n € A(£2), on associe 'opérateur différentiel linéaire du
second ordre

(1.5.2) L _lzn: o
o ‘T ajk@zjﬁik'

j,k=1

L’opérateur L, est elliptique et vérifie le principe du maximum. De plus la formule de Gaveau
implique que si u € C*(f2), on a ponctuellement

(1.5.3) (detup)+ = inf {Lau; ac A(Q)}

dans 2.

Suivant 'idée de Lions dans le cas réel [Lions86], nous allons montrer au chapitre 3, I'exis-
tence d’une valeur propre de 'opérateur de Monge-Ampeére complexe en utilisant les premieres
valeurs propres des opérateurs linéaires L, qui le définissent.

Pour cela nous aurons besoin du résultat classique suivant (voir [Eval(, Théoreme 6.5.2] ) :

Lemme 1.5.1. Il existe un unique couple (y1,¢1) = (11(a),¢1(a)) qui satisfait 1 > 0,¢1 €
C?*(Q) et |p1]lcoqy = 1 tel que (71, ¢1) soit une solution du probléme de Dirichlet

Loy = —m¢1f dans  Q,
(1.5.4) =0 dans 09
P <0 dans .

Le nombre 7 (a) = 1 (Lqg, Q) est appelé la premiere valeur propre de 'opérateur —L, et ¢4
est la fonction propre associée.

Nous allons utiliser les résultats suivants pour prouver 'unicité du Théoreme 3.1.1 (voir
chapitre 3).

Proposition 1.5.2 ([BNV94]). Soient a € A(Q) et v := y1(a). Alors
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1. v, est donné par la formule suivante :

(1.5.5) Yi(a) = 1(Lae, ) =sup{y > 0: 3¢ <0, L,p +ypf > 0},

o ¢ € C*(Q) et ¢ =0 dans 99,
2. si ¢ € C*(Q) est magjorée dans 2, lim sup, ¢ #(2) < 0 pour tout ( € 9 et satisfaisant
Lo¢® +10f >0 dans Q, il existe une constante 0 € R telle que ¢ = 0¢;.

Tous ces résultats sont démontrés dans [BNV94] dans le cas f = 1 dans €2, mais ils sont
toujours valables pour une densité positive générale f > 0 (voir [NP92]).
Pour appliquer ces résultats dans notre contexte, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5.3. Soient u,v € PSH(Q)NCH(Q)NC?(Q). Alors, il existe une matrice a € A(RQ)
telle que

1

[det (u;p)] " — [det(v;7)]7 = L(u —v).

Preuve. Rappelons que la fonction z — detz de classe C' sur 'espace M,, des matrices
d’ordre n et pour tout x € M,, et £ € T, M,, ~ M,,, sa dérivée est donnée par la formule

(1.5.6) D¢(det)(x) = D(det)(z) - £ = tr(27€),

ou T est la comatrice de x et 7 sa transposée.
1
Posons g(t) := [det(tu;; + (1 —t)v;z)]» pour 0 <t < 1. Alors g est différentiable dans [0, 1]
et on a

det(uso)] = et(uye)l = o) = 9(0) = [ g (0)i

En appliquant la formule (1.5.6) de la différentielle de det au point x(t) := t(u;z) + (1 —)(v;7)
avec § := (u;) — (v;z), nous obtenons

(1) = et ()] er(E (7).

Alors en posant w := u — v, on en déduit que
1 11
[det(uzp)] — [det(vp)] = ~ > agwip = Law,

ou )
1.
aj = /0 [det(z(t))]= & ,z(t)dt.
Il nous reste a montrer que a € A(S).

1 . . »
En effet, det» est une fonction concave sur I’ensemble convexe H,, des matrices hermitiennes
positives n X n (ce résultat découle de la formule de Gaveau) . Donc

1

(deta) > /01 [det ([detx(t)]%—lf(t))] " dt

- /0 1[dem(t)]%—1[det (1))~ dt.
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Il reste a calculer det Z(t). Cela se fait en se souvenant de la formule de l'inverse d’une

matrice x € H, : 7' = 72=2" et donc det & = (det z)"~!. Donc deta > 1 et a € A(Q). O

1.6 Fonctions m-sousharmoniques

Les ingrédients utilisés dans cette section sont développés dans [BI05, Lul2, Ch16a]. Soient
§2 un domaine borné de C" et m un entier fixé entre 1 et n. Soit C{, ;) 'espace des (1, 1)-formes
réelles sur C".

Définition 1.6.1. Soit o € (C?1 - On dit que la (1, 1)-forme « est m-positive au point P € Q
si
o ANBYT >0aupoint P, j=1,...,m.

On dit que a est m-positive sur 2 si elle I'est en chaque point de (2.

On définit alors le cone des (1, 1)-formes m-positives sur C™ par
O ={a€Cyy: aA gt ™A BT >0}

Le lemme suivant est une généralisation de l'inégalité de Garding (voir [Gab9]) pour les
(1,1)-formes.

Lemme 1.6.2 ([Lul2]). Soient aq,...,ay, € O,,. On note
()" AB =R, j=1,...,m.

Alors
041/\.../\Oém/\ﬁnim
Bn

Soit T' un courant de bidegré (n — k,n — k), k < m sur Q. On dit que T est m-positif si

> pi/m o plm

ar AN...ANap AT >0,

pour toutes (1, 1)-formes m-positives a, ..., ay sur .

Définition 1.6.3. Soit u : Q@ — [—o0,+oo[. On dit que u est m-sousharmonique (m-sh en
abrégé) si elle est sousharmonique et si

(1.6.1) dduNaq ... \Nap_ A" >0,

pour toutes (1, 1)-formes m-positives aq, ..., Q1.
L’inégalité (1.6.1) signifie que le courant ddu A B"~™ est m-positif.
On notera par SH,,(2) la classe des fonctions m-sousharmoniques dans €.

Puisque les fonctions m-sousharmoniques sont en particulier sousharmoniques, la classe
SH.» () jouit des propriétés basiques comme les fonctions sousharmoniques sur 2. On les
résume dans la proprosition suivante.

Proposition 1.6.4 ([BI05]).
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1) Soit w une fonction de classe C* dans €. Alors u est m-sh si et seulement si la forme
ddu est m-positive en tout point de ().

2) Siu,v € SH,(Q) alors Au+nv € SH,,(2), VA, n > 0.

3) Soit u une fonction m-sh sur Q. Considérons la suite régularisante standard par convo-
lution avec un noyau lisse u * x.. Alors, pour chaque € > 0, u. est m-sh sur . := {z €
Q: dist(z,00) > €} et u. décroit vers u lorsque € > 0 décroit vers 0.

4) Soit (u;)ier C SHpm(2) une suite localement uniformément magjorée. Alors (sup;c; u;)* €
SH.n(2), ot v* est la régularisée semi-continue supérieurement de v.

5) PSH=SH, C ... C SH, = SH.

6) Soit O # U C Q un sous-emsemble tel que OU N Q) est relativement compact dans 2.
Supposons que u € SH, (), v € SH,(U) et limsup,,_,, v(z") < u(z) pour chaque z €
oU N Q. Alors

max|u(z),v(2)], sizeU,

zr—>w(z):{u(2> st z € Q\ U,

est m-sh sur ).

Contrairement aux fonctions psh, I’exemple suivant nous montre que les fonctions m-sh ne
sont pas invariantes par les applications holomorphes.

Exemple 1.6.5. Considérons la fonction u définie par u(z) = |z > + [22|* — 3|23/?, z € C*. On
voit que u est 2-sh dans C® mais u ¢ PSH(C3).

Soit f : C*> — C3 une application holomorphe, définie par f(z) = (21, 22, v/223). Alors la
fonction u o f(2) = |z1]? + |22|* — |23]? est sousharmonique mais n’est pas 2-sh sur C3.

1.7 L’opérateur Hessien complexe

Dans cette section on utilise la méthode de Bedford et Taylor (pour les fonctions psh) pour
définir 'opérateur Hessien complexe pour des fonctions m-sousharmoniques localement bornées.

Lemme 1.7.1 ([SaAbl2]). Soient uy,...,ux (k < m) des fonctions m-sousharmoniques loca-
lement bornées sur Q2 et T un courant m-positif fermé de bidegré (n — p,n —p) (p > k). Alors
on peut définir par récurrence un courant m-positif fermé

dduy Nddug A ... N ddup AT = dd(uy - ddug A ... Addup N'T).
Le produit est symétrique; c’est-a-dire
dduy ANddug A ... Nddup AT = ddusy A ddUugy A ... AN ddugpy AT,

pour toute permutation o : {1,... . k} — {1,... k}. En particulier, la mesure Hessienne d’ordre
m de u € SH,,(2) N LS (Q) est définie par

Hyp(u) == (ddu)™ A g™

L’inégalité de Chern-Levine-Nirenberg est encore valable dans ce contexte.
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Proposition 1.7.2 (Inégalité de Chern-Levine-Nirenberg). Soient D un ouvert relativement
compact de Q) et K € D un compact de D. Il existe A > 0 tel que

et
(1.7.2) lvdduy A ... Addup, AT || g < Adflur||zoepy - - - [|ur|l 2 (D) / |o|T A P,

D
pour toute fonction m-sousharmonique v qui est intégrable par rapport au courant m-positif
fermé T de bidegré (n — p,n — p) (p < m), et toutes fonctions m-sousharmoniques uy, . .., uy
(avec k < p).

De plus l'opérateur Hessien complexe est continu pour la convergence uniforme locale et
pour la convergence monotone des suites dans SH,,,(2) N L2, (2) (voir [BI05, SaAbl12, Lulb]).

loc

Théoréme 1.7.3 ([SaAbl12]). Soient (), ..., (u)) des suites décroissantes de fonctions m-
sousharmoniques dans S0 qui convergent vers ug, ..., ur € SHp(2) N LS.(2) respectivement.

Soit T un courant m-positif fermé de bidegré (n — p,n —p) (m > p > k) sur Q. Alors
wh.ddul A ... A ddul AT — ug.ddui A ... Addup AT,
au sens des courants.

Le théoreme suivant montre que I'opérateur Hessien complexe est continue pour les limites
croissantes.

Théoréme 1.7.4 ([Lul5]). Soient {Ui}?; des suites localement uniformément bornées de fonc-

tions m-sousharmoniques dans 2 pourk = 1,...,m. Supposons que u?g Tup € SHL(Q)NLYE.(Q)
presque partout lorsque j — oo, k=1,...,m. Alors

ddwl A ... A dduly A BT — dduy A A ddu, A BT
L’opérateur Hessien complexe satisfait aussi au principe de comparaison.

Proposition 1.7.5 ([Lul5]). Soient u,v € SH,,(Q)NL.(Q) telles que limégf(u(z) —v(2)) 2 0.
z—
Alors

/{u<v}(ddcv)m AR < / (ddeu)™ A BT

{u<v}

Corollaire 1.7.6. Soient u,v € SH,,(Q)NL2.(Q) telles que (ddu)™ A "™ < (ddv)™ A B"™

loc

et liminf(u(z) —v(z)) > 0. Alors u > v sur Q.
z—002

On va utiliser les fonctions m-sousharmoniques pour définir la notion de m-hyperconvexité.

Définition 1.7.7. 1. Soit 2 un domaine borné de C”. On dit que {2 est m-hyperconvexe s’il
existe une fonction m-sousharmonique continue p : @ — R~ qui est exhaustive; c’est-a-dire
pour tout ¢ < 0, {z € Q: p(z) < c} €
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2. On dit que le domaine 2 @ C" est strictement m-pseudoconvexe si {2 admet une fonction
définissante lisse p qui est strictement m-subharmonique dans un voisinage de €2 et vérifiant
ponctuellement |Vp| > 0 sur 02 = {p = 0}. Dans ce cas on peut choisir p de sorte que

(1.7.3) (dd°p)s A "% > g™ for1 < k < m,

ponctuellement sur 2.
Lorsque m = n, on dit que 2 est strictement pseudoconvexe.

Nous renvoyons le lecteur a [ACH18] pour plus de détails sur la géométrie de ces domaines.

L’une des propriétés les plus importantes des fonctions m-sousharmoniques est la quasi-
continuité : c’est-a-dire la restriction d’une fonction m-sousharmonique au complémentaire d’un
ouvert de m-capacité arbitrairement petite, est continue. C’est ’analogue pour les fonctions
mesurables du théoreme de Lusin en théorie de la mesure (voir [Ru87]).

Définition 1.7.8. Soit £ C ) un sous-ensemble de Borel. On définit la m-capacité de E par
rapport a {2 comme suit :

Cma(E) :=sup {/ (ddu)™ ANB"™ u e SHp(Q), -1 <u< O} .
E
La m-capacité partage les mémes propriétés élémentaires que la capacité de Bedford-Taylor
(Voir [Lul5]).
Proposition 1.7.9.

(1) Cm,Q(El) < Cm7Q(E2) S7 E1 C EQ.
(2) cma(E) = lim c,o(E;) si E; T E.
Jj—+oo

(3) cma(E) <> cma(E;) avec E = U;E;.

1.8 Les classes d’énergie finie de type Cegrell

Dans cette section on suppose toujours que €2 est un domaine m-hyperconvexe de C".
Suivant Cegrell [Ceg98], on introduit quelques classes convexes de fonctions m-sousharmoniques
singulieres dans 2 adaptées a ’approche variationnelle. On va aussi donner quelques propriétés
basiques et importantes de ces classes.

Définition 1.8.1. On note £% (Q2) le cone positif convexe des fonctions négatives ¢ € SH,,(Q)N
L>(Q) telles que
/(ddc¢)m A anm < 400, Qb\dQ =0.
Q

On note &},(Q) la classe de fonctions m-sousharmoniques u dans Q telles qu'’il existe une
suite décroissante (u;)jen dans la classe £2 () vérifiant

(i) w=lim;u,,

(i) sup; [o(—u;)(ddu;)™ A "™ < +o0.

Alors on définit I'énergie des fonctions dans &} (Q) comme suit :
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Définition 1.8.2. Soit ¢ € £}(©2). On définit son m-énergie par

1

(1.8.1) Bo6) = Bnolé) = = [ (co)daoy n g,

Pour chaque constante C' > 0, on définit ’ensemble convexe
(1.82) ELQLC) = {6 € ELQ) : Eul6) < C}.

Un autre concept qui sera utile est défini pour toute fonction borélienne A localement ma-
jorée sur {2 par la formule
(1.8.3) P, (h) = Pna(h) = (sup{v € SH(Q); v < h dans Q})*,
ou * signifie la régularisation semi-continue supérieurement.

S'il existe vy € SH,,(2) tel que vy < h dans Q, alors P, o(h) € SH,(Q) et vy < Pal(h)
dans Q. La fonction P,,(h) est appelée I’enveloppe m-sousharmonique de h dans €.

Cette construction est classique en Analyse Convexe ainsi qu’en Théorie du Potentiel. Elle
a été utilisée plus tot dans la théorie du Pluripotentiel par J. Siciak (voir [Si81] et les références
qu'il contient) et considérée dans ce contexte par C.H. Lu (voir [Lul5]).

Un cas particulier de cette construction qui a été étudié dans ce contexte par C.H. Lu dans
[Lulb] (voir aussi [SaAb13]) est la fonction dite extrémale définie comme suit.

Soit K C () un ensemble compact. La fonction extrémale relative m-sousharmonique du
condensateur (K<) est définie par

(1.84)  hg = hxo = Pn(—1x) = <sup{v € SHm(); v <0, et v < —1dans K})
Les propriétés la fonction extrémale sont résumées dans le lemmme suivant.

Lemme 1.8.3 ([Lulb]). Soit Q € Q un domaine borné m-hyperconvexe et K C § un sous-
ensemble compact non m-polaire.

Alors on a les propriétés suivantes :

(1) hg € SH, () et —1 < hg <0 dans Q;

(2) hxg = —1 quasi-partout dans K, cela qui signifie que hxy = —1 sur K\ F ou E C Q est
un ensemble de Borel de m-capacité nulle;

(3) (dd°hg)™ A" =0 dans Q\ K ;

(4) pour tout ¢ € 0, lim,_,c hx(z) =0;

(5) La capacité du condensateur (K,€2) est donnée par la formule

(1.8.5) (K, Q) = /Q (dd°hi)™ A B = B (hig).

La derniere égalité dans formule (1.8.5) vient du fait que la mesure vk := (dd°hg)™ A "™
est de support K et hx = —1 quasi-partout dans K, donc vg-p.p. dans K.

Si de plus h < 0 et qu'il existe vy € &£} (Q) tel que vy < h dans Q alors P, o(h) € EL(Q).
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L’opérateur P,, joue un role fondamental dans l’approche variationnelle. Ceci a été mis
en évidence dans [BBGZ13] pour les équations de Monge-Ampere complexe et étendu aux
équations Hessiennes dans [Lul5].

Lemme 1.8.4. On a les propriétés suivantes.

(1) La fonctionnelle E,, est Gateaux différentiable et —E,, est une primitive de ['opérateur
Hessien compleze c¢’est-a-dire pour tout chemin lisse t — ¢; dans EL () défini sur un intervalle
ICR,ona

(1.8.6) %Em(@) = /Q(—q'at)(dd%t)m ARt el

En particulier si u,v € E}(Q) et u < v, on a E,,(v) < Ep,(u).
(2) On a aussi

& Iy c o \m n—m
GBnlo) = [ (<o ap

+ m/ ddy N d°dy A (ddg)™ P AR e .
Q

En particulier, pour tous u,v € EL(Q), la fonction t — E,,((1 — t)u + tv) est conveze dans
0, 1].

(3) La fonctionnelle E,, : E}(Q) — RT est semi-continue inférieurement sur £} (Q) pour
la topologie L;, ().

(4) Pour tout C > 0, l’ensemble E} (Q, C) est compacte pour la topologie L}, ().

1.9 Théoremes de stabilité

Pour faire marcher ’approche variationnelle, on introduit une deuxieme fonctionnelle as-
sociée a une mesure de Borel p qui est définie par la formule suivante :

(1.9.1) 1(6) = Toym(@) = —— / (—o)™du, &€ EL(Q).

m+ 1
Pour étudier les propriétés de continuité de la fonctionnelle I, , o, nous allons considérer
une classe plus spéciale de mesures de Borel introduites dans [Kol98] et utilisées dans [CZ23)].
La définition suivante a été introduite dans [CZ23] suivant une terminologie classique en
Théorie du Potentiel (voir [Pol6]).

Définition 1.9.1. 1) Une mesure de Borel positive sur 2 est dite diffuse par rapport a la
capacité ¢, = ¢, s'il existe une fonction croissante continue I' : R™ — R* telle que I'(0) = 0
et pour tout sous-ensemble compact K C €2 on a

(1.9.2) u(K) < D(en(K)).

Dans ce cas on dit que p est ['-diffuse par rapport a c,,.

2) Une mesure de Borel positive sur 2 est dite fortement I'-diffuse par rapport a la capacité
¢m s elle est [-diffuse avec I'(t) = t7y(t), ou v est une fonction croissante continue vérifiant la
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condition de type Dini suivante

(1.9.3) /Oy(t)iﬂ /Oml)m@<+oo

4 t + tm t

La notion de domination par la capacité a été considée en premier dans [Kol98] lorsque
m=n.

On note M,,,(€2, ') 'ensemble des mesures de Borel positives p sur €2 de masse finie forte-
ment ['-diffuses.

Donnons quelques exemples (voir [CZ23]).

Exemple 1.9.2. 1. Soient 0 < g € LP(Q2) avec p > n/m et u = gdVs,. Alors d’apreés un
résultat de Dinew-Kolodziej [DK14], u € M,,,(Q, ") pour une fonction I' définie par I'(t) = At™
avec T > 1, qui vérifie évidemment la condition de Dini (1.9.3) (voir aussi [CZ23, Exemple 3.4]).

2. Soit p une mesure de Borel positive telle qu’il existe ¢ € SH,,(2) NC*(2), 0 < a <1
avec ¢ = 0 dans 02 et que 1 < (ddp)™ A "™ au sens des mesures sur 2. Alors p € M,,(Q2,T)
pour une fonction I' définie par T'(t) = At™ avec 7 > 1, ce qui satisfait la condition de Dini
(1.9.3) (voir [CZ23, Corollaire 4.1]).

Nous aurons besoin du théoreme de stabilité faible suivant ([CZ23, Theorem 3.11]).

Théoréme 1.9.3. Soit p € M,,(Q,T) avec T' qui vérifie la condition de Dini (1.9.3). Soient
u, v € SH,, () N L*X(Q) tels que liminf,cpo(u —v)(2) >0 et

(dd“u)™ A 5" < p,

au sens des courants sur §2.

Alors
sgp(v —u)y < Bh(flv—u)|m )

ot |[(v—u)yllm = [o(v—u)Pdu, B = B(m,vy,n(Q)) > 0 est une constante uniforme et h est
une fonction continue dans Rt telle que h(0) = 0 qui dépend seulement de p et T.

Egalement nous aurons besoin du résultat suivant qui est une conséquence d’une combinai-
son du Théoréme 1 et du Théoreme 2.2 dans [CZ23].

Théoréme 1.9.4. Soit p € M,,,(Q,T") avec I' qui vérifie la condition de Dini (1.9.3). Alors
pour tout A > 0, il existe C,, = C(m,Q, A) > 0 tel que pour tous u,v € E}(Q, A), on a

(1.9.4) / lu — o™ du < C’miz(/ lu — v|m+1dV2n>,
Q Q

ol h = hr est continue dans R avec h(0) = 0.






Chapitre 2

Probleme de Dirichlet pour les
équations de Monge-Ampere complexes

Le contenu de ce chapitre est la section 3 de 'article [BaZe23a]. Ici on démontre un nouveau
théoreme d’existence de solutions pour un cas spécial d’équations de Monge-Ampere complexes
dégénérées que l'on utilisera pour démontrer les résultats principaux du chapitre 3. Pour cela,
on va établir de nouvelles estimées a priori du gradient et du laplacien de telles solutions en
utilisant les méthodes et les résultats de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck
[CKNS85] et de B. Guan [Guan9g].

2.1 Introduction

Soit 2 € C" un domaine borné a bord lisse et ¥ :  x R — R* une fonction lisse sur 2 x R
et ¢ > 0.

On considere le probleme de Dirichlet pour 'opérateur de Monge-Ampere complexe :

(dd°u)” = (-, u)f™ dans  Q,
(2.1.1) { u=>0 dans 0f),

ot 3 est la forme de Kihler standard sur C" et u € P(Q) := PSH(Q) N C%(Q) N C%N) est la

fonction inconnue.

Comme nous l'avons déja dit, le probleme (2.1.1) a été résolu par L. Caffarelli, J. J. Kohn, L.
Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] lorsque € € C™ est un doamine borné strictement pseudocon-
vexe de C™, sous ’hypothese % > 0 et certaines conditions sur la fagon dont 1 dégénere pres du
bord 0f2. Plus tard ce résultat a été étendu par B. Guan [Guan98] et B. Guan et Q. Li [GL10]
a une situation plus générale dans le cas non dégénéré sur un domaine général (domaine borné
a bord lisse), en supposant I’existence d’une sous-solution strictement plurisousharmonique.

Cependant ces résultats ne s’appliquent pas dans le cas des probléemes que nous considérons
au niveau du chapitre 3. Alors, en utilisant les idées de [CKNS85], nous sommes en mesure de
prouver un nouveau théoreme d’existence pour de telles équations sous I’hypothese de 'existence
d’une sous-solution et d’une sursolution par application de la méthode du point fixe.

On dit que u € P(Q2) est une sous-solution de (2.1.1) si elle satisfait

32
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(2.1.2) { (dd°u)™ > (z,u)B8" dans €,

u =10 dans 0f).
De plus une sous-solution u est dite sous-solution stricte si
(2.13) (dd°u)" > (¥(=,u) + €) 8" dans

ol €0 > 0.
On dit aussi que 4 € PSH(2) N C°(Q) est une sursolution de (2.1.1), si elle satisfait

(2.1.4) { (dd“u)" < ¢(z,u)B" dans

u=0 dans 0.

L’inégalité différentielle est entendue ici au sens des courants sur ).
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoreme 2.1.1. Soit 2 € C" un domaine borné strictement pseudoconvezre a bord lisse,
0 SQﬁ € C®(Q xR) et g—f < 0 dans Q2x] — 00, 0].

Supposons les conditions suivantes :

(1) si ¢ > 0 dans Qx] — 00,0], le probléme de Dirichlet (2.1.1) admet une sous-solution
u€ PSH(Q)NC>®(Q);

(2) sip >0 dans Qx| — 00,0] et 1 > 0 dans Qx| — o0, 0[, le probléme de Dirichlet (2.1.1)

admet une sous-solution stricte u € PSH(Q) N C>®(Q) ;

(3) le probléeme de Dirichlet (2.1.1) admet une sursolution i € PSH(Q) N C°(Q) telle que
u<u <0 surf.

Alors le probléme de Dirichlet (2.1.1) admet une solution u € PSH(Q) N C>®(Q) N CV1(Q)
telle que u < u < u sur €.

L’idée de la preuve est la suivante. Lorsque ¢ > 0 dans Qx| — 0o, 0], on montre en utilisant

le Théoreme 1.4.1 que pour tout v € PSH(2) N C*(Q2), le probleme de Dirichlet suivant

{ (dd°u)™ = (-, v)p" dans €,

(2.1.5) u=>0 dans 0f),

admet une unique solution v = T'(v) € PSH(2) N C*>(Q).

La solution du probléme de Dirichlet (2.1.1) est un point fixe pour 'inverse T' de I'opérateur
de Monge-Ampere. Nous allons utiliser une méthode itérative pour trouver un point fixe
de T'. Nous devons ensuite établir des estimées a priori pour controler le processus d’itération.
C’est cela que nous allons faire dans les trois premieres sous-sections de la section suivante.

2.2 Les estimées a priori

Dans cette section, nous supposons les conditions suivantes.

1. Q est un domaine borné strictement pseudoconvexe a bord lisse de C" et p est une fonction
définissante lisse de 2 telle que dd®p > 3 = dd®|z|*;

2. 1 > 0 et lisse dans Q2x] — 00, 0] ;
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2.2.1 Les estimées du gradient

Soit ¢ € CY(Q) une fonction fixée telle que ¢ < 0 sur Q.

Proposition 2.2.1. Soit v € PSH(Q) N CH Q) telle que v < ¢ sur Q. Soit uw € PSH(Q) N
C3(Q) N CL(Q) une solution du probléme de Dirichlet (2.1.5).
Alors on a l’estimée suivante

supg [Vo|?

C
9 + 1,

sup |[Vul? < sup |Vu|? +
Q o0

ot Cy dépend de L := ||V pl|co@), Co := supg(ul+|p|), My := supq |[v], K := le/”HCl(QX[,MmOD
et Mo = Ming y [z, — A Yl >0, ou Qy dépend de Cy, K; et Ay := ming, |¢|.

Preuve. On pose ® = [Vul* = 37 |u,[?, olt u, représente la dérivée partielle de u suivant
la direction z,.

On considere la fonction )

G(z) :==log ®(2) + % + Bp

définie et continue sur 2. Ici B est une constante positive que 1'on spécifiera plus tard. Le
maximum de G sur € est atteint en un point z que I'on peut supposer étre a l'intérieur (sinon
la preuve est finie).

Si ®(zg) < 1, alors pour tout z € Q, G(z9) < CZ, donc G(z) < CZ, ce qui donne la borne
supérieure ®(z) < eC3+BC qur Q.

On peut donc supposer que ®(z5) > 1. Désormais, nous allons effectuer nos calculs au point
29 € §) et nous pouvons supposer que la matrice (u;;) est diagonale. D’apres le principe du
maximum on a, pour tous 1 < p,q < n,

d
osz:5p+uup+Bpp,

d-

En utilisant (2.2.1), on obtient

n ) n (P P 9
023 =3 (= St )

p=1 p=1
- PP Dpp 2 2
(2.2.2) - pz;u - \uw, + Bp,|* + B + |u,|” | + nu.
Ensuite, on a
Doy = Wy (wui)y = Y u? (2Re(ujugy) + Jul” + [ugpl?)
p=1 p=1 j=1 p=1,j=1
(2.2.3) = Z u?? (ZRG(UEUJ‘W) + |ujp|2) + Z Upp-
1<p,j<n

Posons ¢(z) :=log(z,v(z)) pour z € .
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En dérivant I’équation de Monge-Ampere

log det(u;;) = log ¥ (-, v) = g,

on obtient
n
PPy . — .
E :u Uppj = Yj-
p=1

Ainsi, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

Zupﬁq)pﬁzzupﬁ‘i‘ Z upﬁ|ujp’2+2Re ( Z ngj)

p=1 1<p,j<n 1<j<n
(2.2.4) > Z uPPup|? — 2|V gV,
1<p,j<n
Nous allons estimer le premier terme du membre de droite. D’apres le principe du maximum,
voir (2.2.1),
Z UjpU + Uplps = —®(uuy, + Bpy),

1<j<n

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|©(uwy, + Bpp) + uptiyp]* < @ Z [
J

par suite, on a

uPP|up|? _ _
jzp ij > ¢ ;upp‘(p(uup + Bpy) + tptip|”

> Z upﬁ‘uup—FBppF_Qq)il Z [uy, + Bpy| |uy|

1<p<n 1<p<n
2.2.5 > uPPluw, + Bp,|? — 2Cy — 2BLO Y2,
4 P
1<p<n

ou L = supg |Vp|. D’apres (2.2.4) et (2.2.5) et le fait que ®(z9) > 1, on obtient

(2.2.6) Y WP, > Y wluny, + Bpy|t - 2071 Vg| - Ay,

1<p<n 1<p=<n
ou Al = 200 + 2BL.
Puisque g(z) = log(z,v(z)) = nlogy/"(z,v(2))), on a
Vg =n [V (o) + (@) 0) Vo] g7 w)

et par suite
Vgl < nky (14 Vo)1),

ol K; est une borne supérieure de la norme C! de '/ sur  x [— M, 0].
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D’apres I'inégalité arithmético-géométrique, on observe que
D > (e 0)

1<p<n

Ce qui avec (2.2.2) donnent

(2.2.7) 0> (B —-2K)) Zupﬁ — 2K ® YVl (- v) — Ay + Z uPP |, |2,

p=1 1<p<n

ou A2 = A1 + nC’O.
Nous allons poser B = 1 + 2K;(1 4+ ¢“*1), et ensuite considérer deux cas.

Premier cas : p(z) > —B~!. On pose

By = ¢ G2 sup(1 + [Vo]?).
9!

Si @(z9) < max(Bj, 1) on a

2
G(z) < G(z) < max(log By,0) + % < max(log(1 + sup [Vv|?) — 2, C}),
Q

donc pour tout z € €,

u(z)*

log &(2) < G(z) — —;

— Bp < max(log(1 + sup [Vo]*) — 1,C§ + 1),
Q

et on en déduit ’estimée recherchée.
On rappelle que II;<p<,u? = (-, v).
Si @(z9) > max(By, 1), d’apres I'inégalité arithmético-géométrique, on a

20K O 2Vl v) < 20k eSOy (L v) < (B - 2K, — 1) Y u.
D’apres (2.2.7), il s’en suit que
(2.2.8) 0> Zupp Ayt ) uPluy.

1<p<n

Done 37, oo, u?? < Ay.
Maintenant, rappelons 'inégalité élémentaire suivante : pour 0 < A\; < --- < \,, on a

(229) Z )\ <7’L H1<j<n (Z )\ ) _ .

1<j<n 1<j<n

En appliquant cette inégalité avec \; = u;;, on en déduit que ZZ=1 Uy < Az = nAyK.

Puisque 0 < u,p, il s’ensuit que u,; < Aj, donc u”? > A;'. En introduisant cela dans (2.2.8)
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on obtient ® < A, := Ay A3 comme souhaité.

Deuxiéme cas : p(z) < —B~!. Observons que € := {z € Q; p(20) < =B~} € Q, 29 € Q.
De la continuité de ¢ et du fait que ¢ < 0 sur €2, on en déduit que ¢(zy) < —Aj := maxg, ¢ < 0.
Donc v(zg) < ¢(z0) < —Ap < 0.

Puisque z € Qo, —My < v(z) < —Ag et ¥ > 0 dans Qx| — My, 0[, on a alors

" (z0,0(20)) 2 mo = min  P"(2,1) > 0.
Qox[fMo,on]

Si ®(zy) < e~%~B% sup |Vol? alors on a pour tout z € Q,

log®(z) = G(z)—

— Bp(z) < G(z) -

UQ(;O) + Bp(20) — Bp(z)

—C2/2 —1— B(Cy + p(2)) + logsup |Vvl|?
—1 + logsup |Vv|?,

IN

log ®(z9) +

IAINA

ce qui prouve l'estimée recherchée.
. (2 _
Si ®(z9) > e~ %" B%sup |Vou|? , on a

@‘1/2(z0)|Vv(z0)|¢_1/”(z0, v(2)) < m51603/2+300/2 =: As,

et d’apres (2.2.7), il s’en suit que
0> (B—2K)> u?—Ag+ > ulu,|* > u? — Ag+ > uP|u, |,
p=1 p=1 p=1 p=1

puisque B —2K; > 1, ou Ag := Ay +2nK; As. Le méme raisonnement qu’au premier cas donne
I'estimée souhaitée. O

L’estimée a priori de la Proposition 2.2.1 peut étre améliorée pour un point fixe de ’opérateur
T.

Corollaire 2.2.2. Soit u € PSH(2) N C3(2) N CYQ) une solution de I’équation de Monge-
Ampére complexe

(dd°u)"™ = (-, u)B"
telle que u < 0 dans Q.
Alors on a l'estimée suivante

sup |Vul® < sup |Vul* + C,
0 20

ou Cy dépend de L := ||pl¢o1(qy, Co :=supg(|u| + |p]) et de Ky = ||| or@x—co.0)-

Il est important de noter qu’ici la constante C est indépendante de la borne inférieure de
1.

Preuve. On va utiliser les mémes notations que dans la preuve de la Proposition 2.2.1.
Lorsque v = u, dans la preuve de la Proposition 2.2.1, on obtient ® = |Vv|? et alors I'inégalité
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(2.2.7) devient
(2.2.10) 0> (B—2K1)Y u” = 20Ky /" (u) — Ay + Y uPluy|’.
p=1 1<p<n
D’apres cette inégalité et le fait que )/ uPP > ny)~ Un(.,u), on en déduit que
0> Zupp As + Z uPP|u,|?,
1<p<n

si on pose B = 4K; + 1. La conclusion s’en déduit de la méme maniere. O

2.2.2 Les estimées du laplacien

On fixe une fonction v € PSH(Q2) N C%(Q).

Proposition 2.2.3. Soit u € PSH(Q)NC*(Q) N C2%(Q) une solution du probléme de Dirichlet
(2.1.5).

Alors, on a l'estimée suivante

1 YVoull? A
SupAu<supAu+ +H UH + supgp Av

+ Cy,
Q 0 2 ?

ou Cy dépend de r := supg, |z|, Co := supgq |u|, My := supg |v|, C1 = supg(|Vu|) et de Ky :=
19" || o1 @ax - ao 01

Preuve. Considérons la fonction H(z) = log(Au) + b||z||? lisse sur € et continue sur 2.
Alors H atteint son maximum sur €2 en un point zy € Q. Si 2y € 9Q alors, on a I’estimée
souhaitée immédiatement.

Supposons alors que zy € 2. Nous allons effectuer nos calculs au point 2, et nous pouvons
aussi supposer que (u;;(20)) est diagonale. Alors, d’apres le principe du maximum, on a pour
tous 1 < p,qg < n,

OH (Au)

0= 0z, = Hy= Aup—'—bzp
P
OH Au),
(2.2.11) 0= =H;= (Az)q + bz,
q

En utilisant (2.2.11), on a
~ (Au)pp _ [(Au)yf?
0> uPHpy = upp( pp— PL4 b
St =3 S0

- 5 (((Au)yp 2 2
(2.2.12) = pz:;upp (A—upp —br +b).
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En dérivant deux fois I’équation de Monge-Ampere

(det(u;;)) ™ = v (-, 0)" = g, v),

on obtient, en utilisant la convention de sommation,
=1 ..0q —
noguTtUpgi = g5 + Gy,

n’zguklukrjupqumj + n’lg(um)jumj + n’lgumumﬁ = 2Re(gy;v3) + guv;5 + Goo|V5]* + 9i5-

Si D est un opérateur de dérivée partielle alors Du*? = — Py Dy »i- Puisque u;; est diagonale

en zgp, on a )
Dut = uqqukkDuq,;.

En utilisant & nouveau le fait que (u;;) est diagonale en 2, on obtient

n~tguPPut|uyg;|? + ntguPPu

n_quppuqqu -

ppj La@i — PO 2R€(9vjvi) + 90V55 + 955

qui est la méme égalité que

PP
§ : W Upp;

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on remarque que

—gq Z UPPulupgs|* + g Z uPPuyi5 = n(2Re(guv7) + guvii + Guo|vj|” + 957)-
p,q=1 p=1

gZuppupm] > — A (1 + ||[Vol]* + Av),

olt [|Vol| := [|[Vvl|co@y et A1 > 0 dépends seulement de ([0 o1 (e (- 0)-
En introduisant cela dans (2.2.12) on obtient au point z,

0> (b—b*r?) Zn:upp _ AL [Vl + Av)

p=1

gAu

En choisissant b suffisamment petit (en fonction de r) on obtient au point zo,

(1 + ]| Vol|* + Av)
> pp _
0 Z gAu

Si Au(z) < e 11 4 || Vo)? + Av(z)), alors
H(z) <log(1+ ||Vo|]* + Av(z)) — 1,
donc pour tout z € €,

log Au(z) < H(2) < H(z) < log(1 + ||[Vol]* + sup Av) — 1,
0

et on en déduit 'estimée souhaitée.
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Supposons alors que Au(zy) > e~ (1+||Vv||2+Av(z)). Alors, en z, on obtient I'inégalité

n

(2.2.13) D u? < Aygh

p=1

En appliquant I'inégalité (2.2.9) avec A; := u;3, on déduit de (2.2.13) que

Au(z) < Argtg~ ™ < Ay,
ou Ay := A1 SUPgy(_cy 0] Y™, Donc pour tout z € €, on a
Au(z) < H(z) < H(z0) < A(z0) + blzo|* < Ay + br?.

Ce qui met fin a la preuve.
[

Nous allons donner une deuxieme estimation du lapacien d’un point fixe de P'opérteur T' qui
dépend de la norme C? de 1 sur Q.

Soit u une solution lisse du probleme de Monge-Ampere complexe
(ddu)™ = (z,u)p" dans ; €, u = ¢ dans ; 02,

ou 1 : xR — RT est une fonction lisse, ¢ est une fonction lisse sur 992, et u est psh dans Q.
Comme € est borné, on peut fixer une constante positive R telle que |z| < R, pour tout z € Q.
Alors on a :

Proposition 2.2.4. Soit s > n — 1 un nombre réel fizé. Alors on a l’estimée a priori suivante

sup Au < Cy(1 4 sup Au),
Q o0

ou Cy dépend seulement de s, ¢, R, Cy := supq |u|, Cy := supq |Vul, o := supgy(_c,c ¥ €t
de Yy == Supg gy cp) 1 D*Y*].

Preuve. Considérons la fonction H(z) = log(Au) + 2b||z||?> définie et lisse sur €. Ici b > 0
est une petite constante que I'on spécifiera plus tard. Supposons que H atteigne son maximum
en un certain zo € €2 (si zg est sur la bord 052, alors on a terminé). Le but est de majorer Au(z),
on peut donc supposer que Au(zp) > 1. Maintenant, nous allons effectuer nos calculs au point
2o et nous pouvons supposer que (u;;(2o)) est diagonale. Alors, par le principe du maximum on
a, pour tous 1 < p,q < n,

OH (Au),
Oza—Z:Hp: Aup+b2p
P
oOH Au)g
(2.2.14) 0=——=H;= (Algq + bz,
q
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En utilisant (2.2.14), on a

N (B l(Au),P
RS P (LT
p=1

p=1

En D ( U/)Pﬁ 2 2
pp AL +

p=1

En dérivant deux fois I’équation de Monge-Ampere complexe

(det(uz)"* = Y (-,u) = g(-,w),
et utiliser la convention de sommation, on a
s~ guP g = g5 + gutty,
3_2gukl_ukl‘jupq“qu + 57 g(u)jupgs + 57 gul g5 = 2Re(959uu5) + gutty; + Guultyl® + g
kg _

Si D est un opérateur de dérivée partielle, on a Du —up‘juleup;. Donc, en 2y (en utilisant

le fait que (u,;) est diagonale)
Du = —u%%** Du,g.

En utilisant a nouveau le fait que (u;;) est diagonale en z, on a
=2 0P, 90y, o o1 PP, 47 |2 -1, 0P 2
S guT U Upp;tegj s guru |UP!7]| +s5 gu Uppjj = 2R€(gjgu ) + Gulls; + guu'“]‘ + i3>

qui esl la méme chose que

E pp
U Uppj

Notons que

—gZu””uqqlu |2+92u%m= (2Re(g;9u17) + gutts + Guulus >+ 955).
p,q=1

2

n
3 W < 5

p,q=1

2 n

- Z [P .

p=1

71

PP PP
E :u Upp; § :u Upp;

En fixant 1 < j < n, nous affirmons que

§ PP
u uppj

On écrit z; = x; + v/ —1y;. On remarque que 2,5 = Uppz, + V' —1Uppy, s Uppe; € R, Upp,. € R.

Donc
n 2 n 2
_ PP,, _ PP,
= E U U + E U Uppy,; ,
p=1 p=1

2 n

— Z |uPPruyps]? < Agb®(Au) Z ufP.

p=1 1<p<n

(2.2.16) s

n

E pp -
u uppj

p=1

4
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n n n
PPy, |2 — PPy, )2 PP, )2
4 § [uPPupp;|” = § (WP tupps,;)” + § (WP tuppy,; ).
p=1 p=1 p=1
Donc il suffit de prouver les estimées pour les dérivées partielles réelles. Nous allons nous occuper
de la dérivée par rapport a x; car le méme argument s’applique pour la dérivée par rapport a
y;. En utilisant une idée de Pengfei Guan dans le cas réel [Guan97], on considére deux cas.

Cas 1. Supposons que les nombres uy,;, p = 1,...,n ne sont pas du méme signe. Soient I
I'ensemble des indices p tels que les ., sont positifs et I 'ensemble des indices p tels que
les upp,,; sont négatifs. Alors

2

—1¢, pp 2 _ 1 73 73
§7 (U Uppe, )" = s § u Uppe; + W Uppe

pelL pel_
2 2
-1 PPy, -1 PP,
<s E U Uppa + s E U Uppa
pely pel_
E P 2 E DD 2
< (U upﬁxj) + (u upﬁ%) )
pely pel_

ou dans la derniere ligne nous avons utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque s > n—1 >

max(Card(/y), Card(1_)).

Cas 2. Supposons que les nombres s, p = 1,...,n sont de méme signe. Sans perte de
généralité, nous supposons que u"" > uPP, pour tout 1 < p < n — 1. Alors, on a les inégalités
suivantes : Au < nu,; < nAu et par suite u™ < n(Au)~'. D’apres le principe du maximum,
on a H,, = 0. Donc

Zupmj + 4bx;Au = 0.
p=1

Puisque les Upp; SONE de méme signe, on en déduit
n
3 type, | = 4bla;|Au < 4bRAw,
p=1

donc |upp,,| < 4bRAu pour tout 1 < p < n. En utilisant cela, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et
le fait que s~' < n — 1, nous pouvons écrire

5! (upﬁupmj )2 _ (upﬁuppxj )2
n—1 n—1 2 n

= 20" [Ung, | Z U | U, | + 87 (W ™ gy )* + 57 (Z uppupm].) - Z(uppupﬁzj)Q
p=1 p=1 p=1

n n—1 2 n—1
< 2n(Au) "t (4bRAu)? Z u? 4 57! (Z uppuppzj> — z:(up’juppgcj)2
p=1

p=1 p=1

< Asb*Au Z uPP,

p=1
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L’affirmation est ainsi prouvée. On obtient alors

g Z UPPu,pi5 > —Asb®g(Au) Z uf? — As.
p=1

p=1

En introduisant cela dans (2.2.15) on obtient

4

0> (2b — 4b°R? — A,b? uPP —
( %)) p

p=1
car Au > 1. En choisissant b suffisamment petit, on obtient 0 > bZZ:1 uPP — Asg~!, ce qui
implique

(2.2.17) > < Agplgh
p=1
En appliquant I'inégalité (2.2.9) avec A; := u,;, on déduit de (2.2.17) que

Au < Appg™" ! = Agpap= =Dl < Ay

puisque s > n — 1. Cela complete la preuve. O

2.2.3 Les estimées du second ordre sur le bord

Proposition 2.2.5. Supposons que u € PSH(S2) N CH(Q) est une fonction strictement plu-

risousharmonique sur Q, w € SH(Q) N CY(Q) telles que u < w < 0 dans Q et u =w =0

dans 0SY. Soit v € PSH(Q) N C*(R) telle que v < w in Q. Alors toute solution u € PSH(2) N
CH Q) NC%*HQ) de (2.1.5) telle que u < u < w dans Q vérifie l'estimée a priori suivante

(2.2.18) sup || D?ul| < Cs,
o0

ot, C3 > 0 est une constante qui ne dépendant que de Cy := maxg{|ul, [[ullc1@), [[wlcq),

[ollery} et de [0 or@xi—co.0-

Preuve. Puisque u < u < w, on a

(2.2.19) sup |u| < Cy,
Q
et
(2.2.20) sup |Vu| < Cf,
)

ot Cy, C; qui ne dépend que de la norme C* de v et de w sur 0.
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Alors, la Proposition 2.2.1 donne une estiamtion uniforme de classe C' de u dans € :

(2.2.21) sup |Vu| < Cf,
Q

ot C{ > 0 est une constante uniforme qui dépend de [|ufl o1y, lwllcr@)s 107" lor@x—ara) €t
de ||U||01(Q)-

L’estimée C? sur le bord se fait en trois étapes.

Les estimées des dérivées du second ordre tangentielle-tangentielle et tangentielle-normale
découlent de [Guan98] (voir aussi [CKNS85]). En effet ces estimées ne dépendent pas de la
borne inférieure de ¢, mais elles dépendent de la plurisousharmonicité stricte de u et d’une
borne uniforme sur |Vu| et |Vu| pres de 0SQ.

Cependant, l'estimée des dérivées du second ordre normale-normale obtenues dans [Guan98|
dépend fortement de la borne inférieure strictement positive de 9 sur 2 x R, tandis que celle
obtenue dans [CKNS85] ne dépend pas de la borne inférieure de 1 mais utilise le fait que v est
croissante par rapport a la seconde variable.

Pour contourner cette difficulté, nous allons utiliser le fait que 0f2 est strictement pseudo-
convexe et adapter les arguments de [CKNS85] a notre cas.

Fixons un point P € 0 et soit p une fonction définissante strictement plurisousharmonique
de €. Nous pouvons supposer que P = 0 est l'origine et choisir un systeme de coordonnées
locales z = (21, -+, 2,), 2; = ©; + 1y;, (1 < j < n) autour de l'origine tel que p,, (0) = 0 pour
a < n, py,(0) =0, pg, (0) = —1 de sorte que 'axe z,, soit la direction normale intérieure a OS2
en 0. Par commodité, posons

bok—1 =T, tox =Yk, 1< Kk<n—1, toy 1 ="yn, lon=Tp.
Puisque dp ne s’annule pas pres du bord, et u = 0 dans 02, on peut écrire u comme suit
(2.2.22) u = hp,

ou h est une fonction lisse preés du bord.
Nous allons utiliser les notations classiques

ou 0%u 0%u
Up, = =y Uity — 7 s Wik i= —-
YT Oty T Ot,dty T 0207,

Puisque p = 0 dans 052, d’apres (2.2.22), on voit que u,, (0) = —h(0), et alors

(2.2.23) Utot5(0) = =g, (0)pr,e5(0), a, B < 2n.
Donc il existe une constante Cy > 0 telle que
(2.2.24) |ut,15(0)] < C, a,8 <2n—1,

ot Cy > 0 dépend seulement de la borne C' de u sur le bord, de la constante C dans (2.2.21)
et de la borne supérieure de la forme de Levi de p sur 0f2.

Pour établir les estimées
Utyz, < O, a < 2n —1,
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on procede comme dans la preuve de [CKNS85, Lemme 3.1] (voir aussi [Guan98|, p. 692-693).
Remarquons qu’ici la constante Cy dépend de la borne inférieure de dd°u (u est strictement
plurisousharmonique sur Q) et de la norme C* de ¥(-,v) mais elle ne dépend pas de la borne
inférieure de 1.

Il reste a établir 'estimée
(2.2.25) (U, (0)] < C,

pour une constante uniforme C3 > 0 qui ne dépend pas de la borne inférieure de ).

Nous allons utiliser une idée de [CKNS85] (voir p. 221) basée sur le lemme de Hopf avec les
modifications appropriées. D’apres (2.2.24) nous avons déja les estimées

ot C' > 0 est une constante uniforme qui ne dépend que de la borne C*! de u sur le bord et de
la géométrie de 0€2. Donc il suffit de montrer que

(2.2.27) 0 < Upn(0) = = (g0, (0) + 11y, (0)) < C.

En effet, en développant det(u,f)1<jr<n, O obtient
(2.2.28) det(u;(0)) = auna(0) + b,

ou
a = det(“pqm)) ‘ {1<p,q<n—1}

et b est borné d’apres (2.2.26).

Puisque det(u;j) est majoré, il nous suffit de trouver un minorant strictement positif de a,
ce qui équivaut a I'inégalité

(2229) {uaﬁ(o)}a,ﬁ<n > COIn—la

ol une constante uniforme ¢y > 0 qui ne dépend pas de la borne inférieure de .

En effet, on déduit de (2.2.23) que

(2.2.30) U3(0) = =g, (0)po5(0), a,f<n—1

Puisque v < w < 0 dans et w = 0 dans 0%, d’apres le lemme de Hopf (voir [Eval0,
Lemme 6.2]), on a

(2.2.31) Uy, (0) < w,, (0) =1 =y < 0.

Puisque 02 est strictement pseudoconvexe, d’apres (2.2.31) et (2.2.30), on a (2.2.29). La conclu-
sion s’en suit. O
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2.2.4 Les estimées a priori globales

En utilisant les résultats précédents, on déduit ici les estimées a priori globales pour les
solutions de I’équation

(2.2.32) (ddu)™ = (-, u)p".

Proposition 2.2.6. Soit ¢ : Qx] — 00,0] — R une fonction positive lisse telle que '/™ €
CHHQ x R). Soient u € C*(Q) une fonction strictement plurisousharmonique et w € SH(2) N
CL(Q) telles que u < w < 0 dans Q et u=w = 0 dans ON.

Alors, si u € PSH(Q2) N CHQ) N C*HQ) est une solution de 'équation (2.2.32) telle que
u < u<w dans €2, on a les estimées a priori suivantes :

(2.2.33) Vullco@y < Ch,
ot C1 > 0 est une constante qui ne dépend que de ||ul|c2(q), |w||crq) et de ||1/)1/”||01(QX[_M0’0})
(Mo = [[ullco@y),
et
(2.2.34) |Aul| ooy < Cs,

ot Cy > 0 est une constante qui ne dépend que de ||ul o2y, |wllor@) et de [0 o @xamp.o)-

Preuve. Puisque © < v < w < 0 dans ©, on a

(2.2.35) sup |u| < Cy := sup |u|,
Q Q
et
(2.2.36) s(;g) Vu| < C = max{sglgp V|, | Vwl|| g 0) }-

Alors, le Corollaire 2.2.2 donne une estimée C' uniform de u dans 2 :

(2.2.37) sup [Vu| < Cf,
Q

ou C] > 0 est une constante uniforme.

Alors, on peut appliquer la Proposition 2.2.5 pour obtenir une estimée uniforme de Awu sur
0L). Ainsi pour conclure il suffit d’appliquer la Proposition 2.2.3. O]

2.3 Preuve du Théoreme 2.1.1

Rappelons que nous voulons résoudre le probleme de Dirichlet suivant :

(dd°u)™ = (-, u) " dans €
(2:3.1) { u=20 dans 0.
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Comme il s’agit d’'un probleme de point fixe, nous allons utiliser une méthode itérative pour le
résoudre. Puisque ¢ peut dégénérer sur le bord 0f2, nous allons procéder en deux étapes pour
y parvenir.

Etape 1. Supposons que ¢ > 0 sur Qx| — 00, 0]. En appliquant le Théoreme 1.4.1, nous

allons construire par récurrence une suite (u;) dans PSH(2) NC™>(£2) telle que g := u et pour
chaque j € N, u;;; := T'(u;) soit 'unique solution du probleéme suivant :

(dd°ujq)™ = (-, u;) B* dans  Q
(232) { ujr1 =0 dans Of.

Alors, l'observation principale est que la suite (u;);en est croissante et satisfait u < u; <
ujy1 < u dans Q. Cela découle du principe de comparaison (Proposition 1.2.2) et du fait que ¢
est décrroissante.

En effet, pour 7 = 0, posons ug := u. Supposons que pour j € N* fixé, nous avons construit

des fonctions (uy)1<k<; dans PSH(2) N C®(Q) telles que pour 1 < k < j, on ait
(ddug)"™ = (-, up—1) f", dans Q et u, =0 dans 09,

et u <wup_1 < ug <udans .
D’apres le Théoreme 1.4.1, le probleme de Dirichlet (2.3.2) admet une unique solution

Uj+1 < PSH(Q) M COO(Q)
Puisque v < u;—1 < wu; < u dans €2 et ¥ est décroissante par rapport a la seconde variable,
on a

(dd°u)" < (-, u) B" P(-uy) B = (ddujy)"
V(- uj1) " = (dduy)"

P(-,u) " < (dd°w)", dans Q.

IA A CIA

D’apres le principe de comparaison, @ > uj11 > u; > u dans 2. Ce qui réalise la construction
de la suite par récurrence.

Puisque la suite (u;) est croissante, elle converge presque partout vers une fonction u €
PSH(Q) N L*(Q) telle que u < u < @ dans €.

Posons K := supg |[Vu;|? pour j € N; d’aprées la Proposition 2.2.1, on voit que

Kj1 <G+ 271K,

pour tout j, ou C; une constante uniforme indépendante de j. Ainsi K; < 2C, 4 K, pour tout
j, donc la suite (||[Vu;l|coq)) est bornée par une constante qui ne dépend pas de j. D’apres le
Théoreme d’Ascoli-Arzela u; — u uniformément dans Q et u € PSH(Q) N C%(Q).

De plus, en passant a la limite au sens faible dans (2.3.2), on voit que u est une solution
faible du probleme de Dirichlet (2.3.1).

Par ailleurs, les inégalités u < u; < @ sur 2, donnent

sup ([lujlloo) + VUi lleo@a)) < +oo.
J

D’apres la Proposition 2.2.1, il s’ensuit que sup; [|Vu,l|co@y < +oc. Alors, d’apres les-
timée du laplacien sur le bord (ici nous avons besoin de la borne du gradient) que la suite
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Auiiq||coaa)) est bornée. Donc il existe une constante uniforme C” > 0 telle que pour tout
g+ (09)
JeN,
IVl co@) + [[Aullco@n) < C.
En appliquant la Proposition 2.2.3 avec u = u;41 et v = u;, on voit que les constantes L; :=

| A oo () satisfont aux inégalités L;1 < Ch + 271L; pour tout j € N. Donc L; < 205 + Ly
pour tout j € N. Alors, il existe une constante uniforme C” > 0 telle que

(2.3.3) [ujllcriay < €7,

pour tout j € N, o C” ne dépend que de C’, des barrieres uniformes u et @ des u; et de la borne
supérieure de 1 sur Q x [—Mj,0] ainsi que de la borne inférieure de ¢ sur Qy x [~ My, —Ag),
cette derniere ne dépendant que de Q et 4 et de la borne supérieure de 1 sur Q x [—Mj, 0] ou
My est une borne uniforme des w; (voir Proposition 2.2.1).

En passant a la limite dans (2.3.3), on obtient |[ul|c11q) < C. Dot u € cri(Q).

Etape 2 : Maintenant, supposons que ¥ > 0, ¢» > 0 dans Qx| — 00,0[ et u une sous-
solution stricte du probleme de Dirichlet (2.1.5) c’est-a-dire qu’elle satisfait I'inégalité (2.1.3)

pour €g > 0. Pour 0 < ¢ < 1 fixé, posons . := 1 + €". Considérons alors le probleme de
Dirichlet

(ddu)™ = ¢e(-,u) " dans €
(2.3.4) { u=>0 dans 0.

Puisque ¢, > €™ > 0, nous pouvons appliquer la premiere étape pour résoudre le probleme
(2.3.4). Pour cela, nous devons construire une sous-solution u_ et une sursolution . du probleme
(2.3.4) avec u, < u. dans €.

En effet, il est facile de voir que 4. := @ une sursolution du probléeme (2.3.4) puisque
1 < .. Par stricte pseudoconvexité, le domaine 2 admet une fonction définissante lisse p
strictement plurisousharmonique telle que dd°p > 8 dans €). Pour 0 < e < 1, u_ := u + €p est
plurisousharmonique sur €2 et u + p < u. < u dans . Si de plus on pose

M = HPHCO(Q) ) HathCO(me

ou [ := [~Cy,0] et Cp := [lu+ pllco), on a
(dd°u.)" > (ddw)"™ + ™ (ddp)" > (Y(-,u) + € +™)B"
Z (¢(7Qs) _M€+€0+€n)6n Z (¢(7gs) _|_5n)ﬁn’

si on choisit € > 0 assez petit de sorte que Me < ¢.

Donc pour 0 < € < g := min{1, ¢/M}, la fonction u_ est une sous-solution du probléme
de Dirichlet (2.3.4) telle que u. < u < @ dans €.

Alors d’aprés la premiere étape, pour tout 0 < € < &, il existe u. € PSH(Q) N CH1(Q),
solution du probleme de Dirichlet (2.3.4) telle que u+ p < u+ep < u. < u dans €.

D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, on peut extraire une sous-suite (u.,) qui converge
uniformément sur Q vers une fonction v € PSH(Q) N C%(Q). Donc (ddu)" = (-, u)8"
faiblement sur et v = 0 dans 0f) c’est-a-dire que u est une solution faible du probleme de
Dirichlet (2.3.1).

Notons que pour tout € €]0, &g[, nous avons u, :=u+ p < u. < u < 0 sur Q.
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On affirme qu’il existe une constante uniforme C' > 0 indépendante de € €]0, g[ telle que

En effet, soit 0 < & < g fixé. D’apres la premiere étape, nous savons que par construction
u. est la limite d’une suite (u?);en dans PSH(Q) N C™(Q) satisfaisant 1’équation

(ddcungl)n — (w(ﬂé) + En)ﬁn,

dans 2 et u_ < ug < u dans €2 pour tout j € N.
Puisque u; := u+p < u! < u sur , pour tout € €]0, e[ et tout ;7 € N, on déduit des
estimées (2.3.3) de la premiere étape que

(2.3.6) lulll 11y < C,

ou C' > 0 est une constante indépendante de ¢, j. En passant a la limite dans (2.3.6), quand j —
+oo pour € €]0, g[ fixé, on obtient I'estimée recherchée (2.3.5), qui prouve notre affirmation.

D’apres le Théoreme d’Ascoli-Arzela, il existe une sous-suite £; — 0 telle que u; 1= ue; — u
uniformément sur Q, avec v € PSH(2) N C*(Q) et u < u < @ < 0 dans .

De plus en passant a la limite dans (2.3.5) quand € = ¢; — 0, on obtient I'estimée recherchée
[ullcriq) < C,

ce qui prouve que u € CH1(Q).
Pour prouver que u € C*(2), nous allons utiliser 1’analogue complexe de I'argument de
type Evans-Krylov.

Rappelons que pour chaque € €]0, gg[, u. € PSH(Q)NC(Q) est une solution de 'équation
de Monge-Ampere suivante

(dd°u.)" = g. " dans €, ou g¢.(z) = ¥(z,u(z)) +&".

Observons que le second membre g. de cette équation est localement uniformément minoré
dans 2 par une constante positive indépendante de ¢.

En effet, on a g.(z) > ¥(z,u(2)) > ¥(z,u(z)) > 0 dans Q puisque ¢ est croissante et
u. < @ < 0 dans Q. De plus go/™ € C%(Q)) et Hggl/"HCo,l(Q) est uniformément borné par une
constante indépendante de e €]0, ¢|.

On peut alors appliquer I’argument complexe de la théorie d’Evans-Krylov locale développé
dans [Wangl2] (voir aussi [DZZ11] et [GZ17, Théoreme 14.9]). Alors pour tout sous-domaine
Y € Q et tout a €]0, 1], il existe une constante C’ > 0 telle que pour tout € €]0, g¢],

HUEHCQ’O‘(Q’) S Cl,

ot C’ est une constante indépendante de € €]0, go[. On en déduit que u € C**(Y).

Pour montrer que u € C*°(Q2), nous allons utiliser la théorie de Schauder expliqué dans
[GZ17, Section 14.3.2]. Plus précisément 'opérateur

F(u) := det(u;z)
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est localement uniformément elliptique sur la classe des fonctions lisses u strictement plurisou-
sharmoniques sur 2.

Fixons un ensemble ouvert " € et prenons un sous-domaine ' tel que 2" € Q' € Q.
Rappelons que u € C?%()) est une solution de 1’équation suivante

F(“) =4g:= ¢('7u>’

sur €.
Puisque g € C%(Y), pour ¢ € C" fixé avec |(| = 1, les fonctions

hy . Wzt hQ) —u(z)
u'(z) = h ,

sont définies dans un voisinage V' de Q" pour |h| > 0 suffisamment petit et vérifient une équation
linéaire du second ordre uniformément elliptique L"u" = ¢g" dans V' a coefficients Holdériens et
a second membre Holdérien (voir [GZ17, Section 14.3.2], [GT98, Corollaire 6.3 ]). D’apres les
estimées a priori intérieures de Schauder dans [GT98, Corollaire 6.3], on a u" € C?*(V) avec
un controle uniforme sur sa norme C**(Q") (indépendamment de h et (). Donc u € C**(Q")
pour tout ” € Q. En itérant cet argument, nous montrons que u € C*(Q") pour tout k € N
et pour tout " € Q. On en déduit que u € C*(£2).






Chapitre 3

Probleme des valeurs propres pour les
opérateurs de type Monge-Ampere
complexe

Dans ce troisieme chapitre qui est le contenu des sections 4 et 5 de lartilcle [BaZe23a], on
va d’une part prouver en suivant la stratégie de P. L. Lions [Lions86], 'existence de la premiere
valeur propre et d’une fonction propre associée qui est plurisousharmonique avec condition
au bord de Dirichlet pour l'opérateur de Monge-Ampere complexe sur un domaine bornée
strictement pseudoconvexe de C™. On montre que la fonction propre est plurisousharmonique,
lisse de Laplacien borné dans €2 et de valeurs au bord nulle. De plus, il est unique a une constante
multiplicative positive pres.

D’autre part, on propose une approche variationnelle pluripotentielle du probleme et en
utilisant le nouveau théoreme d’existence du chapitre 2, on démontre une formule de type
quotient de Rayleigh pour la premiere valeur propre de I'opérateur de Monge-Ampere complexe.

3.1 Introduction

Soient 2 € C™ un domaine borné strictemement pseudoconvexe de C" a bord lisse 0f2 et

0< feld=N).

Notre objectif dans ce chapitre est de résoudre le probleme des valeurs propres avec condition
au bord de Dirichlet pour un opérateur de Monge-Ampere complexe .

Le probléme consiste & trouver un couple (A, u), avec A > 0 et u € PSH(Q)NC°(Q)NC*(Q)
remplissant les conditions suivantes :

(dd°u)" = (= u)"f*p" dans

(3.1.1) u=>0 dans 0N
ullco@y =1,
ot f := dd°|z|* est la forme de Kahler standard sur C". Ici, nous utilisons les opérateurs

différentiels standards d = 8 + 0 et d° := (i/2)(0 — 9) de sorte que dd® = i90.

P. L. Lions a résolu le probleme d’existence de la premiere valeur propre avec condition
au bord de type Dirichlet pour 'opérateur de Monge-Ampere réel sur un domaine borné lisse

52
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strictement convexe dans RY (voir [Lions86]). Il affirma qu’en utilisant les résultats de L.
Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85], tous ses résultats s’étendent sans
changement dans le cas de 'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Nous n’avons pas été en mesure d’appliquer directement les résultats de [CKNS85] comme
Iaffirmait Lions pour résoudre le probleme dans le cas complexe. En effet, on a affaire a des
équations de Monge-Ampere complexes avec un second membre du type ¢.(z,u) = (¢ —
Au)"f(z)" ou € > 0. Puisque ces fonctions sont décroissantes en u et 1.(z,0) = ef(2)" est
compléetement dégénérée au bord lorsque ¢ — 07, les résultats d’existence de [CKNS85] et
[Guan98| ne s’appliquent pas directement dans ce cas.

Pour contourner cette difficulté, nous allons utiliser notre nouveau théoreme d’existence
pour les équations de Monge-Ampere complexes dégénérées de ce type (voir Théoreme 2.1.1)
établi au niveau du chapitre 2. Le premier résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 3.1.1. Soient Q € C" un domaine borné strictement pseudoconveze a bord lisse et
0 < f € C®(Q) une fonction positive lisse dans €.

Alors il eziste un nombre réel A\ = A (2, f) > 0 et une fonction uy € PSH(Q)NC>®(Q) N
CY(Q) avec urllco@y = 1 tels que le couple (A1, uy) est l'unique solution du probleme des
valeurs propres (3.1.1).

Le nombre \; sera appelé la premiere valeur propre de 'opérateur de Monge-Ampere com-
plexe par rapport a la forme volume dvy := f"8" et u; est la fonction propre normalisée qui
lui est associée.

On note C1(Q) I'espace de toutes les fonctions u € C*(2) dont le laplacien Au au sens des
distributions est une fonction bornée Au € L>(2) c’est-a-dire

[ulleri@) = lullco@) + IVullco@y + [[Aul| L) < +o0.

D’apres la théorie de Calderon-Zygmund, une fonction v € C1(Q) satisfait u € W??(Q)
pour tout 1 < p < oo et d’apres la théorie des espaces de Sobolev (lemme de Morrey), il s’ensuit
que u € CH*(Q) pour tout a €]0, 1] (voir [GT98]). Notons que cette condition signifie que la
Hessienne complexe de u; est bornée dans 2.

On ne sait pas si la fonction propre u; de notre théoreme satisfait u; € C11(€Q).

D’autre part on développe une approche variationnelle générale pour le probleme de 1'exis-
tence de la premiere valeur propre pour des opérateurs de Monge-Ampere plus généraux. En
utilisant cette approche et notre nouveau théoreme d’existence, nous allons prouver une for-
mule de type quotient de Rayleigh pour la premiere valeur propre. C’est le deuxieme résultat
principal de ce chapitre.

Théoreme 3.1.2. Soient Q@ € C" un domaine borné strictement pseudoconveze a bord lisse
et 0 < f € C°(Q) une fonction positive lisse dans 2. Soit (A1, uy) la solution normalisée du
probléme des valeurs propres (3.1.1). Alors

)\n fQ ddcul) —in {fﬂ ¢) ddc¢
1 fQ n+1dyf - f ( ¢)n+1d

ou dvy = f"p".

,¢eel<9>,¢%o},
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EYQ) C PSH(RQ) est le cone positif convexe des fonctions plurisousharmoniques négatives
et d’énergie de Monge-Ampere finie dans  ( voir Section 1.3 du chapitre 1 pour la définition
précise).

3.2 L’existence de la premiere valeur propre

Dans cette section, nous allons donner la preuve du Théoreme 3.1.1, déduire quelques pro-
priétés de la premiere valeur propre et donner une application.

3.2.1 Preuve du Théoréme 3.1.1

Nous allons suivre la stratégie de P. L. Lions [Lions86].
Rappelons que pour a € A(f), la premiere valeur propre de 'opérateur — L, est donnée par
la formule

(3.2.1) Yi(a) :=sup{y>0: Jue C*(Q), u<0 et Lyu>—yuf}.
Preuve. On définit le nombre suivant :
(3.2.2) A :=1inf{y(a): a€ A(Q)}.

Suivant Lions, on considere le probleme de Dirichlet

(3.2.3) { (dd°u)™ = (1 — Au)" f"B™ dans  ,

u=0 dans 0f2,

ol A > 0 est un parametre.

Puis on introduit le nombre réel suivant :

(3.2.4) p1 :=sup{A > 0: Ju € Py(R), solution de (3.2.3)},
ou
(3.2.5) Po(Q) := {u e PSH(Q)NC*(Q) NC°(Q); uyp, = 0}

D’apres Théoreme 1.4.1, il existe ug € PSH(2) N C*°(Q2) solution du probleme (3.2.3) pour
A =0, c’est-a-dire (ddug)™ = f"B"™. Donc p; est bien défini et 0 < py < +oo.

Puisque le second membre (z,u) := (1 — Au)"f(2)" > f*(z) dans Qx| — 00, 0], on observe
que la fonction wug est sursolution du probleme de Dirichlet (3.2.3) pour tout A > 0.

La preuve se fera en plusieurs étapes.

Etape 1 : On montre que p; < Aj.
En effet, si A > 0 est tel que wuy est une solution du probleme (3.2.3), d’apres la formule
(1.5.1), on a pour tout a € A(2)



L’existence de la premiere valeur propre 55

Lou> (1= Auy)fin Q, uy < 0in Q, uy =0 on 0.
Alors A < 71(a). Par suite, on a 0 < pp < A\ < +00.
Etape 2 : Nous allons montrer que iy > HUOHE%(Q)'
En effet, si A < HuOHEé(Q), on pose C' = (1 — Mug||co@)) ™" Alors u = Cug € Po(Q) et
(dd°u)"™ = (dd°Cup)" = C™(ddup)"™ = C"™ f"p".
On a aussi

Cf— (1= u)f = ACf(||uollco@y + uo)
> 0.

Par conséquent,

(3.2.6) { (ddw)" > (1 = A)"f"p" dans

u=0 dans 0f).

En d’autres termes, u est une sous-solution du probleme (3.2.3). Puisque (1 — \u)"f"g" >
frp"™ = (ddup)™ dans €, il s’ensuit que ug est une sursolution du probleme (3.2.3) telle que
u < ug dans Q. Puisque le second membre de I’équation (3.2.3) est strictement positif, on peut
appliquer le Théoreme 2.1.1 pour conclure, c¢’est-a-dire que pour 0 < \ < HUOHE‘%(Q)’ il existe

uy € Po(2) N C=(R) solution de (3.2.3) telle que u < uy < ug dans 2. Cela prouve que tout
A< Hu0||83@), satisfait I'inégalité A < ;. Donc nous avons montré que

(3.2.7) Hungé(Q) < <A

Etpe 3 : Nous allons montrer que pour tout 0 < A < puy, le probleme (3.2.3) admet une
solution wuy.

En effet, si 0 < A\ < pq, il existe A < X < py et uy € Po(2) tels que
(ddCU)\/)n = (1 — )\/U)\/)nfnﬁn Z (1 - /\U)\/)nfnﬁn

Donc wuy est une sous-solution du probleme (3.2.3). Puisque nous savons déja que ug est une
sursolution, ’application a nouveau du Théoreme 2.1.1 donne 'existence d’une solution uy €

Po(2) du probleme (3.2.3).

Etape 4 : Nous allons montrer que |urllco@@) — +oo lorsque A — ;.

Supposons que le contraire est vrai, ¢’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que pour une sous-
suite ();) dans ]0, u;[, convergeant vers p; nous avons, |[uy,||co) < M < +oo. Alors

—MSuAj <0 in Q.
et pour tout A = A;, on a

(dduy)™ = (1 = Aup)" f"6" < (1 4+ pa M)" f" 5"
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Observons que w := (1 + p3 M) ug résout le probleme suivant

(3.2.8) { (dd°w)" = (1 + p M)" 3" dans  Q,

u=20 dans 01,

et d’apres le principe de comparaison u < uy sur €.
D’autre part, puisque
(dduy) = (1 = Auy)" f"B" > f"B8",

et w := ug résout le probleme

(3.2.9) { (dd“w)™ = frp™ dans €,

w=20 dans 012,

alors, on a uy < w sur ).
Ainsi u < uy < w < 0 sur 2. Puisque u est strictement plurisousharmonique sur €2, d’apres
la Proposition 2.2.6, il existe une constante uniforme C' > 0 telle que pour tout A = A;,

[ualleri) < C.

Par le méme raisonnement que dans la preuve du Théoreme 2.1.1 (Etape 2) basée sur I’analogue
complexe de la théorie d’Evans-Krylov, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que
pour tout ' € €, la suite {u,,} converge pour la norme C?(') vers une fonction u,, € Py(2)
solution de (3.2.3) lorsque A\; — pi1.

Comme dans la deuxieme étape, on voit que pour ¢ < ||u,, HE},(Q), C = (1= ||uw llco@) ™
et u:= Cu,, € Po(2), et on a

(dd°w)" = C™(dd"u,,)" = C™(1 = pauy, )" [ 5",

et
C(1 = ) = (1= (6 4 p1)Cup, ) = Co([lug, [l ooy + ) = 0.
Donc
(ddu)™ > (1 — (6 4+ p1)w)" f*B" dans €,
(3.2.10) { u=">0 dans 0f).

En d’autres termes, u est une sous-solution du probleme (3.2.3). Encore une fois puisque ug
est une sursolution, il découle du Théoreme 2.1.1 qu'il existe une solution uy de (3.2.3) pour
p1 <A <y + 6 et cela contredit la définition de p1. Donc , [[ux||coq) — +oo lorsque A — ;.

Etape 5 : Dans cette partie nous montrons que la famille normalisée définie pour A < 1y
par la formule suivante :
U
Uy = )
HUAHCO(Q)
converge vers une fonction ¢; € PSH(Q) N CY(Q) N C?(Q) telle que le couple (u1,¢1) est une
solution du probleme des valeurs propres (3.1.1).

En effet, pour A < py, on a

(ddvn)" = lunll gy (1 = M) S8 = (llurll gl — Ao)" 75" in .
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Donc vy résout le probleme suivant :

(ddvy)" = (||u,\||5[1)(ﬁ) — Avy)"f"p" dans
(3.2.11) vy=0 dans 0N
[vallco@) = 1.

En utilisant la fonction uy définie précédemment, on affirme qu’il existe C' > 0 et 0 < pgy < g
tels que pour ps < A < pg, on a

Cug < vy < 0 dans .

En effet, d’apres I'étape 4, il existe 0 < g < 1y tel que pour pp < A < g1y on a [[ux|[co@y > 1.
Puisque vy < 0 dans 2 et [|vs]|coq) = 1, il s’en suit que pour py < A < 1,

(||UA||53(Q) —Avy) <1+ .

En posant, C' =1+ py, on a pour pg < A < piq,

(3.2.12) { (dd°vy)" < C"f"" < (dd*(Cug))" dans — Q

vy =20 dans 0f).

D’apres le principe de comparaison, on a pour s < A < pui, Cuy < vy < 0 dans Q . Cela
juistifie notre affirmation.

Donc on a, une borne uniforme de ||[Vv,||co@aq) qui est indépendante de A €], p11[. Puisque
[vallco@@) = 1, il résulte du Corollaire 2.2.2 qu'il existe une constante C; > 0 telle que pour
tout A E]ug,ul[,

[oaller@) < G

D’apres le Théoreme d’Arzela-Ascoli, il existe une sous-suite (A;) dans |ua, p] telle que
Aj — 1 et la sous-suite (vy;) converge uniformément sur € vers une certaine fonction ¢; €
PSH(Q)NC%(Q) qui est une solution faible du probleme suivant :

(ddcwl)n = (‘Ml%)nfnﬁn n Q
(3.2.13) w1 =0 on 0f)
le1llco@) = 1.

Pour prouver que ¢; € C’LI(Q), nous allons appliquer la Proposition 2.2.6. Cela nécessite
I'existence d’une surbarriere uniforme pour tous les vy,. Pour construire cette surbarriere nous
allons utiliser la fonction ¢;.

En effet, puisque vy, — ¢; uniformément dans Q) quand j — 400, il s’ensuit qu’en chaque

point de €2,
1
—Uy;, 2 —P1 — 3

pour tout j € N suffisamment grand. Puisque ¢1]|coq) = 1, il existe 2o € Q tel que —¢1(20) =

1. Alors, il existe une boule B = B(zy,r) € 2 telle que —¢; > 2 dans B. Donc

W —

—uy, >
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dans B pour tout j assez grand. Il s’ensuit que

dans B et donc

Avy, > %f

dans B.
En résolvant le probleme de Dirichlet classique pour 'opérateur de Laplace suivant

(3.2.14) { Aw = B f0p dans

w =70 dans 0f),

o1 0 < 0z < 1 est une fonction lisse dans Q avec Supp(fp) C B et 5 = 1 dans un voisinage
de zg, on obtient alors une fonction sousharmonique lisse w telle que

< .
(3.2.15) { Aw < Avy;, dans  Q

w=wvy, =0 dans of.

Donc Cuy < vy, < w < 0 dans ) pour j assez grand.
D’apres la Proposition 2.2.6, il existe une constante positive C' > 0 telle que pour j assez
grand, on a

(3216) ||"U)\j||cl,i(Q) < C.
Rappelons que vy; est une solution de I’équation de Monge-Ampere suivante :
(dd°vy,)" = g; " dans ©Q, ol g; := ([luy,||7" = Njox,)" ™

Remarquons que le second membre g; de cette équation est localement uniformément minoré par
une constant positive indépendente de j, puisque g; > (—p1vp,)" " et vy, — o1 uniformément
dans 2 et ¢ < 0 dans 2.

De plus gjl-/n = (Jluy, |7 = Ajur,) f € COHQ) et ngl-/nHCO,l(Q) est uniformément borné par
une constante indépendante de j.

Nous pouvons a nouveau appliquer 'argument complexe de la théorie d’Evans-Krylov locale
et la théorie de Schauder comme dans la preuve du théoreme 2.1.1 (étape 2) pour conclure que
@1 € PSH(Q) N C=(Q) N CY(Q) et que le couple (u1, ;) est une solution de (3.1.1) avec
pr < Ar

Etape 6 : Ici on montre que p; > A1.
En effet, d’apres Lemme 1.5.3, il existe a € A(Q) tel que

3=

Lapr = |:det<<901)jl::)i| = —iprf.

Donc ¢ est une fonction propre de —L; associée a la valeur propre pu;. Cela implique que
p1 > yi(a) > A;. Puisque nous savons déja que py < A1, on en déduit que

1= A1
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Etape 7 : La derniére étape consiste & prouver que (1, ¢1) est unique. Soit (4, ¢) une autre
solution de (3.1.1). Toujours d’apres le Lemme 1.5.3, il existe a € A(Q) tel que Lap = —ppf,
ce qui implique que pu > A;.

On affirme qu'il existe t > 0, tel que 0 < t(—¢) < —¢; sur Q. En effet, d’apres le Lemme
de Hopf ([Eval0, Lemme 6.4.2, p. 347]) on a D,p; < 0 sur 092 (v étant le vecteur normal unité
intérieur de 0f2). Donc il existe une constante ¢y > 0 telle que

1(x) < —cod(x,00) dans €.

D’autre part, soit p une fonction définissante lisse de €); en particulier |Vp| > 0 sur 0.
Puisque ¢ = 0 sur 02, il s’ensuit que ¢ = hp sur dans un voisinage de 0f), ou h est une
fonction lisse pres de 0€2. Alors, il existe une constante ¢; > 0 telle que 0 < —¢p < ¢1(—p) sur
Q). Maintenant, il suffit d’observer que d(x, 99) est équivalent & —p(z) sur Q. En particulier, il
existe une constante ¢ > 0 telle que —p(x) < cyd(x, ) sur Q. En résumé, on a

- < Cl(_p) < Clc6d('aaQ) < 010/0061(_901)a dans Q:

ce qui prouve l'affirmation. )
Maintenant, posons to = max{t > 0: 0 < t(—p) < —p; in Q}. En appliquant encore le
Lemme 1.5.3 dans notre cas avec (i, top) et (A1, 1), on trouve a € A(S2) tel que

Lo(to — ¢1) + ptopf — A1 f = 0.

Donc

Lo(top — 1) = M1 f — ptopf
= =M f(tow — 1) + (A1 — ) ftop.

Puisque A\; < pet o < 0,0na L,(top—p1) > —A1 f(top—p1). En utilisant le fait que A\; < 7(a)
et ¢ :=top — @1 > 0, on en déduit que L,(¢) > —y1(a)pf. Comme ¢ est borné et ¢ = 0 dans
0f), d’apres la Proposition 1.5.2; il existe § € R tel que ¢ = 0¢; ou ¢; est la fonction propre
positive de 'opérateur —L,.

Ainsi soit # = 0 et on conclut, soit § > 0 et en utilisant a nouveau le Lemme de Hopf ([Eval0,
Lemme 6.4.2, p. 347]), on voit que il existe € > 0 tel que 6¢; > e(—yp) dans €, c’est-a-dire
top — o1 > e(—¢) dans Q. Mais, cela veut dire que

—p1 > (Lo +¢)(—p) dans Q
contredisant la définition de ty. Cela montre que ¢; = typ et donc u = A;. Ce qui met fin a
preuve du Théoreme 3.1.1. [

Faisons quelques remarques qui proviennent de la preuve Théoreme 3.1.1.

Remarque 3.2.1.
1. La preuve précédente donne une borne inférieure de A\; = Ai(f,2). En effet, soit uy €

PSH(2) N C*(Q) la solution de 'équation (3.2.3) pour A = 0, c’est-a-dire (dd‘ug)” = f"F"
dans Q et up = 0 dans 0€2. Alors, d’apres 'équation (3.2.7), on a

Y =
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En particulier, si €2 := B(a,

) C C™ est une boule euclidienne de rayon R > 0 alors, la premiere
valeur propre A\;(B(a, R)) = A\ (B

( R), 1) satisfait I'estimée suivante :
(3.2.17) M (B(a,R)) > R™2.

En effet, pour f = 1, la fonction uy(z) := |z — a|* — R? satisfait Pestimée (3.2.17) dans B(a, R)
et [[uollco(Ba,ry) = R*

2. Soit F': €Y — € une application biholmorphe entre domaines bornés strictement pseu-
doconvexes de C™ qui se prolonge de fagon lisse jusqu’au bord. Alors, on a

Al(f) Ql) = )‘l(f7 Q)7

ou f := |Jp[>"f o F et Jp est le jacobien de F dans €. En effet, soit (A1, 1) la solution du
probleme des valeurs propres (3.1.1) de sorte que (dd“p1)" = (—A1p1)" f"" dans €. Alors

FH((dd®p1)") = (=Aupr o F)"(f o F)"F*(B").
Puisque F*(6") = |J¢|?", alors en posant @y := @, 0 F et f := (f o F)|Jp[>", il s’ensuit que
(dd°Gr)" = (=\n)" f"B",

ce qui prouve notre affirmation.

3.2.2 Une application

Nous allons donner une autre propriété de la premiere valeur propre A; = A1(€2,1). Nous
allons considérer une fonction lisse H € C11(Q x R) vérifiant les conditions suivantes :

H(z,t) >0 pour tout (z,t) € Ox]— 00,0
(3.2.18) )
9H > _ )\, dans Qx| — 00,0],

ol A\g € R est une constante uniforme.

Soit A; la premiere valeur propre de l'opérateur de Monge-Ampere complexe avec f =
Rappelons que A; est le supremum de tous les A > 0 tels qu’il existe uy € PSH(2) N 02((2)
satisfaisant I’équation (dduy)™ = (1 — Au)" "™ avec uy = 0 dans 0f).

On veut résoudre le probleme de Dirichlet suivant.

(ddu) = H"(z,u) f" dans
(3.2.19)
u=20 dans 0f),

ouu € PSH() est la fonction inconnue.

D’apres [CKNS85], il est bien connu que le probleme (3.2.19) admet une unique solution
lisse si 0,H > 0 dans 2x] — 00, 0].

Suivant Lions [Lions86], nous allons démontrer le résultat plus général suivant.

Proposition 3.2.2. Supposons que H vérifie les hypothéses (3.2.18) pour une constante Ao <
A1. Alors le probleme de Dirichlet (3.2.19) admet une unique solution u € PSH () N C>=(12).
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Preuve. Pour montrer 'existence d’une solution, il suffit de construire une sous-solution et
d’appliquer le Théoreme 1.4.2.

Soit C' > ||H (-, 0)||coqy > 0. Puisque A\g < Ay, on peut choisir A €]Ag, A1 et définir v := Cuy,
ol uy est une solution du probleme (3.2.3). Alors on a dans €2,

[det(v;)]'/™ = C(1 - duy)
> ||H (-, 0)[lco) + Ao(—Cluy).

Par contre pour s < 0et z € (), on a
0
H(z,0) — H(z,s) = / OH (2, )t > —No(—3) = Aos.

En appliquant cette inégalité avec s = C'uy(z), on a pour tout z € Q,
C' 4+ X(=Cuy) > H(2,0) + Mo(—Cuy(z)) > H(z,Cuy(z)),

Donc Cuy, est une sous-solution du probleme (3.2.19). D’apres le théoreme 1.4.2, il s’ensuit que

le probleme (3.2.19) admet une solution u € PSH () N C>(£2).

Maintenant nous allons prouver l'unicité. Si u,v sont deux solutions du probleme (3.2.19),
d’apres le Lemme 1.5.3, on peut trouver a € A(Q2) tel que

Ly(u—wv)=H(-,u)— H(-,v) dans
(3.2.20) u—v=0 dans 02
u—v e C?(N)NCQ).

On a alors pour tout z € (2,

H(z,u(z)) = H(z,0(2)) = c(2)(u(z) = v(2)),

c(z) = i %—PS[ (z,v(z) + s(u(z) —v(z))) ds.

Posons w := u — v, alors (3.2.20) devient

(Lo —c)w=0 dans €
(3.2.21) w=0 ~ dans 0Q
w e C*(Q)NCN).

Soit ¢; > 0 une fonction propre de —L, associée a la valeur propre v; = v;(a), c’est-a-dire

Lo¢1 = —71¢1 dans Q et ¢; = 0 dans 0f).
Puisque 0;H (z,t) > — )y, il s’ensuit que ¢ > —XAg > —v;. Donc ¢; > 0 dans (2 et

(La - C)¢1 = La¢1 - C¢1
=—(m -+
<0.
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Donc l'opérateur L, — ¢ vérifie le principe du maximum (voir [BNV94], propriété (ii) page
48). Donc le probleme (3.2.21) admet une unique solution, ce qui implique que w = 0 dans €,
c’est-a-dire u = v dans (2. m

3.3 Une formule variationnelle pour )\,

Pour donner la preuve du Théoreme 3.1.2, nous allons développer une approche variation-
nelle au probleme des valeurs propres en utilisant la théorie du pluripotentiel.

3.3.1 La fonctionnelle d’énergie du Monge-Ampere

On définit la fonctionnelle d’énergie de l'opérateur de Monge-Ampere sur I'espace E(£2)
comme suit : pour tout ¢ € (),

1

(3:3.1) B(6) = = [ (~o)aror

Il a été prouvé dans [BBGZ13] dans le cadre des variétés kiahleriennes compactes que E est semi-
continue inférieurement et que —F est une primitive de I'opérateur Monge-Ampere complexe
(voir aussi [Lulb], [ACCI12] pour le cas des domaines). Plus précisément, on a :

Lemme 3.3.1. 1) Pour tout chemin lisse t — ¢; dans EY(Q) défini sur un intervalle I C R,
on a

(3.3.2) @ o) = / (—d)(dd6,)", t € I.

En particulier si u,v € EY(Q) et u < v, alors 0 < E(v) < E(u).
De plus, on a

& 7 c 1 \n
GEe) = [ (s

+ n/dgz;tAdcgbt/\(ddcgbt)”—l, tel
Q

En particulir, pour tous u,v € EY(Q), la fonction t — E((1 —t)u+tv) est convexe dans [0,1].
2) La fonctionelle E : E'(Q) — RT est semi-continue inférieurement sur E(Q) pour la
topologie Li, ().

Les estimées suivantes de la capacité des ensembles de sous-niveau des fonctions dans £(£2)
nous seront utiles (voir [CKZ05]). Il existe une constante Dy > 0 telle que pour tout ¢ € £1(Q)
et tout s > 0, on a

(333) Capq ({0 < —5}) < 2% E(0).

3.3.2 Une inégalité de type Sobolev-Poincaré non linéaire

Nous aurons besoin du résultat suivant.
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Lemme 3.3.2. Soient 0 < g € LP(Q), p > 1 une fonction densité et dV, := gB" une forme
volume sur Q. Alors, il existe une constante A = A(n, ||g|l,) > 0 telle que pour tout ¢ € EX(Q),
on a

(3.3.4) [ ornav, < ape),

De plus, pour toute suite (u;) dans E'(Q) convergeant vers u dans L}, .(Q) telle que M :=
sup; E(u;) < +o00, on a

(3.3.5) lim [ (—u,)"aV, = /(—u)"“dvg.
J—+too Jq (o)
On observe que pour n =1, E(¢) = (1/2) [(—¢)dd°¢ = (1/2)HV¢H%1(Q). Donc 'inégalité
(3.3.4) dans ce cas est I'inégalité de Poincaré pour les fonctions ¢ dans £1(Q) € Wy*(Q).

Preuve. Pour démontrer I'inégalité (3.3.4), nous aurons besoin de I’estimée suivante due a
Z. Blocki. Pour tous u,v € £°(Q) on a

(3.3.6) / (—u)™ (dd)" < (n+ 1)1 o]y / (—u)(dd“u)",

Pour démontrer I'inégalité (3.3.6), on effectue une intégration par parties n fois (voir [B193]).

D’aprés un résultat bien connu de Kotodziej [Kol03], il existe ¢o € PSH () NC°(Q) tel que
¢o = 0 dans 00 et (dd°pp)™ = gdV au sens des courants sur €.

Pour prouver l'estimée (3.3.4), il suffit de supposer que ¢ € £Y(2). Puisque

[ ornav, = [ oy

Q

on montre en utilisant (3.3.6) que

/Q (=)™ 1V, < (n+ 1)1 [ Gollerer / (—o)(dd)"

ce qui prouve lestimée (3.3.4) avec A:= (n+1)(n+1)! ||¢0||7£oo(9).

Démontrons la deuxieme propriété. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que
uj — u presque partout dans €.

Supposons d’abord que (u;) est uniformément bornée dans 2. Puisque la suite (—uj);‘;\}

converge vers (—u)" ! presque partout dans €2, alors d’apres le théoréme de convergence de
Lebesgue, on a

(3.3.7) lim [ (—u,)"gdV = /(—u)”“ng.
J—+oo o QO
On considére maintenant le cas général. Pour j,k € N, on pose h; := (—u;)", h§-k) =

(—u§k))”+1, hi= (—u)"*! et h®) = (—u®) 1 Ici u® = sup{u, —k} et ug-k) := sup{u;, —k}

pour j,k € N fixés. Ceux sont des fonctions boréliennes dans L'(2,dV,) et on a l'inégalité
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suivante :

(3.3.8)

[~

Pour £ fixé, la suite (ugk)) jen est une suite de fonctions plurisousharmoniques uniformément
bornée dans (). Alors, en appliquant la premiere étape, on voit que pour chaque k£ € N, le
deuxieme terme de (3.3.8) converge vers 0 lorsque j — +o0, tandis que le troisieme terme
converge vers 0 d’apres le théoreme de convergence monotone. Il reste a montrer que le premier
terme converge vers 0 lorsque k& — +o00, uniformément en j. En effet, pour j, k£ € N* on a les
estimées suivantes

(3.3.9) / |hy; — BV, < 2/ h;dV,,.
9 {21}

On affirme que la suite k — |, (hy>kn+1} h;dV, converge vers 0 uniformément en j lorsque
k — +oo. En effet pour 7, k fixés, on a

(3.3.10) / h;dV, = / (—uj)"*gdV
{h;>kn+1} {u;<—k}

D’autre part, étant donné un sous-ensemble de Borel B C (), d’apres le théoréme de
Kotodziej [Kol03], il existe ¢pp € PSH(2)NCY() tel que ¢ = 0 dans IQ et (dd°¢p)" = 15 gdV
au sens des courants sur ). De plus, il existe une constante uniforme Cy > 0 telle que
||¢B||TLZ°°(Q) < Col[1p9llLr(o)-

Par conséquent, comme précédemment, I'inégalité de Blocki (3.3.6) donne

/B (—uy)"gdV = / (—u)™ (dd05)" < (n+ D) |65 2nien / (—u,)(dd°u,)"

Puisque g € L'(Q2), on déduit de la continuité absolue que ||1Bg||’£p(ﬂ) = [pgPdV — 0
quand Vol(B) — 0.

Cela implique que sup;cy J(=u;)"gdV — 0 quand Vol(B) — 0. On va appliquer ce
résultat aux ensembles de Borel B := {u; < —k}. Pour estimer leurs volumes, on observe
d’abord que la capacité de Monge-Ampere de ces ensembles peut étre controlée a ’aide de
I'inégalité (3.3.3) c’est-a~dire que pour tous j,k € N, on a

Capa({u; < —k}) < 20 B(uy) < 207

- knJrl
En utilisant I'inégalité (1.2.1), on voit que pour tout k € N*,

M Dy R*"

ot — 0, lorsque k — +o0.

sup Vol({u; < —k}) <
jeN
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Cela prouve I'affirmation et complete la preuve du Lemme.

3.3.3 Une formule de type quotient de Rayleigh

Nous utilisons d’abord une approche variationnelle pour prouver le résultat suivant.

Théoréme 3.3.3. Soient @ € C" un domaine hyperconvere, 0 < g € LP(2), p > 1 une fonction
densité et dVy, := gB™ une forme volume sur §2 tels que fQ dVy, > 0. On définit le nombre réel

(3.3.11) ny = inf {fggzi

;¢€51(Q)7w#0},

0 1y(9) := 7 Jo (=)™ dVy.
Il existe une fonction w € EY(Q) telle que

3.3.12 =
( ) T T

De plus (n1,w) est une solution (faible) du probléme des valeurs propres

(ddw)™ = (—mw)"gp"™ dans
(3.3.13) w=0 dans 09
w < 0.

Preuve. Par hypothese, (2 admet une fonction d’exhaustion plurisousharmonique négative
continue p. Alors p € £1(Q) et tout w € £1(Q) tel que w < 0 satisfait [,(—w)"*'dV, > 0. En
effet, puisque fQ dV, > 0, il existe un ensemble compact K € € tel que V,(K) := fK dVy > 0.
Donc [,(—w)*'dV, > (—maxx w)" 'V, (K) > 0. Donc 7 est un nombre réel positif bien défini
et par homogénéité, on a

(3.3.14) nt =inf{E(w); w € EY(Q), I,(w) = 1}.

De plus, d’apres le Lemme 3.3.2, il existe une constante A > 0 telle que pour tout w € £1(Q)

/(—w)"“dvg < AB(w).

En particulier, on a nf > A~! > 0.
Par ailleurs, il existe, par définition, une suite minimisante (w;);ey dans () telle que
I,(w;) =1 pour tout j € N et
lim E(w;) =n{.
g Bla) =
Par construction, la suite (E(w;)) est bornée. En appliquant le Lemme 3.3.2 & la mesure
de Lebesgue My, on voit que la suite (w;);ey est bornée dans L™ (2, Ay,,). Quitte & extraire
une sous-suite, on peut supposer que (w;) converge faiblement vers w € PSH(£2) et presque
partout dans . Donc (w;) converge vers w dans L}, (). Par semi-continuité inférieure de la

loc
fonctionnelle d’énergie, il s’ensuit que w € E1(N) et E(w) < limj, 00 E(w;) = 0.
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Puisque sup; F(w;) =: C' < +00, on déduit du Lemme 3.3.2 que

(3.3.15) lim | (—w;)"™dV, = / (—w)"dV,.

j—+oo Q Q
Donc I,(w) =1 et w € EY(Q) est une fonction extrémale pour le probleme des valeurs propres,
¢’est-a~dire
o — E(w)
n =
Iy (w)

Pour prouver que (1;,w) est une solution du probléme des valeurs propres, on considére la
fonctionnelle suivante définie pour ¢ € £Y(Q), par la formule

Fy(9) := E(¢) — ni'1y(9).

On observe aussi que lorsque ¢ est lisse,

Fo(¢) = —=(dd°)" + ny'(—¢)"dV,.

Cela signifie que I'équation des valeurs propres est 1’équation d’Euler-Lagrange de la fonction-
nelle Fy, sur £(Q).

On observe comme précédemment que pour tout ¢ € E(Q) avec ¢ # 0, on a I,(¢) > 0 et

que
Fy(6) = 1,(0) (% - 'rz?) >0,

par définition de 7. Puisque F,(w) = 0, cela signifie que la fonctionnelle F, atteint son minimum
sur £1(Q) en w. Donc w est une sorte de ”point critique” de la fonctionnelle Fy,. Pour prouver
cette affirmation, on va utiliser un argument délicat qui remonte a [BBGZ13].

Fixons une ”fonction test” ¢ € £°(Q) et considérons le chemin ¢; = w + i qui appartient
A EYN) si 0 <t <1 car cest un cone positif convexe. Lorsque ¢ < 0, ce n’est plus le cas,
donc on considére son enveloppe plurisousharmonique ¢; := P(¢;) c’est-a-dire la plus grande
fonction plurisousharmonique inférieure a ¢; dans €2. Puisque pour t < 0, w < ¢y, il s’ensuit
que w < P(¢;). Donc ¢, € £1(Q) pour tout ¢ € [—1,+1] (voir [Ceg9s]).

Considérons maintenant la fonction d’une variable définie pour ¢ € [—1,+1] par
h(t) :== E o P(¢:) — 7' 1y(¢1).

Nous affirmons que la fonction h est dérivable sur [—1,+1], positive et atteint son minimum
en t = 0. En effet, observons d’abord que h(0) = 0. De plus puisque pour tout ¢ € [~1,1],
¢ < ¢p < 0 dans (2, il s’ensuit que 1,(¢:) < I,(¢¢) et que

h(t) > E(&t) - 77?[9(@3,5) = Fg(ﬁgt) >0,

pour tout ¢ € [—1, 1], ce qui prouve notre affirmation. Une propriété importante de l'opérateur
P est que pour toute courbe lisse t — ¢, dans L] (), on a :

loc

%(EOP)(%) = /Q(—@)(ddcp(sot))",
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pour tout t (voir [BBGZ13], [Lul5]).
Donc h est dérivable sur [—1,+41] et d’apres le Lemme 3.3.1, on a pour tout ¢ € [—1, 1],

W) = B 1)
= /(_Qgt)(ddc@)n*’n?/Qgt(_ﬁbt)ndv
Q Q

Puisque h atteint son minimum sur [—1,41] au point 0, il s’ensuit que h'(0) = 0, ce qui

implique l'identité suivante :
| vtaror = [ vwray,

pour tout ¢ € £°(Q). Puisque toute fonction test lisse xy dans Q peut étre écrite sous la forme
X = U1 — g, ol ¥y, 1y € E2(Q), il s’ensuit que

(dd“w)" = 7 (=w)"dV,,

au sens des courants sur €. O

3.3.4 Preuve du Théoréeme 3.1.2

Le Théoreme 3.1.2 est une conséquence immédiate du résultat suivant.

Théoréme 3.3.4. Soit dv; := f"B" une forme volume positif lisse sur Q et (A1, ¢1) la solution
lisse normalisée du probleme des valeurs propres (3.1.1) et soit (1, w) une solution faible du
probléme (3.3.13) pour g = f™.

Alors Ay = my et 1 = 0wy, ot 0 > 0 est une constante. En particulier

fﬂ g01 ddcgpl) inf {fg ddc(b
fQ —p1)"dyy B fQ( o) Hdy

Preuve. Puisque (A1, 1) est la solution du probleme des valeurs propres (3.1.1) donnée
par le Théoreme 3.1.1, il s’ensuit que

(3.3.16) A =

>¢661(Q)7¢7é0}

[=en@rey =x [ ey
Q Q
D’apres la formule (3.3.11) on voit que A\; > 7.
Montrons d’abord que 71 = A;. Pour cela nous allons raisonner par ’absurde. Supposons

que 71 < A\ = 1. I résulte de I'étape 3 de la preuve du Théoreme 3.1.1, qu’il existe u,, €
PSH(Q)NC*(Q) telle que

(dduy, )" = (1 — muy,, )" f" " dans Q et u,, =0 dans €.

De plus w; est une (sur)-solution faible du probleme (3.3.13). Nous voulons comparer u,, et w;
en appliquant le principe de comparaison.

D’abord on affirme que w; est borné dans €2 et w; = 0 dans 0€2. En effet d’apres le Lemme
3.3.2, on a Q) C L™ (), donc wy € L"(Q). Posons p := 2t > 1. Puisque f est borné
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dans (2, il s’ensuit que

Jimuwy e < [ (Cmuwgr e < nflie, [ (e < oo
Q Q Q

Cela signifie que la densité g := (—mw;)"f" € LP(Q) avec p > 1. D’apres un résultat de
Kotodziej [Kol96, Théoreme 3], il existe une unique fonction v € PSH(2) N C%(Q) telle que

(ddv)" = (—mw)" f"" sur Q et v=0 dans 0.

De plus on a aussi v € £Y(Q). Cela signifie qu’on a deux solutions faibles v, w; € £() de
I’équation de Monge-Ampere complexe

D’apres le théoreme d’unicité de Cegrell [Ceg98, Théoréme 6.2], il s’ensuit que w; = v € C°(€2)
et w1 = 0 dans 0f2. Cela prouve notre affirmation.
Maintenant on a
(ddewy)" = ()" f"8" < ¢ 5" sur ©,
o t :=mM et M := maxqgw;. De plus (dd°u,,)” > f"B" sur Q. Donc (ddw,)" < (dd“tu,, )"
sur ). Puisque tu,, = 0 = w; dans df2, d’apres le principe de comparaison, on a u = tu,, < w;
dans €.

Remarquons que

(ddw)" = t"(1—muy,)"f"8"
> " (14 (=muy,)") fB"
= ((=muw)" +t")frp".

Donc u est une sous-solution stricte et lisse du probleme (3.3.13) et w; une sursolution continue
du probleme (3.3.13) telles que v < w; dans 2. D’apres le Théoreme 2.1.1, il existe une solution
¢ € PSH(2) N CY(Q) du probleme (3.3.13) telle que u < ¢ < w; dans . Donc si 67! :=
[¢llco@y, alors (n1,0¢) est une autre solution lisse du probleme des valeurs propres (3.1.1).
D’apres la propriété d’unicité du Théoreme 3.1.1, il s’ensuit que n; = \;. Cette contradiction
conduit a la conclusion 7; = A;. Le fait que ¢; = fw, pour une constante positive § > 0 découle
de la propriété d’unicité de la Proposition 3.3.5 ci-dessous. m

Proposition 3.3.5. Soit (A1, ¢1) la solution lisse normalisée du probléme des valeurs propres
(3.1.1). Supposons que u € E*(Q) est une solution faible du probléme suivant

(ddu)™ = (=\u)"f"6™ dans  Q
(3.3.17) { u=20 dans 0f.

Alors il existe une constante positive 8 > 0 telle que u = 0.

L’idée principale de la preuve de ce résultat est due a Chinh H. Lu.

Preuve. Observons d’abord que v € PSH(2) N C*(Q)) pour un certain o €]0,1[. En effet
comme dans la preuve précédente du Théoreme 3.3.4, on voit que la densité g := (=\ju)"f" €
L'*/7(Q). Donc d’apres [Ch15] (voir aussi [GKZ08]), il existe ¢ € PSH(2) N C*(Q) tel que
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(dd°¢)™ = gp™ dans Q et ¢ = 0 dans 0N2. D’apres le théoreme d’'unicité de Cegrell pour les
solutions dans £'(2) (voir [Ceg98, Théoreme 6.2]), on a u = ¢ € PSH(Q) NCY() .
D’apres les inégalités mixtes de Monge-Ampere ([Kol03], [Din09]), on a

ddu N (ddcg01)n71 Z (-)qu)(—)\l(plf.)nilﬁn = (-)qU)Gﬁn,

faiblement sur €, ot G := (—A1)" 1 f™ est une fonction lisse dans Q.
Considérons 'opérateur linéaire elliptique du second ordre suivant

Lé = dd°6 A (dd°g1)"" /8",
Alors Loy = (—A1¢1)G, et aussi
(3.3.18) Lu > —\uG,

faiblement sur €.
Puisque —\uG € C%(Q), d’apres la théorie de Schauder, le probléme de Dirichlet suivant

(3.3.19)

Lv=—X\uG dans Q
v=20 dans 0f),

admet une solution v € C*%(Q).

En effet 'opérateur L est elliptique sur 2 et vérifie le principe du maximum [GT98, Théoréeme
3.5]. De plus l'opérateur L est localement uniformément elliptique et ses coefficients sont loca-
lement holderiens sur €2.

On peut donc appliquer 'observation de [GT98, Section 6.6]. Pour étre plus précis on peut
appliquer la méthode de Perron pour résoudre le probleme de Dirichlet (3.3.19) comme expliqué
apres I’énoncé du [GT98, Théoreme 6.11]. Remarquons en effet que u est une sous-solution de ce
probleme, donc 'enveloppe supérieure v de toutes les sous-solutions du probleme de Dirichlet
(3.3.19) est bien définie et est une sous-solution bornée telle que u < v < 0 dans . Pour
montrer que v € C%%()) est une solution du probléme de Dirichlet (3.3.19), on peut utiliser le
processus de balayage classique en utilisant les mémes arguments que dans la preuve du [GT98,
Théoreme 2.12], grace au résultat de compacité fourni par les estimées locales de Schauder du
[GT98, Corollaire 6.3].

D’apres (3.3.18), on a Lu > —\uG = Lv, donc u < v < 0 dans Q. Donc Lv > —\vG sur
Q.

En appliquant la Proposition 1.5.2, on en déduit qu’il existe # > 0 tel que v = 6¢p;. Donc
Lv = —\vG dans Q et v = 0 dans 0. D’apres (3.3.19), on en déduit que u = v, donc
u=~60p;. ]

3.3.5 La propriété de monotonie de \;({2)

Soient ' € 2 € C" deux domaines strictement bornés pseudoconvexes et 0 < f € C>().
On a alors le théoreme de comparaison suivant :

Théoréeme 3.3.6. Soit [ := fo la restriction de [ dans Q. Alors, on a

M, f) < M(&, ).
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Preuve.
Soit u € (). On note Eq(u) := ﬁ o(—u)(ddu)" et Iy :=
D’apres le Théoreme 3.3.4, il ex1st ew € ENY ) tel que

EQ/ (U},)
Toy pr(w')

D’apres le théoréme de sous-extension de [CKZ11], il existe w € £Y(Q) tel que w < w’ dans
et Eq(w) < Eg/(w'). Puisque w < w’ dans ', il s’ensuit que I ¢ (w') < Iq ¢(w), donc

7%_5_1 fQ(_u)n-‘rlfndV

)\1(9/7 fQ’) =

EQ/ (w’) EQ (W)
Ty (@) = T g(w)

D’apres le Théoréme 3.3.4 on a A (€, f') > A (Q, f). ]

D’apres l'inégalité (3.2.17) on a la borne inférieure de la premiére valeur propre suivante.

Corollaire 3.3.7. Soient Q2 € C" un domaine borné strictement pseudoconvexe et R =
diam(2)/2. Alors la premiére valeur propre Ai(2) = A\ (2, 1) satisfait l'estimée suivante :

M(Q) > R

3.4 Questions ouvertes

Probléme 1 : La solution donnée par le Théoréme 0.0.2 est-elle dans C11(Q) ?

Probleme 2 : Il serait intéressant de généraliser le Théoreme 0.0.1 et le Théoreme 0.0.2 au
cas des équations Hessiennes complexes. Pour ce faire il faudrait établir des estimées a priori
du premier et du second ordre pour les solutions de ces équations. Cela est plus délicat et fera
I'objet de notre étude ultérieurement.






Chapitre 4

Approche variationnelle aux problemes
des valeurs propres pour les opérateurs
de type Hessien complexe

Le contenu de ce quatrieme chapitre se trouve dans l'article [BaZe23b]. On utilise une
approche variationnelle pour prouver I'existence de la premiere valeur propre et d’'une fonction
propre associée qui est m-sousharmonique d’énergie finie pour les opérateurs Hessiens complexes
associés a une mesure y sur un domaine borné m-hyperconvexe de C". Sous certaines hypotheses
supplémentaires sur la mesure p, on prouve que cette fonction propre est Holder continue. De
plus, on donne des applications sur la solvabilité d’équations Hessiennes complexes dégénérées
plus générales avec un second membre qui dépend de la fonction inconnue.

4.1 Introduction

Soient 2 € C" un domaine borné dans C", u > 0 une mesure de Borel positive sur €2, de
masse positive finie 0 < p(£2) < 400 et m un entier tel que 1 < m < n.

Le probleme des valeurs propres de 'opérateur Hessien complexe associé a i consiste a
trouver un couple (A, u), ot A > 0 est une constante et u € SH,,(Q) N L>(Q), vérifiant les
propriétés suivantes :

(ddeu)™ A g™ = (=Au)™p dans €, ()
(4.1.1) u=0 dans 09, (1)
u <0 dans (.

L’équation (}) est interprétée aux sens des courants (ou des mesures de Radon) sur € (voir
chapitre 1, section 1.7) et I'identité (f1) signifie que pour tout ¢ € 99, lim,_,c u(z) = 0.

Lorsque m = 1 et u est la mesure de Lebesgue, c’est le probleme classique des valeurs
propres de 'opérateur de Laplace. Lorsque m = n et u est une forme volume lisse sur €, c’est le
probleme des valeurs propres de I'opérateur de Monge-Ampere complexe que nous avons étudié
dans [BaZe23a| et qui a fait I'objet du chapitre 3 de cette these.

Nous allons utiliser la méthode variationnelle pour résoudre ce probleme. Nous définissons
deux fonctionnelles sur le cone positif convexe £} () des fonctions m-sousharmoniques d’énergie
finie (voir chapitre 1, section 1.8).
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La premiere est la fonctionnelle d’énergie définie sur & (€2) par la formule :

1

412) B(0) = Buald) = — [ (moarom A o e EL(@),

Cette fonctionnelle (mutlipliée par le signe —) est une primitive de l'opérateur Hessien sur
EL(Q) cest-a-dire E! (¢p) = —(dd°®)™ A "™ sur £} () au sens du Lemme 1.8.4. D’apres le
Lemme 1.8.4, elle est convexe (sur des droites affines) sur ! ().

La deuxieme fonctionnelle est attachée a une mesure de Borel positive p sur €2 vérifiant la
condition d’intégrabilité suivante :

(4.1.3) EL(Q) c L™ (Q, p).

La fonctionnelle associée a u est définie par la formule suivante

1
414 In(¢) = Inum(¢) = —— [ (—¢)"*'d En ().
(1.1.9) (©) = Topnld) =~ [ (<o, o€ EL(@)
C’est encore une fonctionnelle convexe sur EL(Q) telle que I! (¢) = —(—¢)™u pour tout ¢ €

EL(Q) au sens du Lemme 1.8.4.
Cela montre que I"équation (dd°¢)™ A "™ = (—A¢)™ i est 'équation d’Euler-Lagrange de
la fonctionnelle

(4.1.5) P (0) 1= En(9) = X" Iaum(9), ¢ € £,(Q).

Lorsque (€2, p) est fixé, on écrira I,,, = Iq ;m €t @py = Do pum-
Pour énoncer nos principaux résultats, nous faisons les hypotheses suivantes.
Hypotheses (H)

e () € C" est m-hyperconvexe c’est-a-dire qu’il admet une fonction d’exhaustion m-soushar-
monique négative et continue (voir Définition 1.7.7);

e 1 est une mesure de Borel positive telle que 0 < () < 400 qui est fortement diffuse
par rapport a la m-capacité (voir Définition 1.9.1).

Un exemple important est lorsque p := gf", ot 0 < g € LP(Q) avec p > n/m et [, gB" > 0
(voir Section 1.9 pour plus d’exemples).

Voici le premier résultat de ce chapitre

Théoréme 4.1.1. Soient 2 € C" un domaine borné et p une mesure de Borel positive sur )
telles que (2, ) vérifie les hypothéses (H). Alors on a les propriétés suivantes :

(i) £,(Q) € L™, ) ;

(1) la formule

(4.1.6) AT = inf { ]f:((q‘f)) o EEL (D), 0 £ 0} :

définit un nombre réel positif \y = A (m, u, Q) >0;
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(i11) il existe une fonction uy € EL(Q) telle que uy # 0 dans Q et

(4.1.7) AT =

(1) (A, uq) est une solution de l’équation des valeurs propres () c’est-a-dire
(ddcul)m A Bn—m == (_/\lul)mM7
au sens des mesures sur §2.

(v) Si de plus Q est strictement m-pseudoconvexe, p = gp" avec g € LP(Q) et (m,p) vérifie les
conditions suivantes

(4.1.8) (n—1)/2<m<n et p>p(m,n),

ot p*(m,n) est donné par la formule (4.3.7), alors uy € C*(2) pour un certain o €]0,1[ et le
couple (A1, uy) est une solution du probléme des valeurs propres (4.1.1).

Lorsque m = n, le point (v) de ce résultat a été démontré au niveau du Chapitre 3.

Notre deuxieme résultat principal est le suivant.

Théoreme 4.1.2. Soient 2 € C" un domaine borné et p une mesure de Borel positive sur ()
telles que (), ) vérifie les hypothéses (H).
Soit f: Q2 x R — RY une fonction borélienne vérifiant les propriétés suivantes :

e pour tout t <0, f(-,t) € L®(Q, p).

e pour pu-p.p. z € , la fonction t — f(z,1) est différentiable sur | — 0o, 0[ et il existe une
constante \g < Ay telle que

O f(z,t) > —Xo, pour tout t < 0.

Alors I’équation Hessienne
(4.1.9) (dd“p)™ A B"™ = f(-,0)"p dans Q,

admet une solution @ € EL(Q).

Si de plus S est strictement m-pseudoconveze, = gB"™ avec g € LP(QY) et (m,p) qui vérifie
les conditions (4.1.8), alors le probléme de Dirichlet suivant

(dd)™ A" = f(-,@)" 1 dans Q,
(4.1.10) { =20 dans 0f),

admet une solution ¢ € SH,,(2) N C*(Q) pour un certain a €)0, 1[.

Le Théoreme 4.1.1 sera démontré dans la sections 4.3 et le Théoreme 4.1.2 dans la section
4.4.
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4.2 Les inégalités de type Sobolev-Poincaré non linéaires

Il existe plusieurs versions de ce type d’inégalités (voir [AC20] et [WZ22]). Ici, nous allons
donner différents types d’inégalités plus adaptés a notre approche.

4.2.1 Intégrabilité des potentiels d’énergie finie

Pour définir la fonctionnelle I,,, o, on considére des mesures qui vérifient la condition
d’intégrabilité (4.1.3). Pour cela on va donner des conditions suffisantes sur une mesure de
Borel p pour assurer les propriétés d’intégrabilité des fonctions de la classe &} ().

On aura besoin du résultat suivant.

Lemme 4.2.1. Soient Q € C" un domaine borné strictement m-pseudoconvexe et p une mesure
de Borel positive sur 2. Supposons qu’il ezxiste une fonction v € SH,,(2) N L>(Q) vérifiant

p < (ddv)™ A B dans Q et vjpa = 0.

Alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout ¢ € EL(Q), on a

(4.2.1) [ =orian < ap, o)

En particulier E} (Q) C L™ (Q, u).
Remarquons que pour m =1, on a

1

Ei(6) = 5 /Q (~)ddgn B = /Q a6 NG A B,

Par conséquent, 'inégalité (4.2.1) dans ce cas est I'inégalité de Poincaré classique pour les
fonctions dans £1(Q) € W, *(Q).

Preuve. Pour démontrer I'inégalité (4.2.1), on aura besoin de 'estimée suivante due a Z.
Blocki pour 'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Pour tous u,w € E2(Q) on a

422 [ CoraEen ABTT < n Dl el [ (u@Eomag

La preuve se fait en utilisant une intégration par parties m fois (voir [B193]).
Pour prouver Pestimée (4.2.1), il suffit de supposer que ¢ € £ (2). Puisqu’on a

J=ortan< [ oy iaany ng
Q Q
on déduit de (4.2.2) que
[0 e < s ) ol [ (-odado a s
Q Q

En posnat A := (m+1)(m + 1)![v[[}q). on obtient estimée (4.2.1).
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]

Nous allons étendre le résultat précédent a une classe spéciale de mesures diffuses.

Proposition 4.2.2. Soit p une mesure de Borel I'-diffuse finie, c’est-a-dire pour tout ensemble
de Borel K C (),

(4.2.3) W(K) < T(en(K, Q).

Supposons qu’il existe r > 0 tel que I' vérifie la condition d’intégrabilité suivante
pp q q

b

Alors il existe une constante C = C'(m,r, T, u(Q)) > 0 telle que pour tout ¢ € EL(Q),
[ =orin < cEnor/.
0

En particulier E} (Q) C L™(Q, u).

Preuve. L’idée de la preuve est classique (voir [BJZ05]). Soit ¢ € &L (2), alors d’apres le
principe de Cavalieri-Fubini, on a

[oranspe e [ (e < —t))t
Q 1

D’apres la propriété de domination (4.2.3), on a

400
/Q (=) dp < p(Q) +r /1 s (e ({p < —5}))ds.

D’apres [Lul5, Lemme 7.1], il existe une constante uniforme B,, > 0 telle que pour tout s > 0,

B,
—En(9),

Sm

(4.2.5) cn({¢ < —s}) <

Supposons d’abord que E,,(¢) < 1/B,,. Alors

+o00 . dS
Jordusu@r [ S
Q 1 S
Posons t = s~ L. Alors on a

. LT
/Q(—cb) dp < pu(Q) +r(m + 1)/O piEwy ey L2

En utilisant I'inégalité (4.2.4), on observe que

ou A := p(Q) +r(m+1) L.
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Maintenant supposons que FE,,(¢) > 1/B,, et considérons la fonction définie par

¢ — B—l/(m+1)Em(¢)—l/(m+l)¢.

m

Alors ¢ € EL(Q) et Em(é) < 1/B,,. En appliquant I'inégalité précédente a ®, on a par ho-

mogénéité [,(—¢)"du < CE,(¢)"/™, ot C := ABJ/™ ) est une constante uniforme. Cela

prouve l'inégalité requise. O
Comme conséquence nous avons le résultat suivant.

Corollaire 4.2.3. Soit p une mesure de Borel finie qui vérifie la condition suivante : il existe
des constantes A > 0 et 7 > 0 telles que pour tout ensemble de Borel K C (),

(4.2.6) u(K) < A Cap,,(K,Q)".

Alors pour tout 0 < r < 7(m+ 1), il existe une constante B = B(m, 1,7, A,Q) > 0 telle que

/ (—6)du < BE, ()7,
QO

En particulier E} (Q) C L™(Q, u).

Remarque 4.2.4. 1l est facile de voir que la condition suffisante d’intégrabilité précédente est
presque optimale. En effet, supposons que £ () € L"(Q, p). En faisant un raisonnement par
I'absurde comme dans [GZ07], on montre qu'’il existe une constante B > 0, telle que pour tout

e &L(Q), ona
[ (=ordu< BE, @1
Q

Soit K C € un ensemble compact. En appliquant 'inégalité (4.2.6) a la fonction extrémale
hx = hikqo = Pno(—1k) et en tenant compte des propriétés de hx on en déduit que

M(K) < /(—hK)Td,u, < BEm<hK)r/(m+l) < ch(K>r/(m+1).
Q

Le corollaire suivant a été prouvé dans [AC20] par des méthodes similaires.

Corollaire 4.2.5. Soit p := fp" ou 0 < f € LP(Q) avec p > n/m. Posons k(m,n,p) :=
n(p — 1)/p(n —m). Alors pour tout 1 < r < (m + 1)k(m,n,p), il ezxiste une constante C =
C(r,m,n,p, || fllp) > 0 telle que

(1.2.7) [=ordu<c B orim.

En particulier £} (Q) C L™(Q, u).

Preuve. C’est une conséquence de la comparaison du volume et de la m-capacité due a
Dinew-Kolodziej ([DK14]). A savoir pour tout § < n/(n —m), il existe une constante M =
M(6,9) > 0 telle que

(4.2.8) / B" < MCap,,(K)".
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D’apres I'inégalité de Holder, on a
| £87 <21 1), (Cap, (1)
K

ou q :=p/(p —1). Cela signifie que la condition de domination (4.2.6) est satisfaite pour tout
T < k(m,n,p) = ;l((é’__;t)).
Si p satisfait aux hypotheses du Lemme 4.2.1 ou de la Proposition 4.2.2 avec r > m + 1,

alors on a

Pour conclure, on applique alors le Corollaire 4.2.3. O]

EL(Q) € L™ (@, p).
Dans ce cas, la fonctionnelle

1

Inp0(9) = m—H/ﬂ(—@mﬂdﬂ

est bien défini sur &} ().

Maintenant nous allons étudier les propriétés de continuité de la fonctionnelle I, , o.

Théoréme 4.2.6. Soient ? € C" un domaine borné m-hyperconveze et yu € M, (2, T') avec T’
qui vérifie la condition de type Dini (1.9.3).

Alors on a les propriétés suivantes :

1) £,(9Q) € L™, p) ;

2) si (u;) est une suite dans E}(Q, C) qui converge vers u € E}(Q,C) dans L.,
(u;) converge vers u dans L™ (Q, u).

(Q), alors

En particulier pour chaque C' > 0, la fonctionnelle I, . o est continue dans E},(Q, C) pour
la topologie L} () et

loc

(4.2.9) lim (—uj)mﬂdu:/(—u)mﬂd,u.

j——+oo Q Q

Preuve. 1) On peut appliquer la proposition 4.2.2 pour r = m+1. En effet si ['(¢) = tv(t), la

condition (4.2.4) est équivalente a fol t=ty(t)dt < 400 , qui est vérifiée si 7 satisfait la condition
de type Dini (1.9.3). Cela montre que & () € L™ (Q, u).

2) Soit (u;) une suite dans &}, (22, C) convergeant vers u € £} (Q, C) dans L},.(Q).

loc

Nous allons procéder en deux étapes.

Supposons d’abord que (u;) est uniformément bornée dans Q. Alors puisque la suite (u;) en
converge vers u dans L}, .(€2; dVa,), quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que u; — u
p.p. dans ) par rapport a la mesure de Lebesgue sur €. D’apres le théoreme de convergence
de Lebesgue, on a u; — u dans LP(£2, dVa,) pour tout p > 1. Donc u; — w in L™ H(Q, dVa,) et
d’apres le Théoreme 1.9.4, u; — u dans L™ (Q, ). Ce qui montre 1'égalité (4.2.9).

Maintenant on va démontrer I’égalité (4.2.9) dans le cas général. Pour j, k € N fixés, on
définit u® = sup{u, —k} et ) = sup{u;, —k}. On définit aussi pour j,k € N, h; =

J

(—uy)™*, hﬁ“ = (—ugk))’”’”rl et h = (—u)™ et B®) = (—u®)™+1 Ce sont des fonctions
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boréliennes dans L' (€2, i) et on a :

(4.2.10) ‘/Q(h] —h)dlu‘ < /Q(hgk) _hj)d/ﬁ‘i_/glhg‘k) —h(k)|d,u

+ /Q(hk — h)dp.

Pour £ fixé, la suite (u§k))jeN est une suite de fonctions m-sousharmoniques uniformément
bornée dans 2. Alors, en appliquant la premiere étape, on voit que pour chaque k € N, le
deuxieme terme de (3.3.8) converge vers 0 lorsque j — +o0, tandis que le troisieme terme
converge vers (0 d’apres le théoreme de convergence monotone quand k — +oo. Il reste a
montrer que le premier terme converge vers 0 lorsque k& — +o0o, uniformément dans j. En effet,
pour j,k € N* on a

(4.2.11) / by — h{”|dp < 2/ h;dp.
Q {h;>km+1}

On affirme que la suite & — |, (hy>km+1} hjdp converge vers 0 uniformément dans j lorque
k — +oo . En effet pour j, k fixés, on a

(4.2.12) / hdp = / (=)™
(hy=kmt1) {uy<—k)

Maintenant, soit B C € un sous-ensemble de Borel fixé. Puisque u € M,,(2,T), avec
[' vérifiant la condition Dini (1.9.3), d’apres le [CZ23, Théoreme 1], il existe une fonction
¢ € SHnu(2) NCQ) telle que ¢pp = 0 dans 9N et (dd°¢pp)™ A B+™ = 1pu au sens des
courants sur {2 .

Donc comme précédemment, 'inégalité de Blocki (4.2.2) donne pour tout j € N,

[wrmin = [ uymid@on s

B Q
< (mt ) o5l / (—uy)(ddeus)™ A B
< (m+D!Collgnl7% @)

ou Cy > 0 est une constante uniforme.

D’apres le Lemme 4.2.7 ci-dessous, on a ||¢p||1=(q) — 0 lorsque p(B) — 0.

Cela implique que sup;cy [5(—u;)™'dp — 0 lorsque p(B) — 0. On veut appliquer ce
résultat aux ensembles boréliens B, = {u; < —k}. Pour estimer la masse de p sur les
ensembles B; i, on observe d’abord en utilisant I'inégalité (1.9.2) que pour tous j,k € N, on a

p{u; < —k}) < T(em({u; < —k})).
D’apres (4.2.5), on a pour tous j, k € N*|

D Do M
O Ep(uy) <

cm({y; < —k}) <

- km—i—l

et £, — 0 lorsque kK — +00. Donc
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sup pu({u; < —k}) <T(ex) = 0, ask — +o0.
jeN

Cela prouve I'affirmation et complete la preuve du théoreme. O
Maintenant on va donner la preuve du Lemme 4.2.7 utilisé dans la démonstration du
Théoreme 4.2.6 ci-dessus.

Lemme 4.2.7. Soient Q € C" un domaine borné strictement m-pseudoconveze et p € M, (2, T")
avec I' qui vérifie la condition de Dini (1.9.3).

Alors pour tout sous-ensemble de Borel B C €, il existe une unique fonction ¢p € SH,(2)N
C%(Q) telle que ¢pp = 0 dans O et (dd°pp)™ A "™ = 1 au sens des courants dans 2.

De plus [|¢p|co@y — 0 lorsque pu(B) — 0.

Preuve. L’existence de ¢ découle de [CZ23, Théoreme 1]. Il reste & démontrer la deuxiéme
partie du lemme.

Nous allons faire un raisonnement par ’absurde. Supposons qu’il existe une suite d’ensembles
de Borel (Bj)jen- dans € telle que pu(B;) — 0 lorsque j — 400 et ||ép,|r~@) > do, ol
d > 0 est une constante uniforme et ¢p, € SH,(Q) N CO(Q) vérifie g5, = 0 dans IQ et
(dd°¢p,)™ A "™ = 1p, p sur Q. Sans perte de généralité, on peut supposer que pu(B;) < 277
pour tout 7 € N.

Supposons d’abord que (B;); est une suite décroissante et posons B := N;B;. Alors u(B) =0
et pour tout j € N, on a 1p,_,u < 1p,u sur Q. Cela implique que

(dd°¢p,, )™ A B < (ddpp )™ A B dans Q,

avec ¢p,,, = ¢p, dans 9. D’apres le principe de comparaison, (¢p, )jen- est une suite croissante
dans © qui converge p.p. vers ¢ € SH,,,(2) N L>®(2) avec ¢joq = 0.
Puisque l'opérateur Hessien est continu pour la convergence monotone et p(B) = 0, on en
déduit que
(dd°G, )™ A B — (dd°G)™ A B = 1pp = 0.

Puisque ¢jpq = 0, d’apres le principe de comparaison, on a ¢ = 0 dans (2.

Maintenant, démontrons que ||¢p; ||~ — 0 lorsque j — +o0.

Puisque p € M,,(2,T), d’apres le résultat de stabilité uniforme faible Théoreme 1.9.3, il
existe une constante uniforme Cy > 0 telle que

(4.2.13) 08,2 (@) < Coh<H¢Bszlm(Q,u)>v

ou h(t) — 0 lorsque t — 0.

Puisque (¢p;); /* ¢ = 0p.pdans Q,ona (sup; ¢p,)* = ¢ = 0 dans Q. Comme ¢,,({sup; ¢, <
¢ = 0}) = 0 (voir [Lulb]) et p est diffuse par rapport a la capacité c¢,,, il s’ensuit que
p({sup; o5, < ¢ = 0}) = 0. Cela implique que (¢p,); / 0 p-p.p dans Q lorsque j — +o0.
Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence monotone, le terme de droite dans (4.2.13)
converge vers 0 lorsque j — +o00. Donc ||¢p,||z=() — 0 lorsque j — 400 et cela contredit le
fait que ||¢p; || Lo (@) > do-

Le cas général se déduit facilement du premier cas en posant pour tout j € N, A; := (J; ; B
Alors (A;); est une suite décroissante d’ensembles de Borel qui décroit vers un ensemble de
Borel A. D’apres la sous-additivité, on a u(A;) < 277+ De plus puisque B; C A;, on déduit
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du principe de comparaison que ¢4, < ¢p, < 0 dans 2. Donc ||¢4, || z~@) > [|08;]|L=@) > do
pour tout 7 € N. En appliquant le raisonnement précédent avec A; a la place de Bj, on obtient
une contradiction. O

4.3 Le probleme des valeurs propres

4.3.1 L’approche variationnelle : Preuve du Théoreme 4.1.1

Dans cette section, nous utilisons une méthode variationnelle pour résoudre le probleme des
valeurs propres de I'opérateur Hessien complexe (4.1.6).

Preuve. On a déja montré dans le Théoeme 4.2.6 que EL (Q) € L™TH(Q, ).

Puisque que 2 est m-hyperconvexe, remarquons d’abord qu’il admet une fonction d’exhaus-
tion continue négative m-sousharmonique p telle que fﬂ(ddcp)m A BT < 4o0.

En effet, soit 2y € € sous-domaine fixé et posons K := . Donc 0 < ¢,,(K) < 400 et
d’apres le Lemme 1.8.3, la fonction p := hg définie par la formule (1.8.4) est une fonction
exhaustion pour ).

Alors p € £, (Q) et tout w € &L(Q) tel que w < 0 vérifie [,(—w)™'du > 0. En effet,
puisque () > 0 il existe un ensemble compact K € Q tel que p(K) := [,.du > 0. Donc
Jo(mw)™ dp > (= maxg w)™ ! pu(K) > 0. Alors Ay est un nombre réel positif bien défini et
par homogénéité, on a

(4.3.1) AP = inf{E,,(w); w € EL(Q), L,(w) =1},

ot 'on pose I, (¢) = (m + 1)~ [,(—=¢)"dp.
De plus, d’aprés le Lemme 4.2.1, il existe une constante A > 0 telle que pour tout w € £} (2)

In(w) < AE,(w).

En particulier, on a A" > A~ > 0.

Par ailleurs, il existe par définition une suite minimisante (w;);eny dans &} (Q) telle que
I,(w;) = 1 pour tout j € N et

jginoo E,(w;) = AT

Par construction, la suite (E,,(w;)) ey est bornée. En appliquant le Lemme 4.2.1 & la mesure
de Lebesgue Ay, on voit que la suite (w;) ey est bornée dans L™+ (Q, Ay,,). Quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que (w,) converge faiblement vers w € SH,,(2) et p.p. dans Q (par
rapport & la mesure de Lebesgue). Donc (w;) converge vers w dans Lj,.(Q2). Par semi-continuité
inférieure de la fonctionnelle d’énergie, il s’ensuit que w € £} () et

E,(w) <liminf E,,(w;) = A"

J—+00

Puisque sup; E,,(w;) = C < 400, d’apres le Lemme 4.2.1 que

(4.3.2) lim [ (—w;)™ dp = /(—w)mﬂdu.

Jj—+o0 Q Q

Donc I,(w) = 1 et w € EL(Q) est une fonction < extrémale > pour le probleme des valeurs
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propres, c’est-a-dire

A =

Puisque I,,,(w) = 1, il s’ensuit que u; := w # 0 dans . Pour prouver que (A, u1) est une
solution du probleme des valeurs propres, considérons la fonctionnelle suivante, définie pour
¢ € EL(Q), par la formule

P (9) = En(0) — A" Im(9).

Remarquons que lorsque ¢ est lisse alors
D7, (¢) = —(dd°Q)™ A B™" + A" (=) .
Cela signifie que I’équation (1) est I’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle ®,, sur

EL(Q). 1l suffit donc de minimiser la fonctionnelle @, sur £} (Q).

Comme on ’a observé précédemment, pour tout ¢ € EL (Q) avec ¢ # 0, on a I,,(¢) > 0 et
donc par définition de Ay,

En(¢)
I ()

Puisque ®,,(u;) = 0, cela signifie que le minimum sur &}, () de la fonctionnelle @,, est atteint
en u;. Donc u; est une sorte de ”point critique” de la fonctionnelle ®,,. Pour prouver cette
affirmation, nous allons utiliser un argument délicat qui remonte a [BBGZ13].

P (¢) 1= Im(9) ( - AT) > 0.

Pour une ”fonction test” v € £ (Q) fixée, considérons le chemin ¢; = u + 1) qui appartient
a&l(Q) pour 0 <t <1, car £ () est un cone positif convexe. Cependant lorsque ¢ < 0, ce
n’est plus le cas, et on considere donc son enveloppe m-sousharmonique &t := P, (¢) dans Q
définie par la formule

Po(¢) = sup{v € £,,(Q) | v < ¢}

Puisque u; < ¢; lorsque t < 0, il s’ensuit que u; < P,,(¢¢) pour t < 0, donc b € EL(Q) pour
tout ¢t € [—1,+1] (voir [Ceg98, Luls]).

Maintenant considérons la fonction d'une variable définie pour ¢ € [—1,+1] par
h(t) := Ey, 0 Pp(dr) — AT I (¢r)-

Nous affirmons que la fonction h est dérivable sur [—1,+1], positive et atteint son minimum
au point ¢ = 0. En effet, observons d’abord que h(0) = 0. De plus, puisqu’on a pour tout
€ [—1,1], ¢r < ¢ < 0 dans €2, il s’ensuit que I,,(¢:) < L, (¢:). Alors

h(t) > En(é) = N Tn(0) = (60) 2 0,
pour tout t € [—1, 1], ce qui prouve notre affirmation.

D’apres le Lemme 1.8.4, on a ¢y,

d

7 (Bm o Bu) () = A(—@)(dd@m(@))m A B
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Donc h est dérivable dans [—1, +1] et d’apres le Lemme 1.8.4, on a pour tout t € [—1, 1],

d ~ d
h/(t) = EEm(gbt)_)‘ylnafm(gbt)

- / (—d)(ddG)™ A B 1 AT / b= d.
Q [9]

Puisque h atteint son minimum sur [—1, 1] au point 0, il s’ensuit que A’'(0) = 0, ce qui implique
I'identité suivante :

/ Y (ddu)™ N = )\’1”/ Y (—u)"dp,
Q Q
pour tout ¢ € £ (Q). Puisque toute fonction test lisse y dans  peut étre écrite sous la forme
X = U1 — 1y, ot Yy, 1y € E2(Q) (voir [Lulh, Lemme 3.10]), il s’ensuit que
(ddu)™ A G = AT (=u)"™ ,

au sens des courants sur €.

Maintenant supposons que {2 est strictement m-pseudoconvexe et (m, p) vérifiant les condi-
tions (4.1.8). Pour prouver la continuité Holder, observons que (dd®uy )™ A" ™™ = (= Ajuy)™gs"
a une densité g, := (—Aju1)™g et d’apres le lemme 4.3.1 ci-dessous, on a g, € L"(Q) avec
r>n/m.

D’apres [Ch16D], il existe v € SH,,(2) N C*(£2) pour un certain o €]0, 1] tel que

(ddv)™ N "7 = g1 8™ dans Q et v = 0 dans 0S.

Maintenant nous avons deux solutions v, u; € EL(Q) de 'équation Hessienne complexe

Par unicité dans £ (), on a v = uy, donc u; € C*(Q) et u; = 0 dans S (voir [Lul5, Théoreéme
1.1]). O

Démontrons le Lemme 4.3.1 utilisé dans la preuve du Théoreme 4.1.1 ci-dessus.

Lemme 4.3.1. Soit Q € C" un domaine m-hyperconveze, 0 < g € LP(Q2) avec (m, p) vérifiant
les conditions suivantes :

(4.3.3) (n—1)/2<m<n et p>p(m,n),

ot p*(m,n) > n/m est donnée par la formule (4.3.7) ci-dessous.

Alors il existe un exposant r qui dépend seulement de p,m et de n, telle que n/m <r <p
et pour tout ¢ € E}(Q), gy := (—¢)™g € L™ (Q).

Preuve. Fixons ¢ € EL(Q) et r > 1 tels que 1 < r < p et posons s = p/r > 1. D’apres
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I'inégalité de Holder, on a
QA%B Z(AP@ 9B
1/s 1/s
< ([ow) ([oms)
1/s'
p/s _ N\T AN
oo ([ 76"

ous :=s/(s—1)et T=7(r,p,m):=mrs’ =mrs/(s—1). Puisque s = p/r, on a 7(r,p,m) =
mrp/(p — 7).

D’apres cette inégalité, on voit que g5 € L"(§2) si ¢ € L7(§2). D’apres le Corollaire 4.2.5,
appliqué a la mesure de Lebesgue, ¢ € L7(€2) si on a la condition suivante

IN

mrp - n(m+1)(p—1)
p—r p(n—m)

(4.3.4) T=1(r,p,m)=

Observons que si m = n, cette condition est toujours satisfaite pour tout exposant r €|n/m, p|.

Supposons que m < n. Nous voulons trouver une condition sur (m, n, p) telle que la condition
(4.3.4) soit satisfaite par un exposant r €n/m, pl.

Observons que la fonction 7 est décroissante par rapport a p et le terme nlmtEDwl) - oo

p(n—m)
. ] N 1 , . . , . .
inférieur a % Par conséquent, une condition nécessaire pour que (4.3.4) soit valable avec

r>mn/m est que mr < (m+ 1)n/(n —m) et le nombre réel
(4.3.5) ¢=1{0(m,n):=(m+1)/(n—m)>1,

ce qui signifie que m > (n —1)/2.
Supposons maintenant que cette condition soit vraie pour £ > 1 et observons que la fonction
T est croissante par rapport a r. Alors, par continuité, il existe r €|n/m, p| de sorte que (4.3.4)
soit vrai si et seulement s’il est vrai pour r = n/m, c’est-a-dire
(n(p—1)

(4.3.6) T(n/m,p,m) < —

L’inégalité (4.3.6) est équivalente a
m(l — 1)p* — £(n +m)p + {n > 0.

Il s’agit d’'un polynoéme quadratique en p dont le discriminant est positif. Il a donc deux zéros
P« < p* pour qu’il soit positif lorsque p > p*, ou

:E(n~|—m)+\/z

(4.3.7) p"=p(m,n): 2m(l 1)

et A= (n—m)*+ 4bmn.

Il est facile de vérifier que p* > n/m, ce qui prouve le lemme.
Observons que si m — n alors ¢ — oo et p*(m,n) — 1.
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4.3.2 La propriété de monotonie de A\ (f2)

Soient ¥ € 2 € C" deux domaines bornés m-hyperconvexes et p € M(€,~y). Alors on a le
théoreme de comparaison suivant :

Théoréme 4.3.2. Soit (i := 1o/, la restriction de p sur . Alors on a
)‘1<Q7 /J,) < )‘1<Q/7 NI>

Ce résultat a été démontré dans le chapitre 3, (voir aussi [BaZe23al) pour les valeurs propres
de l'opérateur de Monge-Ampere complexe lorsque p := gdV avec g € LP(Q2) (p > 1).
Preuve. On note Eg(u) = — [o(—u)(ddu)™ A g*~™ pour u € &)(Q) et Io,(u) =

Lf —u)mtyg
m+1 Q( U) H-
D’apres le Théoreme 4.1.1 pour (', 1), il existe w’ € £} () tel que

EQ/ (’LU,)
M(Q ) = ———.
1( » M ) IQ/7M/(1U/)
Alors en utilisant le théoréme de sous-extension (voir [CKZ11] pour m = n), on montre qu'’il
existe w € &} (Q) tel que w < w' dans ' et Eq(w) < Eg/(w'). Puisque w < w’ dans ¢V, il
s’ensuit que Io (') < Ig ,(w). Donc

EQ/ (w’) EQ(U})
T (@)~ To(w)

Ainsi, d’apres le Théoreme 4.1.1 pour (€2, 1), on a bien A (Q, 1) > A (Q, p). O

4.4 Une approche variationnelle pour des équations plus
générales

4.4.1 Un probléeme de Dirichlet plus général

Considérons le probleme de Dirichlet plus général suivant

(dd°u)™ A g™ = G(-,u)p dans €,
(4.4.1) u=0 dans 09,
u <0 dans (€,

ou € C" est un domaine borné, G : Qx| — 00,0} — [0, +00] est une fonction borélienne
donnée, p une mesure de Borel positive vérifiant certaines conditions sur Q et u € SH,,(£2) N
L>(Q).

On définit H : @ x R~ — R comme suit

H(z,t) = /tO G(z, s)ds,

pour (z,t) € Qx| — o0, 0].
Considérons les hypotheses suivantes :
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(HO) € est un domaine borné m-hyperconvexe et 1 est une mesure de Borel positive sur
Q telle que (2, u) est fortement I'-diffuse au sens de la définition 1.9.1.

(H1) pour p-p.p. z € £, la fonction t — G(z,t) est continue sur | — 0o, 0] ;
(H2) il existe 6; < A\T"/(m + 1) tel que

(sup.ecq H(2, 1))
|t‘m+1

lim sup
t——o00

< 91 < )\T/(Wl—i‘l),

e (H3) Si G(2,0) =0 dans Q, il existe 6 > A\"/(m + 1) tel que

H(z,t)

lim inf = >0, > A" /(m + 1),

t—0— ’t‘
pour u-p.p. z € €.

Ici Ay := A (€, ) est la premiere valeur propre de I'opérateur Hessien complexe défini par la
formule 4.1.6.

On définit la fonctionnelle correspondante sur &} () par la formule

D p(6) = En() - / H(z 6(=))dp(z), 6 € EL(9).

Formellement 1’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle ®¢ , est précisément 1I’équation
Hessienne

(ddu)™ N "™ = G, u)p

du probléme (4.4.1) comme nous allons le voir.
Nous allons utiliser une méthode variationnelle pour démontrer le résultat suivant.

Théoreme 4.4.1. Supposons que (Q, u, G) vérifie les hypotheéses (Hy), (H1) et (H2) sur Q.
Alors la fonctionnelle O, a les propriétés suivantes :

1) la fonctionnelle O, est bien définie et coercive sur E,(Y) et atteint son minimum en
une fonction p € EL(Q,C), pour un certain C' > 0 suffisamment grand ;

2) la fonction ¢ est un point critique de la fonctionnelle @ ,, donc c’est une solution de
I’équation Hessienne c’est-a-dire

(dd)™ A B = G(- 9) 1,
au sens des mesures sur €2 ;
3) Si de plus Q) est strictement m-pseudoconvexe, G est a croissance polynomiale de degré
m et u= gB™ avec g € LP(QY), ou (p, m) vérifie les conditions (4.1.8), alors ¢ € C*(2) pour un
certain o €]0, 1] et ¢ est une solution du probléme de Dirichlet (4.4.1).

4)S1G(2,0) =0 dans Q et G vérifie (H3), ¢ est une solution non triviale c’est-a-dire ¢ < 0
dans €.

Ici G est a croissance polynomiale de degré m signifie qu’il existe une constante My > 0
telle que pour p-p.p. z € Q et tout ¢t < 0, on a

G(2,t) < Molt™.
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Pour commencer, on démontre d’abord le lemme suivant que I'on utilisera dans la preuve
du Théoreme 4.4.1.

Lemme 4.4.2. Supposons que G vérifie les hypotheses (HO), (H1) et (H2). Alors on a les
propriétés suivantes :

(1) la fonctionnelle P, est bien définie sur &), () et est semi-continue inférieurement sur
chaque ensemble

En(Q,0) == {0 € £,(2); 0 < En(¢) < C},

avec C' > 0;
(2) la fonctionnelle ®¢,, est coercive sur EL (), ¢’est-a-dire qu’il existe des constantes ey > 0
et Co > 0 telles que pour tout ¢ € E} (),

(4.4.2) B, (0) > €0 Em(0) — Co.

En particulier ¢, est minoré.

Preuve. 1) D’apres le Lemme 1.8.4, on sait déja que E,, est bien défini et semi-continu
inférieurement sur &} (). Il reste & prouver que la fonctionnelle définie par

Lizp(6) = / H(z, §(2))du(2)

est bien défini sur £! (Q) et semi-continu supérieurement sur £ (2, C'). Montrons d’abord que
L := Ly, est bien défini sur &£} (). En effet la condition (H2) implique qu’il existe une
constante M > 0 telle que

(4.4.3) H(z,t) < M(—t)™",

pour tout t < 0 et p-p.p. z € Q.
Puisque &, (Q) C L™, ), il s’ensuit que la fonctionnelle Ly , est bien définie sur &, ().
Montrons maintenant que Ly, est continue sur &} (Q,C) pour la topologie L;,.(€2). En
effet soit (¢;) une suite de &L (22, C) qui converge vers ¢ € EL (R, C) pour la topologie Lj,.(9).
D’apres le Théoreme 4.2.6, la suite (¢;) converge vers ¢ dans L™ (€2, 1). Nous voulons montrer
que

lim LH,M(¢j) = LH,;A(¢)'

j—+oo
En effet, (¢;) est une suite de Cauchy dans L™+!(Q, 1) et alors il admet une sous-suite (¢)

telle que pour tout j € N '
1941 = Dillmer (o < 27

Par conséquent F := |} +Zj:°3 |01 — @5 € L™ (Q, ) et on a |¢;] < F p-p.p. dans Q, pour
tout j € N.

Donc en appliquant (4.4.3), on voit que H(z, ¢}(2)) < M(=¢(2))™ < MF(z)™"" pour p-
p-p- z € Q et tout j € N. Alors d’apres le théoreme de convergence de Lebesgue et la continuité
de H par rapport t, on montre que

Wm Ly u(¢;) = Liu(9).

Jj—+oo

Par le méme raisonnement que ci-dessus, on voit que toute sous-suite de (¢;) vérifie la méme
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propriété c’est-a-dire que la suite (L, (¢;)) admet une unique limite égale a Ly ,(¢). Cela
prouve ’énoncé requis.

2) Pour prouver la coercivité, remarquons que la condition (H2) implique que 0 < 6; < A"/
(m+1)=:0et H(z,t) < 01]t|"" pour pu-p.p. z € Q et tout ¢ < ¢y, pour un certain ¢, < 0.

Observons qu’aussi H est décroissante par rapport a la seconde variable puisque 0;H =
—G < 0. Donc pour tout ¢ € EL(Q2), on a

Dp(d) = Bnld)— b /{¢<t}(—¢)m“du— / H (=, to)dy(2)

> E(6) - 6y / (—d)™ du — Co,

Q

ou Cy := [, H(z,to)dp(z).
D’autre part, d’apres la définition de A\, on a

(@) = X'/(m + 1) /

Q

(—)™ = 6 / (—g)™dp.

Q
Ainsi

Do u(d) = En(¢) — (01/0)En(d) — Co
> (1=01/0)En(¢) — Co,

ce qui prouve l'estimée (4.4.2), en posant ¢y := (1 — 6,/6) > 0.

Nous pouvons maintenant donner la preuve du Théoreme 4.4.1.
Preuve. Observons que d’apres (4.4.2), la fonctionnelle ®¢ , est minorée et

lim ¢ ,.(¢) = +o0.

Em((ﬂ)—)+00

Il existe alors une constante C' > 1 telle que

inf{®c ,(0): ¢ € EL(Q)} = inf{D¢ . (¢); ¢ € EL(Q,C)}-

Puisque la fonctionnelle ®¢ , est semi-continue inférieurement sur I'ensemble compact &L (2, C),
elle atteint son minimum en un certain ¢ € &L (Q, C).

Du coup, comme dans la preuve du Théoreme 4.1.1, on en déduit que ¢ est un point critique
de &, c’est-a-dire que ¢ est une solution 1'équation

(dd°u)™ A B™ = G(-, u)p,

du probleme (4.4.1).

Montrons que lorsque G(z,0) = 0 dans €2, la condition (H3) implique que ¢ # 0 dans €.
Plus précisément nous allons montrer que la condition (H3) implique que U'infimum de ®¢,
est strictement négatif.

En effet, soit u une solution non triviale du probléme des valeurs propres (4.1.1), ce qui
implique que E(u) = 0 [,(—u)"dpu.
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D’apres (H3), il existe 0 > 0 tel que lim inf; ,o- mmﬂ > 0y > 0 pour pu-p.p. z € Q.
Donc pour tout £ < 0, on a

Do (tu) = (=) E,( /H 2, tu(z))du(z)
— / (—u)™ / H (2, tu(z) )dp(2).

Remarquons que pour ¢ < 0, on a

/QH(z,tu)d,u:/QH(tu)mH(H(z,tu)/G(tu)m“)d,u(z),

donc
D u(t) = O(—t)™" / (—u)™ (1 = (2, 1))du(2),

ou
h(z,t) = (H(z tu(2))/0(tu(2))™ ")
est une fonction uniformément bornée sur €2 d’apres (4.4.3) et vérifie lim; ,o- h(z,t) > 02/0 > 1
pour u-p.p. z € €L
D’apres le lemme de Fatou, on a

limsup (—t)"" g, (tu) < (6 — 92)/(—u)m+1du<0,
0

t—0~

puisque 65 > . Cela implique que pour ¢ < 0 suffisamment petit, ®¢ ,(tu) < 0, donc ¢ ,(¢) =
inf &, < 0. Ce qui prouve que ¢ # 0 dans (2.

Pour prover que ¢ est Holder continue et ¢ = 0 dans 0f2 sous les hypothéses du point 3)
de I’énoncé, nous utilisons le méme argument que dans la preuve du Théoreme 4.1.1 basé sur
le Lemme 4.3.1.

m

4.4.2 Preuve du théoréeme 4.1.2

Ici, nous allons appliquer le Théoreme 4.4.1 pour prouver le Théoreme 4.1.2.

Preuve. On veut appliquer le Théoreme 4.4.1 avec G(z,t) = f(z,t)™ pour (z,t) € Qx] —
00, 0] .

L’hypothese (H1) est clairement satisfaite. Montrons que (H2) est satisfaite. En effet,
puisque 0, f(z,t) > — Ao, il s’ensuit que pour p-p.p. z € Q et t <0,

t
Feot) = [ 0uf(eis)ds < 7(2.0) = Ao
0
Donc pour pu-p.p. z € Qet t <0,
G(z,t) = f(z, )" < (Mo — Aot)™,

ou M, := Hf('ao)”Lw(Q)'
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Donc pour pu-p.p. z € Q et t <0,

0
H(z,t) = / G(z,s)ds < By ! (Mg — Aot)™ .
¢ 0

(m+1)

On en déduit I'hypothese (H2) puisque \g < A;. Par conséquent, le théoreme découle du
Théoreme 4.4.1. O

4.4.3 Applications

On a comme conséquence les deux corollaires suivants.
Corollaire 4.4.3. Supposons que (£, u) vérifie ’hypothése (HO). Alors pour tout nombre réel
0 <A< A= A(m,Q,pn), Uéquation Hessienne

(4.4.4) (ddeu)™ A B = (1 — Au)™p,

admet une solution u € EL (Q).
Si de plus ) est strictement m-pseudoconveze et pn = gB" avec g € LP(S2), ot (m, p) vérifie
les conditions (4.1.8), alors u € C*(Q) pour un certain o €]0, 1] et u |[po= 0.

Preuve. En appliquant le Théoreme 4.4.1 avec G(z,t) = (1 — M\t)™ pour (z € Q et t <0),
on a

H(z,t) = (1= X)""/(A(m + 1)), (2,t) € Qx] — 00,0].
Il est clair que les conditions (H7) et (H2) sont satisfaites pour tout A < ;. O
Corollaire 4.4.4. Supposons que (2, ) vérifie Uhypothese (HO) et fitons 0 < k <m, a >0 et
A > 0. Alors I’équation Hessienne

(ddu)™ A B"™™ = (a — M)y,

admet une solution non triviale u € E} ().
Si de plus Q est strictement m-pseudoconvexe et y = g™ avec g € LP(Q)), ou (m,p) vérifie

les conditions (4.1.8), alors u € C*(Q2) pour un certain o €]0,1[ et u |po= 0.
Preuve. En appliquant encore le Théoréme 4.4.1 avec G(z,t) = (a — \t)* pour (z,t) €
Ox] —00,0], on a

H(z,t) = (a— M) /(A + 1)), (2,1) € Qx] — 0, 0].

On voit de méme que les conditions (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites puisque 0 < k < m. O

4.5 Questions ouvertes

Probléeme 1 : La valeur propre du Théoreme 4.1.1 est-elle simple, ¢’est-a-dire que la fonction
propre associée est-elle unique a une constante multiplicative positive pres?

Probleme 2 : Dans le cas général, lorsque m < n et u = gp", ott g € LP(Q) avec p > n/m,
la fonction propre du Théoreme 4.1.1 est-elle bornée, continue ou Holder continue dans 27 La
meéme question peut étre posée pour la solution donnée par le Théoreme 4.4.1 et ses corollaires.
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Probleme 3 : La solution donnée par le Corollaire 4.4.3 est-elle unique ?

Probleme 4 : La solution donnée par le Corollaire 4.4.4 est-elle unique ?

Lorsque p := gB"™ avec 0 < g € C*°(Q), il découle du Théoreme 3.1.1 et de la Proposition
3.2.2 que la réponse a la premiere et a la deuxieme question est positive lorsque m = n. Nous
conjecturons que cela reste vrai en toute généralité.
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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude du probleme des valeurs propres de 'opérateur de
Monge-Ampere complexe ainsi que celui des valeurs propres de l'opérateur Hessien complexe
dans un domaine borné a bord lisse de C™.

Dans le premier chapitre, on donne les éléments de base dont on aura besoin pour les autres
chapitres.

Dans le deuxieme chapitre, on démontre un nouveau théoreme d’existence de solutions pour
un cas spécial d’équations de Monge-Ampere complexes dégénérées. Pour cela, on va établir
de nouvelles estimées a priori du gradient et du laplacien de telles solutions en utilisant les
méthodes et les résultats de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] et
de B. Guan [Guan9g].

Dans le troisieme chapitre, en suivant la stratégie de P. L. Lions [Lions86], on prouve d’une
part 'existence de la premiere valeur propre et d’une fonction propre associée pour l'opérateur
de Monge-Ampere complexe sur un domaine bornée strictement pseudoconvexe de C". On
montre que la fonction propre est plurisousharmonique, lisse de Laplacien borné dans €2 et de
valeurs au bord nulle. De plus, elle est unique a une constante multiplicative positive pres.

D’autre part, on propose une approche variationnelle pluripotentielle du probleme et en
utilisant le nouveau théoreme d’existence, on démontre une formule de type quotient de Rayleigh
pour la premiere valeur propre de I'opérateur de Monge-Ampere complexe.

Dans le quatrieme chapitre, on utilise une approche variationnelle pour prouver l'exis-
tence de la premiere valeur propre et d’'une fonction propre associée qui est m-sousharmonique
d’énergie finie pour les opérateurs Hessiens complexes généralisées sur un domaine borné m-
hyperconvexe (2 de C™ associés a une mesure de Borel positive u sur 2. Sous certaines hypotheses
supplémentaires sur la mesure de Borel positive p, on prouve que cette fonction propre est
Holder continue. De plus, on donne des applications sur la solvabilité d’équations Hessiennes
complexes dégénérées plus générales avec un second membre qui dépend de la fonction inconnue.

Mots clés :

Fonction plurisousharmonique, Opérateur de Monge-Ampere complexe, Probleme de Dirichlet,
Probleme des valeurs propres, Valeur propre, Fonction propre, Sous-solution, Sursolution, Es-
timée a priori, Energie fonctionnelle, Fonction m-sousharmonique, Opérateur Hessien, approche
variationnelle, Quotient de Rayleigh.
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