UNIVERSITE ASSANE SECK DE ZIGUINCHOR (UASZ) ‘

* Kk Kk ok ok

'U.F.R DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES |
'DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
‘Laboratoire Mathématiques et Applications (LMA) ‘

Mémoire de Master

Domaine : Sciences et Technologies
Mention :  Mathématiques et Applications
Spécialité : Mathématiques Appliquées
Option : Bio-Mathématique

Théme :

Estimation du nombre d’incidence de la peste bubonique dans un modeéle épidémique

avec une période de latence

Présenter par : Malick Sagna
Sous la direction du : Pr Diene NGOM
Soutenu publiquement le 14/10/2023 devant le jury composé de :

Clément MANGA Professeur Assimilé Président UASZ
Mohamadou Samsidy GOUDIABY || Professeur Assimilé Examinateur UASZ
Timack NGOM Maitre de Conférences Titulaire | Examinateur UASZ
Diéne NGOM Professeur Titulaire Directeur UASZ




Dédicace

Je dédie ce modeste travail a mes tres chers parents, mes fréres et soeurs et & tout ceux qui me sont

chers, sans oublier mes tres chers enseignants.



Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier Dieu le tout puissant, qui m’a donné la force d’accomplir ce
modeste travail.

Mes premiers remerciements vont a l’endroit de mon encadreur de mémoire Pr Diene NGOM pour
avoir accepté de me proposer un sujet de mémoire. Il a mis & ma disposition des articles et des
livres en accords avec mes intéréts. Il a toujours été disponible. J’ai largement profité de sa vaste
culture mathématique. Je remercie vivement les membres du jury pour le temps qu’ils ont consacré
a I’évaluation de ce mémoire.

Mes remerciements vont & ’endroit de tous les professeurs du département de mathématique de
I’Université Assance SECK de Ziguinchor, pour la qualité de des enseignements qu’ils nous ont
dispensé. Je remercie tous les membres de ma famille en particulier mon défunt pere Ousmane
SAGNA et ma mere Espérence MANGA.

Je remercie mes grandes soeurs, mes grands fréres et mes petits freres de m’avoir motivé, soutenu,
conseillé et orienté.

Je remercie aussi tous mes camarades de promotion qui m’ont soutenus et aidés durant les moments
difficiles.

Je tiens a remercier toutes les personnes qui m’ont aidées lors de la rédaction de ce mémoire.

Je tiens a témoigner toute ma reconnaissance aux personnes suivantes, pour leur aide dans la
réalisation de ce mémoire : Dr Abdoulaye DIOUF, Jean DIATTA qui m’a beaucoup aidé sur les
codes informatiques, Bamba seck, Monsieur DIEDHIOU mon ancien professeur de Mathématique au
CEM de Niassia pour leurs soutiens constant et leur encouragement. Je tiens a remercier également
tous les membres du laboratoire de Mathématiques et Applications de 'université Assane Seck de

Ziguinchor.



Résumé

Dans ce travail, nous nous intéresserons essentiellement & un modele épidémiologique pour estimer
le nombre de nouveaux cas d’infection (incidence) de la peste bubonique dans un village. Pour ce
faire, une méthode algébrique sera utilisée pour déterminer ’expression théorique de l'incidence de
la maladie. Cette dernier est peu éfficace dans la pratique. Une deuxieéme méthode sera proposée

pour estimer l’incidence par 1’'utilisation d’un observateur.
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Introduction

De nos jours, 'utilisation des outils mathématiques pour comprendre certains phénomenes de la
vie réelle est devenue indispensable. En effet, la maitrise de beaucoup de phénomeénes physiques,

économiques, biologiques, etc passe nécessairement par I’élaboration de modeles mathématiques.

La modélisation mathématique en épidémioliogie est une technique scientifique qui décrit et explique
un phénomene réel de la biologie par des équations mathématiques. Elle permet de reproduire aussi
fidélement que possible les informations connues, passées ou présentes pour mieux connaitre les
facteurs gouvernants le développement de 1’épidémie. Elle est un outil capital dans I'analyse de la
propagation et le contrdle de certaines épidémies. Elle acquiert de ce fait une capacité prédictive, et
devient donc un instrument de la prise de décision. Elle a pour objectif :

- d’évaluer l'incidence réelle de I’épidémie dans la population, ce qui permet de mieux estimer le
niveau d’immunisation de la population, si I’on connait le taux d’immunité sur des échantillons de
la population ;

- d’apprécier les besoins en matiere d’hospitalisation a court et moyen terme, pour mieux préparer
I’afflux des patients a ’hopital ;

- de prévoir a court terme des besoins en ressources hospitalieres pour adapter les mesures telles que

le confinement, la fermeture des marchés publics, etc.

L’épidémiologie est ’étude des rapports entre les maladies et les facteurs susceptibles d’exer-
cer une influence sur leur fréquence, leur distribution et leur propagation. C’est une science ancienne,
qui s’est singulierement développée avec les grandes épidémies telles que la grippe espagnole et tout
récemment la covid19 ainsi que la maladie & virus Ebola . C’est pourquoi plusieurs modeles
mathématiques ont été proposés dans le passé pour I’étude de certaines épidémies (VIH, Choléra,
covid19...). La paternité de ces modéles revient au médecin Sir Ronald Ross (Prix Nobel en physiolo-
gie 1902) qui a présenté le premier modele sur le paludisme. W.0O. Kermack et A.G. McKendrick
ont appliqué les idées de Ronald Ross pour étudier la dynamique de la transmission des maladies
infectieuses humaines. Plus précisément, Kermack et Mckendrick ont appliqué les idées de Ross
pour les maladies dont la dynamique de transmission dépend de la fréquence et de I'intensité des

interactions entre individus susceptibles (sains) et individus infectés et infectieux. Depuis lors, la



modélisation mathématique est devenue un outil incontournable dans I'analyse de la dynamique des

maladies infectieuses.

En santé animale, généralement la pathologie résulte d’une interaction entre le parasite responsable
de la maladie, ’'héte animal et des facteurs environnementaux. C’est le cas de la peste bubonique.
Elle est une zoonose (maladie des animaux transmissible aux humains) causée par la bactérie
Yersinia pestis. Elle est transmise aux humains par la piqlire de puces infectées ; il s’agit du mode
de transmission le plus commun. La bactérie peut en outre s’introduire dans le corps par une
coupure lors du contact direct avec un animal infecté ou de sa manipulation. Elle peut également
étre transmise par l'inhalation de gouttelettes infectieuses propulsées dans 'air par la toux d’une
personne atteinte d’une pneumonie causée par la bactérie de la peste. Généralement, les symptdomes
apparaissent un a six jours apres l'infection. La peste bubonique résulte de 'introduction la bactérie
dans le corps. Parmi ses symptomes, il y a : I'enflure et la sensibilité des ganglions lymphatiques, la
fievre, les frissons, les douleurs musculaires, le mal de téte, la nausée, le vomissement, la diarrhée,
les douleurs abdominales et la fatigue extréme. Par ailleurs, I'introduction de la bactérie par les
voies respiratoires cause la peste pneumonique qui est caractérisée par des symptomes comme une
forte fievre et un essoufflement. La peste peut entrainer des complications graves. On s’intéresse

spécifiquement dans ce travail de la peste bubonique chez les humains.

Le modele de Kermack et Mckendrick a été utilisé pour modéliser la dynamique de la tansmission
de la maladie. Ce modele comporte trois compartiments qui sont : le compartiment des personnes
susceptibles, des personnes infectées et celui des personnes rétablies. Certains parametres du modele
sont extrémement difficiles a déterminer par les méthodes algébriques. Parmi ces parameétres, on peut
citer : le taux de transmission. Ce dernier est fondamental pour déterminer le nombre d’incidence.

Le but de ce mémoire sera justement de mettre en place un observateur pour estimer ce nombre.

Le document est organisé comme suit : Le premier chapitre sera consacré aux rappels des ou-
tils mathématiques. Dans ce chapitre, on établira quelques résultats sur les équations différentielles
ordinaires et on parlera aussi de la notion des observateurs. L’objectif de ces rappels est de se
familiariser avec les notions de base des équations différentielles ordinaires, de la théorie de Lyaponov
et des observateurs non linéaires qui seront utilisés dans ce mémoire. Dans le second chapitre, nous
ferons la description du modeéle mathématique SIR et nous déterminerons la valeur théorique du
taux d’infection par les méthodes algébriques. L’essence de ce chapitre est de montrer les limites
des méthodes algébriques pour déterminer le nombre d’incidence. Dans le troisiéme chapitre nous
nous intéresserons au modele amélioré (modele SEIR) pour construire un observateur non linéaire.

La construction de I'observateur aura pour objectif d’estimer le nombre d’incidence de la maladie.



Chapitre 1
Rappels d’outils mathématiques.

Dans ce chapitre, nous ferons un rappel des principaux théoremes et définitions utilisés dans
ce document. Dans la mesure ou la plupart des systémes dynamiques en général et les modeles
épidémiologiques en particulier sont modélisés par les Equations Différentielles Ordinaires, nous

commengcerons par quelques notions sur ces dernieres.

1.1 Quelques résultats sur les Equations différentilles ordinaires

Considérons un intervalles I d’interieure non vide de R, Q un ouvert de R", n > 1 et x une fonction

d’une variable réelle & valeur dans R™ dérivable, on note & sa dérivée.

Définition 1 :(Equation différentielle)
soit f: I x Q — R™ une fonction. On appelle équation différentielle du prémiére ordre associée a f

[’équation suivante :
i(t) = f(t,x(t)) (1.1)

L’inconnue de cette équation est une fonction d’une seule variable et [’équation traduit une relation
entre l'inconnue(noté ici x), sa variable (notée ici t ) et sa dérivée premiére (x). Si la fonction f ne
dépend pas explicitement de la variable t, c’est- d-dire si [ est défnie sur Q d valeurs dans R"™ on
parle d’équation diférentielle autonome. Dans le cas contraire on dit que c’est une équation non

autonome.

Définition 2 (Solution locale)

Une solution de l’équation diférentielle est la donnée d’un couple (J,x) ou J est un intervalle

d’intérieur non vide de R contenu dans Iet x est une fonction de J a valeur dans R™ dérivable sur J



et vérifiant les conditions suivantes :

i) (t,z(t)) € I x Q, pour tout ¢t € J;
i) z(t) = f(t,z(t)), pour tout t € J

On parle aussi de solution locale.

Définition 3 :(Prolongement de la solution)

Soient (Jy,x1) et (Ja,x2) deux solutions de . On dit que (Ja,x2) prolonge (Ji,x1) si J; C Jo
et pour tout t € Jy, x1(t) = xa(t).

Définition 4 :(Solution mazximale)
On dit qu’une solution (J,x) est mazimale si elle n’admet aucun prolongement (J',I") avec J inclus

strictement dans J'.

Définition 5 :(Solution globale)
Une solution globale de est une solution définie sur I tout entier, i.e. (I, x) est une solution
globale de & = f(t,z) ou f:1xQ — R".

Remarque 1 :
Il existe un lien entre les deux définitions précédentes. En effet, si (I,x) est une solution globale de

, alors c’est une solution maximale. La réciproque étant fausse en général.

Définition 6 :(Probleme de Cauchy)
FEtant donné un point (to,xo) € I x Q, le probléme de Cauchy consiste a trouver une solution (J, x)

de . On appelle probléeme de Cauchy le systéme :

'(t) = f(t, (1))

x(tg) = xo,

formé d’une équation diférentielle et de la donnée d’une condition initiale.

1.1.1 Existence de solutions

Théoréme 1 :(Cauchy-Peano-Arzéla) [16]
Soit (tog, xo) € I x Q et supposons f: I xQ — R™ continue en (ty, xo). Alors il existe une solution du

probléme de Cauchy associée a l’équation différentielle relative d la condition initiale (to,xo).

Définition 7 : Une fonction f est dite lipschitzienne sur G C I x Q par rapport d la variable y s’il
existe une constante C telle que || f(t,y) — f(t,2) IS C ||y — 2z || Yy,z € G
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Théoréme 2 1@/
Soient Q un ouvert de R™ et f : I x Q — R" localement lipschitzienne. On considére ’équation
diférentielle . Pour tout point (to,xo) € R x Q, il existe une unique solution locale x : I — Q

vérifiant x(tg) = xo et &(t) = f(t,x(t)) tout t € I, ou I est un intervalle ouvert contenant tg.

Propositon 1 : variaton de la constante

Soit I C R un intervalle de R. Le probléme de cauchy
y(to) = yo,
ot a,b: I — R continus, admet une unique solution sur I donnée par :

t t
y(t) = yoet —i—/ b(s)eAD=AG) ds on A(t) = / a(s)ds
to to

1.2 Stabilité et théorie de Lyapunov

1.2.1 Stabilité

On représente dans cette partie les notions de stabilité pour les systemes dynamiques autonomes.

Considérons alors le systéeme suivant :

(1.3)

avec f € C' :R" — R et 2y € R™.

Définition 8 (Point d’équilibre).
Le systeme est dit en équilibre autour de x., si en absence d’influence externe, son état ne

varie pas au cours du temps, x. est alors un point d’équilibre du systeme si f(ze) =0Vt > 0.

Définition 9 (Stabilité du point d’équilibre).

L’état d’équilibre x. € R™ est dit stable si : Ve > 0,35 > 0 tel que si : || z(0) —z. ||[< § alors
| (t) — ze ||< €. Dans le cas contraire x. est dit instable. Cette définition signifie que la trajectoire
d’état peut étre gardée arbitrairement prés de x., si l'on prend une condition initiale suffisamment

proche de x..

Définition 10 (Attractivité). L’état d’équilibre x. est attractif s’il existe 6 > 0 tel que si ||x(0) —
xe|| < 0 alors pour tout v >0, 3T > 0 qui satisfait : ||z(t) — ze|| < v pour tout t > T.

Remarque 2 L’attractivité n’implique pas la stabilité ni [’inverse, la condition d’attractivité exprime
que si I’état initial est dans un certain voisinage de I’état d’équilibre, alors [’état du systéme reviendra

nécessairement a l’origine au bout d’un temps suffisant.
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Définition 11 (Stabilité asymptotique). Un point d’équilibre x. est asymptotiquement stable s’il est
stable et s’il existe & > 0 tel que :

|z(0) — x|l < 6 = tl}eroox(t) = Ze.

Un point d’équilibre est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif, la stabilité asymptotique
signifie que mon seulement l’équilibre est stable, mais que de plus on est capable de déterminer un
voisinage du point d’équilibre tel que n’importe qu’elle trajectoire issue de xo appartenant a un

voisinage de x. tend vers x. quand t — 0o.

Définition 12 (Stabilité exponentielle). Un équilibre z. est exponentiellement stable s’il existe
a>0et >0 tels que :

YVt >0, 3 By (xe,7),Vxo € By, ||2(t) — ze|| < @ = ||2(0) — z¢|| < exp(—At).

Cela signifie que le vecteur d’état, pour une condition initiale ro € B, converge vers x., plus
rapidement qu’une fonction exponentielle, A est appelé le taux de convergence, d’autre part la

stabilité exponentielle implique la stabilité asymptotique qui implique la stabilité.

Remarque 3 Dans chacune des définitions précédentes, la stabilité est définie d’une maniére locale
puisque reliée a la notion de voisinage. En utilisant les définitions précédentes, il n’est pas possible
a priori de prédire le comportement du systeme pour une condition initiale prise loin du point

d’équilibre.
Définition 13 (Stabilité globale). Si la propriété de stabilité asymptotique (exponentielle) est
vérifiée quelque soit x(0) dans R™ alors le point d’équilibre est globalement asymptotiquement
(exponentiellement) stable.
1.2.2 Fonction de Lyapunov
Définition 14 Une fonction de Lyapunov est une fonction continue V : R"™ — R telle que :
V() >0,Ve#0etV(z)=0siz=0,
ayant en plus la propriété :
V(z)<0,Vz#0etV(z)=0siz=0

Définition 15 (Fonctions définies positives).

1. Une fonction scalaire V : R™ — R est localement définie positive dans €2, ot € est un voisinage

de l'origine si :

12



(a) V(0) =0,
(b) Yx #0€ Q,V(z)> 0.
2. -Une fonction scalaire V : R™ — R est définie positive si elle vérifie :

(¢) V(0) =0,
(b) Yx #0 € R", V(x) > 0.

Définition 16 (Fonctions semies définies positives).
1. Une fonction scalaire V : R™ — R est localement semie-définie positive dans 2, ou Q est un
voisinage de l’origine si :
(a) V(0) =0,
(b) Vx #0e€ Q,V(x) > 0.

2. Une fonction scalaire V : R™ — Rest semie-définie positive si elle vérifie :

(a) V(0) =0,
(b) Yz #£0E€R™ V(z) > 0.

Remarque 4 1. Si une fonction V' est définie négative alors —V est définie positive.

2. Cas particulier important : la forme quadratique V (z) = 2T Px, x € R, avec P = PT, V est
définie positive, (respectivement négative) si P est une matrice définie positive, (respective-

ment négative).

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice P soit définie positive est que ses

valeurs propres soient toutes positives.

Définition 17 (Dérivée de la fonction de Lyapunov). Soit V : R"™ — R une fonction continiment
différentiable et soit léquation non linéaire différentielle X = f(x),z € R™. On définit alors :

V:R" =R par:

V(z) = [g‘;]/f(x) ot [g‘;(x)] est le gradient de V (x).
V(x) est appelé la dérivée de V (z) le long des trajectoires de & = f(x) (par abus d’écriture,représente
d
—Vi(x)(t
Ly @)
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Remarque 5 Dans le cas général, il n'existe pas de méthode pour trouver toutes les fonctions
candidates de Lyapunov. Dés lors, la théorie de Lyapunov conduit a des conditions suffisantes de
stabilité dont le pessimisme dépend de la forme particuliére imposée a la fonction V (x) et de la
structure du systéme. Cependant, il existe des familles de fonctions de Lyapunov souvent utilisées et
dont 'adoption dépend de la nature du systéme da étudier (systémes linéaires, systémes continus par
morceaux, systémes d retard, systémes linéaires incertains,. . .).

Le choiz le plus classique consiste a choisir une fonction de Lyapunov sous forme quadratique

V(z) = 2T Pz, P > 0 symétrique.

Théoréme de stabilité locale
Le premier théoréme en relation avec la fonction de Lyapunov est le résultat de stabilité local autour

du point d’équilibre. Nous énoncgons ce théoreme :

Théoréme 3 (Lyapunov, 1892 ) Soit xe = 0 un point d’équilibre du systéme et D un
ouvert de R" , contenant xq

Soit V : D —— R une fonction continiment differentiable telle que :

i/V(0) =0 et V(z) >0 dans D — {0}

ii/V(x) <0 dans D, alors xo = 0 est stable.

Si de plus on a : i1 /V < 0 dans D — {0} alors zo = 0 est asymptotiquement stable.

Théoréme de stabilité globale

Nous avons vu que la stabilité locale signifie la stabilité pour toute condition initiale zg dans un
voisinage D du point d’équilibre, et la stabilité globale celle pour tout xzg € R™. La question est de
savoir s’il suffit de remplacer D par R", et vérifier les hypotheéses du théoréme de Lyapunov afin
de conclure sur la stabilité globale du systeme. La réponse est non, par conséquent, il faut une
condition supplémentaire. Pour que I’on puisse garantir que le théoréme de Lyapunov conclut sur la
stabilité globale d’un systeme, il faut d’une part que toutes les hypotheses de ce théoreme soient

satisfaites, et d’autre part il faut également que la condition de bornitude radiale existe, c’est-a-dire
V(z) — oo lorsque || x ||— oo
Dans ce cas, on dit que V est radialement non bornée. Le théoréme suivant, récapitule ces conditions :

Théoréme 4 (stabilité globale) soit xg = 0 un point d’équilibre pour le systéme . Soit
V : R®™ — R une fonction de classe C* vérifiant :

V(z)>0 Vx#0,V(0)=0.

Viz) <0 Vx#0,
| z [|[— 00 = V(z) — 0.

alors xg = 0 est globalement asymptotiquement stable.
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1.3 Notion d’Observateur

Définition 18 : Un observateur ou reconstructeur d’états est un systéme dynamique auxiliaire
permettant de donner une estimation de la valeur de [’état non mesuré d’un systéeme a partir des
entrées de commande et des sorties mesurées. En automatique, 'observateur joue un réle primordial
dans la syntheése des lois de commande, la surveillance des processus afin de détecter une défaillance
ou encore la supervision des procédés dans le but d’entreprendre une action appropriée. En effet, le
probléme de la synthése d’observateurs a été établi afin d’obtenir des valeurs d’états qui ne sont pas
disponibles. La conception d’un observateur suppose l’existence d’un modéle mathématique permettant
de décrire le comportement du processus, i.e. de décrire les relations entre les variables du systéme.
Avec un tel modéle, les trajectoires des variables non mesurées du systéme peuvent étre estimées via

cet observateur.

Définition 19 :Observateur adaptatif
Un observateur adaptatif est un algorithme récursif pour 'estimation conjointe de [’état et des
parameétres d’un systeme dynamique.

1.3.1 Observateur adaptatif linéaire

Considérons le systéme dynamique suivant :

= f(z,u,6), (1.4)

avec = 1’état du processus, u le contrdle d’entrée et 6 un vecteur de parametres constants & estimer
. A présent, on suppose que I'état et les vecteurs de controle sont disponibles pour I'utilisation
de l'estimation du vecteur de parametres

Si le processus dynamique (1.4)) est linéaire, on a :
& = Az + F6 + Bu, (1.5)

avec x I’état disponible pour les mesures, un observateur réduit a la réception peut étre utilisé pour
estimer 6. En utilisant la théorie standard , il est trouvé que l'observateur linéaire réduit est
donné par :

0=Kzx+z, (1.6)

ou

i = —K(Az + FO + Bu), (1.7)
avec K une matrice choisie pour assurer la convergence de 'erreur e d’estimation a zéro.

Définition 20 :(Erreur)
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Par définition de ’erreur on a :

e:=0—10 (1.8)

1.3.2 Observateur adaptatif non linéaire

Il généralise 'observateur linéaire. Il se définit par :
b= o) + 2, (1.9)

z2=—0(x)f(x,u,0), (1.10)

avec ¢(x) une fonction non linéaire appropriée et ®(z) sa matrice jacobien :

8@-(:1;)]
a.%'j '

B(z) = | (1.11)

La fonction ®(x) joue le réle de la matrice gain K comme dans le cas de I'observateur linéaire réduit.

Pour l'observateur non linéaire, 'utilisation de la fonction non linéaire ¢(z) est important et
Of (z,u,0) ]

00; '
Le choix de ® assure la convergence de I’érreur d’estimation vers zéro avec une vitesse souhaitée En

L(t) = ®(x)F(z,u), une matrice définie positive avec F(z,u) = [

effet, comme 6 est supposée constant, 'erreur d’estimation définie en ([1.8]), évolue selon :

A

e — —f (1.12)
— —d(z)i+2 (1.13)
= —®(x)[f(x,u,0) — f(z,u,0—e). (1.14)

L’équation (|1.14]) va dans la mesure ou 'on peut procéder en général a 'analyse exacte d’estimation.
Cependant, il arrive souvent que la dynamique du processus (1.4) soit affine dans le vecteur
parametres 6, c’est-a-dire :

F(@,u,0) = Fa,u)0 + gz, u), (1.15)
ou F'(x,u) est la matrice jacobienne de f(x,u,0) par rapport au vecteur parametre 0, F(z,u) =
of(x,u,0)

Lorsque (1.15)) s’applique, il peut étre utilisé pour réduire ([1.14]) & une équation linéaire homogene.

é=—0(x)F(z,u)e = —L(t)e, (1.16)

ou

L(t) = ®(a(t)F(z(), u(t)). (1.17)
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L’équation différentielle pour la propagation de I’erreur d’estimation e des parametres est linéaire,
mais puisque la matrice L(t) varie dans le temps a travers x(t) et u(t), la stabilité asymptotique de
n’est pas équivalente aux valeurs propres de étant dans le demi-plan ouvert gauche.
D’une part, le caractere variable de L dans le temps permet a d’étre asymptotiquement stable
méme lorsque L(t) est singulier, d’autre part x(t) doit étre « constament existant» au sens habituel
du controle adaptatif (Astrom et Wittenmark,1990)[3]. Si ®(.) peut étre choisit telque L(t) soit une

matrice symétrique semi-définie positive, c’est a dire
L(t) = C'(t)C(t), (1.18)

alors une condition suffisante qui converge l'erreur vers zéro est :

T
J(T,t) = / (L(X(7))dT) est non singulier pour tout T > Tj (1.19)
t
et
lim J(T,t) = oc. (1.20)
T—o0

La théorie de Lyapunov peut étre utilisée pour vérifier cela. Pour une fonction de Lyapunov V'
utilisée comme candidat avec
V =¢e, (1.21)

alors

dv
T 2¢'e = —2¢'Le = —2¢/C'Ce < 0. (1.22)
av . . . .
De plus — = 0 uniquement lorsque ¢(t) = c(t)e(t) = 0 pour tout ¢. Ce qui n’est pas possible si
(1.19) est vérifier (Morgan et Narenda 1977)[L0]. Une maniére possible (mais sirement pas la seule )

est de sélectionner ¢(.) lorsque F'(.) ne pas dépend de U et de satisfaire
O (z) = F'(2)V, (1.23)

ol V est une matrice définie positive (notez que (1.23)) est un ensemble d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre pour les éléments de ¢(.)). Lorsque ®(.) satisfait ((1.23)

L(z(t)) = F'(x(t))V F(z) (1.24)

qui est la forme de ([1.18]). Dans certain cas, il est peut étre souhaitable ou nécessaire d’inclure
Ientrée u dans la fonction non linéaire ¢(.). Cela nécessite la modification de ([1.10]). Dans ce cas,

ona:
0pi(x,u)

O(z,u) = oz,

] (1.25)
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Opi(x,u)

U(z,u) = . 1.26

() = (2] (1.26)
Ensuite, au lieu de (1.9) et (1.10]), I'algorithme d’estimation suivante est utilisé :

6 = —¢(z,u) + 2, (1.27)

= —®(z,u)f(z,u,0) — U(x,u)i. (1.28)

Une analyse similaire & celle effectuée pour le cas olt ¢(.) ne contient pas u montre que (1.16|) reste

valable pour ([1.27)) et (1.28]). La modification de 1’algorithme de ([1.9)) et (1.10) semble nécessitée la

dérivée de ’entrée de commande, bien que ’entrée de commande soit disponible pour étre utilisée
dans la mise en oeuvre de (1.27) et (1.28)), sa dérivée peut ne pas étre facilement disponible. En
principe, elle peut étre calculée a partir de la dynamique connue du processus. Supposons par exmple

qu’une loi de commande linéaire soit utilisée
u=—Gx (1.29)
ou G est une matrice gain constante, dans ce cas la dérivée du contrdle est donnée par :
w=Gi=—-Gf(x,u,0) (1.30)

qui contient un parametre inconnue 6. Si (1.30]) est mise en oeuvre en utilisant le parameétre estimé
#, 'annulation requise des @ pour arriver a 1j et non de changer la dynamique. La présence du
terme de forgage, qui est proportionnel & 7 peut empécher 'erreur d’estimation de converger vers
zéro mais ne la fera pas diverger. Dans les applications ou I’entrée de commande s’approche d’une

constante, le terme de forcage ira a zéro. Cela garantira ’erreur de passer également & zéro.
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Chapitre 2

Modele mathématique de la peste

bubonique chez les humains

Dans ce chapitre, nous allons présenter le modele SIR de la peste bubonique en spécifiant les
différents parametres qui y sont utilisés ainsi que les hypotheses faites sur ces parametres. Ensuite,
nous calculerons la valeur théorique du taux de transmission puis nous donnerons des remarques

importantes consernant le nombre d’incidence de la maladie.

2.1 Manifestation clinique, propagation et traitement de peste bu-

bonique

La peste est une maladie qui sévit toujours en Afrique, en Asie et en Amérique, elle fait partie des
maladies émergentes dans le monde.

Elle est une infection bactérienne aigue causée par : la bacille yersinia pestis. Il s’agit d’une zoonose,
touchant principalement les rongeurs sauvages ou prédomestiques (rats). La maladie est transmise
de rongeur a rongeur par une piqlire d’une puce vectrice (figure 1a). L’infection humaine ne présente
qu’un épiphénomene de ces enzooties. Lorsqu’un étre humain est piqué par une puce d’un rongeur
infecté, il développe un syndrome infectieux sévere accompagné d’une adénopathie volumineuse
et exquisément douloureuse dans le territoire de drainage du point de piqiire de la puce. Cette
adénopathie est appelée bubon. Une peste bubonique non traitée est fatale, généralement en moins
d’une semaine, le nombre de cas d’infection peut aller jusqu’a 40% a 70%.

Une complication possible de la peste bubonique est le développement d’une pneumopathie pesteuse,
ou peste pulmonaire. Cette maladie d’évolution foudroyante, constament mortelle en absence de
traitement précoce, est directement contagieuse d’homme a homme par le biais des gouttelettes

respiratoires émises lors de la toux (figure 1a).
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figurela : La peste, zoonose touchant principalement des rongeurs, sauvages ou domestiques (rats),

transmise de rongeur a rongeur par une piqire d’une puce vectrice.

2.2 Description du modele SIR de la peste bubonique

Définition 21 :
Un compartiment désigne deuz types d’abstractions :
xUne région de l’espace délimitée par des barriéres et une grandeur physique qui a une propriété

d’homogénéité dans cette région.
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x Une substance ou grandeur physique sans localisation précise
Le compartiment peut étre alors quelque chose de fictif par exemple, il peut s’agir d’un médicament
présent dans le sang ou dans un organe, il peut aussi s’agir de ’ensemble des individus porteur d’un

pathogéne dans une population donnée.

Définition 22 :(Nombre d’incidence)

c’est le nombre de nouwveaux cas de malades observés sur une période donnée.

2.2.1 Description des compartiments et parametres du modele

Le modele SIR est divisé en trois catégories d’individus S(t), I(t) et R(t) qui désignent respective-
ment :

x la classe des susceptibles ou sains pendant une durée de temps ¢

x la classe des infectées pendant une durée de temps ¢

x la classe des rétablis ou de morts liée a la maladie pendant une durée de temps ¢

Pour ce modele, nous avons deux types de parametres :
x 0 : est le taux d’infection des personnes susceptibles

x 0 : est le taux de guérison et de mort des personnes infectées

2.2.2 Hypothéses du modeéle

Un modeéle mathématique est basé sur des hypotheses. Dans ce modeéle nous avons les hypotheses
de base suivantes :

* une personne guérie aquiert I'immunité c’est-a-dire qu’il ne peut plus a nouveau contracter la
maladie.

* on ne tient pas compte de la mortalité naturelle

x le nombre de personne infectés pour une durée de temps t est de SSI qui représente le taux
d’incidence ou fonction d’incidence

* le nombre de personnes retirées (guéries ou mort) proportionnel au taux de contamination est de
ol.

x la période de temps que I'on considere est suffisamment courte que ’on peut négliger la démogra-
phie (on parle aussi de modele sans dynamique vitale)

Avec toute les conditions ci-dessus, le schéma de type SIR de la maladie est donné par :

[ s 1= 1 J*=[ R ]

Titre : Diagramme du modéle épidémique SIR.
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2.2.3 Modélisation Mathématique du diagramme du modele épidémique SIR

Maintenant que les bases sont posées, nous pouvons passer au modele mathématique. Il définit la
maniére dont évolue chaque catégorie S, I et R. Etudier une évolution c’est étudier une variation.
Or une variation en mathématique se définit par la dérivée. Ici elle se fait en fonction du temps t.

_ 4

NB : le signe négatif dans le modele mathématique traduit une dimunition d’individus dans le

Pour rappel f'(z)

compartiment correspondant & I’équation.

Ainsi, le modele mathématique correspondant au diagramme est le suivant :

S(t) = —BSI
I(t)=pSI —6I (2.1)
R(t) = 61.

2.3 Estimation du nombre d’incidence (551) par la méthode algé-

brique

Dans le modele , afin de prédire le nombre de nouveaux cas d’infection de la maladie, il
faut estimer la valeur de SST autrement dit le nombre d’incidence. En réalité, dans les premieres
maladies infectieuses émergentes, le coefficient du taux d’infection S n’est pas connu, donc pour
que le modele dynamique des maladies infectieuses estime l'incidence de la maladie, on utilise
une méthode algébrique pour résoudre les équations différentielles et I’analyse mathématique pour
obtenir la valeur de 3, puis déterminer la valeur de 8SI du systeme .
* Détermination de la valeur théorique de 3 puis de 35T
En effet, on peut réduire le systéme STR au systeme SI puisque les deux premieres équations du
systeme ne dépendent pas de la variable R.
On a le modele suivant :

S =-BSI

. (2:2)
[=BSI—4I.
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*Déterminons ’expression théorique de la variable I

I _ dS 9,8 5 ds
dt B Sdt

5 ds
dl = —dS + ===
S+5S

tds

ar = — / s+ 2
10 B S

Donc, on a

6. S(t)

I(t) —Ip = —(S(t) — —In——=

(1)~ To = ~(S(0) = S0) + 5in "]

Quand ¢t — oo, on a : I(t) = 0 et S(t) = Seo

J, Sx
Iy = (S — Sp) + =In="2

0 (S So) + BnSO

J, Sx
-1 - — Zin=>=

o+ S So = ﬁnS()

§(InSee —InSp)  (InSy — InS)
Soo — Iy — Sp N Ip+ Sp — S

8=

d’ou

(InSp — InSx)

b= I+ Sy — Soo |
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L’expression théorique de I'incidence est :

9 — (InSp — InSs)

=———°§87T| 2.1
IO+SO—SOOS (2.16)

L’estimation ci-dessus de 'incidence est inadéquate dans I'utilisation réelle. Dans cette premiere
méthode d’estimation de I'incidence de la maladie, on a besoin de savoir quand 1’épidémie prendra
fin et éventuellement savoir le nombre de personnes sensibles (susceptibles) a cette date, donc 3 est
estimé & la fin de I’épidémie, plutét qu’au cours de la transmission de la maladie, or Pour donner
des mesures de prévention, on a besoin d’avoir des résultats en temps réel. Dans la pratique, le taux
d’infection 8 dépend non seulement du type de maladies, mais aussi des circonstances individuelles

dans lesquelles les personnes et I’environnement social humain sont infectés.
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Chapitre 3

Synthese d’observateur pour

I’estimation de la fonction d’incidence
du modele SEIR

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie du contrdle pour mettre en place un observateur
non linéaire rappelé dans le chapitre L.

Notre objectif est d’estimer le nombre d’incidence au moyen de 1’observateur. Notre modele de
départ sera amélioré en considérant une autre variable d’états E(t) et le terme de contrdle u qui

traduit le taux de vaccination.

3.1 Description du modele SEIR

3.1.1 Description des variables et parametres du modele

Le modele SEIR est divisé en quatre catégories d’individus S(t), E(t), I(t), R(t) qui désignent
respectivement :

x la classe des susceptibles ou sains pendant une durée de temps ¢

« la classe des contaminés ne présentant pas les symptomes de la maladie (période d’incubation du
virus) pendant une durée ¢

* la classe des infectés présentant les symptomes de la maladie pendant une durée de temps ¢

x la classe des rétablis ou guéris pendant une durée de temps t

Pour le modele ci-dessous nous avons les parameétres suivants :
x p est le taux de vaccination

x [ est le taux de contamination de la maladie
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x a est le taux de mortalité des personnes contaminées
x 1 est le taux des personnes infectées qui manifestent les signes de la maladie

x 0 est le taux de guérison ou d’immunisation

3.1.2 Hypotheéses du modele

xLes personnes vaccinées et les personnes guéries de la maladie acquiérent I'immunité

xLa maladie possede une période d’incubation

xLes personnes nouvellement infectées rentrent immédiatement dans une période d’incubation
xLes personnes en incubations peuvent mourir de la maladie avec un taux de mortalité a, de méme
que les personnes en état d’infection

xLes personnes en état d’incubation peuvent passer a un état beaucoup plus critique appelé état
d’infection avec un taux p

x Les personnes infectées peuvent étre guéries avec un taux 9.

Avec les hypotheses ci-dessus, le schéma de type SEIR de la maladies infectieuse est le suivant :

TPS
——
I e I - e B R
_ _
~LaE ~La1

Titre : Diagramme du modele épidémique avec temps de latence.

3.1.3 Modélisation Mathématique du diagramme du modele épidémique SEIR

En tenant en compte des hypothéses précédentes et la forme du diagramme ci-dessus, nous avons le

systéeme mathématique suivant :

S =—BSI—pS
E = BSI — uE — oF
I =pE—6I—al

R =941

(3.1)
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3.2 Estimation du nombre d’incidence (8S5S7) au moyen de ’obser-

vateur non linéaire

Etant donné que notre incidence de la maladie a estimer est principalement 551, nous pouvons
considérer seulement les deux premieres équations du systéme et en posant § = BSI, le
parameétre d’incidence de la maladies a estimer. De plus, dans la pratique I'immunisation des
susceptibles peut étre contrdlée, de sorte que le modele peut étre vu comme un systeme de controle
des facteurs du pouvoir de I'immunisation pouvant s’écrire sous la forme @(t) = f(z,u, ) avec z
I’état du processus, u le controle de sortie et 6 un vecteur de parametres constants a estimer. Soit

u = pS, on a donc le systéme simplifié suivant :

S=-0—u

. (3.2)
E=0—-uFE —aF.

En accord avec la méthode d’estimation des parametres du systeme pour l'observateur non linéaire
(1.9), (1.10]), le systeme (33.2)) est utiliser pour établir un observateur non linéaire suivant :

0=¢(E)+ 2, (3.3)

avec,

A

Z=®E)(u+a)E —0), (3.4)

ol E est la variable d’état de Pobservateur,  est Iestimateur du nombre d’incidence et d(E) est

une fonction non linéaire avec ®(E) sa matrice Jacobienne.

Comme le systéme (3.2) n’a qu'un seul parameétre 6 & estimer, donc pour 'observateur (3.2)),
on prend la fonction ¢(F) = KFE, donc la matrice jacobienne correspondante est ®(E) = K et
L(t) = K. Evidemment, lorsque K > 0, L est définie positive, ainsi les conditions d’estimation des

parametres de Iobservateur non linéaire sont satisfaites.

3.3 Simulation numérique

La simulation de ’observateur non linéaire de I'incidence de la maladie infectieuse est exprimée
dans les figures suivantes, avec K qui vaut respectivement 0.5, 2 et 12 comparer avec la courbe de
la valeur de I'incidence 8S1 du modele SIR. Pour estimer la valeur numérique de ’observateur on

considere les parametres suivants : 5 = 0.02, u = 0.2, a=0.05.
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MNombre d'incidence
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Fi1cURE 3.3.1 — Courbe représentative du nombre d’incidence du diagramme de simulation du modele
épidémique avec k=0.5.
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Nombre d'incidence

Temps (Jours)

F1GURE 3.3.2 — Courbe représentative du nombre d’incidence du diagramme de simulation du modele
épidémique avec k=2.
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Fi1cURE 3.3.3 — Courbe représentative du nombre d’incidence du diagramme de simulation du modele
épidémique avec k=12.
On constate que la courbe de l'observateur converge vers la courbe représentative du nombre
d’incidence pour K=12.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a étudier des techniques pour déterminer la force
d’infection (incidence) de la peste bubonique chez les humains.

Dans le premier chapitre, nous avons fait ’essentiel des rappels sur les équations différentielles
ordinaires, la théorie de lyapunov et la notion des observateurs de la théorie de controle.
L’essentiel du travail de ce mémoire a été fait dans le deuxieme et le troisiéme chapitre.

Dans la premieére section du chapitre 2, nous avons étudié 'agent pathogeéne responsable de la peste
bubonique : la bacille yersinia pestis. Nous avons décrit les différents modes de transmissions de
la peste bubonique. Dans la deuxiéme section, nous nous sommes consacrés a la mise en oeuvre
du modele a partir des hypotheéses sur lesquelles se sont basées les auteurs pour établir ce dernier.
Les parameétres du modele ont été aussi décris et bien détaillés dans cette méme partie. Dans la
troisiéme section, nous avons utilisé les méthodes algébriques pour déterminer la valeur théorique
de la force d’infection de la maladie. Nous avons vu que dans la pratique, I'utilisation de cette
methode présente beaucoup d’insuffisance car le taux d’infection ne peut étre connu qu’a la fin de
I’épidémie. Le nombre d’incidence est donc obtenu a la fin de I’épidémie plutét qu’au cours de la
transmission de la maladie. Cela veut dire que les agents de santé auront vraiment du mal a alerter
Pordre publique du niveau de contamination de la population.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a la mise en place du modele amélioré de la peste
bubonique. La premiere section de ce chapitre a été consacrée a la description des parameétres et la
mise en oeuvre du nouveau modele mathématique. Dans la deuxieme partie du chapitre, nous avons
construit un observateur pour estimer le nombre d’incidence de la maladie (force d’infection) en

fonction du temps.
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