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Détermination des points algébriques de degré donné
quelconque sur certaines courbes.

Résumé de la these
La géométrie algébrique a connu un grand développement dans les années 50 par les travaux

de 1’école francaise sous I'impulsion de Pierre Samuel, Henri Cartan, Jean-Pierre Serre et
d’Alexandre Grothendieck. En une décennie, elle se développa, répondant a des questions
classiques sur la géométrie des variétés algébriques. Des applications furent tres vite trouvées
en théorie des nombres. De nos jours la géométrie algébrique est I’'un des domaines fondamen-
taux et un outil indispensable dans de nombreuses parties des mathématiques. Cette these
traite des questions de géométrie algébrique et de la théorie des nombres. L’étude porte essen-
tiellement sur les méthodes permettant de déterminer la famille de points algébriques de degré
donné quelconque sur certaines courbes en particulier lisses. Ces questions intéressent beau-
coup de mathématiciens, et en particulier, des géometres algébristes. Pourtant les résultats
obtenus sont souvent qualitatifs, non explicites et réduits aux points rationnels. Dans cette
these, nous déterminons de maniere explicite ’ensemble des points algébrique de degrés £ quel-
conques sur certaines courbes. L’essentiel des résultats obtenus dans cette these completent
et/ou étendent des travaux d’autres mathématiciens dont : Nil Bruin & E.Victor Flynn [1],
Anna ARNTH-JENSEN & E. Victor FLYNN |[6], Nil BRUIN [13] et Benedict H. Gross &
David E. Rohrlich [3].

Mots-clés : Groupe de Mordell-Weil, jacobienne d’une courbe, conjugués de Galois.
Classification Mathématiques AMS 2020 : 141.40, 14H40, 14C20.

Summary of the thesis
Algebraic geometry underwent a great development in the 1950s through the work of the

French school under the impulse of Pierre Samuel, Henri Cartan, Jean-Pierre Serre and
Alexandre Grothendieck. Within a decade, it developed, answering classical questions on
the geometry of algebraic varieties. Applications were soon found in number theory. Nowa-
days algebraic geometry is one of the fundamental fields and an indispensable tool in many
parts of mathematics. This thesis deals with issues of algebraic geometry and number theory.
The study focuses on methods for determining the family of algebraic points of any given
degree on certain curves, in particular smooth curves. These questions interest many ma-
thematicians, and in particular, algebraic geometers. However, the results obtained are often
qualitative, not explicit and reduced to rational points. In this thesis we explicitly determine
the set of algebraic points of any degree £ on certain curves. Most of the results obtained in
this thesis complement and/or extend the work of other mathematicians including : Nil Bruin
& E.Victor Flynn [1], Anna ARNTH-JENSEN & E. Victor FLYNN [6], Nil BRUIN [13] and
Benedict H. Gross & David E. Rohrlich [3].

Key words : Mordell-Weil Group, Jacobian, Linear system.
AMS 2020 Mathematics Subject Classification : 141,40, 14H40, 14C20.
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Introduction

La géométrie algébrique est I’'étude des ensembles algébriques, définis comme des en-
sembles des zéros d'un ou de plusieurs polynémes. Un cas particulierement intéressant est
celui des variétés algébriques. L’origine de cette fascinante branche des mathématiques
remonte a Descartes et a de nombreux autres mathématiciens dont Abel, Riemann, Poin-
caré, Hilbert.

Apres les années 1930, les mathématiciens Weil, Zariski, Chevalley, Brauer se sont illustrés
par leur apport remarquable. Il y a eu un grand essor de cette branche sous I'impulsion de
Pierre Samuel, d’Henri Cartan, de Jean-Pierre Serre et d’Alexandre Grothendieck. Aujour-
d’hui, la géométrie algébrique est considérée comme 1'une des disciplines fondamentales
non seulement pour elle-méme mais aussi pour de nombreux domaines des mathématiques.
Soit C une courbe algébrique lisse définie sur Q. Soit IK un corps de nombres ; on note C(K)

ensemble des points de C & coordonnées dans K et | J C(K) l'ensemble des points de
[K:Q]<¢
C a coordonnées dans IK de degré au-plus ¢ sur Q. Le degré sur () d’un point algébrique

R de C est défini comme étant le degré de son corps de définition sur Q; c’est-a-dire

deg(R) = [Q(R): Q).

Cette these s’inspire largement des travaux de certains géometres algébristes dont :

e Gross et Rohrlich 3] qui ont déterminé 1’ensemble des points rationnels sur @ sur la

courbe d’équation affine y'' = z(x — 1).

e E.F. Schaefer qui donne dans [9] la description de I’ensemble des points algébriques de

degré au-plus 2 sur Q sur la courbe d’équation affine y* = z° + 1.

La these comprend trois grands chapitres structurés de la maniere suivante :
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a) Le chapitre 1 intitulé “Notions de base “est constitué de définitions et résultats
classiques.

b) Au chapitre 2 intitulé “Points algébriques de degré donné quelconque sur la
courbe d’équation affine y* = 2* — 82® + x ”, on donne une description
explicite de I'ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur @ sur la
courbe d’équation affine y* = z° — 8z + =.

Le théoreme principal de ce travail, publié dans [8], s’énonce comme suit :

Théoreme :
L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur Q sur la courbe C est

d’équation affine y* = x> — 82® + = donné par :

Fo=F U F

avec
¢ ag et by non simultanément nuls , ar # 0
2 2
Z a; "
T, — ng si 0 est pair, be—s # 0 si £ est impair et
5 2
fl — ijx-j
¢ 3=0 x solution de l’équation :
‘ 2 =3 2
a;x' | = Z bx’ <x3 — 822 + x)
i=0 5=0
041
2
Zaixi bo #0, arn # 0 si l est pair, be2e #0 st/
- 2 2
v, —
2
Z bja:j est impair et x solution de l’équation :
/!
Fo = =0
o 2 (s 2
2 2
> a2 | = > bl (:c —(4-v 15)) (:c — 4+ \/15))
i=1 5=0

¢) Au dernier chapitre intitulé “Points algébriques de degré quelconque sur certaines
courbes lisses ”, on explicite les points algébriques de degré quelconque sur

quelques courbes planes et lisses dont le groupe de Mordell-Weil des points

These de doctorat 2
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rationnels de la jacobienne est fini et est donné dans leurs références.

Nos résultats sont illustrés par les théoremes suivants :

i) Théoréme 1
L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur QQ sur la courbe
C d’équation affine y* = 109(2* — 2)(z* +2)(2* + 1) est donné par :

S=8SUsSUsSUS

avec :
¢ by et co non simultanément nuls,
2
; 5
Z b,z + ax2
=0 g . .
x, = bé # 0 si £ est pair, Cer # 0 si
2 2j+1
S, = P
L J=0 ¢ est impair et x solution de I’équation :

2 2

e
2 2j+1

=7

2
Shia' + ax:| =109 | Y grr | (@2 —2)(@® + 2)(a? + 1)
i=0 =0

) buTz#OsiEestpair,c%%OsiE
a2+ (=1)2) +3 i (' + (-1)')
z, — ey =2 est impair et x solution de
2 2j+1
S, — Z C;x 2
2 F=U I’équation :

J=0

These de doctorat 3
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042
a (mg + w) +Zbi (xl + wi) berz # 0 si £ est pair, ce—s # 0 si £ est
i=1
x, — =
3 cr impair et z solution de ’équation :
7=0
5 &2 i i\ e 2
a (m ﬂb) Ny (”3 i ) =109 [ Stz | (22— 2)(a? + 2)(a? + 1)
z i=1 z =0
avec
! . ; ;
v = =3 (v +(v2)) et o = - ((-v2) + (7))
HT2
a (35% + N) +;bi (xz + z/) buTQ # 0 si £ est pair, Cizs # 0 si /£ est
T, — =5 =
cra impair et x solution de 1'équation :
=0
B 5 £42 . . 2 £=5 2
a ($2 —i—u) +> b, (m v ) =109 Z:clx% (2% = 2)(2® + z)(2* + 1)
x i=1 X =0
avec
1 5 5 ; 1 i i
p=—5(QF+(=07) et v = — () +(=0))
i) Théoréme 2
L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur QQ sur la courbe
C d’équation affine y* = (v — 74)(z* — 2730)(z®> + 5476) est donné
par :
M= M | M [ M; | My
avec
¢ ag et by non simultanément nuls, a L = 0 si £ est pair,
2
Zaixz
5, —zfg be_Ts;éOsiEest
N
M, = Z bjx]
L= J=0 impair et x solution de I’équation :
L 2 = 2
ar' | =D bl | (z—74) (a? —2730) («® + 5476)
i=0 =0

These de doctorat
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£+1
R a 0 si £ est pair, bea # 0 si £ est
wat — (o || B TSR b
T =1
7 s impair et x solution de I’équation :
Z bjl’]
5=0
“—Tl % 74 i ? 6_74 2
S a x_()) = | > b7 | (x—74) (2 — 2730) (2 + 5476)
i=1 z =0
442
2 . acr2 7 0 sil est pair , bes # 0si  est
az(ml + 51) 2 2
z, =1 =
ijl'] . . T de 1’é . .
= impalr et x solution de l'équation :
o2 . O\ 2 =3 2
a; ("”” il ) = | > b/t | (z—74) (22 — 2730) (2® + 5476)
i=1 e 3=0
avec
. 1 ) )
¢ =—5(B7V2) + (-37v2)))

5 , , ae2 # 0 sifest pair , bes # 0 sif est

Zaz(ml + fyl) 2 2

i=1

z, — =
-
jz:%)bﬂm impair et x solution de 1’équation :
2 . -\ 2 =3 2
S a <$+’V > = | > b’ | (x—74) (2* - 2730) (2® + 5476)
i=1 L =0
avec
i 1 i i
7= =5 (140 + (=74

i1i) Théoréme 3

L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur @ sur la courbe

C d’équation affine y> = 6x(x* + 3) est donné par :

Ho=H |JHs

These de doctorat



avec

Hi =

Ho

£+1

2 )
> a’
=1

z,

£—4
=

e
Z bjx
j=0

iv) Théoréme 4

L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur QQ sur la courbe

TABLE DES MATIERES

ag et by non simultanément nuls, a: # 0
2
si ¢ est pair ,bes # 0 si £ est impair
2

et x solution de I'équation :
2 5 2

£-5
N

ax' | = 6z | bt | (a2t +
i=0

£
2

3)

1=0

bp # 0, aw1 # 0 sif est pair, be-a # 0
2 2
si £ est impair et x solution

de I’équation :
2 2

25} 4

2 2

Zaixl_% = 6| bal| (z* + 3)
i=1 =0

C d’équation affine —y?> = 2% — 202® — 8 est donné par :
R = Rl U RQ
avec
’ 6 ap et by non simultanément nuls, a¢ # 0 si ¢
2 2
Z a;z"
x, ifg est pair , bes # 0 si £ est impair et x
o 2
> bl
Ry = - . , .
j=0 solution de I’équation :
. 12 s 12
- =& <« gyl 6 3
a;x"” 12 =—| > b/t ($ — W — 8)
i=0 5=0

These de doctorat
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v)
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Théoréme 5

e 6
Zai (Ii + p’) G = 0 si £ est pair, be%s # 0 si { est
i=1
9% =
2
3 bzt impair et x solution de 1’équation :
=0
e N\ 12 3 12
{2 + (3
> ai SR > bl tii (xﬁ — 202 — 8)
i=1 g1zt j=0
avec
po= —= ((1 +V3) + (1 - \/§)>

L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ > 9 sur la courbe

C3(11) d’équation affine y**

avec

[SIEN

yll

4

2
> by
=0

W

3 (z —

1)® est donné par :

e (G

ag # 0, aé#OSiEestpair,bef%#Osi

¢ est impair et y solution de 1’équation :

6 3

J4 4 /—11

2 ) 2] q 2
doay'| | Days + D by
i=0 i=0 §=0

3

Wl

arrni-m # 0 sifest pair, bem # 0 si £ est
2 2
impair et y est solution de I'équation :

6

£—m
2 .
2j+m—11
Z by~ o
i=0

{+11—m 3 {+11—m L—m 3
2 i+m—11 2 4 2 J
=| Xay s D@y + ) by
i=11—-m i=11—-m 7=0




TABLE DES MATIERES

Le travail se termine par une conclusion dans laquelle on résume les résultats obtenus
qui donnent l'idée des perspectives, et liste quelques problemes ouverts qui pourraient

intéresser les mathématiciens, en particulier les géometres algébristes.

These de doctorat 8



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre on introduit les notions de base que nous jugeons utiles dans la suite.

Ces notions seront constituées de définitions et résultats supposés classiques.

1.1 Théorie des corps

1.1.1 Corps de décomposition

Tous les corps considérés dans ce paragraphe seront des corps commutatifs (sauf mention

expresse du contraire). Soit IK un tel corps.

Définition 1.1.1
On dit qu’un corps I est une extension du corps K et [’on note souvent IK C L si K est

un sous-corps de L.

Soit a € IL; on désigne par :

o Kla] le sous-anneau de L engendré par IK U {a}, c’est-a -dire :

Kla] = {zr€elL |z = P(a), avec P € K[X]}.



1.1. THEORIE DES CORPS

o K(a) le sous-corps de L. engendré par I U {a}, c’est-a -dire

P(a)
Q)

=

K(a) = {xe]L

;avec P € K[X],Q € K[X], Q(a) # O}.

Définition 1.1.2
Une extension IX C 1L est dite simple s’il existe o € I tel que I = K(«).

Exemple 1.1.3
+ Q(VE) = {& + V5b | (a, b) € Q} est une extension de Q.
* R ¢ C = R(@) := {a + ib| (a, b) € Q} est une extension simple de R.

x Le corps IK(X) des fractions rationnelles a une indéterminée sur le corps K est une

extension de K.

Définition 1.1.4
On appelle équation polynomiale sur KK toute équation de la forme P(x) = 0, avec P €
K[X]. Le degré de cette équation est le degré de P.

Définition 1.1.5
Une extension K C L est un corps de rupture sur K pour le polynome P € K[X] si, L

contient un zéro de P.

Définition 1.1.6
Une extension I est un corps de décomposition sur K pour le polynome P € K[X], si
P peut étre scindé dans L[ X]| c’est-a-dire peut étre décomposé en produit de polyndomes

linéaires dans L[X].

Exemple 1.1.7
% C est un corps de décomposition sur R pour le polynome X + 1;

% Q est un corps de décomposition sur Q pour le polynome X* — 1.

1.1.2 Eléments entiers, éléments algébriques

Définition 1.1.8
Soient A un anneau et B une A-algébre.
— On dit que b € A est algébrique sur A s’il existe un polynome non nul P € A[X]
tel que P(b) = 0.
— Un élément non algébrique est appelé élément transcendant.

— On dit que b € B est entier sur A s’il existe un polynome unitaire P € A[X] tel
que P(b) = 0.

These de doctorat 10



1.1. THEORIE DES CORPS

Le corps Q des nombres z € C algébriques sur Q s’appelle corps des nombres algébriques.

Définition 1.1.9
Soient A un anneau et B une A-algebre. L’ensemble des éléments de B qui sont entiers

sur A est une sous-A-algébre de B. On l'appelle cloture intégrale de A dans B.

Définition 1.1.10
Soient IX un corps et B une K-algébre intégre. L’ensemble des éléments de B qui sont

algébriques sur IK est un corps contenu dans B. On ['appelle cloture algébrique de K dans

B.

Définition 1.1.11

Soient IK un corps et B une K-algébre intégre. Soit b € B un élément algébrique.
L’ensemble {P € K[X] | P(b) = 0} est un idéal premier de K[X]. Le polynéme minimal
de b en est l'unique générateur unitaire. On remarquera que le polynome minimal de b est
le polynome unitaire de P de plus petit degré tel que P(b) = 0; c¢’est aussi un polynome

irréductible.

1.1.3 Extensions entieres, extensions algébriques

Définition 1.1.12
On dit qu’une extension d’anneaur A C B est entiére si tout élément de B est entier
sur A. On dit qu’une extension de corps K C LL est algébrique si tout élément de 1L est

algébrique sur K.

Définition 1.1.13

© On dit qu’'une extension d’anneauxr A C B est finie si B est une A-module de type fini.
On dit qu’une extension de corps K C 1L est finie si I est un K-espace vectoriel de

dimension finie.

© On appelle degré de I sur K, et l'on note [L : K], la dimension de I en tant que

K-espace vectoriel.

Définition 1.1.14
Soient A un anneau intégre et K son corps des fractions. On dit que A est intégralement
clos si la cloture intégrale de A dans KK est a A, autrement dit si les éléments de A sont

les seuls éléments de IK qui sont entiers sur A.

Exemple 1.1.15
a. l'anneau 7. est intégralement clos.

b. Si A est un anneau intégralement clos, A[X] est intégralement clos.
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Proposition 1.1.16
Soit K un corps.

1- K n’admet pas d’extension algébrique K C L avec L # K ;

2- Les polynomes irréductibles de K[ X] sont les polynomes de degré 1 ;
3- Tout polynome non constant a coefficients dans IK posséde une racine dans K ;
4- Tout polynome a coefficients dans KK est scindé.

Définition 1.1.17
On dit qu’un corps K est algébriquement clos s’il vérifie une des conditions de la propo-

sition ci-dessus.

Définition 1.1.18
Soit IK un corps. Une cloture algébrique de KK est une extension algébriqgue IK C 1L telle

que 1L soit algébriquement clos.

1.2 Théorie de Galois

1.2.1 Extensions normales

Soit IK un corps.

Définition 1.2.1

Une extension IK C ¥ est dite normale si, chaque fois que ' est un corps de rupture
pour un polynome irréductible P € K[X] sur K, il est un corps de décomposition pour
P sur K. En d’autres termes : une extension K C [ est dite normale si, chaque fois
qu’un polynome irréductible P € IK[X]| posséde une racine dans F, alors il se décompose
en produit de polynomes linéaires dans F[X].

Ou encore une extension IK C T est dite normale si, chaque fois qu’un polynome

irréductible P € IK[X] posséde une racine dans F, alors il posséde toutes ses racines
dans I'.

Exemple et Contre-exemple 1.2.2
(a) C est une extension normale de R.
(b) L’extension Q(¥/7) de Q n'est pas normale car, le polynéme X — 7 € Q[X] posséde

. 3 s . A o s .
une racine dans Q(\ﬁ) sans se décomposer en produit de polynomes linéaires dans

Q(VT)[X].

Définition 1.2.3
Soit une extension IK C F.
Une cloture normale de I est une extension normale IK C IN qui satisfait les conditions

sutvantes :
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i) K ¢ F c N.
(ii) ST1K C M est une extension normale vérifiant K € F C M C N, alors M = N.

Exemple 1.2.4

C est une cloture normale de ’extension @@ C R.

1.2.2 Extensions séparables

Définition 1.2.5

Soit K un corps, K C E et K C I deuz extensions de K.

On appelle IK-isomorphisme de | dans ' tout isomorphisme o : I — T laissant fize
tout élément de IK, c’est a dire o(\) = X pour tout A € K.

Exemple 1.2.6
L’application o : C — C définie par o(z) = z (le conjugué de z) est un R-isomorphisme
de C dans C.

Toutes les extensions considérées dans la suite de ce paragraphe seront supposées finies.

Définition 1.2.7
On appelle degré galoisien d’une extension IX C T, et l'on note [F : K], le cardinal de

I’ensemble des IK-isomorphismes de ' dans une cloture normale de I¥.

NB : La définition du degré galoisien ne dépend pas du choix de la cloture normale de IF

Théoréme 1.2.8

SiF = K(a), alors [IF : K] est le nombre de racines distinctes de Irr(a,K) polynome

minimal de A sur K.

Preuve :
Soient IN une cloture normale de K, I ’ensemble de tous les KK-isomorphismes de KK dans
IN et A I'ensemble des racines distinctes de [rr(a, K) dans IN. L’application I — A qui

associe o a o(a) est bijective, d’ou [F: K] = card(l) = card(A)
CQFD

Définition 1.2.9
Une extension K C L est dite séparable si, [L: K] = [L: K.

Un élément a € 1L est séparable sur I, si toutes les racines de Irr(a,K) sont simples.

Exemple 1.2.10
C est une extension séparable de R. Le nombre complexe i est séparable sur R. V5 est

séparable sur Q.
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Théoréme 1.2.11

Une extension K(a) est séparable, si et seulement si a est séparable sur IK.

Preuve :

Soit [IL: K] = n = deg(Irr(a, K)). Nous avons les équivalences Suivantes :

K =[L: K]

Irr(a, K) posséde n racines distinctes

IL est séparable sur KK

toute racine de Irr(a, K) est simple

1117

a est séparable sur K

CQFD

1.2.3 Extensions galoisiennes

Définition 1.2.12
Soit I une extension normale finie d’un corps IK. L’ensemble des K-automorphismes de

I forme un groupe pour la composition des applications noté G(LL/K) et appelé le groupe
de Galois de l’extension 1L de K.

Exemple 1.2.13
C est une extension normale finie de R. G(C/R) = {idc, p} ou p est le R-automorphisme

qui associe a chaque nombre complexe z son conjugué z.

Théoreme 1.2.14
Le groupe de Galois G(IL/KK) est fini, et son ordre est le degré galoisien L : K].

Preuve :
Le groupe de Galois G(L/K) est I’ensemble des K-isomorphismes de L. dans une cléture
normale de L.

En effet, I est sa propre cloture normale car elle est une extension normale de KK, donc

on a G(L/K) est fini.Ainsi on voit que l'ordre de G(IL/K) est le degré galoisien [L : K].

CQFD
Corollaire 1.2.15
Soit I une extension normale de K, alors on a : ord(G(L/K)) < [L : K].

Définition 1.2.16
Soit IK C I une extension finie d’un corps IK. L’extension K C 1L est dite galoisienne

si elle est normale et séparable.
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Exemple 1.2.17

R C C est une extension galoisienne.

Définition 1.2.18
Soient K C L etz € 1L algébrique sur IK de polynéme minimal irr(x, ) a coefficients
dans K.

(%) Les zéros de irr(z, K) dans IK sont appelés les conjugués de x.

(%) Les conjugués de x qui sont laissés fizes sous l'action de Galois (c’est-a -dire qui sont
laissés fizes par les IK-automorphismes de 1.) sont appelés les conjugués de Galois

de x.

1.3 Variétés algébriques

1.3.1 Variétés affines

Dans tout le paragraphe on considérera IK, un corps commutatif .

Définitions 1.3.1
On appelle espace affine de dimension n, et l'on note A"(k) ou A", l’ensemble K"
produit itéré n fois du corps K.
Les éléments de IK" sont appelés points.
Un point P de K" est dit zéro d’un polynome F € K[Xy, ... ,X,] st F(P) = 0.
Définitions 1.3.2
On considére S C K[Xq,..., X,].
On note V(S) lensemble défini par :

V(S)={P € A" |VFeS, F(P) = 0}

c’est l'ensemble des zéros communs a tous les éléments de S.

L’ensemble V(S) est appelé l'ensemble algébrique affine défini par S.
Exemple 1.3.3

Le vide et l’ensemble tout entier sont des ensembles algébriques affines.

En effet : V(1) = ¢ et V(0) = A" ou 1 et 0 désignent respectivement les polynomes
constants P —— 1l et P — 0.

Sin = 1 et siS nlest pas réduit a 0, V(S) est un ensemble fini.

Définitions 1.3.4

o Un ensemble algébrique affine € est irréductible s’il n’est pas vide et s’il n’est pas réunion

de deux fermés distincts de &.

o On appelle variété affine tout ensemble algébrique affine irréductible.
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1.3.2 Variétés projectives

Considérons l'anneau K[Xj,..., X,]; on garde notre corps IK de I'espace affine A" de

dimension n sur K.

Définition 1.3.5
On considére sur K"™\{0} la relation R définie par : ¥ z, y € K"""\{0}, 2 R y si et

seulement si ils sont colinéaires ; c’est-a -dire :
xRy <— INeK:y=X

. On montre aisément que R est une relation d’équivalence sur K"\ {0}.
L’ensemble des classes d’équivalence par R est appelé l’espace projectif de dimension n
sur K, et 'on note P(K™™) ou P"(K) ou simplement P".

Définition 1.3.6
Soit F € K[Xo, ... ,X,]. On dit que F est homogéne de degré d si pour tout A € K,

on a :

F(AXo, ... ,AX,) = MF(Xo, ..., Xn)

Définitions 1.3.7
Soit S une partie de K[ Xy, ... ,X,] formée de polynémes homogénes.

On appelle ensemble algébrique projectif défini par S, l’ensemble noté V(S) défini par :

V(S) = {[Xo:...: X, ] eP" |V FeS F(P)=0}

On voit donc que V(S) est l'ensemble des zéros communs da tous polynomes de S.

1.3.3 Courbes planes.

1.3.3.1 Courbes planes affines.

Une courbe algébrique plane sur un corps K est formée par les points

C: {(z, y) eK| f(z, y) =0}

pour un polynéme non constant f(x, y) dans K[X, Y].Ona: f = fi-...... - fr, ou f;

sont irréductibles non proportionnels. Ceci implique que

=1

ou C; : f; =0 est une courbe irréductible.
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1.3.3.2 Courbes planes projectives.

Rappelons qu'un point P du plan projectif P? est donné comme la classe d’équivalence,
notée [X : Y : Z], d’un triplet non-nul (X, Y, Z) € K*\{(0,0,0)}, de telle facon que :
[(X:Y:Z]~[X":Y':Z]sietseulement si 3N e K* (X', Y Z') = (\X, \Y, \2)
On a l'inclusion

A? — P? (x, y) — [z: y: 1],

qui donne tous les points de P? avec Z # 0. On a les relations suivantes entre les

coordonnées affines (x, y) est les coordonnées projectives (X : Y :Z]:

X Y
r = — e
7 YT 7

1.3.3.3 Points singuliers

Rappelons qu'une courbe projective plane C sur K est définie par une équation de type
F=0,ouF € K[X,Y,Z] est une forme homogene des variables projectives X, Y, Z.

L’équation de la tangente dans les coordonnées affines a la forme :
fe(P)(z — o) + f(P)(y — B) = 0.
Par la construction,
flay)=F(z:y:1]), on F(X = YV :Z]) =0

I’équation homogene de la courbe.
Ceci implique :f, = F,, f, = F, et selon le théoreme connu de Euler (sur les fonctions

homogenes) on a :
XFy +YF,+ ZF, =nkF oun est le degré de F
Lorsque P = [ : [ : 1] se trouve sur la courbe alors
aFx(P)+ BFy(P)+ Fz(P) = nF,
donc I'équation de la tangente se transforme comme suit :
zFy(P)+yFy(P)+ F,(P)=0<= XFy +YF, + ZF, =0.

(c’est la forme projective de la droite tangente).

Définition 1.3.8
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a) Un point singulier sur une courbe projective plane C sur K est toute solution du systéme

dans une extension de K.

b) On dit qu’une courbe projective plane C sur KK est lisse si le systéme
=i, =, =F=0

n’a pas de solutions non triviales dans toute extension de IK.

Définition 1.3.9
Un ensemble G est appelé un groupe algébrique sur un corps (algébriquement clos) K
s’tl est muni d’une structure de variétés (sur ) et d’une structure de groupe telles les

applications :

m : GxG—=G n : G—=G ] )
et e soient des morphismes.
(x,y) — zy T

Exemple 1.3.10

Le groupe des automorphismes linéaires d’un espace vectoriel V' de dimension n sur K est

un groupe algébrique.

Définition 1.3.11

Une variété Abélienne est variété projective vérifiant une structure de groupe algébrique.

1.4 Diviseurs sur une courbe

Dans ce paragraphe, C désignera une courbe algébrique plane et lisse sur un corps de
nombres K.

1.4.1 Notions de base

Définition 1.4.1

— Diviseur : Un diviseur D est une somme formelle de la forme :

D = Z n,P avec np = 0 pour presque tout P € C
pPeC
Un diviseur de la forme D = P avec P € C est appelé diviseur premier.
— Le groupe des diviseurs : L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe com-

mutatif noté Div(C) ; la loi de groupe est l’addition formelle de points de C :
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1.4. DIVISEURS SUR UNE COURBE

o Addition sur les diviseurs :

Soient deuzr diviseurs D = Z nyP et D' = Z n;,P alors on a :
PeC PeC

D+ D =Y (n+ n)P

pPeC

o Elément neutre : L’'élément nul du groupe diviseur est le diviseur :

0:= > n,P avec n, =0 pour tout P € C
PeC

— Support d’un diviseur : Le support de D = Z n,P est défini par :
PeC

supp D :={P € C | n, # 0}

— Diviseur effectif : On dit que le diviseur D = Z npP est effectif si :
PeC

On notera D > 0 pour exprimer que D est effectif.
La relation dans Div(C) définie par

Dy < Dy sietseulement si Dy — Dy > 0

est une relation d’ordre partielle.

— Degré d’un diviseur : Le degré d’un diviseur D = Z npP noté deg(D) est la
PeC
somme de ses coefficients :

deg(D) = deg(d_ npP) = > np
PeC PeC
— L’ensemble Div° : Considérons I’lhomomorphisme de groupes Div(C) dans Z.
défini par : deg : Div(C) — Z, D — deg(D).
Le noyau de ce morphisme est l’ensemble des diviseurs sur C de degré nul, que I’on
note Div°(C). On a alors ker(deg) = Div"(C) est un sous-groupe de Div(C).

Définitions 1.4.2

Soit D un diviseur d’une courbe C.

On appelle systéeme linéaire complet et on note |D| l'ensemble des diviseurs effectifs
linéairement équivalents & D c’est a dire : |D| ={D">0| D ~ D'}.

Un point de |D| est appelé point base.
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1.4.2 Diviseurs principaux

Considérons C une courbe algébrique affine et irréductible et I[C] un anneau intégre pour

cette section.

Définition 1.4.3
Le corps des fractions de IK[C| est appelé le corps des fonctions rationnelles sur C et est

noté K(C).

Définition 1.4.4
Soient f € K(C) et P € C. On dit que f est réguliére en un point P s’il existe g, h € K(C)

avec h(P) # 0 tel que f = %

NB : Si f est réguliere au point P € C et f(P) = 0, on dit que P est un zéro de f.

On définit 'homomorphisme surjectif ordp : Op(C) — Z U {oo} défini par :
xordp(a.x™) = n, xordp(x) = 1, xordp(a) = 0, x*ordp(0) = o0
La connaissance de la fonction ordp détermine I'anneau de valuation discrete Op(C) :
Op(C) = {f € K(C) | ordp(f) 20}

Propriété 1.4.5

1) ordp(z) = oo si et seulement si z = 0,
2) ordp(zy) = ordp(x) + ordp(y),

3) ordp(z/y) = ordp(z) — ordp(y),

)

(
4) ordp(x + y) > min(ordp(x), ordp(y)).

Remarque 1.4.6

Soit C une courbe plane lisse et irréductible en P, et f € IK(C) une fonction non nulle.
i) Si f est réguliére en P et f(P) # 0, alors ordp(f) = 0.
iti) Si f est réguliére en P et f(P) = 0, alors ordp(f) > 0.

vi) SiC est lisse en P alors Op(C) est un anneau de valuation discréte.

Définition 1.4.7
Soit C une courbe plane projective lisse et irréductible, et soit un polynéme non nul f
€ K(C) . On associe a f le diviseur noté div(f) défini par :

div(f) = > ordp(f)P

PeC

Un tel diviseur est appelé diviseur principal.
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NB : L’ensemble des diviseurs principaux, noté Princ(C) est un sous-groupe de Div(C).

Consequance 1.4.8

On pose Z ( resp. N ) l'ensemble des zéros ( resp. des poles ) de f. On définit :

— Le diviseur des zéros par : div(f)o = > ordp(f).P
Pez
— Le diviseur des péles par : div(f) = > (—ordp(f)).P

PEN
Alors le diviseur principal de f est : div(f) = div(f)o + div(f)eo

Remarque 1.4.9
® Si f a un pole en P, alors ordp(f) = —ordp(1l/f).

® Deuz diviseurs D et D" sont linéairement équivalents (noté D ~ D') si leur différence

est un diviseur principal.

Remarque 1.4.10

Pour f et g deux fonctions non nulles de IX[X], on a :
® div(fg) = div(f) + div(g).

® div (g) = div(f) — div(g)

Exemple 1.4.11
f ()
9(x)

premiers entre eux. Notons f(x) = [[pi(z)™ et g(z) = [ ¢;(z)™ avec pi(z) et g;(x) €
i=1 j=1

Considérons une fonction rationnelle h(x) = a. avec a € K*, f(z), g(z) € Klz] et

K[z] des polyndomes irréductibles.

Alors le diviseur principal de h dans Div(C) est :
div(h) = Y n P —> m;Q; + (degg — deg f) P
i=1 =1

ou P; respectivement (); sont les zéros correspondants auz p;(z) et g;(x).

Définition 1.4.12
On appelle groupe de Picard de C, noté Pic(C) le quotient de Div(C) par Princ(C) :

Pic(C) = Div(C)/Princ(C).
x € Pic(C) signifie qu'il existe D € Div(C) tel que x = D, avec

D ={D € Diw(C)|3f € KC) : D — D = div(f)}.

On note Pic’(C) I’ensemble des classes de Pic(C) des diviseurs de degré 0.
On montre que Pic’(C) est un sous-groupe de Pic(C) et on a : Pic’(C) = J(K)(C) ou
J(K)(C) désigne la jacobienne de C sur K.
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1.5 FEtude de £(D) et de sa dimension

La définition suivante joue un role fondamental dans nos travaux.

1.5.1 Définition

Définition 1.5.1
Pour un diviseur D € Div(C), on note L(D) l’ensemble défini par :

LD) = {f € KC\{0} | div(f) = —D}uU{0}.

On note que £(D) est un K-espace vectoriel de dimension fini noté dimg £(D) ou dim £(D)

ou plus simplement /(D).

Conséquence de la définition :

T S
SiD=)> n.P—> m;Qjavecn; >0, m; > 0 pour tout ¢ =1...7et j=1...s0u
- =

(Por PY{Qrr. Q) — 0 alors Vf € K[C]

=1 i=1

i=1

car dive(f) < impz et divo(f) > imj-Qj
j=1

Autrement dit, £(D) contient tous les éléments f € K(C) tels que :

— div(f) a un zéro d’ordre > m; en Q; pour j =1,...,s.
— div(f) peut seulement avoir des pdles en les points P, ..., Ps avec 'ordre du pole
de P; majoré par n; pour ¢ = 1,...,r.

Remarque 1.5.2
Soit D € Div(C). Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

a. On a pour tout f € K(C) :
f e L(D) < div(f)>-D

b. L(D) # 0 si et seulement si il y a un diviseur D' ~ D avec D" > 0.

1.5.2 Propriétés de L(D)

Lemme 1.5.3
Soit D € Div(C), alors on a :
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a. L(D) est un K-espace vectoriel.

b. Si D' est un diviseur équivalent a D alors L(D) ~ L(D") (isomorphisme d’espaces

vectoriels sur IK).

Lemme 1.5.4
Soient D et D' des diviseurs de Div(C) avec D < D'. Alors on a : L(D) C L(D') et

dim (i((ll))l))> < deg(D) — deg(D")

Remarque 1.5.5

On peut maintenant reformuler le Lemme précédent, en écrivant :

D'>D = 0<dimL(D") — dim£L(D) < deg(D) — deg(D’)

1.5.3 Propriétés de dimg L£(D)

Proposition 1.5.6
Pour tout diviseur D € Div(C) , l'espace L(D) est un espace vectoriel de dimension finie

sur K. Plus précisément : si D = D, — D_ avec les diviseurs positifs Dy et D_ alors :
dim£(D) < degD, + 1

Théoreme 1.5.7
Soit D € K(C) et soient Dy et Do, respectivement les diviseurs des zéros et les diviseurs

des poles de D. Alors : deg(Dy) = deg(Ds) = [L: K]

Corollaire 1.5.8
a. Soit D et D' des diviseurs tels que D ~ D'. Alors on a : dim £(D) = dim £(D").
b. SidegD < 0 alors dim L(D) = 0
c. Pour un diviseur D de degré 0 les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) D est principal
(b) dimL(D) > 1
(c) dimL(D) = 1

1.6 Théoréme de Riemman-Roch

1.6.1 Enoncé du théoréme

Soit C une courbe algébrique plane et lisse sur un corps de nombres K.
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Définition 1.6.1

Considérons C une courbe lisse projective de degré d. Le genre de la courbe C est l’entier

-1 -2
g défini par : g = (d )2(d )

Définition 1.6.2
On peut définir un diviseur noté We, appelé diviseur canonique de C tel que dim L(W)

ou g désigne le genre de la courbe C.

Théoréme 1.6.3 (Théoréme de Riemman-Roch) :
Considérons une courbe C lisse et projective de genre g.
Pour tout diviseur D € Div (D), on a :

dimL(D) = deg(D) + 1 — g + dimL (W — D)

ot g est le genre de C et We est un diviseur canonique.

1.6.2 Conséquences du théoreme de Riemann-Roch

Un conséquence immédiate du théoreme de Riemann-Roch est le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.4

Si D est un un diviseur canonique, alors :
degD = 29 — 2 et dim L (D) = g.

Corollaire 1.6.5

Pour un diviseur D € Div(C), on l'assertion suivante :

Si deg(D) > 2g alors D est sans point base.

Théoréme 1.6.6
Si D est un diviseur tel que deg D > 2g — 1 alors :

dmL(D) = degD + 1 — g

Théoréme 1.6.7 (Théoréme de Clifford)
Soit D € Div(C) tel que 0 < degD < 2g — 2 alors :

1
dm£L(D) < 1 + idegD

=49
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1.7. GROUPE DE MORDELL-WEIL

1.7 Groupe de Mordell-Weil

En théorie des nombres, le théoreme de Mordell-Weil affirme que pour toute variété
abélienne A sur un corps de nombres KK, le groupe A(KK) des points K-rationnels de
A est un groupe abélien de type fini, appelé le groupe de Mordell-Weil. Le théoreme de
Mordell-Weil généralise le théoreme de Mordell qui correspond au cas particulier ou A est

une courbe elliptique et K le corps de nombres Q.

Définition 1.7.1
Soient G un groupe et x € G. S’il existe un entier non nul n tel que x™* = eq, on dit que

x est un point de torsion (ou que x est d’ordre fini).
o Le plus petit entier n vérifiant x* = eq est appelé ordre de x.
e L’ensemble des points de torsion de G est un sous-groupe de G noté Giops.

e On dit que G est un groupe de torsion si G = Gyops.

Définition 1.7.2

Soit K un corps, on appelle équation de Weierstrass sur K une équation du type :
5:y2+a1xy+a3y:x3+a2m2+a4m+a6

avec a; € K. Une courbe donnée par une telle équation est dite lisse si le systeme suivant

n’admet pas de solution

322 + 2097 + a4 = a1y
2y + a1z + a3 = 0

autrement dit si les dérivées partielles en x et en y de

f(xay):yQ + gy + a3y — 0 — ar’® — ar — ag

ne s’annulent pas en méme temps.

Définition 1.7.3
Une courbe elliptique IE définie sur IK est une courbe lisse donnée par une équation de

Weierstrass définie sur IK a laquelle, on a rajouté un point “a linfini”, noté O.

Autrement dit c’est une courbe lisse de la forme

E ={(z,y) €K | v + awxy + asy = 2° + ayr® + ayx + ag} U{O}.

Si la caractéristique de K (char(KK)) n’est pas 2 ni 3, alors en faisant les deux changements

)

de variables successifs y — i(y — a;x — ag) et ensuite (z, y) — (==(x — 3by)

36 '216"7
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1.8. THEOREME D’ABEL-JACOBI

dans K ou by = a% + 4ay, nous obtenons :
E y? = 23 — 27cux — Bdcg,

avec by = 2a4 + ayaz, bg = ag + 4dag, c4 = bg — 24by, cg = —bg + 36b2bys — 216b6.
Si char(K) # 2,3, nous pouvons toujours travailler avec des courbes elliptiques de la
forme :

£ y=2+Az+B.

Théoréme 1.7.4 (Mordell- Weil)
Le groupe E(Q) est un groupe de type fini.

Remarque 1.7.5

~Y

On remarque que J(Q) = 7" X Jior(Q) avec r le rang de la courbe et
Tior(Q) = Z/mZ X Z)nsZ. ... X Z/n,Z.

Théoréeme 1.7.6

En considérant les notations de la Remarque 1.7.5 si r = 0, alors on a :

J(Q) = Jwr(Q) = Z/MZ X Z/nsZ.. .. x Z/n,Z

1.8 Théoréeme d’Abel-Jacobi

Définitions 1.8.1
Désignons par [D] la classe dans Pic’(C) d’un diviseur D. Soit Py, € C un point base.

o On appelle plongement jacobien [’application j définie par :

j: C — J
P s [P - B

o L’application j s’étend par additivité, encore notée j, de Div°(C) vers J(C) définie par :
J (Z mﬂ) = > nj(P)
PiEC PieC
et est appelée application d’Abel-Jacobi.
Théoréme 1.8.2 (Abel-Jacobi)

L’application j est surjective et son noyau est formé des diviseurs de fonctions sur C. En

d’autres termes, Uapplication j induit un isomorphisme de Pic®(C) vers J(C).
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Chapitre 2

Points algébriques de degré donné

quelconque sur la courbe d’équation

affine y2 = 20 — 8% + z

2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres KK, on

note C(K) Iensemble des points sur C & coordonnées dans K et | J C(K) Iensemble
[K:Q]<e
des points sur C a coordonnées dans K de degré au-plus ¢ sur Q. Le degré d'un point R

est le degré de son corps de définition sur Q, c’est-a -dire qu’on a deg(R) = [Q(R) : Q.
On désignera par J la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — P,|de P — P,

c’est a dire que j est le plongement jacobien :

i+ — JQ),
P +—s [P — P

ou J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne de

C; ce groupe est fini (voir [1, page 287]).
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2.1. INTRODUCTION
Notre courbe C qui est lisse d’équation affine > = 2 — 82® + z est un cas spécial de
famille de courbes
C:y* = (z — e)(z — ez — e)
étudiées dans [15, page 107].
Notre courbe C : 3* = 2* — 82% 4 = est d’équation projective
Y\? X\? X\ X
HEO RN :
Z Z Z Z
qui peut s’écrire
ZY? = X (X - (4 - V15)Z) (X - (4 + VI5)2) (%)
ce qui correspond aussi a ’équation affine
2 _
7 = x(x i \/15)) (x — (4 + \/15))
On note Py, P, P, et Py les points sur C, définis par :Fy = [0 0 1],

PP=[4—-+V15:0:1,P, =4+ V15:0:1etPy =1[0:1:

Dans cette note, on détermine I’ensemble :

UC(K)

K:Q]<¢
Notre résultat principal est donné par :

Théoréme :

L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur Q sur la courbe C d’équation

affine v* = 2° — 82 + x est donné par :
‘ ag et by non simultanément nuls , ac # 0
2 2
S’
=0 o o o o o
x, — 273 si U est pair, be—s # 0 si £ est impair et
2
2
L
Fr = Zbﬂx
¢ j=0 x solution de l'équation :
¢ 2 =3 2
a;r' | = ijxj (x3 — 822 + x)
i=0 §=0
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2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

041
Zaixi bo # 0, a1 # 0 sil est pair, be—z #0 si /l
i=1

By ——

=2
i Bl est impair et x solution de [’équation :
]:2/ = 7=0 ’

(z x) = (Z bja' | (- (4-V15)) (z - 4+ V15))

2.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur ® sur C, on note £(®) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnelles f
définies sur Q telles que f = 0oudiv(f) > —D; (D) désigne la Q-dimension de L(D).

Lemme 2.2.1
Ona:JQ) = Z/2Z

Démonstration : (voir [1, page 272])

Lemme 2.2.2

Pour la courbe C = y* = 2® — 8x® + =z qui est aussi donnée par :
C : y? = x(x — (4—\/5)) (:z: — (4—|—\/ﬁ>)

On a :

(1) div(z) = 2Py — 2Py,

(i) div(z — (4—+V15)) = 2P, — 2P,
(iid) div(z — (4++V15)) = 2P, — 2P,
(viii) div(y) = Py + PP + P, — 3Px.

Démonstration :
Notons x, y les coordonnées affines et X, Y et Z les coordonnées projectives.
Y
Posons : 2z = — ety = —.
s z"? 4 2 3 2
Y X X X
L’équation projective de la courbe C est définie par : <> — () —8<> ()
équation projective de la courbe C est définie par : (- 7 ~ - 7

Cette équation devient : ZY? = X(X — (4—+15)2)(X — (4+V15)2).
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2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

(1) Calculons : div(x).
div(z) = (X =0)-C — (Z = 0)-C.
e Pour X = 0, on déduit de () que Y? = Oou Z = 0.
On obtient donc les points Py = [0 : 0 : 1] et P = [0 : 1 : 0] avec un

ordre multiplicité égal a 2 et 1 respectivement. D’ou
(X =0)-C = 2P + P (2.2.1)

e De méme pour Z = 0, on déduit que X® = 0.
On obtient donc le point P,, = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal a
3. D’ou
(Z = 0)-C = 3Px. (2.2.2)

Des relations (2.2.1) et (2.2.2), on déduit que :
div(zr) = 2Py — 2P.

(#7) Calculons : div(z — (4 —+/15)).
Notons tout d’abord que : div(z — v) = div(X — vZ) — div(Z) = (X = ~Z)-
C —(Z =0)-C.
diviz — (4—+15)) = (X = 4—-+V15)2)-C — (Z = 0)-C.
o Pour X = (4—+/15)Z, on déduit que : Y2 = Oou Z = 0.
On obtient donc les points P, = [4—+v15 : 0 : 1Jet P, = [0 : 1 : 0]

avec un ordre multiplicité égal a 2 et 1 respectivement. D’ou

(X = @4-V15)Z)-C = 2P + Pu. (2.2.3)
e De méme pour Z = 0, cela implique : X = 0.
On obtient donc le point P,, = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal a
3. D’ou
(Z = 0)-C = 3P. (2.2.4)

Des relations (2.2.3) et (2.2.4), induisent que :
div(x — (4—+15)) = 2P, — 2P,.

NB : On procede de la méme maniere pour (7ii).

o) Bl = b (32/) — Y =0)-C—(Z=0)-

C
e PowrY = 0,ona: XX — 4—V15)2Z)(X — (4+V15)2) = 0.
On obtient donc les points : By = [0 : 0 : 1], P, = 4—+V15 : 0 : 1],
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2.2. RESULTATS AUXILIAIRES

P, = [4++V15 : 0 : 1] avec un ordre multiplicité égal a 1 pour chacun des

points. D’ou
Y =0)-C=F + P + P,

e Pour Y = 0, on retrouve la relation (2.2.2).

Ainsi des relations (2.2.2) et (2.2.5), entrainent donc que :

dl’U(y) = PO e P1 9 P2 — BPOO

Corollaire 2.2.3

Les résultats suivants sont des conséquences du Lemme 2.2.2 :
o j(F) = — (j(P) + Ji(R)),
e 2j(P) = 2j(P) = 2j(R) = 0

Donc les j(F;) engendrent le méme sous-groupe de J(Q).

Lemme 2.2.4
On a :
JQ) = (j(R) = {nj(R), avec n € {0,1}}
Lemme 2.2.5
e On a les espaces linéaires suivants :

L(Ps) = (1),

L(2Py) = (1, z),

LBPs) = (1, z, y),

L(4Py) = <1, z, vy, x* >,

L(5Py) = <1, T, y, 2, Ty >,

L(6P) = <1, z, y, 2, zy , >,

L(TP,) = <1, z, y, 2, zy, 2, ya? >,

L(8Py) = <1, z, y, 22, zy, 23, y2®, x >

LOP,) = <1, z, y, 2%, xy, 22, ya?, ot yad >,

E(lOPOO):< 1, z, y, 2%, zy, 2°, y2*, 2, y2* | o° >,

£(11P00)2<1, z, y, 22, xy, 2y, at, yad, 2t ya:4>

e Une Q-base de L(mPx) est donnée par :

1e€N, i < ZL}U {yxj

Démonstration :

(2.2.5)

CQFD

le premier point est une conséquence du théoreme de Riemann-Roch. Le second point, on
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

montre aisément que B,, est une famille libre, il reste alors a montrer que card B, = dim £(mPx,).
Puisque C est une courbe elliptique donc son genre g est égal a 1. La courbe étant de genre

1, d’apres le théoréeme de Riemann-Roch, on a dim £L(mP,) = m—g+1 = msim > 1.

Deux cas sont possibles :

1" cas : supposons que m est pair, on pose alors m = 2h, on obtient ainsi :

m— 3 ) 2h — 3
& 7 <

2%
iggﬁiggzhdemémejg o j<h-1

Onendéduitque:card B,, = h + 1+h — 2 + 1 = 2h = m = dim L(mPx).

2¢me cas : supposons que m est impair, on pose alors m = 2h + 1, on obtient ainsi :
_ h+1 . 1 . . .
< — < 5 @z§h+§:>z<h+1=>z<hdememe
-3 2h — 2
jSmT@jS 5 = h — 1. Doncon a :

Onendéduitque:card B,, = h + 1+h — 1 + 1 = 2h+1 = m = dim L(mPx).

CQFD

2.3 Démonstration du théoreme

2.3.1 Détermination des points rationnels

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 1. Considérons R; le conjugué de Galois de R et notons
t = [Ry — Py € J(Q),dapresle Lemme 2.2.4,onat = —nj(F), avecn € {0;1}
et par suite

[Ri — Px] = [nPy — nhby) avec n € {0,1}
ainsi, on obtient la formule suivante :

[Ri + nPy — (1 + n)Py] = 0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi ( [5], page 156] ), il existe une fonction rationnelle f

définie sur Q telle que :

div(f) = R + nPy — (1 + n)Px avec n € {0,1} (%)
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

Deux cas sont possibles :

1“"cas: n = 0.
Dans ce cas, on a : [R; — Py| = 0, impliquant ainsi que R; est égal a Ps.

2me cas: n = L.
La formule (x) devient : div(f) = Ri + Py — 2P, donc f € L(2P),
d’apres le Lemme 2.2.5, on a: f = a¢ + aix, et puisque ordp,f = 1, donc
f(Py) = 0 entraine donc que a9 = 0, impliquant f = a2z induisant ainsi que

div(f) = 2By — 2P, d’ou R; s’identifie a F.

Conclusion : I'’ensemble des points rationnels de la courbe C d’équation affine

y* = 2° — 822 + z est donné par :

.Fl = {Po, Poo}

CQFD
2.3.2 Détermination des points quadratiques
Soit R € C(Q) avec [Q(R):Q] = 2. Considérons Ry, Ry les conjugués de Ga-
lois de R et notons t = [Ry + Ry — 2P, € J(Q), d’apres le Lemme 2.2.4, on a
t = —nj(F), avecn € {0;1} et par suite
[Ri + Ry — 2Py] = [nPyx — nhRy avec n € {0,1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :
[Ri + Ry + nPy — (2 + n)Py] = 0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi , il existe une fonction rationnelle f sur Q telle que :

div(f) = Ri + Ry + nPy — (2 + n)Py avec n € {0,1} (%)

Deux cas sont possibles :

1“"cas: n = 0.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + Ry — 2Py, donc f € L(2P,), d’apres
le Lemme 2.2.5, ona: f = ay + ajx avec ag # 0 (sinon un des R; serait égal a
Py, ce qui serait absurde ) et a; # 0 (sinon div(f) = 0, ce qui serait absurde) .
Qo

Aux points R;, on a :ag + a;x = 0, qui donne : x = o
1
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

En remplacant 'expression de x dans y* = 2° — 8z® + z, on en déduit que :
ao o
y = £vVod3 — 8a? + «a avec a=— € Q
ay

On obtient ainsi un ensemble de points quadratiques :

Iy = {(a, +vna® — 8a2? + oz) la € Q*}

2¢me cas: n = L.
La formule (%) devient : div(f) = Ri + Ry + Py — 3P, donc f € L(3Py),
d’apres le Lemme 2.2.5, ona : f = a9y + a1z + asy, et puisque ordp, f = 1,
donc f(Fy) = 0 entraine donc que ay = 0, impliquant ainsi que f = @z + ay
avec a; # 0et az # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal & P.,, ce qui serait
absurde ). Aux points R;, on a: a;x + azy = 0 ce qui implique quey = — (Z;x)

En remplacant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :
a
x2—<8+w2)$—120 avec 1) =—€Q*
a2

On obtient ainsi une famille de points quadratiques :

o (x, —¢x) | ¥ € Q" et x solution de ’équation :
2 22— (8 + ¢?)z—1=0
Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur la courbe C d’équation affine
y* = 2% — 822 + z est donné par :
F = F U Fy
CQFD

2.3.3 Détermination des points cubiques

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 3. Considérons Ry, Rs, R3 les conjugués de Galois
de Ret notonst = [Ry + Ry + R3 — 3Py € J(Q), d’apres le Lemme 2.2.4, on a
t = —nj(F), avecn € {0;1} et par suite

[Ri + R2 + R3 — 3Py] = [nPx — nFky avec n € {0,1}
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

Ainsi, on obtient la formule suivante :

[R1+R2+R3+TLPO—(3+H)POO]:O avec nE{O,l}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle f définie sur Q telle

que :

div(f) = Ri + Ry + Rs + nPy — (3 + n)Px avec n € {0,1} ()

Deux cas sont possibles :

1"cas: n = 0.

2éme

La formule (%) devient : div(f) = Ry + Ry + Rs — 3Py, donc f € L(3P),
d’apres le Lemme 2.2.5,ona: f = ag + a1z + agy, avec ap # 0 ( sinon un des

R; devrait étre égal a Py, ce qui serait absurde ) et ay # 0 ( sinon un des R; devrait

étre égal a P, ce qui serait absurde ). Aux points R;, on a : ag + a1z + asy = 0
a a

ce qui implique que y = — <0 + 1x).
(05} as

En remplacant la valeur de y dans 'expression de ’équation de la courbe; on ob-

2
(— <a0 + alm)) = (ZL‘3 — 8x% + x)
a9 a9

cette équation peut s’ecrire :

tient :

Q a
(no +mz)* = 2® — 8a% + x avec UOZIOGQ*etm:jEQ
2 2

On obtient ainsi une famille de points quartiques :

no € Q" et m; € Q et = solution

(z, = (0 + mw))
= de I’équation :

(0 +ma)* = 2° —82® + &

cas: n = 1.

La formule (x) devient : div(f) = Ry + Ry + Ry + Py — 4P, donc
f € L(4Py), d’aprés le Lemme 2.2.5, on a : f = ag + ax + asx® + azy, et
puisque ordp, f = 1, donc f(F) = 0 entraine donc que ¢y = 0, impliquant ainsi
que f = ayxz + asy + axx® avec a; # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal &

P, ce qui serait absurde ) et a3 # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce

qui serait absurde ) . Aux points R;, on a : @z + asxz® + asy = 0 ce qui implique
a a

quey = — (lx + QZBQ).
as as
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

En remplacant la valeur de y dans ’expression de 1’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :

2
(— (alx + a2x2)> = (:1:3 — 822 + x)
as as

cette équation peut s’ecrire :

2
as as

ce qui correspond aussi a 1’équation

2

2 a a
(71$% +72x%> =z — 8 + 1 avec v = —1€Qet72:—zeQ*
as as

On obtient ainsi une famille de points quartiques :

71 € Q, 72 € Q" et x solution

(2. = (no + 72?))
Bl = de I'équation :

1 3\2 2
(71372 e 72932> =z — 8 + 1

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur la courbe C d’équation affine

y> = 2° — 8% + w est donné par :

Fo = Fy U7
CQFD

2.3.4 Détermination des points quartiques

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 4. Considérons Ry, Ry, R3, Ry les conjugués de Galois
de Retnotonst = [Ry + Ry + R3 + Ry — 4Py] € J(Q), d’apres le Lemme 2.2.4,
onat = —nj(PR), avecn € {0;1} et par suite

[Ri + Re + R3 + Ry — 4Py] = [nPx — nhy) avec n € {0,1}

Ainsi, on obtient la formule suivante :

[Ri + Ry + R3 + Ry + nFPy — (4 + n)Px] = 0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle f définie sur Q telle
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

que :

div(f) = Ri + Ro + R3 + Ry + nPy — (4 + n)P» avec n € {0,1} (%)

Deux cas sont possibles :

1““cas: n = 0.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + Ry + R3 + Ry — 4P, donc f € L(4P.),
d’aprés le Lemme 2.2.5, on a : f = ag + aix + a2’ + azy, avec a9 # 0 (

sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce qui serait absurde ) et a3 # 0 ( sinon

un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde ). Aux points R;, on a :
a a a

ap + ez + ax® + asy = 0 ce qui équivaux ay = — (O + 2z + 2x2).
as as as

En remplagant la valeur de y dans I’expression 1’équation de la courbe, on obtient :

2
(3 e ) - s
as as as

cette équation peut s’ecrire :

Bo = — € QF
2 as
(ﬁo + Bix + 52962) = 22 —8z% 4+ 1z avec et
a;
Biticq1, 23y = —— € Q
as

Ainsi, on obtient une famille de points quartiques :

Bo € QF, Bigieqs, 21y € Qet
(357 —(50 + iz + Bﬂz))

= x est solution de I'equation :

(ﬁo + Bz + 62562)2 =23 —82% + z
2éme cas: n = L.

La formule () devient : div(f) = Ry + Ry + Rs + Ry + Py — 5Px, donc
f € L(5Py),d’aprésle Lemme 2.2.5,0ona: f = ag + a1z + axx® + azy + asxy,
et puisque ordp,f = 1, donc f(F) = 0 entraine donc que ay = 0, im-
pliquant ainsi que f = @z + ax® + asy + asTy avec ay # 0 ( sinon un

des R; devrait étre égal & P.,, ce qui serait absurde ) . Aux points R;, on a :

2 . iz + asx?
ax + asx® + agzy + agry = 0 ce qui implique quey = — [ —— .
as + a4x

En remplacant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe ; on obtient
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I’équation suivante :

9\ 2

QT + a2

- = 3 — 8% + =z
as + a4x

cette équation peut s’ecrire :
2
(alx% + agx%> = (a3 + a4x)2 (x2 — 8x + 1)
On obtient ainsi une famille de points quartiques :

ar + asr?
I J— —
’ as + a4

v de I’équation :

ay, # 0 et z solution

(alm% + aza:%)z = (a3 + a4x)2 (x2 — 8z + 1)

Conclusion : L’ensemble des points quartiques sur la courbe C d’équation affine

y? = 2® — 8% 4+ x est donné par :

Fi=FUF

CQFD

2.3.5 Détermination des points quintiques

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 5. Considérons Ry, Rs, R3, Ry, R5 les conjugués de
Galois de R et notons t = [Ry + Ry + Rs + Ry + Rs — 5P € J(Q), d'apres
le Lemme 2.2.4, on at = —nj(F), avecn € {0 ;1} et par suite

[Ri + R, + R3 + Ry + Rs — 5P, = [nPyx — nPR] avec n € {0,1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :
[Ri + Re+ Rs+ Ry +Rs +nFPy— (5+n)Py] =0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle f définie sur Q telle

que :

div(f) = Ri + Ro + R3 + Ry + Rs + nPy — (5 + n)Py avec n € {0,1} ()
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Deux cas sont possibles :

1“"cas: n = 0.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + Ry + R3 + Ry + Rs — 5P, donc
f € L(5Py), d’aprésle Lemme 2.2.5,0ona: f = ag + a1z + axx® + asy + asxy,
avec ay # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde )

ay # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde ). Aux

points R;, on a : ay + aix + asxr® 4+ asy + aswry = 0 ce qui implique que
<a0 + aix + CLQIL‘2>
y = - .
as + a4x

En remplacant la valeur de y dans ’expression de 1’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :

2
ayg + a1r + ang
as + asx

cette équation peut s’ecrire :
2
(ao + aiz + a2x2> = (a3 + a4x)2 (a:z — 8z + 1)
On obtient ainsi une famille de points quintiques :

a1 T + apx?
r, —|——
Y a3 + a4x

= de I’équation :

ag # 0, ag # 0 et x solution

(ao + a1z + a2x2)2 = (a3 + a4x)2 (x2 — 8z + 1)
2éme cas: n = 1.

La formule (x) devient : div(f) = Ry + Ry + Rs + Ry + Ry + Py — 6P, donc

f € L(6Py), d’apresle Lemme 2.2.5,0na: f = ag+ a1x + asx® + asy + asry + asz,
et puisque ordp, f = 1, donc f(P,) = 0 entraine donc que ag = 0, impliquant
ainsi que f = a1x + a2’ + aszy + aswvy + asz’ avec as # 0 ( sinon un des

R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde ). Aux points R;, on a :

(alx + ax? + a5x3>
y = — .
az + asx

En remplacant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :

2
air + asx?® + asx®
(1 2 5>:x3—8x2+x

as + a4x
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cette équation peut s’ecrire :
2
(alx% + agx% + a5xg) = (a3 + a4x)2 (a:2 — 8x + 1)
Ainsi, on obtient une famille de points quintiques :

az + asx? + asxd
x —_
’ as + asx

F = de I’équation :

a; # 0 et z solution

(alx% + agl'% + a5x%)2 = (a3 + a4:v)2 <x2 — 8¢ + 1)

Conclusion : L’ensemble des points quintiques sur la courbe C d’équation affine

y* = 2° — 82 + 1z est donné par :

Fs = FLUF

CQFD

2.3.6 Détermination des points six-tiques

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 6. Considérons Ry, Ry, R3, Ry, Rs, Rgles conjugués
de Galoisde Ret notonst = [Ry + Ry + Ry + Ry + Rs + R¢ — 6P, € J(Q),
d’apres le Lemme 2.2.4, on at = —nj(F), avecn € {0 ;1} et par suite

[R1+ Re+ R3+ R4+ Rs + Rg — 6Px] = [nPyx — nP) avec n € {0,1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :

[Ri+Ry+R3+ Ry+ Rs+ Rg+nPy— (6+n)Px] =0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle f définie sur Q telle

que :

div(f) = Ri+ Re+ Rs+ Ry + Ry + Rs + nPy — (5+n)Px avec n € {0,1} ()

Deux cas sont possibles :

1" cas: n = 0.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + Ry + R3 + Ry + Rs + R¢ — 6P,
3

donc f € L(6PFP), d’apres le Lemme 2.2.5, ona: f = Zaixi + boy + bizy,
i=0
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avec ag et by non simultanément nul ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui

serait absurde ) et a3 # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal & Py, ce qui serait
3

absurde ). Aux points R;, on a : Z a;x’ + byy + bizy = 0 ce qui implique que
i=0

3
Z G/Z‘.%i
i=0

i Iy e

En remplacant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :

3
Z CLil'i
=0

—7b0 . = (x3 — 827 + x)

cette équation peut s’ecrire :

. 2
(Z aixi> = (b + biz)° (x3 — 8% + x)
i=0

On obtient ainsi une famille de points six-tiques :

5 ag et bgp non sumultanemant nul ,
Zaﬂi
i=0 s
/ x, b + bz az # 0 et x solution
fﬁ =
de I’équation :
3 2
(Zaix”) = (by + biz)” (ﬁ — 822 + :U)
i=0
2¢me cas: n = L.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + Re + R3 + Ry + R5 + Rg + P() — 7Py,
donc f € L(7P,), d’apres le Lemme 2.2.5, on a : Zazx + Zb]yx
puisque oralp0 f =1 donc f(Py) = 0 entraine donc que ao = 0, 1mphquant ainsi

que f = Z a;x’ + Z bjyz’ avec by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a Py,
=1 7=0
ce qui serait absurde ) et by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui
3 2

serait absurde ) . Aux points R;, on a : Zai:c" + ijy:vj = 0 ce qui implique
i=0 j=0
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3
Z a;T"
i=1

2 .
Z bj[lf]
§=0

En remplacant la valeur de y dans ’expression de 1’équation de la courbe ; on obtient

que y = —

I’équation suivante :

3
Z a;z"
=1
2 .
Z bjl']
§=0

:<x3—8x+x>

cette équation peut s’ecrire :

2

(z) - (z bjmj) (+* = 80 + 2

ce qui correspond aussi a 1’équation :

2

(gaixi—é)Q - (gobﬂj) (e — 82 + 1)

On obtient ainsi une autre famille de points six-tiques :

3
Zaixi bp # 0, by # 0 et x solution

2
1" Z bja’ de I’équation :
=0

2

(gaimi§>2 = (]Z:)bjxj) (& — 8 + 1)

Conclusion : L’ensemble des points six-tiques sur la courbe C d’équation affine

y* = 2° — 82 + 1z est donné par :

Fo = Fy U P

CQFD
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2.3.7 Détermination des points septiques

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 7. Considérons Ry, Rs, R3, R4, R5, Rg, R7 les conjugués

de Galois de R et notonst = [Ry + ...... + R; — TPy] € J(Q), d’apres le Lemme
224, onat = —nj(F), avecn € {0;1} et par suite
Ry + ...... + R; — TPy] = [nPx — nBb avec n € {0,1}

[Ry + ...... + Ry + nBy — (7T + n)Py] =0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle f définie sur Q telle

que :

div(f) = R + ... + R + nFy — (7T + n)Px, avec n € {0,1} ()

Deux cas sont possibles :

1“"cas: n = 0.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + R; — TP, donc f € L(7Py),
3 2
d’apres le Lemme 2.2.5, on a : f = Zaixi + ijyxj, avec ag et by non simul-
i=0 §=0

tanément nul ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde ) et

by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P.,, ce qui serait absurde ). Aux points

3
5 ) Z D55

R;, on a : Zai:)si + Z bjyz? = 0 ce qui implique que y = — Z;O
i=0 j=0 Z bya?

j=0

En remplacant la valeur de y dans ’expression de 1’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :
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On obtient ainsi une famille de points six-tiques :

Z a; T’ ag et by non sumultanemant nul ,
5 — z;()
) > bja’ by # 0 et x solution de I'équation :
Fr = j=0
3 2 2 2
(Zaix’) = ijxj (m3 — 822 + x)
i=0 5=0
cas: n = 1.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + ...... + Ry + By — 8P, donc
4 2
f € L(8P,), d’apreés le Lemme 2.2.5, on a: f = Zaixi + Z bjyz’, et puisque
i=0 5=0
ordp,f = 1, donc f(Fy) = 0 entraine donc que ag = 0, impliquant ainsi que
2

4

f = Z izt + Z bjyxj avec by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce
i=1 5=0

qui serait absurde ) et ay # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal & P, ce qui

4 2
serait absurde ) . Aux points R;, on a : Zai:c" + ijya:j = 0 ce qui implique
i=0 j=0

4
Z a;r"
i=1

2 .
Z bjl']
§=0

En remplacant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe ; on obtient

que y = —

I’équation suivante :

4 .
Z a;z"
=1
2 .
Z bj.CL’J
j=0

:(x3—8a:+x)

cette équation peut s’écrire :

2

(iam)Z — (ji%bjxj) (z* — 8z + )

ce qui correspond aussi a I’équation :

2

(Zf:laixi_%)Q _ (jf%bjxj) (= — 8z + 1)
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On obtient ainsi une autre famille de points six-tiques :

Zaix" by = 0, ay = 0 et x solution

2
11 Z wa] de I’équation :

2

<§;aixi_;>2 — (ﬁ%bﬂj) (xg P 1)

Conclusion : L’ensemble des points septiques sur la courbe C d’équation affine

y* = 2® — 822 + 1z est donné par :

Fr=FUF

CQFD
2.3.8 Points algébriques de degré au-plus 8
Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 8. Considérons Ry, ...... , Rg les conjugués de Galois
de Ret notonst = [Ry + ...... + Rs — 8Py] € J(Q), d’apres le Lemme 2.2.4, on
at = —nj(P), avecn € {0;1} et par suite

Ry + ...... + Ry — 8Py] = [nPx — nhy avec n € {0,1}
Ainsi, on obtient la formule suivante
[Ry + ...... + Ry + nPy — (8 + n)P] =0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi , il existe une fonction rationnelle f sur Q telle que :

div(f) = Ri + ... + R + nPy — (8 + n)P, avec n € {0,1} (%)

Deux cas sont possibles :

1"cas: n = 0.
(

La formule (%) devient : div(f) = R, —|— ...... + Rs — 8P, donc f € L(8Px),

d’apres le Lemme 2.2.5, ona : [ = Z a;z’ + Z b; yx avec ag et by non simul-
=0 7=0
tanément nul ( sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce qui serait absurde ) et

ay # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde ). Aux points
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4
4 ' 2 ' Z a;1’
R;, on a : Zai:p’ + Z bjyr? = 0 ce qui implique que y = — Z;O
i=0 =0 :
J Z ijL‘]
j=0
En remplacant la valeur de y dans ’expression de 1’équation de la courbe ; on obtient

I’équation suivante :

) 2
Zaiwi 9 2

—’;0 = (Z bjxj) (x3 — 822 + x)
> b i
=0

cette équation peut s’écrire :

2

<§aixi>2 = (Jz;bjxj) (wz g 4 $)

On obtient ainsi une famille de points de degré au-plus 8 :

4
Z a;x’ ag et by non sumultanemant nul
i=0
T, — | 5
) > bz’ ay # 0 et z solution de I’équation :
Fg — 7=0
4 2 2 2
(Zaix’) = ijxj (x3 — 82?2 + x)
i=0 5=0
cas: n = 1.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + ...... + Ry + Py — 9P, donc
4 3
f € L(9P,), d’apres le Lemme 2.2.5, on a: f = Zaixi + Z bjyz’, et puisque
i=0 5=0
ordp,f = 1, donc f(F) = 0 entraine donc que ag = 0, impliquant ainsi que
3

4

f = ax" + > bjyx) avec by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal & Py,
i=1 5=0

ce qui serait absurde ) et b3 # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui

4 3
serait absurde ) . Aux points R;, on a : Zai:c" + ijy:z:j = 0 ce qui implique
i=0 j=0

4
Z a;x"
i=1

3 .
Z bjl']
§=0

En remplacant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe ; on obtient

que y = —
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I’équation suivante :

2

4 .
Z a;z"
=1
3 .
Z bjIJ
§=0

:(x3—8x+x>

cette équation peut s’ecrire :

2

(z) - (z bjxj) (+* = 80 + 2

ce qui correspond aussi a ’équation :

2

(gaixi—%>2 = (gbjxj) (e — 82 + 1)

On obtient ainsi une autre famille de points de degré au-plus 8 :

4

Zaixi bp # 0, b3 # 0 et x solution

3
, > bja de I'équation :
Fg = j=0

2

(izzaixi%)z = (jz;bjxj) (& — 8 + 1)

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus 8 sur la courbe C

d’équation affine y? = 2® — 8z? 4+ x est donné par :
Fs = Fs | J F

CQFD

2.3.9 Points algébriques de degré au-plus 9

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 9. Considérons Ry, ...... , Rg les conjugués de Galois
de Ret notonst = [R; + ...... + Ry — 9P,] € J(Q), d’apres le Lemme 2.2.4, on
at = —nj(P), avecn € {0;1} et par suite

[Ry + ...... + Ry — 9P,] = [nPsx — nPy) avec n € {0,1}
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Ainsi, on obtient la formule suivante :

Ry + ...... + Ry + nPy — (9 + n)Py] =0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi , il existe une fonction rationnelle f sur Q telle que :

div(f) = Ri + ...... + Ry + nBy — (9 + n)P,, avec n € {0,1} (%)

Deux cas sont possibles :

1““cas: n = 0.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + Ry — 9P, donc f € L(9P.),
4 3
d’apres le Lemme 2.2.5, on a : f = Zai:pi + ijyxj avec ag et by non simul-

i=0 =0
tanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal a Fy, ce qui serait absurde ) et

bs # 0 (sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde). Aux points

4 A
Z a;z"

4 3
R;, on a : Zaixi + ijyxj = 0, qui donne : y = —?0 . En remplacant
i=0 §=0 Z bja?
5=0
I’expression de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on obtient 1’équation
suivante :
4 2
Z Cliilfi
= | = (x5 — 8% + a:)

T3
> bt
5=0

cette équation peut s’ecrire :

4 2 3 2
(Z az-:zcz) = Z bjxj <m3 — 822 + x)
i=0 5=0
On obtient ainsi une famille de points de degré au-plus 9 :

ap et by non simultanément nuls, b3 # 0 et

— x solution de I’équation :
! =0

2

(zx> - (z bjxa') (* - 8a* + 2)

2¢M€ cas: n = 1.
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La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + Ry + Py — 10P., donc
5 3

f € L(10P), d’apres le Lemme 2.2.5, ona : f = Zaixi + > bjyz’, et puisque
i=0 §=0

ordp, f = 1, donc f (Py) = 0 entraine donc que ap = 0, impliquant ainsi que

Z&Z:U + Z b]yx] avec by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a Py,
=1 7=0
ce qui serait absurde ) et a5 # 0 (sinon un des R; devrait étre égal & P, ce qui
5

serait absurde). Aux points R;, on a : Zaixi + ijyxj = 0, ce qui implique
i=1 5=0
5 .
Zaixz
i=1

ER
> b
En remplagant la valeur de y dans ’expression de 1’équation de la courbe, on obtient :

2

5
Z a;x"
=1
3 .
Z bjl’]
§=0

cette équation peut s’ecrire :

= (:c3 — 8x* + a:)

2

<z> _ (z bjxf) (o* = 8a* + 2)

ce qui correspond a 1’équation :

2

<;aixi_5> - (;}bﬂj> (¢ — 4=V15) (z - (4+V15))

On obtient ainsi une famille de points de degré 9 :

5 ; by # 0, as # 0 et x solution
Z a; T
=
T E . de I’équation :
" Z bjl’]
Fg = 1

2

@M>2 (be]) (e (VD) (o - (44 VI))

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus 9 sur la courbe C
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d’équation affine y> = 2* — 82% + z est donné par :

Fo=FUF

CQFD
2.3.10 Points algébriques de degré au-plus 10
Soit R € C(Q) avec [Q(R): Q] = 10. Considérons Ry, ...... , R0 les conjugués de
Galois de R et notons t = [R; + ...... + Ry — 10Py] € J(Q), d’apres le Lemme
224, onat = —nj(F), avecn € {0;1} et par suite

Ry + ...... + Ry — 10Py] = [nPx — nby) avec n € {0,1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :
Ry + ...... + Ry + nPy — (10 + n)Py] = 0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi , il existe une fonction rationnelle f sur Q telle que :

[Ry + ...... + Rip + nPy — (10 + n)Py] = 0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle f définie sur Q telle

que :

div(f) = Ri + ...... + Ry + nPy — (10 + n)P,, avec n € {0,1} (%)

Deux cas sont possibles :

1“"cas: n = 0.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + Ryo — 10Py,donc f € L(10Px),
5 2
d’apres le Lemme 2.2.5, on a : f = Zaiasi + ijyzvj avec ag et by non simul-

=0 =0
tanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal a Fp, ce qui serait absurde ) et

as # 0 (sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde). Aux points
5
5.2 2 o
R;, on a : Zaix’ + ijyxj = 0, qui donne : y = —Z?) .
i=0 =0 S b2l
=0

En remplacant la valeurs de y dans I’expression de 1’équation de la courbe, on ob-
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tient :
5 2

Z aixi

20 = <x3 — 82 + x)

E
Z bj.Tj
=0

cette équation peut s’écrire :

2

(Sou) (Z bjxj) (o - 8 + )

On obtient ainsi une famille de points de degré 10 :

5

Z a;z" ag et by non simultanément nuls, a5 # 0 et
T, — i;o 4
/ > bja’ z solution de I’équation :
0 - J=0
5 Z 3 2
(Zaixi> = ij:cj (x3 — 822 + :1:)
i=0 §=0
cas: n = 1.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + Riyy + Py — 11P,, donc
5 4
f € L(11Py), d’apres le Lemme 2.2.5, ona : f = Zaixi + Z bjyx’, et puisque
i=0 j=0
ordp,f = 1, donc f(F)) = 0 entraine donc que ap = 0, impliquant ainsi que
4

5

f = Zaiwi + Z bjyxj avec by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P,
i=1 7=0

ce qui serait absurde ) et b3 # 0 (sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce qui

5 4
serait absurde). Aux points R;, on a : Zai:ﬁ + ijy:xj = 0, ce qui implique
i=1 =0

= —— X
Z bjl’j
7=0

En remplagant la valeur de y dans ’expression de I’équation de la courbe, on obtient :

. 2
Zaimi 4 2

—’;1 = (Z bjxj) (:U3 — 8% + x)
> bia? i

J=0
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cette équation peut s’écrire :

2

<z:ax>2 = (gbjxj) (z* — 82 + )

ce qui correspond a 1’équation :

(;ax2> - (;}@ﬂ) (z — @-v15)) (z - (4+ V15)) (2.3.1)

On obtient ainsi une famille de points de degré au-plus 10 :

Zaixi bp # 0, by # 0 et x solution
T, — iZO '
, > bl de I’équation :
10 = Jj=0

2

(Sant) = (o) (c- - vIB) (- 4 D)

Conclusion : L’ensemble des points algébrique de degré au-plus 10 sur la courbe C

d’équation affine y> = 2* — 82% + z est donné par :

Fuo = Fio U Fio

CQFD
2.3.11 Points algébriques de degré au-plus ¢
Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = /. Considérons Ry, ...... , Ry les conjugués de Galois
de Retnotonst = [Ry + ...... + R, — (Py] € J(Q), d’apres le Lemme 2.2.4, on
at = —nj(P), avecn € {0;1} et par suite

Ry + ...... + R, — (P, = [nPx — nhy avec n € {0,1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :
Ry + ...... + Ry + nPy — (0 + n)Px] = 0 avec n € {0,1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi , il existe une fonction rationnelle sur Q telle que :

div(f) = R + ...... + Ry + nPy — ({ + n)P, avec n € {0,1} (%)
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

Deux cas sont possibles :

1"cas: n = 0.
(

La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + Ry — (Py,donc f € L({Py),
.

3

2 2

d’apres le Lemme 2.2.5, on a : f = Zaixl + ijyxj avec ag et by non simul-
i=0 §=0

tanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal & Py, ce qui serait absurde ),

at # 0 si £ est pair (sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde)

et be—s # 0si/l est impair (sinon un des R; devrait étre égal & Py, ce qui serait ab-
2

¢
2
sy DRl
surde). Aux points R;, on a : Z a;r' + Z bjyz’ = 0, quidonne:y = — ng
i=0 5=0

i bj[['j
7=0

En remplagant la valeur de y dans 'expression de I’équation de la courbe, on ob-

tient :

£
2 .
> aa :

-3
_ng = ijx] (x3 — 822 + x)
§=0

i b
=0

cette équation peut s’écrire :

. 2 s 2
doait | =D bl (x3 — 82% + .:1:) (2.3.2)
i=0 =0

L’équation (2.3.2) est une équation de degré ¢ en z.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de 1’équation est de degré
l
égal a 2 <2> = [ et le second membre de I'équation est de degré égal a 2 x

-3
(59) 5=

On obtient ainsi une famille de points de degré au-plus ¢ :

¢ ap et by non simultanément nuls , ar # 0
2 2
3 ao
B, —— si £ est pair, bes # 0 si £ est impair et
= 2
2
pd
.F/ _ Zb]l'
? g=0 x solution de I’équation :
‘ 2 =3 2
Z a;x' | = Z bx’ (x?’ — 822 + x)
=0 7=0
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2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

2¢™¢ cas: n = 1.

La formule (%) devient : div(f) = Ry + ...... + R, + €01 -+ Z1)2P00, donc
1 =2
f € L(({+1)Py), d’apres le Lemme 2.2.5, on a : f = iaixi = 2 bjyz’, et
puisque O?"deo f = 1,[donc f(Py) = 0 entraine donc que aOZ:O: 0, imleiZ?lant ainsi
231 =2
que f = i a;x’ + i bjyxj avec by # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P,
ce qui serazi:t1 absurde])z,oae;l # 0 si £ est pair (sinon un des R; devrait étre égal a

P, ce qui serait absurde) et be—s # 0 si £ est impair (sinon un des R; devrait étre
2

&1 =2
2 2
égal a P, ce qui serait absurde). Aux points R;, on a : Z a;x' + Z biyr! = 0,
=1 =0
41 ' !
2 .
Z a;z"
ce qui implique y = — f,:l . En remplacant la valeur de y dans I’expression de

T .

Z bjl’J

§=0
I’équation de la courbe, on obtient :

241

2
Z G,Z'.’Ei
=1

= (x3 — 82% + :L‘)

-2

= ‘
d

Z bjx

j=0

cette équation peut s’ecrire :

et1 2 2

£—=2
o =
dairt | =D b2’ (:v3 — 8% + x)
i=1 =0

ce qui correspond a 1’équation :

41 2 2

iaimi_é = ibj:cj (a: — (4—\/@)) (a: — (4—|—\/1_5)) (2.3.3)

L’expression (2.3.3) est une équation de degré ¢ en x.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de ’équation est de degré

(+1 1
égal a 2 (; — 2) = ( et le second membre de I’équation est de degré égal a

2

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :
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"o
Fp = =0

2

2.3. DEMONSTRATION DU THEOREME

bp # 0, aen #0silestpair, bea #0si/l

est impair et x solution de 1’équation :

2

= i:bjxj (x—(4—\/1_5)) (x—(4+\/ﬁ)>

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur la courbe C

d’équation affine y*

Xz

3

— 82° + 1z est donné par :

Fe=FUF

CQFD
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Chapitre 3

Points algébriques de degré
quelconque sur certaines courbes

lisses

3.1 Points algébriques de degré donné quelconque

sur la courbe d’équation affine :
' = 109(x* — 2)(z* + z)(@* + 1)

3.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q). Pour tout corps de nombres

K, on note C(K) l'ensemble des points sur C & coordonnées dans K et | J C(K)
[K:QJ<¢
I’ensemble des points sur C a coordonnées dans K de degré au-plus ¢ sur Q. Le

degré d’un point R est le degré de son corps de définition sur Q, ¢’est-a-dire qu’on a
deg(R) = [Q(R) : Q]. On désignera par J la jacobienne de C et par j(P) la classe

56



3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

notée [P — P, de P — P, c’est a dire que j est le plongement jacobien :

i+ — JWQ),
P +—s [P — P

ou J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne
de C; ce groupe est fini (cf [6]).
Notre courbe C qui est lisse d’équation affine y* = 109(2* — 2)(2* + z)(2* + 1)

est un cas spécial de la famille de courbes
C:1y? = qz? — 2)(z® + 2)(z® + 1), avec q = 13[24]

ol ¢ est un nombre premier, étudiées dans [6].

Notre courbe C : y* = 109(z® — 2)(2* + z)(z® + 1) est d’équation projective :

R (CIYC) (O B

qui peut s’ecrire

ZYY? = 109X (X + 2)(X — V22)(X + V2Z)(X — CZ)(X + CZ) (%)
ce qui correspond aussi a 1’équation affine

y? = 109z(z + 1)(z — V2)(X + V2)(X — O)(X +¢) avec ¢? = —1 (%%)

On note Py, P, Ps, P, Py, Pset Py les points de C, définispar: Py = [0 : 0 : 1],
PP=[-1:0:1,PR=[v2:0:1,Ph=[+v2:0:1,P,=1[C:0: 1],
P, =[-C:0:1e Py =11:0:0]

Dans cette note, on détermine I’ensemble :

U C(K)

K:Q]<e
Notre résultat principal est s’énonce comme suit :

Théoreme 1
L’ensemble des points algébriques de degré au-plus £ sur Q sur la courbe C d’équation
affine y* = 109(z* — 2)(z* +x)(2® + 1) est donné par :

S=86US&USs U s
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

avec :
¢ by et cg non simultanemants nuls,
Zbi:pi + ax?
x, Z_OH b% # 0 si  est pair, Cet # 0 si
2 2j+1
S — P
L= §=0 ( est impair et x solution de l’équation :
L 2 e 2
. j 3 : 2L 2 2 2
d bt + az2 | =109 > a2 (x° —2) (" +z)(z*+ 1)
i=0 j=0
) beo #£ 0 si € est pair, cos # 0 sid
. 2 2
a (a:g + (—1)5) +> b; (:Ez + (—1)’)
By — s =2 est impair et x solution de
2 2j+1
S, — Zcix 2
2 3=0 l’équation :
& 1 2 % 7 1 ) 2 255 ?
a (W> 3, (""H(_)> =109 | S3a T |22 — 2)(2? + 2)(a? + 1)
X =2 x =0
H?Q
a(mg—l—@b)—i— b; (mi+wi) bz%z;é()sié est pair, c/z%s#() st { est
i=1
x, — =
> Ciijgi impair et x solution de l’équation :
5=0
Sa —
3 s “72 ‘ A 2 2775 2
a (xz —H/}) b (:1: i ) =109 Z:czx% (2% — 2)(z® + z)(z® + 1)
L i=1 L 7=0
avec
1 5 5 | i i
b= - ((—ﬂ) + (v2) ) o W =~ ((—ﬂ) + (v2) )
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

£42

a (g;g + M) +ibi (xl + yi) b% # 0 si { est pair, Ces #0 sil est

=1

xr, — —

o

e impair et x solution de l’équation :

[+

C;T
0

.
Il

3 &2 i i ? = . ?
(a (”“ +“) +5 b <$ v ) — 109 (ZCx“ (22— 2)(2® + 7)(a? + 1)
=1

47 ; 9z 20

avec

3.1.2 Reésultats auxiliaires

Pour un diviseur © sur C, on note L£(D) le Q-espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles f définies sur Q telles que f = 0 ou div(f) > —D; (D) désigne la
Q-dimension de L£(D).

Lemme 3.1.1
Ona:JQ) = Z/27 x 7./27

Démonstration : (voir [6, page 8])

Lemme 3.1.2
Pour la courbe C : y*> = 109(2* — 2)(2* + z)(2® + 1) qui est donnée aussi
par :
€y = 109 + D& - V& + VD + O — ).
Ona:

i) div(x) = 2Py — 2P,
i) div(z + 1) = 2P, — 2P,

(

(

(iii) div(x + V2) = 2P, — 2Py,
(iv) div(z — V2) = 2P; — 2P,
(
(
(

v) div(z + () = 2P, — 2P,
vi) div(x — () = 2P; — 2P,
UZZ)dZU(y):P0+P1+P2+P3+P4+P5—6POO
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

Démonstration :
Notons z, y les coordonnées affines et X, Y et Z les coordonnées projectives. Po-
Y
sons : x = — ety = —.
z“Y T 7

@) o) = o ()Z() — (X =0)-C—(Z=0)-C

e Pour X = 0, on déduit de (x*) que : Y? = 0ou Z* = 0.
On obtient donc les points : Py = [0 : 0 : 1] et P, = [0 : 1 : 0] avec

un ordre multiplicité égal a 2 et 4 respectivement. D’ou

(X =0)-C = 2P + 4P, (3.1.1)
e De méme pour Z = 0, cela implique que : X® = 0.
On obtient donc le point P, = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal
a 6. D’ou
(Z = 0)-C = 6P. (3.1.2)

Des relations (3.1.1) et (3.1.2), on déduit que :
div(x) = 2Py — 2P..
(77) calculons : div(z + 1).

Notons tout d’abord que : div(x — ) = div(X —vZ) —div(Z) = (X = vZ)-
C — (Z =0)-C.

diviz + 1) = (X = -Z)-C — (Z = 0)-C.
e Pour X = —Z, on déduit que : Y> = 0ou Z* = 0.
On obtient donc les points P, = [-1 : 0 : 1] et P, = [0 : 1 : 0] avec

un ordre multiplicité égal a 2 et 4 respectivement. D’ou
(X = Z2)-C = 2P, + 4P,. (3.1.3)

e Pour Z = 0, on retrouve la relation (3.1.2).

Ainsi des relations (3.1.2) et (3.1.3), entrainent donc que :
div(x + 1) = 2P, — 2P,.
NB : On procede de la méme maniere pour les cas (iii), (ii), (iv) et (v).

(vi) div(y) = div <}Z/> =Y =0)-C - (Z=0)-C.
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

e PourY = 0,ona:

109X (X + 2)(X — V22)(X + V22)(X — CZ)(X + ¢(Z) = 0.

On obtient donc les points : By = [0 : 0 : 1], P, = [-1 : 0 : 1],
sz[\/E:O:1],P3:[—\/§:O:1],P4:[C:O:1]et
P; = [=C : 0 : 1] avec un ordre multiplicité égal a 1 pour chaque points.
D’ou
Y =0-C=FR+ P+ P+ P+ P + P (3.1.4)
e Pour Z = 0, on retrouve la relation (3.1.2).

Ainsi les relations (3.1.2) et (3.1.4), on déduit que :
dZU(y) = Po + P1 + PQ + Pg + P4 + P5— 6POO

CQFD

Corollaire 3.1.3

Les résultats suivants sont les conséquences du Lemme 3.1.2 :
o j(Fo) + j(P) + i) + j(B) + j(P)+ j(B5) =0,
o 2j(P) = 25(P) = 2§(B) = 25(Py) = 2j(F) = 0

Donc les j(FP;) engendrent le méme sous-groupe J(Q).

Lemme 3.1.4
On a :
JQ) = ([P + P — 2P], [P + P, — 2P,))

= {-a(j(R) + j(P)) — B((P) + j(Bs)), ou o, B € {0, 1}}

Lemme 3.1.5
Une Q-base de L(mPy) est donnée par :

| ot

By = {o jen, j<s ™Iy {o

ieNig?}LJQJ?

j

Démonstration :

On montre aisément que B, est une famille libre, il reste alors a montrer que
card B,, = dim £(mP,,). La courbe étant de genre 2 (voir [6]), d’apres le théoreme
de Riemann-Roch, on a dim L(mPy) = m—g+1 = m—1déesquem > 2g—1 = 3.

Deux cas sont possibles :
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

1" cas : supposons que m est pair, on pose alors m = 2h, on obtient ainsi :
, m , 2h . _ m—"7 , 2h — 7 , 7
zggﬁzgjzhdememejg & 7 < 5 <:>j§h—§

6
:j<h—§:h—3:j<h—4.D0ncona:

On en déduit que :
cartd B, =1+ h +14+h -4+ 1=2h—1=m—-1 = dimL(mPy).

cas : supposons que m est impair, on pose alors m = 2h + 1, on obtient

2h +1

1
®i§h+§:>i<h+1:>z’<hde

2
-7 2h — 6
m & 7 < = h — 3. Doncona:

On en déduit que :
card B, =1+ h + 1+ h -3+ 1=2h =m—-1 = dimL(mP).

CQFD

3.1.3 Démonstration du Théoréme 1

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = (. Considérons Ry, ...... , Ry les conjugués de
Galoisde Ret notonst = [R; + ... + Ry — (Py] € J(Q). D’apres le Lemme
314, onat = —a(j(P) + j(P)) — B{(FP) + j(P3)), a, p € {0, 1} et par

suite
[Ri + ...+ R, —(lP] = [(2a + 28)Px — a(Py + P) — B(P + P3)

ol
donct = aPy + aP, + P, + BP3; — (2a + 2B)P,, avec «, B € {0, 1},

ce qui donne :

[Ry+...+ R—(Py] = [aPy+ aP, + P+ 8P — (2a+ 28)Py] ,avec , 5 € {0, 1}
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

Ainsi, on obtient la formule suivante :
[Ri + ... + Re + a(Fy + P) + B(Ps + P3) — ({ + 2a + 20)Py] = 0

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi ( |5, page 156] ), il existe une fonction rationnelle

f définie sur Q telle que :

Quatre cas sont possibles :

1“"cas: a = g = 0.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + ... + Ry — (P, donc f € L({P).
4 -7
2 = -
D’aprés le Lemme 3.1.5, on a : f = az® + > birt + z:cjyzlc%T+ avec
i=0 =0

by et ¢y non simultanément tous nul ( sinon un des R; devrait étre égal a P,

ce qui serais absurde), by # 0 si £ est pair ( sinon un des R; devrait étre

£

2

égal & P, ce qui serais absurde) et cer  # 0 si £ est impair ( sinon un
2

des R; devrait étre égal & P.,, ce qui serais absurde). Aux points Ry, on a :
4

3
; 5
Z b,z + ax2

I
&~

Y

2 2 . '
ar? + Zbix’ + chyx2]2+1 = 0, impliquant ainsi, y = —’:0277
i=0 j=0 2 2j41
D g
j=0
En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
obtient :
. 2
2 5
b;x' + ax2
— =0 = 109(2* — 2)(z* + 2)(z® + 1)
=7
2 2541
ZCJ‘I‘ 2
§=0

cette équation peut s’ecrire :

0 2 = 2

2 i o < 2L 2 2 2

> bixt + azz| =109 D ¢z (x* =2)(z* +z)(z*+1) (3.1.5)
=0 =0

L’expression (3.1.5) est une équation de degré ¢ en x :

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de I’équation (3.1.5)

l
est de degré 2 x <2> = ( et le second membre est de degré
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

2 x (&2 1
2><< ><(22)—|— >+6:€.

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

by et co non simultanemants nuls,

[SIEN

5

Zb,-xi + ax?
i=0

By, == b% 2 0 si £ est pair, ce—7 # 0 si
5 ) 2
S = .chx%%
! §=0 ¢ est impair et x solution de ’équation :
4 2 =7 2
: j 8 - 2+l 2 2 2
big' + az2 | =109 > ¢z | (2" —2)(a® +z)(z® + 1)
i=0 5=0
2mecas: o =1 et [ = 0.
La formule (x) devient : div(f) = Ri + ... + Ry + Po + P — (¢ + 2)P.,
042
5 2 .
donc f € L((£+2)Ps), d’aprés le Lemme 3.1.5, on a : f = ax? + > bt +
18—75 1=0
Z cinyJTH, et puisque ordp,f = ordp f = 1, entraine donc que by = 0 et
=0
! o2
2
by = a(—l)% + > b (—1)" implique ainsi que
=2
42 =5
5 5 2 8 8 2 2j+1
i = a(ym + (—1)2) + > b (x + (-1) ) + > cyz 2

=2 j

<
Il
o

avec bz # 0 si £ est pair (sinon un des R; devrait étre égal & P.,, ce qui
2
serait absurde) et c.-s # 0 si £ est impair (sinon un des R; devrait étre égal
2
a P, ce qui serait absurde).

Aux points R;, on a :

ce implique que y = —

En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

obtient :

=2 = 109(2? — 2)(z* + z)(z* + 1)

£=5

2 2j+1
> i
Jj=0

cette équation peut s’ecrire :

042 2 ¢—5
2

o (of + (-8 430 (o + (1) | = 100 | 330 | (22— 2)(@ + )2+ 1)

i=2 j=0

ce qui correspond aussi a I’équation :

; v 52 i e 2 e 2
o (D) 5 () o (S5 - e e o) 010
i=2 g0

So

2 b@#OSiﬁestpair,c%#Osiﬁ
. 2
a (352 + (—1)§> +> b; (:Bz + ( 1)’)
By — e =2 est impair et z solution de
2 27+1
Z C;x 2
3=0 I’équation :
P (-8 & ) & 2
3 _ 3 (2 (2 .
a(m +(=1) >—|—sz (x + (1) ) =109 Z:czx% (2% = 2)(2* + 2)(2* + 1)
1 i=2 =0

L’expression (3.1.6) est une équation de degré /.
En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de 1’équation (3.1.6) est
-5

2 2 =2y 1
de degré 2 x (6—12- — 1) = [ et le second membre est de degré 2 (X(;)> +

6 ="/
On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

3¥mecas: a =0 et S = 1.

La formule (%) devient : div(f) = Ri + ... + Re + P, + P3 — ({ + 2)P,,
donc f € L(({ + 2)P,), d’apres le Lemme 3.1.5, on a :
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f = az: + Z:b,wz + Zcigﬁ% et puisque ordp, f ordp,f = 1,
i=0 j=0
entraine donc que :
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

En posant : ¢ = L ((-ﬁ)g + (\/5)3) etw' = —; <<—\/§>Z + (\/§)Z>,

N
on déduit que by = arp + Z b;w* implique que
i=1

2j+1
cyxr” 2

—
I
S
~
e
+
<
~
+
I\gh
&
—
&@
+
E&
+
[+

s
Il
—

<
I
o

avec bz # 0 si £ est pair (sinon un des R; devrait étre égal & P, ce qui
2
serait absurde) et ce—s # 0 si £ est impair (sinon un des R; devrait étre égal
2

a P, ce qui serait absurde).
42

2 =5
Aux points R;, on a : oz(xg + @Z)) + ibi (xl + uﬂ) + i:ciyx%’jl = 0,
i=1 j=0
42

a(:v% + w) + i:bl(x’ + wi)
i=1

ce qui impliquant que y = —

=5
2 2j+1

ZCZ‘CL’ 2
=0

En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on

obtient :

2

N—

42
afoh + ) + b + o)
B =i = 109(2? — 2)(z* + z)(z* + 1)

2 241
> e

0+2 2 =5 2
5 - i . 2t 2 2 2
a(m? —1—7,0) +> b, (x —|—w) =109 | Yz 2 | (z* = 2)(z° + z)(z* + 1)
i=1 =0

Ce qui correspond aussi a 1’équation :
2

5 e 5 i 2 h ~
a <$2 +w) +Zbi (x —;w > = 109 201372]7;1 (z* =2)(@" + 2)(«® + 1) (3.1.7)
i=1 Jj=0

X

These de doctorat 66



3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

L’expression (3.1.7) est une équation de degré /.

En effet : quelque soit la parité de ¢, le premier membre de I’équation (3.1.7) est
g 5)

(042 o (2x (52 -1
dedegré2 [ —— — 1| = [l et le second membre est de degré 2 5 +
6 = (. On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :
HT2
a (:ﬁ + @ZJ) —{—;bi (xZ + wi) buTz # 0 si £ est pair, Ces # 0 si l est
x, — = =
2 .
3 cra impair et z solution de ’équation :
=0
Sa =
’ 5 % . . 2 £;5 2
a|Z Y b (m T ) =109 z:clx% (2% = 2)(2* + 2)(z* + 1)
L i=1 z =0
avec
1 5 .1 i ;
b= 5 ((-v2) +(v0)") et o = -2 ((-v2) +(v2))

4mecas: a =1 et B = 1.
La formule (x) devient : div(f) = Ry +...+ Ry+ P+ Pi+Po+Ps— ({ + 4)Pw.
Par le Corollaire 3.1.3, on en déduit que : div(f) = Ri+ ...+ R+ Py +
Ps — ({ +2)Py, donc f € L((¢+ 2)Py), d’apres le Lemme 3.1.5, on a :

2 5
2 2 .
f = ar: —+ sz-xi + Zciyx%?i, et puisque ordp,f = ordp,f = 1,
) j10 1 HTQ
. o1 s ey 1 A .
entraine donc que : by = > (a ((C)2 + ( C)2)> > Zb, ((C) + ( C))

En posant y = —; ((C)é + (—C)%) et ' = —; ((C)’ + (—C)Z), on déduit

42
2

que : bp = a (3:5 + ,u) + Z b; (a:’ + ui), implique que

=1

2 =5
F = a(xg n M) n i:bi (xz n Vi) n iCiyx27;1
=1 §=0

avec berz # 0 si £ est pair (sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui
2
serait absurde) et c.—s # 0 si £ est impair (sinon un des R; devrait étre égal
2

a P, ce qui serait absurde).

£e-2) £4=5
Aux points R;, on a : a(:tg + ,u) + ibi (azz + ui) + iciyq:%;l = 0,
i=1 j=0
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3.1. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 109(X2? — 2)(X? + X)(X2? + 1)

242

a(m2 + ,u) + ibl(xz + I/)
=il

lo

impliquant ainsi, y = — -

2j+1
E C;Tr 2

En remplacant la valeur de y dans I'expression de I’équation de la courbe, on
obtient :

a(x% + ,u) + ibl(x’ + yi)

— = =1 = 109(z*> — 2)(2® + 2)(z* + 1)

2 2j+1
> e
Jj=0

cette équation peut s’ecrire :

42 2 £=5 2

2 g
a (of+ ) + 300 (o +0) | =109 [ 3™ | (22 - 2)(22 + )@ + 1)
i=1 =

ce qui correspond aussi a I’équation :

2 =5 2

a (w +'u) Zb (x +V> =109 icix% (2?2 —=2)(2* +2)(2*+1) (3.1.8)

J=0

L’expression (3.1.8) est une équation de degré ¢.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de I’équation (3.1.8) est
4 5)

{42 2 =) —1
de degré 2 <; — 1) = [ et le second membre est de degré 2 <X(> +

6 = (.

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

042
5 2 . .
a (335 L HJ) +Zbi (.CEZ + y’) buTz # 0 si £ est pair, Ces # 0 si l est
T, — — 1=1
i cra impair et  solution de ’équation :
=0
Sy =
5 “72 ) ) 2 e%s 2
2 3 2 .
alZ e +> b vy =109 Z:clx% (2% = 2)(2® + z)(2* + 1)
z i=1 & =0
avec
1 5 5 i 1 i i
p= 50+ (=07) et v = -2 ((O+(=0))
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

Conclusion : [’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur la courbe C
d’équation affine y> = 109(2® — 2)(z® + z)(2* + 1) est donné par :

S=sUsUs Us

CQFD

3.2 Points algébriques de degré donné quelconque

sur la courbe d’équation affine :
2 = (x — T4)(x® — 2738)(x® + 5476)

3.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres

K, on note C(K) l'ensemble des points sur C & coordonnées dans K et | J C(K)
[(K:QJ<¢
I’ensemble des points sur C a coordonnées dans K de degré au-plus ¢ sur Q. Le

degré d’un point R est le degré de son corps de définition sur Q, c¢’est-a-dire qu’on a
deg(R) = [Q(R) : Q]. On désignera par J la jacobienne de C et par j(P) la classe

notée [P — oo] de P — o0, c’est a dire que j est le plongement jacobien :

i ¢ — JWOQ),
P +— [P — ]

ou J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne
de C; ce groupe est fini (voir [6]).
Notre courbe C qui est lisse d’équation affine y* = (z — 74)(x* — 2730)(2* + 5476)

est un cas spécial de famille de courbes
C, : v° = (v — 29)(a* — 2¢°)(z* + 2°¢%), avec g = 13[24]

et ¢ un nombre premier, étudiées dans 6, page 8§].
Notre courbe C : > = (z — 74)(2* — 2730)(z* + 5476) est d’équations

projectives

Z3%? = (X — T4Z)(X? — 2730Z%)(X* + 54767Z°) (%)
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

qui peut s’ecrire

78 (Y — 5476V372) (Y +5476v/372) = X(X* — 74X3Z + 2738X°2* — 405224X Z°
—149932882%) (1)

Z3Y? = (X —742)(X — 3TV2Z)(X + 3TV22Z)(X — TACZ)(X +T4(Z) on (2 = -1 (2)

ce qui correspond aussi aux équations affines :

(v — 5476v/37) (y + 5476V/37) = w(a* — T42® + 27382 — 405224z — 14993288)
C: ou
y? = (z — 74)(z — 37V2)(z + 37V2)(z — 74¢) (z + T4C) avec (2 = —1

On note Py, Py, P», P3, P;, P5s, Pset coles points sur C, définispar: Py = [74 : 0 : 1],

Pp = [37W/2 : 0 : 1], = [-37V/2 : 0 : 1], s = [74 : 0 : 1],
Py = [-74¢C : 0 : 1], P, = [0 : 5476V/37 : 1], Ps = [0 : —5476+/37 : 1] et

oo =1[0:1:0]

Dans cette note, on détermine I’ensemble :

U C(K)

K:Q]<¢
Notre résultat principal est s’énonce comme suit :

Théoréme 2

L’ensemble des points algébriques de degré au-plus £ sur Q sur la courbe C d’équation
affine y* = (x — T4)(2* — 2730)(2® + 5476) est donné par :

M= M, UMy U Ms | My

avec
P ag et by non simultanément nuls, ar # 0 si £ est pair,
2 2
> o
T, —— bes #0 sil est
2
2
> b’
My = — . . . . .
5= impair et x solution de ’équation :

‘ 2 =5 2
( ax) = (Z bjxj) (w — 74) (2* — 2730) (2* + 5476)
. Z
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

Qg # 0 si { est pair, b% #0 sil est

My = =

(22: . (x ;74)1)) _ (22:0 o

=1

impair et x solution de l’équation :

2

(w — 74) (2* — 2730) (2* + 5476)

4
= . ace # 0 st est pair , bes # 0 si { est
ai(z' + &) 2 ?
=1
By = =
2
ijmj 0 o s A 193 . .
= impasr et x solution de [’équation :

T

(Z a; (MD = (i% bjxﬂ'l) (x — 74) (2? — 2730) («® + 5476)

avec

giz—;((zm/é)i + (-37v2)")

aer2 # 0 si 0 est pair , bes #0 si l est
2 2

Ms =
=il
£42
2
T, =1
My =
242

FTS
e
jz:%bjx impair et x solution de ’équation :
N2 g 2
1 2 .
+ ) = | > b/t | (z—74) (2* - 2730) (2® + 5476)
x :
7=0
avec
i 1 i i
7= 5 (740 + (=74¢))

3.2.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur © sur C, on note L£(D) le Q-espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles f définies sur Q telles que f = 0 ou div(f) > —D; (D) désigne la
Q-dimension de L£(D).
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

Lemme 3.2.1
Ona:JQ) = 7272 x 7./2Z

Démonstration : (voir [6, page 8])

Lemme 3.2.2
2

Pour notre courbe C : y* = (z — 74)(z® — 2730)(z* + 5476) qui est aussi
donnée par :

(y — 5476+ 37) (y + 5476+ 37) = x(x4 — 7423 + 273822 — 4052241 — 14993288)
C: o

y? = (z — 74)(z — 37V2)(x + 37V2)(z — 74C) (z + 74¢) avec (? = —1

On a :
(i) div(z) = Ps + P — 200,
(1) div(x — 74) = 2P — 200,
(iii) div(x — 37V2) = 2P, — 200,
(iv) div(z + 37V2) = 2P, — 200,
(v) div(x — T74¢) = 2P; — 200,
(vi) div(x + 74¢) = 2P, — 200,
(vii) div(y) = Po + P + P, + P + P, — 500.

Démonstration :

Notons z et y les coordonnées affines et X, Y, Z les coordonnées projectives. Po-
X Y

sons :rx = — ety = —.
z Y Tz

(i) div(z) = (X = 0)-C — (Z = 0)-C.

« Powr X = 0, ondéduit de (1) que: 2° (Y — 5476v/37Z) (Y + 5476V/37Z) = 0.
On obtient donc les points Ps = [0 : 5476v/37 : 1], Ps = [0 : —5476V/37 : 1]
etoo = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal a 1, 1 et 3 respectivement.
D’ou

e De méme pour Z = 0, on déduit de (2) que : X° = 0.
On obtient donc le point oo = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal
5. D’ou
(Z = 0)-C = boo. (3.2.2)
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

Des relations (3.2.1) et (3.2.2), induisent que :
div(x) = Ps + Py — 200.

(i7) div(x — 74) = (X = 742)-C — (Z = 0)-C.
o Pour X = 747, on déduit de (2) que : Y? = 0ou Z* = 0.
On obtient donc les points By = [74 : 0 : 1Jetoo = [0 : 1 : 0] avec

un ordre multiplicité égal a 2 et 3 respectivement. D’ou
(X = 742)-C = 2P + 300. (3.2.3)
o Pour Z = 0, on obtient la relation (3.2.2).
(Z = 0)-C = boo. (3.2.4)
Des relations (3.2.3) et (3.2.4), induisent que :

div(x — 74) = 2B — 200

NB : On procede de la méme maniere pour les cas (ii7), (iv), (v) et (vi).

@) Bally) = dm(?) — (Y =0)-C - (Z=0)-C

e Pour Y = 0, (2) implique que :
(X —74Z)(X — 37V22Z)(X + 37TV2Z) (X — T4CZ) (X + T4CZ) = 0.

On obtient donc les points : Py = [74 : 0 : 1], P, = [37v2 : 0 : 1],
P, = [-37W/2 : 0 :1),Ps = [74C : 0 : 1]et P, = [-74C : 0 : 1]

avec un ordre multiplicité égal 1 pour chaque points. D’ou
Y =0-C=FR+ P+ P+ P+ F (3.2.5)

o Pour Z = 0, revient a I'obtention de la relation (3.2.2).

Ainsi des relations (3.2.5) et (3.2.2), entrainent donc que :
dl’l)(y) = P() +P1 —|—P2 + P3 —|— P4 — 500

CQFD
Corollaire 3.2.3

Les résultats suivants sont les conséquences du Lemme 3.2.2 :
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

e j(B5) + j(Bs) = 0,

° j(R) + j(P) + j(P) + j(Ps) + j(h) = 0.

° 2j(R) = 2j(h) = 2j(B) = 2j(Fy) = 0.
Donc les 2j(F;) pour i € {0, 1, 2, 3, 4} engendrent le méme sous-groupe J(Q).
Lemme 3.2.4

Ona:

JQ) = (k= o, [P + B — 200])
= {aj(R) + B((P) + j(Bs)), avec o, B € {0, 1}}
Démonstration : (voir [6, page 8] ).

Lemme 3.2.5
Une Q-base de L(mPy,) est donnée par :

B, = {JZ'Z

— 5
jeN, j < }

m ‘
) . ;
ZEN,Z_Q}ll{yJZ 5

Démonstration :

On montre aisément que B,, est une famille libre, il reste alors a montrer que
card B,, = dim £(moo). On sait que le genre de C est ¢ = 2 (voir [6]). La courbe
étant de genre 2, d’apres le théoréeme de Riemann-Roch, on a dim £L(moo) = m —
g+1 =m-—1désquem > 29 — 1 = 3.

Deux cas sont possibles :

1" cas : supposons que m est pair, on pose alors m = 2h, on obtient ainsi :
, m , 2h . , m—>5 , 2h —5 , 5
z§5<:>z§7:hdememej§ & 7 < <:>j§h—§

:>j<h—§:h—2:>j<h—3.D0ncona:

On en déduit que :

cartd B, = h+1+h -3+ 1=2h—-1=m—-1 = dimL(moo).

2¢me cas : supposons que m est impair, on pose alors m = 2h + 1, on obtient
ainsi : 2] |
i<Zeic T ei<ht s =i<h+l=i<hde
-5 2h — 4
mémej§m2 & 5 < 5 = h — 2. Doncon a:
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

On en déduit que :

catd B, = h+1+h -3+ 1=2h—1=m—-1 = dimL(moo).

CQFD
3.2.3 Démonstration du Théoreme 2
Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = ¢. Considérons Ry, ...... , Ry les conjugués de
Galois de R et notons ¢t = [Ry + ... + Ry — loo] € J(Q). D’apres le Lemme
324, ona [R + ... + Ry — loo] = —aj(Py) — B(P) + j(FP)) avec

a, B € {0, 1} et par suite
[Ri+...+Ri—lx] = [(a + 2B)oc — aPy — (P + P)], aveca, B € {0, 1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :

[Ry + ...... + R+ aPy + (P + P) — (0 + a+ 28)x] =0

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi ( |5, page 156] ), il existe une fonction rationnelle

f définie sur Q telle que :
dZU(f):R1+ ...... +RE+O(P0+5(P1+P2)—(€+CY+25)OO (*)

Quatre cas sont possibles :

1“"cas: a = 0et g = 0.
La formule (%) devient : div(f) =Ry + ... + Ry — oo, donc f € L({0),

£ £=5

2 2

d’apres le Lemme 3.2.5, on a : f = Zaixz + ijy:cj avec ag et by non
i=0 §=0

simultanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait

absurde ), a L # 0 si ¢ est pair (sinon un des R; devrait étre égal a oo, ce qui

serait absurde) et be—s # 0 si £ est impair (sinon un des R; devrait étre égal
2
£ £=5

2 2
a 0o, ce qui serait absurde). Aux points R;, on a : Zaixl + Z bjyr’ = 0,
i=0 j=0

¢

2 .
Z a;z"
i=0

ce qui implique que : y = —+= :
2

Z bjill']
=0

En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

obtient :

== = (z — 74) (2% — 2730) (2* + 5476)

Z bjiL'j
j=0

cette équation peut s’ecrire :

2 2

£ £=5

2 2
Saa'| =D bl | (z—74) («? - 2730) («® + 5476) (3.2.6)
i=0 Jj=0

L’équation (3.2.6) est une équation de degré ¢ en z :

En effet, quelque soit la parité de ¢, le membre de I’équation est de degré

égal a 2 5] = ¢ et le second membre de I'équation est de degré égal a

2 x 6_25 +5 = 4.

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

¢ ag et by non simultanément nuls, a L # 0 si { est pair
2 .
Z a; "
Z, —Zﬁf? be—T57éOsi€est
N
M. — > b’
L= 3=0 impair et x solution de I’équation :
P 2 s 2
ar' | =Y bt | (z—74) («® - 2730) (2 + 5476)
i=0 =0

2me cas: o = letf = 0.

La formule (%) devient : div(f) = Ry + ... + Ry + Py — (¢ + 1)oo, donc

1 1
f € L((¢ + 1)oc), daprés le Lemme 3.25, ona f = > a;z’ + Y bjya’,
i=0 =0

£+1

=

et puisque ordp, = 1, entraine donc que ay = —Z a;(74)', impliquant ainsi
. s =1

que f = > ai(z" — (74)") + > bjyz’ avec (et # 0 si £ est pair (sinon un

i=1 j=0
des R; devrait étre égal a P,, ce qui serait absurde) et bea # 0 si £ est
2

impair (sinon un des R; devrait étre égal a P.,, ce qui serait absurde). Aux
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

L

+

1 £4—4

v ‘

2
points R;, on a : a;(z* — (T4)") + D _bjya’ = 0, ce qui implique que
=0

<.
I
e

i:lai(a:i — (74)Y)

Yy = —1
2 .
> bl
7=0
En remplagant la valeur de y dans I'expression de 1’équation, on obtient :
) 2
a;(z" — (74)")
i = (v —74) (2 — 2730) (2® + 5476)

/—
ed
bjx

£

m‘+

@
I
—

S

7+

7=0

cette équation peut s’ecrire :

o1 2 - 2
Saia — (14)) | =Y b’ | (z—74) (2 —2730) (2 + 5476)
i=1 Jj=0

ce qui correspond aussi a 1’équation :

2

2 -4
) — Z bja? ™ | (x — 74) (2* — 2730) (2* + 5476)  (3.2.7)
=0

£41

z' — (T4)°

X

L’expression (3.2.7) est une équation de degré ¢ en x.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de I’équation est de

{41
degré égal a 2 x (; — 1) = { et le second membre de I'équation est de

{—4
degré égal a 2 x (2 — 1) + 5 = {. On obtient ainsi une famille de points

de degré ¢ :
041
2 aev1r # 0 sifest pair , beo 0 si f est
a;(z* — (74)") E 7 P E 7
x =1
7 & impair et x solution de I'équation :
> b
My = =0

2oy (2 2

3 a (SC_H) = | S b2’ | (z—74) (22 — 2730) (2* + 5476)

i=1 z j=0

3¢ cas: a = Oet f = 1.
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

La formule (x) devient : div(f) = Ri+ ...+ R+ PL+ P, — ({ + ) donc

242 €
2

f € L((t + 2)c0), d’apres le Lemme 3.2.5, ona f = Y a2’ + ijyxj,
i=0 =0

et puisque ordp, f = ordp,f = 1, entraine donc que
42

ap = —; iai ((37\/5)Z + (—37\/§)i) en posant

i=

042
. 1 . ) 2 ‘

& = ~3 ((37\/5)’ + (—37\/5)’), on obtient ag = > a;&', impliquant ainsi
(i e =1
2 . . 2 .

que [ = Zai(xl + &) + ijyxj avec ar2 # 0 si £ est pair (sinon

2

i=1 j=0

un des R; devrait étre égal a P,,, ce qui serait absurde) et bes # 0 si ¢
2

est impair (sinon un des R; devrait étre égal a oo, ce qui serait absurde).
17+2 £—3

Aux points R;, on a Za, (r° + &) + Zb yr’ = 0, ce qui implique que
i=1 7=0

||M £

ai(zt + &)

2 .
Z b’
=0
En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
obtient :
2

2042
2

= (z — 74) (2% — 2730) (2® + 5476)

£—3
s

o
Z bjx
j=0

cette équation peut s’ecrire :

o2 2 -3 2
i a(zt + )| = Z bja? | (x —74) (2* — 2730) (2® + 5476)
1=1 j=0

Ce qui équivaux a 1’équation :

2 2 /i3 2

22: a; (x i g) = Z bja? | (z —74) («? — 2730) (® + 5476) (3.2.8)

i=1 x

L’expression (3.2.8) est une équation de degré ¢ en x :

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de I’équation est de
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

0+ 2
degré égal a 2 x (; — 1) = ( et le second membre de I'équation est de

degré égal a 2 x T—l +5=V1.

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

5 . , aer2 7 0 sifest pair , bes # 0 si £ est
a;(z" + &) 2 2
z, _i=1 =
Zba:] . . . ,, .
r impair et x solution de I’équation :
Ms =
242 2 £-3 2
Z a; (m ik ) = | > a7 | (z — 74) (2? — 2730) («® + 5476)
5=0
avec
) 1 . )
&=— (B7V2) + (-37v2))
4 cas: a = B = 1.

La formule (%) devient : div(f) = Ri +...+ Re+ P+ P+ P, — ({ + 3)o0
Par le Corollaire 3.2.3, on en déduit que : div(f) = Ry + ... + R+ Ps+
— (£ + 2)oo, donc f € L(({ + 2)o0), dapres le Lemme 3.2.5, on a

Z+2

f = Zazx + ijyx et puisque ordp,f = ordp,f = 1, entraine donc

i=0 j=0
que
ap = —; ; (74C (—74(’)") en posant ' = —; ((74C)i+(—74C)i),

£42 242 £-3
2 2

2
on obtient ag = Zaﬁz, implique que f = z:ai(xZ + ) + ijyx] avec
i=1 i=1 3=0
a2 # 0 si{ est pair (sinon un des R; devrait étre égal a oo, ce qui serait
2

absurde) et bes # 0 si £ est impair (sinon un des R; devrait étre égal a oo,
2

o2 =3
2 2
ce qui serait absurde). Aux points R;, on a : Z a; (" + ) + Z bjyr! = 0,
i=1 5=0

a;(z’ + )

||M o

ce qui implique y = —

223
> b
=0

En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
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3.2. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = (X — 74)(X2 — 2738)(X% + 5476)

obtient I’équation :

& = (z — T4) (2% — 2730) (2? + 5476)

£—3

= ,
e

Z bjx

Jj=0

cette équation peut s’écrire :

H% 2 2773 2
Sa + 9| =X b’ | (@—74) (2 - 2730) («® + 5476)
i=1 j=0

Cette équation équivaux a :

ex2 . \2 /=3 2
S a; (‘r ;7 ) = | > a7 | (w - 74) (2? — 2730) (2* + 5476) (3.2.9)
i=1 Jj=0

L’expression (3.2.9) est une équation de degré ¢ en x :

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de 1’équation est de

{42
degré égal a 2 x (; — 1) = ( et le second membre de I'équation est de

£—3
degré égal a 2 x (2—1 +5=V.

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

5 , arr2 # 0 si £ est pair , bes # 0 si £ est
a;(z" + 7") : ’
=1
T, ——
2
i
;}bﬂw impair et x solution de ’équation :
£ ou ) (2 2
a; <W> = | Y ba? ™| (z - 74) (22 — 2730) (2 + 5476)
i=1 = Jj=0
avec
i 1 i i
7= =5 (T4 + (=74C))

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur la courbe C
d’équation affine y> = (z — 74)(z® — 2738)(2® + 5476) est donné par :

M= M, | My | Ms |J My

These de doctorat 80



3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)
CQFD

3.3 Points algébriques de degré donné quelconque

sur la courbe d’équation affine : y* = 6z(z' + 3)

3.3.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres

K, on note C(K) l'ensemble des points sur C & coordonnées dans K et | ] C(K)
K:QJ<¢
I’ensemble des points sur C a coordonnées dans K de degré au-plus ¢ sur Q. Le

degré d’un point R est le degré de son corps de définition sur Q, c¢’est-a-dire qu’on a
deg(R) = [Q(R) : Q]. On désignera par J la jacobienne de C et par j(P) la classe

notée [P — P, | de P — P, c’est a dire que j est le plongement jacobien :

i ¢ — JW),
P + [P — P

ou J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne
de C.
Notre courbe C qui est lisse d’équation affine y* = 6z (x* + 3) est d’écrite dans [13].

Notre courbe C : 3? = 6z(z* + 3) est d’équation projective
Z3%YV? = 6X(X* + 3) (%)
qui peut s’ecrire

3
22Y? = 6X [[(X — mZ) avec m, = VBexpi)™  (xx)
k=0

ce qui correspond aussi a 1’équation affine

3
v = 6z][(x — m) avee g = VBepiT
k=0

On note Py, Py, P, P3, P, et Py les points sur C, définis par : Py = [ = 0 : 1],
Po=1[m :0:1,P =1 :0:1,P =[n3:0:1,P, =1[0:0: 1]et
Po =10:1:0]

Dans cette note on détermine 1’ensemble :

U C(K)

[K:Q]<¢
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3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)

Notre résultat principal est s’énonce comme suit :

Théoréme 3
L’ensemble des points algébriques de degré au-plus € sur Q sur la courbe C d’équation

affine y* = 6x(x* + 3) est donné par :

H = Hi | Ho
avec
, ag et by non simultanément nuls, at # 0
22: a;z si U est pair ,bz—Ts # 0 si £ est impair
H, = z, — f)zo et x solution de l’équation :
A ‘ 2 =5 2
o) 2 2 .
;bﬂx a;x’ = 6 ijxj (x4 + 3)
= i=0 §=0
- bo # 0, aess # 0 si 0 est pair, be—a # 0
=Y 2 2
22: a; 7" st U est impair et x solution
Hy = z, _2:1 de léquation :
s e 2 (e 2
Z b.xl 2 5 il 2 . 4
=’ doaa'E | = 6> ba'| (a + 3)
i=1 Jj=0

3.3.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur ® sur C, on note L£(®) le Q-espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles f définies sur Q telles que f = 0 ou div(f) > —D; [(D) désigne la
Q-dimension de £(D).

Lemme 3.3.1
Ona:JQ) = Z/27Z

Lemme 3.3.2
2

Pour la courbe C : y* = 6x(x* + 3) qui est aussi donnée par :

3
2k+1

C . y2 — 61' H(:L' — 77/{:) avec e = ygexp( i )71’7:.

k=0
Ona:
(1) div(z) = 2P, — 2Py,
(i7) div(x +ng) = 2P, — 2P, avec ke {0, 1, 2, 3}
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3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)

Démonstration :

Notons z, y les coordonnées affines et X, Y, Z les coordonnes projectives.
X Y

Posons: z = — ety =

A Z
X
) @) = oo (Z> — (X =0)-C-(Z=0)-C
e Pour X = 0, on déduit de () que : Y? = 0ou Z® = 0.

On obtient donc les points : Py = [0 : 0 : 1]Jet P,y = [0 : 1 : 0] avec
un ordre multiplicité égal a 2 et 4 respectivement. D’ou
(X = 0)-C = 2P, + 3Py (3.3.1)
e De méme pour Z = 0, on déduit de (%) que : X° = 0.
On obtient donc le point P, = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal
5. D’ou
(Z = 0)-C = 5Px. (3.3.2)

Des relations (3.3.1) et (3.3.2), induisent que :
div(x) = 2P, — 2P,.

(71) Notons que :
div(x — n;) = div(X — nZ) — div(Z) = (X = nx2Z)-C — (Z = 0)-C.

e Pour X = —n.Z, on déduit de () que : Y* = 0ou Z° = 0.
On obtient donc les points P, = [, : 0 : 1] et Px = [0 : 1 : 0] avec
un ordre multiplicité égal a 2 et 3 respectivement. D’ou
(X = mZ)-C = 2P, + 3P, (3.3.3)
o Pour Z = 0, on retrouve la relation (3.3.2).
Ainsi des relations (3.3.2) et (3.3.3), entrainent donc que :
div(x + ng) = 2P, — 2P.
N g (Y
) dholly) = dw<Z) _ (Y =0)-C- (Z =0)-C
3
e Pour Y = 0, équivaux a: 6X [[(X + mZ) = 0.
k=0
On obtient donc les points : Py = [ = 0 @ 1, L = [; : 0 @ 1],
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3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)
Py = :0:1,P =1[ns : 0: 1let P, = [0 : 0 : 1] avec un ordre
multiplicité égal 1 pour chaque points. D’ou

e Pour Z = 0, on retrouve la relation (3.3.2).
Ainsi les relations (3.3.2) et (3.3.4), on déduit que :

dZU(y) = PU + Pl + PQ =+ P3 + P4— 5Poo

CQFD

Corollaire 3.3.3
Les résultats suivants sont les conséquences du Lemme 3.5.2 :

o j(Fo) + () = — () + i(B)+ j(Py) + (55)),

o 2j(Ry) = 2j(P) = 2j(B) = 2j(P) = 2j(B) = 0
Donc les j(FP;) ou k € {0, ... ,5} engendrent le méme sous-groupe J(Q)
Lemme 3.3.4
On a :

JQ) = (I(Fy) = {aj(Py), aveca € {0, 1}}

Démonstration : (voir [13, page 8|, Lemme 1.1.1)

Lemme 3.3.5
Une Q-base de L(mP4) est donnée par :

i €N, z'g”;}u{ya;j

-5
jenN, j<™ }

Bd = {Z‘Z B

Démonstration :

On montre aisément que B,, est une famille libre, il reste alors a montrer que

card B,, = dim L(mPy). On sait que le genre de C est g = 2 (voir [13]). La courbe
étant de genre 2, d’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a dim £L(mPy) = m —
g+1 = m—1desquem > 29 — 1 = 3.

Deux cas sont possibles :

1" cas : supposons que d est pair, on pose alors m = 2h, on obtient ainsi :
, m , 2h . , m—>5 , 2h — 5 , 5
zggﬁzgjzhdememejg 5 & 7 < 5 <:>j§h—§

:j<h—§:h—2:j<h—3.D0ncona:
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3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)

On en déduit que :

caeddB,, = h +1+h -3+ 1=2h—1=m—-1 = dimL(mPx).

2¢me cas : supposons que m est impair, on pose alors m = 2h + 1, on obtient
ainsi : ] |
z<%<:>i§ ;@i§h+2:>i<h+1:>z’<hde
-5 2h — 4
mémej§m2 & 5 < 5 = h — 2. Doncon a:

On en déduit que :

card B, = h + 1+h — 2+ 1= (2h+1)—1 = m—1 = dimL(MmPx).

CQFD
3.3.3 Démonstration du Théoreme 3
Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = ¢. Considérons Ry, ...... , Ry les conjugués de
Galois de R et notonst = [Ry + ... + Ry — (Py] € J(Q). D’apres le Lemme

3.34,onat = —aj(Fy), avec « € {0, 1} et par suite
[Rl + ... + Rg - KPOO] = [O./Poo - CYP4]
Ainsi, on obtient la formule suivante :

[Ri + ... + Ry + aPy — (o + {)Py] = 0 aveca € {0, 1}

d’apres le théoreme d’Abel Jacobi ( [5, page 156] ), il existe une fonction rationnelle

f définie sur Q telle que :
div(f)y=R1 + ... + Ry + aP, — (a + ()P, (%)

Deux cas sont possibles :

1 cas: a = 0.
La formule (%) devient : div(f) = Ry + ... + Ry — (P, donc f € L({Py).
¢ =5

2 2

D’aprés le Lemme 3.3.5, ona: f = > az’ + Y bjya’ avec ag, ag et by
i=0 5=0

non simultanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal & Pj, ce qui serais
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3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)

absurde), ar # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal & P, ce qui serais

£
2

absurde) et be—s # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P,,, ce qui serais
2
4 £-5

2 2
absurde). Aux points Ry, on a : Zaixz + ijny = 0, impliquant ainsi,
i=0 §=0

by = 7= :
2 .
> bt
§=0
En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on

obtient :
2

—= = 6z(z* + 3).

2 .
e
bjx
=0
cette équation peut s’ecrire :

2 2

£=5
. T .
ax' | = 6z > b | (z* + 3). (3.3.5)
=0

£
2
i=0

L’expression (3.3.5) est une équation de degré ¢ en x.

En effet : quelque soit la parité de ¢, le premier membre de 1’équation (3.3.5)

l
est de degré 2 x <2> = ( et le second membre est de degré

2 x (5528) + 1
2

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

2 X +5 = /.

, ag et by non simultanément nuls, a ¢ # 0

22: a;zt si ¢ est pair ,bz%s # 0 si ¢ est impair
H, = z, — 2:0 et = solution de I’équation :
= L % 5 Z
b.x? 2 . 2 :
jz_% I ;T = 6x ijxj (z* + 3)
i=0 =0
2¢me cas : o = 1.
La formule (x) devient : div(f) = Ry + ... + R + P — (¢ + 1)P, donc

241 4

—4
= =

f € L(({+1)P), d’apres le Lemme 3.3.5,ona: f = Zaixi + > by’ et
i=0 =0

puisque ordp, f = 1, donc f(P;) = 0 entraine donc que ay = 0, impliquant
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3.3. COURBE D’EQUATION AFFINE : Y2 = 6X(X* + 3)

£+1 -4
2

=
ainsi que f = Y az’ + > bjyx’ avec by non nul ( sinon un des R; devrait
i=1 =0
étre égal a Py, ce qui serais absurde) aen # 0 si £ est impair (sinon un des R;
2
devrait étre égal a P.,, ce qui serait absurde) et be—a # 0 si £ est pair (sinon
2

un des R; devrait étre égal a P, ce qui serait absurde). Aux points R;, on a :
241

N
i
Zaixz + ijyxj = 0, ce qui implique que y = —517.
i=1 j=0 2 )
> by’
j=0
En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
obtient :

£+1 2

2
Z aixi
=1

4
= = 6z(z" + 3)
2
> bjya’
§=0
cette équation peut s’ecrire :
e 2 (e 2
Z a;x" =N Z bir’ | z(z* + 3)
i=1 Jj=0
ce qui correspond aussi a I’équation :
foea 2 (e 2
2 .1 2 g 4
daz| = 6> bl | (¢ + 3) (3.3.6)
i=1 §=0

L’expression (3.3.6) est une équation de degré ¢ en x.

En effet : quelque soit la parité de ¢, le premier membre de 1’équation (3.3.6)

(+1 1
est de degré 2 x (J; — 2) = /( et le second membre est de degré

{—4

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

bp # 0, aen # 0 si £ est pair, be—a # 0

441

=
3 si ¢ est impair et x solution
Hy = z, — =L de I'équation :
-4
2 , 1 2 -4 %
> b’ QP ~p | (A
= Do =6 b’ | (+F + 3)
=1 7=0

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur la courbe C
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3.4. COURBE D’EQUATION AFFINE : —Y? = X% — 20x% — 8

d’équation affine y> = 6z(2* + 3) est donné par :

H o= H | Ho

CQFD

3.4 Points algébriques de degré donné quelconque

sur la courbe d’équation affine: —y* = 2% — 202° — 8

3.4.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres

K, on note C(K) l'ensemble des points sur C & coordonnées dans K et | J C(K)
K:QJ<¢
I’ensemble des points sur C a coordonnées dans K de degré au-plus ¢ sur Q. Le

degré d’un point R est le degré de son corps de définition sur Q, c¢’est-a-dire qu’on a
deg(R) = [Q(R) : Q]. On désignera par J la jacobienne de C et par j(P) la classe

notée [P — P, de P — P, c’est a dire que j est le plongement jacobien :

i C — JQ),
P +—s [P — P

ou J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne

de C; ce groupe est fini (cf [13]).

Notre courbe C d’équation affine —y* = 2% — 202° — 8 est étudiées dans [13].
Notre courbe C : —y? = 2% — 202% — 8 est d’équation projective
-Z'%v? = X® — 20Xx37° — 87° (%)

qui peut s’ecrire

ZNY - 2V2Z)(Y +2vV22) = —X*(X® - 202°) (1)
c - ou )
~2'Y? = (X~ (1+V3)2)(X - (1 - V3)2) [[(X —m2) (2)
k=0
avec les 7, sont solutions de I'équation : x* + 22° + 62* — 40 + 4 = 0.
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3.4. COURBE D’EQUATION AFFINE : —Y? = X% — 20x% — 8

Ce qui correspond aussi a la forme affine suivante

(y — 2V2)(y + 2v2) = —ab (x3 _ 20)

c - ou
: 3
=y — (1 + V3 - 1 - V3) [ — m)
k=0
avec les 7, sont solutions de I'équation : z* + 223 + 62% — 42 + 4 = 0.

On note Py, reqo,.1, 33, Pa, Ps, Ps, Pr et Py les points de C, définis par: P, = [ : 0 : 1],
Po = 143 :0:1,P =[1-+3 :0:1,P = [0 : 2v/2 : 1],
Pr=10: -2v2:1]etPy = [0:1: 0]

Dans cette note on détermine 1’ensemble :

U C(K)

[(K:Q]<¢
Notre résultat principal est s’énonce comme suit :

Théoréme 4

L’ensemble des points algébriques de degré au-plus € sur Q sur la courbe C d’équation

affine —y* = x% — 202® — 8 est donné par :

R = Rl U RQ
avec
¢ 6 ag et by non simultanément nuls, ag #0 sil
2
Z a;T"
x, fg est pair , bes # 0 si { est impair et x
5 2
Z bjﬂfj
R, = —~ , e
J solution de l’équation :

12 12

Nl
~

|
o

5¢

bzt 1z (x6 — 202 — 8)

S
H&@
i
f
|
]+

0

s
Il
=)

<
Il
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3.4. COURBE D’EQUATION AFFINE : —Y? = X% — 20x% — 8

2 6
a; (93’ + pi) G # 0 si 0 est pair, prs # 0 si 0 est
i=1
x, =
2
3 bzt impair et x solution de l’équation :
7=0
Ry =
HT2 i X 12 g,Tg 12
Zai xeﬂ = = ijxjﬂfé (xG — 202 — 8)
i=1 riztl §=0
avec
; 1 i i
o= —2((1+\/§) + (1 - \/§))

3.4.2 Reésultats auxiliaires

Pour un diviseur © sur C, on note L£(D) le Q-espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles f définies sur Q telles que f = 0 ou div(f) > —9; (D) désigne la
Q-dimension de L£(D).

Lemme 3.4.1
Ona:JQ) = Z/2Z

Lemme 3.4.2
Pour la courbe C : —y? = 2% — 2023 — 8 qui est donnée aussi par :
(v — 2v2)(y + 2v2) = —a*(a* — 20)
c - ou
: 3
=y - 1+ V)@ - 1 - V) I[E — m
k=0
On a :
(Z) dZU(JI) = P@ aly P7 - ZPOO,
(i1) div(x —ng) = 2P, — 2P, k e {0, 1, 2, 3},
(#ii) div(z — (1++/3)) = 2P, — 2P,
(i) div(z — (1 —V3)) = 2P; — 2P,
3
(v) div(y) = ZPk + Py + P5— 6P.
k=0
Démonstration :
Notons z, y les coordonnées affines et X, Y et Z les coordonnées affines projectives.
P = o by = Y On a:
osons:z = — ety = —.Ona:
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3.4. COURBE D’EQUATION AFFINE : —Y? = X% — 20x% — 8

) o) = do (;) _ (X =0).C—(Z=0)-C

e Pour X = 0, on déduit de (1) que : Y = 2v/2Z ouY = —2v2Z ou
Z* = 0.
On obtient donc les points : Ps = [0 : 2v/2 : 1), P, = [0 : —2v2 : 1]et

P, = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égal a 1, 1 et 4 respectivement.
D’ou

(X =0)-C =F + P + 4P, (3.4.1)

e De méme pour Z = 0, on déduit de (1) que : X° = 0.
On obtient donc le point P,, = [0 : 1

: 0] avec un ordre multiplicité égal
6. D’ou

(Z = 0)-C = 6Px. (3.4.2)

Des relations (3.4.1) et (3.4.2), induisent que :

dZU(ZE) = P6 + P7 — QPOO

(7) Notons que :
div(x — n) = div(X — nZ) — div(Z) = (X = mZ)-C — (Z = 0)-C.
e Pour X = 7,7, on déduit de (2) que : Y* = 0 or Z*

= 0.
On obtient donc les points : P, = [y : 0 @ 1] et P, = [0 : 1 : 0] avec

un ordre multiplicité égal a 2 et 4 respectivement. D’ou

(X = mZ)-C = 2P, + 4P, (3.4.3)

o Pour Z = 0, revient a I'obtention de la relation (3.4.2).
Ainsi des relations (3.4.2) et (3.4.3), entrainent donc que :

div(x + n,) = 2P, — 2P,. avec k € {0, 1, 2, 3}
NB : On procede de la méme maniere pour les cas (7i7) et (iv).

@) Flly) = dw(?) — (Y =0)-C—(Z=0)-C
e Pour Y = 0, on déduit de (2) que :

3

(X - (1+V3)2)(X - (1-v3)2) [[(X —mZ) = 0.

On obtient donc les points : Py kefo,.33 = [me = 0 : 1], Py = [1+

V3 :0:1,P = [14V3:0:1etPy = [0: 1 : 0]avec un ordre
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3.4. COURBE D’EQUATION AFFINE : —Y? = X% — 20x% — 8

multiplicité égal 1 pour chaque points. D’ou

3
Y =0)-C=> P + P + P (3.4.4)
k=0
e Pour Z = 0, on retrouve la relation (3.4.2).

Ainsi les relations (3.4.2) et (3.4.4), on déduit que :

3
dZU(y) = ZPk aly P4 iy P5 — 6Poo

k=0
CQFD

Corollaire 3.4.3
Les résultats suivants sont les conséquences du Lemme 3.4.2 :

e 2j(Py) =0 avec k € {0, ... ,5},

e j(F%) + j(P7) = 0,

3
o> j(P) + j(P) + j(B) =0
k=0

Donc les j(P;) ou k € {0, ... ,5} engendrent le méme sous-groupe J(Q).
Lemme 3.4.4
Ona :

JQ) = ((Py) + j(B)) = {n(i(Py) + j(F)), avecn € {0, 1}}

Lemme 3.4.5
Une Q-base de L(dPy) est donnée par :

Bd = {xl

Démonstration :

d—>5
jen 52227

d 1
1 €N, iSQ}U{y6x3+2

On montre aisément que B, est une famille libre, il reste alors a montrer que
card B; = dim £(dPx). On sait que le genre de C est ¢ = 2 (voir [5]). La courbe
étant de genre 2, d’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a dim £(dP,,) = d —
g+1 = d—1désqued > 2g — 1 = 3. Deux cas sont possibles :

1" cas : supposons que d est pair, on pose alors d = 2h, on obtient ainsi :

: : . _d=5 _ 2h -5
z§§®z§?:hdememe3§7@]§

5
s 5 < h— =
J = 2

4
:>j<h—§:h—2:>jgh—?).Doncona:
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On en déduit que :

cacdBy = h + 1+ h —3+1=2h—-—1=d—-1 = dimL(dPx).

2¢me cas : supposons que d est impair, on pose alors d = 2h+ 1, on obtient ainsi :
. d . 2h +1 , 1 . .
Z§§<:>Z§ 5 ©Z§h+§:>z<h+1:>z<hde
d—>5 2h — 4
memej<T<:>j§ = h — 2. Doncon a:
By = {1, Ty o ,xh}U{y%, y%x, ...... ,y%xh_Q}

On en déduit que :
card By = h+1+h -2+ 1= (2h+1)—1 = d—1 = dimL(dPx).

CQFD

3.4.3 Démonstration du Théoréme 4

Soit R € C(Q) avec [Q(R): Q] = /(. Considérons Ry,...... , Ry les conjugués
de Galois de R et notons ¢t = [R; + ...... + Ry — (Py] € J(Q). D’apres le
Lemme 3.4.4,onat = —n(j(Py) + j(P5)), n € {0, 1}, et par suite :

Ry + ...... + Ry — (P = [2nPyx — n(Py + Ps)] avec n € {0, 1}
Ainsi, on obtient la formule suivante :

Ry + ... + Re + n(Py + P5) — ({ + 2n)Py] = 0 avec n € {0, 1}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi ( [5, page 156] ), il existe une fonction rationnelle

f définie sur Q telle que :
div(f) = Ri + ... + R + n(Py + B5) — ({ + 2n) Py (%)

Deux cas sont possibles :

1“"cas: n = 0.
La formule (x) devient : div(f) = Ry +...... + Ry — (Py,donc f € L({P,).
£-5

2 2
\ . l .
r mme 3.4.5, on a : = a;T Yo X vec a
D’aprés le Lemme 3.4.5, on a o+ bjysz’t? avec ag, et by
i=0 §=0
non simultanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal a P ou P7, ce qui

serais absurde), ax # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P,,, ce qui serais
2
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absurde) et be—s # 0 ( sinon un des R; devrait étre égal a P, ce qui serais
2

£ £-5

absurde). Aux points Ry, on a : Z a;x’ + Z bjy%w”Q = 0, impliquant ainsi

i=0 j=0
P 6
2 .
> aa
i=0
Y [
2
I t2
Z bjx
Jj=0
En remplacant la valeur de y dans I'expression de 1’équation de la courbe, on
obtient :
4 6 2
5 .
>
—~
o B e a—— = (936 — 202% — 8)
2
e JH2
bjx
j=0
cette équation peut s’ecrire :
¢ 12 =5 12
2 2
et = — pd 2 6 _ 3 _
Z a; T = Z bjx (x 20x 8)
=0 5=0

ce qui correspond aussi a 1’équation :

12

¢ =
Zaixi_% =— ijxj“_% (IG — 202° — 8) (3.4.5)
i=0 =0

12

L’expression (3.4.5) est une équation de degré ¢ en x.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de I’équation (3.4.5)

l Y4
est de degré 12 x 5 " 19 = (et le second membre est de degré

(-5 5¢
1 S ~Z)=v
2x<<2)+2 12) ‘

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

¢ 6 ag et by non simultanément nuls, a: # 0 si ¢
2 2
> '
x, 2_5 est pair , bes # 0 si £ est impair et x
S o 2
2
> b
Ri = — . )l .
3=0 solution de I’équation :
) 12 s 12
2 - 5¢ i ) 54 6 3
ol _ 1) B2
;' 12 = — Z bjx? " 12 (m — 202° — 8)
i=0 7=0
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2m¢ cas : n = .
La formule (x) devient : div(f) = Ri+ ...+ Ry + Py + P5s — ({ + 2) Py, donc
2 =3
f € L(({+2)Py), dapres le Lemme 3.4.5,ona: f = Y az’ + ijyéxj”,
=0 =0

et puisque ordp, f = ordp,f = 1, donc f(P;) = f(Ps) = 0 entraine donc

441
que ag = —;iai <(1 + \/g)l + (1 = \/§)1> En posant
i=0

042

: 1 i i z A
pr= —3 <(1 + \/5) aF (1 = \/5) >, on obtient ag = —Z a;p' impliquant
g s i=1
ainsi que f = Zai (m’ aF pi> + z:bjyéxj+2 avec ar2 # 0 si{ est pair
=1 =0 2

(sinon un des R; devrait étre égal a P., ce qui serait absurde) et be—s # 0
2

si £ est impair (sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce qui serait absurde).
42 £4=3

2 , . I .
Aux points R;, ona: Y q; (xz + pl) + > bjy%mJ“ = 0, impliquant ainsi :
i=1 =0

242 6
2

> a; (xz + pi)

i=1

=3
2 1o
it
Zbﬂ
Jj=0

En remplacant la valeur de y dans I’expression de I’équation de la courbe, on

obtient :
6\ 2
242

a; (2 f
i(zh +
_ || = ) :(x6—20x3—8>

s
2 Lo
et
Zbﬂ'
=0

cette équation peut s’ecrire :

m‘«k

12 12

= 5
> a (xl + pi) =—| > bt (xﬁ — 202° — 8)
i=1 Jj=0

ce qui correspond aussi a I’équation :

b A N2 e 12
Z@i x@# S ijxjﬂ’é (xﬁ — 20x% — 8) (3.4.6)
i=1 zizt! 3=0

L’expression (3.4.6) est une équation de degré ¢ en x.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premier membre de 1’équation (3.4.6)
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(+2 l
est de degré 12 x —; ~ 13 1) = £ et le second membre est de degré

-3 l
12 —_— 1 - — = /.
A\ 7 ) O
On obtient ainsi une famille de points de degré ¢ :

" 6
2
Zai (ml + pi) Geg2 2 0 si £ est pair, be%a # 0 si l est
i=1
x, =
Z b; ZIt2 impair et x solution de I'équation :
j=0
Ry =
(i ‘ o\ 12 g 12
2 ) 7 2 .
Zai (xj— p ) = — ijxﬁl_% (:1:6 — 20z® — 8)
i=1 rizt! =0
avec
i 1 i i
§ = _2((1+¢§) +(1- \/5))

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur la courbe C

d’équation affine —y*> = 2° — 202® — 8 est donné par :
R =R U Ro

CQFD

3.5 Points algébriques de degré donné quelconque

sur la courbe d’équation affine : y'! = 23z — 1)°

3.5.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur un corps de nombres K. On note C(KK)
I’ensemble des points algébriques sur C définis sur K. Le degré d’un point algébrique
R est le degré de son corps de définition sur @, i.e deg(R) = [Q(R) : Q].

Un théoreme célebre de Faltings affirme que si ¢ > 2 alors 'ensemble C(KK) des
points algébriques sur C définis sur K est fini. Une généralisation aux sous-variétés

d’une variété abélienne permet une étude qualitative de 'ensemble | J C(K) des
[K:Q]<¢
points algébriques sur C de degré au plus ¢ donnée sur Q. La situation est plus

favorable dans le cas ou le rang du groupe de Mordell-Weil 7(Q) de la jacobienne
de C est nul.
11

Notre courbe d’équation affine C3(11) : y™ = 2°(z — 1)® est un cas spécial des
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quotients de courbes de Fermat d’équations affine :
Crs(p) @ ¥* = 2" (x—1)% avec 1 <r s, r+s < p-—1

étudiées dans [3| pour r = s = 3.

Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degré quelconque
donnée sur le corps Q de la courbe C3(11) d’équation affine : y'' = 2%(x — 1)%.
La courbe C3(11) est hyper-elliptique de genre ¢ = 5 et de rang nul. Dans (
[3]), le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels de la jacobienne J de
C3(11) : y' = 2*(x — 1)% est fini et donné par J(Q) = Z/11Z.

Notre objectif est de donner une description géométrique de ’ensemble des points
algébriques de C de degré quelconque ¢ donné sur Q. On note By = [0: 0 : 0],
P =11:0:1etPy = [1:0 : 0]lepoint a infini de C3(11) et considérons

le plongement jacobien :

jo GANQ) — J(@),
P — [P — P

Notre étude résulte des travaux de Gross-Rohrlich dans 3] qui ont déterminé

| €1(11)(K) l'ensemble des points algébriques sur C;(11) de degré au-plus 2 sur
(K:Q)<2
Q) par la proposition suivante :

Proposition :

’ensemble des points algébriques sur C;(11) de degré au-plus 2 sur Q est donné par

[Kgqcl(n)(]l{) = { (; + \/y“Ti, y) }{POO}

Notre résultats principal s’énonce comme suit :

Théoreme 5
L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ > 9 sur la courbe C3(11)

d’équation affine y'' = 2 (x — 1)3 est donné par :

e (§n)

avec
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¢
2 .
? . . .
a;y3 ag # 0, ar #0 sil est pair, be—u # 0 si
2 2
=0
ST » Y
2 .
bjy% { est impair et y solution de l’équation :
WO - j=0
=11 6 ’ 3 ‘ —11 3
" 2 ) 2 ] 2 ; 2 ;
i i J
yr by | = (e | | ey + Y by
=0 i=0 i=0 3=0
L4+11—m
2 1
a;y3 aenm # 0 si 0 est pair, bewm # 0 sil est
i=11—-m 2 2
- l—m Y y
2 J 0 . . $ 4 .
b;y3 impair et y est solution de l’équation :
L—m 6 {4+11—m 3 {4+11—m {—m 3
11 2 2j+m—11 2 itm—11 2 4 2 i
gy by e = ey >_aiy® + 3 by’
=0 i=11-m i=11-m 3=0

3.5.2 Reésultats auxiliaires

Pour un diviseur ® sur C3(11), on note £(®) le Q-espace vectoriel des fonctions
rationnelles f définies sur Q telles que f = 0 ou div(f) > —D; [(D) désigne la
Q-dimension de £(D).

La courbe C3(11) d’équation affine y'' = 2°(z — 1)* a pour équation projective
YU = X3725(X — 2)3.

On a le Lemme suivant :

Lemme 3.5.1
Pour la courbe C3(11) : y** = 2*(x — 1)?; on a les diviseurs rationnels suivants :

(1) div(z) = 11Py — 11Py;
(i) div(y) = 3Py + 3P, — 6Py ;
(#ii) div(x — 1) = 11P, — 11P,,.

Démonstration :

il s’agit d'un calcul de type

divie — a) = (X — aZ) = 0)-C3(11) — (Z = 0)-C3(11)
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CQFD
Corollaire 3.5.2
Les résultats suivants sont les conséquences du Lemme 3.5.2 :
o 11j(FR) = 11j(P) = 0,
Donc j(Fp) et j(P;) engendrent le méme sous-groupe J(Q).
Lemme 3.5.3
Ona :
JQ) = () = {mj(F), avec 0 < m < 10}
Lemme 3.5.4
Une Q—base de L(nPx) est donnée par :
n—11

{2

2 -1 2\ J
i €N, ZSZ}U{JI(:C(‘Z?))
Démonstration :

Il est clair B est libre. Il reste a montrer que dim(B) = dim(L(nPx)).
D’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a dim(L(nPy)) = n — g + 1 des que

11-1
n > 29 — lavecg = 5 =5
Deux cas sont possibles :
1" cas : Supposons que n est pair, et posons n = 2h. On a alors i < g = het
—11 2h — 11 2h — 11 -1
jsto— e < sj<T—""=h-6=h-g-L
2 2 2
Donc on a :

= o (FEYV L (e )

On en déduit que :

dim(B) = (h+ 1)+ (h—g) =2h—g+1=n—-g+1 = dim(L(nPy))

2¢me cas : Supposons que n est impair, et posons n = 2h + 1. On a alors
. n . _2h+1 . . n—11 . 2h — 10
z§§<:)z§ < 1 < hetg < 5 & g < 5

Donc on a :

o= o (B Yoo ()
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On en déduit que :

dim(B) = (h+1)+(h—g+1) =2h+1-g+1 =n—-g+1 = dim(L(nP))

CQFD
3.5.3 Démonstration du Théoreme 5
Soit R € C(Q) avec [Q(R): Q] = ¢. Considérons Ry, ...... , Ry les conjugués
de Galois de R et notons ¢t = [R; + ...... + R, — (Py] € J(Q). D’apres le
Lemme 3.54,onat = (m—11) (j(FR)), avec m € {0, ... ,10}, et par suite :
[Ri+...... + Ry — (P, =[(m—11)P,, — (m—11)R] avecm € {0,...,10}
Ainsi, on obtient la formule suivante :
[Ri+...+Re+(11—m)Pp— ({+11—m)Py] = 0 avec m € {0, ... ,10}

D’apres le théoreme d’Abel Jacobi ( |5, page 156] ), il existe une fonction rationnelle

f définie sur Q telle que :

div(f) = Ri + ... + R + (11 —m)Fy, — ({ + 11 —m) P (%)

On remarque que R ¢ < Py, Py, POO}.
On regroupe les résultat en deux cas :

1“cas: m = 0.
Par remonté, la formule formule (x) devient : div(f) = Ry + ... + Ry — (P,
donc f € L({P,). D’apres le Lemme 3.5.5, on a :

P <x2(x—1)2>i . xizibj (xQ(x—1)2>j

VBN

s y7 y7

avec ap # 0 (sinon I'un des R; serait égal a P, ce qui serait absurde) a ¢ # 0
si £ est pair (sinon 'un des R; serait égal a P, ce qui serait absurde) et
beeni # 0 si £ est impair (sinon 'un des R; serait égal a P.,, ce qui serait
ab;urde).

Aux points R; on a :
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¢ .
2 1'2(27 _ 1)2 ¢
Zai Y7
i— 1
d'ou z = —g - et par suite y'' = 2*(z —1)° & yz =
2 CL’Q(I‘ _ 1)2 J
bj -
=0 y
£
2 1
a;y3
2 2 i
iz —1 —
(77>, ainsiz = —=2——  Donc 'équation y'! = z*(z — 1)® devient :
) — :
b]y%
j=0
£ 3 i 3
2 & 2 )
a;ys a;ys
11 =0 =0
y = o 41711 B 5711 -1
2 VA 2 A
bjy3 by3
7=0 7=0
cette équation peut s’ecrire :
=11 6 ¢ 3 ¢ £-11 3
11 2 7 2 i 2 i 2 J
gt Y bys = | > awys ays | — | D bys (3.5.1)
5=0 i=0 i=0 3=0

L’expression (3.5.1) est une équation de degré ¢ en y.
En effet, quelque soit la parité de ¢, le premiere membre de 1’équation (3.5.1)

¢ — 11
est de degré 11 + 2 X 5 ) = /[ et le second membre est de degré
l ¢ — 11
- + 3 X = 1,
2 2
On obtient ainsi une famille de points de degré /.
5
Zaiyé ag # 0, ay = 0 si £ est pair, bzz—% #£ 0 si
1=0
T Y
bjy% ¢ est impair et y solution de ’équation :
=11 6 z 3 ’ =11 3
1 2 ) 2 ; 2 s 2 j
y Y| = | e | Days + ) bys
5=0 =0 i=0 5=0
2m¢ cas : m € {1, ... ,10}.

La formule (%) devint : div(f) = Ry +...+Re+(11—m)Py—(¢ + 11 — m) P,
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donc f € L(¢ 4+ 11 — m)P. D’apres le Lemme 3.5.5, on a :

L+11—m

2 w?(z — 1)%2\° iy ?(z — 1)2\’
=0 7=0
et comme ordfp, = 11 —m, donc
G—m 2 2\ e 2 2\ J
2 —1 2 —1
fo oy a(W) N xzbj<x<x7>>
i=11-m Yy 7=0 Yy

avec aesui-m # 0 si 0 est pair (sinon les R; seraient égaux a P.,, ce qui serait
2
absurde) et be-m # 0 si £ est impair (sinon les R; seraient égaux a P, ce qui
2

serait absurde).
+11—m

2 2\ ¢ N 2 2\ J
xo(x —1 xo(x —1
Aux points R; on a : Z a; <(7>> + Z b <<7)) =0
i=11-m Y =0 Yy
L+11—m 2( )2 i L+11—m
2 zé(x —1 £ i
£ () S
- i 11-m Y _ i=1l—m
dounzr = — — et par suite v = ————— .
r—1 J 2 ;
Z b; ( s ) > by
y j=0
Donc l’équatlon y'' = 2*(x — 1) devient :
L+11—m 3 44+11—m 3
2 . 2 i
Z a;y3 Z a;y3
11 i=11—m i=11—m
y = T T - 1
2 7 2 7
bjy3 bjy3
j=0 j=0
cette équation peut s’ecrire
6 £4+11—m 3 £+11—m £—m 3
i 2 i 2 i 2 i
Z s | = | X ay? > @yt — Y by
i=11—m i=11—m 5=0
Cette équation équivaux a :
£—m 6 l+4+11—m 3 i+11 m 3
2 j+m— 2 i+m—
Shy e | = SayTE Zays + Zb 5 (3.5.2)

L’expression (3.5.2) est une équation de degré ¢ en y.

En effet, quelque soit la parité de ¢, le premiére membre de I’équation (3.5.2)
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{—m

2 X + m — 11
est de degré 11 + 6 x 2 5 = /[ et le second membre
(4+11—m ¢+ 11 — m
—— 4+ m — 11 _
est de degré 3 x 3 + 3 X g = /.

On obtient ainsi une famille de points de degré ¢.

l+11—m
2
2 0 . .
Z a;y3 aeri-m # 0 sif est pair, be—m # 0 si £ est
i=11—m 2 °
T —m 7y
2 .
bjy% impair et y est solution de I’équation :
Wm = =0
L—m 6 L+11—m 3 L+11—m L—m
11 2 2j+m—11 2 itm—11 2 i 2 i
vy by = ey > ey + ) biy?
j=0 i=11—-m i=11—-m 5=0

3

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus ¢ sur la courbe

Cs(11) d’équation affine y'' = 2° (z — 1) est donné par :

v (G

CQFD
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CONCLUSION

Les résultats obtenus de cette these portent essentiellement sur la détermination
explicite des points algébriques de degré au-plus ¢ sur @ sur quelques courbes
algébriques lisses des cas particuliers de courbes qui sont extrémement utilisées par
tres nombreux géometres algébristes. En s’inspirant des travaux de O. Sall et des
résultats obtenus dans [7], on a pu au chapitre 2 exhiber les points rationnels jus-
qu’aux points algébriques de degré au-plus 10 avant d’étendre ce travail aux points
algébriques de degré ¢ donné quelconque sur Q, et au dernier chapitre faire une
généralisation sur certaines courbes lisses, tout en s’inspirant des travaux de [7] qui
a déterminé les points algébriques de degré ¢ donné quelconque sur Q sur la courbe
d’équation affine y*" = x(z — 1)(z — 2)(x — 3).

Malgré les résultats obtenus dans cette these, le champ d’investigation reste encore

tres vaste. En effet

a) Les courbes étudiées pour déterminer les points algébriques de degré au-plus /,
sont des courbes dont le Groupe de Mordell-Weil est fini. Le probleme reste

ouvert pour les courbes dont le Groupe de Mordell-Weil n’est pas fini.

b) La nature explicite des points algébriques peut étre rechercher. Par exemple

rechercher les points entiers de degré bien spécifique.
¢) Retrouver les points de torsion de degré ¢ donné reste un probleme ouvert.

d) L’élaboration d’'un nouvel algorithme de Deffi-Helmann pourrai faire office de

probleme ouvert.
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