
UNIVERSITÉ ASSANE SECK DE ZIGUINCHOR

École Doctorale : Sciences, Technologies et Ingénierie

UFR SCIENCES ET TECHNOLOGIES
DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES

THÈSE

Numéro d’ordre : 02

Domaine : Sciences et Technologies
Mention : Mathématiques et Applications
Spécialité : Mathématiques Pures
Option : Géométrie Algébrique

Présentée par :
Boubacar Sidy BALDE

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE ASSANE SECK DE
ZIGUINCHOR

Sujet de la thèse :
Points algébriques sur certaines courbes

Soutenue publiquement le 17 Décembre 2022 devant le jury composé de :

Qualité Prénoms et Nom Université(Sénégal)
Président M.Marie Salomon SAMBOU Assane Seck de Ziguinchor
Rapporteurs M.Marie Salomon SAMBOU Assane Seck de Ziguinchor

M.Mouhamed Ben Faraj MAAOUIA Gaston Berger de Saint-Louis
M.Amadou Lamine FALL Cheikh Anta Diop de Dakar

Examinateur M.Moussa FALL Assane Seck de Ziguinchor
Directeur M.Oumar SALL Assane Seck de Ziguinchor



2

Points algébriques sur certaines
courbes

Résumé.
Cette thèse est consacrée d’une part sur la détermination explicite des points algébriques
de petit degré sur certaines courbes et d’autre part sur la paramétrisation des points
algébriques sur certaines courbes algébriques de degré donné. La méthode utilisée s’appuie
d’abord sur la connaissance du groupe de Mordell-Weil de la variété jacobienne J de C,
ensuite la condition qu’il soit fini. En plus de cela d’utiliser le théorème d’Abel-Jacobi pour
plonger la courbe dans sa jacobienne. Le but sera alors de déterminer explicitement tous
les points algébriques de degré au plus 3 sur les courbes C et C3(11), puis de donner une
paramétrisation de tous les points algébriques de degré l quelconque donné sur les courbes
C et C3(11). Notre étude étend les travaux de Daniel M.Gordon et de David Grant qui
ont déterminé le groupe de Mordell-Weil de la variété jacobienne J de C et l’ensemble des
points rationnels sur la courbe C d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Mots-clefs : Extension algébrique, Groupe de Mordell-Weil, Jacobien, Théorème d’Abel-
Jacobi.

Algebraic points on some curves.

Abstract.
This thesis is devoted on the one hand to the explicit determination of algebraic points of
small degree on certain curves and on the other hand to the parameterization of algebraic
points on certain algebraic curves of given degree. The method used relies first on the
knowledge of the Mordell-Weil group of the Jacobian variety J of C, then the condition
that it is finite. In addition to that use the Abel-Jacobi theorem to plunge the curve
into its Jacobian. The goal will then be to determine explicitly all the algebraic points of
degree at most 3 on the curves C and C3(11), and then to give a parametrization of all
the algebraic points of any degree l given on the curves C and C3(11). Our study extends
from the work of Daniel M. Gordon and David Grant who determined the Mordell-Weil
group of the Jacobian variety J of C and the set of rational points on the curve C of affine
equation y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Keywords :Algebraic extensions. Mordell-Weil Group. Jacobian. The Abel-Jacobi theo-
rem.
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Introduction

L’étude des équations diophantiennes d’un point de vue géométrique commence par
l’étude des solutions d’équations P (x,y) = 0, où P est un polynôme à coefficients rationnels
et où l’on cherche les solutions rationnelles (x,y) ∈ Q2. En remplaçant Q par un corps de
nombres K, le problème devient plus intéressant. Pour cela la géométrie algébrique est
considérée comme l’étude des variétés algébriques, définies comme ensembles des zéros
d’un ou plusieurs polynômes.
On se munit d’une courbe algébrique projective lisse C définie sur un corps de nombres
K et de genre g. On note C(K) l’ensemble des points algébriques sur C définis sur K et⋃
[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble des points de C définis sur K de degré ≤ d. Le degré d’un point

algébrique R est le degré de son corps de définition sur Q.
Un célèbre théorème de Faltings (1983) affirme que si g ≥ 2 alors l’ensemble C(K) des
points algébriques sur C définis sur K est fini. En d’autre terme, la courbe ne rencontre
qu’en un nombre fini de points le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jaco-
bienne. En s’inspirant des idées de Vojta, Faltings a généralisé ce résultat aux sous-variétés
abéliennes. En effet, Faltings a démontré que les points rationnels sont répartis sur un
nombre fini de translatés de sous-variétés abéliennes contenues dans la variété étudiée. Ce
deuxième énoncé peut même être utilisé pour démontrer des résultats qualitatifs sur les
points de degré ≤ d sur une courbe. Tous ces énoncés sont qualitatifs, un théorème plus
précis de Debarre et Klassen [De-Kl-94] montre que, pour une courbe plane lisse définie
sur Q de degré d, on a :
1) Si d ≥ 7 alors

⋃
[K:Q]≤d−2

C(K) est fini.

2) Si d ≥ 8 alors, à un nombre fini d’exceptions près, les points de
⋃

[K:Q]≤d−1
C(K) se

présentent comme intersection de C avec une droite définie sur Q passant par un point
rationnel de C.
Néanmoins notre travail va porter sur une détermination explicite des points algébriques
de petit degré sur certaines courbes puis une paramétrisation des points algébriques de
degré donné. L’approche s’appuie sur la connaissance préalable du groupe de Mordell-Weil
de la variété jacobienne J de C et la condition qu’il soit fini : elle consiste à utiliser le
théorème d’Abel-Jacobi pour plonger la courbe dans sa jacobienne et étudier des systèmes
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linéaires sur la courbe C ; et tous nos résultats sont dans ce cadre. Notre étude porte sur
les courbes suivantes :
- La courbe algébrique d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
- La courbe algébrique d’équation affine y11 = x3(x− 1)3.
- La courbe algébrique d’équation affine y2 = x3 − 8x2 + x.
La démarche utilisée pour réaliser cette étude est basée sur une approche comprenant trois
chapitres structurés de la manière suivante :
Le chapitre 1 intitulé "Les Préliminaires" regroupe quelques formules, définitions, propo-
sitions et théorèmes (des notions de base) utiles dans les chapitres suivants.
Le chapitre 2 intitulé "Points algébriques de petit degré sur certaines courbes" comporte
deux parties :
La première partie est consacrée à la description explicite de l’ensemble des points algé-
briques de degré au plus 3 sur Q sur la courbe C d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
L’énoncé obtenu étend le résultat donné par Daniel M. Gordon et de David Grant dans
( [Go-Gr-93],p.808) par la proposition suivante :

Proposition
L’ensemble des points rationnels sur Q sur courbe C d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) est donné par

C(Q) = {P1,P2,P3,P4,P5,∞}

avec P1 = (0,0), P2 = (3,0), P3 = (4,0), P4 = (6,0), P5 = (7,0) en affine et ∞ le point à
infini de C.
Note résultat principal est donné par le théorème suivant :

Théorème 1
1-L’ensemble des points quadratiques sur la courbe C d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) est donné par :

A1 =

{(
x,±

√
−a0
a1

(−a0
a1
− 3)(−a0

a1
− 4)(−a0

a1
− 6)(−a0

a1
− 7)

)
| x ∈ Q∗

}

2-L’ensemble des points cubiques sur la courbe C d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) est vide.
La deuxième partie donne une description de l’ensemble des points algébriques de degré
au plus 3 sur Q sur la courbe C3(11) d’équation affine y11 = x3(x− 1)3.
Notre étude résulte des travaux sur la famille de courbes yp = xr(x− 1)r avec 1 ≤ r,
2r ≤ p− 1. Une telle famille a intéressé certains géomètres algébristes dont Gross-Rohrlich
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qui ont déterminé
⋃

[K:Q]≤2
C1(11)(K) l’ensemble des points algébriques sur C1(11) de degré

au-plus 2 sur Q.
Théorème 2
L’ensemble des points algébriques sur C3(11) d’équation affine y11 = x3(x− 1)3 de degré
au-plus 3 sur Q est donné par :⋃
[K:Q]≤3

C3(11)(K) = {P0,P 1,P∞} ∪F avec

F =


(
x,[βx(x− 1)] 1

4

)
| β ∈ Q∗ et x racine de l′équation x(x− 1) = β11

.
Le chapitre 3 intitulé "Points algébriques de degré quelconque sur certaines courbes"
comporte aussi trois parties :
La première partie porte sur une étude qualitative de l’ensemble

⋃
[K:Q]≤l

C(K) des points

algébriques sur Q de degré au plus l donnés sur C d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Dans cette partie, nous étendons les résultats du chapitre 2 en donnant une description
des points de degré quelconque donné sur Q. Cette extension est obtenue par le théorème
suivant :

Théorème 3
Considérons la courbe C d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Soit w ∈ C(Q) avec [Q(w) : Q] = l. Notons w1,...,wl les conjugués de Galois de w et

E

(
l+4

2

)
la partie entière de l+4

2 .

Il existe alors une courbeM définie sur Q de degré α ≤ E
(
l+4

2

)
telle que

M.C = w1 + ... +wl +
4∑
i=1

miPi + (5α− l−
4∑
i=1

mi)∞ avec mi ∈ {0,1}.

En particulier

1) Les points algébriques sur C de degré 2 sur Q sont donnés :

M.C = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi + (8−
4∑
i=1

mi)∞ oùM est une conique.

C1.C = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi + (3−
4∑
i=1

mi)∞ où C1 est droite.

2) Les points algébriques sur C de degré 3 sur Q sont donnés :

M.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (12−
4∑
i=1

mi)∞ oùM est une cubique.

C1.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (7−
4∑
i=1

mi)∞ où C1 est une conique.

C2.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (2−
4∑
i=1

mi)∞ où C2 est une droite.
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3) Les points algébriques sur C de degré 4 sur Q sont donnés :

M.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (16−
4∑
i=1

mi)∞ oùM est une quartique.

C1.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (11−
4∑
i=1

mi)∞ où C1 est une cubique.

C2.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (6−
4∑
i=1

mi)∞ où C2 est une conique.

C3.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (1−
4∑
i=1

mi)∞ où C3 est une droite.

La deuxième partie de chapitre 3 porte sur une étude de l’ensemble
⋃

[K:Q]≤l
C(K) des

points algébriques sur Q de degré au plus l sur C3(11) d’équation affine y11 = x3(x− 1)3.
Nous étendons aussi les résultats du chapitre 2 en donnant une description des points de
degré quelconque donné sur Q.

Théorème 4
L’ensemble des points algébriques de degré l ≥ 9 sur C3(11) d’équation affine
y11 = x3(x− 1)3 est donné par :⋃
[K:Q]≤l

C3(11)(K) = F0
⋃( 10⋃

k=1
Fk
)

avec

F0 =



−
∑
i≤ l

2

aiy
i
3

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3
,y

∣∣∣∣∣∣a0 6= 0,a l
2
6= 0 si l est pair, b l−11

2
6= 0 si l est impair

et y racine de l’équation

y11
( ∑
j≤ l−11

2

bjy
j

)2
=

(∑
i≤ l

2

aiy
i

)(∑
i≤ l

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3

)3



Fk =



−
∑

11−k≤i≤ l+11−k
2

aiy
i
3

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

,y

∣∣∣∣∣∣b0 6= 0,a l+11−k
2
6= 0 si l est pair, b l−k

2
6= 0 si l est impair

et y racine de l’équation

yk
( ∑
j≤ l−k

2

bjy
j

)2
=

( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i−(11−k)

)( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

)3


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La troisième partie de chapitre 3 porte sur une étude aussi de l’ensemble
⋃

[K:Q]≤l
C(K)

des points algébriques sur Q de degré au plus l sur la courbe C d’équation affine
y2 = x3 − 8x2 + x.
Théorème 5
L’ensemble des points algébriques de degré au plus l sur Q sur la courbe C est donné par :

⋃
[Q(R):Q]≤l

C(K) = F1
⋃
F2

avec F1 =



x,−
l
2∑
i=0

aix
i

l−3
2∑

j=0
bjx

j

∣∣∣∣∣∣(a0 ∧ b0) 6= 0,a l
2
6= 0 si l est pair, b l−3

2
6= 0 si l est impair

et x solution de l’équation :( l
2∑
i=0

aix
i

)2
=

( l−3
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x3 − 8x2 + x

)



F2 =



x,−
l+1

2∑
i=1

aix
i

l−2
2∑

j=0
bjx

j

∣∣∣∣∣∣b0 6= 0,a l+1
2
6= 0 si l est pair, b l−2

2
6= 0 si l est impair

et x solution de l’équation :( l+1
2∑
i=1

aix
i− 1

2

)2
=

( l−2
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x− (4−

√
15)

)(
x− (4−

√
15)

)





Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés algébriques

1.1.1 Espaces affines

Définitions 1.1.1. Soit k un corps parfait et k la clôture algébrique de k. On appelle
espace affine de dimension n sur k, l’ensemble des n-uplets d’éléments ai de k noté
An(k) ou simplement An :

An(k) = {(a1,...,an),ai ∈ k}

Un élément a = (a1,...,an) ∈ An(k) est appelé un point de l’espace affine An(k), les ai
sont les coordonnées de ce point. Les espaces A1 et A2 sont appelés respectivement droite
et plan affine.
Si S une partie quelconque de l’anneau des polynômes k[X1,...,Xn], On pose
alors

V(S) = {a ∈An | ∀f ∈ S,f(a) = 0}

qui est l’ensemble des zéros communs à tous les polynômes de S.
On dit que V(S) est l’ensemble algébrique affine défini par S.

Proposition 1.1.1. La réunion de deux ensembles algébriques affines est un ensembles al-
gébrique affine. L’intersection d’une famille d’ensembles algébriques affines est un ensembles
algébrique affine.

1.1.2 Espaces projectifs

Définitions 1.1.2. Considérons la relation < définie sur kn+1−{0} par : pour tous vecteurs
non nuls x et y, on a x<y si et seulement s’ils sont colinéaires, i.e,

x<y ⇔ ∃λ ∈ k∗ : y = λx

12
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On appelle espace projectif de dimension n sur k, et l’on note Pn (ou Pn(k)),
l’ensemble des classes d’équivalence définies par la relation d’équivalence <. La classe de x
notée x est donc l’ensemble des éléments de kn+1 − {0} colinéaires à x :

x = {y ∈ kn+1 − {0} | y = λx,λ ∈ k∗}

Autrement dit, Pn = kn+1−{0}�< est donc l’ensemble des droites vectorielles de kn+1−
{0}. Les éléments (droites vectorielles) de Pn sont appelés points. Si x = (x0,...,xn) ∈
kn+1 − {0}, on note x = (x0 : ... : xn) qui est un point de Pn(k). Pour F ∈ k[X0,...,Xn]

et P = (x0 : ... : xn) ∈ Pn, F (P ) = F (x0,...,xn).
On dit que P1 est la droite projective sur k, et que P2 est le plan projectif sur k.
En particulier, P1 s’interprète comme l’ensemble des directions de A2 et le plan projectif
peut être vu comme le plan affine auquel on a ajouté l’ensemble des directions donc
P2 = A2 ∪P1.
Un élément F de k[X0,...,Xn] est dit homogène de degré d si, pour tout λ ∈ k, on a :

F (λx0,...,λxn) = λdF (x0,...,xn)

Si S une partie de k[X0,...,Xn] formée de polynômes homogènes, On pose alors :

Vp(S) = {x ∈ Pn | ∀ F ∈ S,F (x) = 0}

qui est l’ensemble des zéros communs à tous les polynômes de S.
On dit que Vp(S) est l’ensemble algébrique projectif défini par S.

On vérifie qu’un point P = (x0 : ... : xn) est un zéro d’un polynôme homogène F si et
seulement si F (λx0,...,λxn) = 0 pour tout λ ∈ k.
Une conséquence de la définition précédente est que, si F est homogène, on a : pour tout
λ 6= 0, F (x0,...,xn) = 0 si seulement si F (λx0,...,λxn) = 0.

Proposition 1.1.2.

1. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques projectifs est un ensemble
algébrique projectif : ⋂

i

Vp(Si) = Vp(
⋃
i

Si)

2. Une réunion finie d’ensembles algébriques projectifs est un ensemble algébrique
projectif.

Définition 1.1.1. La topologie de Zariski sur un espace (affine ou projectif) est la topologie
pour laquelle les ensembles algébriques sont des fermés.

Définition 1.1.2. Un ensemble algébrique est dit irréductible s’il est irréductible pour la
topologie de Zariski.
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Définition 1.1.3. On appelle variété algébrique affine, tout ensemble algébrique affine
irréductible.

Définition 1.1.4. On appelle variété algébrique projective, tout ensemble algébrique
projectif irréductible.

Définition 1.1.5. Soient X et Y des variétés algébriques irréductibles.
ϕ : X → Y une application rationnelle. On dit que ϕ est dominante si l’image de ϕ est
partout dense dans Y .
Une application rationnelle dominante ϕ : X → Y est birationnelle s’il existe ψ : Y → X

rationnelle dominante avec ψ ◦ ϕ = idX .

Définition 1.1.6. Deux variétés algébriques irréductibles X et Y sont dites birationnelle-
ment équivalentes s’il existe ϕ : X → Y birationnelle.

Définition 1.1.7. Soit X un ensemble. Une chaîne de parties de X est une suite X0 ⊂
... ⊂ Xn avec les Xi ⊂ X distincts. Une telle chaîne est dite de longueur n.

Définition 1.1.8. SoitX un espace topologique. La dimension deX est la borne supérieure
des longueurs des chaînes de parties irréductibles de X que l’on note dimX. C’est un
entier positif, ou +∞, ou −∞ si X est vide.
Notons que si X est la réunion de fermés X1,...,Xn, on a dimX = maxdimXi. Nous
constatons que la dimension d’un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de
ses composantes irréductibles.

Exemple 1. dimPn = n.

1.2 Courbes algébriques

1.2.1 Courbe affine plane

Définitions 1.2.1. On appelle hypersurface définie par f , et on note V(f), l’ensemble
des zéros de f (pour f non constant et k algébriquement clos)

V(f) = {a ∈An | f(a) = 0}

Définition 1.2.1. Une courbe affine plane est une hypersurface du plan affine A2 :

V(f) = {(x,y) ∈A2 | f(x,y) = 0}

Le degré de V(f) est le degré de f . Une courbe V(f) est appelée conique, cubique,
quartique, . . . si d = 2, 3, 4, . . .
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Définition 1.2.2. Un point P = (a,b) ∈A2 d’une courbe affine plane C est dit singulier
si :

∂f

∂x
(a,b) =

∂f

∂y
(a,b) = 0

Un point P = (a; b) ∈A2 d’une courbe affine plane C est dit lisse si
(
∂f

∂x
(a,b),

∂f

∂y
(a,b)

)
6= (0,0)

La tangente en un point lisse P = (a; b) à la courbe C est la droite d’équation :

(x− a)∂f
∂x

(a,b) + (y− b)∂f
∂y

(a,b) = 0

1.2.2 Courbe projective plane

Définition 1.2.3. On appelle hypersurface définie par un polynôme F homogène en
n+ 1 variables, et on note Vp(F ), l’ensemble des zéros de F (pour F non constant et k
algébriquement clos)

Vp(F ) = {x ∈ Pn | F (x) = 0}

Le degré de Vp(F ) est le degré de F .

Définition 1.2.4. Une courbe projective plane est une hypersurface du plan projection
P2 de type

Vp(F ) = {P = (x0 : x1 : x2) ∈ P2 | F (P ) = 0}

Définition 1.2.5. Un point P = (a : b : c) ∈ P2 d’une courbe projective plane C est dit
singulier si :

∂F

∂X
(P ) =

∂F

∂Y
(P ) =

∂F

∂Z
(P )) = 0

Un point P = (a : b : c) ∈ P2 d’une courbe projective plane C est dit lisse si
(
∂F

∂X
(P ),

∂F

∂Y
(P ),

∂F

∂Z
(P )

)
6= (0 : 0 : 0)

La tangente en un point lisse P = (a : b : c) à la courbe C est la droite d’équation :

X
∂F

∂X
(P ) + Y

∂F

∂Y
(P ) + Z

∂F

∂Z
(P ) = 0

Une courbe projective plane est dite non-singulière ou lisse si elle n’a pas de point singulier.
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1.3 Diviseurs et l’espace des vecteurs L(D)

Définitions 1.3.1. Un diviseur D sur une courbe algébrique lisse C est une combinaison
formelle finie à coefficients entiers de points de C :

D =
∑
P∈C

npP

où les np sont des entiers presque tous nuls. L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe
commutatif noté Div(C) où la loi de groupe est l’addition formelle de points.
Si D =

∑
P∈C

npP et D′ =
∑
P∈C

n′pP , alors (D+D′) =
∑
P∈C

(np + n′p)P .

Le degré de D est la somme de ses coefficients :

deg(D) =
∑
P∈C

np

Le degré est un homomorphisme de groupe de Div(C) vers Z. Le noyau de cet homomor-
phisme est l’ensemble des diviseurs de degré 0, noté Div0(C). C’est un sous-groupe de
Div(C).
Un diviseur D est dit effectif et on note D ≥ 0, si np ≥ 0 pour tout P ∈ C.

Définitions 1.3.2. Soit C une courbe projective plane irréductible de sorte que l’anneau
des polynômes k[C] est intègre.
Soient f ∈ k(C) (le corps des fonctions rationnelles sur C) et P ∈ C. On dit que f est
régulière (ou définie) au point P s’il existe g,h ∈ k[C] avec g(P ) 6= 0 tel que f = h/g.
L’ensemble des fonctions régulières en P est noté OP (C), et appelé l’anneau local de C en
P :

OP (C) = {f ∈ k(C) | ∃h,g ∈ k[C] avec g(P ) 6= 0 : f =
h

g
}

L’ensemble des fonctions régulières en P qui s’annulent en P est notéMP(C), et appelé
l’idéal maximal de C en P :

MP(C) = {f ∈ OP (C) | f(P ) = 0}.

Les éléments inversibles de OP (C) sont ceux qui n’appartiennent pas àMP(C), on les
appelle les unités de OP (C).
Si f est définie et s’annule en P , on dit que P est un zéro de f .
L’ensemble des points de C où la fonction rationnelle f est définie et s’annule en P est
noté Z(f), et appelé l’ensemble des zéros de f .
L’ensemble des points de C où la fonction rationnelle f n’est pas définie est noté P(f), et
appelé l’ensemble des pôles de f .
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Définitions 1.3.3. Soit C une courbe projective plane et lisse, et f une fonction non nulle
de k(C).
On associe à f le diviseur noté div(f) et défini par :

div(f) =
∑
P∈C

ordp(f)P .

Un tel diviseur est appelé diviseur principal. On note Siv(C) l’ensemble des diviseurs
principaux sur C ; c’est un sous-groupe de Div(C).
On définit aussi la relation d’équivalence ” w ” sur l’ensemble des diviseurs sur C par :
D w D′ si et seulement si ∃f ∈ k(C) : D−D′ = div(f).

Remarque 1.3.1. Soit f une fonction non nulle de k(C).

div(f) =
∑
P∈C

ordp(f)P .

Si l’on pose
div(f)0 =

∑
P∈Z(f)

ordp(f)P =
∑

ordp(f)>0
ordp(f)P

et
div(f)∞ =

∑
P∈P(f)

−ordp(f)P =
∑

ordp(f)<0
−ordp(f)P

alors div(f) = div(f)0 − div(f)∞.
div(f)0 est appelé diviseur des zéros de f et div(f)∞ diviseur des pôles de f . Cela signifie
géométriquement que div(f)0 correspond à l’intersection de C avec la courbe f = 0 et
div(f)∞ correspond à l’intersection de C avec la courbe 1

f = 0. Une fonction rationnelle f
a autant de zéros que de pôles donc deg(div(f)) = 0. L’ensemble des diviseurs principaux
est un sous-groupe de Div0(C).

Définition 1.3.1. Soit C une courbe plane projective et soit D ∈ Div(C). On associe à
D l’ensemble des fonctions :

L(D) = {f ∈ k(C) | div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}

L(D) est un k-espace vectoriel de dimension finie et on note l(D) sa dimension :

l(D) = dimkL(D).

Proposition 1.3.1. Soient D et D′ deux diviseurs.
1) Si D ≤ D′, alors L(D) ⊂ L(D′).
2)Si deg(D) < 0, alors L(D) = 0;L(0) = k.
3) L(D) est de dimension finie pour tout diviseur D. Si deg(D) ≥ 0 alors
l(D) ≤ deg(D) + 1.
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4) Si D w D′, alors l(D) = l(D′).

Définition 1.3.2. Le genre géométrique d’une courbe projective plane irréductible C est
l’entier positif ou nul noté g(C) défini par

g(C) = (d− 1)(d− 2)
2 − s avec d > 1

où d est le degré de la courbe et s le nombre de points singuliers. Ce qui permet de faire
un lien entre le genre et le degré d’une courbe.

Théorème 1.3.1 (RIEMANN-ROCH). Soit C une courbe projective irréductible et lisse.
Alors il existe un diviseur KC appelé diviseur canonique et un entier g ≥ 0 appelé genre
de C tel que pour tout diviseur D ∈ Div(C) on a

l(D)− l(KC −D) = deg(D) + 1− g

Corollaire 1.
1) deg(KC) = 2g− 2 et l(KC) = g si KC est un diviseur canonique.
2) Si deg(D) ≥ 2g− 1, alors l(D) = deg(D)− g+ 1.
3) Si deg(D) ≥ 2g, alors

l(D− P ) = l(D)− 1

pour tout P ∈ X.
4)(Théorème de Clifford) si l(D) 6= 0 et l(KC −D) 6= 0, alors on a

l(D) ≤ 1
2deg(D) + 1

1.4 Jacobienne d’une courbe

Définitions 1.4.1. On définit le groupe de Picard de C comme étant l’ensemble des classes
de diviseurs sur C modulo l’équivalence linéaire :

Pic(C) = Div(C)/Siv(C)

De même Pic0(C) est l’ensemble des classes de diviseurs zéro dans Pic(C).
La jacobienne d’une courbe C définie sur K est le sous-groupe des éléments de degré
0 dans le groupe de Picard de C notée Jac(C). Autrement dit,
deg : Pic(C) −→ Z

cl(D) 7−→ deg(D)

Jac(C) = Ker[deg : Pic(C) −→ Z]
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1.5 Plongement jacobien

Définition 1.5.1.
Soit P∞ un point rationnel de C défini sur K. Pour tout D diviseur, on note [D] sa classe
dans Pic0(C). On définit le plongement jacobien de la manière suivante :
j : C −→ Jac(C)
P 7−→ [P − P∞]

Remarque 1.5.1.
j donne un morphisme de C(K) −→ Jac(C)(K) défini par P 7−→ [P −P∞]. L’application
j s’étend par linéarité aux diviseurs Div0(C) vers Jac(C).

Théorème 1.5.1. (D’Abel)
Les énoncés suivantes sont équivalentes
1) Pour tout diviseur D dans Div0(C), il existe une fonction rationnelle f définie sur C à
coefficients dans K∗ telle que div(f) = D. Autrement dit : ∀D ∈ Div0(C), ∃f ∈ K∗(C) :
div(f) = D.
2) j(D) = 0.

Théorème 1.5.2. (Abel-Jacobi)
L’application j est surjective et Ker(j) = Im(div). En d’autre terme : Pic0(C) ' Jac(C)

1.6 Groupe de Mordeil-Weil

Théorème 1.6.1. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombre (K). Alors
le groupe A(K) des points K−rationnels de A est fini. En d’autre terme :

A(K) ∼= Zr
⊕

A(K)tor

L’entier naturel r est le rang de la variété et A(K)tor est le groupe de torsion.

Remarque 1.6.1. Si A est la jacobienne d’une courbe algébrique définie sur Q alors

J(Q) ∼= Zr
⊕

J(Q)tor

Si le rang de la courbe est nul alors

J(Q) ∼= Z/m1Z× ...×Z/msZ

Il existe s diviseurs D1,...Di...,Ds sur C définis sur Q tels que j(Di) soit d’ordre mi et
j(D1),...,j(Ds) engendrent J(Q).
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1.7 Cycle d’intersection

Définition 1.7.1.
Soient C et C′ deux courbes projectives planes, sans composante irréductible commune, de
degré n et m. On définit le cycle d’intersection de C et C′ noté

C.C′ =
∑
P∈P2

I(C.C′,P )

Où
∑
P∈P2

I(C.C′,P ) est le nombre total de points d’intersections d’une courbe projective

plane C et d’une courbe projective plane C′

Remarque 1.7.1.
Le nombre total de points d’intersections d’une courbe projective plane C et d’une droite
D dans le plan projectif noté

∑
P∈P2

I(C.D,P ) et donné par

∑
P∈P2

I(C.D,P ) = deg(C).deg(D)



Chapitre 2
Points algébriques de petit degré sur certaines

courbes

2.1 Points algébriques de petit degré sur la courbe
d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7)

2.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur K et C(K) l’ensemble des points algébriques
sur C définis sur K. Le degré d’un point algébrique w est le degré de son corps de définition
sur Q, i.e, deg(w) = [Q(w) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail

⋃
[K:Q]≤3

C(K) l’ensemble des points algébriques de

degré au plus trois sur Q sur la courbe d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
La courbe C est hyper-elliptique de genre g = 2 et le groupe de Mordell-Weil J(Q) des
points rationnels de la jacobienne J de C : y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) est fini et
donné par J(Q) ∼= (Z/2Z)4 (voir [Go-Gr-93], p.822).
Notons par P1 = (0,0), P2 = (3,0), P3 = (4,0), P4 = (6,0), P5 = (7,0) en affine et ∞ le
point à infini de C.
Daniel M.Gordon et David Grant qui ont déterminé dans ( [Go-Gr-93],p.808) l’ensemble
des points rationnels sur la courbe C donné par la proposition suivante :

Proposition 2.1.1.
L’ensemble des points rationnels sur Q de la courbe C d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7)
est donné par

C(Q) = {P1,P2,P3,P4,P5,∞}

Nos outils essentiels sont :

1. Le groupe de Mordell–Weil J(Q) de la jacobienne de C ,

2. Le théorème d’Abel–Jacobi(voir [Gri-89] page 156),

21
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Théorème 1
1-L’ensemble des points quadratiques sur la courbe C d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) est donné par :

A1 =

{(
x,±

√
−a0
a1

(−a0
a1
− 3)(−a0

a1
− 4)(−a0

a1
− 6)(−a0

a1
− 7)

)
| x ∈ Q∗

}

2-L’ensemble des points cubiques sur la courbe C d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) est vide.

2.1.2 Résultats auxiliaires

Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X,Y,Z) =
X

Z
et y(X,Y,Z) =

Y

Z

Pour un diviseurD sur C, nous notons L(D) le Q−espace vectoriel des fonctions rationnelles
f définies par

L(D) =

{
f ∈ Q(C)∗ | div(f) ≥ −D

}
∪
{

0
}

L’équation projective de la courbe C est : Y 2Z3 = X(X − 3Z)(X − 4Z)(X − 6Z)(X −
7Z).

Lemme 2.1.1.
i) div(x) = 2P1−2∞ ; div(x−3) = 2P2−2∞ ; div(x−4) = 2P3−2∞ ; div(x− 6) = 2P4 − 2∞ ;
div(x− 7) = 2P5 − 2∞ ; div(y) = P1 + P2 + P3 + P4 + P5 − 5∞.
ii) L(∞) =< 1 >

L(2∞) =< 1,x >
L(3∞) = L(2∞) =< 1,x >
L(4∞) =< 1,x,x2 >

L(5∞) =< 1,x,x2,y >

L(6∞) =< 1,x,x2,y,x3 >

Preuve 2.1.1.
i) il s’agit d’un calcul de type

div(x− i) = ((X − iZ) = 0).C − (Z = 0).C (?)

D’après (?), on a div(x) = (X = 0).C − (Z = 0).C.
Pour X = 0, l’équation projective donne Y 2Z3 = 0 ; et pour Z = 1, on obtient le point
P1 = [0 : 0 : 1] de multiplicité égale à 2. Ainsi (X = 0).C = 2P1 + 3∞.
Pour Z = 0, l’équation projective donne X5 = 0 ; et pour Y = 1, on obtient le point
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∞ = [0 : 1 : 0] de multiplicité égale à 5. Ainsi (Z = 0).C = 5∞.
Donc div(x) = 2P1 + 3∞− 5∞ = 2P1 − 2∞. De la même manière on montre que
div(x− 3) = 2P2 − 2∞, div(x− 4) = 2P3 − 2∞, div(x− 6) = 2P4 − 2∞, div(x− 7) =
2P5 − 2∞ et div(y) = P1 + P2 + P3 + P4 + P5 − 5∞.
ii) On déduit de i) et du fait que d’après le théorème de Riemann-Roch, on a
l(p∞) = p− g+ 1 = p−1 dès que p ≥ 2g−1 = 3 �

Conséquences 2.1.1.
2j(P1) = 2j(P2) = 2j(P3) = 2j(P4) = 2j(P5) = 0
j(P1) + j(P2) + j(P3) + j(P4) + j(P5) = 0

Lemme 2.1.2.
J(Q) ∼= (Z/2Z)4 ∼=< j(P1),j(P2),j(P3),j(P4) >

Preuve 2.1.2.
On sait que J(Q) ∼= (Z/2Z)4 or dimZ/2Z(Z/2Z)4 = 4 donc dimZ/2ZJ(Q) = 4.

Card

({
j(P1),j(P2),j(P3),j(P4)

})
= 4, or on sait que le plongement jacobien

j : C(Q) −→ J(Q)

P 7−→ [P −∞]
est surjective, donc j(Pi) ∈ J(Q) avec i ∈ {1,2,3,4,5}. D’après

la conséquence (2.1.1) , pour que
{
j(P1),j(P2),j(P3),j(P4)

}
soit une base il suffit que la fa-

mille soit génératrice, ce qui est vrai cf [Sc-98] et [Sa-To-Fa-10]. �

2.1.3 Démonstration du théorème

Détermination des points quadratiques

Soit w ∈ C(Q) avec [Q(w) : Q] = 2. Notons w1,w2 les conjugués de Galois de w et considé-

rons [w1 +w2− 2∞] qui est un point de J(Q). On remarque que w /∈
{
P1,P2,P3,P4,P5,∞

}
.

On a
[w1 + w2 − 2∞] = m1j(P1) +m2j(P2) +m3j(P3) +m4j(P4) avec mi ∈ {0,1}. Ce qui
donne la relation

[w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi − (2 +
4∑
i=1

mi)∞] = 0

Il existe alors une fonction rationnelle f définie sur Q telle que

div(f) = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi − (2 +
4∑
i=1

mi)∞ (2.1.1)
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Premier cas : les mi sont tous nuls

La relation (2.1.1) donne : div(f) = w1 + w2 − 2∞, donc f ∈ L(2∞) et par suite
f = a0 + a1x (a0 6= 0 sinon un des wi serait égal à P1 ou à ∞ et a1 6= 0 sinon un des
wi serait égal à ∞). Aux points wi, on a : a0 + a1x = 0, d’où x = −a0

a1
. On sait que

y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) donc y = ±
√
−a0
a1
(−a0

a1
− 3)(−a0

a1
− 4)(−a0

a1
− 6)(−a0

a1
− 7)

et on obtient l’ensemble des points quadratiques

A1 =


(
x,±

√
−a0
a1

(−a0
a1
− 3)(−a0

a1
− 4)(−a0

a1
− 6)(−a0

a1
− 7)

)
| x ∈ Q∗



Deuxième cas : seul un des mi n’est pas nul

Supposons m1 6= 0, la relation (2.1.1) donne div(f) = w1 + w2 + P1 − 3∞, donc f ∈
L(3∞) et comme L(3∞) = L(2∞), un des wi est alors égal à ∞ ; ce qui est absurde. De
la même manière, on montre que c’est absurde pour mi 6= 0 avec i ∈ {2,3,4}

Troisième cas : seuls deux des mi ne sont pas nuls

Supposons m1 = m2 = 1, la relation (2.1.1) donne div(f) = w1 + w2 + P1 + P2 − 4∞,
donc f ∈ L(4∞), par suite f = a0 + a1x+ a2x2 ; et comme ordfP1 = 1, on doit avoir
a0 = a1 = a2 = 0, ce qui est absurde car un des wi devrait être égal P1. De la même
manière, on montre que c’est absurde pour mi = mj = 1 avec i 6= j et i,j ∈ {1,2,3,4}.

Quatrième cas : seul un des mi est nul

Supposons m4 = 0, la relation (2.1.1) donne div(f) = w1 + w2 + P1 + P2 + P3 − 5∞,
donc f ∈ L(5∞), par suite f = a0 + a1x+ a2x2 + a3y ; et comme ordfP1 = 1, on doit
avoir a0 = a1 = a2 = 0 (sinon un des wi devrait être égal P1) donc f = a3y et un des wi
devrait être égal P4, ce qui est absurde. De la même manière, on montre que c’est absurde
pour mi = 0 avec i ∈ {1,2,3}

Cinquième cas : aucun des mi n’est nul



CHAPITRE 2. POINTS ALGÉBRIQUES DE PETIT DEGRÉ SUR CERTAINES COURBES 25

la relation (2.1.1) donne div(f) = w1 +w2 + P1 + P2 + P3 + P4 − 6∞, donc f ∈ L(6∞),
par suite f = a0 + a1x+ a2x2 + a3y+ a4x3 ; et comme ordfP1 = 1, on doit avoir a0 = a1 = a2 = a4 = 0
(sinon un des wi devrait être égal P1) donc f = a3y et un des wi devrait être égal P∞, ce
qui est absurde. �

Détermination des points cubiques

Soit w ∈ C(Q) avec [Q(w) : Q] = 3. Notons w1,w2,w3 les conjugués de Galois de w alors

[w1 +w2 +w3 − 3∞] est un point de J(Q). On remarque que w /∈
{
P1,P2,P3,P4,P5,∞

}
.

On a [w1 +w2 +w3− 3∞] = m1j(P1) +m2j(P2) +m3j(P3) +m4j(P4) avec mi ∈ {0,1}.
Ce qui donne la relation

[w1 +w2 +w3 +
4∑
i=1

miPi − (3 +
4∑
i=1

mi)∞] = 0

Il existe alors une fonction rationnelle f définie sur Q telle que

div(f) = w1 +w2 +w3 +
4∑
i=1

miPi − (3 +
4∑
i=1

mi)∞ (2.1.2)

Premier cas : les mi sont tous nuls

La relation (2.1.2) donne : div(f) = w1 + w2 + w3 − 3∞, donc f ∈ L(3∞) et comme
L(3∞) = L(2∞), un des wi est alors égal à ∞ ; ce qui est absurde.

Deuxième cas : seul un des mi n’est pas nul

Supposons m1 6= 0, la relation (2.1.2) donne div(f) = w1 + w2 + w3 + P1 − 4∞, donc
f ∈ L(4∞), par suite f = a0 + a1x+ a2x2 ; et comme ordfP1 = 1, on doit avoir a0 = a1 =

a2 = 0 (sinon un des wi devrait être égal P1), ce qui est absurde. De la même manière, on
montre que c’est absurde pour mi 6= 0 avec i ∈ {2,3,4}.

Troisième cas : seuls deux des mi ne sont pas nuls

Supposonsm1 = m2 = 1, la relation (2.1.2) donne div(f) = w1 +w2 +w3 +P1 +P2−5∞,
donc f ∈ L(5∞), par suite f = a0 + a1x+ a2x2 + a3y ; et comme ordfP1 = 1, on doit
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avoir a0 = a1 = a2 = 0 (sinon un des wi devrait être égal P1) donc f = a3y et un des wi
devrait être égal P4, ce qui est absurde. De la même manière on montre que c’est absurde
pour mi = mj = 1 avec i 6= j et i,j ∈ {1,2,3,4}.

Quatrième cas : seul un des mi est nul

Supposons m4 = 0, de la relation (2.1.2), on a div(f) = w1 +w2 +w3 + P1 + P2 + P3 −
6∞, donc f ∈ L(6∞), par suite f = a0 + a1x+ a2x2 + a3y+ a4x3 ; et comme ordfP1 = 1,
on doit avoir a0 = a1 = a2 = a4 = 0 (sinon un des wi devrait être égal P1) donc f = a3y

et un des wi devrait être égal P4, ce qui est absurde. De la même manière on montre que
c’est absurde pour mi = 0 avec i ∈ {1,2,3}

Cinquième cas : aucun des mi n’est nul

la relation (2.1.2) donne div(f) = w1 + w2 + w3 + P1 + P2 + P3 + P4 − 7∞, donc f ∈
L(7∞), par suite f = a0 + a1x+ a2x2 + a3y+ a4x3 + a5xy avec (a3 6= 0) (sinon devrait
avoir P5 = ∞). On a f(P1) = 0, f(P2) = 0, f(P3) = 0 et f(P4) = 0, c’est à dire

a0 = 0
3a1 + 9a2 + 27a4 = 0
4a1 + 16a2 + 64a4 = 0
6a1 + 36a2 + 216a4 = 0

; ce qui donne a1 = a2 = a4 = 0, d’où f = a3y+ a5xy.

Aux points wi, on a a3y + a5xy = 0 d’où x = −a3
a5
. On obtient une famille de points

quadratiques, ce qui est absurde. Donc l’ensemble des points cubiques est vide.

2.2 Points algébriques de petit degré sur la courbe
d’équation affine
y11 = x3(x− 1)3

2.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique lisse définie sur un corps de nombres K. On note C(K)

l’ensemble des points algébriques sur C définis sur K et
⋃

[K:Q]≤l
C(K) l’ensemble des points

algébriques sur C à coordonnées dans K de degré au-plus l sur Q.
Notre étude résulte des travaux sur la famille de courbes yp = xr(x− 1)r avec 1 ≤ r,
2r ≤ p− 1. Une telle famille a intéressé certains géomètres algébristes dont Gross-Rohrlich
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qui ont déterminé
⋃

[K:Q]≤2
C1(11)(K) l’ensemble des points algébriques sur C1(11) de degré

au-plus 2 sur Q dans [Gr-Ro-78]. Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels
de la jacobienne J est fini. On note P0 = (0 : 0 : 0), P1 = (1 : 0 : 1), P∞ = (1 : 0 : 0) en

projectif et considérons le plongement jacobien
j : C3(11)(Q) −→ J(Q)

P 7−→ [P − P∞]
.

Nous donnons une description explicite des points algébriques sur C3(11) de degré au-plus
3 sur Q. Notre résultat principal s’énonce comme suit :

Théorème 2
L’ensemble des points algébriques sur C3(11) d’équation affine y11 = x3(x− 1)3 de degré
au-plus 3 sur Q est donné par :

⋃
[K:Q]≤3

C3(11)(K) = {P0,P1,P∞} ∪F

avec

F =


(
x,[βx(x− 1)]

1
4

)
| β ∈ Q∗ et x racine de l’équation x(x− 1) = β11



2.2.2 Résultats auxiliaires

Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par : x(X,Y,Z) = X
Z et

y(X,Y,Z) = Y
Z .

Pour un diviseurD sur C, nous notons L(D) le Q−espace vectoriel des fonctions rationnelles
f définies par

L(D) =

{
f ∈ Q(C)∗ | div(f) ≥ −D

}
∪
{

0
}

Lemme 2.2.1.
J(Q) ∼= Z/11Z.
Preuve 2.2.1.
D’après Gross et Rohrlich ( [Gr-Ro-78], p.219), on a J(Q)torsion ∼= Z/11Z, et d’après
Faddeev [Fa-61], on a J(Q)torsion ∼= J(Q).
Lemme 2.2.2. C3(11) : y11 = x3(x− 1)3

i) div(x) = 11P0 − 11P∞ ; div(y) = 3P0 + 3P1 − 6P∞
div(x− 1) = 11P1 − 11P∞

ii) L(P∞) =< 1 >
L(2P∞) =< 1,x

2(x−1)2

y7 >

L(3P∞) = L(2P∞)
L(4P∞) =< 1,x

2(x−1)2

y7 ,x(x−1)
y3 >
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L(5P∞) = L(4P∞)
L(6P∞) =< 1,x

2(x−1)2

y7 ,x(x−1)
y3 ,y >

L(7P∞) = L(6P∞)
L(8P∞) =< 1,x

2(x−1)2

y7 ,x(x−1)
y3 ,y,x

2(x−1)2

y6 >

L(9P∞) = L(8P∞)
L(10P∞) =< 1,x

2(x−1)2

y7 ,x(x−1)
y3 ,y,x

2(x−1)2

y6 ,x(x−1)
y2 >

Preuve 2.2.2.
i) Il s’agit d’un calcul de type div(x− i) = ((X− iZ) = 0).C − (Z = 0).C. (?)

Y 11 = Z5X3(X −Z)3 est l’équation projective de la courbe C3(11).
D’après (?), div(x) = (X = 0).C − (Z = 0).C
Pour X = 0, l’équation projective donne Y 11 = 0 ; et pour Z = 1, on obtient le point
P0 = (0 : 0 : 1) de multiplicité 11.
Pour Z = 0, l’équation projective donne Y 11 = 0 ; et pour X = 1, on obtient le point
P∞ = (1 : 0 : 0) de multiplicité 11,donc div(x) = 11P0 − 11P∞.
De la même manière on montre que div(x− 1) = 11P1 − 11P∞ et div(y) = 3P0 + 3P1 −
6P∞. Voir [Sa-03].
ii)On déduit de i) et du fait que d’après le théorème de Riemann-Roch, on a l(kP∞) = k− g+ 1
dès que k ≥ 2g−1 avec g = 11−1

2 . Ainsi on a l(kP∞) = k−4 dès que k ≥ 9. �

Conséquences 2.2.1.
11j(P0) = 11j(P1) = 0 ;
3j(P0) + 3j(P1) = 0.
Donc j(P0) et j(P1) engendrent le même sous-groupe J(Q) isomorphe à Z/11Z. Par

conséquent J(Q) ∼= Z/11Z =

{
mj(P0),0 ≤ m ≤ 10

}

2.2.3 Démonstration du théorème

Détermination des points Q−rationnels

Soit w ∈ C3(11)(Q) avec [Q(w) : Q] = 1, posons t = [w−∞] qui est un point de J(Q).
Par conséquent t = mj(P0), 0 ≤ m ≤ 10. Ce qui donne la relation [w −∞] = mj(P0)

avec 0 ≤ m ≤ 10.
Discutons suivant les valeurs m.
cas m=0
[w− P∞] = 0, ce qui donne w = P∞.
cas m=1
[w− P∞] = j(P0) = 3j(P0)− 2j(P0) = −3j(P1)− 2j(P0)
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[w − P∞] = −3[P1 − P∞]− 2[P0 − P∞] d’où [w + 3P1 + 2P0 − 6P∞] = 0. Il existe une
fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w + 3P1 + 2P0 − 6P∞,
donc f ∈ L(6P∞) ; et par suite f = a0 +

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y. ordP1(f) = 3 d’où

a0 = a1 = a2 = 0, donc f = a3y ; et par conséquent w = P0.

cas m=2
[w− P∞] = 2j(P0) = 3j(P0)− j(P0) = −3j(P1)− j(P0)

[w − P∞] = −3[P1 − P∞] − [P0 − P∞] d’où [w + 3P1 + P0 − 5P∞] = 0. Il existe une
fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w+ 3P1 + P0 − 5P∞, donc
f ∈ L(5∞) ; or L(5P∞) = L(4P∞), d’où w = P∞.

cas m=3
[w− P∞] = 3j(P0) = −3j(P1)

[w− P∞] = −3[P1 − P∞] d’où [w+ 3P1 − 4P∞] = 0. Il existe une fonction rationnelle f
à coefficients dans Q telle que div(f) = w+ 3P1 − 4P∞, donc f ∈ L(4P∞) ; et par suite
f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 . ordP1(f) = 3 d’où a0 = a1 = a2 = 0, ce qui est absurde.

m=4
on a : [w− P∞] = 4j(P0) = −7j(P0)

[w− P∞] = −7[P0 − P∞] d’où [w+ 7P0 − 8P∞] = 0. Il existe une fonction rationnelle f
à coefficients dans Q telle que div(f) = w+ 7P0 − 8P∞, donc f ∈ L(8∞) ; et par suite
f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y+ a4

x2(x−1)2

y6 .
ordP0(f) = 7 d’où a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = 0, ce qui est absurde.

cas m=5
[w− P∞] = 5j(P0) = −6j(P0)

[w−P∞] = −6[P0−P∞] d’où [w+ 6P0−7P∞] = 0. Il existe une fonction rationnelle f à coefficients
dans Q telle que div(f) = w+ 6P0 − 7P∞, donc f ∈ L(7P∞) ; or L(7P∞) = L(6P∞) d’où
w = P∞.

m=6
[w− P∞] = 6j(P0) = −5j(P0)

[w−P∞] = [−5P0 + 5P∞] d’où [w+ 5P0− 6P∞] = 0. Il existe une fonction rationnelle f
à coefficients dans Q telle que div(f) = w+ 5P0 − 6P∞, donc f ∈ L(6P∞) ; et par suite
f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y. ordP0(f) = 5 d’où a0 = a1 = a2 = a3 = 0, ce qui

est absurde.
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cas m=7
[w− P∞] = 7j(P0) = −4j(P0)

[w − P∞] = [−4P0 + 4P∞] d’où [w + 4P0 − 5P∞] = 0. Il existe une fonction ration-
nelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w + 4P0 − 5P∞, donc f ∈ L(5P∞) ; or
L(5P∞) = L(4P∞), d’où w = P∞.

cas m=8
[w− P∞] = 8j(P0) = −3j(P0)

[w−P∞] = [−3P0 + 3P∞] d’où [w+ 3P0− 4P∞] = 0. Il existe une fonction rationnelle f
à coefficients dans Q telle que div(f) = w+ 3P0 − 4P∞, donc f ∈ L(4P∞) ; par suite
f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 . ordP0(f) = 3 d’où a0 = a1 = a2 = 0, ce qui est absurde.

cas m=9
[w− P∞] = 9j(P0) = −2j(P0)

[w − P∞] = [−2P0 + 2P∞] d’où [w + 2P0 − 3P∞] = 0. Il existe une fonction ration-
nelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w + 2P0 − 3P∞, donc f ∈ L(3P∞) ; or
L(3P∞) = L(2P∞), d’où w = P∞.

cas m=10
[w− P∞] = 10j(P0) = −j(P0)

[w − P∞] = [−P0 + P∞] d’où [w + P0 − 2P∞] = 0. Il existe une fonction rationnelle f
à coefficients dans Q telle que div(f) = w+ P0 − 2P∞, donc f ∈ L(2P∞) ; et par suite
f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 , et comme ordP0(f) = 1 d’où a0 = 0 ; donc f = a1
x2(x−1)2

y7 et par
conséquent w = P1.

Détermination des points quadratiques

Soit w ∈ C3(11)(Q) avec [Q(w) : Q] = 2. Notons w1,w2 les conjugués de Galois de w et po-
sons t = [w1 +w2− 2P∞] qui est un élément de J(Q). On remarque que w /∈ {P0,P1,P∞}.
On a la relation [w1 +w2 − 2P∞] = mj(P0) avec 0 ≤ m ≤ 10.
Discutons suivant les valeurs de m
cas m=0
[w1 +w2−2P∞] = 0. Il existe une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 − 2P∞,
donc f ∈ L(2P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 .

Aux points wi, on a a0 + a1
x2(x−1)2

y7 = 0 d’où y =
[
−a1
a0
x2(x− 1)2

] 1
7
.
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y11 = x3(x− 1)3 ⇔ [−a1
a0
x2(x− 1)2]

11
7 = x3(x− 1)3 ⇔ [−a1

a0
]

11
7 [x(x− 1)] 22

7 = x3(x− 1)3

⇔ [−a1
a0

]
11
7 [x(x− 1)]3[x(x− 1)] 1

7 = x3(x− 1)3 ⇔ [−a1
a0

]
11
7 [x(x− 1)] 1

7 = 1
⇔ [−a1

a0
]11x(x− 1) = 1⇔ x(x− 1) = [−a1

a0
]−11, ce qui est absurde.

cas m=1
[w1 +w2 − 2P∞] = j(P0) = 3j(P0)− 2j(P0) = −3j(P1)− 2j(P0)

[w1 +w2− 2P∞] = −3[P1−P∞]− 2[P0−P∞] d’où [w1 +w2 + 3P1 + 2P0− 7P∞] = 0. Il
existe une fonction rationnelle f à coefficients telle que div(f) = w1 +w2 + 3P1 + 2P0 −
7P∞, donc f ∈ L(7P∞) ; et comme L(7P∞) = L(6P∞) donc un des wi doit être égale à
P∞, ce qui est absurde.

cas m=2
[w1 +w2 − 2P∞] = 2j(P0) = 3j(P0)− j(P0) = −3j(P1)− j(P0)

[w1 + w2 − 2P∞] = −3[P1 − P∞]− [P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + 3P1 + P0 − 6P∞] = 0. Il
existe une fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 + 3P1 +

P0 − 6P∞, donc f ∈ L(6P∞) ; et par suite f = a0 + a1
x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y.

ordP1(f) = 3, on doit avoir a0 = a1 = a2 = 0 donc f = a3y, d’où un des wi doit être
égale à P0, ce qui absurde.

cas m=3
[w1 +w2 − 2P∞] = 3j(P0) = −3j(P1)

[w1 +w2 − 2P∞] = −3[P1 − P∞] d’où [w1 +w2 + 3P1 − 5P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients telle que div(f) = w1 +w2 + 3P1 − 5P∞, donc f ∈ L(5P∞) ;
et comme L(5P∞) = L(4P∞), donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui est absurde.

cas m=4
[w1 +w2 − 2P∞] = 4j(P0) = −7j(P0)

[w1 + w2 − 2P∞] = −7[P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + 7P0 − 9P∞] = 0. Il existe une fonc-
tion rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 + 7P0 − 9P∞, donc
f ∈ L(9P∞) ; et comme L(9P∞) = L(8P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui
est absurde.

cas m=5
[w1 +w2 − 2P∞] = 5j(P0) = −6j(P0)

[w1 +w2 − 2P∞] = −6[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 + 6P0 − 8P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 + 6P0 − 8P∞, donc f ∈
L(8P∞) ; et par suite f = a0 + a1a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y+ a4

x2(x−1)2

y6 . ordP0(f) = 6,
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on doit avoir a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = 0, ce qui absurde.

cas m=6
[w1 +w2 − 2P∞] = 6j(P0) = −5j(P0)

[w1 +w2 − 2P∞] = −5[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 + 5P0 − 7P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 + 5P0 − 7P∞, donc f ∈
L(7P∞) ; et comme L(7P∞) = L(6P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui est
absurde.

cas m=7
[w1 +w2 − 2P∞] = 7j(P0) = −4j(P0)

[w1 +w2 − 2P∞] = −4[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 + 4P0 − 6P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 + 4P0 − 6P∞, donc f ∈
L(6P∞) ; et par suite f = a0 + a1a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y.

ordP0(f) = 4, on doit avoir a0 = a1 = a2 = a3 = 0, ce qui est absurde.

cas m=8
[w1 +w2 − 2P∞] = 8j(P0) = −3j(P0)

[w1 +w2 − 2P∞] = −3[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 + 3P0 − 5P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 + 3P0 − 5P∞, donc f ∈
L(5P∞) ; et comme L(5P∞) = L(4P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui est
absurde.

cas m=9
[w1 +w2 − 2P∞] = 9j(P0) = −2j(P0)

[w1 +w2 − 2P∞] = −2[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 + 2P0 − 4P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients dans Q telle que
div(f) = w1 +w2 + 2P0−4P∞, donc f ∈ L(4P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 .

ordP0(f) = 2, on doit avoir a0 = a1 = a2 = 0 donc f = a2
x(x−1)
y3 . Ce qui donne

div(f) = 2P1 + 2P0 − 4P∞ donc un des wi doit être égale à P1, ce qui est absurde.

cas m=10
[w1 +w2 − 2P∞] = 10j(P0) = −j(P0)

[w1 + w2 − 2P∞] = −[P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + P0 − 3P∞] = 0. Il existe une fonction
rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 + P0 − 3P∞, donc f ∈
L(3P∞) ; et comme L(3P∞) = L(2P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui est
absurde.
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Détermination des points cubiques

Soit w ∈ C3(11)(Q) avec [Q(w) : Q] = 3. Notons w1,w2 et w3 les conjugués de Galois de
w et posons t = [w1 + w2 + w3 − 3P∞] qui est un élément de J(Q). On remarque que
w /∈ {P0,P1,P∞}. On a la relation [w1 +w2 +w3 − 3P∞] = mj(P0) avec 0 ≤ m ≤ 10.
Discutons suivant les valeurs de m

cas m=0
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 0. Il existe une fonction f à coefficients dans Q telle que
div(f) = w1 +w2 +w3 − 3P∞, donc f ∈ L(3P∞) ; et comme L(3P∞) = L(2P∞), donc
un des wi doit être égale à P∞, ce qui est absurde.

cas m=1
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = j(P0) = 3j(P0)− 2j(P0) = −3j(P1)− 2j(P0)

[w1 + w2 + w3 − 3P∞] = −3[P1 − P∞]− 2[P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + w3 + 3P1 + 2P0 −
8P∞] = 0.
Il existe une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 3P1 + 2P0 − 8P∞,
donc f ∈ L(8P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y+ a4

x2(x−1)2

y6 .

ordP1(f) = 3, on doit avoir a0 = a1 = a2 = 0 donc f = a3y+ a4
x2(x−1)2

y6 , ce qui implique

f = y(a3 + a4
x2(x−1)2

y7 ) ; d’où un des wi doit être égale à P0, ce qui est absurde.

cas m=2
on a : [w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 2j(P0) = 3j(P0)− j(P0) = −3j(P1)− j(P0)

[w1 + w2 + w3 − 3P∞] = −3[P1 − P∞] − [P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + w3 + 3P1 + P0 −
7P∞] = 0. Il existe une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + w2 +

w3 + 3P1 + P0 − 7P∞, donc f ∈ L(7P∞) ; et comme L(7P∞) = L(6P∞) donc un des wi
doit être égale à P∞, ce qui est absurde.

cas m=3
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 3j(P0) = −3j(P1)

[w1 + w2 + w3 − 3P∞] = −3[P1 − P∞] d’où [w1 + w2 + w3 + 3P1 − 6P∞] = 0. Il existe
une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 3P1 − 6P∞, donc
f ∈ L(6P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y.

ordP1(f), on doit avoir a0 = a1 = a2 = 0 donc f = a3y d’où un des wi doit être égale à
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P0, ce qui est absurde.

cas m=4
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 4j(P0) = −7j(P0)

[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = −7[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 +w3 + 7P0 − 10P∞] = 0. Il existe
une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 7P0− 10P∞, donc
f ∈ L(10P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y+ a4

x2(x−1)2

y6 + a5
x(x−1)
y2 .

ordP0(f) = 7, on doit avoir tous les coefficients nuls, ce qui est absurde.

cas m=5
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 5j(P0) = −6j(P0)

[w1 + w2 + w3 − 3P∞] = −6[P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + w3 + 6P0 − 9P∞] = 0. Il existe
une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 6P0 − 9P∞, donc
f ∈ L(9P∞) ; et comme L(9P∞) = L(8P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui
est absurde.

cas m=6
on a : [w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 6j(P0) = −5j(P0)

[w1 + w2 + w3 − 3P∞] = −5[P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + w3 + 5P0 − 8P∞] = 0. Il existe
une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 5P0 − 8P∞, donc
f ∈ L(8P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 + a3y+ a4

x2(x−1)2

y6 .
ordP0(f) = 5, on doit avoir a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = 0, ce qui est absurde.

cas m=7
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 7j(P0) = −4j(P0)

[w1 + w2 + w3 − 3P∞] = −4[P0 − P∞] d’où [w1 + w2 + w3 + 4P0 − 7P∞] = 0. Il existe
une fonction f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 4P0 − 7P∞, donc
f ∈ L(7P∞) ; et comme L(7P∞) = L(6P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce qui
est absurde.

cas m=8
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 8j(P0) = −3j(P0)

[w1 +w2 +w3− 3P∞] = −3[P0−P∞] d’où [w1 +w2 +w3 + 3P0− 6P∞] = 0. Il existe une
fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 3P0− 6P∞,
donc f ∈ L(6P∞) ; et par suite f = a0 + a1

y4

x(x−1) + a2
x(x−1)
y3 + a3y.

ordP0(f) = 3, on doit avoir a0 = a1 = a2 = 0 donc f = a3y d’où un des wi doit être égale
à P1, ce qui est absurde.
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cas m=9
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 9j(P0) = −2j(P0)

[w1 +w2 +w3− 3P∞] = −2[P0−P∞] d’où [w1 +w2 +w3 + 2P0− 5P∞] = 0. Il existe une
fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + 2P0− 5P∞,
donc f ∈ L(5P∞) ; et comme L(5P∞) = L(4P∞) donc un des wi doit être égale à P∞, ce
qui est absurde.

cas m=10
[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = 10j(P0) = −j(P0)

[w1 +w2 +w3 − 3P∞] = −[P0 − P∞] d’où [w1 +w2 +w3 + P0 − 4P∞] = 0. Il existe une
fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = w1 +w2 +w3 + P0 − 4P∞,
donc f ∈ L(4P∞) ; et par suite f = a0 + a1

x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 .

ordP0(f) = 1 ,on doit avoir a0 = 0 donc f = a1
x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 .

Aux points wi, a1
x2(x−1)2

y7 + a2
x(x−1)
y3 = 0⇒ a1

x(x−1)
y4 + a2 = 0⇒ y4 = −a1

a2
x(x− 1) d’où

y = [−a1
a2
x(x− 1)] 1

4 .
y11 = x3(x− 1)3 ⇔ [−a1

a2
x(x− 1)] 11

4 = x3(x− 1)3

⇔ (−a1
a2

)
11
4 [x(x− 1)] 11

4 = x3(x− 1)3

⇔ (−a1
a2

)
11
4 x3(x− 1))3[x(x− 1)]− 1

4 = x3(x− 1)3

⇔ (−a1
a2

)
11
4 [x(x− 1)]− 1

4 = 1
⇔ x(x− 1) = (−a1

a2
)11

Ainsi on trouve une famille de points :

F =


(
x,[βx(x− 1)] 1

4

)
| x racine de l′équation x(x− 1) = β11

 avec β = (−a1
a2

) ∈ Q∗



Chapitre 3
Points algébriques de degrés quelconques sur

certaines courbes

3.1 Points algébriques de degrés quelconques sur la
courbe d’équation affine
y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7)

3.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur K. Nous nous proposons d’étudier en détail les
points algébriques de degré quelconque donnée sur le corps Q sur la courbe C d’équation
affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Dans le chapitre 2, on a donné une description explicite des points algébriques de degré
au plus trois sur Q sur la courbe C d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Par la suite, on va étendre ce résultat en déterminant qualitativement de l’ensemble⋃
[K:Q]≤l

C(K) des points algébriques sur Q de degré au plus l donnés sur C d’équation

affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7).
Le résultat principal s’énonce comme suit :

Théorème 3
Considérons la courbe d’équation affine y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7). Soit w ∈ C(Q)

avec [Q(w) : Q] = l. Notons w1,...,wl les conjugués de Galois de w et E
(
l+4

2

)
la partie

entière de l+4
2 .

Alors il existe une courbeM définie sur Q de degré α ≤ E

(
l+4

2

)
telle que

M.C = w1 + ... +wl +
4∑
i=1

miPi + (5α− l−
4∑
i=1

mi)∞ avec mi ∈ {0,1}.

En particulier

36
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1) Les points algébriques sur C de degré 2 sur Q sont donnés :

M.C = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi + (8−
4∑
i=1

mi)∞ oùM est une conique.

C1.C = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi + (3−
4∑
i=1

mi)∞ où C1 est droite.

2) Les points algébriques sur C de degré 3 sur Q sont donnés :

M.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (12−
4∑
i=1

mi)∞ oùM est une cubique.

C1.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (7−
4∑
i=1

mi)∞ où C1 est une conique.

C2.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (2−
4∑
i=1

mi)∞ où C2 est une droite.

3) Les points algébriques sur C de degré 4 sur Q :

M.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (16−
4∑
i=1

mi)∞ oùM est une quartique.

C1.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (11−
4∑
i=1

mi)∞ où C1 est une cubique.

C2.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (6−
4∑
i=1

mi)∞ où C2 est une conique.

C3.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (1−
4∑
i=1

mi)∞ où C3 est une droite.

3.1.2 Résultats auxiliaires

Lemme 3.1.1. C : y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7)
i) div(x) = 2P1 − 2∞ ; div(x− 3) = 2P2 − 2∞ ; div(x− 4) = 2P3 − 2∞ ;
div(x− 6) = 2P4− 2∞ ; div(x− 7) = 2P5− 2∞ ; div(y) = P1 +P2 +P3 +P4 +P5− 5∞.
ii) Une Q−base de L(p∞) est donnée par :

Bp =
{
xi | i ∈N,i ≤ p

2

}⋃{
yxj | j ∈N,j ≤ p− 5

2

}

Preuve 3.1.1.
voir (2.1.1)
ii) Il est clair Bp est libre. Il reste à montrer que dim(Bp) = dim(L(p∞)).
D’après le théorème de Riemann-Roch, on a dim(L(p∞)) = p− g+ 1 dès que p ≥ 2g− 1
avec g = (5−1)(2−1)

2 = 2
Considérons les cas suivants :
cas 1 : supposons que p est pair, et posons p = 2h. On a alors
i ≤ p

2 = h et j ≤ p−5
2 ⇔ j ≤ 2h−5

2 ⇔ j ≤ 2h−5−1
2 = h− 3 = h− g− 1.
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Donc on obtient Bp =
{

1,x,...,xh
}
∪
{
y,yx,...,yxh−g−1

}
, et par conséquent

dim(Bp) = (h+ 1) + (h− g) = 2h− g+ 1 = p− g+ 1 = dim(L(p∞)

cas 2 : supposons que p est impair, et posons p = 2h+ 1. On a alors
i ≤ p

2 ⇔ i ≤ 2h+1
2 ⇔ i ≤ h et j ≤ p−5

2 ⇔ j ≤ 2h−4
2 = h− g

Donc on obtient Bp =
{

1,x,...,xh
}
∪
{
y,yx,...,yxh−g

}
, et par conséquent

dim(Bp) = (h + 1) + (h − g + 1) = 2h + 1 − g + 1 = p − g + 1 = dim(L(p∞))

�

Conséquences 3.1.1.
i) 2j(P1) = 2j(P2) = 2j(P3) = 2j(P4) = 2j(P5) = 0 ;
j(P1) + j(P2) + j(P3) + j(P4) + j(P5) = 0
ii) Les f ∈ L(p∞) sont des polynômes de la forme :

P (x,y) =

(∑
i≤p

2

aix
i

)
+

(
y
∑

j≤p−5
2

bjx
j

)

Lemme 3.1.2.
J(Q) ∼= (Z/2Z)4 ∼=< j(P1),j(P2),j(P3),j(P4) >

Preuve 3.1.2.
Voir (2.1.2) .

Lemme 3.1.3.
Soient Lmi avec i ∈ {1,...,4} et L∞ les droites tangentes à C en mi et ∞ respectivement.
Alors ces droites ont un point de contact d’ordre 5 avec C en mi et ∞ respectivement.
Aussi, si une courbe M de degré ≤ 4 a un point de contact d’ordre > degM avec C en mi

ou ∞, alors M contient Lmi ou L∞ respectivement.

Preuve 3.1.3.
(C.Lmi) est l’intersection de la courbe C avec la droite Lmi aux points mi.
(C.Lmi)mi = multmi(C.Lmi)mi = [(degC).(degLmi)]mi = [5× 1]mi = 5mi et (C.L∞)∞ =

5∞.

M une quintique et

 mi ∈M.C
ordmiM.C ≥ 6

⇒

 Mest redutible
Lmi ⊂ C

On déduit queM = C1 ∪Lmi .
Voir [Tz-98].

3.1.3 Démonstration du théorème

Soit w ∈ C(Q) un point de la courbe tel que [Q(w) : Q] = l. Notons w1,...,wl les
conjugués de Galois de w et [w1 + ... +wl − l∞] qui est un point de J(Q). On remarque
que
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w /∈
{
P1,P2,P3,P4,P5,∞

}
et on a :

[w1 + ... +wl − l∞] = m1j(P1) +m2j(P2) +m3j(P3) +m4j(P4)

= −m1j(P1)−m2j(P2)−m3j(P3)−m4j(P4)

avec mi ∈ {0,1}. Ce qui donne la relation

[w1 + ... +wl +
4∑
i=1

miPi − (l+
4∑
i=1

mi)∞] = 0

Il existe alors une fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que

div(f) = w1 + ... +wl +
4∑
i=1

miPi − (l+
4∑
i=1

mi)∞ (3.1.1)

donc f ∈ L(l+
4∑
i=1

mi)∞, et (3.1.1) montre que f = P (x,y). Par la suite α = degP ≤

E

(
l+4

2

)
; et comme la droite Z = 0 coupe C en 5∞, on déduit qu’il existe alors une courbe

M de degré α définie sur Q. f(X,Y,Z) = Zαf(XZ ,
Y
Z ) donc div(f) = αdiv(Z) + div(f)

div(f) = w1 + ... +wl +
4∑
i=1

miPi + (5α− l−
4∑
i=1

mi)∞. Par conséquent

M.C = w1 + ... +wl +
4∑
i=1

miPi + (5α− l−
4∑
i=1

mi)∞.

Les points algébriques sur C de degré 2 sur Q :

La relation (3.1.1) donne div(f) = w1 + w2 +
4∑
i=1

miPi − (2 +
4∑
i=1

mi)∞ et f = P (x,y)

avec degP = 2 alors f définie une coniqueM sur Q.
f(X,Y,Z) = Z2f(XZ ,

Y
Z ) donc div(f) = 2div(Z) + div(f) or div(Z) = 5∞ d’où

div(f) = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi + (10− 2−
4∑
i=1

mi)∞. Par conséquent

M.C = w1 +w2 +
4∑
i=1

miPi + (8−
4∑
i=1

mi)∞

8−m1−m2−m3−m4 ≤ 2 avecmi ∈ {0,1} est impossible car 8−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 4.

Supposons 8−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 3, d’après le Lemme (3.1.3)M est alors réductible
donc il existe une droite C1 tel que

C1.C = w1 +w2 +m1P1 +m2P2 +m3P3 +m4P4 + (3−m1 −m2 −m3 −m4)∞

Les points algébriques sur C de degré 3 sur Q :
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La relation (3.1.1) donne div(f) = w1 + ...+w3 +
4∑
i=1

miPi− (3+
4∑
i=1

mi)∞ et f = P (x,y)

avec degP = 3 alors f définie une cubiqueM sur Q.
f(X,Y,Z) = Z3f(XZ ,

Y
Z ) donc div(f) = 3div(Z) + div(f) or div(Z) = 5∞ d’où

div(f) = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (15− 3−
4∑
i=1

mi)∞. Par conséquent

M.C = w1 + ... +w3 +
4∑
i=1

miPi + (12−
4∑
i=1

mi)∞

12−m1−m2−m3−m4 ≤ 3 avecmi ∈ {0,1} est impossible car 12−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 8.

Supposons 12−m1−m2−m3−m4 ≥ 4, d’après le Lemme (3.1.3)M est alors réductible
donc il existe une conique C1 tel que

C1.C = w1 + ... +w3 +m1P1 +m2P2 +m3P3 +m4P4 + (7−m1 −m2 −m3 −m4)∞

7−m1−m2−m3−m4 ≤ 2 avecmi ∈ {0,1} est impossible car 7−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 3

Supposons 7−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 3, d’après le Lemme (3.1.3) C1 est alors réductible
donc il existe une droite C2 tel que

C2.C = w1 + ... +w3 +m1P1 +m2P2 +m3P3 +m4P4 + (2−m1 −m2 −m3 −m4)∞

Les points algébriques sur C de degré 4 sur Q :

La relation (3.1.1) donne div(f) = w1 + ...+w4 +
4∑
i=1

miPi− (4+
4∑
i=1

mi)∞ et f = P (x,y)

avec degP = 4 alors f définie une quartiqueM sur Q.
f(X,Y,Z) = Z4f(XZ ,

Y
Z ) donc div(f) = 4div(Z) + div(f) or div(Z) = 5∞ d’où

div(f) = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (20− 4−
4∑
i=1

mi)∞ Par conséquent

M.C = w1 + ... +w4 +
4∑
i=1

miPi + (16−
4∑
i=1

mi)∞

16−m1−m2−m3−m4 ≤ 4 avecmi ∈ {0,1} est impossible car 16−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 12

Supposons 16−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 5, d’après Lemme (3.1.3)M est alors réductible
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donc il existe une cubique C1 tel que

C1.C = w1 + ... +w4 +m1P1 +m2P +m3P3 +m4P4 + (11−m1 −m2 −m3 −m4)∞

11−m1−m2−m3−m4 ≤ 3 avecmi ∈ {0,1} est impossible car 11−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 7

Supposons 11−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 4, d’après Lemme (3.1.3) C1 est alors réductible
donc il existe une conique C2 tel que

C2.C = w1 + ... +w4 +m1P1 +m2P +m3P3 +m4P4 + (6−m1 −m2 −m3 −m4)∞

Supposons 6−m1−m2−m3−m4 ≤ 2, on a−m1−m2−m3−m4 ≥ −4 donc 6−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 2
alors 2 ≤ 6−m1 −m2 −m3 −m4 ≤ 2, ce qui est absurde.

Supposons 6−m1 −m2 −m3 −m4 ≥ 3 ; d’après Lemme (3.1.3) C2 est alors réductible
donc il existe une droite C3 tel que

C3.C = w1 + ... +w4 +m1P1 +m2P +m3P3 +m4P4 + (1−m1 −m2 −m3 −m4)∞

3.2 Points algébriques de degrés quelconques sur la
courbe d’équation affine
y11 = x3(x− 1)3

3.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur un corps de nombres K. On étudie en détail
les points algébriques de degré quelconque donnée sur Q sur la courbe C3(11) d’équation
affine
y11 = x3(x− 1)3.

⋃
[K:Q]≤3

C3(11)(K) l’ensemble des points algébriques sur C3(11) de degré

au-plus 3 sur Q est étudié dans le chapitre 2. Nous allons étendre ce travail en déterminant
l’ensemble de ces points algébriques sur C3(11) de degré quelconque l donné sur Q.
Le résultat s’énonce comme suit :

Théorème 4
L’ensemble des points algébriques de degré l ≥ 9 sur C3(11) d’équation affine y11 =

x3(x− 1)3 est donné par :
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⋃
[K:Q]≤l

C3(11)(K) = F0
⋃( 10⋃

k=1
Fk
)

avec

F0 =



−
∑
i≤ l

2

aiy
i
3

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3
,y

∣∣∣∣∣∣a0 6= 0,a l
2
6= 0 si l est pair, b l−11

2
6= 0 si l est impair

et y racine de l’équation

y11
( ∑
j≤ l−11

2

bjy
j

)2
=

(∑
i≤ l

2

aiy
i

)(∑
i≤ l

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3

)3



Fk =



−
∑

11−k≤i≤ l+11−k
2

aiy
i
3

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

,y

∣∣∣∣∣∣b0 6= 0,a l+11−k
2
6= 0 si l est pair, b l−k

2
6= 0 si l est impair

et y racine de l’équation

yk
( ∑
j≤ l−k

2

bjy
j

)2
=

( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i−(11−k)

)( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

)3



3.2.2 Résultats auxiliaires

Lemme 3.2.1.
Une Q−base de L(lP∞) est donnée par :

B =


(
x2(x− 1)2

y7

)i
| i ∈N,i ≤ l

2

⋃
x
(
x2(x− 1)2

y7

)j
| j ∈N,j ≤ l− 11

2


Preuve 3.2.1.
Il est clair B est libre. Il reste à montrer que dim(B) = dim(L(lP∞)).
D’après le théorème de Riemann-Roch, on a dim(L(lP∞)) = l− g+ 1 dès que l ≥ 2g− 1
avec g = 11−1

2
Considérons les cas suivants :
cas 1 : supposons que l est pair, et posons l = 2h. On a alors i ≤ l

2 = h et j ≤ l−11
2 ⇔

j ≤ 2h−11
2 ⇔ j ≤ 2h−11−1

2 = h− 6 = h− g− 1.

Donc on obtient B =

{
1,x

2(x−1)2

y7 ,...,
(
x2(x−1)2

y7

)h}
∪
{
x,xx

2(x−1)2

y7 ,...,x
(
x2(x−1)2

y7

)h−g−1
}
,

et par conséquent dim(B) = (h+ 1) + (h− g) = 2h− g+ 1 = l− g+ 1 = dim(L(lP∞))
cas 2 : supposons que l est impair, et posons l = 2h+ 1. On a alors i ≤ l

2 ⇔ i ≤ 2h+1
2 ⇔

i ≤ h et j ≤ l−11
2 ⇔ j ≤ 2h−10

2 = h− g
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Donc on obtient B =

{
1,x

2(x−1)2

y7 ,...,
(
x2(x−1)2

y7

)h}
∪
{
x,xx

2(x−1)2

y7 ,...,x
(
x2(x−1)2

y7

)h−g}
, et

par conséquent dim(B) = (h + 1) + (h − g + 1) = 2h + 1 − g + 1 = l − g + 1 =

dim(L(lP∞))

3.2.3 Démonstration du théorème

Soit R ∈ C3(11)(Q) avec [Q(R) : Q] = l. Notons R1,...,Rl les conjugués de Galois de R,

et posons t = [R1 + ... +Rl − lP∞] qui est un point de J(Q) =

{
mj(P0),0 ≤ m ≤ 10

}
;

donc t = mj(P0) avec 0 ≤ m ≤ 10. Ce qui donne la relation

[R1 + ... +Rl − lP∞] = mj(P0). (3.2.1)

On remarque que R /∈
{
P0,P1,P∞

}
.

Cas m = 0
Il existe alors une fonction rationnelle f à coefficients dans Q telle que div(f) = R1 + ...+
Rl − lP∞, donc f ∈ L(lP∞). D’après le Lemme (3.2.1) , on a

f =
∑
i≤ l

2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
+ x

∑
j≤ l−11

2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j
avec a l

2
6= 0 si l est pair (sinon

les Ri seraient égaux à P∞) et b l−11
2
6= 0 si l est impair (sinon les Ri seraient égaux

à P∞). Aux points Ri on a
∑
i≤ l

2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
+ x

∑
j≤ l−11

2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j
= 0 d’où

x = −

∑
i≤ l

2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
∑

j≤ l−11
2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j et par suite y11 = x3(x− 1)3 ⇔ y
1
3 = x2(x−1)2

y7 , ainsi

x = −

∑
i≤ l

2

aiy
i
3

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3
.

Donc l’équation y11 = x3(x− 1)3 devient

y11
( ∑
j≤ l−11

2

bjy
j

)2
=

(∑
i≤ l

2

aiy
i

)(∑
i≤ l

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3

)3
qui est une équation de degré

l en y.
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On trouve ainsi une famille de points de degré l

F0 =



−
∑
i≤ l

2

aiy
i
3

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3
,y

∣∣∣∣∣∣a0 6= 0,a l
2
6= 0 si l est pair, b l−11

2
6= 0 si l est impair

et y racine de l’équation

y11
( ∑
j≤ l−11

2

bjy
j

)2
=

(∑
i≤ l

2

aiy
i

)(∑
i≤ l

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−11

2

bjy
j
3

)3



Cas m = k avec k ∈ {1,...,10}, la relation (3.2.1) donne [R1 + ... + Rl − lP∞] =

kj(P0) = (k − 11)j(P0). Il existe alors une fonction rationnelle f telle que div(f) =

R1 + ... + Rl + (11− k)P0 − (l + 11− k)P∞, donc f ∈ L[(l + 11− k)P∞]. D’après le
Lemme (3.2.1) , on a

f =
∑

i≤ l+11−k
2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
+ x

∑
j≤ l−k

2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j
; et comme ordfP0 = 11 − k,

donc

f =
∑

11−k≤i≤ l+11−k
2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
+ x

∑
j≤ l−k

2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j
avec a l+11−k

2
6= 0 si l est

pair (sinon les Ri seraient égaux à P∞) et b l−k
2
6= 0 si l est impair (sinon les Ri seraient

égaux à P∞).

Aux points Ri on a
∑

11−k≤i≤ l+11−k
2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
+ x

∑
j≤ l−k

2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j
= 0

d’où x = −

∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

ai

(
x2(x− 1)2

y7

)i
∑

j≤ l−k
2

bj

(
x2(x− 1)2

y7

)j et par suite x = −

∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i
3

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

.

Donc l’équation y11 = x3(x− 1)3 devient

yk
( ∑
j≤ l−k

2

bjy
j

)2
=

( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i−(11−k)

)( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

)3
qui

est une équation de degré l en y.
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On trouve ainsi une famille de points de degré l

Fk =



−
∑

11−k≤i≤ l+11−k
2

aiy
i
3

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

,y

∣∣∣∣∣∣b0 6= 0,a l+11−k
2
6= 0 si l est pair, b l−k

2
6= 0 si l est impair

et y racine de l’équation

yk
( ∑
j≤ l−k

2

bjy
j

)2
=

( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i−(11−k)

)( ∑
11−k≤i≤ l+11−k

2

aiy
i
3 +

∑
j≤ l−k

2

bjy
j
3

)3



3.3 Points algébriques de degrés quelconques sur la
courbe d’équation affine
y2 = x3− 8x2 + x

3.3.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres
K, On note C(K) l’ensemble des points algébriques sur C définis sur K et

⋃
[K:Q]≤l

C(K)

l’ensemble des points algébriques sur C de degré au plus l donnée sur Q. Le degré d’un
point algébrique R est le degré de son corps de définition sur Q, i.e, deg(R) = [Q(R) : Q].
On désignera J la jacobienne de C et j(P ) la classe notée [P − P∞] de P − P∞, c’est à
dire que j est le plongement jacobien :
j : C(Q) −→ J(Q)

P 7−→ [P − P∞]
où J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne de C ;
ce groupe est fini (voir [Br-Fl-06],page 287).
Notre courbe C qui est lisse d’équation affine y2 = x3 − 8x2 + x est un cas spécial de
famille de courbes Ci : y2 = (x− e1)(x− e2)(x− e3) étudiées dans (voir [Ku-98],page 107).

Elle a pour équation projective ZY 2 = X

(
X − (4−

√
15)Z

)(
X − (4+

√
15)Z

)
, on note

P0, P1,P2 et P∞ les points de C définis par : P0 = (0 : 0 : 1), P1 = (4−
√

15 : 0 : 1),
P2 = (4 +

√
15 : 0 : 1) et P∞ = (0 : 1 : 0).

Théorème 5 L’ensemble des points algébriques de degré au plus l sur Q sur la courbe C
d’équation affine y2 = x3 − 8x2 + x est donné par :

⋃
[Q(R):Q]≤l

C(K) = F1
⋃
F2
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avec

F1 =



x,−
l
2∑
i=0

aix
i

l−3
2∑

j=0
bjx

j

∣∣∣∣∣∣(a0 ∧ b0) 6= 0,a l
2
6= 0 si l est pair, b l−3

2
6= 0 si l est impair

et x solution de l’équation :( l
2∑
i=0

aix
i

)2
=

( l−3
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x3 − 8x2 + x

)



F2 =



x,−
l+1

2∑
i=1

aix
i

l−2
2∑

j=0
bjx

j

∣∣∣∣∣∣b0 6= 0,a l+1
2
6= 0 si l est pair, b l−2

2
6= 0 si l est impair

et x solution de l’équation :( l+1
2∑
i=1

aix
i− 1

2

)2
=

( l−2
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x− (4−

√
15)

)(
x− (4−

√
15)

)



3.3.2 Résultats auxiliaires

Pour tout diviseur D sur C, on note L(D) le Q−espace vectoriel des fonctions ration-
nelles f définies sur Q telles que f = 0 ou dif(f) ≥ −D et l(D) désigne la Q-dimension
de L(D).

Lemme 3.3.1. J(Q) ∼= (Z/2Z)

Preuve 3.3.1. (voir [Br-Fl-06],page 272)

Lemme 3.3.2. C : y2 = x3 − 8x2 + x

div(x) = 2P0 − 2P∞ ; div(x− (4−
√

15)) = 2P1 − 2P∞ ; div(x− (4 +
√

15)) = 2P2 −
2P∞ ; div(y) = P0 + P1 + P2 − 3P∞ .

Preuve 3.3.2. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par : x(X,Y,Z) = X
Z

et y(X,Y,Z) = Y
Z .

ZY 2 = X(X − (4−
√

15Z)(X − (4+
√

15)Z) est l’équation projective de la courbe C. on
a div(x) = (X = 0).C − (Z = 0).C :
Pour X = 0, l’équation projective donne Y 2Z = 0 ; et pour Z = 1, on obtient le point
P0 = (0 : 0 : 1) de multiplicité égale à 2. Ainsi (X = 0).C = 2P0 +∞.
Pour Z = 0, l’équation projective donne donne X3 = 0 ; et pour Y = 1, on obtient le
point P∞ = (0 : 1 : 0) de multiplicité égale à 3. Ainsi (Z = 0).C = 3∞.
Donc div(x) = 2P0 +∞− 3∞ d’où div(x) = 2P0 − 2P∞.
Pour X = 4−

√
15, l’équation projective donne Y 2Z = 0 ; et pour Z = 1, on obtient le
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point P1 = (4−
√

15 : 0 : 1) de multiplicité égale à 2. Ainsi (X = 0).C = 2P1 +∞.
Pour Z = 0, l’équation projective donne donne X3 = 0 ; et pour Y = 1, on ob-
tient le point P∞ = (0 : 1 : 0) de multiplicité égale à 3. Ainsi (Z = 0).C = 3∞. Donc
div(x− (4−

√
15)) = 2P1 +∞− 3∞ d’où div(x− (4−

√
15)) = 2P1 − 2P∞.

De la même manière, on montre que div(x− (4+
√

15)) = 2P2−2P∞ et div(y) = P0 + P1 + P2 − 3P∞
Conséquences 3.3.1.
i) 2j(P0) = 2j(P1) = 2j(P2) = 0 ;
j(P0) + j(P1) + j(P2) = 0

Lemme 3.3.3.
J(Q) ∼= (Z/2Z) ∼= {j(P0)}

Lemme 3.3.4.
Une Q−base de L(mP∞) est donnée par :

Bm =

{
xi | 0 ≤ i ≤ m

2

}⋃{
yxj | 0 ≤ j ≤ m− 3

2

}

Preuve 3.3.3. Bm est libre. Il reste à montrer que dim(Bm) = dim(L(mP∞)).
D’après le théorème de Riemann-Roch, on a dim(L(mP∞)) = m − g + 1 dès que
m ≥ 2g− 1 avec g = 1
Considérons les cas suivants :
cas 1 : supposons que m est pair, et posons m = 2h. On a alors
i ≤ m

2 = h et j ≤ m−3
2 ⇔ j ≤ 2h−3

2 .
Or : 2h−3−1

2 = h− 2 et 2h−3+1
2 = h− 1 donc j ≤ h− 1⇔ j ≤ h− 2 = h− g− 1.

Donc on obtient Bm =

{
1,x,...,xh

}
∪
{
y,yx,...,yxh−2

}
, et par conséquent

dim(Bm) = (h+ 1) + (h− 2 + 1) = 2h = m− g+ 1 = dim(L(mP∞)
cas 2 : supposons que m est impair, et posons m = 2h+ 1. On a alors
i ≤ m

2 ⇔ i ≤ 2h+1
2 ⇔ i ≤ h et j ≤ m−3

2 ⇔ j ≤ 2h−4
2 = h− g

Donc on obtient Bm =

{
1,x,...,xh

}
∪
{
y,yx,...,yxh−g

}
, et par conséquent

dim(Bm) = (h + 1) + (h − g + 1) = 2h + 1 − g + 1 = m − g + 1 = dim(L(p∞))

�

3.3.3 Démonstration du théorème

Soit R ∈ C(Q) avec [Q(R) : Q] = l. Notons R1,...,Rl les conjugués de Galois de R, et

posons t = [R1 + ... +Rl − lP∞] qui est un point de J(Q) =

{
αj(P0),0 ≤ α ≤ 1

}
; donc

t = αj(P0) avec 0 ≤ α ≤ 1. Ce qui donne la relation

[R1 + ... +Rl − lP∞] = αj(P0). (3.3.1)
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On remarque que R /∈
{
P0,P1,P2,P∞

}
.

Cas α = 0
Il existe alors une fonction rationnelle f telle que div(f) = R1 + ... + Rl − lP∞, donc
f ∈ L(lP∞). D’après le Lemme (3.3.4), on a

f =

l
2∑
i=0

aix
i + y

l−3
2∑

j=0
bjx

j avec a0 et b0 non simultanément nuls (sinon un des Ri devrait

être égal à P0, ce qui serait absurde), a l
2
6= 0 si l est pair (sinon les Ri seraient égaux à

P∞) et b l−3
2
6= 0 si l est impair (sinon les Ri seraient égaux à P∞).

Aux points Ri, on a
l
2∑
i=0

aix
i + y

l−3
2∑

j=0
bjx

j = 0 d’où y = −

l
2∑
i=0

aix
i

l−3
2∑

j=0
bjx

j

et par suite y2 =

x3 − 8x2 + x, ainsi l’équation devient
( l

2∑
i=0

aix
i

)2
=

( l−3
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x3 − 8x2 + x

)
qui est

une équation de degré l en x.
On obtient ainsi une famille de points de degré l

F1 =



x,−
l
2∑
i=0

aix
i

l−3
2∑

j=0
bjx

j

∣∣∣∣∣∣(a0 ∧ b0) 6= 0,a l
2
6= 0 si l est pair, b l−3

2
6= 0 si l est impair

et x solution de l’équation :( l
2∑
i=0

aix
i

)2
=

( l−3
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x3 − 8x2 + x

)


Cas α = 1
la relation (3.3.1) donne
[R1 + ... +Rl − lP∞] = j(P0) = (2− 1)j(P0) = 2j(P0)− j(P0) = −j(P0)

Il existe alors une fonction rationnelle f telle que div(f) = R1 + ...+Rl+P0− (l+ 1)P∞,
donc f ∈ L(l+ 1)P∞. D’après le Lemme (3.3.4), on a

f =

l+1
2∑
i=0

aix
i + y

l−2
2∑

j=0
bjx

j ; et comme ordfP0 = 1, on doit avoir a0 = 0 et f =

l+1
2∑
i=1

aix
i +

y

l−2
2∑

j=0
bjx

j avec b0 non nuls (sinon un des Ri devrait être égal à P0), a l+1
2
6= 0 si l est pair

(sinon les Ri seraient égaux à P∞) et b l−2
2
6= 0 si l est impair (sinon les Ri seraient égaux

à P∞).
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Aux points Ri, on a
l+1

2∑
i=1

aix
i + y

l−2
2∑

j=0
bjx

j = 0 d’où y = −

l+1
2∑
i=1

aix
i

l−2
2∑

j=0
bjx

j

et par suite y2 =

x3 − 8x2 + x, ainsi l’équation devient
( l+1

2∑
i=1

aix
i

)2
= x

( l−2
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x− (4−

√
15)

)(
x−

(4−
√

15)
)

( l+1
2∑
i=1

aix
i− 1

2

)2
=

( l−2
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x− (4−

√
15)

)(
x− (4−

√
15)

)
qui est une équation de

degré l en x.
On obtient ainsi une famille de points de degré l

F2 =



x,−
l+1

2∑
i=1

aix
i

l−2
2∑

j=0
bjx

j

∣∣∣∣∣∣b0 6= 0,a l+1
2
6= 0 si l est pair, b l−2

2
6= 0 si l est impair

et x solution de l’équation :( l+1
2∑
i=1

aix
i− 1

2

)2
=

( l−2
2∑

j=0
bjx

j

)2(
x− (4−

√
15)

)(
x− (4−

√
15)

)





Conclusion et persperctives

Dans ce mémoire de Thèse, nous avons donné une détermination explicite des points
algébriques de petit degré sur Q et une paramétrisation de points algébriques de degré
donné sur Q sur les courbes d’équations affines y2 = x(x− 3)(x− 4)(x− 6)(x− 7) et
y11 = x3(x− 1)3.
Notre étude résulte des travaux de Gross-Rohrlich dans [Gr-Ro-78] et de Daniel M.Gordon-
David Grant dans ( [Go-Gr-93],p.822) qui ont déterminé le groupe de Mordell-Weil de la
jacobienne J(Q) qui est fini.
La connaissance préalable du groupe de Mordell-Weil de la variété jacobienne J de C et
la condition qu’il soit fini est indispensable pour la méthode utilisée dans ces travaux
car elle nous permet d’utiliser le théorème d’Abel-Jacobi pour plonger la courbe dans sa
jacobienne et étudier des systèmes linéaires sur les courbes.
La description de ces points est "très explicite" en petit degré (l ≤ 3),"moins explicite"
pour l grand mais reste intéressante en degré quelconque. Cette finitude de J(Q) nous a
permis de déterminer explicitement dans le chapitre 2 tous les points algébriques de degré
au plus 3 sur certaines courbes, puis dans le chapitre 3 de donner une paramétrisation de
tous les points algébriques de degré l quelconque donné sur certaines courbes. On peut
citer comme perspectives :
• La détermination des points algébriques de degré exactement l donné sur une courbe. En
effet à part les points algébriques de petits degrés (l ≤ 3), beaucoup de travaux portent
sur la détermination de l’ensemble

⋃
[K:Q]≤l

C(K) des points algébriques sur Q de degré au

plus l.
• La détermination des points algébriques avec le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne
J de la courbe qui n’est pas fini.
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