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Points algébriques sur certaines
courbes

Résumé.

Cette these est consacrée d’une part sur la détermination explicite des points algébriques
de petit degré sur certaines courbes et d’autre part sur la paramétrisation des points
algébriques sur certaines courbes algébriques de degré donné. La méthode utilisée s’appuie
d’abord sur la connaissance du groupe de Mordell-Weil de la variété jacobienne J de C,
ensuite la condition qu’il soit fini. En plus de cela d’utiliser le théoreme d’Abel-Jacobi pour
plonger la courbe dans sa jacobienne. Le but sera alors de déterminer explicitement tous
les points algébriques de degré au plus 3 sur les courbes C et C3(11), puis de donner une
paramétrisation de tous les points algébriques de degré | quelconque donné sur les courbes
C et C3(11). Notre étude étend les travaux de Daniel M.Gordon et de David Grant qui
ont déterminé le groupe de Mordell-Weil de la variété jacobienne J de C et ’ensemble des
points rationnels sur la courbe C d’équation affine y? = z(z — 3)(x — 4)(z — 6)(z — 7).
Mots-clefs : Extension algébrique, Groupe de Mordell-Weil, Jacobien, Théoreme d’Abel-

Jacobi.

Algebraic points on some curves.

Abstract.

This thesis is devoted on the one hand to the explicit determination of algebraic points of
small degree on certain curves and on the other hand to the parameterization of algebraic
points on certain algebraic curves of given degree. The method used relies first on the
knowledge of the Mordell-Weil group of the Jacobian variety J of C, then the condition
that it is finite. In addition to that use the Abel-Jacobi theorem to plunge the curve
into its Jacobian. The goal will then be to determine explicitly all the algebraic points of
degree at most 3 on the curves C and C3(11), and then to give a parametrization of all
the algebraic points of any degree [ given on the curves C and C3(11). Our study extends
from the work of Daniel M. Gordon and David Grant who determined the Mordell-Weil
group of the Jacobian variety J of C and the set of rational points on the curve C of affine
equation y? = x(x — 3)(x —4)(z — 6)(z — 7).

Keywords :Algebraic extensions. Mordell-Weil Group. Jacobian. The Abel-Jacobi theo-

rem.
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Introduction

L’étude des équations diophantiennes d'un point de vue géométrique commence par
I’étude des solutions d’équations P(z,y) = 0, ot P est un polynome & coefficients rationnels
et ou 'on cherche les solutions rationnelles (z,y) € Q?. En remplacant Q par un corps de
nombres K, le probleme devient plus intéressant. Pour cela la géométrie algébrique est
considérée comme 'étude des variétés algébriques, définies comme ensembles des zéros
d’un ou plusieurs polynomes.

On se munit d’une courbe algébrique projective lisse C définie sur un corps de nombres
K et de genre g. On note C(IK) 'ensemble des points algébriques sur C définis sur K et

U C(K) l'ensemble des points de C définis sur K de degré < d. Le degré d’un point
[K:Q]<d
algébrique R est le degré de son corps de définition sur Q.

Un célebre théoreme de Faltings (1983) affirme que si g > 2 alors 'ensemble C(KK) des
points algébriques sur C définis sur K est fini. En d’autre terme, la courbe ne rencontre
qu’en un nombre fini de points le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jaco-
bienne. En s’inspirant des idées de Vojta, Faltings a généralisé ce résultat aux sous-variétés
abéliennes. En effet, Faltings a démontré que les points rationnels sont répartis sur un
nombre fini de translatés de sous-variétés abéliennes contenues dans la variété étudiée. Ce
deuxieme énoncé peut méme étre utilisé pour démontrer des résultats qualitatifs sur les
points de degré < d sur une courbe. Tous ces énoncés sont qualitatifs, un théoreéme plus
précis de Debarre et Klassen [De-KI1-94] montre que, pour une courbe plane lisse définie
sur Q de degré d, on a :

1) Sid>T7alors |J C(K) est fini.
[K:Q]<d-2
2) Si d > 8 alors, a un nombre fini d’exceptions pres, les points de U C(K) se
[K:Q]<d-1
présentent comme intersection de C avec une droite définie sur Q passant par un point

rationnel de C.

Néanmoins notre travail va porter sur une détermination explicite des points algébriques
de petit degré sur certaines courbes puis une paramétrisation des points algébriques de
degré donné. L’approche s’appuie sur la connaissance préalable du groupe de Mordell-Weil
de la variété jacobienne J de C et la condition qu’il soit fini : elle consiste a utiliser le

théoreme d’Abel-Jacobi pour plonger la courbe dans sa jacobienne et étudier des systeémes
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linéaires sur la courbe C; et tous nos résultats sont dans ce cadre. Notre étude porte sur
les courbes suivantes :

- La courbe algébrique d’équation affine y? = x(x — 3)(x —4)(z — 6)(z — 7).

- La courbe algébrique d’équation affine y'! = 23(z — 1)3.

- La courbe algébrique d’équation affine y? = 23 — 822 + x.

La démarche utilisée pour réaliser cette étude est basée sur une approche comprenant trois
chapitres structurés de la maniere suivante :

Le chapitre 1 intitulé¢ "Les Préliminaires" regroupe quelques formules, définitions, propo-
sitions et théorémes (des notions de base) utiles dans les chapitres suivants.

Le chapitre 2 intitulé "Points algébriques de petit degré sur certaines courbes"' comporte
deux parties :

La premiere partie est consacrée a la description explicite de I’ensemble des points algé-
briques de degré au plus 3 sur Q sur la courbe C d’équation affine y? = z(x — 3)(x — 4)(z — 6)(z — 7).
L’énoncé obtenu étend le résultat donné par Daniel M. Gordon et de David Grant dans

( |[Go-Gr-93],p.808) par la proposition suivante :

Proposition
L’ensemble des points rationnels sur Q sur courbe C d’équation affine
y? = 2(x —3)(z —4)(x — 6)(z — 7) est donné par

C(Q) = {P1,P2,P3,Py,P5,00}

avec P; = (0,0), P» = (3,0), P3 = (4,0), Py = (6,0), P5 = (7,0) en affine et oo le point a
infini de C.

Note résultat principal est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 1
1-L’ensemble des points quadratiques sur la courbe C d’équation affine
y?> = z(x —3)(x —4)(x —6)(z — 7) est donné par :

A= {(l’i %ao(—ao = 3)(—=0 —4)(—=2 — 6)(—= —7)) |z € Q*}

ai ai ai al ai

2-L’ensemble des points cubiques sur la courbe C d’équation affine

y? =z(z—3)(x—4)(x —6)(z —7) est vide.

La deuxieme partie donne une description de I’ensemble des points algébriques de degré
au plus 3 sur Q sur la courbe C3(11) d’équation affine y'* = 23(z — 1)3.

Notre étude résulte des travaux sur la famille de courbes y? = 2" (z —1)" avec 1 < r,

2r < p— 1. Une telle famille a intéressé certains géometres algébristes dont Gross-Rohrlich
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qui ont déterminé | ] C1(11)(K) Iensemble des points algébriques sur C1(11) de degré
[K:Q]<2
au-plus 2 sur Q.

Théoreme 2
L’ensemble des points algébriques sur C3(11) d’équation affine y'* = 23(z — 1)3 de degré
au-plus 3 sur Q est donné par :

U C3(11)(K) = {Py,P1,Px} UF avec
[K:QJ<3

F = {(I,[ﬁ’t(:ﬁ—l)]‘l‘) | B€Q* et x racine de l'équation z(x—1) = BH}

Le chapitre 3 intitulé "Points algébriques de degré quelconque sur certaines courbes"
comporte aussi trois parties :

La premiere partie porte sur une étude qualitative de I’ensemble U C(K) des points
[K:Q]<!
algébriques sur Q de degré au plus [ donnés sur C d’équation affine y? = z(z — 3)(z — 4)(z — 6)(x — 7).

Dans cette partie, nous étendons les résultats du chapitre 2 en donnant une description
des points de degré quelconque donné sur Q. Cette extension est obtenue par le théoreme

suivant :

Théoréme 3
Considérons la courbe C d’équation affine y? = z(z — 3)(z — 4)(x — 6)(z — 7).
Soit w € C(Q) avec [Q(w) : Q] = I. Notons wy,...,w; les conjugués de Galois de w et

E H—‘l la partie entiere de l+4

Il existe alors une courbe M définie sur Q de degre a < E( ) telle que

MC =w; + .. +wl+ZmZP+(5a—l—Zmzooavecmze{()l}
1 —
En particulier =

1) Les points algébriques sur C de degré 2 sur Q sont donnés :

4
MC =w; +wy + Z m;P; + (8 — Z m;)oo ol M est une conique.
i=1 i=1
4
Ci1.C = w1 4+ wo + Z miP; + (3 — Z m;)oo ol C; est droite.
i=1 i=1

2) Les points algébriques sur C de degré 3 sur Q sont donnés :
4

MC=w +..+ws+ ZmiPi + (12— Zmi)oo ol M est une cubique.

i=1 i=1
4
Ci.C=w+..+ws+ Z miP; + (7 — Z m;)oo ou C; est une conique.
i=1 i=1
4 4

Co.C =wi+...+w3+ > miP;+ (2— ) m;)oo ot Ca est une droite.
i=1 i=1
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3) Les points algébriques sur C de degré 4 sur Q sont donnés :

4 4
MC=wy+...+wyg+ Z m; P; + (16 — Z m;)oo ol M est une quartique.
i=1 i=1

4 4

CiC=w+ .. +ws+ ZmiPi + (11— Zmi)oo ou C; est une cubique.
—1 i=1
2 4

CoC =w1+...+wyg+ Z miP; + (6 — Z m;)oo ou Co est une conique.
—~ —~
24 24

C3.C=wi+..+ws+ Z m; P+ (1 — Z mj)oo ot Cg est une droite.
i=1 i=1

La deuxieme partie de chapitre 3 porte sur une étude de I’ensemble U C(K) des
[K:Q]<I

points algébriques sur Q de degré au plus [ sur C3(11) d’équation affine y'! = 23(z —1)3.

Nous étendons aussi les résultats du chapitre 2 en donnant une description des points de

degré quelconque donné sur Q.

Théoreme 4
L’ensemble des points algébriques de degré [ > 9 sur C3(11) d’équation affine

y'' = 23(z — 1)3 est donné par :

U Gn)K) =AU ( U J-“k>

[K:Q]<li k=1
Z aiy%
<l
(— Zij,y> ag # 0,a; #0 sil est pair, b;-11 # 0 sil est impair
bjyg 2 2
Fo = st
et y racine de I’équation
2 3
i i i J
y”( > bj@ﬂ) = <Z ail/z)(Zaiy?’ + > bjy3>
i< i<3 i<y i<
Z az’@/%
1—k<i<bll=k
(— ZZ i U | oo # 0,a1411-x # 0 sil est pair, bi—x # 0 sil est impair
b] 3 2 2
Fr = j<i5E

et y racine de 1’équation

yk( 2 bjyj>2 - < > az'yi‘(“‘k)> ( > ayi+ Y bjyg>3

- s o111k - l+11—k 1=k
j<izE H—k<i<HL=k 11-k<i< =k it
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La troisieme partie de chapitre 3 porte sur une étude aussi de ’ensemble U C(K)

[K:Q]<i

des points algébriques sur Q de degré au plus [ sur la courbe C d’équation affine

y? =23 — 822 + x.

Théoréme 5

L’ensemble des points algébriques de degré au plus | sur Q sur la courbe C est donné par :

avec F1 =

Fo=

U ¢K)=rUF

[Q(R):Q]<I

(ap Nbo) # 0,&% # 0 sil est pair, bi_s # 0 sil est impair
2

et x solution de I’équation :

L 2 =3 2
2 , 2 ,

( aw’) = ( Z bjaﬁ) (:ES —8z% + a:)
=0 j=0

1=

bp # 0,a111 # 0 sil est pair, b2 # 0 sil est impair
2 2

et x solution de I’équation :

) - z o) (o= =) (o= 4= V1)




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés algébriques

1.1.1 Espaces affines

Définitions 1.1.1. Soit k& un corps parfait et k la cloture algébrique de k. On appelle
espace affine de dimension n sur k, ’ensemble des n-uplets d’éléments a; de k noté
A" (k) ou simplement A" :

A" (k) ={(a1,...,an),a; € k}

Un élément a = (ay,...,a,) € A"(k) est appelé un point de l'espace affine A" (k), les a;
sont les coordonnées de ce point. Les espaces Al et A? sont appelés respectivement droite
et plan affine.

Si S une partie quelconque de ’anneau des polyndémes k[X},...,X,], On pose
alors

V(S) = {a e A" | Vf € S,f(a) = 0}

qui est I’ensemble des zéros communs a tous les polynémes de S.

On dit que V(S) est I’ensemble algébrique affine défini par S.

Proposition 1.1.1. La réunion de deux ensembles algébriques affines est un ensembles al-
gébrique affine. L’intersection d’une famille d’ensembles algébriques affines est un ensembles
algébrique affine.

1.1.2 Espaces projectifs

Définitions 1.1.2. Considérons la relation % définie sur "1 — {0} par : pour tous vecteurs

non nuls = et y, on a xRy si et seulement s’ils sont colinéaires, i.e,

Ry INeEE ty= A

12
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On appelle espace projectif de dimension n sur k, et 'on note P" (ou P"(k)),
I’ensemble des classes d’équivalence définies par la relation d’équivalence R. La classe de x

notée T est donc I'ensemble des éléments de k"1 — {0} colinéaires & x :
T={y k"™ —{0} |y = Ix,\ € k*}

Autrement dit, P = k"1 — {0} /R est donc I'ensemble des droites vectorielles de k"1 —
{0}. Les éléments (droites vectorielles) de P sont appelés points. Si x = (xg,...,2,) €
k"t — {0}, on note T = (xg : ... : 7,) qui est un point de P (k). Pour F € k[Xo,...,Xp]
et P=(z¢:...:2,) € P", F(P) = F(x0,...,x0).

On dit que P! est la droite projective sur k, et que IP? est le plan projectif sur k.

En particulier, IP! s’interpréte comme ’ensemble des directions de A? et le plan projectif
peut étre vu comme le plan affine auquel on a ajouté I'ensemble des directions donc
P? = A?UPL

Un élément F de k[X),...,X,,] est dit homogene de degré d si, pour tout A € k, on a :

F(A\zg,.... \xp) = XNF (20,...,2,)
Si S une partie de k[Xj,...,X,| formée de polyndomes homogeénes, On pose alors :
Vp(S)={zeP" | VFeSF() =0}

qui est I’ensemble des zéros communs a tous les polynémes de S.

On dit que V,(S) est I’ensemble algébrique projectif défini par S.

On vérifie qu'un point P = (¢ : ... : ) est un zéro d'un polyndéme homogeéne F si et
seulement si F'(Azg,...,\z;,) = 0 pour tout A\ € k.
Une conséquence de la définition précédente est que, si F' est homogene, on a : pour tout
A # 0, F(xg,...,xy,) = 0 si seulement si F'(Azg,...,\zy,) = 0.

Proposition 1.1.2.

1. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques projectifs est un ensemble
algébrique projectif :
NV(S) = Vo(US)
1 1
2. Une réunion finie d’ensembles algébriques projectifs est un ensemble algébrique
projectif.

Définition 1.1.1. La topologie de Zariski sur un espace (affine ou projectif) est la topologie

pour laquelle les ensembles algébriques sont des fermés.

Définition 1.1.2. Un ensemble algébrique est dit irréductible s’il est irréductible pour la

topologie de Zariski.




CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 14

Définition 1.1.3. On appelle variété algébrique affine, tout ensemble algébrique affine

irréductible.

Définition 1.1.4. On appelle variété algébrique projective, tout ensemble algébrique

projectif irréductible.

Définition 1.1.5. Soient X et Y des variétés algébriques irréductibles.

¢ : X — Y une application rationnelle. On dit que ¢ est dominante si 'image de ¢ est
partout dense dans Y.

Une application rationnelle dominante ¢ : X — Y est birationnelle s’il existe ¢ : Y — X

rationnelle dominante avec ¥ o ¢ = idy.

Définition 1.1.6. Deux variétés algébriques irréductibles X et Y sont dites birationnelle-

ment équivalentes s’il existe ¢ : X — Y birationnelle.

Définition 1.1.7. Soit X un ensemble. Une chaine de parties de X est une suite Xg C

.. C X, avec les X; C X distincts. Une telle chaine est dite de longueur n.

Définition 1.1.8. Soit X un espace topologique. La dimension de X est la borne supérieure
des longueurs des chaines de parties irréductibles de X que 'on note dimX. C’est un
entier positif, ou +00, ou —oo si X est vide.

Notons que si X est la réunion de fermés Xi,...,.X,, on a dimX = maxdimX;. Nous
constatons que la dimension d’un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de

ses composantes irréductibles.

Exemple 1. dimP™ = n.

1.2 Courbes algébriques

1.2.1 Courbe affine plane

Définitions 1.2.1. On appelle hypersurface définie par f, et on note V(f), ’ensemble

des zéros de f (pour f non constant et k algébriquement clos)
V(f) ={ac A"| f(a) = 0}
Définition 1.2.1. Une courbe affine plane est une hypersurface du plan affine A2 :
V(f) = {(zy) € A*| f(z,y) = 0}

Le degré de V(f) est le degré de f. Une courbe V(f) est appelée conique, cubique,
quartique, . . .sid =2, 3,4, ...
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Définition 1.2.2. Un point P = (a,b) € A% d’une courbe affine plane C est dit singulier

si:
Of (up) = 9f
ox Oy

Un point P = (a;b) € A% d’une courbe affine plane C est dit lisse si

(a,b) (a,b) =0

(FanGwn) # 00

La tangente en un point lisse P = (a;b) a la courbe C est la droite d’équation :

(o= @5 (@) + -0 (@) =0

1.2.2 Courbe projective plane

Définition 1.2.3. On appelle hypersurface définie par un polynéme F homogene en
n+ 1 variables, et on note V,(F), I'ensemble des zéros de F' (pour F non constant et k

algébriquement clos)

Vp(F) ={z e P" | F(z) = 0}
Le degré de V,(F) est le degré de F.

Définition 1.2.4. Une courbe projective plane est une hypersurface du plan projection
IP? de type
Vo(F) = {P = (20:21:22) € P*| F(P) =0}

Définition 1.2.5. Un point P = (a : b: ¢) € IP? d’une courbe projective plane C est dit

singulier si :
oF oF oF
ax "=y =57

Un point P=(a:b:c) € IP? d’une courbe projective plane C est dit lisse si

(P)) =0

oF oF oF
(G5 Py (P55 (7)) # 0:0:0)

La tangente en un point lisse P = (a : b: ¢) a la courbe C est la droite d’équation :

oF oF oF
Xa—X(P) + Ya—y(P) + Za7(P) =0

Une courbe projective plane est dite non-singuliere ou lisse si elle n’a pas de point singulier.
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1.3 Diviseurs et ’espace des vecteurs L£(D)

Définitions 1.3.1. Un diviseur D sur une courbe algébrique lisse C est une combinaison

formelle finie a coefficients entiers de points de C :

D= Z nyP
PeC
ol les n, sont des entiers presque tous nuls. L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe

commutatif noté Div(C) ou la loi de groupe est 'addition formelle de points.

SiD=Y nyPet D' =Y n,P, alors (D+D") =" (n,+mn,)P.
peC peC peC
Le degré de D est la somme de ses coefficients :

deg(D) = > n,
PeC
Le degré est un homomorphisme de groupe de Div(C) vers Z. Le noyau de cet homomor-
phisme est I’ensemble des diviseurs de degré 0, noté Div°(C ). C’est un sous-groupe de
Div(C).
Un diviseur D est dit effectif et on note D > 0, si n, > 0 pour tout P € C.

Définitions 1.3.2. Soit C une courbe projective plane irréductible de sorte que ’anneau
des polynomes k[C] est intégre.
Soient f € k(C) (le corps des fonctions rationnelles sur C) et P € C. On dit que f est
réguliere (ou définie) au point P sil existe g,h € k[C] avec g(P) # 0 tel que f = h/g.
L’ensemble des fonctions réguliéres en P est noté Op(C), et appelé Panneau local de C en
P:

Op(C) = 7 € K(C) | 3hig € k(C] avec g(P) £0+ f = 7}

L’ensemble des fonctions régulieres en P qui s’annulent en P est noté Mp(C), et appelé

I'idéal maximal de C en P :
Mp(C) ={f € 0p(C)]| f(P) =0}

Les éléments inversibles de Op(C) sont ceux qui n’appartiennent pas & Mp(C), on les
appelle les unités de Op(C).

Si f est définie et s’annule en P, on dit que P est un zéro de f.

L’ensemble des points de C ou la fonction rationnelle f est définie et s’annule en P est
noté Z(f), et appelé I'ensemble des zéros de f.

L’ensemble des points de C ot la fonction rationnelle f n’est pas définie est noté P(f), et

appelé 'ensemble des poles de f.
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Définitions 1.3.3. Soit C une courbe projective plane et lisse, et f une fonction non nulle
de k(C).

On associe a f le diviseur noté div(f) et défini par :

div(f) = > ordy(f)P.

peC

Un tel diviseur est appelé diviseur principal. On note Siv(C) I’ensemble des diviseurs
principaux sur C; ¢’est un sous-groupe de Div(C).
On définit aussi la relation d’équivalence ” = ” sur ’ensemble des diviseurs sur C par :

D = D' si et seulement si 3f € k(C) : D — D' = div(f).

Remarque 1.3.1. Soit f une fonction non nulle de k(C).

div(f) = Y ordy(f)P.

PeC
Si ’'on pose

div(flo= >, ordy(f)P= Y. ordy(f)P

PeZ(f) ordp(f)>0
et

div(fleo = Y —ordy(f)P= 3 —ordy(f)P
PeP(f) ordp(f)<0
alors div(f) = div(f)o — div(f)co-
div(f)o est appelé diviseur des zéros de f et div(f)oo diviseur des pdles de f. Cela signifie
géométriquement que div(f)o correspond & U'intersection de C avec la courbe f = 0 et
div(f)eo correspond & l'intersection de C avec la courbe % = 0. Une fonction rationnelle f
a autant de zéros que de poles donc deg(div(f)) = 0. L’ensemble des diviseurs principaux

est un sous-groupe de Div°(C).

Définition 1.3.1. Soit C une courbe plane projective et soit D € Div(C). On associe &

D l’ensemble des fonctions :
L(D)={fek(C)|div(f)+D>0}u{0}
L(D) est un k-espace vectoriel de dimension finie et on note /(D) sa dimension :
I(D) = dimyL(D).

Proposition 1.3.1. Soient D et D’ deux diviseurs.

1) Si D < D', alors L(D) C L(D').

2)Si deg(D) < 0, alors L(D) = 0; £L(0) = k.

3) L(D) est de dimension finie pour tout diviseur D. Si deg(D) > 0 alors
[(D) < deg(D) + 1.
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4) Si D = D', alors I(D) = I(D").

Définition 1.3.2. Le genre géométrique d’une courbe projective plane irréductible C est
I'entier positif ou nul noté ¢g(C) défini par
(d—1)(d—2)

g(C) = 5 —savecd>1

ou d est le degré de la courbe et s le nombre de points singuliers. Ce qui permet de faire

un lien entre le genre et le degré d’'une courbe.

Théoréme 1.3.1 (RIEMANN-ROCH). Soit C une courbe projective irréductible et lisse.
Alors il existe un diviseur K¢ appelé diviseur canonique et un entier g > 0 appelé genre

de C tel que pour tout diviseur D € Div(C) on a
I(D)—I(K¢— D) =deg(D)+1—g

Corollaire 1.
1) deg(K¢) =29 —2 et I(K¢) = g si K¢ est un diviseur canonique.
2) Si deg(D) > 2g— 1, alors [(D) = deg(D) — g + 1.
3) Si deg(D) > 2g, alors
I(D-P)=1(D)-1

pour tout P € X.
4)(Théoréme de Clifford) si [(D) # 0 et (K¢ — D) # 0, alors on a

(D) < ;deg(D) +1

1.4 Jacobienne d’une courbe

Définitions 1.4.1. On définit le groupe de Picard de C comme étant ’ensemble des classes

de diviseurs sur C modulo I’équivalence linéaire :
Pic(C) = Div(C)/Siv(C)

De méme Pic’(C) est I'ensemble des classes de diviseurs zéro dans Pic(C).
La jacobienne d’une courbe C définie sur K est le sous-groupe des éléments de degré
0 dans le groupe de Picard de C notée Jac(C). Autrement dit,
deg : Pic(C) —» Z
c(D) — deg(D)
Jac(C) = Ker[deg : Pic(C) — Z]
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1.5 Plongement jacobien

Définition 1.5.1.
Soit Py, un point rationnel de C défini sur K. Pour tout D diviseur, on note [D] sa classe
dans Pic%(C). On définit le plongement jacobien de la maniére suivante :
j:C —  Jac(C)
P +—— [P— Py
Remarque 1.5.1.
4 donne un morphisme de C(K) — Jac(C)(K) défini par P — [P — Py]. L’application
j s’étend par linéarité aux diviseurs Div®(C) vers Jac(C).
Théoréme 1.5.1. (D’Abel)
Les énoncés suivantes sont équivalentes
1) Pour tout diviseur D dans Div®(C), il existe une fonction rationnelle f définie sur C a
coefficients dans K* telle que div(f) = D. Autrement dit : VD € Div’(C), 3f € K*(C) :
div(f) = D.
2) j(D) =0.
Théoréme 1.5.2. (Abel-Jacobi)
L’application j est surjective et Ker(j) = Im(div). En d’autre terme : Pic’(C) ~ Jac(C)

1.6 Groupe de Mordeil-Weil

Théoréme 1.6.1. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombre (K). Alors

le groupe A(K) des points IK—rationnels de A est fini. En d’autre terme :
A(K) = Z" P A(K) o

L’entier naturel r est le rang de la variété et A(IK), est le groupe de torsion.

Remarque 1.6.1. Si A est la jacobienne d’une courbe algébrique définie sur Q alors
J(Q) =Z" P J(Q)or
Si le rang de la courbe est nul alors
JQ)=ZZ/mZ x ... x Z/mZ

Il existe s diviseurs Dj,...D;...,Ds sur C définis sur Q tels que j(D;) soit d’ordre m; et
J(D1),....j(Ds) engendrent J(Q).
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1.7 Cycle d’intersection

Définition 1.7.1.
Soient C et C’ deux courbes projectives planes, sans composante irréductible commune, de

degré n et m. On définit le cycle d’intersection de C et C' noté

CC = Z I(C.C',P)
PelP?

Ou Z I(C.C',P) est le nombre total de points d’intersections d'une courbe projective
PeP?

plane C et d’une courbe projective plane C’
Remarque 1.7.1.
Le nombre total de points d’intersections d’une courbe projective plane C et d’une droite

D dans le plan projectif noté »_ I(C.D,P) et donné par
PeclP?

> I(C.D,P) = deg(C).deg(D)
PelP?




Chapitre 2
Points algébriques de petit degré sur certaines

courbes

2.1 Points algébriques de petit degré sur la courbe
d’équation affine
v =z(x—3)(z—4)(x —6)(x—7)

2.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur K et C(IK) I'ensemble des points algébriques
sur C définis sur K. Le degré d'un point algébrique w est le degré de son corps de définition
sur Q, i.e, deg(w) = [Q(w) : Q].

Nous nous proposons d’étudier en détail U C(K) I'ensemble des points algébriques de

[K:Q]<3
degré au plus trois sur Q sur la courbe d’équation affine y?> = z(z — 3)(z —4)(x — 6) (z — 7).

La courbe C est hyper-elliptique de genre g = 2 et le groupe de Mordell-Weil J(Q) des
points rationnels de la jacobienne J de C : y? = z(z — 3)(z — 4) (2 — 6)(x — 7) est fini et
donné par J(Q) & (Z/2Z)* (voir [Go-Gr-93], p.822).

Notons par Py = (0,0), P, = (3,0), P3s = (4,0), Py = (6,0), P5s = (7,0) en affine et co le
point a infini de C.

Daniel M.Gordon et David Grant qui ont déterminé dans ( |Go-Gr-93],p.808) I'ensemble

des points rationnels sur la courbe C donné par la proposition suivante :

Proposition 2.1.1.
L’ensemble des points rationnels sur Q de la courbe C d’équation affine y> = x(x — 3)(z — 4)(z — 6)(x — 7
est donné par

C(Q) = {P1,P2,P3,P;,P5,00}

Nos outils essentiels sont :
1. Le groupe de Mordell-Weil J(Q) de la jacobienne de C ,
2. Le théoreme d’Abel-Jacobi(voir |Gri-89] page 156),

21
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Théoreme 1
1-L’ensemble des points quadratiques sur la courbe C d’équation affine
y?> = z(x —3)(x —4)(x —6)(z — 7) est donné par :

ar={ (ot 2By 2 -2 -2 7)) s @]

ai ai ai ai ai

2-L’ensemble des points cubiques sur la courbe C d’équation affine

y? =z(z—3)(z—4)(x —6)(z —7) est vide.

2.1.2 Résultats auxiliaires

Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

Y
et y(X\Y,Z)= -

D) le Q—espace vectoriel des fonctions rationnelles

w(X)Y,Z) =

SIS

—~

Pour un diviseur D sur C, nous notons £

f définies par

L(D) = {f c Q(C)* | div(f) > —D} U {o}

L’équation projective de la courbe C est : Y273 = X (X —3Z)(X —42)(X —62)(X —

77).

Lemme 2.1.1.

i) div(x) = 2P —200; div(zx—3) = 2Py — 200; div(x —4) = 2P3 — 200 ; div(x — 6) = 2P; — 200
div(z —7) = 2P5 — 200; div(y) = Py + P, + P3s + Py + P5 — 500.

ii)  L(o0)=<1>

Preuve 2.1.1.
i) il s’agit d’un calcul de type

div(r —i) = (X —iZ)=0).C—(Z=0)C (%)

D’apreés (), on a div(z) = (X =0).C—(Z =0).C.
Pour X = 0, I'équation projective donne Y273 = 0; et pour Z = 1, on obtient le point
Py =1[0:0: 1] de multiplicité égale a 2. Ainsi (X = 0).C = 2P; + 3cc.

Pour Z = 0, I’équation projective donne X® = 0; et pour Y = 1, on obtient le point
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oo = [0:1:0] de multiplicité égale & 5. Ainsi (Z = 0).C = 500.

Donc div(x) = 2P, + 300 — oo = 2P} — 200. De la méme maniére on montre que

div(x —3) = 2P, — 200, div(x —4) = 2P — 200, div(x — 6) = 2Py — 200, div(x —7) =
2P5 — 200 et div(y) = P+ Py + P3 + Py + Ps — 5o0.

ii) On déduit de i) et du fait que d’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a

l(po) =p—g+1=p—1desquep >29g—1=3 O
Conséquences 2.1.1.

2j(P1) = 2j(P2) = 2j(P3) = 2j(P1) = 2j(P5) =0

J(P1) +3(P2) +j(Ps) + j(Fa) +5(P5) = 0

Lemme 2.1.2.

J(Q) = (2/22)" =< j(P1).j(P2).j(Py).j(Pa) >

Preuve 2.1.2.

On sait que J(Q) = (Z/2Z)* or dimz 97(Z./2Z)* = 4 donc dimz 97 (Q) = 4.

Card|{j(P1),j(P2),j(Ps),j(Py) ¢ | =4, or on sait que le plongement jacobien

j:€@Q —  J(Q)

est surjective, donc j(P;) € J(Q) avec i € {1,2,3,4,5}. D’apres
P — [P — o0]

la conséquence ([2.1.1]) , pour que { J(P1),j(P2),7(Ps).j (P4)} soit une base il suffit que la fa-

mille soit génératrice, ce qui est vrai cf [Sc-98]| et [Sa-To-Fa-10].

2.1.3 Démonstration du théoréme

Détermination des points quadratiques

Soit w € C(Q) avec [Q(w) : Q] = 2. Notons wy,ws les conjugués de Galois de w et considé-
rons [wi + wg — 200| qui est un point de J(Q). On remarque que w ¢ {Pl,PQ,Pg,P4,P5,00}.
On a

[w1 + w2 — 200] = maj(P1) +maej(P2) + msj(Ps) +maj(Py) avec m; € {0,1}. Ce qui

donne la relation A

4
[wl—i—wg—i—ZmiPi— (2+Zmz)oo] =0
=1 =1

Il existe alors une fonction rationnelle f définie sur Q telle que

4 4
div(f) = w1 +wa+ Y miP,— (2+ ) my)oo (2.1.1)
i=1 i=1
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Premier cas : les m; sont tous nuls

La relation (2.1.1) donne : div(f) = w; + we — 200, donc f € L(200) et par suite
f = ao+ arz (ap # 0 sinon un des w; serait égal & P; ou & 0o et a; # 0 sinon un des

w; serait égal a 00). Aux points w;, on a : ap + ajx = 0, dou & = —Z—?. On sait que

y? =2(z—3)(z —4)(x —6)(z —7) doncy = i\/—g—g(—@ —3) (L —4)(—n —6)(—2 -7)

al al al al
et on obtient I’ensemble des points quadratiques

Ar = {(m: W“(—“O =~ L)L) (-2 7)) we Q*}

al al al al al

Deuxiéme cas : seul un des m; n’est pas nul

Supposons mj # 0, la relation (2.1.1)) donne div(f) = w; + we + P; — 300, donc f €
L(300) et comme L£(300) = L(200), un des w; est alors égal & 0o ; ce qui est absurde. De

la méme maniére, on montre que c’est absurde pour m; # 0 avec i € {2,3,4}

Troisieme cas : seuls deux des m; ne sont pas nuls

Supposons m; = mg = 1, la relation (2.1.1)) donne div(f) = w1 + wa + P1 + P> — 400,
donc f € L(400), par suite f = ag + a17 + azz?; et comme ordfp, = 1, on doit avoir
ag = a1 = ag = 0, ce qui est absurde car un des w; devrait étre égal P;. De la méme

maniere, on montre que c’est absurde pour m; = m; = 1 avec i # j et i,j € {1,2,3,4}.

Quatrieme cas : seul un des m; est nul

Supposons my4 = 0, la relation donne div(f) = w1 +wy + P1 + Py + P53 — 500,
donc f € L(500), par suite f = ag + a1z + azx? + asy; et comme ordfp, = 1, on doit
avoir ag = a; = ag = 0 (sinon un des w; devrait étre égal P;) donc f = azy et un des wj
devrait étre égal Py, ce qui est absurde. De la méme maniére, on montre que c’est absurde

pour m; = 0 avec i € {1,2,3}

Cinquiéme cas : aucun des m; n’est nul
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la relation (2.1.1]) donne div(f) = wy + wg + Py + P> + P3 + Py — 600, donc f € L(600),
par suite f = ag + a1x + asxr? + asy + a4z ; et comme ordfp, = 1, on doit avoir ap = a1 = ag = a4 = 0
(sinon un des w; devrait étre égal Py) donc f = asy et un des w; devrait étre égal P, ce

qui est absurde. O

Détermination des points cubiques

Soit w € C(Q) avec [Q(w) : Q] = 3. Notons wy,wsa,ws les conjugués de Galois de w alors
[w1 + wg + w3 — 300] est un point de J(Q). On remarque que w ¢ Pl,Pg,Pg,P4,P5,00}.
On a [w + wa + wg — 300] = myj(P1) + mej(P2) +msj(Ps) + maj(Ps) avec m; € {0,1}.

Ce qui donne la relation

4 4

[wy + w2+ w3 + Y mP;— (3+ ) m;)oo] =0
i=1 i=1

Il existe alors une fonction rationnelle f définie sur Q telle que

4 4
div(f) = w1 +wr +ws+ > miP;— (34> m;)oo (2.1.2)
i=1 i=1

Premier cas : les m; sont tous nuls

La relation (2.1.2) donne : div(f) = wi + we + w3 — 300, donc f € L(300) et comme

L(300) = L£(200), un des w; est alors égal a 0o ; ce qui est absurde.

Deuxiéme cas : seul un des m; n’est pas nul

Supposons m; # 0, la relation (2.1.2)) donne div(f) = wy + wg + wg + P} — 400, donc
f € L(400), par suite f = ag + a12 + azx? ; et comme ordfp, = 1, on doit avoir ag = a1 =
az = 0 (sinon un des w; devrait étre égal Py), ce qui est absurde. De la méme maniére, on

montre que c¢’est absurde pour m; # 0 avec i € {2,3,4}.

Troisieme cas : seuls deux des m; ne sont pas nuls

Supposons m; = mg = 1, larelation (2.1.2)) donne div(f) = w1 +wa + w3 + P; + P — 500,
donc f € L(500), par suite f = ap + a1z + azz® + asy; et comme ordfp, = 1, on doit
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avoir ag = a; = ag = 0 (sinon un des w; devrait étre égal P;) donc f = agy et un des wj
devrait étre égal Py, ce qui est absurde. De la méme maniére on montre que c¢’est absurde

pour m; = mj = 1 avec i # j et i,j € {1,2,3,4}.

Quatrieme cas : seul un des m; est nul

Supposons my4 = 0, de la relation (2.1.2)), on a div(f) = wy + wy + w3 + Py + Po + P3 —
600, donc f € L£(600), par suite f = ag + a17 + a2x? + agy + a4x>; et comme ordfp, = 1,
on doit avoir ag = a1 = ag = a4 = 0 (sinon un des w; devrait étre égal P;) donc f = a3y
et un des w; devrait étre égal Py, ce qui est absurde. De la méme maniere on montre que

c’est absurde pour m; = 0 avec i € {1,2,3}

Cinquieme cas : aucun des m; n’est nul

la relation donne div(f) = wy + w2 + w3 + Py + P+ P3 + Py — 7oo, done f €
L(700), par suite f = ap + a17 + agx® + agy + asx> + asry avec (a3 # 0) (sinon devrait
avoir P = 00). On a f(P1) = 0, f(P2) =0, f(P3) = 0 et f(Py) = 0, c’est a dire
ag =0
3a1 + 9a9 + 27a4 = 0
da; 4 16a9 + 64a4 = 0

6a; + 36as + 216a4 = 0
as

Aux points w;, on a asy + asry = 0 d'ou z = —a On obtient une famille de points

; ce qui donne a1 = ag = aq = 0, d’ou f = a3y + asxy.

quadratiques, ce qui est absurde. Donc I’ensemble des points cubiques est vide.

2.2 Points algébriques de petit degré sur la courbe
d’équation affine

yll — 1’3(33 . 1)3

2.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique lisse définie sur un corps de nombres K. On note C(K)

Pensemble des points algébriques sur C définis sur Ket | ) C(K) I'ensemble des points
[K:QJ<!
algébriques sur C a coordonnées dans K de degré au-plus 1 sur Q.

Notre étude résulte des travaux sur la famille de courbes y? = 2" (x — 1)" avec 1 < r,

2r < p— 1. Une telle famille a intéressé certains géometres algébristes dont Gross-Rohrlich
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qui ont déterminé | J  C;(11)(K) P'ensemble des points algébriques sur C;(11) de degré
[K:Q]<2
au-plus 2 sur Q dans [Gr-Ro-78]. Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels
de la jacobienne J est fini. On note Py =(0:0:0), P =(1:0:1), Pox=(1:0:0) en
2 Cs(11 —  J
projectif et considérons le plongement jacobien 7+ C(11)(Q) Q) .
P —s [P — Py
Nous donnons une description explicite des points algébriques sur C3(11) de degré au-plus

3 sur Q. Notre résultat principal s’énonce comme suit :

Théoréme 2
L’ensemble des points algébriques sur C3(11) d’équation affine y'' = 23(x — 1)? de degré

au-plus 3 sur Q est donné par :

U C3(11)(K) = {P,P1, P} UF
[K:Q]<3

avec

F = {(:U,[ﬁ:v(a: — 1)]‘1*) | 5 € Q" et x racine de I’équation z(r—1) = ﬁll}

2.2.2 Résultats auxiliaires

Soient z et y les fonctions rationnelles définies sur C par : z(X,Y,Z) = % et
Y
Pour un diviseur D sur C, nous notons £(D) le Q—espace vectoriel des fonctions rationnelles

# définies par
L(D) = {f e Q(C)* | div(f) > —D} U {0}

Lemme 2.2.1.
J(Q) = Z/11Z.
Preuve 2.2.1.
D’apres Gross et Rohrlich ( [Gr-Ro-78], p.219), on a J(Q)torsion = Z/11Z, et d’apres
Faddeev [Fa-61], on a J(Q)iorsion = J(Q).
Lemme 2.2.2. C3(11) : y* = 23 (2 — 1)3
i) div(x) =11P) — 11Px ; div(y) = 3Py + 3P) — 6P
div(z —1) = 11P; — 11 P4

i)  L(Px)=<1>

2?(z—1)2
L(2Px) =<1, T
L(3Psx) = L(2Py)

2 2
L(4Py) =< 1,210 oel)
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L(5Ps) = L(4Px)

L(6Py) =< 17962(:2;1)23(?1)@ -

L(7Px) = L(6Px)

L(8Py) =< 1,562(5;;1)2’“2;1)7 7332(010;1)2 §

L(9P) = L(8Py)

£(10P) =< 1,0 )y S 20

Preuve 2.2.2.

i) Il ’agit d’un calcul de type div(x —i) = ((X —iZ) = 0).C—(Z = 0).C. (%)

Y = Z52X3(X — Z)3 est I'équation projective de la courbe C3(11).

D’aprés (x), div(z) = (X =0).C—(Z=0).C

Pour X = 0, I'’équation projective donne Y'' = 0; et pour Z = 1, on obtient le point

Py =1(0:0:1) de multiplicité 11.

Pour Z = 0, I’équation projective donne Y = 0; et pour X = 1, on obtient le point
Pso = (1:0:0) de multiplicité 11,donc div(z) = 11Py — 11 Px.

De la méme maniere on montre que div(x — 1) = 11P, — 11Py, et div(y) = 3Py + 3P —

6P . Voir [Sa-03].

ii) On déduit de i) et du fait que d’apres le théoréme de Riemann-Roch, ona l(kPx) = k— g+ 1
désque k > 2g—1avec g = % Ainsiona l(kPx) = k—4désque k > 9. O

Conséquences 2.2.1.

11j(Ry) = 115(P1) = 0;

3j(Po) +3j(P1) = 0.

Donc j(Py) et j(P;) engendrent le méme sous-groupe J(Q) isomorphe & Z/11Z. Par

conséquent J(Q) = Z/11Z = {mj(Po),O <m< 10}

2.2.3 Démonstration du théoréme

Détermination des points Q—rationnels

Soit w € C3(11)(Q) avec [Q(w) : Q] =1, posons t = [w — oo| qui est un point de J(Q).
Par conséquent ¢ = mj(Py), 0 < m < 10. Ce qui donne la relation [w — co] = mj(Fp)
avec 0 < m < 10.

Discutons suivant les valeurs m.

cas m=0

[w — Px] =0, ce qui donne w = Px.

cas m=1

[w— Pos] = j(Po) = 3j(FPo) — 2§ () = =35(P1) — 2§ (F)
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[w— Pso] = —3[P1 — Pxo] — 2[Py — Px] d’ott [w + 3P 4+ 2Py — 6P ] = 0. 1l existe une
fonction rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = w + 3P, + 2Py — 6Py,
donc f € L(6Px); et par suite f = ag + m2(3;;1)2 + af(f;gl) + agy. ordp,(f) = 3 d’ou
ag = a1 = ag = 0, donc f = aszy; et par conséquent w = Fy.

cas m=2
[w— Pos] = 2j(Ry) = 3j(Py) — i (o) = =35(P1) — j(F)
[w— Px] = =3[P — Px] — [P0 — Px] d’0ut [w+ 3P1 + Py — 5Px] = 0. Il existe une

fonction rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = w + 3P, + Py — 5Px, donc
f € L(5oo); or L(5Ps) = L(4Py), Aot w = Px.

cas m—=3
[w— Poo] = 3j(Po) = =3j(P1)
[w — Px] = —=3[P1 — Pso] d’ott [w+ 3P — 4P| = 0. 1l existe une fonction rationnelle f

a coefficients dans Q telle que div(f) = w+ 3P —4Px, donc f € L(4Px) ; et par suite

2 2
f=ag+ar” (Z;l) + ag"”(f/g”. ordp,(f) =3 d’ott ap = a1 = ag = 0, ce qui est absurde.

m=4
on a: [w— Px| =4j(Py) = —7j(F)
[w — Px] = —=7[Py — Pso] d’olt [w + TPy — 8P| = 0. Il existe une fonction rationnelle f
a coefficients dans Q telle que div(f) = w + TPy — 8P, donc f € L(8x) ; et par suite
f= a0+ ar ™I 4 gyt gy o, TS

6
Y Y
ordp,(f) =7 dott ay = a1 = ag = a3 = a4 = 0, ce qui est absurde.

cas m=>5
[w = Po] = 5j(Po) = —65(F)
[w— Pao] = —6[Py— Po| d’ott [w+ 6Py — 7P| = 0. Il existe une fonction rationnelle f a coefficients

dans Q telle que div(f) = w + 6Py — TPx, donc f € L(7Px); or L(7TPx) = L(6P) d’ott

w = Py.

m=6
[w = Pso] = 65(Po) = =55 (F)
[w— Pso] = [-5Py 4+ 5Px] d’ott [w 4 5Py — 6P| = 0. 1l existe une fonction rationnelle f

a coefficients dans Q telle que div(f) = w + 5Py — 6P, donc f € L(6Px) ; et par suite
2 2
f=ap+a’ (";;1) + ag“’(z;l) + agy. ordp,(f) =5 d’ott ap = a1 = az = a3z = 0, ce qui

est absurde.
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cas m=7
[w— Poo] = 7j(Po) = —4j(R)
[w— Px] = [-4Py + 4Px] d’ott [w+ 4Py — 5Px] = 0. Il existe une fonction ration-

nelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = w + 4Py — 5Px, donc f € L(5Px) ; or
L(5Px) = L(4Px), dolt w = Pn.

cas m==8
[w— Pos] = 8j () = =3i(1)
[w— Pso] = [-3Py 4+ 3Px] d’ot [w+ 3Py — 4P ] = 0. 1l existe une fonction rationnelle f

a coefficients dans Q telle que div(f) = w + 3Py — 4P, donc f € L(4Px) ; par suite
2 2
f=ap+a” (Z;l) + az‘"‘(f;gl). ordp,(f) =3 d’ott ap = a1 = az = 0, ce qui est absurde.

cas m=9
[w = Po] = 9j(F0) = =2j(F)
[w— Px] = [-2P) + 2Px] d’ott [w+ 2Py — 3Px] = 0. Il existe une fonction ration-

nelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = w + 2Py — 3Px, donc f € L(3Px); or
L(3Px) = L(2Px), dolt w = Px.

cas m=10
[w = Pso] = 105(Po) = —j(F)
[w— Ps] = [—FPy + Px] d'out [w+ Py —2Px] = 0. Il existe une fonction rationnelle f
a coefficients dans Q telle que div(f) = w4+ Py — 2Px, donc f € L(2Px) ; et par suite

2 2 2 2
f=ay+ar” (Z;l) , et comme ordp,(f) =1 dot ap = 0; donc f = a1 ” (‘Z;l) et par

conséquent w = P;.

Détermination des points quadratiques

Soit w € C3(11)(Q) avec [Q(w) : Q] = 2. Notons w1,ws les conjugués de Galois de w et po-
sons t = [w) + w2 — 2Px| qui est un élément de J(Q). On remarque que w ¢ {Py,P1,Pno }-
On a la relation [wy 4+ wy — 2P ] = mj(Py) avec 0 < m < 10.

Discutons suivant les valeurs de m

cas m=0
[w1 + wg — 2P| = 0. Il existe une fonction f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + wy — 2Px,
donc f € L(2Px) ; et par suite f = ag + aliUQ(Zi;l)Q.
A : . ?(z-1)% 4 oo~ a2 2%
ux points w;, on a ag + a1 7 =0douy = aox(x 1) .




CHAPITRE 2. POINTS ALGEBRIQUES DE PETIT DEGRE SUR CERTAINES COURBES 3]_

—

g =2 (e 1) & [FUaP(z - 1)77

~

=32 —1)* & [4)7 [o(e - 1)]T =23z —1)3

ag
_ 11 1 _ 11 1
& [a—aol] 7 x(x — 1)]3[x(x —1)]7 = $3(x ~-1)P e [a—aol] 7lr(z—1)]7 =1
= [%]1155(55 —=lez@-1)= [%;1 ~11 ce qui est absurde.
cas m—=1

s +ws — 2P] = §(Py) = 31(Fy) — 21(Po) = —33(Py) — 25(F0)

[w1 + wo — QPOO] = —3[P1 — Poo] - Q[PQ — Poo] d’ou [w1 +wo+ 3P + 28 — 7Poo] =0.11
existe une fonction rationnelle f & coefficients telle que div(f) = wy + we + 3P; + 2Py —
7Py, donc f € L(TPx) ; et comme L(7P) = L(6Px) donc un des w; doit étre égale &

P, ce qui est absurde.

cas m=2

[wy + wy — 2Ps] = 2j(Py) = 3j(Py) — j(Po) = —3j(P1) — j(P)

[w1 + wo — QPOO] = —3[P1 — POO] — [Po — POO] d’ou [w1 +wo+ 3P+ Py — 6POO] =0.1
existe une fonction rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + wa + 3P, +
Py — 6Px, done f € L(6Px) ; et par suite f = ag + a1 mQ(x;l)g + af(zgl) + agy.

y
ordp,(f) = 3, on doit avoir ag = a1 = az = 0 donc f = azy, d’ott un des w; doit étre

égale a Py, ce qui absurde.

cas m=3

[wl =+ wy — 2POO] = 3j(P0) = —3j(P1)

(w1 + wg — 2P| = —3[P1 — Px] d’ott [w1 4+ w2 + 3P — 5P| = 0. 1l existe une fonction
rationnelle f a coefficients telle que div(f) = wy + wy + 3P, — 5Px, donc f € L(5Px) ;

et comme L(5Px) = L(4Px), donc un des w; doit étre égale & Py, ce qui est absurde.

cas m—4
[wi +wy = 2Psc] = 4j(Py) = —=T7j(P)
(w1 + wg — 2P| = —7[Py — Px] d’0lt [w1 + wp + 7Py — 9P| = 0. Il existe une fonc-

tion rationnelle f a coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + TPy — 9Ps, donc
f € L(9Px) ; et comme L(9P) = L(8Px) donc un des w; doit étre égale & Pa, ce qui

est absurde.

cas m=5

[w1 + wo — ZPOO] = 5j(P0) = —6j(P())

[w1 + wy — 2P ] = —6[Py — Px] d’olt [wy + wa + 6Py — 8P ] = 0. 1l existe une fonction
rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + 6Py — 8P, donc f €
£(8P.0) et par suite = ap -+ a1 25 4 P20 gy 40, P00 o (1) = 6
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on doit avoir ag = a1 = az = a3 = a4 = 0, ce qui absurde.

cas m—=6

[w1 + wo — QPOO] = 6j(P0) = —5j(P0)

(w1 +we — 2P| = —5[Py — Px] d’ott [w1 + wa + 5Py — 7P| = 0. 1l existe une fonction
rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + 5Py — TP, donc f €
L(7Px); et comme L(7Ps) = L(6Px) donc un des w; doit étre égale a Py, ce qui est

absurde.

cas m="7

[wi + w2 = 2Pec] = Tj(Ry) = —4j(FPo)

[w1 + wy — 2P| = —4[Py — Px] d’olt [wy + we + 4Py — 6P ] = 0. 11 existe une fonction
rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + 4Py — 6P, donc f €
L(6Px ) ; et par suite f = ag + alale(Z;l)z + azm(j/;l) + agy.

OrdPo(f) = 4, on doit avoir ag = a1 = as = a3 = 0, ce qui est absurde.

cas m==8

[w1 + wy — 2P| = 8j(Py) = —3j ()

[wi +we — 2P| = =3[Py — Px] d’ott [w1 + w2 + 3Py — 5P| = 0. 1l existe une fonction
rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + w2 + 3Py — 5P, donc f €
L(5P); et comme L(5Px) = L(4Px) donc un des w; doit étre égale a Py, ce qui est

absurde.

cas m=9

[w1 + wo — 2POO] = 9j(P0) = —2j(P0)

[w1 + wy — 2P| = —2[Py — Px] d’ol [w1 + w2 + 2Py — 4Px] = 0. 1l existe une fonction
rationnelle f a coefficients dans Q telle que

2 2
div(f) = w1 +wa + 2Py — 4P, donc f € L(4Px) ; et par suite f = ag + a1 = (2;1) + a2 Y)

yS
%. Ce qui donne

div(f) = 2P, + 2Py — 4P, donc un des w; doit étre égale & Pj, ce qui est absurde.

ordp,(f) = 2, on doit avoir ap = a; = a2 = 0 donc f = a

cas m=10
[w1 + w2 — 2Px] = 105 (Py) = —j(Fo)
[w1 + we — 2P| = —[Py — Pso] d’0U [w1 + we + Py — 3Px] = 0. 1l existe une fonction

rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = wi + we + Py — 3P, donc f €
L(3Px) ; et comme L(3Ps) = L(2Px) donc un des w; doit étre égale & Py, ce qui est

absurde.
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Détermination des points cubiques

Soit w € C3(11)(Q) avec [Q(w) : Q] = 3. Notons wy,wy et ws les conjugués de Galois de
w et posons t = [wy + we + w3 — 3Px] qui est un élément de J(Q). On remarque que
w & {Py,P1,Px}. On a la relation [wy + we + w3 — 3P| = mj(Py) avec 0 < m < 10.

Discutons suivant les valeurs de m

cas m=0
[w1 + wg + w3 — 3Px] = 0. 1l existe une fonction f & coefficients dans Q telle que
div(f) = wi +we + w3 — 3P, donc f € L(3Px); et comme L£(3Px) = L(2Px), donc

un des w; doit étre égale a Py, ce qui est absurde.

cas m=1

(w1 + w2 + w3 — 3P| = j(Py) = 3j(P) — 25 (F) = =35 (P1) — 25(Fo)

[w1 + wo + w3 — 3POO] = —3[P1 — Poo] — Q[PO — Py | d’ou [w1 + wo + w3 + 3P +2F) —

8P| = 0.

Il existe une fonction f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + wg + w3 + 3P + 2Py — 8 Pxo,
. _ 22 (z—1)2 z(z—1) 2?(z—1)2

donc f € L(8Px); et par suite f = ag + ar— - tax= 5= tazy + a5

22 (z—1)?

ordp, (f) = 3, on doit avoir ap = a1 = az = 0 donc f = azy + a4

, ce qui implique

y6
f=ylas+ cu#) ; d’ot un des w; doit étre égale a Py, ce qui est absurde.
cas m=2
on a: [wi + wz + w3 — 3P| = 2j(Ry) = 3j(P) — j(H) = =3j(F1) — ()
[w1 + w2 + w3 — 3Ps] = —3[P1 — Px| — [Py — Px] d’ott [wy + wa + w3 + 3P + Py —

7P = 0. Il existe une fonction f a coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + wa +
w3 4+ 3P, + Py — TP, donc f € L(7Px); et comme L(7Ps) = L(6Px) donc un des w;

doit étre égale a Py, ce qui est absurde.

cas m=3

[wi + wa + w3 — 3Psc] = 3j(Py) = —35(11)

[wi 4+ w2 + w3 — 3P| = —3[P1 — Pso] d’0l [w1 + w2 + w3 + 3P, — 6P ] = 0. 11 existe
une fonction f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + wg + 3Py — 6 P4, donc
f € L(6Px) ; et par suite f = ag+ a; IQ(Z;l)z + ag"”(Z;” + agy.

ordp,(f), on doit avoir ag = a1 = az = 0 donc f = azy d’ot un des w; doit étre égale a
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Py, ce qui est absurde.

cas m=4

[w1 + wo + w3z — 3Poo] = 4j(P0) = —7j(P0)

[w1 + wo + w3 — 3Poo] = —7[P0 - Poo] d’ou [w1 +wo + w3+ 7P — 10POO] = 0. Il existe
une fonction f a coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + w3 + TPy — 10 Py, donc
f € L(10Py) ; et par suite f = ag + a1x2(9;;1)2 + azx(”;;” +asy +ay “’2(251)2 + a5x(w;1).

y
ordp,(f) =7, on doit avoir tous les coefficients nuls, ce qui est absurde.

cas m=>5

[w1 + wa + w3 — 3Ps] = 55 (FPo) = —65(Fo)

[w1 + we + w3 — 3Psx] = —6[Py — Px] d’ou [wy + wa + w3 + 6Py — 9Px] = 0. 11 existe
une fonction f a coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + wa + w3 + 6Py — 9P~ donc
f € L(9Px); et comme L(9P) = L(8Px) donc un des w; doit étre égale & Ps,, ce qui

est absurde.

cas m=6
on a : [wy +wa + w3 — 3Px] = 6j(F) = —55(Fo)
[w1 + we 4+ w3 — 3Ps] = —5[Py — Px] d’0ou [w1 + wa + w3 + 5Py — 8Px] = 0. 11 existe
une fonction f & coefficients dans Q telle que div(f) = wy + we + wg + 5Py — 8 P, donc
fe E(SP ) . . . 2?(z—1)2 z(xz—1) 2% (2—1)?

~ ) ; et par suite f = ag+ a1 - + ag 3 + a3y + aq

6
y y
ordp,(f) =5, on doit avoir ag = a1 = az = ag = a4 = 0, ce qui est absurde.

cas m="7

[w1 + wa + w3 — 3Ps] = Tj(Py) = —45(FPo)

[w1 + wo + w3z — ?)POO] = —4[P0 — POO] d’ou [w1 + wo + w3 +4FP) — 7POO] = 0. Il existe
une fonction f a coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + wg + w3 + 4Py — TPs, donc
€ L(7TPx); et comme L(7Ps) = L(6Px) donc un des w; doit étre égale & Py, ce qui

est absurde.

cas m=~8

[w1 + w2 + ws — 3Psc] = 8j(Fy) = =3 (1)

[w1 4+ we + w3 — 3P| = =3[Py — Pao| 00 [w1 + wa + w3 + 3Py — 6P| = 0. Il existe une
fonction rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + wa + w3 + 3Py — 6P,
donc f € L(6Px) ; et par suite f = ag + alx(g:) + af(’;;” + agy.

ordp,(f) = 3, on doit avoir ag = a1 = az = 0 donc f = agy d’olt un des w; doit étre égale

a Pp, ce qui est absurde.
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cas m=9

(w1 + we + w3 — 3Px] = 95(Fy) = —25(P)

[w1 4+ we + w3 — 3P| = —2[Py — Pao| d’00 [w1 + wa + w3 + 2Py — 5Px] = 0. Il existe une
fonction rationnelle f & coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + wa + w3 + 2Py — 5Py,
donc f € L(5Px); et comme L(5Py) = L(4Px) donc un des w; doit étre égale & Py, ce

qui est absurde.

cas m=10
[w1 + w2 + w3 — 3P| = 10j(F) = —j(F)
[w1 + wa + w3 — 3Ps] = =[Py — Pxo] A0t [w1 + wa + w3 + Py — 4Px] = 0. 1l existe une

fonction rationnelle f a coefficients dans Q telle que div(f) = w1 + wg + w3 + Py — 4P,
2 2
donc f € £(4Poo) ; et par suite [ = ag + alx(a‘;i;l) + OLQ%-
2 2
z (Z;l) + CLQ%.
n a2x(‘Z§1) =0= alﬁﬁm(?l) taz=0=y'=—8a(z—1) don

ordp,(f) =1 ,on doit avoir ag = 0 donc f = a1
2(1,71)2
7

Aux points w;, a1Z

1
y = [—ga(z—1)]1.
yll — {L‘S(l‘— 1)3

Ainsi on trouve une famille de points :

F = {(:E,[ﬂx(:v - 1)]411> |  racine de l'équation x(x —1) = 511} avec = (%;1) cQ*




Chapitre 3
Points algébriques de degrés quelconques sur

certaines courbes

3.1 Points algébriques de degrés quelconques sur la
courbe d’équation affine
v =z(x—3)(z—4)(x —6)(x—7)

3.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur IK. Nous nous proposons d’étudier en détail les
points algébriques de degré quelconque donnée sur le corps Q sur la courbe C d’équation
affine y? = x(x — 3)(z —4)(z — 6)(x — 7).

Dans le chapitre 2, on a donné une description explicite des points algébriques de degré
au plus trois sur Q sur la courbe C d’équation affine y? = z(z — 3)(x — 4)(z — 6)(z — 7).
Par la suite, on va étendre ce résultat en déterminant qualitativement de 1’ensemble

U C(K) des points algébriques sur Q de degré au plus [ donnés sur C d’équation
[K:QJ<!
affine y? = x(x — 3)(z — 4)(z — 6) (v — 7).

Le résultat principal s’énonce comme suit :

Théoréme 3

Considérons la courbe d’équation affine y? = z(x —3)(z —4)(z —6)(z — 7). Soit w € C(Q)

I+4
2

avec [Q(w) : Q] = I. Notons wy,...,w; les conjugués de Galois de w et F la partie

+4

entiere de =

Alors il existe une courbe M définie sur Q de degré a < E (%4) telle que

4 4

ML =wi+...+w+ > miPi+ (ba—1—> m;)oo avec m; € {0,1}.
i=1 =1

En particulier Z Z

36
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1) Les points algébriques sur C de degré 2 sur Q sont donnés :
4

4
MC =w +wy+ Z m;P; + (8 — Z m;)oo ot M est une conique.

4

4
C1.C = w1 +wy + Z m;P; + (3 — Z mj)oo ou Cy est droite.
i=1 i=1

2) Les points algébriques sur C de degré 3 sur Q sont donnés :

4 4
MC=w +..+ws+ ZmiPi + (12— Zmi)oo ol M est une cubique.

i=1 i=1
4 4
Ci.C=wi+..+ws+ Z m; P+ (7 — Z mj)oo ot C est une conique.
=1 =1
2 2
Co.C =wi+ ... +ws3 + Z miP; + (2 — Z m;)oo ou Co est une droite.
=1 =1

3) Les points algébriques sur C de degré 4 sur Q :
4 4
MC=w+..+wys+ Z m;P; + (16 — Z mj)oo ol M est une quartique.

i—1 i=1
4 4

CiC=wi+..+ws+ Z m;P; + (11 — Z mj)oo ol C1 est une cubique.
=1 =1
" A

Co.C =wy+...+ws+ Z miP; + (6 — Z m;)oo ou Co est une conique.
=1 =1
s s

C3.C =wi +...+ws+ > miP;+ (1 =) m;)oo ot C3 est une droite.
i=1 i=1

3.1.2 Résultats auxiliaires

Lemme 3.1.1. C: 4> = 2(z — 3)(z — 4)(z — 6) (x — 7)

i) div(z) = 2P — 200; div(x — 3) = 2P, — 200; div(z — 4) = 2P3 — 200;

div(z —6) = 2Py — 200; div(x —7) = 2P5 — 200; div(y) = Py + Py + P34+ Py + P5 — 500.
ii) Une Q—base de L(poo) est donnée par :

B ={x"|z’eN,z‘§§}U{yﬂ|jeN,j§p;5}

Preuve 3.1.1.

voir ([2.1.1])

ii) Il est clair By est libre. Il reste & montrer que dim(By) = dim(L(poo)).

D’apres le théoréme de Riemann-Roch, on a dim(L(pooc)) =p—g+1deésquep >2g—1
_ (6-1(2-1) _

avec g = ~—5——= =2

Considérons les cas suivants :

cas 1 : supposons que p est pair, et posons p = 2h. On a alors

i<P=hetj<PPl e <o iS5l op 3=h—g-1
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Donc on obtient B, = {1,x,...,xh} U {y,ym,...,yxh_g_l}, et par conséquent

dim(Bp) =(h+1)+(h—g) =2h—g+1=p—g+1=dim(L(px)

cas 2 : supposons que p est impair, et posons p = 2h + 1. On a alors
i<loi<Hai<hetj<Plej<id=p_g4

Donc on obtient B, = {1,x,...,xh} U {y,ym,...,ymh_g}, et par conséquent

dim(By,) = (h+1)+(h—g+1) =2h+1—-g+1 =p—g+1 = dim(L(px))
O

Conséquences 3.1.1.

i) 2j(P1) = 2j(P2) = 2j(P3) = 2j(Ps) = 2j(F5) = 0;
J(P1) +5(P2) +5(Ps) +(Py) +j(P5) =0

ii) Les f € L(poo) sont des polyndmes de la forme :

P(zy) = (Z aixi> + (y > bjxj>

P ._p—5
i<g i<ts

Lemme 3.1.2.
J(Q) = (2/2Z)" =< j(P1),j(P),j(P3),j(Py) >

Preuve 3.1.2.

Voir (€1.2) -

Lemme 3.1.3.

Soient Ly, avec i € {1,...,4} et Lo les droites tangentes a C en m; et oo respectivement.
Alors ces droites ont un point de contact d’ordre 5 avec C en m; et oo respectivement.
Aussi, si une courbe M de degré < 4 a un point de contact d’ordre > degM avec C en m;

ou 0o, alors M contient L,,, ou Ly respectivement.

Preuve 3.1.3.
(C.Lyy,) est lintersection de la courbe C avec la droite Ly, aux points m.
(C.Ly, )m; = multy,; (C.Lym, )m; = [(degC).(degLm,)]m; = [5 X 1]m, = 5m; et (C.Log)oo =

500.

L m; € M.C Mest redutible
M une quintique et =

ordy,, M.C > 6 Ly, CC
On déduit que M = C1 U Lyy,.

Voir |Tz-98].

3.1.3 Démonstration du théoréme

Soit w € C(Q) un point de la courbe tel que [Q(w) : Q] = I. Notons wy,...,w; les
conjugués de Galois de w et [wy + ... + w; — loo] qui est un point de J(Q). On remarque

que
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w Q {Pl,PQ,Pg,P4,P5,00 et on a :

[wi + ... +wp = loo] = m1j(P1) + maj(Py) +msj(P3) + maj(Fy)
= —m1j(P1) — maj(P2) — msj(Ps) — maj(Py)
avec m; € {0,1}. Ce qui donne la relation

4
[wi + ... +w; + Zmi l—kz:mZ ]=0
=1

Il existe alors une fonction rationnelle f a coefficients dans Q telle que

4 4
div(f) =wi+ ... +w + Y mP— (I +> m;)oo (3.1.1)
i=1 —

4
donc f € L(I+ > m;)oo, et (3.1.1)) montre que f = P(z,y). Par la suite o = degP <
i=1

E (l+4> ; et comme la droite Z = 0 coupe C en 500, on déduit qu’il existe alors une courbe
M de degré o définie sur Q f(X)Y,Z) = Zo‘f(Z,Z) donc div(f) = adiv(Z) + div(f)

div(f) = w1 + ... +w; + Z miP; + (5o — 1 — Z m;)oo. Par conséquent
=1 i=1
4 4

MC=wi+...+w+ > miPi+ Ba—1-> m;)oo
i=1 i=1
Les points algébriques sur C de degré 2 sur Q :
4

4
La relation (3.1.1) donne div(f) = w1 +wa+ > miP;— (24 ) _mj)oo et f = P(zy)
i=1 i=1
avec degP = 2 alors f définie une conique M sur Q.

f(X)Y,Z) = Z2f(Z,Z) donc div(f) = Zdiv(Z) + div(f) or div(Z) = 5oo d’out

div(f) = wy +wo + ZmZP +(10—-2— Zml 00. Par conséquent
=1 =1

4
ML =w +wy+ ZmiPi+(8—Zmi)oo
=1 1=1

8 —mj —mg—m3—my < 2avecm; € {0,1} est impossible car 8 — mj — mgo — m3 —my > 4.

Supposons 8 —my —mg — ms3 —my > 3, d’apres le Lemme ([3.1.3)) M est alors réductible

donc il existe une droite C; tel que

C1.C = w1 + w2 +mi Py + maPo + m3Ps + myPy + (3 —mi —mg —ms3 —my)oo

Les points algébriques sur C de degré 3 sur Q :
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4 4
La relation (3.1.1)) donne div(f) = w1 +...+ws+ Y m;Pi— (3+Y_m;)ocet f = P(z,y)
=1 =1
avec degP = 3 alors f définie une cubique M surZQ. Z
F(X.Y,Z) = Z3f(%,%) donc div(f) = 3div(Z) + div(f) or div(Z) = 500 d'ot
4 4

div(f) =wi+ ...+ w3+ > miP;+ (15— 3 =) m;)oo. Par conséquent
i=1 i=1

4 4
MC=wi+..+ws+ ZmiPi + (12 — Zmz)oo
=1 =1

12—mj —mg —m3—my < 3avecm; € {0,1} est impossible car 12 — mj — mg —mg —my > 8.

Supposons 12 — mj —mg —ms3 —my > 4, d’apreés le Lemme (3.1.3) M est alors réductible

donc il existe une conique C; tel que

CC=w+..+ws+mP +moPo+ msP3;+ myPy+ (7— mi — Mo — M3 —m4)oo

7—myp—mg—mg—my < 2avecm; € {0,1} est impossible car 7 —my —mg —m3 —my > 3

Supposons 7 —mj — mg —m3 —my > 3, d’apres le Lemme ({3.1.3]) C; est alors réductible

donc il existe une droite Co tel que

Co.C = w1+ ...+ w3 +m1 P+ moPo + msP3 + myPy + (2 —mi1 —mgo — Mg — m4)oo

Les points algébriques sur C de degré 4 sur Q :
4

4
La relation (3.1.1)) donne div(f) = w1 +...+ws+ Y _ m;Pi— (4+Y_ m;)ocet f = P(z,y)
i=1 i=1
avec degP = 4 alors f définie une quartique M sur Q.

F(XY.Z) = Z*f(%,%) donc div(f) = 4div(Z) + div(f) or div(Z) = 5oo d’olt
4 4

div(f) =wi+...+ws+ > miP;+ (20 — 4 — Y m;)oo Par conséquent
i=1 i=1

4 4
MC=wi+..+ws+ Zmipi + (16 — Zmz)oo
=1 =1

16 —mi —mg —m3—my < 4davecm; € {0,1} est impossible car 16 — m; — mg — mg —my > 12

Supposons 16 —mj —ma —mg —my > 5, d’apres Lemme (3.1.3) M est alors réductible
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donc il existe une cubique C; tel que
Ci.l=w+..+wg+miP+moP+msP;+myPy+ (11 —mi — Mo —mg — m4)oo

11 —my —mg—m3—myg < 3avecm; € {0,1} est impossible car 11 —m; —mgy —m3g —my > 7

Supposons 11 —my —mg —ms3 —myg > 4, d’apreés Lemme ({3.1.3]) C; est alors réductible

donc il existe une conique Co tel que

CGC=w+..+ws+mPL +moP+m3Ps+myPy+ (6 —mi1 — Mo — Mg — Tn4)OO

Supposons 6 —mj —meo —mz—my < 2,0na —mj —meo —msz—my > —4donc 6 —m; —mo —msz —my >

alors 2 < 6 —mj; —mg —m3 —my < 2, ce qui est absurde.

Supposons 6 —mj —mg —m3 —myg > 3; d’apres Lemme ({3.1.3]) Ca est alors réductible

donc il existe une droite Cs3 tel que

C3.C =wi+ ... + wg +m1 Py + maP+ msPs +myPy+ (1 —my —mg —mg — myg)oo

3.2 Points algébriques de degrés quelconques sur la

courbe d’équation affine

yll — $3($ . 1)3

3.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur un corps de nombres K. On étudie en détail
les points algébriques de degré quelconque donnée sur Q sur la courbe C3(11) d’équation
affine

yl' =23z -1 |J C3(11)(K) l'ensemble des points algébriques sur C3(11) de degré
[K:QJ<3
au-plus 3 sur Q est étudié dans le chapitre 2. Nous allons étendre ce travail en déterminant

I'ensemble de ces points algébriques sur C3(11) de degré quelconque I donné sur Q.

Le résultat s’énonce comme suit :

Théoreme 4
L’ensemble des points algébriques de degré I > 9 sur C3(11) d’équation affine y'! =

23 (2 —1)3 est donné par :
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U GO =AU ( U fk>

[K:Q]<! k=1

Z ai?/%

_ 53 .y
S byt

ap # 0,a; # 0 sil est pair, bi—11 # 0 sil est impair
2 2

Fo = j<Ht

et y racine de 1’équation

2 3

i< i<y i<y <5t
Z azy%
11-k<i<HL=E
(— lz: % ,y) by # O,azﬂzpk # 0 sil est pair, b% # 0 sil est impair

T = st

et y racine de I’équation

=k
2

I /\

j 11-k<i< L=k 11-k<i< L=k j<GE

3.2.2 Reésultats auxiliaires

Lemme 3.2.1.
Une Q—base de L(IP) est donnée par :

3= { (P piena s U L2 s ema <51

Preuve 3.2.1.

Il est clair B est libre. Il reste & montrer que dim(B) = dim(L(IPx)).

D’apreés le théoréme de Riemann-Roch, on a dim(L(IPx)) =1—g+1dés quel >2g—1
avec g = %

Considérons les cas suivants :

cas 1 : supposons que [ est pair, et posons [ = 2h. On a alors i < é hetj< l*% &

]S 2h511 ©j§ 2h—:2ll—1 :h_6:h_g_1

h h 1
Donc on obtient B = {1,352(5";1)2,...,(w2($;1)2> } U {x,xw2($;1)2,...,x(x - },
y y y
et par conséquent dim(B) = (h+1)+ (h—g)=2h—g+1=1—-g+1= dzm P))

cas 2 : supposons que [ est impair, et posons [ = 2h+ 1. On a alors ¢ < & 5 &1 < ZhH
11 2h—1
ZShetJST@ﬂ?STO:h_Q

y""( Zkbjy])z:( > ay M ’”)( > aytt Y by

NS
J
3)
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y y y
par conséquent dim(B) = (h+1)+(h—g+1) =2h+1—-g+1 =1-g+1 =
dim(L(1Px))

2(.._1)2 20.._1\2\ h 2(.._1)\2 20, 1\2\ h—
Donc on obtient B — 1,261 (1: (z-1) ) }U{x’xx (271) $(M) 9}7 ot

3.2.3 Démonstration du théoréme

Soit R € C3(11)(Q) avec [Q(R) : Q] = I. Notons Ry,...,R; les conjugués de Galois de R,
et posons t = [Ry + ... + R} — [P qui est un point de J(Q) = {mj(Po),O <m< 10} ;

donc t = mj(Py) avec 0 < m < 10. Ce qui donne la relation

[R1 + ...+ R — lPOO] = mj(P()). (3.2.1)

On remarque que R ¢ {PO,Pl,POO}.

Casm =0
Il existe alors une fonction rationnelle f a coefficients dans Q telle que div(f) = Ry + ... +
Ry — 1P, donc f € L(IPx). D’apres le Lemme (3.2.1)) , on a
?(z—1)2\' 22 (x —1)%\’

f= Zai — | +=z Z bj| ——=——] avec ay # 0 sil est pair (sinon

L Y o111 Y 2

1<35 IS
les R; seraient égaux a Py) et bi—11 7# 0 si [ est impair (sinon les R; seraient égaux

2 .

20— 1)2\" 200 —1)2\’
a Pso). Aux points R; on a Zal<x(x7)> + Z bj(a:(x7)> = 0 d’ou
Yy

i<h j<i !
r—1
Z%( *(z—1)? )

z<l y . 11 3 3 1 —1)2 ..
T = - et par suite y' ' = 2°(z —1)° & y3 = — 7 ainsi

T

=11 y

Z azy%

zgl
> byt
i<t
Donc I'équation y'! = 23(x — 1)3 devient
2 , \3
11( Z bjyj> = ( Z az-yi> ( Z aiy% + Z bjyga) qui est une équation de degré
<5t i<y i<y <5t

[ en y.

J=
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On trouve ainsi une famille de points de degré [

Z azy%

zgl
- 7‘79
S by’

o1—11
J< ==

ap # 0,a; # 0 sil est pair, bi—11 # 0 sil est impair
2 2

Fo

et y racine de 1’équation

. 1—11 .1 .1 s o111
J<== 1<3 1<3 J<=5—

Cas m = k avec k € {1,..,10}, la relation (3.2.1) donne [R; + ... + B — [Px] =
kj(Py) = (k—11)j(Pp). 1l existe alors une fonction rationnelle f telle que div(f) =
Ri+..+ R+ (11—k)Py— (I+ 11 —k)Po, donc f € L[(I + 11 — k)Px]. D’apres le
Lemme (3.2.1) , on a .
2 -1 2 -1 J
f = Z a¢<x(x7)> + Z b( (e )> ; et comme ordfp, = 11 —k,
iSzHQl—k- Y <l k y
donc _ )
200 —1)2\° 20 —1)2\/
f= > ai(:v(x7)> +z Y b (W) avec ari-r 7 0 sil est
. _ Y -k Y 2
11-k<i< L=k j<lk
pair (sinon les R; seraient égaux a Puo) et bi_x 7 0 si [ est impair (sinon les R; seraient
2

égaux a Pso).

Aux points R;ona Y. a(M) Y b( (“’_1) >j=0

11_k§i§w Yy ng k y

5 ai<””2(*’” - 1)2>i S ayh

. 11-k<i< L=k y . 11-k<i<HL=R
douz = — 7 et par suite xr = — 7
j<lsk y §Tk

Donc 'équation yll = 23(x —1)? devient

2 3
yk< Z bjy]> = < Z aiyz(llk)> ( Z aZyB + Z bjy3 ) qui
j<E N—k<i< 1=k 11— k<i< =k j<lk
est une équation de degré [ en y.

2
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On trouve ainsi une famille de points de degré [
Z aiy%
( 11-k<i<bl=k )
- 7 Y
> by

sk
Fi = ==

et y racine de 1’équation

- o +H11—k
i<t 11-k<i<bH=k

3.3 Points algébriques de degrés quelconques sur la
courbe d’équation affine

y2:x3—8x2—i—x

3.3.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres
K, On note C(K) I'ensemble des points algébriques sur C définis sur Ket | J C(K)

[K:Q]<l
I’ensemble des points algébriques sur C de degré au plus [ donnée sur Q. Le degré d’un

point algébrique R est le degré de son corps de définition sur Q, i.e, deg(R) = [Q(R) : Q].

On désignera J la jacobienne de C et j(P) la classe notée [P — Py | de P — Py, C’est a
dire que j est le plongement jacobien :
i@ —  J(Q)

P — [P — Py
ot J(Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne de C;
ce groupe est fini (voir [Br-FI-06],page 287).

Notre courbe C qui est lisse d’équation affine y?> = 23 — 822 + z est un cas spécial de

famille de courbes C; : y? = (x —e1)(x — e2)(x — e3) étudiées dans (voir [Ku-98],page 107).

Elle a pour équation projective ZY? = X(X —(4- \/15)Z> (X — 4+ \/15)Z>, on note

Py, P1,Py et Py les points de C définis par : Py = (0: 0: 1), P, = (4—+/15:0: 1),
Py=(44++V15:0:1) et Py = (0:1:0).

Théoréme 5 L’ensemble des points algébriques de degré au plus 1 sur Q sur la courbe C

d’équation affine y? = 23 — 822 + z est donné par :

U K =rAUFR
[Q(R):Q]<I

2 ) )
y’“( > bj?/j> =< > aiyi_(”_’“)>< S awi+ Y byt
. k _ .

bo # 0,a1x11-1x # 0 sil est pair, bi—r # 0 sil est impair
2 2
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avec

j .

Z a;x"

($, — llj:?) (ap ANbp) # 0,a1 # 0 silest pair, bi_s #0 sil est impair

5 2 2

Z bj:z:j
Fi1 = s

et x solution de I’équation :
L 2 =3 2
2 . 2 .
( aixl> = ( Z bjxj> (mg —8z% + .7))
i=0 7=0

1+1

2

Z a;x"

($, — le) bp # 0,a111 # 0 sil est pair, b2 # 0 sil est impair

5 2 2

> bja?
Fo = o

et x solution de I’équation :
1 -2
L C\2 > N2
(Z a¢x2_2> = ( > bjx]> (x —(4-v 15)) (m e Gl 15))
i=1 j=0

3.3.2 Résultats auxiliaires

Pour tout diviseur D sur C, on note £(D) le Q—espace vectoriel des fonctions ration-
nelles f définies sur Q telles que f = 0 ou dif(f) > —D et [(D) désigne la Q-dimension
de L(D).

Lemme 3.3.1. J(Q) = (Z/2Z)
Preuve 3.3.1. (voir [Br-FI-06],page 272)

Lemme 3.3.2. C:9? = a3 - 822+«
div(z) = 2Py — 2Py ; div(x — (4 — \/15)) = 2P, — 2Py ; div(z — (4 + V/15)) = 2P, —
2P ; dw(y) =P+P+P—-3P.

Nl

Preuve 3.3.2. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par : z(X,Y,Z) =
et y(X,Y,Z) =1

ZY? = X(X — (4 —V15Z)(X — (44 V/15) Z) est I'équation projective de la courbe C. on
adiv(z)=(X=0).C—(Z=0)C:

Pour X = 0, I'équation projective donne Y2Z = 0; et pour Z = 1, on obtient le point
Py =(0:0:1) de multiplicité égale & 2. Ainsi (X = 0).C = 2F) + 0.

Pour Z = 0, I’équation projective donne donne X2 = 0; et pour Y = 1, on obtient le
point Poy = (0:1:0) de multiplicité égale & 3. Ainsi (Z = 0).C = 300.

Donc div(x) = 2Py + oo — 300 d’ott div(z) = 2Py — 2Px.

Pour X = 4 — /15, I’équation projective donne Y2Z = 0; et pour Z = 1, on obtient le
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point P; = (4 —+/15: 0 : 1) de multiplicité égale a 2. Ainsi (X = 0).C = 2P; + co.

Pour Z = 0, I’équation projective donne donne X? = 0; et pour Y = 1, on ob-

tient le point Pso = (0:1:0) de multiplicité égale a 3. Ainsi (Z = 0).C = 3o0. Donc

div(z — (4 —V/15)) = 2P + 00 — 300 d’out div(x — (4 — /15)) = 2P, — 2P

De la méme maniére, on montre que div(x — (4++/15)) = 2P — 2Py et div(y) = Py + Py + Py — 3P

Conséquences 3.3.1.

i) 2j(Py) = 2j(P1) = 2j(F%) = 0;

J(Po) +(Pr) +5(F) =0

Lemme 3.3.3.

J(Q) = (Z/2Z) = {j(Po)}

Lemme 3.3.4.

Une Q—base de L£(mPx) est donnée par :

. . -3
Bmz{x1|0§i§2}u{yxf|0§jsm2 }

Preuve 3.3.3. By, est libre. Il reste & montrer que dim(B,,) = dim(L(mPx)).

D’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a dim(L(mPx)) = m—g+1 dés que
m>2g—1avec g=1

Considérons les cas suivants :

cas 1 : supposons que m est pair, et posons m = 2h. On a alors
i<B=hetj< ™3 <23
Or:%:h—Zet%:h—ldoncjgh—l(:)jgh—Zzh—g—l.

zh=2 , et par conséquent

Donc on obtient B,, = {l,x,...,xh} U {y,yw,...,y
dim(Bp) =(h+1)+ (h=2+1)=2h=m—g+1=dim(L(mPx)

cas 2 : supposons que m est impair, et posons m = 2h + 1. On a alors
i<Pei<PHoi<hetj<MB3ej<dop_g

Donc on obtient B,, = {l,m,...,xh} U y,yx,...,yxh_g}, et par conséquent

dim(By) = (h+1)+(h—g+1) = 2h+1—g+1 = m—g+1 = dim(L(px))
O

3.3.3 Démonstration du théoréme

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = I. Notons Ry,...,R; les conjugués de Galois de R, et
posons t = [Ry + ... + R; — [P qui est un point de J(Q) = {aj(Po),O <a< 1} ; donc

t = aj(FPy) avec 0 < a < 1. Ce qui donne la relation

[R1+ ...+ R — Py = aj(Ry). (3.3.1)
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On remarque que R ¢ {Po,Pl,Pg,Poo}.
Cas a=0
Il existe alors une fonction rationnelle f telle que div(f) = Ry + ... + Rj — [P, donc

fe E(lP ). D’aprés le Lemme ({3.3.4), on a

3

f= Z a;zt + Yy Z b; 2J avec ap et bp non simultanément nuls (sinon un des R; devrait
1=0 7=0
étre égal a Py, ce qui serait absurde), a; # 0 si [ est pair (sinon les R; seraient égaux a
2

Py) et bi_s # 0 si [ est impair (sinon les R; seraient égaux a Peo).
2

l
§ .
>

1—3
. T .
Aux points R;, on a » az’ +y > bjx! =0 dony = —=E2— =0 et par suite y? =
—

i=0 2.
Zbaﬂ

l

l -3
3 \ 2 BN \ 2
23 — 822 + x, ainsi I'équation devient (Z aixz> = < > bjx3> (x?’ — 822 + a:) qui est
i=0 §=0
une équation de degré [ en .

On obtient ainsi une famille de points de degré [

1
2
Z a;x"
(3:, — 3__??) (ap Abp) # 0,a1 # 0 silest pair, bi_s #0 sil est impair
5 2 2
Z bj:L’j
F1 = s
et x solution de I’équation :
L 2 =3 2
(Z aixz> = ( Z bjxj> (x?’ — 8%+ x)
i=0 =0
Casa=1

la relation (3.3.1]) donne

[Rl + ...+ R — ZPOO] = j(P()) = (2 — 1)](]:)0) = 2j(P0) —j(Po) = —j(Po)

Il existe alors une fonction rationnelle f telle que div(f)=Ri+..+ R +Po— (I+1)Px
donc f € L(I+ 1)P D’aprés le Lemme (3.3.4)), on a

l+1 41
T .
f= Zala: +y Z b; 2 5 et comme ordfp, = 1, on doit avoir ag = 0 et f = Zaixl +
i=1

12
Y Z bjxj avec bg non nuls (sinon un des R; devrait étre égal & Py), a1 7 0 si [ est pair
. 2
J=0
(sinon les R; seraient égaux a Pso) et bi—a 7# 0 si [ est impair (sinon les R; seraient égaux
2

A P).
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41
2 .
_ o0
Aux points R;, on a » aiz' +y Y bjz/ = 0 dony = —2217 et par suite y? =
i=1 §=0 2

+1 -2

0
23 — 822 + 1, ainsi 'équation devient (Z aixl> = x( > bj:c3> (a: —(4- \/1_5)> (1: —
i=1
(4- Jﬁ))

[

+1 9 =2 2
2 ) 2 ‘
(Z a;x'” ) = (Z bjxj> <x —(4- \/1_5)> (x —(4- \/ﬁ)) qui est une équation de
i=1 j=0
degré [ en x.
On obtient ainsi une famille de points de degré [
Z a;x" )

1

-

)

2 .

]

Fy = > bjx
J=0

;

bp # 0,a141 # 0 sil est pair, b2 # 0 sil est impair
2 2

et x solution de I’équation :
1-2

a2 = z ) (5= Vi) (5~ 1= Vi)

T
A

[+




Conclusion et persperctives

Dans ce mémoire de These, nous avons donné une détermination explicite des points
algébriques de petit degré sur Q et une paramétrisation de points algébriques de degré
donné sur Q sur les courbes d’équations affines y?> = x(x — 3)(z —4)(z — 6)(x — 7) et
gl = 23(z — 1)3.

Notre étude résulte des travaux de Gross-Rohrlich dans [Gr-Ro-78| et de Daniel M.Gordon-
David Grant dans ( [Go-G1-93|,p.822) qui ont déterminé le groupe de Mordell-Weil de la
jacobienne J(Q) qui est fini.

La connaissance préalable du groupe de Mordell-Weil de la variété jacobienne J de C et
la condition qu’il soit fini est indispensable pour la méthode utilisée dans ces travaux
car elle nous permet d’utiliser le théoreme d’Abel-Jacobi pour plonger la courbe dans sa
jacobienne et étudier des systémes linéaires sur les courbes.

La description de ces points est "tres explicite" en petit degré (I < 3),"moins explicite"
pour [ grand mais reste intéressante en degré quelconque. Cette finitude de J(Q) nous a
permis de déterminer explicitement dans le chapitre 2 tous les points algébriques de degré
au plus 3 sur certaines courbes, puis dans le chapitre 3 de donner une paramétrisation de
tous les points algébriques de degré [ quelconque donné sur certaines courbes. On peut
citer comme perspectives :

e La détermination des points algébriques de degré exactement 1 donné sur une courbe. En
effet & part les points algébriques de petits degrés (I < 3), beaucoup de travaux portent

sur la détermination de 'ensemble | ] C(K) des points algébriques sur Q de degré au
[K:Q]<!
plus [.

e La détermination des points algébriques avec le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne

J de la courbe qui n’est pas fini.
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