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RESUME

Résumé :

L’ objectif de ce mémoire est de parler du plongement de Segré et de donner une de ses applications
qui consiste a2 montrer qu’un produit de variétés projectives peut-étre muni d’une structure de variété
projective. On a d’abord montré la propriété suivante : un produit de variétés affines est une variété affine :
A" x AT = APt

Dans le cadre projectif, la propriété n’est pas évidente car P” x P™ n’est pas forcément isomorphe a
P™*t™ mais d’apres le plongement de Segré P x P™ est isomorphe a une variété projective.

Dans ce mémoire on a rappelé le plongement de Segré et donné la démonstration de certaines propositions
permettant de montrer qu’un produit de variétés projectives est une variété projective. Cette propriété est
illustrée par deux exemples.

Mots-clés : Variétés projectives, Plongement de Segré.

Abstrac :

The aim of this paper is to talk about the Segre embedding and to give one of its applications which
consists in showing that a product of projective varieties can be provided with a structure of a projective
variety. We have first shown the following property : a product of affine varieties is an affine variety :
A" x A™ = AP

In the projective framework, the property is not obvious because P™ x P™ is not necessarily isomorphic to
P"*t™_ but by the Segre embedding P x P™ is isomorphic to a projective variety.

In this paper we have recalled the Segre embedding and given the proof of some propositions allowing
to show that a product of projective varieties is a projective variety. This property is illustrated by two
examples.

Keywords : Projective varieties, Segre embedding.
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INTRODUCTION

La géométrie algébrique est une discipline des mathématiques qui s’intéresse aux ensembles
définis par I’annulation d’une famille de polyndmes. On en remonte I’origine a Descartes et de
nombreux mathématiciens s’y sont illustrés, on peut citer Abel, Riemann, Poincaré, M. Noe-
ther, 1I’école italienne avec Severi, plus récemment Weil, Zariski et Chevalley. Dans les années
1950-1960, elle a connu un bouleversement gigantesque sous I’impulsion de J.-P. Serre et sur-
tout d’A. Grothendieck et son développement a été considérable. Aujourd’hui, ¢’est une disci-
pline fondamentale, non seulement pour elle-méme, mais aussi dans de nombreuses branches
des mathématiques.

Le but de ce mémoire intitulé plongement de Segré est de transformer un produit de variétés
algébriques projectives en une variété algébrique projective a ’aide du plongement de Segré.
Pour cela, on considere I’application f : P* x P — P"™+7+™ définie par

J@o: ), (Mo Ym) = (ToYo i~ 1 ToYm * =+ Tnlo i =" 1 TnYm)-

On vérifie que cette application est injective ce qui permet d’identifier I’ensemble P" x P
avec un sous-ensemble de P+ Ce qui nous permettra de munir le produit des variétés,
P™ x P™, d’une structure de variété projective isomorphe a f(P" x P™). Le plongement de
Segré a été introduit par Corrado Segré (1863 — 1924) dans son célebre article de 1891 (voir,
[Sego1])).

Apres avoir fait un rappel sur les notions fondamentales (idéaux engendrés par des polyndomes
et les variétés algébriques) dans le chapitre 1, nous présenterons, au chapitre 2, les morphismes
de variétés algébriques et les courbes lisses. Au chapitre 3, il sera question d’abord de mon-
trer comment construire le plongement de Segré. Ensuite, nous montrerons comment on trans-
forme un produit de variétés algébriques projectives en une variété algébrique projective a I’aide
du plongement de Segré. Enfin, nous présenterons des résultats sur des applications qui sont
construites de maniere similaire au plongement de Segré.



CHAPITRE 1
NOTIONS DE BASE

Dans ce chapitre il sera question de rappeler quelques notions mathématiques de base qui
seront fondamentales dans la suite. On désignera par £ un corps commutatif sauf mention
expresse du contraire et n sera considéré un entier strictement positif.

1.1 Polynomes et idéaux engendrés par des polynomes

Dans cette section, nous étudierons les propriétés des polyndmes et des idéaux de I’anneau
des polynomes a coefficients dans le corps k. Ce sont des objets mathématiques trés importants,
car ils lient I’algebre et la géométrie.

1.1.1 Polynomes

Définition 1.1.1.1 (Monoéme). Un mondéme en les variables X1, X, ..., X,, est un produit de
la forme
aXh xd X

ou les dy, ..., d, sont des entiers naturels et « € k. On appelle degré d’un tel monome, la
somme di + dy + - - - + d,.

Notation 1.1.1.1. Soitd = (dy, ..., d,) un n-uplet d’entiers naturels. Nous noterons
Xl=Xxhxdl X

0,...,0)

En particulier, X ( = 1. Le degré de X% seranoté | d |; ainsi | d |=dy +dy + - -+ + d,,.

Définition 1.1.1.2 (Polynome a plusieurs variables). Un polynéme P en les variables X1, ..., X,
a coefficients dans k est une combinaison linéaire finie de monomes. Avec la notation 1.1.1.1,
un polynome s’écrit sous la forme
Z adX d,
d

ot la somme est indexée sur un nombre fini de n-uplets d = (dy, . .., d,).
L’ensemble des polyndmes de variables X1, ..., X,,, muni de I’addition et de la multiplica-
tion forme un anneau commutatif, noté k[ X1, ..., X,,].



1.1.2 Idéaux engendrés par des polynomes

Définition 1.1.2.1 (Idéal). Un sous-ensemble I C k[X1, ..., X, ] est un idéal s’il satisfait aux
assertions suivantes :

O0c];
O siFGel alorsF+Gel;
® siFecletHe€k[X,,...,X,) alors HF € I.

Notation 1.1.2.1. Soient P, ..., P, des polyndmes de k[X7, ..., X,]. Notons

=1

I’'idéal engendré par P, ..., P,.

On dit qu’un idéal I de k[X7, ..., X,] est de type fini s’il existe un nombre fini de poly-
noémes Py, ..., P. € k[X;,...,X,|telsque [ = (Py,..., P,). On dit alors que les polyndmes
P,...,P. € k[X,...,X,] engendrent .

Théoréme 1.1.2.1 (Théoreme de la base de Hilbert). L’anneau k[ X7, . .., X,,| est noethérien.
Cela signifie qu’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

O toutidéal de k[ X, ..., X,] est de type fini;

® toute suite [y C I, C I3 C --- croissante d’idéaux de k[X}, ..., X,] est stationnaire,
c’est-a-dire qu’il existe un entier naturel £ > 1telque I = [j11 = [0 = ---.

1.2 Variétés algébriques affines

Dans cette section, on notera A ’anneau k[ X7, ..., X,,] des polyndmes a n indéterminées
a coefficients dans k.

1.2.1 Sous-variétés affines

Définition 1.2.1.1 (Espace affine). On appelle espace affine de dimension n, et ’on note
A™(k) ou A™(s’il n’y a pas d’ambiguité sur k), I’ensemble k™, produit cartésien itéré n fois du
corps k.

Les éléments de A" sont appelés points. Les espaces A! et A? sont appelés respectivement
droite affine et plan affine. Un élément a € A" est dit zéro d’un polyndme P € Asi P(a) = 0.

Définition 1.2.1.2 (Sous-variété affine). Soit S une partie quelconque de A. On pose :
V(S)={a€ A" |VP €S, P(a)=0}.
On dit que V(S) est la sous-variété affine (ou ’ensemble algébrique affine) définie par S.

Notation 1.2.1.1. On notera souvent dans le cas d’un ensemble fini, V (P, ..., P,) au lieu de
VYV ({Py,...,P.}). En particulier, si S = {P}, alors V(5) est noté V(P). Si S = (P;),_,, alors
V(S) =NV (FR)

i€l

el



On remarque que V(S) est I’ensemble des zéros communs a tous les polynémes de S.

Définition 1.2.1.3 (Hypersurface). Soit P € A. L’ensemble V(P) = {a € A" | P(a) =0}
est appelé hypersurface (lorsque k est algébriquement clos, et P non constant). Le degré d’une
hypersurface V(P) est le degré de P.

Cas particuliers d’hypersurfaces.
vV V(P)={a € A?| P(a) =0} est appelé courbe algébrique affine plane.
On appelle conique, cubique, quartique, quintique, sextique, etc. une courbe algébrique
affine plane de degré respectivement 2,3,4,5,6, etc..
v Sideg(P) =1, alors V(P) = {a € A" | P(a) = 0} est appelé hyperplan affine.
v Sideg(P) =1, alors V(P) = {a € A?| P(a) = 0} est appelé droite affine.

Exemple 1.2.1.1.

® OnaV(l) = et V(0) = A", le vide et I’espace tout entier sont des sous-variétés
algébriques affines.

® Tout point de A" est un ensemble algébrique affine. En effet, soit x = (z1,...,z,) € A",
ona:V(X; —ay,..., X, —x,) = {(z1,...,2,) }.

® Dans A% onaV(X?) = V(X): c’est 'axe des ordonnés. Des parties différentes peuvent
donner la méme sous-variété affine.
Remarque.
® L application V est décroissante : si S; C Sa, alors V(S3) C V(51).

® Pour tout S C A, on montre que V(S) = V((5)) ou (S) est I’idéal engendré par S.
Ainsi, I’étude des sous-variétés algébriques affines se ramene a 1’étude des idéaux de
A. Puisque, I’anneau A est noethérien, tout idéal de A est de type fini. Ainsi, toute
sous-variété algébrique affine peut-étre définie par 1’annulation d’un nombre fini de po-

lyndmes : V(S) =V((S)) =V(P, ..., ).

1.2.2 1Idéal d’une sous-variété et Nullstellensatz de Hilbert

La géométrie algébrique établit une correspondance entre des objets algébriques (idéaux
des anneaux de polyndmes) et des objets géométriques (sous-variétés algébriques). L'épine
dorsale de cette correspondance est le Nullstellensatz de Hilbert. Commencons par définir une
application qui associe a un ensemble de points, un idéal de I’anneau de polyndmes.

Définition 1.2.2.1 (Idéal d’une sous-variété affine). Soit V' une partie de A". On appelle idéal
de V, la partie de A notée 3(V'), I’ensemble défini par :

JV)={PeA|YaecV ,k Pla)=0}.
On voit bien que J(V) est I’ensemble des polyndmes nuls sur V.
Exemple 1.2.2.1. Ona J(0) = A et J(A™) = {0}.

Proposition 1.2.2.1.
O SiAC BcCA™alorsJ(B) C J(A).



® Si (A;)ics est un ensemble de parties de A", alors J (U Ai) = J(A).

el il

Définition 1.2.2.2 (Idéal radical). Soit [ un idéal de A. On appelle idéal radical de I et I’'on
note /I, Iensemble défini par :

VI={PeA|ImeN,6 P"el}.

Exemple 1.2.2.2. Ona /(X — YV)2) = (X — Y) et /(X7 V™) = (X,Y) dans A.

Nous avons déja défini deux applications :
V : {idéaux de A} — {sous-variétés algébriques affines de A"}

J : {sous-variétés algébriques affines de A"} — {idéaux de A}

Ces applications ne sont pas inverses 1’une de 1’autre. En effet, J a une inverse a gauche V), c’est-
a-dire pour toute sous-variété algébrique V', nous avons V (J(V')) = V'; mais non a droite,
car pour tout idéal / C .A, nous n’avons pas en général J(V(I)) = I, nous n’avons que
I € 3(V(I)). Voici les deux problemes qui empéchent 1’égalité.

® Lorsque k n’est pas algébriquement clos, par exemple lorsque k = Ret I = (X2 +Y? +
1), nous avons J (V(I)) =3(0) = A # 1.

® Lorsqu’une puissance F, m > 2 d’un polyndome s’annule sur une partie V' de A", alors
F lui-méme s’annule sur V. Par exemple, si [ = (X3), nous avons J (V(I)) = J(0) =

(X) # I.De méme, si [ = (X™ Y™), avec m et n des entiers supérieurs ou égaux a 2,
alors 3 (V(1)) =73((0,0)) = (X,Y) # I.

Ainsi, la question de savoir comment exprimer J (V(I)) en fonction de I fait I’objet d’un
théoreme di a Hilbert appelé Nullstellensatz ou Théoreme des zéros.

Théoreme 1.2.2.1 (Nullstellensatz de Hilbert, 1893, [Per95], Chap.I, th.4.1 et th.4.3 ). Soit k
un corps algébriquement clos et / un idéal de A. Si I est un idéal propre (i.e. I # A ou bien
1 ¢ I), alors

© (Nullstellensatz faible ') V(1) est non vide.
® (Nullstellensatz) 3 (V(1)) = /1.

Dans le Nullstellensatz de Hilbert, si on se restreint aux idéaux radicaux, nous obtenons
I’égalité désirée et par conséquent, les applications J et ) deviennent inverses 1’une de I’autre
et définissent donc une bijection entre I’ensemble des idéaux radicaux et I’ensemble algébrique
affine. Le Nullstellensatz a donc permis d’établir un dictionnaire entre la géométrie et 1’algebre
dont les éléments de base peuvent étre résumés dans le théoreme suivant.

Théoreéme 1.2.2.2 (Correspondance idéal-variété, [CLO15], chap.4, sec.2, th.7). Soit k un
corps.

1. Remarquons que le Nullstellensatz faible généralise le théoréme fondamental de 1’algebre.



@ Les applications
V : {idéaux de A} — {sous-variétés algébriques affines de A"}
et
J: {variétés algébriques affines de A"} — {idéaux de A}

renversent les inclusions, ¢’est-a-dire si I; C I, sont des idéaux de A, alors V(1) C
V(I) et, de méme, si V; C V4 sont des variétés algébriques, alors J(V3) C J(17).

® Pour toute variété algébrique affine V,
V(@3(WV)) =V

® Tout idéal [ C A satisfait

v (VI) = v,

® Si £ est algébriquement clos et si nous nous restreignons aux idéaux radicaux, les appli-
cations

J: {variétés algébriques affines de A"} — {idéaux radicaux de A}

et
V : {idéaux radicaux de A} — {variétés algébriques affines de A"}

sont bijectives et sont inverses I’une de 1’autre.

Basé sur ce dictionnaire, nous pouvons traduire quelques propriétés géométriques en pro-
priétés algébriques lorsque le corps de base est algébriquement clos. Voici quelques premiers
exemples :

® {variétés algébriques affines irréductibles de A"} <+ {idéaux premiers de A} >
® {points de A"} <+ {idéaux maximaux de A} *

1.2.3 Topologie de Zariski

Une notion essentielle pour la suite qu’il convient également de rappeler dans cette partie
préliminaire est la notion de topologie sur un ensemble.

Définition 1.2.3.1. Une topologie sur un ensemble E est une collection T de parties de E
vérifiant les axiomes suivants :

® () et E sontdans T;

O une union quelconque d’éléments de T est dans T ;

® une intersection finie d’éléments de T est dans T.

Le couple (E,T) est appelé espace topologique. Les éléments de T sont appelés ouverts de
(E, T), ou simplement ouverts de E s’il n’y a pas d’ambiguité.

2. Unidéal I de A est dit premier si pour tous F', G € A, FG € I implique F' € T ou G € I.
3. Un idéal propre I de A est dit maximal si pour tout idéal J tel que / C J,onaJ =T ouJ = A.



Remarque. Dans I’axiome (3) on peut remplacer "intersection finie" par "intersection de deux
éléments", I’équivalence découlant par une récurrence immédiate utilisant I’égalité

U N...0U0) = (U1 N... Uny) N U,

Exemple 1.2.3.1.

® Soit F un ensemble quelconque. Alors 7 = {{), E'} est une topologie sur F, appelée
topologie grossiere.

® Soit £ un ensemble quelconque. Posons 7 = P(E) I’ensemble des parties de E. Alors 7
est une topologie sur £, appelée topologie discrete.

Définition 1.2.3.2. Soit (E,T) est un espace topologique quelconque. On dit que F C E est
un fermé de 7 si le complémentaire de F', noté F°, est ouvert.

Proposition 1.2.3.1. Soit (F, 7) un espace topologique quelconque. Alors :
® () et £ sont des fermés;
® une intersection quelconque de fermés est fermée ;

® une union finie de fermés est fermée.

Preuve.
O Ona:()°=FEe7= Destunferméde 7. Et £ = () € 7 = F estun fermé de 7.
® Soit (F});c; une famille de fermés pour la topologie 7. Notons F' = () F;. On a alors
. iel
Fe = ( ﬂ F,) = U Ff. Or par définition des fermés, F° est un élément de 7 pour tout
1€ let Z(fémme uneZ Eulnion quelconque d’ouverts est un ouvert, £’ est un fermé.

® Soient I et F;, deux parties fermées pour la topologie 7. Notons F' = F; U F5. On a alors
F¢ = (F,UFy)® = Fy N Fy. Or par définition des fermés, FY et Fy sont des élément de
7. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert, donc I’ est un fermé.

a

Remarque. Si I’ensemble de fermés vérifie les trois axiomes de la proposition 1.2.3.1, alors
les complémentaires définissent une topologie.

Définition 1.2.3.3 (Topologie de Zariski). On appelle topologie de Zariski, la topologie sur
E = A" dont les fermés sont des sous- variétés algébriques affines.

Proposition 1.2.3.2. {V(5) | S C A} décrit une topologie.

Preuve. Pour montrer que {V(S)} définit une topologie, il faut vérifier les trois axiomes de la
proposition 1.2.3.1.

@ L’axiome 1 de I’exemple 1.2.1.1 nous montre déja que A" et () sont bien des sous-variétés
affines.



® Soit (A);c; une famille quelconque de sous-variétés, on peut écrire A; = V(S;) avec
S; C A. On veut montrer que N;erA; = NierV(S;) est une sous-variété i.e. N V(S;) =
V(S) avec S C A. On peut prendre S = U;c1.S; on a alors :
a €V (UierS;) © VP € UyrS;, Pla) =0
& Viel,VPe S, Pla)=0
sVielaeV(S;)
& a € NierV(S)).
Donc M V(S;) =V (UierS;) est bien une sous-variété.
® Soient A et B deux sous-variétés affines, on peut écrire A = V(S;) et B = V(S,) avec
Sy et Sy des parties de A.
ac AUB < aeV(S)) ou ac V(S,)
& VP e S1,P(a) =0 ou VG € Sy, G(a)
< VP e S,VG € Sy, P(a) =0 ou G(a)
& VP e S1,VG € Sy, PG(a) =0
S acV(PG|PeS,GeSsy)

Donc AU B = V(PG | P € 51,G € S,) est bien une sous-variété.

0
0

a

Définition 1.2.3.4 (Ouvert standard). Soient P € A et V(P) I’hypersurface définie par P.
L’ensemble

D(P)=k"—V(P)={a€ k™| P(a) # 0}
est un ouvert de Zariski de k", dit ouvert standard.

Remarque. Les ouverts standards forment une base d’ouverts pour la topologie de Zariski,
c’est-a-dire tout ouvert U est réunion finie d’ouverts standards.

Définition 1.2.1. Soient (E,T) un espace topologique et x € E. On dit que V' C E est un
voisinage de x, s’il contient un ouvert contenant x. On note V,(x) l’ensemble des voisinages
de x pour la topologie .

Définition 1.2.2. Soit (F,T) un espace topologique et soit A une partie de E. On appelle
voisinage de A toute partie V de E qui contient un ouvert qui contient A.

Définition 1.2.3. Soit (E, ) un espace topologique. Soit A une partie de E et soit v € E. On
dit que x est un point intérieur a A si A € V,(x). L’ensemble des points intérieurs a A est noté

A.
Remarque. L’intérieur d’une partie A de (F, 7) est le plus grand ouvert contenu dans A.

Exemple 1.2.3.2. Prenons n = 1 et £ = R de sorte que I’on ait I’anneau k[X]. Alors
pour la topologie de Zariski, on a [0, 1] = 0. En effet, soit D(P) C [0, 1] un ouvert, donc
{a € R | P(a) # 0} C [0, 1]. Par passage au complémentaire, on obtient

R\ [0,1] € {a € R| P(a) =0} = V(P). Donc, P a une infinité de racines dans R \ [0,
d’ou P = 0, et alors pour tout a € R, P(a) = 0. Donc D(P) = {a € R | P(a) # 0} =
Donc, tout ouvert inclus dans [0, 1] est vide, en particulier on aura [O, 1] = 0.

De méme on montre que tout ouvert inclus dans Z est vide, en particulier on aura Z =0.

1],
0.
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Définition 1.2.4. Soit (F,T) un espace topologique. On dit que (E,T) est un espace topolo-
gique séparé (ou de Hausdorff) si pour tout x € E et pour tout y € E tels que x # vy, il existe
des voisinages V de x et W de y tels que V N W = () (disjoints).

Remarque. La topologie de Zariski n’est pas séparée au sens de Hausdorff. Pire : si & est infini,
deux ouverts non vides quelconques se rencontrent.

Exemple 1.2.3.3. Prenons n = 1 et k = R de sorte que 1’on ait I’anneau k[X]|, alors R n’est
pas séparée pour la topologie de Zariski.

En effet, pour montrer que R n’est pas séparée pour la topologie de Zariski, il suffit de montrer
que I'intersection de deux ouverts non vides est non vide.

Soient A = {x € R| P(z) =0} et B={x € R| Q(z) = 0} deux parties fermées. On a :
(AUB)*=({z e R | P(z) =0} U{z e R | Q(x) =0}) < ANB* = {zx e R | P(x) # 0}N
{r e R| Q(x) # 0}. Supposons que P # 0 et ) # 0, c’est-a-dire A° et B® sont non vides.
A-t-on A° N B¢ # ()? Par I’absurde, si A U B = R sachant que ) # 0, alors, on aura B finie
et donc A sera non finie. Donc P aura une infinité de racines, d’ot P = 0 ce qui contredit
I’hypothese. Donc A U B n’est pas R tout entier, d’ou I’intersection de deux ouverts non vide
est non vide.

Définition 1.2.5. Soit (E, T) un espace topologique. Soit A une partie de E et soit © € E. On
dit que x est adhérent a A si tout voisinage de x rencontre A (i.e. VV € V. (x),VNA#D).
L’ensemble des points x est appelé adhérence de A, noté A.

Remarque. L’adhérence d’une partie A de (£, 7) est le plus petit ensemble fermé contenant
Adans (E, 7).

Exemple 1.2.3.4. Prenons n = 1 et k = R de sorte que I’on ait I’anneau k[ X]. Alors pour la
topologie de Zariski, on a [0, 1] = R. En effet, [0, 1] est le plus petit fermé qui contient [0, 1].
Dong, il existe un polyndéme P € R[X] tel que V(P) = [0, 1]. Donc Vz € [0,1],z € [0,1] =
V(P). D’out P admet une infinité de racines dans [0, 1], donc c’est le polyndme constant qui
est égal a 0. Alors, pour tout x € R, P(z) = 0, d’ou R C V(P). Et comme, par définition
V(P) Cc Ralors V(P) = [0,1] =R.

De méme on montre que Z = R.

Définition 1.2.6. Soient E un ensemble, 11 et 75 deux topologies sur E. On dit que 11 est moins
fine que 1o (ou que T est plus fine que ) si tout ouvert de T, est un ouvert de To. On note dans
cecas n C To.
Exemple 1.2.3.5. Soient £ un ensemble quelconque et 7 C P(E) une topologie sur E.

® Onart C P(F) = 1p, donc 7 est moins fine que la topologie discréte.

® OnakF € Tetl) € r,donc 7 est plus fine que la topologie grossiere 7¢ = {0, E'}.
Ainsi 7¢ C 7 C Tp.

Définition 1.2.3.5 (Irréductibilité). Soit E un espace topologique non vide. On dit que E est
irréductible s’il n’est pas réunion de deux fermés distincts de E.

Autrement dit, E irréductible i.e. [E = Fy\UF;avec Fy, F; des fermés de E = E = Fyou E = F].

Remarque. Un espace qui n’est pas irréductible est dit réductible; dans ce cas cet espace
s’écrit comme réunion de deux de ses fermés propres.

9



Exemple 1.2.3.6. R est irréductible pour la topologie de Zariski. En effet, on a déja montré
dans I’exemple 1.2.3.3 que 'intersection de deux ouverts non vides est non vide. Donc Oy # (),
O, # () avec Oy, O, deux ouverts = O;NO, # (). Et par contraposition, on obtient R = FyUF,
avec Fi, F, sont des fermées = (R = F; ou R = F).

Proposition 1.2.3.3. Si £ est infini, alors A" est irréductible.

Définition 1.2.3.6. Une sous-variété algébrique affine est dite irréductible si elle I’est pour la
topologie de Zariski.

Proposition 1.2.3.4. Soit V' C A" non vide. Alors V' est irréductible si, et seulement si son
idéal est premier.

Remarque. Pour toute sous-variété algébrique affine non vide V', on a :
V irréductible <= 1’idéal J(V') est premier <> ’algebre .A/J (V) est integre.
On note A(V') = A/3(V') appelé algebre de V.

Théoreme 1.2.3.1. Toute sous-variété algébrique affine non vide V' se décompose de facon
unique (a permutation pres) en une réunion finie de sous-variétés algébriques affines irréduc-
tibles Vi, ..., V,, non contenues I’'une dans I’autre. Les sous-variétés irréductibles V;, ..., V.,
sont appelées composantes irréductibles de la sous-variété V.

Définition 1.2.3.7 (Variété algébrique affine). On appelle variété algébrique affine tout en-
semble algébrique affine irréductible.

1.2.4 Cas particulier de topologie de Zariski

Définition 1.2.7. On définit les fermés de la topologie de Zariski dans R? par :
soit S C R[X, Y], V(S) = {(z,y) e R* | VP € S, P(z,y) = 0}.

Etudions géométriquement les fermés V(P,) avec i € {1,...,5} pour les polyndmes sui-
vants: Pl = XY, P, =X?-Y,3=X3-Y?2 P,=X? - XY + X?-Y.EtV(P, P)et
V(Py, Ps).

® Pour P, = XY,onaV(P) = {(z,y) € R*| Pi(x,y) = 0}.

Pi(z,y) =0 < xy = 0, c’est 'union de I’axe des ordonnées et 1’axe des abscisses.

FIGURE 1.1 - V(P,) C R%
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® Pour P, = X2 —Y,onaV(P) ={(z,y) € R?* | Py(z,y) =0}.
Py(z,y) =0 2? —y =0 & y = 22, c’est I'équation d’une parabole.

FIGURE 1.2 -V (P,) C R*.

® Pour P, = X?—-Y?% ona:
V(P3) = {(z,y) € R? | P3(x,y) = 0} = V(P3) = {(2,y) € R? [ 2° — y* = 0}.
Deux cas se présentent.
Supposons d’abord que z > 0. Alors comme y € R, on a:
_ ..3/2
Pyt =0s (Y- (y+2*?) =0e { z _ e
Supposons maintenant z < 0. Alors 2° — y* = 0 n’a pas de solution.

FIGURE 1.3 - V(P) C R*.

® Pour P, = X? — XY + X?—Y,onaV(P) = {(z,y) € R* | Py(x,y) = 0}.
Pir,y) =0 2> —ay+2>—y=0& (z+1)(2*—y)=0& 2= —1ouy = 22,
c’est I’'union de la droite z = 1 et Ps.
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FIGURE 1.4 - V(P,) C R%

® Pour V(P, P) ={(z,y) e R*| (x=0 ou y =0) et y=2?}.

-1 0 1

FIGURE 1.5 - V(P, P,) C R,

® Pour V(Py, ) = {(z,y) e R? | (x = —1 ou y = 2?) et y = z*}.

FIGURE 1.6 — V(P,, P») C R%

1.3 Variétés algébriques projectives

La géométrie affine peut se révéler insuffisante pour bien comprendre des problemes de
nature géométrique. Nous considérons un nouvel espace appelé espace projectif qui est obtenu
de I’espace affine en ajoutant "un point a I’infini dans chaque direction". L’ajout de points sup-
plémentaires a pour but d’éviter les cas particuliers ol un point "disparait a I’'infini". Dans cet
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espace agrandi, de nombreux problemes deviennent plus simples et plus clairs. Par exemple,
dans un espace affine, deux droites paralleles ne s’intersectent pas mais elles s’intersectent en
un point a I’infini dans un plan projectif.

Dans cette section R désignera I’anneau k[ Xy, ..., X, des polyndmes a n + 1 indétermi-
nées a coefficients dans k ou k est le corps de base considéré pour définir A" = k™.

1.3.1 Espaces projectifs

Considérons la relation ~ sur k"' — {0} définie par : pour tous vecteurs z ety de k"' —{0},
ona:z ~ ys’ilexiste A € k* tel que y = Az.

La relation ~ ainsi définie est une relation d’équivalence sur k" —{0}. Géométriquement,
deux vecteurs non nuls sont équivalents s’ils sont colinéaires.

Définition 1.3.1.1 (Espace projectif). On appelle espace projectif de dimension n sur k et I’on
note P"(k) ou P(k" 1) ou simplement P" (s’il n’y a pas risque de confusion sur k), I’ensemble
des classes d’équivalence par ~.

Les éléments de P" sont les droites vectorielles de k" 1. Soit x = (zg, ..., x,) € k"1 —{0}
un représentant (ou vecteur directeur) d’un point p € P™. Alors on peut écrire p = (xg : +- - :
x,,) (oubien p = [z, ..., x,]) qui est la classe d’équivalence par ~ de (xy, ..., z,). On dit que
(g : -+ : x,) est un systtme de coordonnées homogenes de p. Les systeémes de coordonnées
homogenes de p ne différent que par multiplication par un scalaire non nul.

P" = (k"™ —{0}) / ~={(zo: 1 2n) | (wos...,z) €K™\ {0}}.

Les espaces P! et P? sont appelés respectivement droite projective et plan projectif. Un point
p € P"estdit zérode FF € R si F(p) = 0. Si (xo,...,,) est un représentant de p, alors
F(p) = 0 signifie que F'(x,...,x,) = 0.
On dit ainsi qu’un point p = (xg : - -+ : x,) € P" est un zéro de F' € R si, et seulement si pour
tout A € k*,ona: F(Azg,...,\x,) =0.

En d’autres termes F'(zq,...,z,) = 0<= F(Azg,..., \z,) =0, ¥V A € k",

Cas particulier. Soit £/ un k-espace vectoriel. On peut définir de la méme maniere 1’espace
projectif associé a £ que I’on note PE (ou P(F)). Si E est un k-espace vectoriel de dimension
finie n, alors P(F) est un espace projectif de dimension n — 1. En particulier ’espace projectif
associé a 0 est de dimension —1.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E, I'inclusion F' — {0} C E — {0} induit ’inclusion
P(F) C P(F). Les P(F') ainsi obtenus sont appelés des sous-espaces linéaires de P(F); et on
a:P(F)NP(F)=P(FNF).

Le théoréme suivant montre que des sous-espaces linéaires se rencontrent toujours.

Théoréeme 1.3.1.1. Soient F et F deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de
dimension finie n. Posons dim(F) = r et dim(F') = r' telles que r +r > n + 1. Alors
dim (P(F)NP(F")) >r+7r —n.

Définition 1.3.1.2. Soit F' € R. On dit que F est homogene de degré d si pour tout \ € k*, on
a:F(\xg,...,\x,) = N F(xg,...,2,).
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Remarque. Tout polyndme se décompose de fagon unique en somme de polyndmes hommo-
genes.

Définition 1.3.1.3. On dit que des points de P" sont linéairement indépendants si les droites
qu’ils représentent sont en somme directe. On dit que des points de P" sont en position gé-
nérale si pour un nombre quelconque m avec m < n + 1 d’entre-eux, ils sont linéairement
indépendants.

Définition 1.3.1.4. Soit S une partie quelconque de R constituée de polyndomes homogénes.
On pose :

V(S)={pelP"|VF €S F(p)=0}
de sorte que les p € V(S) sont les zéros communs a tous les polynomes de S. On dit que V(S)
est [’ensemble algébrique projectif défini par S.

Comme dans le cas affine si I’ensemble est fini, on notera souvent V(Fy, ..., F},) au lieu de
V({Fo,...,Fn}).

Définition 1.3.1.5 (Hypersurface). On appelle hypersurface définie par un polynéme homo-
gene, notée V(F), I’ensemble des zéros de F (lorsque k est algébriquement clos, et F' non
constant) :

V(F)={peP"|F(p) =0}.

Cas particuliers d’hypersurfaces.
v Sin =2, alors V(F) = {p € P? | F(p) = 0} est appelé courbe projective plane.
On appelle conique, cubique, quartique, quintique, sextique, etc. une courbe projective
plane de degré respectivement 2,3.,4,5,6, etc..
v Sideg(F) =1,alors V(F) = {p € P" | F(p) = 0} est appelé hyperplan projectif.

Définition 1.3.1.6. Soit [ un idéal de R. On dit que I est homogeéne s’il est engendré par des
polynéomes homogenes.

T

On montre que / est homogene si, et seulement si pour toute décomposition F' = > F;
d’un élément de I en somme de polynomes homogenes, les F; sont éléments de . =
Remarque. Les résultats obtenus dans A" se transportent presque tous dans le cadre projectif.
On peut en citer quelques uns :

v L'opérateur V est décroissante.

v tout V(S) peut-étre défini par I’annulation d’un nombre fini de polyndmes homogenes

car R est noethérien.

v lensemble {V(S) | S C R} définit une topologie.
Donc, comme en affine, en projectif on peut définir une topologie de Zariski dont les fermés
sont des ensembles projectifs.

Définition 1.3.1 (Idéal d’un ensemble de points). Soitr V' une partie de P". On appelle idéal
de V dans P", I’ensemble noté I(V') défini par

J(V)={F € R homogéne |NpeV, F(p)=0}.

Remarque. La notion d’irréductibilité et ses propriétés en affine se comportent telles qu’elles
dans le cadre projectif.

Définition 1.3.1.7 (Variété algébrique projective). On appelle variété algébrique projective
tout ensemble algébrique projectif irréductible (pour la topologie de Zariski).
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1.3.2 Lien affine - projectif

Considérons les parties de P" définies de la maniere suivante :
U={p=(xg: - :x,) € P"|x; #0}.
Les ensembles U, recouvrent P”. Chacun des U; est isomorphe a A™. En effet

Ui — A"
o Tn
(xg:-+:mpy) —> (—,...,—)
i Ly

est un isomorphisme i.e. U; = A". Le complémentaire de U; dans P" est I’espace linéaire PH;
ol H; est I’hyperplan défini par 1’équation z; = 0 dans "', On peut donc voir P" comme
I’espace A" auquel on adjoint des " points a I'infini ". Par exemple, la droite projective P!
est la droite affine £ auquel on adjoint un unique " point a I'infini". Plus généralement, le
complémentaire dans P de n’importe quel hyperplan projectif s’identifie naturellement a A",

1.3.3 Déshomogénéisation

Les ensembles algébriques projectifs V' de P sont les fermés d’une topologie sur P" que
1’on appelle topologie de Zariski. A tout fermé de V' on peut associer ’idéal homogene que 1’on
note J(V') engendré par des polyndmes homogenes F7, . . ., F}, s’annulant en tous les points de
V.

Définition 1.3.3.1. On dit que V est défini sur k, et I’on note V/k, si I’on peut choisir les F;
comme polynomes homogenes a coefficients dans k. Si V' est défini sur k, [’ensemble des points
k-rationnels de V est : V (k) = V NP (k).

Cas particulier. Soit C' = V(F') une courbe projective plane. On dit que C est définie sur k, et
I’on note C'/k, si F est a coefficients dans k.

L’ensemble des points k-rationnels de C' est : C'(k) = CNP" (k). Soient U; et L, les ensembles
définis par :

Uy={(X:Y:2Z2)eP*| Z#0}
Lo={(X:Y:Z)eP*|Z=0} .

X

On introduit les coordonnées x, y telles que v = - ety = % L’application définie par

ngi AQ — U2
(z,y) — (z:y:1)

est une bijection dont la réciproque est :

byl U —  A?

(X:Y:Z)r—><%,z>
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On définit aussi une bijection avec 1’application

b P — L
(X:Y)—(X:Y:0)

On voit clairement que P? est la réunion disjointe P? = U, U L, du "plan affine" U, et de la
"droite a I’infini" L. Un point de L., est appelé point a I’infini que 1’on notera P,,. Le plan
projectif P? peut donc étre vu comme le plan affine auquel on adjoint un point a 1’infini par
famille de droites paralleles.

De la méme maniere que Us, on peut définir d’autres sous-ensembles de P? tels que :
Up={(X:Y:2)eP?| X #0}etU; ={(X:Y :Z) € P*| Y # 0} et des bijections

(bal : U(] — A2

(X:Y:Z)H(%,%)

et

or': Uy —  A?

(X:Y;Z)H<§,§>

Les applications ¢; ' permettent d’identifier le plan affine A% avec un ouvert U; de P2. 11 faut
noter que la réunion des U; recouvre P? : P? = U, U U; U Us. Une courbe projective plane
C est la réunion de trois courbes planes : C' = Cy U C} U C5 avec C; = C' N U;. Lorsque
nous identifions U; avec A2, alors Cy, C, et C, s’identifient avec les courbes affines défi-
nies respectivement par les polyndmes F. (Y, Z) = F (1,Y,2), F. (X, Z) = F(X,1,Z) et
F.(X,Y) = F(X,Y,1). Le fait de remplacer F'(X,Y,Z) par F (1,Y,Z), F(X,1,Z) ou
F(X,Y,1) est appelé déshomogénéisation suivant respectivement X, Y et Z. Inversement, a
tout polyndéme non nul F(X,Y) € k[X,Y] on associe le polyndme homogéne F™* tel que
F*(X,Y,Z) = ZF (%, %) ou d = deg(F). Le polyndme F* est appelé I’homogénéisé de F
par rapport a Z. On peut introduire la notion de variété projective.

Définition 1.3.3.2. Un ensemble projectif S est appelé variété projective si l'idéal homogéne
3(S) est premier dans k[ Xy, . . ., X,,]. Une variété quasi-projective est un sous-ensemble ouvert
(de Zariski) d’une variété projective.

Remarque. Soit C' = V(F') une courbe projective plane. On a les équivalences suivantes :
C est irréductible <= C' est une variété projective <=> F' est irréductible.

Définition 1.3.3.3. Soit C' = V(F') une courbe affine plane avec d = deg(F) > 1. La clo-
ture projective de C, que I’on note C, est la courbe plane projective C' = V(H) ou H est
I’homogénéisé de F'. Les points (C — C) sont les points a I’infini de C.
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CHAPITRE 2

MORPHISMES DE VARIETES
ALGEBRIQUES ET COURBES LISSES

2.1 Catégories et foncteurs

2.1.1 Catégories

Définition 2.1.1.1 (Catégorie). Une catégorie C est définie par les données suivantes :

O une famille notée Ob(C) appelée la classe des objets de C. On note X € Ob(C) pour dire
que X est un objet de C.

® une collection d’ensembles de morphismes notée Home(X,Y') pourtous X, Y € Ob(C).
Si f € Home(X,Y'), on dit que X est la source de f et Y est le but; on écrit
f X — Y pour dire que f est une fleche de C ou un morphisme de C.

® pour tout triplet (X,Y, Z) d’objets de C, une application

Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f,9) —  gof.

L’image g o f du couple (f, g) est appelée le composé de f suivi de g.
Ces données doivent de plus vérifier les axiomes suivants :
a) la loi o est associative : ¥Vf € Home(X,Y),g € Home(Y,Z),h € Home(Z,T) on
a:

ho(gof)=(hog)of;
b) la neutralité des identités : pour tout X € Ob(C), il existe un morphisme identité de X
noté idx : X — X vérifiant les conditions suivantes :
pour tous Y € Ob(C), f € Home(X,Y ) et g € Home (Y, X), ona
foidy = fetidxyog=g ;
c) si (X,Y) et (X'Y') sont deux couples distincts d’objets de C, alors

Home(X,Y)N Home(X',)Y') =10 .
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Exemple 2.1.1.1.

@ La catégorie des ensembles notée Ens.

v Les objets de E'ns sont tous les ensembles. En d’autres termes, Ens est la classe de
tous les ensembles.

v/ Les morphismes sont toutes les fonctions.
v/ La composition est celle des fonctions.

® La catégorie des groupes notée G,.
v La catégorie G, est la classe de tous les groupes.
v/ Les morphismes sont les morphismes de groupes.
v/ La composition est la composition des fonctions.

® La catégorie des espaces topologiques notée Top.
v’ La catégorie Top est la classe de tous les espaces topologiques.
v’ Les morphismes sont les applications continues.
v/ La composition est la composition des fonctions.

2.1.2 Foncteurs
Définition 2.1.2.1 (Foncteur covariant). Soient C et C' deux catégories. Un foncteur covariant
(ou simplement foncteur) F' : C — C' est la donnée :

@ d’une application notée

F: 0bC) — ObC)
X o FX);

O pour tous X,Y objets de C, d’une application notée aussi

F: Home(X,)Y) — Home(F(X),F(Y))
f — F(f).

Ces données doivent de plus vérifier les conditions suivantes :
a) pour tout X € Ob(C), ona F(idx) = idp(x);
b) pourtout (f,g) € Home(X,Y) x Home(Y,Z), ona F(go f) = F(g) o F(f).

Exemple 2.1.2.1.

@ Sur toute catégorie C on dispose d’un foncteur identité ide : C — C défini par les égalités
ide(X) = X etide(f) = f pour tout objet X et toute fleche f de C.

® Si Cy, Cy et C3 sont trois catégories, si I est un foncteur de C; vers Cy et si F” est un
foncteur de C; vers C3 on définit de fagon évidente le foncteur composé F'o F’ : C; — Cs.
La composition des foncteurs est associative, et les foncteurs identités sont neutres pour
celle-ci.

Définition 2.1.2.2. Soient C et C' deux catégories, et soit F' : C — C  un foncteur covariant.
On dit que F' est fidele (resp. plein, resp. pleinement fidéle) si pour tout couple (X,Y') de
Ob(C), Iapplication f — F(f)de Home(X,Y) vers Home (F(X), F(Y)) est injective (resp.
surjective, resp. bijective).
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Définition 2.1.2.3 (Morphisme de foncteur). Soient C et C' deux catégories, soient

F et F': C — C' deux foncteurs covariants. Un morphisme (ou transformation naturelle) p de
F vers F' est la donnée, pour tout objet X de C, d’un morphisme ¢(X) : F(X) — F'(X) de
la catégorie C', de sorte que pour toute fleche f : X — Y de C, le diagramme

) LX)

F(f)j F()
Yy

commute.

Remarque. On résume parfois ces conditions en disant simplement qu’un morphisme de F’
vers F” est la donnée pour tout X d’un morphisme de F'(X) dans F”(X) qui est fonctoriel en
X.

Définition 2.1.2.4 (Foncteur contravariant). Soient C et C' deux catégories. Un foncteur
contravariant F' : C — C' est la donnée :

® d’une application notée

F: 0bC) — Ob(C)
X  — F(X);

O pour tous X, Y objets de C, d’une application notée aussi

F: Home(X,)Y) —  Home(F(Y),F(X))
f — F(f)

Ces données doivent de plus vérifier les conditions suivantes :
a) pour tout X € Ob(C), ona F(idx) = idpx);
b) pourtout (f,g) € Home(X,Y) x Home(Y, Z), ona F(go f) = F(f) o F(g).

2.2 Morphismes de variétés algébriques

Dans ce paragraphe on suppose le corps k infini. Nous sommes maintenant en possession
d’objets : les sous-variétés algébriques. Mais plus encore que ces objets, ce sont les morphismes
qui vont permettre de préciser les contours de la théorie. C’est en effet un principe maintenant
bien établi en mathématiques que les mémes objets (par exemple nos ensembles algébriques
affines, disons dans le cas k& = C) peuvent donner lieu a des théories totalement distinctes
selon les morphismes que 1’on autorise entre eux, par exemple les applications continues, ou
différentiables au sens réel, ou analytiques, ou polynomiales. On fera alors respectivement de
la topologie, de la géométrie différentielle, de la géométrie analytique, ou de la géométrie
algébrique. Dans le cas présent ce sont bien entendu les applications polynomiales qui vont
étre retenues, précisément :
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2.2.1 Cas affine

Définition 2.2.1.1 (Application réguliere). Soient V' C k™ et W C k™ deux sous-variétés
affines et ¢ : V. — W une application, que I’on peut écrire ¢ = (@1,...,0m) avec @; :
V' — k. On dit que p est réguliere (ou un morphisme) si ses composantes p; sont des fonctions
polynomiales.

On note Mor(V, W) I’ensemble des applications régulieres de V' dans V.

Remarque. Une fonction réguliere est une application réguliere ¢ : V' — k. On retient que
W =k.

Définition 2.2.1.2 (Variétés algébriques affines isomorphes). Une application réguliere o :
V. — W est un isomorphisme s’il existe une application réguliere ¢ : W — V telle que
po @ =1idy et pop=1idy. Ondit queV et W sont isomorphes s’il existe un isomorphisme

V —-W.

Exemple 2.2.1.1.

® Supposons k infini. Prenons pour V' I’hypersurface affine V(Y — X?). L’application ¢ :
V' — k définie par p(x,y) = x est réguliére et bijective; son inverse ¢! : k — V
définie par ¢! (z) = (x, 2?) est aussi réguliere. On dit ainsi que ¢ est un isomorphisme.

® Supposons toujours k infini. Prenons I’hypersurface plane affine V = V(Y3 — X?).

L application o : k — V définie par p(z) = (23, 2%) est réguliere.

® Supposons k algébriquement clos de caractéristique p > 0. L’application ¢ : k — k
définie par p(z) = 2P (dite de "Frobenius") est réguliere et bijective. Mais n’est pas un
isomorphisme.

Définition 2.2.1.3. Une application réguliére ¢ : V. — W est dite dominante si son image
est dense i.e. p(V) =W.

Remarque. Soient V' et W des sous-variétés affines et ¢ : V' — W une application réguliere.
L’ensemble des fonctions régulieres de V' dans k s’identifie a I’algebre
A(V)=A/Z(V)avec A = k[Xy,...,X,].

Nous avons associé a une sous-variété algébrique affine V' son algebre affine A(V') et com-
mencé a établir un dictionnaire pour passer de I’un a 1’autre. Il faut bien stir compléter cette cor-
respondance sur les morphismes, c’est-a-dire montrer qu’elle est fonctorielle. C’est fait grace
a la proposition suivante :

Proposition 2.2.1.1. Si ¢ : V' — W est un morphisme, on lui associe un morphisme de
k-algebres ¢* : A(W) — A(V') définie par o*(f) = f o .

Proposition 2.2.1.2 ([Per95], Chap.1, pro. 6.7). Le foncteur F est pleinement fidele, ce qui
signifie que I’application o : Mor(V, W) — Homy_q4 (AW), A(V)) définie par o(p) = ¢*
est bijective.

Corollaire 2.2.1.1. Soit ¢ : V' — W un morphisme. Alors, ¢ est un isomorphisme si et
seulement si * en est un. En conséquence, V' et 11 sont isomorphes si et seulement si leurs
algebres A(V) et A(W) le sont.
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Proposition 2.2.1.3. Soit ¢ : V' — W un morphisme. Alors
@ o est dominant si, et seulement si * est injectif.

O si p* est surjectif, alors ¢ est injectif.

Preuve.

©® CN =) Supposons que le morphisme ¢ est dominant et montrons que le morphisme
d’algebres p* est injectif.

[ €ker(p®) = ¢*(f) =0
= fop=0
= f €T (V)
= fe3(p)
= f € J(W) parhypothese

f s’annule alors sur W et par suite f = 0. Ainsi ker(p*) = 0.

CS <) On raisonne par contraposition.

Supposons que le morphisme ¢ est non dominant et montrons que le morphisme d’al-
gebres " est non injectif. L

¢ non dominant = ¢(V') # W or p(V) C ¢(V), d’ott ¢ non dominant = ¢(V') C W
= 3f : W — k, nulle sur ¢(V'), mais pas sur W donc

F V) =0= (Fop)(V) =0
= ¢'(f) =0
= f € ker(¢").

Ainsi ker(¢*) # 0. Ce qui montre que ¢* n’est pas injectif.
® Supposons que le morphisme d’algebres ¢* est surjectif et montrons que le morphisme
 est injectif.
Soient x et y deux éléments distincts de V. Il existe alors une fonction réguliere
f:V — knulle en x et pas en y.
©* surjectif = 3g € A(W) : f = ¢*(9).
Ainsi

0 = f(z) =¢"(9)(x) = (gop)(x) =g (p(z))
0 # fly) =¢ (9w =(909)y) =g (v }jgp(x#gp(g)'

Ce qui montre que ¢ est injectif.

2.2.2 Cas projectif

Il est impossible de copier la définition des fonctions régulieres donnée dans le cadre affine,
parce qu’un polyndme ne définit pas une fonction de P dans k. L’idée est de se ramener au cas
affine en remarquant que toute variété projective est réunion de variétés affines.
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Définition 2.2.2.1 (Variété quasi-projective). On appelle variété quasi-projective, tout ouvert
(de Zariski) d’une variété projective.

Toute variété affine est donc quasi-projective. Dire que X est une variété signifie que X est
quasi-projective ; en revanche, dire que Y est une sous-variété d’une variété X signifie que Y
est un fermé de X.

Remarque. L’idée de base est de montrer que méme si un polyndme homogene ne définit pas
une fonction sur P”, le quotient F'/G de polyndémes homogenes de méme degré, définit une
fonction sur I’ouvert de P ou G ne s’annule pas.

Définition 2.2.2.2 (Fonction réguliére). Soient X une sous-variété quasi-projective de P" et
x € X. Ondit que f : X — k est une fonction réguliere en x, s’il existe des polynomes
homogénes de méme degré F, G tels que G(z) # 0 et f = F/G sur un voisinage de .

On dit qu’une fonction f : X — k est réguliere sur X si elle I’est en tout point de X.

Définition 2.2.2.3 (Application réguliere). Soient X et Y deux variétés projectives. Une ap-
plication u : X — Y est dite réguliere si :

@ u est continue;
O pour tout ouvert U C Y et toute fonction réguliere f : U — k, la composée f o u est

réguliere sur u=(U).

S’il existe un morphisme réciproque v : ¥ — X telque vou = Idx etuov = Idy, on
dit que u est un isomorphisme de variétés.

Remarque. Cette définition a I’avantage d’entrainer sans effort le fait que la composée d’ap-
plications régulieres est encore une application réguliere.
Les morphismes de variétés sont souvent donnés sous les formes suivantes :

® Soient Fy, ..., F},, des polyndmes homogénes de méme degré en (n + 1) variables. Alors
I’application

pw: P*=V(Fy,....,F,) — P™
x — (Fo(x) @0 F(x)
est réguliere.
Remarque. Siles Fy, ..., F}, ne sont simultanément nuls qu’en zéro, alors
pw: P"— P
x —  (Fo(z): - Fp(z))

est réguliere.

Exemple 2.2.2.1. L’application y : P! — P3 définie par (g, z1) = (23 : 2221 : xox? : 23

est réguliere.
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En effet, posons F()(ZE071’1) = l’g, Fl(IL‘(),ZEl) = ZE(Q)J}l, FQ(ZE07JZ1) = JZ()ZL‘%,
F3(xg, 1) = x3. On a alors :

F()(I‘(),xl) =0 2%8 =0
F1<JZ0,(L’1) = . Topl1r = 0 =0
FQ(JZ(),iL'l) = 1.e. I’QZE% = 1. T :O
F3(zg,z1) =0 3 =0

Ce qui montre que les F; ne s’annulent simultanément qu’en 0. Ainsi, I’application u est
réguliere.

® Application de Véronese
Considérons tous les monémes My, ..., My de méme degré d en (n + 1) variables, ou
N = CZ,_, — 1estle résultat de choisir :

les places pour les n + 1 variables (d points et n barres, mais on commence a énumérer

par 0).
Définition 2.2.2.4. L’application
g P*— 2
r —  (My(z):---: My(x))

est appelée plongement de Véronese, d’apres le mathématicien italien Giuseppe Véro-
nese '. Elle est bien définie et injective.

Exemple 2.2.2.2.

® Pour d = 2 et N = 2, application py : P? — P5 définie par ps(zg, 21) =
(23, w1, 23) est un morphisme de Véronese. En effet, on a M, My, M, des mo-
nomes de degré 2 en 2 variables, avec N = C7,_, — 1 = 2. Ainsi

Vs P! — P?
r=(xg:21) — (Mo(x) : My(x) : Ma(x))

est une application de Véronese.

® Pourd = 2et N = 5, I'application p, : P? — P définie par
oo, 1, T2) = (22, 2021, XoT2, 12, 2179, 3) est un morphisme de Véronese. En

effet,ona: My, ..., My des monomes de degré 2 en 3 variables, avec N = 022 o —
1 = 5. Ainsi
Vo ! P? — P°
x=(xo:a :x0) —> (Moy(z) : -+ : Mn(x))

est une application de Véronese.

1. Giuseppe Véronese (1854 - 1917) est un mathématicien italien. Il est né a Chioggia, pres de Venise. Sa
monographie la plus célebre est Fondamenti di geometria a pitt dimensioni ea piu specie di unita rettilinee esposti
in forma elementare (1891).
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2.3 Courbes lisses

2.3.1 Dimension d’une variété algébrique

Définition 2.3.1.1 (Dimension). Soit X un espace topologique. La dimension de X est le
maximum des entiers n pour lesquels il existe des parties irréductibles fermées X, . .., X, de
X vérifiant Xo C ... C X,,.

La dimension de X est donc un entier positif ou +o0, et si X est vide, alors dim X = —oo.

Remarque. Si X est une union de fermés Xj,..., X, alors dim X = max (dim X;). On
ST

voit donc que la dimension d’un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de ses
composantes irréductibles.

Définition 2.3.1.2. On dit qu’un ensemble algébrique est de dimension pure n, ou équidimen-
sionnelle de dimension n, si chaque composante irréductible est de dimension n.

Un ensemble algébrique est de dimension 0 s’il est constitué d’un nombre fini d’éléments.
Proposition 2.3.1. Tout ensemble algébrique irréductible est de dimension finie.

Définition 2.3.1.3. Soient X un ensemble algébrique irréductible et x € X. On appelle dimen-
sionde X en x et I’on note dim,, X, le maximum des dimensions des composantes irréductibles
de X passant par x.

2.3.2 Espace tangent de Zariski

By
avec p = (p1,p2). On peut paramétrer localement C par une fonction g vérifiant p, = g(p;

et F'(t,g(t)) pour tout ¢t € R. L’équation de la tangente a C en M = (xq, yo) est donnée par :
y—1yo = g (o) (x — x0) ou (x — z0) (M) + (y — yo) %(M) = 0. Cette relation définie une

droite sauf si 25(M) = %—5(1\4) = 0.

Considérons la courbe C affine définie par F(z,y) = 0 dans R2. Supposons 2Z(p) # 0
)

Définition 2.3.2.1. Soit H une hypersurface de R" définie par : F(xy,...,x,) = 0. On ap-
pelle espace tangent affine a H en p = (p1,. .., pn) ['espace vectoriel défini par 1’équation :

(21— p1) 25 (p) + -+ + (0 — pa) 22 (p) = 0.

C’est un hyperplan de R".

Définition 2.3.2.2 (Espace tangent de Zariski). Soir X une sous-variété de A". On appelle
espace tangent de Zariskia X enp = (p1, ..., pn), 'ensemble défini par les équations

Z gf (p)(z;) = 0 pour tout F' € I(X). On retrouve le méme ensemble en se limitant aux F

i=1

générateurs de J(X). L’espace tangent de Zariski a X en p est noté T,(X); I’espace affine

correspondant a T,(X) est défini par : " 9E (p)(z; — p;) = 0.

=1

Remarque. Pour tout z € X, ona: dim (7,(X)) > dim,(X).
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2.3.3 Points lisses

Définition 2.3.3.1. Soit X une variété algébrique, et soit v € X. On dit que x est lisse sur X
(ou que X est lisse en x) si dim (T,(X)) = dim,(X).

Un point x lisse est aussi appelé point régulier; un point qui n’est pas régulier est appelé
point singulier.
On dit que X est lisse si elle I’est en chacun de ses points. L’ensemble des points singuliers de
X est un fermé propre de X et est noté Sing(X). Le complémentaire de Sing(X ) dans X est
noté Xjecc.

Définition 2.3.3.2. Soit H une hypersurface de A™ définie par : F(x1,...,x,) = 0. L’ensemble
Sing(H) des points singuliers de H est I’ensemble des solutions du systéme

g_fi(mh 7xn) =
ggf;(xl, %) =0

Définition 2.3.3.3. Soit H une hypersurface de P™ définie par : F(xy, ...,x,) = 0. L’ensemble
Sing(H) des points singuliers de H est I’ensemble des solutions du systéme

F (xo,...,2,) =0
gf; (1307 7In) =0
%(.ﬂfo,...,xn) =0

Remarque. Si F' est un polyndome de degré d et que la caractéristique de k ne divise pas d,
alors Sing(H) est donné par :

g—i(xo,...,xn):()
%(mo,...,xn)zo

Exemple 2.3.3.1.

©® On considere la courbe affine C sur R? définie par: C : Y2 — X3 = 0.
Posons F'(z,y) = y*> — 2. L'ensemble des points singuliers de C est I’ensemble des
solutions du systeme :

F (2,y) =0 y* =2 =0
%—;(x,y) =0 je =322 =0 ie (z,y)=(0,0).
5, (z,y) =0 2y =0

Sing(€) = {(0,0)},

la courbe C n’admet qu’un seul point singulier qui est (0, 0). Ce qui montre que la courbe
C n’est pas lisse.

Interprétation géométrique
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FIGURE 2.1 - V(Y? — X3) C R

® On considere sur R?, la courbe affine C’' : (X? + Y?)? — (Y? — X?) = 0. On pose
Glz,y) = (2* +y°)° — (y* — 2?).
L’ensemble des points singuliers de C’ est I’ensemble des solutions du systéme :

G (z,9) =0 (@2 4122 — (y2 —22) =0 (@2 4122 — (y2 —22) =0
%(:ﬁ,y) =0 ie 4r(z? +y*) +2x =0 ie r2*+y*)+1]=0 .
5 (z.y) =0 dy(x® +y*) — 2y =0 y[2(x2 +9y*) -1 =0

Deux cas se présentent :
1°cas: x=0
Dans ce cas le systeme devient :

yi—y?=0
y(2y> —1) =0
z=0
) y=20 ) ) )
esiy=0,ona: e_0 le point (0, 0) est singulier.
esiy#0,ona:
v (y*—1)=0 y =1 1
20 —1=0 ie { y*=3 ;c’estabsurde carl # —.
2
r=0 z=0
2°cas: v #0

Dans ce cas le systeme devient :

(@ ) — (o — %) =0
2022 +y*)+1=0
y[2(a* +9*) =1 =0

zt— 2?2 =0 r? = -1 1
202 +1=0 ie { 2%= —% ; c’est absurde car — 1 # —5
y= y=0



e siy#0,ona:

(#* +9*)? = (y* —2%) =0 1 1
2? +y? = —1 ; Cestabsurde car — = # -.
? +y =3 22

2

En définitive, Sing(C') = {(0,0)}. On déduit alors que C' n’est pas lisse.

Interprétation géométrique

FIGURE 2.2 - V((X? +Y?)? — (Y2 — X?)) C R~
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CHAPITRE 3
PLONGEMENT DE SEGRE

Notre but dans ce chapitre est d’étudier les produits de variétés algébriques.

3.1 Produit de variétés algébriques

Définition 3.1.1 (Produit dans une catégorie). Soit C la catégorie des variétés algébriques.
On considere X et'Y deux objets de C. Un produit de X et'Y dans C consiste en la donnée
d’un objet Il de C et de deux fleches de C, p1 : Il — X et py : Il — Y (appelées projections)
vérifiant la propriété (dite universelle) suivante : pour tout objet Z de C muni de fleches h :
Z — X ethy: Z — Y, il existe une unique fleche h de Z dans 11 telle que hy = p, o h et
hy = pg 0 h.

q

Y

Remarque. Si le produit de X et Y existe, il est unique a un unique isomorphisme prés,
I’isomorphisme commutant avec les projections. La propriété universelle du produit assure que
la donnée de deux morphismes h; et ho d’un objet Z vers II est la donnée h, puisque qu’a partir
de h on retrouve h; par h; = p; o h et on retrouve hy par hy = ps o h. Et réciproquement, la
donnée de h induit deux morphismes uniques h; et hy. Autrement dit cette propriété universelle
signifie

Mor(Z,11) = Mor(Z,X) x Mor(Z,Y)

le produit ci-dessus étant le produit cartésien.
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Exemple 3.1.1.

@ Dans la catégorie Ens, le produit cartésien existe pour tous deux objets X et Y. C’est le
produit cartésien ensembliste : X x Y = {(z,y) | x € X,y € Y} avec py(x,y) = z et
p2(2,y) = y.

® Dans la catégorie T'op, le produit cartésien de deux espaces topologiques est leur produit
cartésien ensembliste muni de la topologie produit.

® Dans la catégorie des k-algebres, le produit existe pour tous deux objets X et Y. C’est le
produit tensoriel des espaces vectoriels X ® Y avec la multiplication définie par (z; ®
Y2).(22®@y1) = (x122) @ (y2y1) (les éléments de X ® Y sont de la forme : ) z; ®y; ot les
x; € X etlesy; € Y). Les projections sont les morphismes de k-algebres X — X ® Y,
r—rletYy -2 XY, y—1®uy.

3.1.1 Produit de variétés algébriques affines

On construit maintenant le produit de variétés affines X C A"etY C A™ Siz =
(x1,...,x,) ety = (y1,...,Ym) sont des points de A" et A" respectivement, alors on peut
définir le point (z,y) := (z1,...,Tp, Y1, .-, Ym) € A""™, de sorte qu’on peut identifier A" ™
avec A" x A™.

Définition 3.1.1.1. Soient X C A" et Y C A™ des variétés algébriques affines. On appelle
produit de X etY, I’ensemble noté X x 'Y défini par

XxY={(z,y) eA" x A" =A"" |z e X,ycY}.

Lemme 3.1.1.1. Soient X C A" etY C A™ deux ensembles algébriques affines. Alors X x Y
est un ensemble algébrique affine de A",

Preuve. Supposons que X et Y soient deux ensembles algébriques affines de A" et A™ respec-
tivement. Alors on peut écrire

X=V(F,...,F), FFeklXy,...,X,], Vi=1,...r

Y =V(Hy,...,H,) , He€klYy,....Yy] , Vi=1,...,s

Ainsi XXY =V(Fy,...,F,, Hy,...,H,) C A"™™oules Fj, H; € k[Xy,..., X, Y1,..., Y,
Ce qui montre que le produit de X et Y est bien un ensemble algébrique affine de A**™. QO

Proposition 3.1.1.1. Soit ¢ : X — Y une application continue entre deux espaces topolo-
giques.
@ Si X estirréductible, alors p(X) est irréductible.
® Si p(X) estréductible, ¢’est-a-dire, p(X) = YUY, 0uY; C (X)), alors X = o~ 1(Y})U
¢~ (Yz) avec 71 (Y;) C X.

Lemme 3.1.1.2 (voir [Geo76], Chap.2, Lem.2.13). Soient X et Y deux espaces topologiques
irréductibles. Considérons que le produit X x Y a une topologie pour laquelle les applications
X — XxY,z+— (2,y) ¢2: Y — X XY,y — (z,y) sont continues pour tous
re XetyeVY. Alors X x Y estirréductible.
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Preuve. On raisonne par 1’absurde. Soient X et Y deux espaces topologiques irréductibles.
Supposons que X x Y est réductible, on peut écrire X XY = FiUFyou F; C X xY,i=1,2
est fermé. On pose

Xy ={reX|{z}xYCF}={reX|(x,y e 1,YVyeY}.

Ce qui donne X, := () ¢; *(F}) avec ¢; *(Fy) = {z € X | (x,) € F;}. De méme
yey

X5 := () ¢; *(F). Puisque g, est continue pour tout y € Y, g; '(F}) et ¢; * (F,) sont fermés.
yey
Et comme I’intersection quelconque de fermés est un fermé, X; et X, sont fermés dans X.

Vérifions que X = X; U Xy. Soitz € X,ona:{z} xY C X xYo X xY =FUF,
d’ou {z} x Y C F; U Fs. Puisque ¢2 : Y — X X Y est continue, et son image {z} x Y est
irréductible pour tout z € X. Donc {z} x Y C Flou{z} xY C Friex € X;ouz € Xo.
Ce qui implique X = X; U Xy avec X7 C X et Xy C X. Donc X est réductible. Ce qui est
absurde. On a donc montré que X X Y est un espace topologique irréductible. u

Corollaire 3.1.1.1. Soient X C A" etY C A" deux variétés algébriques affines, alors X x Y
est aussi une variété algébrique affine.

Preuve. Montrer que X x Y est une variété algébrique affine revient a montrer que pour tous
x € Xety € Y,lesapplications ¢; : X — X XY,z +— (z,y)etqg Y — X xY,
y — (x,y) sont continues. Soient ay, . . ., a, les coordonnées de A™ et soity = (y1,...,Ym) €
Y C A™, alors I’application ¢; est donnée par

o X XxY
= (21, Tp) —> (T1, Ty YLy - o s Ym)

qui est réguliere et donc continue. De la méme maniere 1’application ¢, est continue. Donc
d’apres le lemme ci-dessus, X X Y est une variété algébrique affine. a

Proposition 3.1.1.2 (Propriété universelle du produit). Soient X C A" et Y C A™ deux
variétés algébriques affines. Alors

® les projections py : X XY — Xetps : X X Y — Y sont des morphismes.

® soit Z une variété. Alors le morphisme h : Z — X X Y est tout a fait le morphisme
(hi,hs) : Z — X x Y défini par (hy, he)(2) = (hi(2), ha(z)) pour les morphismes
hy:Z — Xethy): Z —Y.

Preuve.
® Soient (z1,...,x,) et (y1,...,Yn) les coordonnées de A" et de A™ respectivement.
Alors nous avons la projection p; : X x Y — X qui est donnée par p; := (z1,...,z,).

Puisque p; est donnée par n-uplet de fonctions régulieres sur X XY, p; est un morphisme.
De facon similaire, p, est aussi un morphisme.

® Soit h : Z — X x Y un morphisme. On peut écrire hy := (pyoh) : Z — X et
hy :== (ppo h) : Z — Y. Puisque p; et po sont des morphismes, alors hy et hy sont
tous deux des morphismes, comme la composition des morphismes est un morphisme.
Aussi pour tout z € Z, nous avons h(z) = (p1(h(z)), p2(h(2))) = (h1(2), ha(2)). Ainsi
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h = (hy,hs) : Z — X x Y est un morphisme.

Inversement, soient hy : Z — X et hy : Z — Y des morphismes.

Soit hy = (hy,...,h,), h; € A(Z)ethy = (hy,...,h. ), h; € A(Z).

Ainsi (hy, ho) = (hy, ... hy By, . k) o Z — X XY, avec hy, h; € A(Z).

a

Proposition 3.1.1.3. La variété affine X x Y avec les morphismes de projection est le produit
IT de variétés affines X et Y (dans la catégorie des variétés algébriques affines et plus que cela
dans la catégorie de toutes variétés).

Preuve. Soit Z une variété quelconque avec des morphismes hy : Z — X ethy : Z — Y.
Vu que I'ensemble X x Y est le produit II des ensembles X et Y, il existe une et une seule
application h : Z — Il telle que hy = p; o h et ho = py o h. C’est ’application z +—
(h1(z), ha(z)). Il s’agit d’un morphisme de variétés, d’ou le résultat. a

Remarque. Il est important de noter que la topologie de Zariski sur A™ x A™ n’est pas
le produit topologique des topologies de Zariski sur les deux espaces. En effet, la topolo-
gie produit est générée par les produits des ensembles ouverts de base Up = A" — V(F) et
U = A™ — V(G). Par conséquent, les polyndmes qui sont dans k[Xy,..., X, Y1,..., Y]
mais pas dans k[X1,..., X,] ou k[Y1,...,Y,,] définiront des ensembles algébriques qui sont
dans la topologie de Zariski sur A™ x A™, mais pas dans la topologie du produit. Sauf dans des
cas trés particuliers, elle est strictement plus fine que la topologie produit.

Proposition 3.1.1.4 (voir [Har77], Chap.I, Exo0.1.3.15). Soient X C A" etY C A™ des variétés
affines. Alors dim(X x Y) = dim X + dim Y.

Preuve. Soient X C A" et Y C A™ des variétés affines. Supposons que dim X = r et
dimY = s. On a alors les chaines Xg € X; € --- C X, =XetYy C Y, C ---C Y, =Y
de sous-ensembles fermés irréductibles de X et Y respectivement. D’apres ([Har77], I, thm.
1.8) ces chaines peuvent-étre étendues aux chaines Xg C X; € --- C X, = X C X, ;1 C
e C X, =A"etYo YT S CY, =Y C Yy € - €Y, = A™ de sous-ensembles
fermés irréductibles de A" et de A™ respectivement. Ainsi nous obtenons une chaine de sous-
ensembles fermés irréductibles

XoXxYgC XoxYV1 C---CXgXY,C Xy xY,C---C X, XY, 3.1)
CXo XY C - C X XY, (3.2)
C Xpr X Vi C oo C Xy X Vi = A" x AT = AT, (3.3)

Cette chaine est maximale, puisque dim A"™™ = n + m. Mais alors la ligne (3.1) de la chaine
doit aussi étre maximale, de sorte que dim(X X Y) =r+ s =dim X +dim Y. a

Il est également facile de voir que si X C A" et Y C A™ sont des variétés quasi-affines,
alors il en est de méme pour X x Y C A" En effet, on ecrit X = X; \ XpetY = Y7\ Yj,
avec Xg, X7 C A" et Yj, Y, € A™ des sous-variétés. On voit alors facilement que X x Y =
(X1, Y1) \ (X1 x Yo) U (Xo x Y7)).
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3.1.2 Produit de variétés algébriques projectives
3.1.2.1 Espace multiprojectif
On désigne par k[ X, Y| pour k[Xo, ..., X, Yo, ..., Yol

Définition 3.1.2.1.1. Un polynéme I € k| X, Y] est bihomogéne de bidegré (d, e) s’il vérifie,
pour tous \, ji € k,

F(AXo, .., A X, Yo, o 1Y) = N F(Xo, . X, You oo, Yin).

Définition 3.1.2.1.2. Soit S une partie quelconque de k[ X,Y'| formée de polynomes bihomo-
genes. On note

V(S)={(z,y) e P" xP™ |VF € S, F(x,y) =0}

le sous-ensemble de P x P™ formé des zéros communs a tous les éléments de S. Les sous-
ensembles de P X P™ de ce type sont les sous-variétés projectives.

Définition 3.1.2.1.3. Soit V une partie de P x P™. On appelle idéal de V, et I’'on note
JV)=A{F € k[X,Y] |V(x,y) € V,F(x,y) = 0}, I'idéal (homogéne) engendré par les poly-
nomes homogenes nuls sur V.

Remarque. Dans un espace multiprojectif P, ... P" les sous-variétés (fermés) sont définies
par des polyndmes séparément homogenes par rapport aux paquets de variables correspondant
a chaque espace projectif.

3.1.2.2 Plongement de Segré

Définition 3.1.2.2.1 (Plongement fermé). Soir f : X — Z un morphisme de variétés al-
gébrigues. On dit que f est un plongement fermé' si f se factorise a travers une sous-variété
Y C Z par un isomorphisme g : X — Y.

Exemple 3.1.2.2.1 (Cubique gauche). Le morphisme f : P! — P3 défini par
f(zo, 1) = (3:3 L ToTy LT x?)
est un plongement fermé, car il se factorise a travers la sous-variété
Y =V (XoX5 — X1X2, X7 — XoXo, X5 — X1 X;3) C P
par I’isomorphisme

g: P! — Y

(xo:x1) +——  f(mo,z1).

En effet, notons C = Im(f), Gl = XOX3 — XlXQ, GQ = X12 — X()X2 et G3 = X22 — X1X3.
(i) Montrons que C' =Y ou Y = V(G4, G, G3) est I'intersection des quadriques.

1. On dit aussi immersion fermée.
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v Montrons que C' C Y.

Soit p = (yo : y1 : ¥ : y3) € C. Il existe alors (7 : 1) € P! tel que
3

Yo =Ty
2
Y1 = T
To: T .
flro @) = (Yo:y1:ye:ys)ie Yo = w072
ys =}

Ona:

Gl(p) = Gl(yl)?ylay% ys) = G1($§,w8x1,xox?, x‘;’)
(x5)(x) — (wgr) (woa?) = wgw] — wpa?

Gz(p) = GQ(ymyl,ym ys) = G1($g>ﬂfg$1,$0$%, 95?)

= (w5m1)* = (w5)(w077) = wow] — w27

Ga(p) =0 ;

Gs(p) = Gs(yo, Y1, Y2, Y3) = G3($g>$39@1,$0$%a x:f)
= (wor})? — (xga1)(2}) = wpa) — xpa)

Gs(p) =

Cequimontrequep € Y.D'ouC' CY.
v Montrons que Y C C.

Gi(p) =0 Yoys — Y12 =0 @
Soitp = (yo :y1 : Y2 : y3) € Ytelque ¢ Ga(p) =0 = Yy —yoye =0 @ .
Gs(p) =0 Y5 —nys =0 ®
Yo = IL‘§
Il reste a montrer que p € C i.e. Y = T
Y2 = oy
Ys = 90:%
Ainsi :
Yoyz — 1Yz = (23)(23) — (x3z1) (0w f) = xox‘;’ — 2323 = 0, ce qui vérifie @.
Y1 — Yoo = (2321)? — (23)(zo2?) = 7] :L*Dxl = 0, ce qui vérifie @.

ys — y1ys = (zox?)? — (23x1)(23) = xoxl r2x} = 0, ce qui vérifie ®.

Ce qui montre que Y C C'. On a donc montré que C' =Y.
(i) Soit (zg: w1 :xe:23) €Y,0na:

G1($O>x1a 9527903) =0 ToTs — 102 =0
(S) : Gg(xo,.’lfl,xg,ﬂlg) =0 «— I% — XX = 0
Gs($07$1,$27$3) =0 ﬁ% —z123 =0

v’ Supposons d’abord zy = 0.

I1[E2:0 ioig

(9): =0 = T
2 — 2125 =0 72 =0

2 s mgek
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S1={(0:0:0:23) |x3€k}=Lin{(0:0:0:1)}

v/ Supposons maintenant xg # 0.
Tolg — T1T9 = 0
(9) : 2?2 — 2T = 0
23 — 123 =0
Deux sous-cas se présentent.
1¢ sous-cas : z9 = 0.

ZEQ[EgZO iofg
(9) : =0 = e
r123 =10 7 =0
13 l’3:0

S ={(20:0:0:0)|xpek}=Lin{(1:0:0:0)}

2¢ sous-cas : wg # 0.
Ona:zyg#0,2; #0,29 #0etazg #0,d ou

(o:x1:xe:x3) = (29:0:0:0)4+(0:27:0:0)4+(0:0:22:0)+(0:0:0: 23)
=20(1:0:0:0)+2;(0:1:0:0)+22(0:0:1:0)+230:0:0:1)

Sy =Lin{(1:0:0:0),(0:1:0:0),(0:0:1:0),(0:0:0:1)}.
Donc
S, =8 US, =38,
Ainsi

S=JSi=8&=P\{(0:0:0:0)}.

Construction du plongement de Segré. La définition du produit de variétés affines dans la
section précédente était tres naturelle. Pour les variétés projectives, la situation est un peu
plus compliquée. Le probleme est bien siir que, alors qu’il existe une identification naturelle
A™ x A™ = A™™ en tant qu’ensemble, ce qui nous permet de donner a A™ x A™ = A"T™
une structure naturelle de variété affine, il n’existe pas d’identification de P™ x P™ avec P"*™
en raison des relations d’équivalence définissant les espaces projectifs. L’astuce est d’identifier
I’ensemble P™ x P™ avec un sous-ensemble dans un espace projectif plus grand que P+ et
de montrer que ce sous-ensemble est en fait une variété projective. Pour étudier cette situation,
nous construisons le plongement de Segré.

On fixe deux entiers naturels n, m strictement positifs et on considere le produit P x P™
des espaces projectifs de dimensions respectives n et m avec les systemes de coordonnées
homogenes (g : -+ @ Zp) X (Yo =+ & Ym)- S0it (200 : Zo1 : *** : Zom : 210 1 *c ¢ Znm) 1€
systeéme de coordonnées homogenes de PY ou N = (n+1)(m +1) — 1 = nm +n + m. On
peut maintenant définir une application

f: P* x P™ — PN
(o rxn),(Wo: - :ym)) = (ToYo:  :ToYm: " Tn¥o: " TpYm)

qui est une immersion fermée ou z;; = x;y; pour tous 7 et j.
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Définition 3.1.2.2.2. L’immersion

f- P* x P™ — PN

(o rxn),(Wo: - :ym)) = (ToYo:  ToYm: @ " Tn¥o: " " TnYm)

est appelée le plongement de Segré de P x P™ dans PV. Elle a été introduite par Corrado
Segré en 1891 (voir [Seg91]).
Proposition 3.1.2.1.

@ [’application f est bien définie.

® [ application f est injective.

® L’image de f notée ) est la sous-variété projective donnée par les équations
ZijZw — ZyZyj = 0 (c’est ’ensemble des matrices (n + 1) x (m + 1)).

Preuve.
© Soientu = ((xo:-+ 1 2), (Yo Ym)) etv = ((xg:-- :a,), (Yo 1Y) des
éléments de P x P™ tels que (g : -+ : @) = (29 : - 2,) et (Yo i Ym) = (Yy :
) Aon f() = f(0)? o
Ona:(xo: - :a,)=(zg:--:x,)etWo: - :Ym)=Yo: " :Yn) doncil existe
a,B € k*telsque (zy: -+ : ) = (g : -+ axp)et(yg:---:y,) = Byo:--:
BYm). D ol
Py =1 (w22 Wy - wi)) = F (oo ), (Buo < -+ < Bu)
= (aBzoyo : -+ aBToYm T aBrayo o ABTYm)
:(xoyo:"':xoyn:"':xnyo:"':xnym)

=f((xo:- ), o ym)) = f(u).

Donc f est bien définie.

® Soient u,v € P" x P tels que f(u) = f(v). A-tonu = v?
Ona:
u € P" X P™ = u = ([(z:)], [(y5);])

veP x P" = v = ([@)il, (1))
D’ou
f(u) = fv) = f([(x)il: [(y);]) = f ([(93;)1']7 [(?J})j])
= [(zy;)i] = [(95;3/;)13']

Alors pour tous ¢ = 0,...,netj =0,...,m,ilexiste A\ € k — {0} tel que x;y; = \z,y;.
Soient i, ji avec x;,y;, # 0. Alors x{ky;-k # 0. En particulier y;k # 0. Donc pour
j = jmona:ux = )\xl;yjk = (AZ{jk

Yj Yji,
[(:);] = [(2;);]. De la méme maniere on montre que [(y;);] = [(y;)]] . On a donc mon-
tré que f est injective.

)

x;  pour tout 7 = 0,...,n. Ce qui donne
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® Notons X =V (Z;;Zu — ZyZyj | i,k =0,...,n et j,l=0,...,m). Le probleme re-
vient a montrer que > = X.
Montrons d’abord que ), = C X.
Soit [(x;y;)ij] € D, onaalors : z;y;xy — ;y2xy; = 0 pour tous i,k = 0,...,net
J,1=0,...,m.Donc [(z;y;)i;] € X.Cequimontreque _, ~C X.
Montrons maintenant que X C an
Soit [(z;5):;] € X. On choisit k, [ de sorte que zj; # 0. Alors

[(i5)i5] = [(zi211)i5] - (3.4)

Puisque [(z;;):;] € X, alors 2z — zuzk; = 0 < 2526 = zi2k;. Donc d’apres (3.4), on

a: [(zi5)i] = [(zaz)is] = S ([(za)i]  [(z5)5]) € 2o car [(za)i] € P et [(21);] € P™.
Ce qui montre que ), C X.On adonc montré que >~ = X.

a

Corollaire 3.1.2.2.1. L’application f : P* x P™ — X, ([(z:):], [(y;]) = f ([(w:)d], [(y;]) est
un isomorphisme.

D’apres le corollaire 3.1.2.2.1, P x P est une sous-variété et comme un produit d’irré-
ductibles est irréductible d’apres le lemme 3.1.1.2, P x P™ est une variété projective.

Exemple 3.1.2.2.2. Par le plongement de Segré si m = n = 1, alors I'image de 1’application
f: Pt x P! — P3, définie par

J (o = 1), (Yo : y1)) = (Toyo : Toyr : T1Yo : T1Y1)
est la quadrique d’équation Xy X1; — X¢1 X190 = 0.

En effet, notons ) |,, = Imf et F' = X0 X11 — Xo1X10.
Le probleme revient a montrer que » _,, = V(F).
(i) Montrons que > _,, C V(F)).
Soit P = (200 : 201 : 210 : 211) € C, il existe alors ((zo : 1), (yo : y1)) € P* x P! tel

200 = ZoYo
. Z =T
que f ((LCO : .Tl), (y() : yl)) = (ZOO L 201 - %10 - 211) 1.€. o1 - 0¥ .
210 = T1Yo
Z11 = 1l

Ona:

F(P) = F<ZOO; 2015 210, 211) = 200”11 — 201710 = ($oy0)($1y1) - ($0y1)($1y0) =0,

donc P estun zéro de F'i.e. P € V(F'). Ce qui montre ainsi que » ,, C V(F).
(il) Montrons que V(F') C > ;.
Soit P = (ZOO L 201 - 210 - 211) € V(F) tel que F(P) =0i.e. 200411 — 201”10 — 0 @.

200 = ZoYo
s . 201 = ZoY1
Il reste & montrer que P = (2o : 201 : 210 © 211) € »_qy 1€ 0 o9
Z10 = T1Yo0
211 = 11

Ainsi : 200”11 — R01R10 — (xoyo)(xlyl) — (C(]Oyl)(.l’lyo) = 0, Cce qUI vérifie @©.
Donc P € ) ;. Ce qui montre ainsi que V(F) C > ,;. On a donc montré que

211 = V(F).
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Interprétation géométrique

P! x P!

FIGURE 3.1 — Un hyperboloide a une nappe.

Exemple 3.1.2.2.3. Par le plongement de Segré si n = 1 et m = 2, alors I’image de I’applica-
tion f : P' x P2 — IP5, définie par

f (o2 21), (Yo 2 y1 : y2)) = (ToYo : Toyr © ToYz : T1Yo : T1y1 © T1Y2)
est la sous-variété V (X; X3, — X; X34, | 0 < i,5 < 2) de P°.

En effet, notons ), = Imf, F} = Xo X4 — X1X3, o = Xo X5 — XoXzet F5 = X7X5 —
X2 X4. Le probleme revient a montrer que » ,, = V(F}, Fy, F}).
(i) Montrons que » ., C V(F}, F3, F3).
Soit P = (200 : 201 : 202 : 210 : 211 : 212) € C, il existe alors ((zg : 1), (Yo : Y1 : Y2)) €
P! x P2 tel que

200 = ToYo

201 = ToY1

f(zo:x1), (Yo :y1:y2)) = (200 : 201 : 202 : 210 : 211 : Z12) i.e. 202 B T1¥o
210 = 11

211 = 11

L %12 = T1Y2

Ona:
F1(P) = Fi(z00, 201, 202, 2105 211, 212) = 200211 — 201210 = (ToYo)(x121)—(xoy1) (z1Y0) = 0,

F5(P) = F5(z00, 201, 202, 2105 211, 212) = Z00212— 202210 = (ToYo)(T1y2)—(Zoy2)(z1y0) = 0,
F3(P> = F2(Z00a 2015 2025 21072'1172’12) = 201”12 2027”11 = (%yl)(I1y2)—($092)($1yl) =0,

donc P est un zéro commun de F}, Fy et Fyie. P € V(Fy, Fy, F3). Ce qui montre ainsi
que 212 C V(Fl, FQ, Fg)

(i) Montrons que V(Fy, Iy, F3) C >,
SOit P = (ZOO 201 - %02 - %10 - R11 - 212) - V(Fl,FQ,Fg) tel que

P 0 200”11 — R01R10 — 0@
FQ(P) =0 1.e. 2007212 — 202”10 — 0® .
P)=0 =0®

201712 — 202711
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200 = ToYo
201 = ZoY1
1 3 — . . . . . : 202 = TolY2
reste a montrer que P = (200 : 201 © 202 © 210 : 211 ¢ 212) € ) 1o 1€ B
210 = T1Yo
211 = T1Y1
\ %12 = T1Y2
Ainsi :
200211 — 201710 = ($0y0)($1y1) - (xoyl)(ﬂﬂlyo) = ToT1YoY1 — ToT1Yoy1 = 0, ce qui
vérifie @.
200212 — 202210 = (xoyg)(x1y2) - ($0y2)($1y0) = ToT1YoY2 — ToT1Yoy2 = 0, ce qui
vérifie @.
201212 — 202211 = (Toy1)(T1y2) — (Toy2)(T191) = ToT1y1Y2 — ToT1y1y2 = 0, ce qui
vérifie @.

Donc P € ),,. Ce qui montre ainsi que V(F}, Fy, F5) C > ,. On a donc montré que
>0 = V(1 By, F).

Corollaire 3.1.2.2.2. Un produit de variétés projectives est une variété projective.

Preuve. Soient X et Y des variétés projectives. Par définition, elles sont isomorphes respecti-
vement a des sous- variétés de P" et P™. Alors le produit X x Y est isomorphe a une sous-
variété de P x P™. Comme celle-ci est une variété projective par le plongement de Segré, on
en déduit que X X Y est aussi une variété projective. u

Proposition 3.1.2.2 (voir [Har77], Chap.I, Exo.1.3.16). Soient X C P"et Y C P™ des variétés
projectives. Alors dim(X x Y) = dim X +dim Y.

Soit X une variété algébrique. D’apres la propriété universelle du produit X x X, il existe
un morphisme X — X Xx X qui se projette sur (idy,idy). Ce morphisme est appelé le
morphisme diagonal ; I’image de 1’application continue sous-jacente au morphisme diagonal
est la diagonale A de X x X.

Définition 3.1.2.1. Soit X une variété algébrique. On dit que X est une variété séparée si la
diagonale A = {(z,y) € X x X | © = y} est fermée dans X x X.

Remarque. Cette propriété n’a rien a voir avec la séparation au sens usuel, toujours pour la
méme raison : la topologie sur le produit n’est pas la topologie produit.

Exemple 3.1.2.1. L’espace projectif P" est une variété algébrique séparée. En effet, montrer
que I’espace projectif P est une variété algébrique séparée revient a montrer que la diagonale
Apn C P x P est fermée.

Ona:

Apn = {(z,y) € P" x P" | & =y}

= { (G Lrang | (370 0| <1}

={((w1 - rwn), (W tym)) | mayy — 259 = 0, Vi, j = 1,---  n}
:V(ZU—Z]Z|Z,]:1,,TL)

donc Apn est fermée. Ce qui montre que 1’espace projectif P" est une variété algébrique sépa-
rée.
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3.2 Autres constructions

3.2.1 Applications rationnelles

D’une maniere intuitive, on a vu que les fonctions régulieres sur une variété X sont des
morphismes X — k, et on peut penser que les applications rationnelles dans X sont des mor-
phismes qui sortent d’un ouvert non vide U C X — k.

Lemme 3.2.1.1. Soient X et Y deux variétés, soit o, 1) : X — Y deux morphismes. S’il existe
un ouvert non vide U C X tel que ¢ et ¢ coincident sur U, alors ¢ et ¢ coincident.

Preuve. Comme Y C P”, en considérant ¢, : X — Y — P" on peut supposer que ¥ = P".
On considere I’application :

oxY: X = P" x P*  — PV
p = (o), ¥(p)

avec le plongement de Segré. Ceci est effectivement un morphisme car toutes les composantes
pour cela sont polyndmiales. La diagonale A C P" x P™ (on pose P™ x P" avec les coordonnées
(ko :--:xn) X (Yo : -+ : yy,) définie par les équations X;Y; = XY, pour tous 4,5 = 0,...,n)
est fermée dans P" x P".

Alors ¢ x (U) C A et comme U est dense dans X et A C P x P" est fermée, on a
v x (X)) C Aetalors ¢ et ¢ coincident. Qa

Définition 3.2.1.1 (Application rationnelle). Soient X et Y deux variétés algébriques irré-
ductibles. Considérons les couples (U, py) oi U est un ouvert dense de X et oy : U — Y
une application réguliére. On dit que les couples (U, py) et (V,py) vérifient la relation 1 et
Pon note (U, oy) L (V,ov) si oy = py sur UNV. Une application rationnelle p de X dans
Y est une classe d’équivalence pour la relation 1. En d’autres termes

o= Uwpv)={Viev) | U,ev) L (V,ov)}.
Une telle application est notée p : X --+ Y.

Définition 3.2.1.2 (Fonction rationnelle). On appelle fonction rationnelle sur X, une appli-
cation rationnelle de X a valeurs dans k.

Définition 3.2.1.3. Une application rationnelle ¢ : X --+ Y est dite dominante si son image
est dense dans Y, i.e. p(X) =Y.

Définition 3.2.1.4. On dit qu’une application rationnelle  : X --+ Y est définie en un point
x € X, §’il existe un représentant régulier défini sur un voisinage ouvert de x dans X.

Remarque. L’utilisation du symbole --» a la place du symbole — est due au fait que 1’appli-
cation ¢ peut ne pas €tre une application de X vers Y au sens habituel car elle peut ne pas étre
définie partout sur X. L’ensemble des points de X, pour lesquels ¢ est définie est un ouvert
dense de X, que I’on appelle parfois domaine de définition.

Définition 3.2.1.5 (Application birationnelle). On appelle application birationnelle, une ap-

plication rationnelle X --+ Y qui est un isomorphisme entre un ouvert de X et un ouvert de
Y.
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On dit alors que X et Y sont birationnellement isomorphe. Une application réguliere qui a
cette propriété est appelée morphisme birationnel.

Définition 3.2.1.6. On dit qu’une variété irréductible X est rationnelle s’il existe une applica-
tion birationnelle d’un espace projectif (ou d’un espace affine) sur X.

On dit que X est unirationnelle s’il existe une application rationnelle dominante d’un espace
projectif sur X.

3.2.2 Eclatement

L’éclatement est une transformation jouant un réle important en géométrie, car il permet de
résoudre des singularités, de relier des variétés birrationnellement équivalentes, et de construire
des variétés possédant des propriétés inédites. Nous I’étudierons pour le cas des variétés affines
et (quasi-)projectives, en un point, et le long d’un idéal et d’une sous-variété.

Soient X et Y des variétés quasi-projectives.
Le graphe I', d’une application rationnelle ¢ : X --» Y est I’adhérence de Zariski dans X x Y
du graphe de o)y ot U est un sous-ensemble ouvert et dense de X :

Ly, ={(z,p(z)) |zeU} C X xY.

Notons que cela est indépendant du choix de U et que I, est birationnellement €quivalent a X.
En particulier, si I’application ¢ est réguliere sur X, alors I',, est le graphe ordinaire :

Iy ={(z,0(z)) |z € X} CX xY.

3.22.1 Eclatement dans A"

Soient X C A™ une variété algébrique affine et I C k[X] I’idéal engendré par les poly-
ndmes Fy, ..., F,_; € k[X]. Considérons I’application rationnelle

w: X --» pr-t
T ’—>(F0:"'1Fn,1).

Remarque. L application ¢ est réguliere sur X \ V(/) mais ne I’est pas en général sur tout X.

Définition 3.2.2.1.1 (Eclatement d’une variété le long d’un idéal). L’éclatement de X le
long de I noté Bl;(X) est le graphe T, C X x P"~! de ¢, avec la projection naturelle*
7 : Bl; — X sur le premier facteur.

Bl; —— X x P!
\X

2. Parfois on dira aussi que le morphisme 7 est I’éclatement de X le long de I.
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Définition 3.2.2.1.2 (Eclatement d’une variété le long d’une sous-variété). Soit V une sous-
variété de la variété algébrique affine X. L’éclatement de X le long de V est ’éclatement le
long de l’idéal radical

(V) = {F € k[Xo,...,Xp1] | Vx €V, F(z) =0},
que nous notons Bly (X).

Linverse 7~ (V) C Bly(X) qui n’est autre qu’une hypersurface est appelé diviseur ex-
ceptionnel de I’éclatement. Il est de codimension 1 dans Bly .
Soit W C X une sous-variété de X autre que V. Si W n’intersecte pas V/, alors il n’est
pas affecté par I’éclatement de X le long de V. Cependant, si W intersecte V', alors I'en-
semble W = 7—1(W \ V) est appelé la transformée propre (ou stricte) de I, et I’ensemble
7Y W) = a1 (V) Ur—1(W \ V), la transformée totale de V. L’application 7 est un mor-
phisme projectif birationnel et Bl (X) \ 7~ (V) est isomorphe 2 X \ V. Cela veut dire que
I’éclatement laisse X inchangé excepté le fait que I’on remplace V par 7—1(V).

Exemple 3.2.2.1.1. (Eclatement de A" en 0). Considérons I’application rationnelle
©: A" --» Pt
(X1, ..y xn) — (e iay)

avec les ; non tous nuls. Le graphe I', de ¢ est :

Lo ={((x1,.. . 2), (1 yn) €EA" X P (2, ... @) € (Y11 i yn) }
= { (@ s € a2 rang (707 )] <1
Y1 - Un
ZV(mineurs d'ordre 2 de (zl z">) C A" x Pt
Loy

=V (ziy; — w5y | 1 <i<j<n)CA" x Pl

L’éclatement de A" en 0 = (0,...,0) est Bly(A™) = I', avec la projection naturelle 7 :
A" x Pt — A" restreinte a T'y,.
Le diviseur exceptionnel 771(0) est obtenu en posant x = 0 dans 1.1. Ainsi,

7 10)={(0,y) € A" x P"'} =P

En d’autres termes, I’éclatement de A™ laisse presque tous les points inchangés excepté le
point 0 qui a été remplacé par P"~! qui est le diviseur exceptionnel, correspondant a la pente
des droites passant par 0 dans A".

Cas particulier. Pour représenter géométriquement cette notion, nous allons étudier 1’éclate-
ment de A? en 0. L’éclatement de A% en 0 = (0, 0) est Bly (A?) =V (2192 — zoy1) C A% x P?
ol y; et y» sont les coordonnées homogenes de P! avec la projection 7 : Bly (A%) — A? sur
le premier facteur.
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Diviseur exceptionnel

O

- ____———“‘

FIGURE 3.2 — Eclatement de A2 a I’origine (voir [Gat19]).

Remarque. Pour éclater A" en un point p différent de 1’origine, on décale 1’origine vers p par
la transformation x — x — p et on obtient :

BlL,(A") =V ((x; = pi)y; — (x; —pj)yi | 1 <4, <n) C A" x P

3.2.2.2 Eclatement dans P"

_Soient X C P"etY C P" des variétés quasi-projectives. Alors les clotures projectives X
et Y sont projectives. Soit I C k[X| un idéal homogene engendré par Fy, ..., F,_; € k[X] de
méme degré.

On définit de méme une application rationnelle ¢

0: X - Pt
r > (Fo(x): - Foq(2)).
Définition 3.2.2.2.1. (Eclatement d’une variété projective le long d’un idéal homogéne ou

d’une sous-variété).

O L’éclatement de X le long de I, noté Bl; (Y)_est la projection T : Bl (X) — X oil
Bl_(X) C X x P est la variété éclatée de X le long de I qui est le graphe T, de .

SiW C X est une sous-variété projective de X, Uéclatement de X le long de W, noté
Blyr(X) est I’éclatement de X le long de I’idéal homogeéne radical 3(W).

® L’éclatement de X le long de I, noté Bl;(X) est la projection w : Bl;(X) — X oit
Bly(X) = Bl;(X) N (X x P"1) est la variété éclatée de X le long de 1.
Si W C X est une sous-variété quasi-projective de X, la variété éclatée de X le long de
W, est Bly (X) = Blip(X) N (X x P71,
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Exemple 3.2.2.2.1.

® Eclatement de P" en un point p. Soit ¢ : P* --»> P! la projection de centre un point
p € Pret, C P" x P"! le graphe de ¢. Comme dans le cas affine, I’éclatement de
P" en p est la projection 7 : P* — P" ou P = I', est la variété éclatée de P" en p.
Comme précédemment, 7 est un isomorphisme de P \ 7=1(p) sur P" \ {p} et la fibre
7~ 1(p) au-dessus de p, isomorphe a P"~! est le diviseur exceptionnel de 1’éclatement.

® KEclatement d’une surface projective en un point. Soient C' C P? la surface quadrique
définie par C' = V(zgr3 — x129) et p = (0: 0: 0 : 1) € C. Considérons la projection
depuis p suivante

©p C --» P2

(x02$13$22x3> — (.’L’Qil’liiEQ) .
L’éclatement de C' en p est la variété

Yor1 — Y129 =0
BZP(C) = (937?/) € P® x P? | Tox3 — 122 = 0, Yo — Y220 = 0, 4122 — Y221 = 0

T3Yo — Yor1 =0

contenue dans C' x P2avec la projection 7 : Bl,(C') — Coux = (zg : z1 : T2 : 23),
y = (Yo : y1 : y2), la premiere équation est 1’équation (ou celle) de C, la seconde vient
de ¢, (z) = y et la derniére vient du graphe de la restriction de ¢, a C' \ {p}.

Dans ces équations, si on fait o = xy = x5 = 0 et x3 = 1, il ne reste plus que yy = 0, ce
qui donne une droite projective : le diviseur exceptionnel de 1’éclatement.
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CONCLUSION

Le plongement de Segré est un outil d’une importance capitale en géométrie algébrique,
mais aussi dans de nombreuses parties des mathématiques notamment en géométrie différen-
tielle (voir, [Chel3]). Dans ce mémoire, apres avoir défini les outils nécessaires et rappelé leurs
propriétés, on a montré qu’un moyen important de transformer un produit de variétés algé-
briques en une variété algébrique est le plongement de Segré dont une des conséquences est
que le produit de variétés projectives est une variété projective. L’astuce était de considérer
I’application f : P" x P — P +t7+™ définie par

fl@orran), (Yo 1 Ym) = (ToYo i+ ToYm **** & TnYm)

et de vérifier qu’elle est injective. Puis en déduire que P x P est isomorphe a une variété
projective, donc P x P est une variété projective.
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