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Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre d’étude et d’estimation, via le principe des grandes déviations,
de comportements asymptotiques des événements rares pouvant impliquer leurs modélisations par une
équation différentielle stochastique dirigée par un mouvement Brownien fractionnaire. Elle contient
principalement nos résultats [14], [15] et [16] qui sont répartis dans les deuxieme et troisieme cha-
pitres. Tout d’abord nous avons présenté dans le premier chapitre quelques résultats préliminaires du
principe des grandes déviations et quelques notions du mouvement Brownien fractionnaire. Ensuite
les autres chapitres portent sur 1’étude du comportement asymptotique de solutions des équations dif-
férentielles stochastiques simples, mixtes ou réfléchies dirigées au moins par le mouvement Brownien
fractionnaire. Dans chacun de ces chapitres cette étude est menée en deux étapes. La premiere étape
consiste, en supposant que le terme de dérive est nul et que le ou les coefficients de diffusion sont
égaux a I’identité, a montrer le principe des grandes déviations pour le mouvement Brownien frac-
tionnaire, la somme d’un mouvement Brownien fractionnaire et d’'un au moins des deux processus :
le mouvement Brownien standard et le processus de Poisson. Ainsi sous I’indépendance de ces pro-
cessus, nous avons montré ce principe des grandes déviations en appliquant les formules de Girsanov
de chaque processus, le théoreme de Bochner-Minlos et les inégalités de Markov et de Jensen. La
seconde étape est de montrer le principe des grandes déviations pour ces solutions des équations dif-
férentielles stochastiques simples, mixtes ou réfléchies quand le terme de dérive est différent de zéro.
Pour ce faire, nous utilisons le principe de contraction dont le but est, a partir de I’étape précédente,
d’exhiber des fonctions déterministes continues afin de déduire le principe des grandes déviations

pour les solutions.

Mots-clés : Mouvement Brownien fractionnaire- Mouvement Brownien standard- Processus de Poisson-
Processus de Lévy- Principe des grandes déviations- Formules fractionnaires de Girsanov - EDS -EDS

mixte- Espace polonais-Espace de Hilbert- Espace des distributions tempérées.
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Abréviations et Notations

Tout au long de cette these, on utilisera de maniere courante les abréviations et les notations

suivantes :

Liste des abréviations

mBf : Mouvement Brownien fractionnaire.
mB : Mouvement Brownien standard.
PGD : Principe des grandes déviations.
EDS : Equation différentielle stochastique.

EDSP: Equation différentielle stochastique perturbée.
EDSM : Equation différentielle stochastique mixte.

Liste des notations

R: Ensemble des réels.

S(R): Espace de Schwartz.

S'(R): Espace des distributions tempérées.

L*(R), Lé(lR), IL.2,IM? et £?: Espaces de Hilbert.

OetC: Ouvert et fermé respectivement.

ac,L, M,N,etT: Constantes.

a,0,e,Ret R : Réels tendant vers 0.

BtH : Mouvement Brownien fractionnaire.

W; . Mouvement Brownien standard.

N; : Processus de Poisson.

N; : Compensateur du processus N; de Poisson.

Ry : Covariance de B}

¢ : Dérivée seconde partielle de Ry.

f,pety: Fonctions déterministes des processus respectivement BY, W;
et N;.

Y, Oret ¥ : Fonctions associées aux fonctions déterministes f, ¢ et ¢



Abréviations et Notations

w,Bety: Trajectoires respectivement de BtH , Wi et Ny dans S'(R).
X:,Y:, Zyet Ly Solutions des EDS.

F,G,h,z,g,m,uetl: Trajectoires des solutions.

g: dérivée de la fonction g par rapport au temps.

I: Bonne fonction de taux d’un processus stochastique

]: Bonne fonction de taux d’une diffusion.

P,uvetQ: Probabilités.

o Produit de Wick.

Lo Fonction indicatrice sur [0, T].

X0 : Fonction indicatrice sur un intervalle O.

E(X): Espérance mathématique d’un processus X.

E(X): Espérance mathématique d’un processus X par rapport a la nouvelle
probabilité IP.



Introduction

L’ étude des événements rares est un domaine important et tres actif dans une variété de disciplines
scientifiques. En physique des particules, les problemes d’événements rares sont souvent liés a I’es-
timation des probabilités de non-absorption d’une particule évoluant dans un moyen de piégeage. En
sciences de I’ingénieur, ces problemes d’événements rares se posent dans I’analyse et la prévision des
risques majeurs comme les tremblements de terre, les inondations, les risques de collision aérienne,
les dispersions de radiations nucléaires. L’étude des risques majeurs peut €tre entreprise en utilisant
deux approches principales, I’analyse statistique des données collectées et la modélisation probabiliste
des processus. L’analyse statistique des valeurs extrémes nécessite souvent une période d’observation
prolongée, en raison de la tres faible probabilité d’occurrence d’événements rares. L’ approche pro-
babiliste consiste tout d’abord a modéliser le caractere aléatoire du systéme sous-jacent, ensuite en
utilisant certains outils mathématiques ou de simulation pour obtenir une estimation précise, a savoir
la théorie des grands nombres, la théorie des grandes déviations, etc.

La théorie des grandes déviations est un ensemble de méthodes et de résultats asymptotiques sur
les probabilités d’événements rares. Historiquement, elle est apparue dans les mathématiques d’as-
surance avec la probabilité de ruine, probleme d’estimation au sein du modele classique de Cramer-
Lundberg. Aujourd’hui, il y a des applications de cette théorie dans presque tous les domaines des
mathématiques et beaucoup de chercheurs scientifiques s’intéressent a 1’étude des processus de dif-
fusions puisque cette derniere contribue a la compréhension de plusieurs sujets scientifiques relatant
des études de modélisation comportementale. L’ étude des processus de diffusions des équations diffé-
rentielles stochastiques(EDS) est un sujet qui a beaucoup attiré I’attention des chercheurs du fait qu’il
existe de nombreuses applications auxquelles elles s’averent étre tres utiles : la télécommunication,
les modeles de processus physiques (les réseaux électriques, les propagations d’impulsion nerveuses).
S’agissant de I’étude via le principe des grandes déviations pour les processus de diffusions des EDS,

nous citons les travaux :

> de Freidlin-Wentzell [21] et Azencott [|] pour les équations différentielles stochastiques dirigées

par un mouvement Brownien standard ;

> de Priouret-Doss [ 18] pour les équations différentielles stochastiques perturbées et réfléchies diri-

gées par un mouvement Brownien standard ;

> de Florens [20] et de Dadashi [1 1] en 2013 pour les équations différentielles stochastiques dirigées

par un processus de Poisson;

> de Manga et Diédhiou en 2019 [10] pour les équations différentielles stochastiques dirigées simul-
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tanément par un mouvement Brownien standard et un processus de Poisson.

Presque tous les auteurs qui s’y investissent étudient le comportement asymptotique d’une solution
d’EDS régie par un mouvement Brownien standard ( mB) ou un processus de Poisson. Cependant
cette étude pour les EDS dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire ( mBf) n’existe presque
pas a cause des irrégularités de I’intégrale par rapport a ce dernier processus dans les espaces R?. Cest
ce dernier fait qui nous a marqué et nous avons décidé de nous y investir et d’apporter des résultats
scientifiques. Ainsi nous considérons dans I’espace des distributions tempérées S’(IR) ot le bruit
blanc fractionnaire, le théoreme de Bochner-Minlos et la différentiabilité du mBf sont applicables,
d’abord les EDS et EDS réfléchies dirigées par un mBf (P.1) puis les EDSM et EDSM réfléchies
dirigées simultanées par un mBf et mB (P.2) enfin les EDSM dirigées par un mBf et le processus de
Levy (P.3) :

t t
xHe = x0+/ b(Xfi's)dr—o—s/ ou(XPE)dBH, 1 < t € [0 T) M
JO JO
t t
Xff = xp +/ b(X,ff)ds + s/ UH(XS;S)dBfI + o sup (ngf), r<tel0;T] 2)
’ 0 0 0<r<t
t t
YR =y 4 / b(Y,H'S)dr+e/ o (Y)Y dBH + L5, r < t € [0;T] 3)
JO 0

ol
* Bfl est un mouvement Brownien fractionnaire de parametre de Hurst H € (0;1);
* a €]0,1];

O0sit=0
% L§ est un processus croissant tel que L; =

, .
L X{Y,H'5=O}dL§ site[0;T]

ot t ot
XE — o /0 b(XH%)dr + ¢ /0 op (XHwe)dBH 1 ¢ /0 oo (XHOE)AW,, 1t € [0;T] @

i t t
o=yt /O b5 )dr + e /0 o (YHwe)aBH + e./o Co(YARO) AW, + L, 1t € [0;T] 5)

ol
* Bfl est un mouvement Brownien fractionnaire de parametre de Hurst H € (0;1);
*  W; est un mouvement Brownien standard ;
0sit=0
* L est un processus croissant tel que L = ,
/0 )({Yyﬂ,w,g:O}dLﬁ sit € [0;T]
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i t i
XHNE = xo 4 /O b(XHN)dr + ¢ /0 op (XN dBH 4 ¢ /0 /]R K(x, XPN)N (dx, dr), ©)

t t t t
Xt :x0+/ b(Xi)dr—i—e/ UH(Xf)dBf—i-e/ crw(xﬁ)dw,+s/ / K(x, X)N(dx, dr), 7
0 0 0 0 JR*
ou
* BH est un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre de Hurst H € (0;1);
* W} est un mouvement Brownien standard ;

* N est un compensateur du processus de Poisson.

Motivation

Les théories de Schilder et Freindlin-Wentzell [12] élaborées respectivement pour le mouvement
Brownien standard et pour les équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement
Brownien standard par rapport au principe des grandes déviations nous ont amené a nous investir
dans I’étude comportementale des EDS dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire. D’ autres
motivations nous proviennent des travaux de Doss-Priouret [18] pour les EDS perturbées et réflé-
chies. Ces travaux nous ont permis d’obtenir des résultats pour les EDS au probleme P.1. A la fin de
la rédaction de notre dernier papier du probleme P.1, une idée d’étude via le PGD pour les EDS du
probleme P.2 nous est venue en téte; c’est ce qui a donné les résultats importants que nous allons
énoncer également dans cette these.

Cette idée nous a permis d’étudier aussi les EDSM régies par un mBf et un compensateur du pro-
cessus de Poisson et les EDSM régies par un mBf et un processus de Lévy : ce sont les EDSM du

probleme P.3.

Etudes antérieures

La théorie des grandes déviations est née de 1’étude fine des sommes de variables aléatoires in-
dépendantes. Cette théorie a été inventée et appliquée pour la premiere fois par le mathématicien
suédois Harald Cramer en 1936 qui, motivé par le calcul optimal de prime d’assurance, s’intéresse
aux comportements asymptotiques de moyennes empiriques des variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées (i.i.d) de carrés intégrables et il établissait le théoréme 2.1.24 dans [12].
Ce théoreme de Cramer est limité au cas de vecteurs aléatoires identiquement distribuées (i.i.d). Ce-
pendant une extension au cas non i.1.d est rendue possible grace au théoreme de Gartner-Ellis [12].
La théorie des grandes déviations admet de nombreux développements concernant des mesures sur
des espaces de dimensions finies et infinies. Nous citons en particulier le théoreme de Schilder don-
nant un principe des grandes déviations pour des mesures liées au mouvement Brownien standard. Ce
théoreme de Schilder a permis d’une part a Freidlin-Wentzell [21] et a Azencott [|] de généraliser ce
principe pour les systemes dynamiques stochastiques régis par un mB et d’autre part a Dosse-Priouret

[18], Bo-Zhang [6] etc de généraliser ce principe pour les EDS perturbées et réfléchies contrdlées
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par un mB. Récemment certains auteurs comme Manga, C., Diédhiou, A. [31] ont établi cette théorie
pour les EDP dans le cas de couplage homogénéisation et grandes déviations.

Nous citons aussi pour la méme théorie, les travaux de Florens [20] pour un processus de Poisson,
de Zhao. H; Xu,S [46] et de Dadashi [I 1] pour les EDS dirigées par ce dernier processus et ceux
de Coulibaly, A., Diédhiou, A. en 2019 [10] pour les EDS dirigées simultanément par un mB et le
processus de Poisson .

S’inspirant des travaux de Schilder, dans le cadre des trajectoires rugueuses, Inahama [27] montre le

principe des grandes déviations pour un mouvement Brownien fractionnaire de parametre de Hurst

limité c’est-a-dire H € (4_1 ; E) car pour lui, I'intégrale par rapport a un mBf n’a de sens que si elle
vérifie le théoreme de Young. Et vu I'irrégularité de I’intégrale par rapport au mBf, certains auteurs

dans [8] et [32] prennent les représentants du mBf afin de prouver le principe des grandes déviations.

Objectif et Méthodologie

Nous nous intéressons principalement dans cette these a I’étude asymptotique de solutions des
équations différentielles stochastiques dirigées au moins par le mouvement Brownien fractionnaire
BtH . Cette étude va se faire grace au principe des grandes déviations, plus particulierement 1’utilisa-
tion des estimations de Friendlin-Wentzell et la méthode d’ Azencott. Pour ce faire, nous envisagerons
d’abord le cas pour lequel la dérive est nulle et le ou les coefficients de diffusions sont égaux a un.
C’est I’extension du travail de Inahama [27] pour un mouvement Brownien fractionnaire dans tout
I’intervalle (0; 1) du parametre H et aussi 1’obtention du principe des grandes déviations pour la
somme de mouvement Brownien fractionnaire et I’un au moins des deux processus, le mouvement
Brownien standard et le processus de Poissons indépendants. Mais notre démonstration est différente
de la celle de Inahama. Elle consiste a utiliser principalement les formules fractionnaires de Girsanov
associées a la dérivée seconde partielle de la fonction covariance du mouvement Brownien fraction-
naire. Ce cas va nous amener a généraliser le principe pour les EDS définies aux problemes P.1,
P.2 et P.3. Ainsi par la technique du principe de contraction nous parvenons a estimer la probabilité
qu’une solution d’EDS s’approche de sa solution déterministe dans I’espace des fonctions de carré

intégrables contenu dans I’espace des distributions tempérées de 1’espace de Schwartz.

Plan de la these

Notre these comprend quatre chapitres :
Le premier chapitre est un rappel de quelques notions de processus stochastiques, notamment celles
du mouvement Brownien fractionnaire (mBf) et du principe des grandes déviations dont nous aurons
besoin pour la suite. Au regard des difficultés que présente le mBf, nous avons mis 1’accent sur I’inté-
grale d’un processus par rapport a ce mBf et également sur les théoremes et définitions de la théorie
de grandes déviations.
Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude comportementale de solutions des équations différen-

tielles stochastiques (1),(2) et (3) du probleme P.1, dirigées uniquement par le mBf. Il est composé
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de trois parties dont les deux premieres constituent notre premier article [14] dans lequel nous avons
prouvé d’abord le principe des grandes déviations pour le mBf ensuite nous avons obtenu de maniere
générale deux principaux théoremes de PGD pour I’EDS (1). Quant a la troisieme et derniere partie
de ce chapitre, elle est un ensemble de résultats des EDS (2) et (3) de notre troisieme article [16].

Le chapitre 3, comme le précédent, est composé de trois parties. Il est le résultat de notre deuxieme
article [15] et d’un papier soumis. Ce troisieme chapitre traite I’étude du comportement asymptotique
des EDS (4) et (5) dirigée simultanément par le mBf BtH et le mB W;.

Le quatrieme chapitre est consacré a 1’étude des EDS (6) et (7) du probleme P.3 soumis pour pu-
blication. Nous allons dans ce chapitre montrer le PGD pour la somme de deux au moins des trois
processus BtH , W; et N; indépendants, définis au probleme P.3 puis par la technique du principe de

contraction, nous en déduisons les estimations des probabilités de solutions d’EDS (6) et (7).

Résultats obtenus
Publiés :

R. Diatta, A. Diedhiou. Large Deviation Principle Applied for a Solution of Stochastic Differen-
tial Equation Driven by a Sub-Fractional Brownian Motion. International Journal of Pure and
Applied Mathematical Sciences. ISSN 0972-9828 Volume 13, Number 1 (2020), pp. 11-22

R. Diatta, A. Diedhiou. Large Deviation Principle Applied for a Solution of Mixed Stochastic Dif-
ferential Equation Involving Independent Standard Brownian Motion and Fractional Brow-
nian Motion. Applied Mathematical Sciences, Vol. 14, 2020, no. 11, 511 - 530 HIKARI Ltd,

www.m-hikari.com

R. Diatta, 1. Sané, A. Diedhiou. Large deviation principle for reflected diffusion process fractional
Brownian motion. Advances in the Theory of Nonlinear Analysis and its Applications 5 (2021)
No. 1, 127-137.

Soumis :
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Chapitre 1

Préliminaires

Le but de ce chapitre est de définir certains processus stochastiques et aussi de rappeler brievement
la théorie d’intégrale d’un processus stochastique par rapport au mouvement Brownien fractionnaire
(mBf) dans IR et notamment dans un espace des distributions tempérées . De plus, nous y résumons
la théorie du principe des grandes déviations (PGD) pour un mouvement Brownien standard (mB),
un processus de Poisson et le mBf et pour les équations différentielles dirigées par ces processus.
L’élément fondamental dans ce chapitre est le sens de I’intégrale par rapport au mBf surtout dans un
espace des distributions tempérées dans lequel la différentiabilité de mBf, le théoreme de Bochner-
Minlos sont applicables.

1.1 Processus stochastiques

Soit (Q), F,P) un espace de probabilité et > 0 un temps.

Définition 1.1.0.1. On dit que X = (X¢);>0 est un processus stochastique sur (Q), F) indicé par le

temps t si X est une famille de variables aléatoires sur(Q), F).

Définition 1.1.0.2. ( Mouvement Brownien standard (mB))

Un processus stochastique est un mouvement Brownien standard 'w = (Wt)tzo (mB) s’il vérifie :

i) Wo =0p.s;

i) pour tous 0 < s < t, Wy — W; est une variable aléatoire gaussienne N (O;t — S) indépendante de
F:

ii) pourtous 0 < s < t, la loi de Wy — W; est identique a celle de W;_s.

Définition 1.1.0.3. (Processus de comptage)

Un processus de comptage N = (Ny);> est une variable aléatoire réelle vérifiant :
i) No=0p.s;

ii) Ny e N*V >0,

iii) t — N est croissante.

Définition 1.1.0.4. (Processus de Poisson)

Un processus de Poisson”> Ny d’intensité A > 0 est un processus de comptage tel que

1. Un mouvement Brownien standard est un processus de Lévy.
2. Un processus de Poisson est un processus de Lévy.
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i) Ny est a accroissements indépendants et stationnaires ;

i) pour tous s et t, Ny1s — Ng suit la loi de Poisson de parameétre Af.

Définition 1.1.0.5. (Processus de Lévy)

Un processus stochastique X = (Xt)>0 avec Xo = 0 est un processus de Lévy si

i) pour toutn € N et pour tour 0 < t < ... < t, < +o0, les variables aléatoires { X}, , — Xt]} sont

j+1
indépendantes ;

ii) pour tous s < t, la variable aléatoire X; — X5 a méme loi que X;_s.

Définition 1.1.0.6. (Mouvement Brownien fractionnaire (mBf))

Un mouvement Brownien fractionnaire (mBf) BE = (Bf)1>¢ de paramétre H € (0;1) est un pro-

cessus gaussien centré défini sur (Q), §,P) et vérifiant :
i) B(I){ =op.s;
. Hy2 _ 2H .
i) E[B/]" = [t]*7,
iii) BH a des accroissements stationnaires.
Propriétés :

. . . . . 1
* Un mouvement Brownien fractionnaire Bfl est un mouvement Brownien standard si H = >

* Un mouvement Brownien fractionnaire Bf{ est une semi-martingale si H = 5

* Un mouvement Brownien fractionnaire Bfi est un processus de Markov si
1

H=_.
2
* Un mouvement Brownien fractionnaire Bfl est un processus a accroissements stationnaires.
. . . . . 1
* Un mouvement Brownien fractionnaire est un processus a accroissements dépendants si H # 5

* Un mouvement Brownien fractionnaire B f{ est a variation non bornée p.s. sur un compact de RR.
* Un mouvement Brownien fractionnaire Bfi est a variations quadratique finie si

1 1
H > 5 et infinie si H < 5

Proposition 1.1.0.7. Un mouvement Brownien fractionnaire B = (Bfl )#>0 est un processus gaus-

sien centré de fonction covariance symétrique, continue et définie positive

1
Ry(t,s) = E(BIBH) = §(t2H+52H—|t—s|2H). (1.1)

1.2 Intégrale d’un processus stochastique

1.2.1 Définitions et théoreémes

Définition 1.2.1.1. (Intégrale de Stieljes)

Soit X un processus a variation finie de trajectoire w et H un processus mesurable tels que presque

9
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t
siirement lintégrale / Hs(w)dXs(w) existe et soit finie pour tout t > 0. Alors
0

t t
/Hsts:/ Hy(w)dXs(w), Vi >0,
0 0

est appelée intégrale de Stieljes de H par X.

Définition 1.2.1.2. On définit I’intégrale stochastique d’un processus prévisible localement borné H

par une semi-martingale X; = My + Ay par

t t t
/ HSdXS — / HSdMS + / HsdAs.
0 0 0

Théoreme 1.2.1.3. (Intégrale de Young [25])
Soit H et X deux processus tels que X € C* et H € CP.

t
Sia+ B > 1alors lintégrale / Hsd X est appelée intégrale de Young et existe comme intégrale de
0
Stieljes pour tout t > 0.

Définition 1.2.1.4. (Intégrale de Russo-Valloi [25])
Soit X et Y deux processus continus, définis sur [0, T|. Alors I’intégrale symétrique ou ’intégrale au

sens de Russo-Vallois est définie par

t
/ Y.d°X, = P — lim
0

e—0

/t (Ys-l-s + Ys)((Xs+s - Xs)ds
0 2¢ '
Définition 1.2.1.5. (Intégrale de Newton-Cotes [35])

Soit f : R — R une fonction continue, soit X et Y deux processus continus sur [0, T] et soitm > 0

un entier. L'intégrale de Newton-Cotes de f(Y) par rapport a X est définie par :

(Xu+s - Xu)
&

[ e, = tim [0+ B~ Vo) (d8)) i

e—0

1
pourvu que la limite existe. Ou par convention j; = 5(50 + 01) et pour

2m=1) 01 2(m—1)u—k d;

ou 0 est la mesure de Dirac.

1.2.2 Intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien fraction-

naire (mBf)

t
Le but de cette partie est de donner un sens a I’intégrale stochastique / f (s,w)dBf afin de
0

I’utiliser par la suite. Comme le mouvement Brownien fractionnaire n’est ni une semi-martingale ni

10
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un processus de Markov, on ne peut pas lui appliquer le calcul stochastique classique d’It6. Le fait que

le mouvement Brownien fractionnaire admet une variation quadratique pour H > > une i7] variation

forte, « Holdélienne et est intégrable au sens de Newton-Cote, on a les théorémes suivants :

Théoreme 1.2.2.1. (voir [23])
1 t
Si f:]0,T] x R — R est a p variation finie tel que p > 5 alors / f(s,w)dBE est définie au sens
0
de ’intégrale de Young.
Théoreme 1.2.2.2. (voir [23])
t 1
L’intégrale symétrique / f(BI)d°BE existe pour f € C°(R) si et seulement si H € (6' 1).
0

Théoreme 1.2.2.3. (voir [27])

t
Soit m > 1 un entier. L’intégrale de Newton-Cotes / f(Bf)dNC’me existe pour tout
0

f: R — R de classe C*" 1 si et seulement si H € (
fonction dérivable F de f,

, 1). Dans ce cas, on a pour toute

dm +1

F(Bl") = F(B{)) + [ f(BIaNemB.

Remarque 1.2.2.4. L’intégrale de Newton-Cotes nous permet de donner un sens a l’intégrale

t
/ f(s,w)dB dans R pour H € (0;1).
0

D’autre part, il existe aussi une construction d’intégrale par rapport a mouvement Brownien frac-
tionnaire permettant comme le cas précédent, de traiter tous les indices de Hurst H € (0;1). Elle est
due a Christian Bender [4] et utilise entre autre les notions de S-transformation, de produit de Wick
et d’intégrale de Pettis (bruit blanc) sur I’espace de distributions d’Hida (voir aussi [42]).

Etant donné que le dual S’ (IR), espace des fonctions a distributions tempérées de I’espace de Schwartz
S(R), est un espace d’Hida, on considere 1’espace mesurable (S’(R), B(S'(R))) et on note par (., .)
la dualité entre S(R) et S’(R), et (.,.) le produit linéaire dans L2(IR).

Définition 1.2.2.5. Un processus (., f) : S'(R) x S(R) — R défini par (., f)(w) = {w, f) est un

processus gaussien de covariance |f|>.

Théoréme 1.2.2.6. (de Bochner-Minlos (voir [3] et [25]))
Soit & une fonction définie sur S'(R) vérifiant :

* ¢ est continue sur S'(R) ;

* ¢ est positive sur S’ (R);

* ¢(0) =1,
c’est-a-dire que § est une fonction caractéristique. Alors il existe une unique probabilité pz sur

(8'(R), B(S'(R))) et pour tout f € S(R)

1) = [ P f) s = exp {512}

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.2.2.7. Une fonction ¢ : R — S'(R) est appelée processus stochastique ou S'(R)-

processus ou processus de Hida.

Définition 1.2.2.8. La S-transformation de & € S'(R), notée S(¢) est définie comme une fonction de
S(R) vers R et est donnée par, pour toute fonction f € S(R),

S(E)(f) = (& exp{ (. f) — 5| fP})) = Elgexp{(. f) — | fP}

oit ({.,.)) est le crochet de la dualité entre S'(R) et S(R).

Théoreme 1.2.2.9. (voir [412])

Un mouvement Brownien fractionnaire Bf{ € S'(R) est différentiable comme processus de Hida et

dBH
=Y

ol w{i € S'(R) est appelé bruit blanc fractionnaire.
Définition 1.2.2.10. Un processus stochastique X : I C R — S’(IR) est intégrable au sens de bruit
blanc (Pettis) si
* SX(f) est mesurable pour tout f € S(R) et SX(f) € L}(I);
x il existe ¢ € S'(R) tel que /SXt(f)dt = S¢ et on définit alors /Xtdt =C.
I I
Théoreme 1.2.2.11. (voir [42])
On suppose que & : 1 C R — S'(R) satisfait :
x SC(f) est mesurable pour tout f € S(R);

* il existe des constantes positives k,a et p telles que

] 1s2(F)lat < kexplalf[3)

Alors ¢ est Pettis intégrable ou intégrable au sens de bruit blanc.

t t
Exemple : B = / dBH = / w!lds existe au sens de bruit blanc.
0 0

Théoreme 1.2.2.12. (voir [42])
Soit (@,&) € §'(R) x S8’ (R). Alors il existe un unique élément de S'(R) appelé produit de Wick de
D et ¢ noté ® o ¢ tel que

S(@08)(f) =S2(f)S¢(f)

pour tout f € S(R).

t
Remarque 1.2.2.13. / BH o wlds existe au sens de bruit blanc.
0
1

t t 1
En effet / BH o whds = / B odBl = ~(Bf)2 — 1.
0 0

12
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Théoreme 1.2.2.14. (Intégrale d’Ito fractionnaire voir [42])

Un processus ¢ : [0, T] — S’(RR) est intégrable au sens d’Ité fractionnaire pourvu que & o w' est

intégrable au sens de bruit blanc et on écrit

t t
/gsdsz/ & o w!ds.
0 0

Théoreme 1.2.2.15. (voir [42])
Une intégrale fractionnaire d’It6 pour & : I C R — S'(R) existe ssi

* SC(f) est mesurable pour tout f € S(R);

* il existe des constantes positives k, a et p telles que

[ 182(£)1at < kexpalf[3).
Alors C est Pettis intégrable ou intégrable au sens de bruit blanc.
t
Remarque 1.2.2.16. / F(BH)dBE existe pour F(BE) € S(R).
0

Définition 1.2.2.17. Soit w € S'(R), le processus coordonné BY a valeur dans R défini comme

BH (w,t) = w(t) est un mouvement Brownien fractionnaire continu en O dont la covariance est
donnée par
1 t s
E(BIBI) = (1 + 2 — |t — M) = / / (r, u)dudr
0 Jo
o’E(Bf'BH
o ¢(t,s) = % = H(2H —1)|t — 5?2,

Définition 1.2.2.18. Pour toute fonction f € L*(R) il existe une suite (g,)nen € S(R) telle que
gn — g dans L*(R) quand n — 400 et aussi

(w,g) == lim (w,gn).

n—-4o00

Définition 1.2.2.19. Soit £ ’espace des fonctions étagées. L’espace LZ(IR) de Hilbert est défini

comme la fermeture de & respectivement au produit scalaire

(Lo, 1jo,e)) / / v, u)dudr

et pour toutes fonctions f et § € L? (R)

Plonpslos) = [ [ Ot adudr, 178 = Frog flog) = [ [ F0)f 00, u)dudr

Considérons Lé( ) ={f: R = R, |f|§,t = /0 /0 f(r)f(u)p(r,u)dudr < +oo} espace

de Hilbert des fonctions de carrées intégrables sur R et ]P¢ la probabilité du mouvement Brownien

fractionnaire B dont la dérivée seconde de la covariance est ¢ sur S’ (R).

13
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Définition 1.2.2.20. Soit f € Lé(]R), par approximation des fonctions de £, on définit pour w €
S'(R)

t
i) (w, fljy) = / fsdBE un processus gaussien
0
1
ii) exp®{{w, f)} = exp{{w, f) — §|f|§,} le produit de Wick exponentielle.

Théoréme 1.2.2.21. (Lemme du thoréme de Bochner-Minlos voir [25]) Pour toutes f € Lé(]R) et
w e S'(R),ona

« E[{w, f)] = 0 et E[(w, )] = | f[}

« Elexp{(w,/)}] = exp{5|f3}.

Théoreme 1.2.2.22. (Formule fractionnaire I de Girsanov (voir [5] et[20]))

t
Soit ¢ € LP(IP(I;) pourp >let f € Lé(]R). Soit «y défini par vy = / f(r)p(s,r)dr.
0
Alors Uapplication w — &(w + 7y) appartient a L1 (]Pg) pour tout g < p. et

/S,(]R) ¢(w+7)dPg (w) = /S/(]R) E(w).exp®{{w, f) }dPY (w).

Corollaire 1.2.2.23. Soit ¢ : R — R une fonction bornée et f € Lq%(]R). Alors

Bpg 6B + [ 7(s)ds)] = By 2(BF).exp [ f(s)dB — 21/3)
]P(I;[‘:(t—F/O’YSS—]Pg ). exp Ofs it

Théoreme 1.2.2.24. (Formule fractionnaire II de Girsanov (voir [5] et[20]))
Soit T > 0 et 7y et § deux fonctions continues telles que suppy C [0,T], suppg C [0,T] et

t
(& fle = (1. HizwVf € S(R), c’est—d—dire/ e(M)p(s,r)dr = 94,0 < s <t < T. On définit
0
une probabilité 11351 par

dpP

H
. 1
ﬁ =exp’{{w, /) } = exp{{w, f) — §|f|g>}

t
Alors BtH = Bg{ + / Ysds est un mouvement Brownien fractionnaire sous ]Pg.
0

1.3 Equations différentielles stochastiques(EDS) dirigées par un
mBf

Nous donnons dans cette section les théorémes d’existence et d’unicité de solutions de certaines
e, . . . / .
EDS dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire dans R et dans S'(IR) afin de discerner les

difficultés d’existence et d’unicité de solutions.

14
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1.3.1 EDS dont le coefficient de diffusion est égal a I’identité

On considere 1’équation différentielle stochastique (voir Ouknine [37]) :
t
&:mﬁﬂﬁ+/bm¢hogth (1.2)
0

o b : [0,T] x R — R est une fonction borélienne et Bf? est un mouvement Brownien fraction-

naire(mBf) unidimensionnel. On suppose que

(

by) si H < %et b(x,B)] < e(1+ |x])

(#p) 1 o 1 1
bz)szH>EetbestHoldercontznuedodrel>zx>1——enxet’y>H——ent

2H 2
[ 1b(x 1) =b(y,s)] < c([x —y|* + [t —s[7)

Théoreme 1.3.1.1. (de Ouknine [357])
Sous I'hypotheése (Hy) I’équation (1.2) a une unique solution faible.

Théoreme 1.3.1.2. (de Ouknine [57])

Soit (by)neN une suite de fonctions uniformément mesurables et bornées telles que
ngwan (x,t) = b(x,t) pour presque tous (t,x) € [0, T] x R.

Alors U'EDS (1.2) admet une solution.

Théoreme 1.3.1.3. (de Ouknine [57] )
On suppose que b satisfait (’Hbl). Alors UEDS (1.2) admet une unique solution forte.

1.3.2 EDS avec l’intégrale de Wiener contre le mBf

On considere I’EDS (voir Mishura [34]) :

t t
X; :x0+/ b(x,)azr+/ F(r)dBH, 0<t<T (1.3)
0 0

oub: [0,T] x R — R est une fonction mesurable, xg € R etf € L2(IR).On pose g(t) = —— et
h(t,x) = g(t)b(t, x) vérifiant I’hypothese (Hyy,) suivante :

il existe une constante c telle que pour tous (¢,x) € [0, T] X R,
[b(x,t)| < c(1+ |x]) et |h(x, B)] < c(1+ |x]).

Théoréme 1.3.2.1. (de Mishura [34]) On suppose que b et h vérifient (Hyy). Alors 'EDS (1.3)

admet une unique solution forte dans IR.

15



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.3.3 EDS avec I’intégrale au sens du bruit blanc

Soit I’EDS dirigée par un mBf (voir [4] ou [42]) ou I'intégrale est définie au sens du bruit blanc :
t t

X; = xo+ / b(X,)dr + / o(X,)dB, 0 <t < T. (1.4)
0 0

On suppose que b, : [0, T] x S'(R) — S'(R) et qu’il existe des constantes a et k telles que pour
tous x ety € S’(R), on a I’hypothese (Hs)

(Hs1) Mesurabilité : b et o sont faiblement mesurables pour chaque processus X : [0, T] — S'(R)

faiblement mesurable ;

(Hs,) Lispschitz condition : pour tout t € [0, T] et pour f € S(R)

[Sb(t, ) (f) = Sb(t,y) ()] < k(1 + |f*)I8x(f) —Sy(f)]
[Sa(t,x)(f) =Se(t,y) () <k +[fDISx(f) =Sy(f)I;

(Hs3) Croissance linéaire : pour tout t € [0, T] et pour f € S(R)

[8b(t,x) (f)| + 1Ser(t,x) (f)] < exp{clfI*(1 + [Sx(f)])}.

Définition 1.3.3.1. (solution faible)
L’application X : [0, T] — S'(R) est appelée solution faible de L’EDS (1.4) si elle satisfait

i) X est faiblement mesurable ;

ii) b, et 0 sont intégrables respectivement par rapport a dr et dBF au sens du bruit blanc;

iii) pourtoust € [0,T] et f € S(R)

SX,(f) =Sx0(f) + [ $606) (f)dr + [ So(x) 0wl (yar

Théoréme 1.3.3.2. (de David Siska [1”])
Sous (Hs) et si xo € S'(R) alors I’EDS (1.4) a une solution faible.

1.4 Principe des grandes déviations (PGD)

Cette partie constitue une breve notion de la théorie des grandes déviations [ 12]. Nous y rappelons
les principaux outils et méthodes dont nous avons besoin puis nous faisons une synthese des résultats

de cette théorie pour les processus aléatoires que nous allons utiliser dans nos travaux.

1.4.1 Définitions et théoremes généraux

Soit (X} )e~o une famille de variables aléatoires définie sur un espace de probabilité (Q), F,P), a

valeurs dans E un espace polonais > muni de sa tribu borélienne.

3. Espace polonais est un espace métrique, complet et séparable.
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Définition 1.4.1.1. (Fonction de taux)
Une fonction de taux est une application I : E — [0; +00] semi-continue inférieurement, ¢’est-a-dire

dont les ensembles de niveau {x € E,I1(x) < a} pour tout x € R’ sont des parties fermés de E.

Définition 1.4.1.2. (Bonne fonction de taux)

Une bonne fonction de taux est une fonction de taux dont les ensembles de niveaux sont compacts.

Remarque 1.4.1.3. La compacité des ensembles de niveaux garantit que sur tout ensemble fermé,

une bonne fonction de taux atteint son minimum.

Définition 1.4.1.4. (Principe de grandes déviations (PGD))
On dit qu’une famille (X} )¢~o de mesures de probabilité P satisfait un principe des grandes dévia-

tions de vitesse ¢ et de (bonne) fonction de taux I de E si
i) Borne supérieure : pour tout fermé C € E,

: e/ ve <
11_r>r(%supelog]lj (XfeC) < ;rel(fjl(x)

ii) Borne inférieure : pour tout ouvert O € E,

liminfelog P¢(X; € O) > — inf I(x).

e—0 xe0

Remarque 1.4.1.5. * En tant que limite, la fonction de taux I est unique dés lorsque X° suit un

principe de grandes déviations.

* La notion de principe des grandes déviations dépend de la structure topologique de I’espace E.

Théoreme 1.4.1.6. (Principe de contraction)

Soient Eq et Ey deux espaces métriques séparables complets, F : Ey — Ej une fonction continue et
(IP*)e~0 * une famille de mesures de probabilité sur E satisfaisant un principe des grandes déviations
de bonne fonction de taux I. Alors la suite de mesures de probabilité images (PoF _1) e>0 Vérifie un
principe des grandes déviations gouverné par une bonne fonction de taux | : Ey — [0; +00| définie

par

J(y) =inf{I(x):x € E;,y = f(x)}.

Remarque 1.4.1.7. Le principe de contraction permet de transférer un principe des grandes dévia-

tions d’un espace a un autre.

1.4.2 PGD pour une solution d’EDS dirigée par un mouvement Brownien stan-
dard (mB)

Dans cette section nous rappelons I’étude asymptotique de comportement d’un mouvement Brow-

nien standard et des solutions d’équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement

4. On peut dire que la famille loi (IP®)¢~( de (X} )eso satisfait un PGD au lieu de (X} )¢~ satisfait un PGD.
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Brownien standard faite par certains auteurs [21] et [22] dans IR, utilisant le principe des grandes
déviations.

Etudiant le comportement asymptotique d’un mouvement Brownien standard, Schilder [22] en 1966
évaluait la probabilité pour qu'une déviation de ce dernier soit loin de sa trajectoire nulle lorsque
le temps tend vers infini. Et cette étude lui a permis d’établir, dans 1’espace H des fonctions abso-

lument continues a valeurs dans IR dont les dérivées sont de carrés intégrables munis de la norme

t
||l = (/ |q)|2ds)% , le théoréme suivant :
0

Théoréme 1.4.2.1. (de Schilder [22])

Soit E = Cy([0;1]) I’ensemble des fonctions continues de [0; 1] dans R nulles en 0. On note X; =
VeW; ot Wy est un mouvement Brownien standard défini dans I’espace des probabilités (Q), F,IP).
Alors la famille (X} )eso satisfait le principe des grandes déviations sur E de vitesse ¢ et de bonne

fonction de taux I, donnée par :

1
1/ ()Pt si g € H
2 Jo
Ly(@) =

+00 sinon.

Plusieurs théoremes en relation avec ce théoreme de Schilder ont été établis pour étudier, par le
PGD, des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement Brownien standard. Nous
en énongons les plus importants :

On considere sur IR I’équation différentielle stochastique :
AXi = be(X§)dt + eow (X5)dWs, t € [0, T). (1.5)

ou W; est un mouvement Brownien standard, unidimensionnel défini sur 1’espace de probabilité
(Q), F,IP) et telle qu’on ait I’hypothese (H) :

(H¢1) be tend vers b uniformément sur R ;

(Hg) betoy : [0; T] X R sont uniformément lipschitziens et bornés en norme par M ;

(He3) a = 0y X 0q est semi défini positif,

etg(t) = xo+ /0 t[b(gs) + 0w (gs)-@s]ds = Wy, (@) ott Wy, est une application continue introduite

par Azencott.

Théoréme 1.4.2.2. (de Freidlin-Wentzell [2]])
Sous (Hg), la famille (X§) (1.5) satisfait le principe des grandes déviations avec la bonne fonction

de taux [, définie par :

3 [ @)l (g Passig €
Jw(8) =

+00 sinon.
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Théoreme 1.4.2.3. (d’Azencott []])
Sous (Hy) et g, et pour tout R > 0,0 > 0, il existe ¢ > 0, > 0,7 > 0 tels que

R

P{[X* =gl > p, [[eW — ¢l <a} <e”c.
Alors la famille (X} )¢~o satisfait le principe des grandes déviations avec la bonne fonction de taux

Jw(g) = inf{Ly (@), g = Wx, (@) }-

1.4.3 PGD pour une solution d’EDS dirigée par un compensateur du proces-

sus de Poisson

Nous énongons les résultats du principe des grandes déviations de Florens [20] pour un processus
de Poisson N; et de Dadashi en 2013 [ 1] pour une solution d’EDS dirigées par un compensateur du

processus de Poisson. Soit E un espace polonais. On considere dans E la fonction I, définie par :

/E(1Plnllﬂ+1 —)dv si ¢ € E et existe
IV(l/’) =

+o0 sinon.

ou v est la mesure aléatoire de Lévy.

Théoréme 1.4.3.1. (de Florens [20]) La famille (¢N} )¢~ satisfait le principe des grandes déviations

sur E avec la bonne fonction de taux I,.

Considérons I’équation différentielle stochastique suivante dirigée par un compensateur N; du

processus de Poisson,

dX; = b(X:)dt + /IR K(x, X¢)N(dx, dt) (1.6)

Soit (G%)¢~0 une famille de fonctions mesurables a valeurs dans E et soit IM un espace de toutes les
mesures v sur (E, B(E)) telles que v*(C) < +o0 pour tout compact C dans E. On définit

Er=[0,T| x Eet L" = {1 : Er — [0;+00), I, (¢) < n}.

La condition suivante sera suffisante a établir pour le principe des grandes déviations de la famille
(X§)e>0 définie par
X; = G*(eNy) (1.7)

quand ¢ — 0.

Condition : Il existe une application mesurable G%°: M — E telle que les propriétés suivantes

sont vérifiées :
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i) sipourn € N, ¢ et € L" telles que . — 1 quand ¢ — 0, alors

G (L (¢e)) = G (L(9))

ii) Soit p une fonction a valeurs aléatoires telle que p, converge au sens de distribution vers p quand
¢ — 0, alors
G*(eN pe) = G (Lu(p))

Théoréme 1.4.3.2. (de Dadashi [/]])
On suppose que la condition précédente est vérifiée. Alors la famille (X} )e~o(1.7) satisfait le principe

des grandes déviations avec la bonne fonction de taux [N donnée par

In(p) = inf{L,(p), p = G°(y)}

1.4.4 Principe des grandes déviations pour un mBf

Nous rappelons dans cette sous section, les études faites dans [8], [27] et [32] du PGD pour un
mouvement Brownien fractionnaire. En effet dans le cadre de la théorie des trajectoires rugueuses,

Inahama [27] a établi le théoréme suivant du PGD pour un mouvement Brownien fractionnaire :

Théoreme 1.4.4.1. (d’Inahama [27])
1
Soit ll’f;”8 la loi de thHtel que 1 < H < > Lorsque ¢ — 0 alors {H’g’s}wo satisfait le principe

des grandes déviations avec la fonction de taux I donnée par

1 .
E|yk\|3ﬁ six>keHH
Ik(x) =

~+00 sinon.
oit H est un espace de Cameron-Martin.

Chen [8] et Meerschaert [32] ont prouvé les formes exactes des grandes déviations pour les temps

locaux d’un mBf et les temps locaux d’intersection des mBfs et les processus de Riemann-Liouville.

Théoreme 1.4.4.2. (de Meerschaert [32])
Soir ZH = Zg{,t > 0 un mBf de temps local a-stable a valeurs dans R et 2H < w«. Alors pour tout
borélien D C R

. _2H@-1) M-l g L
lim supt «28 loglP{t  «2° Z;' € D} < —inf A*(x)
t—+oo xeD

et

L 2H@n LM g o
lim inft™ 20 loglP{t «2# Z;* € D} < —inf A*(x)
t—=-o00 x€D
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ot D et D désignent respectivement le fermé et lintérieur de D. et

o+2H oo —2H a2 20
«f2H xyat2H Y R
TERTT R

A*(x) =

et B une constante.

1.5 Conclusion

Pour la suite de nos investigations, nous avons mis dans ce bloc de préliminaires un certain nombre
de définitions et de théoremes utiles a notre sujet de these, en particulier la théorie du PGD pour un
mBf avec le parametre de Hurst H limité a cause de diverses difficultés liées au sens de I’intégrale
fractionnaire dans certains espaces. La théorie des grandes déviations repose essentiellement sur trois
techniques : I’estimation de Freidlin-Wentzell, la méthode d’ Azencott et la méthode de Laplace par la
convergence faible d’un processus donné. Etant donné que la théorie des grandes déviations pour un
mBf est obtenue pour H € (1 ; 1) nous I’étendons dans un espace des distributions tempérées pour
tout 'intervalle (0;1) de H afin d’étudier les EDS présentant un mBf, par cette théorie aux chapitres

suivants.
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Chapitre 2
Principe des grandes déviations (PGD) pour une solution d’EDS

et d’EDS réfléchie dirigée par un mBf

Résumé : Dans ce chapitre qui est notre premier travail de cette these, nous étudions le comporte-
ment asymptotique de solutions d’équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement
Brownien fractionnaire d’indice de Hurst H dans tout intervalle |0; 1[ de H.

Notre méthode consiste d’abord a regarder le cas ou la dérive est nulle et le coefficient de diffusion
est égale a 1 puis nous généralisons 1’étude dans le cas ou la dérive est non nulle. Cette étude se fera

via le principe des grandes déviations.

2.1 Introduction

La théorie des grandes déviations a une place importante dans I’étude de systemes dynamiques
perturbés par un bruit de faible intensité. En particulier il nous permet de déterminer la fonction de
taux et de décrire la vitesse de convergence d’un processus stochastique vers sa limite déterministe.
Dans la littérature, il y a plusieurs méthodes que certains auteurs ont établies a des processus pour
déterminer la fonction de taux des grandes déviations. Ainsi Inahama [27] a montré, dans le cadre
de la théorie des trajectoires rugueuses que le mouvement Brownien fractionnaire (mBf) satisfait le
principe des grandes déviations pour I’indice de Hurst H € (411 ; %) parce que pour lui I’intégrale par
rapport 2 un mouvement fractionnaire n’a de sens que si elle vérifie le théoreme de Young. De plus
Chen, X., Li, W. V., Round, J. et Shao, Q.[8] ont établi un principe des grandes déviations pour le
temps local du mouvement Brownien fractionnaire.

Mais a notre connaissance, dans la littérature nulle part n’est mentionnée 1’étude via le principe des
grandes déviations pour les EDS dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire dans tout I’in-
tervalle (0;1) du parametre H de Hurst.

Notre objectif dans ce chapitre est d’élargir les travaux faits pour les EDS dirigées par un mB de
Freidlin-Wentzell [2 1] aux EDS dirigées par un mBf.

Pour ce faire, nous nous donnons un mouvement Brownien fractionnaire

B = {BH,t € [0;T]} de parametre de Hurst H € (0;1) et de fonction de covariance

1 t s
RH(t,S) _ ]E(BtHBSH) _ E(tLZH +g2H ’t —SIZH) — /0 /O 4)(r,u)dudr = <1[0,t]/1[0,5]>4’ (2.1)
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avec 2 (BHBH)
o°E(B{"B
t,s) = —t—2 = H(2H — 1)|t —s|*1 2, 2.2
4)( 4 S) atas ( ) | S| ( )
oll (., .)¢ est le produit scalaire suivant ¢.
Considérons dans 1’espace des distributions tempérées S’ (IR) la solution XtH’g de I’équation différen-

tielle stochastique dirigée par B{i :

t t
xe = x0+/ b(xﬁff)dwe/ o (XHe)dBH, r<telo;T). (2.3)
0 0

N

ou
x x9 € 8'(R) est une variable aléatoire ;

x betoy : [0,T] x S'(R) — S'(R) sont des fonctions mesurables, intégrables au sens du bruit
blanc [3], [4] et [42] et vérifiant I’hypothese (Hpp) : il existe des constantes L et M telles que

\b(h) —b(z)| < L|h—z|, |og(h) —oy(z)| < L|h — z| pour tous h,z € S'(R)

b(h)| < M, |og(h)| < M pour tout h € S'(R).
L’existence et I’unicité de la solution d’une telle équation ont été prouvées dans [36] et [42].
Nous considérons ensuite dans le méme espace I’équation précédente a laquelle nous ajoutons le

terme perturbatif a sup (X1°) ou le terme réfléchi Lf pour obtenir respectivement les équations (2)
0<r<t
et (3) du probleme P.1.

Doney et Zhang [17] ont obtenu I’existence et I'unicité des solutions de ces équations différentielles
stochastiques.

Vue les difficultés de I’intégrale par rapport au mBf dans IR que nous avons rencontrées, nous considé-
rons pour la suite I’espace de probabilité du bruit blanc (S’ (R),B(S’(R)),P). C’est dans cet espace
que nous parvenons a étudier le comportement asymptotique de ces équations stochastiques.

La suite de ce chapitre s’organise comme suit :

la section 2.2 a pour but de déterminer le PGD de la solution de I’équation (1) lorsque le terme de
dérive b est nul et le coefficient de diffusion oy est égal a 1;

la section 2.3 et section 2.4 consistent a étudier le comportement respectivement de (1), (2) et (3)

lorsque la dérive est non nulle, via au principe de contraction.

2.2 PGD pour un mouvement Brownien fractionnaire (mBf)

Dans cette section nous considérons le processus EBtH de probabilité le;’g et on définit

L3(R)' = {f € S (R)ets,t € 7] fs = (FLiosy flog)e = |, t | )£ g, uydudr < +eo)

1. L’espace Lé(]R) muni d’une norme est un espace polonais et est dense dans I’espace des distributions tempérées.
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I’espace de fonctions continues f : [0,T] — R de carrés intégrables, muni de la norme ||.||,2 telle

que pour tout z € Lé(lR), ||Z||Lé = sup |z(7)].
0<r<t

Théoreme 2.2.0.1. ( [/5])

Pour H € (0;1), la famille (eB) ¢~ satisfait le principe des grandes déviations de vitesse €*
et avec la bonne fonction de taux Iy : L%(]R) — [0, 4-00] définie par

1 .
L = | 3= 3F1oa foae =3 [ [ 1) fptrwaudrsi § € )

+o00 sinon.

2.4)
Autrement dit :

* 14, est semi-continue inférieurement ;
x {f € Lé(IR), a € R, I(f) < a} est un sous-ensemble compact de Lé(IR) ;

x pour tout fermé C de Lé(lR),

1
. 7 He(,pH _Z|f2
lg%supe 10g1P¢ (eBi' € C) < 2|f|4,

% pour tout ouvert O de L?,,(]R),

1
) He . pH 2
ll_r%mfs loglP,~(eB;" € O) = —§|f|¢.

Démonstration. Semi-continuité inférieurement Soit f, € Lé(lR) tel que fe converge simplement
vers f € Lé(]R), ona:

. RTINS TP
o) =l = 3l |, ) 000 i
//hmf€ u)p(r, u)dudr (Lemme de Fatou)
0 e—0

2//0 ?L%fs hr%fs(”))(P(f,u)dudr

=3 /0 | £ £ g, uydudr

=21
Ip(f) < lim(fo).

e—0

D’ou I(P est semi-continue inférieurement.
Compacité de {f € Ly (R),a € R, I;(f) < a}: Is(f) < 400 pour toute f € L42,(]R), donc il existe
a € R tel que Iy(f) < a, on déduit que I’ensemble de niveau
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{f € Lé(lR),Lp(f) < a} est compact.
Dou{f € Lé(]R),a € R%, Is(f) < a} est un compact de Lé(]R).

On conclut que I est une bonne fonction de taux.

Borne inférieure : Soit O un ouvert de Lé ) et ye(t / fe(r)p(r, s)dr pour

fe € S(R), d’apres la formule fractionnaire II de Girsanov

1 1 3
APHE = exp{=(w, f.) + —|fe|3}dPE*
? 1p € Je 262750000 pour tout w € S'(R)

w:(IJ—_ &
8’Y
ona:

1 1 a
dP,*(eBf' € 0) = exp{_(w, fe) + 2—2| fel3}diP! (eBf! € O)
1

= oxp{ (@ f) — 570 f) i) + 5l BIAPLA (Bl € O)
= exp{— 5 ey} X exp{: (@, fo) }aPH“ (eBF' € O)

PH (B! € 0) = exp{~ 53 3} x Elxoexp{ (@, £},

puis en utilisant I’inégalité de Markov, nous obtenons :

P;*(eBf! € 0) > exp{— 2|f£|4,} x Py “(eBf € O)

logIP"“(eBf! € O) > ——2| felg +log Py (eBf! € O)

lim inf £ log]PHs(th €0) > ——|f|4, car lir%infaa2 loglf’g’e(eB{{ €0)=0.
e—

e—0

lim inf &2 loglPHS(th €0) > __’f’qb

e—0

Borne supérieure : Soit C un fermé de Lé,(]R) on sait que

IP(I;’S(EBE € () < E[X{stIeC} exp{(w, fe)}] pour v € S'(R) et fe € S(R). D’apres la

formule fractionnaire I de Girsanov

Py*(eBf! € C) < Elxepnccy exp{(w, fo)}]
(Xfeprrecy xp{{w + 7e, fe) }]

I
o]

I
e

Xpentiecy oxp{ (@, £} exp{{w, fo) — 55 1fef3)]

I
e

Xpentiecy xPA2(w, ) — 55 1fel3)]

e

Xpeppiecy exp{2(w, f)} exp{— 55 fel3)

Ez

[X{gBHec} exp{2(@, fe) = 2(7e, fe) 12(w) }] eXP{_ive‘é}
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:]E[X{thHec} exp{2(@, fe) — 2|f£|¢}] exp{— 2|fs|¢}
P, “(eBf' € C) < Elexp{2(@, fe) — :—zlfslé}] eXp{—@lfs\gb}
= 1 x exp{ 5 |fi3)

1
H/
loglP,“(eBf' € C) < —@|f£|§>.

1
. 2 H,e H T f12
lli%sups loglP,“(eB;" € C) < Z\f\(l,.
[l

Corollaire 2.2.0.2. Si f(t) = 1y alors (eBM) e satisfait le principe des grandes déviation de

bonne fonction de taux

1
Z(tZH + 52— |t —s|?)sis £t €[0,T]
— 1
lp(on) = SA"sis =t e0,T] (2.5)
~+o00 sinon .

Démonstration. Méme démonstration que le théoréme précédent, il suffit de remplacer f; par T1o,¢ et

ainsi dans ce cas,on a :

0,4 Los))e = Ru(t,s)

1
1 0t]|¢— SRu(ts).

10,015 =

(1
= Ip(lpy) = %

2.3 PGD pour une solution d’EDS dirigée par un mBf

Ici nous nous intéressons au comportement asymptotique d’une solution d’équation différentielle
stochastique contr6lée par un mouvement Brownien fractionnaire. Pour ce faire nous considérons
dans S’(R) la solution X/ de 'EDS (2.3) et on note sa loi de probabilité par pf* = IP(I;I’S o F;!
telle que Fy(f) = z, ’'unique solution continue de 1’équation différentielle déterministe :

Fu(fi) =z(t) = xo+/otb( dr+/ o (z ¢(r,s)dr, s, t € [0;T] (2.6)

ol f est la fonction continue induite par le PGD du mouvement Brownien fractionnaire Bfl de loi ]Pg
et de la dérivée seconde ¢ (2.2) de sa fonction covariance .
Lemme 2.3.0.1. Soient oy et f deux fonctions bornées. Alors il existe des constantes K et N telles

que
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x |[f(1)gp(t,s)| < c pourtouss,t € [0,T]
x o (z(t))¢p(t,s)| < N pourtouss,t € [0,T) etz € Lé(]R).

Démonstration. f est bornée, donc il existe 6 > 0 tel que |f| < 6. On a, pours, t € [0; T]

f(B)p(s, 1) = [f(B)]]P(s,1)]
= |fIH(2H —1)|t —s|*72 < 6H|(2H — 1)|T*H = c.

oy est bornée, donc il existe M tel que |0 (z(f))| < MVz € Lé(lR), onapours,t € [0;T]

|01 (z(8))P(s, )| = o (z())||¢(s, )]
= |oy|H(2H — 1)|t —s|*"~2 < MH|(2H — 1)|T*! = N.

]

Proposition 2.3.0.2. La fonction Fyy : [0; T| X L(IZ,(IR) — Lé,l (R) définie en (2.6) est une fonction

continue sur un compact de Lﬁ, (R).

Démonstration. Notons Fyy(f1) = z1 et FH( f2) = 22 avec

Fu(f) = 2(0) = xo+ [ au(z0)fp(r,sdr+ [ b0z

2(0) —21(0) = [ Ton(z20))120) — ou(:1 (A0, 5)dr -+ /(f[b(zxr)) ~ bz (1)ldr
= [lon(z200) ez AP0+ [ 140) = A0)on( ()0, s)ar
—i—/ (z2(r)) — b(z1(r)]dr.

Sous le fait que les coefficients sont lipschitziens, f et ¢ sont des fonctions continues et d’apres le

lemme 2.3.0.1 et I'inégalité de Gronwall, on a :

22(0) =210 < L [ |z2(r) = 20000 3) dr+ [ 1f2(r) = i) low (21 (1))
+L/Ot 122(r) — 22 (r)|dr
| < Lc/ot 122 (r) —zl(r)|dr+5NT-|—L/0t 122 (r) — 2(r)|ds
=L(c+1) /Ot |z2(s) — z1(s)|ds + ONT

t
sup |z2(7) —z1(r)| < L(c+1) / sup |za(7) — z1(r)|dr + 6NT
0<r<t 0 o<rt

|\Fu(f2) — Fu(f1) HL?,, =< SNTeMeHD) Fy est donc continue. O

Le fait que stI obéit un PGD (2.4) et Fiy est continue, nous permet d’obtenir le théoréme suivant :
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Théoréme 2.3.0.3. La famille (XtH “Ves0 de ’EDS (2.3) satisfait le principe des grandes dé-

viations avec la bonne fonction de taux [ L;,l (R) — [0, 00| définie par

1 .
e { 2107 (D)l ~ b(@)]} iz € L3(R) o
00 sinon.

En autre :
* |y est semi-continue inférieurement ;

x {h € Lé(IR),a € R, Ju(h) < a} est un sous-ensemble compact de Lé(]R) ;

x pour tout fermé C C Lé(]R),

1
: 2 HeyHe AP N 2 .
llg%sups log ™ [X;* € C] < 2|(TH (2)[z b(z)”qul/

% pour tout ouvert O C Lé(lR),

1
s 2 Her~rHe S P | . 2
!g%mfs logu™#X,”* € O] > 2|0H (z)[2 — b(2)]]5 -

1
Démonstration. Montrons d’abord que J(z) = i\aﬁl(z) [z —b(2)] |42)_1.

D’apres (2.6) z(t) = xo + /Ot b(z(r))dr + /Ot o (z(r)) fr¢(r,s)dr, donc

2(t) = b(z(t)) + au(=(0) fig(1,9)
o= e 20~ PEO)] = o ) ) ~ bl (49
= Ju(z) = inf{3|fI3, F(f) = 2)
= 1o () 2(6) ~ b(z(0)]g™ (1)
= o @ )~ b)) ) (0 )l — )1 (100 )

~2 /Ot /OS<UH1<z(r>>[7Lr —b(z(M))) (05" (zu) (20 — b(z))) " (1, ) dudr

donc
J() = 3107 @)z~ bR

Semi-continuité inférieurement de J; : Soit z, € Lé(]R) tel que ze — z € L (R).
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Ona:

limJi (=) = lim o (2¢) 2 — b(=0)] 2.

= —hm/ / 0 (ze(r) [Ze(r) — b(ze(r))] o (ze (1)) [Ze () — b(ze(u)) ]~ (r, u)dudr

2e—0
>3 [ il o)) () = ) (o) zelw) — bzl lg ™ ()
- 3 [ ) () = )] {lmor (a0 e ) — bz g™, )
= 3 [ it D) 20) — b)) o (20)2(0) — b(2000)) — xagy-0p ()1 5,0

= 2" @k~ b)) 2

Ju(z) < ll_I}% Jr(ze). g est donc semi-continue inférieurement.

Compacité de {z € L}(R),a € R}, Ju(z) < a} :
Jr(z) < o0 pour tout z € Lé(lR), donc il existe a > 0 tel que Ji(z) < a, on en déduit que
{z € Lé(]R), a € R%,Jg(z) < a} est un sous-ensemble compact de Lé(]R) et Jy est une

bonne fonction de taux.

Borne supérieure- Borne inférieure :
Pour terminer la preuve, nous montrons la borne supérieure et la borne inférieure par le principe
de contraction.

Fpy est continue et le processus sB{{ de loi de probabilité H’g’e a pour PGD de la bonne fonction

de taux Iy(f) = %|f
2

— pour tout fermé C € L(RR),

‘3‘,, d’apres le principe de contraction, on a :

lig% sup &% log 't [Xf“ €] = lim 15up 2log ]PH’E o Fgl[Xter el

= lim sup ¢ loglPHg[l-”I;l(XtH’g € 0)]

e—0

= hr%sups loglPH’g[F_l(XtH’s) € Fgl(C)]

—hmsups loglPHg[th € F;'(O)]

e—0

< — inf Iy(f)
feF;'(C)

- —FH%?)fec{mep( £, f € Li(R), Fu(f) = 2z} = —Ju(2).

lin% sup €2 log u# (X% € C] < —Ju(2).
e

— pour tout ouvert O € Lé(]R),

ll_l;l’(l) inf 52 log }/lH'S [XtI_I’S € O] = lli% inf 82 log ]Pé;lls o Pﬁl [X{_I,fi e O]
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= lim inf £? loglPHS[Fﬁl(XtH’8 € O)]

e—0

= lim inf £? loglPHs[F_l(XtH’s) € F;'(0)]

e—0

= lim inf £? loglPHE[th € F;'(0)]

e—0

> — inf Iy(f)
feFE1(0)

- nt (1), € R, Fa() =)

= —]H(Z).

lim inf 2 log u#[X1* € O] > —Ju(2).
E—

2.4 PGD pour une solution d’EDS réfléchie dirigée par un mBf

Considérons dans S’ (IR) les deux équations différentielles stochastiques respectivement perturbée
et réfléchie :

t t
Xff = X —I—/O b(XEE)dr + 8/0 op (XA B + a sup (XFF), r,t € [0;T] (2.8)
0<r<t

t t
0 0

N

ol
* a € [0;1];
x x9 € §’(R) est une variable aléatoire ;
* L est un processus non décroissant défini par :
Osit=0
(2.10)
/ XgyHe_ 0} HedLE, sit €]0;T).
On note par yf’s et Q¢ les mesures de probabilités respectivement des processus solutions XHf et
Y/# telles que pf* = Pg's o F,let QFFf = nge o Fy l ol F, et Fyy; sont des fonctions détermi-

nistes associées a f induite par le PGD de th de mesure de probabilité P o “ettelles que Fy(f) = 24

et Fr71(f) = 2, les solutions continues des équations différentielles déterministes :

t) = xo+ /Ot b(zq(r))dr + /Ot o1 (2o (7)) fro(r,s)dr + a sup (za(r)), s,t € [0;T] (2.11)

0<r<t

t
t) :x0+/ b(z(r dr+/ oH(z ¢(r,s)dr +1;, s,t € [0; T| (2.12)
0
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t
ouly = / X{z(r)=0} (2(r) )dl; est une fonction continue croissante.
0
Pour A € Lé(]R), on définit un opérateur I' : Lé(]R) — Lé(]R) par
At = Ay — inf (A(s) AO te |0;T].
p =N Ogslgt( (s) A O) pour t € [0;T]

vérifiant I’inégalité suivante :

sup |[TA1(r) —TAx(r)| < 2sup |A1(r) — Aa(7)].
0<r<t 0<r<t

Par le principe de réflection (voir [6] et [12]), la solution de 1’équation (2.9) est donnée par

He H,
VAR vk
L =Y/"*—z]'* =1Z"* - 7['*

ot ZH# est une solution de I’équation différentielle stochastique suivante :
t t
ZHe — x4 / b(TZHe)dr + / o (TZP)dBH, 1t € [0; T]
0 0

Fpj ;) peut étre aussi écrite comme

{ Fu,(ft) = TA(ft)
I = Fu,(ft) — A(ft) = TA(fi) — A(f)

ou /A est une unique solution de 1’équation différentielle ordinaire :

A(f) :x0+/Otb(FA(fr))err/OtaH(l"A(fr))fyqb(r,s)dr, st € [0;T).

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Proposition 2.4.0.1. Les fonctions Fy, Fryyetl: [0, T] X ngb(lR) — L2 (R) (2.12) sont continues

¢
sur un compact de Lé,(]R).
Démonstration. Continuité de F, : D’apres (2.11),
Fu(ft) = za —xO—I—/ o1 (za (1)) fr(r, s dr+/ (za(7))dr 4+ a sup (z4(7))

0<r<t

A0~ 240 = [ onEOAE) -G AN )+ [
+a(sup (3(1) = sup (24(1)))

0<r<t 0<r<t

—b(z

u(1)]dr

= [on(E0) ~ DL+ [ 10~ i)
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rsw+/ (r)ldr + a( sup (22(r)) — sup (z1(r)))

0<r<t 0<r<t

)=l <L [ B0 - A0llA rMW+/Wﬁ AWou(zH0)(r,s)ar

+L/ |22 (r r)|dr + a| sup (z2(r)) — sup (za(r))]

0<r<t 0<r<t

< Lc/ 122(r) — z (r)|dr+(5NT+L/ |22(r) — zL(r)|ds + a sup |22(r) — zL(7)|

0<r<t

L(c+1) / |22 (r (r)|dr 4+« sup |z2(r) — zL(r)| + ONT.

0<r<t

sup |23 (r) —zy(r)| < L(C+1)/ sup |23 (r) — z,(r)|dr + a sup |25 (r) — zo(r)| + ONT

0<r<t 0 o<r<t 0<r<t

(1—a)sup |z2(r) —zL(r)| < L(c+1) /t sup |z2(r) — zL(r)|dr + 6NT.

0<r<t 0 o<r<t

sup [22()~zb(r)] < S D [ sup 2 =

0<r<t n

||Pvc(f2)_Fa(fl)||L3¢ <

F, est donc continue si & € (0;1).

Continuité de F;; : D’apres le systeme (2.17) FHl(f) = TA(f1), posons Fyi(f1) = TA(f1) et
Fyi(f2) = TA(f2) avec A(fr) = xo +/ A(fr) d7’+/ o (TA(fr)) fr¢(r,s)dr. Donc

ona:

\Fr,i(f1(t)) — Faa(fa(t)| = [TA(f1(t)) — TA(f2(t))]
sup |Fg1(f1(r)) — Fai(f2(r))| = sup [TA(f1(r)) —TA(f2(7))] < 2 sup [A(fi(r)) — A(f2(r))].

0<r<t 0<r<t 0<r<t

selon (2.14) et avec

ALA(H) - /wMﬁ)D(M%(MH/%DWMWWWmW
j€t074 F/\ fﬁ ¢( )dr
= [brac rMﬁ<1m+/wnmm<mﬁmwmwr

/O AN AR dr—|—/0 ou(TA(f2(r))) fi(r)p(r, s)dr
_/OtUH(TA(fZ(r)))fz(r)(P(r,S)dr
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:/Ot[b(rl\(fl(i’)))—b(FA(fZ(T’)))]d1’+/()t[gH(FA(f1(r)))—‘TH(FA(fz(r)))]fl(r)q;(rls)dr
- /O* o (TA(f2(r)p(r,8)[f1(r) — fa(r)]dr.

IA(f(E) — A(fa(D))]
S/O Ib(TA(fl(V)))—b(T/\(fz(r)))lﬂlVJr/0 lou(TA(f1(r))) — ou(TAf2(N))I|f1(r) (7, s)|dr

+ /Ot log (TA(f2(r)p(r,9) || f1(r) — fo(r)|dr
<L [ IFAGR() = TAG()ldr + Le [[TAG(0) = TAU()ldr + N [71(r) = ftr

<L +0) /Ot TA(fi(r)) — TA(fa(r))|dr + N6T.

sup [A(fi(r) ~ AUfa(r)| < L +¢) [ sup [PA((r)) ~ TA(fa(r) ldr + NoT

0<r<t 0 o<r<t
t

<2L(140) [ sup [A(Fi() — 9(fa(r))dr + NoT

0 o<r<t
t

<2L(1+¢) [ sup [A(Fi() - g(fa(r) dr + NOT.

0 o<r<t

sup [Fp1(f1(r)) = Fri(f2(r))] < 2 sup [A(f1(r)) — A(fa(r))]

0<r<t 0<r<t
guﬂ+@/*wmAmu»—Am@mm+Nﬁw>

0 o<r<t

IFas(f1(D) = Frig(f2(£)) 2 < NoTeH 0T,

Fpy; est continue.

Continuité de [ : D’apres (2.17), I} = TA(ft) — A(ft), donc en utilisant (2.14), on a :

h(t) = k() = TA(f(t) = A(fA(8) = TA(f2(2)) + A(f2(t))
[0 (#) = L(D)] < [TA(fi(1) = TA(f2(8)) | + [A(A(E) — Afa(D))]
Oiugtﬂl(r) —h(r)] < OS<UI<>t|TA(f1(f)) —TA(f2(r))] + Oiu}ztll\(fl(r)) = A(fa(r)]
< 205<u1<>t|/\(f1(r)) — A(f2(r))] + OS<uI<>t|A(f1(r)) = A(fa(r)
< 3OS<1112t|A(f1(7)) = A(f2(r)]
< 6L(1+c¢) /Ot Os<ugt|A(f1(r)) — A(f2(r))|dr + NOT (voir (x))

1) — (3 < NOTEHO0+9T.
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I est donc continue.

O
Théoréme 2.4.0.2. Pour « € (0;1), alors la famille (ng)g>0(2.8) satisfait le principe des
grandes déviations avec une bonne fonction [y : L;,l (R) — [0, +00] donnée par :
inf{inf Iy(f), f € L3(R), Fu(f) = za} 5i 24 € L3(R)
Ju(h) = (2.19)
+o00 sinon.
Démonstration. Méme démonstration que le théoreme (2.7). L]

Théoréme 2.4.0.3. La famille (YtH “,LY)es0 de ’EDS (2.9) satisfait le principe des grandes

déviations avec la bonne fonction de taux J; : L427_1 (R) — [0, 4-00| définie par

1 : .
107 @21 = b(2) — K(amy D 5i 2,1 € L3(R)
Ji(z,1) = (2.20)

+o00 sinon.

Démonstration. Montrons d’abord que J;(z,1) = %laﬁl(z(t))[zl(t) —b(z(t)) —X{z(t):o}(z(t))[t] |§),1.
Or 2 (t) = xo + /Ot b(2(r))dr + /Ot o (z() frp(r,8)dr + 1

z(t) = b(z(t)) + on(z(1) fip(t,5) + X =)0y (2(1))1

1 ) .
fr = N EOIO) [21(t) — b(z(t)) — Xz(r)=0y (2())]2].
i _1 ! zi(t) — b(z(t)) — z())I

1 t s 1 . ‘
=3l b Gt 0 ~ V) ~ Xet- G0
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Ji(z,1) = %Iﬁfﬁl(Z(t))[Zz(t) = b(2(1) = X(a(ty=03 (2] [ -

iz 1) = 5105 (2)l21 — b(z) ~ Kooy 2

Semi-continuité inférieurement de J; : Soit z¢, et [ € Lﬁ, (R) tels que
Ze —> z,le — 1 € Lé(IR). Ona:

lim ] (z, | )—hm 07" (ze) (21,6 — b(ze) = Xfze=0) (ze) el [

:515% / / 05 (e (1) [E1,e(r) = b(ze(r)) = X(z,(r)—o0y (2 (1) ]
X 0 (ze (1)) [21,6 (1) — b(ze () )
)

) ) — Lo~ (r, u)dudr
> / im0 (ze (1)) [21,6 (1) — b(ze(r)) = X (2o ()0 (2e (7

) ) —

( )

X0y (ze ()]
lim )il
X i (1)) 21 (0) = B(2(0)) = X ey (26 0) L) (r, )y

=5 [ [ time ) e) = b)) = Xy (eI}
x {m%aHl(zs(u))[zz,s(u) = D(ze()) = Xz )0y (2e0) ™ 7, )}
=3 [ [ o a6 — b)) = xe-oy )
x aH1<z<u>> 1) = b(2(0)) = X sy (2(0))lg ™ (7)) dudr}
o ()21 = b(z) = xgeop (2 -

I\J|>—‘

]l(zl l) S lgréjl(ZSI lS)
J; est donc semi-continue inférieurement.

Compacité : J;(z,]) < o0 pour tout z,/ € Lé(]R) donc il existe 4 > 0 tel que J;(z,1) < a, onen

déduit que I’ensemble {z,] € LZ( ), Ji(z,1) < a} estun compact de L(P (R).

On conclut que J; est une bonne fonction de taux.

Borne inférieure : Pour tout ouvert O de Lé(]R)

lim infe?log Q¥H[(YF*, L) € O] = lim infe?log Py o Fy 1 [(Y{', Lf) € O]

— lim inf £? log]PHg[ Hl[(YHE LY) € O]] = hrr(\)mfs loglPHg[F [(YH‘C’ LY) € O]

e—0

— lim inf £? log]PHE[ Hl[(YHS LY)] e F (O)]

e—0

= liminfe? log ]PHE[EBH € FHZ(O)]

e—0

> = inf () = = inf G ) = SIS € L3(R), By (f) = 2(0))

- —]l(Z,l).
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Borne supérieure : Pour tout fermé C de Lé (R)

li 21 e,H YH,e It O] = li 21 ]PH,s F—l YH,s I C
limsup e”log Q“7[(Y,™", L}) € O] = limsupe”log Py~ o Fyy ,[(Y, ™, L) € C]

= lim sup €* log ]quzl’8 [Fﬁlll[(YtH’e, L) eC]] = lgl(l) sup €2 log le;’s [FI}I}[(YtH'S, LY) € C]]

e—0
— yg}) sup € log]ljgzﬁ[lfﬁ}l[(yﬁfe’ LH)] € Fg}(c)] — lg% sup &2 logﬂjg,g[sBﬁ c Fﬁll(c)]
1
< — inf Iy(f) = — inf {infls(f) = =|f[3, f € L3(R),F =2/(t)} = —Ji(z,1).
B fe;g}(C) olf) Fhlz?ec{m o(f) 2|f|¢f p(R), Fri(fi) = z1()} Ji(z,1)

]

2.5 conclusion

Nous avons étudié le comportement asymptotique d’une équation différentielle stochastique simple
perturbée ou réfléchie dirigée par un mouvement brownien fractionnaire grace au principe des grandes
déviations. Cette étude est réalisée a partir de deux cas : dans le premier cas ou le terme de dérive est
nul, nous avons montré la limite supérieure du PGD en utilisant la formule fractionnaire de Girsanov
I et la limite inférieure par la formule fractionnaire de Girsanov II et I’'inégalité de Marko. Dans le
second cas ou le terme dérive est non nul, le principe de contraction et 1’étude du cas précédent nous
ont permis de généraliser le PGD pour la solution de EDS, EDSP ou EDS réfléchie dirigée par un

mouvement brownien fractionnaire pour tout H € (0;1).
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Chapitre 3
Principe des grandes déviation (PGD) pour une solution d’EDS

mixte (EDSM) et d’EDS mixte et réfléchie

Résumé :

Dans ce chapitre, nous établissons le principe des grandes déviations (PGD) d’une solution de 1’équa-
tion différentielle stochastique mixte (EDSM) contrélée par un mouvement Brownien standard (mB)
et un mouvement Brownien fractionnaire (mBf) indépendants dans tout I'intervalle (0;1) du para-
metre H de Hurst. Sur ce, nous montrons d’abord ce principe lorsque la dérive est égale a zéro et
les coefficients de diffusion sont égaux a un, puis nous le généralisons dans le cas ou la dérive est
différente de zéro.

L’ obstacle majeur auquel nous sommes confronté dans cette étude est le sens de I’intégrale fraction-
naire qui a plusieurs aspects dans certains espaces, mais grace a I’espace des distributions tempérées,

nous parvenons a contourner cet obstacle et a établir le principe de grandes déviations.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons 1’équation différentielle stochastique dépendant du temps
et impliquant d’'un mouvement Brownien standard W; et d’un mouvement Brownien fractionnaire
BtH d’indice H € (0;1) de Hurst indépendants, définis sur 1’espace de probabilité du bruit blanc
(S'(R), B(S'(R)),IP) :

t t t
X[t = xo+ [ b(xEm)drve [ on(XEPdB +e [ o (XEO)aW, vt 0:T) (D)

N

ou

* X( est une variable aléatoire mesurable a valeur dans 1’espace de distribution tempérée S’(IR),

espace dual de I’espace de Schwartz S(IR) avec lequel B(S’(IR)) est un borélien

x b,oyetoy : [0;T] x S'(R) — S’(R) sont des fonctions mesurables telles que leurs intégrales
contre les deux mouvements Brownien sont définies comme 1’intégrale du bruit blanc [3], [42]
et ils vérifient les hypotheses suivantes :

pour tout ¢ € [0; T] et pour i,z € S'(IR), il existe des constantes M et L telles que :
i) [b(h)| < M, |o(h)| < M;
ii) [b(h) = b(z)| < L[k —z|,|o(h) — o(2)] < L|h —z].
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L’existence et I’unicité d’une telle équation ont été prouvées dans [35]. De plus, Mishkra, Y. et She-

vechenko, G. [34] ont obtenu le taux moyen carré de convergence par I’approximation d’Euler de la

. o 1
solution de cette équation avec H € (5 ;1).
t
L’intégrale / Uw(X,H’w)dWr est interprétée comme une intégrale stochastique d’It6 dans tous les
0

t
espaces, spécialement dans 1’espace du bruit blanc et 1’intégrale / (TH(Xﬁ’w)dBﬁ est considérée
0

dans I’espace du bruit blanc comme dans [4] et [42] pour H € (0;1).

Nous augmentons ensuite a cette équation, un processus continu non décroissant L} défini par

Osit=0

Lf - ! Hw,e € o
/0 X{X}H'w'E:O}(XV " )dLr sit e [0, T]

(3.2)

pour obtenir

YtH,w,e = xg+ /Ot b(Y©e)dr + e/ot o (YE©)dBH 4 s/ot 0w (YEE AW, + LS, 1, t € [0; T)
(3.3)
L’existence et 1’unicité de la solution de cette équation sans le terme & / t 0w (YH@)dW, ont été
prouvées dans [17] et elles ont été aussi obtenues dans [40] pour ’EDS dirigée par un mouvement
Brownien fractionnaire avec réflection.
Cependant dans la théorie des grandes déviations pour I’EDS dirigée par un mouvement Brownien
standard, beaucoup d’auteurs ont établi le principe des grandes déviations pour les diffusions avec
réflection. Parmi eux, nous citons les travaux de Bo, L., Zhang, T. [6] et Doss, H., Priouret, P. [18].
Concernant la solution réfléchie d’une EDS dirigée par un mouvement Brownien fractionnaire, nous
avons montré dans [14] qu’elle satisfait le PGD.
Le but de ce chapitre est d’établir le principe des grandes déviations a des solutions de ces équa-
tions stochastiques. Pour ce faire nous supposons dans un premier cas, le cas ou la dérive est nulle
et les coefficients de diffusion sont égaux a I’identité et par I’indépendance de ces deux mouvements
Browniens, nous construisons la borne inférieure et la borne supérieure grace aux formules de Gir-
sanov et I’inégalité de Markov. Nous ne pouvons pas étendre cette approche quand ces mouvements
Brownien sont dépendants. Par le principe de contraction, nous réussissons a étudier ces équations
stochastiques.
Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : nous montrons le principe des grandes déviations
pour une somme de processus fractionnaire et standard indépendants dans la section 3.2 et celui d’une
solution de I’EDS (3.1) et d’une solution de I’EDS réfléchie (3.3 ) dirigée par ces derniers dans les
sections respectivement 3.3 et 3.4.
Et afin, avant de conclure, nous établissons ce principe dans la derniere section pour une diffusion

réfléchie.
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3.2 PGD pour une somme d’un mB et d’un mBf

Notre objectif dans cette section est de montrer que le processus mixte :
H
eB;" 4+ eW; (3.4

de mesure de probabilité PH@# obéit le principe des grandes déviations pour H € (0; 1), paramétre
de Hurst du mouvement Brownien fractionnaire BtH de mesure de probabilité ]Pg ou W; est un mou-
vement Brownien standard (mB). On suppose que

(Hy) : pour tout H € (0,1) les processus B!’ et W; sont indépendants.

Ainsi on note IP*“* 1a probabilité de la famille (¢W;) et on définit les espaces de fonctions continues

de [0, T] a valeurs dans R de carrés intégrables :

L(R) = {9 € S'(R), g = (9l 910} 2wy = || 470 < oo}

LH(R) = {f € S'(R), If1} = {FLiog Flios)e = /0 [ £ £ g, u)dudr < +eo) et

L5 (R) = L*(R) x LE(R), (3.5)

muni de la norme ||. ||]L2 telle que ||h||ILé = sup |h(r)| pour tout i € ILé,(IR).
0<r<t

Théoréme 3.2.0.1. Sous (Hy,), la famille (eBI + e W, )¢~ satisfait le principe des grandes déviations

2

de vitesse e~ avec la bonne fonction de taux I,y : ]Lé (R) — [0, +00] donnée par :

1 2 2 : 2
+o00 sinon.

Autrement dit :
* Lp,w est une bonne fonction de taux;

x pour tout fermé C C ILé(]R),
1
lim sup &2 log PEW#(eBE + eW; € C) < ——[|f|42> + |ol*);
e—0 2
% pour tout ouvert O C lLé(IR),

lim inf e? log P4 (eBH + eW; € 0) >

e—0

—5[f15 + lol?)-

I\JIP—\

Démonstration. — Montrons que Iy, est une bonne fonction de taux, ¢’est-a-dire que Iy g est semi-
continue inférieurement et {(f, ¢) € lLé(lR) et a € R, Ipw(f,¢) < a} est un sous-ensemble

compact.
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Semi-continue inférieurement : Soit (f, ¢¢) € ]LCZP (R) tel que (fe, @¢) convergent vers

(f,9) € ]Lé(]R). Ona:

. . 1 1 ) t s
ll_]%lﬁw(f& 908) — llm—[‘feyé + ‘q)s‘z] = —11m[/0 /0 fs(r)fS(u) r,u dudr+/ gozdi’

20
t
)
_2//0?3%]; ¢(r,u)dudr+/o llg%([)gdf]
t
// (lim f,, (7) hmfg(u))(,b(r,u)dudr-i—/lim(pgdr]
0 e—=0 0 0 e—0

= U [ #sgtwauar + [ o) = 211115 + gl

= I ,0) < liml, , O¢).
gb,w(f @) < o 4),w(fs Pe)
Donc I, est semi-continue inférieurement.

Compacité : Iy, (f, @) < 400 pour tout (f, @) € lLé(]R), donc il existe a € R, tel que
Ipw(f, ¢) < a, on en déduit que I’ensemble
{(f, @) € lLé(IR) eta € R, Ipw(f; @) < a} est compact.
Dot {(f,¢) € L3(R) et a € RY, Ipo(f; ) < a} estun compact de ILj(IR).
On conclut que I,y est une bonne fonction de taux pour le PGD du processus

€B{_I + EWt.

— Borne inférieure et borne supérieure
Comme les processus Bf{ et W; de probabilités respectivement ng et P sont indépendants, on a :

(borne inférieure) pour tout ouvert O de ]Lé (R)

PP (eBf + eW; € O) =P, “(¢B{! € O) x PY*(eW; € O)
2 log PHWe(eBH 4 eW; € O) =¢?log IPH’S(eBt € O) + €% log PY#(eW; € O)
liminf e log P“# (e BE 4 eW; € O) —11r%1nfs log]PHS(eBH €O)+ lmémfs log P¥#(eW; € O)

e—0

1
or d’apres le théoreme 2.2.1., lir% inf ¢ log ]P(f'e(stl €0)> —§|f|§, et d’apres le théoreme
£—
1
de Schilder ( voir [12] ou [13]) 1in(1)infs2 log P“(eW; € O) > —§]¢|2
£
D’ou .
lim inf £? log P“# (eBf! + eW; € O) > ——[|f|f,, + |o|?);
e—0 2

(borne supérieure) pour tout fermé C de ]Lg) (R)

P (eB + eW; € C) ]PHS(sBH € C) x P*(eW; € C)
2 log PT¢(eBH 4 eW; € C) =e loglPH’g(th € C) + 2 log P (eW; € C)
hmsupe log P (eBlT + eW; € C) —hmsupe loglPHE(eBt € C)

e—0

+ lim inf €2 log P“ (e W; € C)
e—0
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or d’apres le théoreme 2.2.1. et le théoreme de Schilder ( voir [12] ou [13]) on a respectivement

1
- 2 He(.pH _ L2
ll_rf(l]sups loglP,“(eB;" € C) < 2|f]¢ et

1
li 2 Jog P# < —-lgf?
lim sup £” log (eWreC) < 2|§0|

lim sup e log P (eB! + eW, € C) < —[|f15 + |o|*]
e—

NI*—‘

3.3 PGD pour une solution d’EDS dirigée par un mB et un mBf

indépendants

Notre travail ici consiste a construire le principe des grandes déviations pour la solution XtH’w’g
définie en (3.1) quand le terme de dérive b = 0. On note la loi de probabilité de XtH’w’S par
= Qo il o

]PH,w,s
* QF = {

H,e
Py

* Fp 4 est une fonction déterministe associée a des solutions continues des équations différentielles

ordinaires suivantes :

[ Fualf, )0 = 10 = xo+ [ b()dr+ [ ouh(r)) fiplr, )+ [ ()i
Fhaa(£,0)(6) = Fu(F) = 2(t) = x0 + /0 b(z(r))dr + / 0 (2(r)) frp(r,)dr
Fitao(0,9)(6) = Falg) = 8(1) = xo+ [ b(g0))ar + [ oulg(r) g

| Fua0,0)(0) = m()) =0+ [ tb(m(r))dr

3.7
pour lesquelles f € Lé(lR) et ¢ € L?(R) sont induites par le PGD de mBf et de Bm et de plus b, 07,

et oy vérifient aussi les hypotheses suivantes :

il existe L et M telles que pour tous 1,z € S'(R)
o |b(h)—b(z)| < L|h
o |oc(h)—0o(z)| < L|h
o |b(z)| < M,|o(z)| < M.

Le fait que SBP , Wy et s(BtH + W;) satisfont le PGD nous permet d’évaluer la loi de probabilité
uH©E de X[1F (3.1).

Proposition 3.3.0.1. On suppose que Fpj ,(0;0)(t) = m(t) (3.7). Alors pour R > 0 et & > 0 il
existe & > 0 tel que

lim sup e? log pttwe{|| xHwe m(t)||]Lé >4, ||BE + Wt||]Li <a} < —R. (3.8)
&—
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Démonstration. Pour R > 0,6 > 0 et Fy4,(0;0)(t) = m(t), ona:

; t
XHR _(p)] < /0 Ib(XE©) — p(m(r))|dr + e /O op (XH©E) aBH
t
+€/ 00 (X2 ) dW, |
0

t
<L [ X5~ m(r)ldr + eM|Bf! + W]

IX0% — m(t )z < eM sup B+ Wile'".

0<t<T
Huw,e H,w,e H,w,e H Y -
p X = m() s > 0} < py ™ sup By + Wil > —5}
0<t<T
52p—2LT '
< 4dexp{— M2 1 t)TZ}(vozr[ ], page 43)
5 —LT
P‘H'w'g{”XfI'w's m(t )||]L2 >0, ||BH+Wt||ILZ <a} < pfos{|Bf +Wt||1L2 > ——,||Bff +Wt||1L2
52 —2LT
<4
< dexpi= 22M2(t2H+t)T2}
52e—2LT
Posons R = 2M7-(t7-H n t)TZ’ alors

R
X —m ()2 > 6, 1B + Willyz < a} < dexp{—}

lim sup & log ™ # {[| X —m(t) |2 > &, | B + Willyz < a} < —R.
E—r
0

t

Proposition 3.3.0.2. On suppose que F,(¢) = g (3.7) et ¥y = / @rdr pour ¢ € L*(R). Alors
0

pour R' >0, 6 > 0 et sous (Hy,) il existe & > 0 tel que

1
lin%sup e log pHoe || x e — Fw(q)t)H]Lé >0, ||BE + W; — E‘Ptuli <a}<—-R. (39
e
Démonstration. Pour R' > 0,6 > 0, Fy(¢¢) = g(t) et Iy (f, ¢) < a,ona:
t t
H/ 4 4 7 7 7
X{ee g0 < [ BX) ~blg(r)ldr + |e [ o (xX[P)aB]

t t
te /O oo (X AW, — /0 0o (XHE) g, dr|
t 1
< L/ X0t — g(r)dr + eMIBJT + Wi — Z¥]

1
||X1{{ws g(t )||1L2 < eM sup |Bt + Wi — ‘Ft|€LT

0<t<T
H,w,e XH,ZUE F (5 < Hw,e B W _ 111; 5e_LT
u X w(@)lla >0} < p™ ™ sup |By + Wi > =5}
0<t<T
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}.

) —LT
< exp{— 2L )y prtioe qup (i1 4wy - L > 2
0<t<T
Hw,e H,w,e H 1 CP,w (f/ QD)
R Fyn) g3 > 8 [BH + W= i3 < a} < exp{—20L)
~H,w,e H 1 56_LT H 1
Xp {”B +Wt—g‘FtHJH > 8—,||Bt +Wt_—lFt||1L%¢ < a}
(f 2 5 -7
= exp{— }VHWE{HBt +Wt||]L2 > ——, | Bf +Wt||]L2 <a}
<o~ 22Uy oK)
Iy, (f,90)+R
=4dexp{— P 2 }
/
=4dexp{——

1
lim sup e log ™ {[| X[ — By (g1) 12 > 6, | B + Wi — —¥ilp2 <a} < K"
£—

0
Proposition 3.3.0.3. La fonction Fyj 4 : [0, T| x ]Lg, (R) — lLé_l (R) est une fonction continue sur
tout compacte de ]Lé(]R).

Démonstration. (3.7) = Fr(f, )(t) = h(t) pour tout (f, ¢) € I3 s(R).
Posons Fy 4 fl, (pl) = hy et PHw(fz, ) = hy avec
() fr¢

_x+/ dr+/ o (h (r,s) dr+/0taw(h(r))gor.
Friw(f1,91)(t) = Frw(f2, 92)(t) = hi(t) — ha(t)
—/ hl —b h2 d?’—f—/ oy ]’11 fl( ) (i’ S)d?’
~ [ outnt) 00051 + [ aulin()g1)~ [ oulia)ea(r).
B 91) (1) = Fvao (far 92) ()] < [ b (1) = blha(r)
+ [ o () = on a0, dr + [ lon(a)ot,9)l1A0) ~ folr)lar
+ [0l (r)) =l )+ [ ew(ia()] 1)~ or(0)lar
SL/O I (r) — ha(r >|dr+Lk/ I (r) — ha(r) |dr+N/ £1(r) = fo(r)ldr
L0 [ (1) = ha(r)dr + M /0 p1(r) — @a(r)dr
< L(1+c+0) /Ot\hl(r)—hz(r)|dr+zx(N+M)T
1Erw(f1r 1) = Fra(fo, 2) [l < a(N + M) Tet (HHetIT,
Fp 4 est continue. [
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Proposition 3.3.0.4. On suppose h et g définie en (3.7). Alors pour H € (0,1), la fonction
In Lé_l(]R) — [0, 4-00] définie par

ow(h)
or(8g)ow(g)

—b()] — g—b@IE,  siheL3(R)etg e LX(R)

Jn(i ) = { Tl

~+o00 sinon
(3.10)

est une bonne fonction de taux c’est-a-dire que :
* [, est semi-continue inférieurement ;

* l’ensemble {h € ]Lz( ), €L*(R)etac R% / Ju(h,g) < a} est un compact de ]Lé(lR)-

Démonstration. Montrons d’abord que

]h(hfg)zl Sy _Tull)

E’m[h - b(h)] o O_H(g)o_w(g) [g - b(g)] 5,—1

L ()
e, M) —bh(t) = gy () — blg ()]

or Julhg) = inf (inf1(f) = 5171, f € LE(R), Fual, @) = h(t)

¢
:»fhuzg):;g((t)( £ () = () = S ()~ gL

(g(t
VI o)
2// oy (z(r))¢ h b(z(r)) — Uw(g(r))[g b(g(r))1])

, - o) — b(gu ), )

L ow(2(r)) [
2// or(z(r)) hr = b(z(r)) = gw(g(,,))[gr b(g(r)I])

ift =

1
)

1 . ow(hu) _
X (UH(hu) [h - b(hu) Uw(gu) [gu b(gu)]])(l) 1(1”,1/l)d1/ld1’.
J(1,8) = 31 = bl = 75— b

Semi-continue inférieurement de |, : Soit /1, € lLé(]R) et g&e € L?(R) tels que

he — h € ]Lé(]R) etge — ¢ € L*(R).Ona:

——— [he — b(he)] — m[gs - b(gg)]@,l
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= gty [ [ ) = ) = 2 () — (e (1)
x <m[he(u) b(he(u)) - g:&gzgi[g‘s(u) — b(ge ()] 6 (r, ) dudr
> 3 o i s ) = b)) = S () = b))
e (imy s l() = b)) — 220080 0) = e () )0
L [ 0 500 - ZED i) g
oy 00 = 6080) = 22 o) g1 (o)
= %|0H1(h) [l = b(1)] — #%[g’ — (@3 = Ju(hg)

Ju(h, 8) < li_{%]h(hsr gz—:)~

Ji, est donc semi-continue inférieurement.

Compacité : Il est évident que 0 < J,(h, g) < o0 pour tous h € ng,( )etg € L2(IR) donc il
existe a € R, tel que J;(h,g) < a et donc on en déduit que I’ensemble {h € 1L2( ), 8 €
L?(R) et a € R* / J,(h,g) < a} de niveau est un compact de lLé(]R).

La semi-continuité inférieurement et la compacité montrent que [, est une bonne fonction de

taux.

]

Théoreme 3.3.0.5. Supposons h et g définies en (3.7). Alors la famille (XtH W w0 satisfait le

principe des grandes déviations avec la bonne fonction de taux [y, (3.10).

Démonstration. Etant donné que J, est une bonne fonction de taux, il reste 2 démontrer les bornes

supérieure et inférieure. Fy ;, est continue et le processus stq de mesure de probabilité ]P{;’S admet

1
le PGD avec la bonne fonction de taux I (f) = 5 |f |$,, d’apres le principe de contraction, pour tout

ouvert O et pour tout fermé C de lLé(lR), ona:

1
~In(h,g) = — inf {inf Ip(f) = 5|fIj, f € LG(R), Fu(f, @) = i}
< liminf ¢? log]PHg[eBH € Fy (O)] = 11_r>r(1)1nfs logIPHs[F L (x[eey e FHw(O)]

e—0

= lim infe®log IPH’8 [Pgw(XH’w’S €0)] = lim inf e log IP(,I?I'E o L [X[1F € O]
e

ol

= lim inf e log p#[x["* € O]

e—0

< lim sup e log pHv [ x1* € C]
e—0

~ 2 He  p—1 [yHw,
= ll_t}l(}sups log Py o Fpy, [X, " € C]
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= lim sup € logIPHg[FHw(Xng € 0)]

e—0

= lim sup € logIPHs[FHw(Xst) € Fy (C)]

e—0

= hrnsups log]PHs[th € FHw(C)]

e—0

< —inf{inflp(f) = Elf!ézf € Ly(R), Fuu(f, 9) = h}
= —Ju(h,g).

Théoreme 3.3.0.6. Supposons z et g définies en (3.7), alors sous (Hy) la famille (XtH O e=0
satisfait le principe des grandes déviations avec la bonne de taux
i 8 ]Lé_l(]R) — [0, 00| donnée par

S @)= bEIR L + 510 (@)l — bR si (2.8) € L3(R)
+00 sinon.

Juw(z, 8) =

(3.11)

Autrement dit :
* [H . est une bonne fonction;

% pour tout fermé C C 1L s(R),

11msups log uf (x5 € C < — T w(z,9);

e—0

* pour tout ouvert O C ]Lé(]R),

lirr(1) inf €2 log u e[ X8 ¢ O] > — Ty 4(2, Q).
e—

Démonstration. [y, estla somme de deux bonnes fonctions de taux

Ju = %WIEI(Z)[Z—’?( Mg et Jo = I%f(g)[g'— b(g)]

taux.

2 donc JH w est une bonne fonction de

Démontrons la borne supérieure et la borne inférieure par le principe de contraction.
Puisque le processus sB{J + eW; de loi de probabilité PH®¢ 3 1e PGD de fonction de taux Ipw et
Fp 4, est continue, on a :

borne supérieure Soit C un fermé de ]Lé (R),

i e

lir% sup 2 log uf [ xH7% ¢ €] = lim 15up e logP" ™o F L)
£—

= hmsups log]Pst[FH (X[ e O)]
£—0
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= limsup & log P*[F; ! (X]""%) € F;;L,(C)]

e—0
= hrr(1) supe loglPH'w'S[s(BtH + W) € Fﬁw(C)]
e— ’
< - infl Lpw(f, @)
(f gO)EFHw(C)

= - inf {inflpolf,9), (f,9) € L(R), Fu(f) =2 Falp) = )

= —JHw(z 8)-

Donc lim sup € log @[ X% € C) < —Jy0(z2,8).

e—0

borne inférieure Soit O un ouvert de IL(I%(]R),

Huw,eryHw,ze _ Huwge 1 H,w,e
lg%mfe log " 4[X, " € O] = lgrcl)mfs logP o Fy Xy € O]

— Hw,e H,w,e
llg(l)mfs logP [FHw(X € 0)]

= hrr(l)mfs log]Png[FHw(Xst) € FHw(O)]
&e—

= 11rr(1)1nfs log P"*#[eBf! + W;) € F;1,(0)]
e—

> — inf1 Ipw(f, @)

(f/(P)GF[T[,w (O)
= —(Zigf)lgo{inflq),w(f/ ¢), (f,9) € L§(R), Fi(f) =z, Fu(p) = g}
= —Jnw(z8)-

Donc lin% inf €2 log u e[ X% € O] > — T (2, 9).
e—
T, _ : _ :
Montrons que Ji.(z,8) = 5[0y (2)[2 = b(@)] [ + 0w, ()¢ — b(3)]I’]
On sait que Jii,(2,g) = Inf {inf Iy (f, ), (f, ¢) € L4(R), Friu(f, @) = 1}
1
or Iyl f, 9) = 3£+ P

z(t) :xo—i—/otb( dr—l—/ or(z(r)) frp(r,s)dretg(t) —x0+/ dr+/ ow(g(r)) @, dr

= 2=b(z(t)) +ou(z(t)) fip(t,s) et ¢ = b(g(t)) + r(g(t)) s
= fr = o' (2(1)[2 = b(z()]¢7" (t,5) et o1 = 07" (g(1))[§ — b(g(1))]

)
= Tialzr8) = 5110 GO — O™ 1,5)3 + o (¢(6) ¢ — bl (I
= U o Dz = bl e @)z — bzl 0 ), )y
+ [ @ (g)lg = blgr))an

=S [ ot )z = b )z — b= )] (0, ududr
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+ [ (0 (5001 g — big(r))) ]

N~

[low (2)[2 = b(@)][5 + log  (8()[g — b(g(D)]]-

3.4 PGD pour une solution d’EDSM réfléchie

Ici, nous prouvons le principe de grandes déviations pour la solution (YtH’w’g, L}) de I’équation
différentielle mixte et réfléchie Y7*#(3.3 ). Pour A € I3

¢(IR), on définit un opérateur
I:L5(R) — LE(R) par

At = Ay — inf (A(s) AO te |0;T].
t t ogslgt( (s) A O) pour [0; T
vérifiant I’inégalité :

(3.12)

sup |[TA1(r) —TAx(r)| < 2sup |A1(r) — Aa(r)| (xef ([61; [18])).
0<r<t 0<r<t
Par le principe de réflection ([6]; [ £]), la solution (3.3) est donnée par

{ YH,w,s . rZH,w,s
t =14
Hw, Hw, (3.13)
Li =TZ, we—Zt we
ou ZHw~

est une solution de I’équation différentielle stochastique :

t t t
275 = xo+ [ bz yr + [ ou(rzPeaBY + [ ou(TZIonaw, st e (0T

(3.14)
et nous notons la loi de probabilité de Y/ par v

= pHwE, Flg,lw,l ot Fy 4,1 est une fonction
déterministe associée a f et ¢ par les solutions continues des équations différentielles ordinaires :

Frwi(f, @)(8) = hi(t) = h(

£) -+ I(h(t))
Friwi(f,0)(t) = Fra(f)(t) = zi(t) = z(t) +1(z(t)) (3.15)
Fr,(0, @) (t) = Fui(@)(t) = &i(t) = g(t) +1(g(t))

t
avec h,z,g et m sont les solutions définies en (3.7) et [(h(t)) = / X{n(r)=0}4l est une fonction
0
continue non décroissante.

Similaire a (3.13), nous pouvons écrire Fpj ;,; comme

Frwi(f, @)(t) = TA(f, @)

(3.16)
I(f, @)(t) =TA(f, @) — Ae(f, ).
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ou A est une solution continue du systeme d’équations différentielles déterministes suivant :

(

N(f9) =50+ [ AL )+ [ ouTALL S0 5)r+ [ oulTAF. ) g
A0,9) =70+ [ BTAO,9))dr + [ 0u(TAL0, ) grdr
A#0,0) = xg + /Otb(I“Ar(O,O))dr

\

(3.17)
pour lequel f € Lq%(]R) et ¢ € L2(IR) sont induites respectivement par les PGD du mouvement

Brownien fractionnaire BtH et du mouvement Brownien standard W;.

Proposition 3.4.0.1. Supposons que A(0;0) défini en (3.17), alors pour R > 0 et 6 > 0 il existe
a > 0 tel que

lim sup 2 log vHwe (|| zHwe A(0;0) [z > 4, B + Willyz <a} < —R. (3.18)
Démonstration. Pour R > 0 et > 0, nous avons :
|2 — A(0;0)] < /0 t |b(TZ%) — b(TA,(0;0))]dr
+ le /O t o (TZHwe)dBH 4 ¢ /0 t 0w (TZE5) dW, |
< L/Ot TZH©E _TA,(0;0)|dr + eM|BF + W,

t
sup |ZF" — A4(0;0)] < L | sup [TZH@€ —TA,(0;0)|dr + eM sup |BF + W]
0<r<t 0 o<r<t 0<r<t
t
<2L [ sup |ZHwE — A,(0;0)|dr +eM sup |BIT + Wy

0 o<r<t 0<r<t
||ZF’w’€ —TA¢(0;0)||;2 < eM sup |BtH + Wt|€2LT
¢ 0<t<T
H Huw,ze H H se—2LT
v Z T = TA(0;0) |2 > 6} < v sup |By" + Wi| > i }
¢ 0<t<T €
52¢—ALT
<4 — .
S 4Pl a2

VIR Z1 —TA0;0) g3 > 8,11B + Wil < )

; . se~2T

<vP{ sup By + Wi| > ———, ||By" + Wely2 < a}

0<t<T eM '
52p—4LT
<4 — :
< dexp{ 262 M2 (£2H + t)Tz}
52p—ALT

Posons R = ME(EF 4 T2 alors

R
yHwe || zFwe _ LAH(0:0)]y3 > 5,||Bf + Willpz <o} < dexp{—5

lim sup 2 log vHwe (|| zHwe I"At(O;O)||]L3¢ >4, ||BE + Wt||]L;¢ <a} < —R.
£—
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t

Théoreme 3.4.0.2. Supposons Fy,; définie en (3.15) et ¥t = / @.dr pour
0

¢ € L*(R), alors pour R > 0, 6 > 0 et sous (Hy), il existe & > 0 tel que

. 1
limsup e log VA { [/ — By (8)y3 + 12§ — Lillz > 5, B + Wi — <¥ill3 < a} < —R'.
(3.19)

t
Démonstration. Pour R’ > 0,6 > 0et¥; = / @,dr alors par (3.13) et (3.17) nous avons :
0

Y[ — Foy g (@) (8)] + |L§ — Lt = [TZ]° —TA(0, )
+[TZ {10 — 710 T A0, 9) + Ai(0, 9)|
< [TZE% —TA0, )| + |TZHPF —TAL0, 9)| + |ZF™F — A0, 9)].
sup [V — Fiy41(0, @) (t)| + sup |L§ — 1]

0<t<T 0<t<T
< sup |TZ™F —TA(0,9)| + sup |[TZ™F —TA4(0, )]
0<t<T 0<t<T
+ sup |ZF — A (0, 9)]
0<t<T

< 2 sup |27 — A0, @)| +2 sup [ZF = A0, 9)| + sup |ZF = A0, 9)]

0<t<T 0<t<T 0<t<T
<5 sup |ZtH’w’€ — A (0, @)

0<t<T

Donc la preuve de ce théoreme est réduite 2 montrer que

1
lim sup €2 log v {|| ZF@# — A4 (0; (P)HILé > &, ||BE + W; — ZTtHLé <a}<-R.

e—0

avec 5 = 56, Alors
; t
2~ M0 )| < [ 100ZI5) (T A(; )l -+ ¢ [ o (X/04) B
0 0

t t
te [ au(TZon)aw, — [ oo(Tzf1) g dr
0 0

t 1
< L/ [TZE0% — TA(0; 9)ldr + eM|Bf + Wi — —¥i].
0

t 1
sup |ZFWF — A (0;9)] < L / sup [TZ¢ —TA,(0; ¢)|dr +eM sup |BE + W, — =¥
0<t<T 0 o<r<t 0<t<T €

t 1
<2L | sup |ZHY — A,(0; @)|dr +eM sup |Bff +W; — =¥y
0 o<r<t 0<t<T €

1
||ZtH,ws — At(0; @) [|p2 < eM sup IBE + W, — —¥,|e2LT.
¢ 0<t<T €
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5/6_2LT
VH,w,s{HZfiws A+(0; q))H]Lz > '} < v sup |[BE + Wi — —Tt| > M }
0<t<T
I , 5 —LT
Sexp{——q),w({ qp)} Xﬂst{ sup |Bt +Wt__‘Ft’ > ‘ }
& 0<t<T eM

vHE|Z = A0 9)llyz > 8 |IBE + Wi — z‘“”mé <t

I w 7
SGXP{— (Pr (f 4))}
Hwe 5/ LT H 1
{ sup [B/ +Wt——‘Ft! > 1B+ We = 22 <a}
0<t<T
Iypw(f, ¢) _Hwe (5’@‘2” . _
— exp{- QJ}WH (BE + Wl > o 1B+ Wil < )
< dexp(— 219, xexp{ g
I ,w(f;(P)
= dexp{— i 2 }:4exp{——}

1
lim sup 2 log vHwe ||z — A4(0; (p)||]Li > &, ||BE + W; — ETt”li <a} < —R.
e—

Proposition 3.4.0.3. Supposons z,1 et g définies en (3.15), alors sous (Hy,) la fonction
JHw, Lé_l(]R) — [0, +c0] donnée par :

2108 (@)1~ b(2) ~ gy (@R + 310 (981~ b(8) ~ xgg-0y (&I
JHwi(2,1,8) = si (z,1) € L3(R) et (g,1) € L*(R)
+o00 sinon.

(3.20)
est une bonne fonction de taux.

Démonstration. Semi-continue inférieurement de [, ; :

Soient (z¢,l;) € Lﬁ,(]R) et (ge,l:) € L*(R) telles qu’elles convergent respectivement vers
(z,1) € Lé(lR) et (g,1) € L>(R). On a donc :

hm]le( er8erle) = hm "TH (ze)[2] — b(ze) — X{zg:O}(ze)Zs]‘;—l

+gig%§|0 '(ge) 81 — b(ge) — X (g0 (8e) ][

1 .
§|l1mc7H1(zs)[zl b(ze) — X{zﬁzo}(zs)ls]@fl

e—0
+ §|yg50 H(8e)[81 = b(8e) — X{g.—o0} ()]
1 . 1 .
= 5lon' (@)l = 0(2) = X a0y DG + 51w (981 = (&) — X (g0} ()]
= JHwi(2/1,8)-
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Jraw,(2,1,8) <UmJg o1 (ze, le, Ge).-
e—0

Donc [p 4, est semi-continue inférieurement.

Compacité de { (z,1) € Lﬁ,(lR), (&) € L*(R)eta € R/ Jprwi(z,1,8) <a}.

JH1w(2,1,8) < 400 pour tout (z,1) € Lé(lR), et (g,1) € LZ(]R), il existe donc a € R tel que
Ju1w(2,1,8) < a, on en déduit que

{(z]) € Lé(]R)/ (g1) € L*(R) et a € R* /J4,(z,1,¢) < a} est un sous-ensemble
compact de ]qu(]R).

]

Proposition 3.4.0.4. Les fonctions Fy ), et | définies en (3.15) sont des fonctions continues sur le
compact { (z,1) € ]Lé(]R), (&) € L2(R)eta € RY./Jpwi(z,1,8) < a} de lLé(]R).

Démonstration. — Posons Fyy ;4 (f1, 1) = TA(f1, ¢1) et Fy10(f2, 92) = TA(f2, 92) pour

tout (f, ) € lLé(]R), ona:

sup |Fu,w(f1, @1)(t) = Faw(f2, 92)(t)| = sup [TA:(f1, ¢1) — TAt(f2, 92)]

0<t<T 0<t<T

<2 sup [At(f1, 1) — At(f2, 92)]
0<I<T

avec

Afo9) =30+ [ A, @)dr+ [ ow(TAF, )00 5)ar + [ culCAL(f,9) .
Mfion) = Alforg2) = [ BTAL (1 91)) — TA(fo 92) ]
+ [ O o) 90— [ ou(TAfor g2 o7, )i

+ [ ouTA 0o [ @A g2) gt
= [ A1 91) = BEA 2 2l + [ Ton(TA o 91) — (T (o 02)) o107,

+ [ oA fo 029 9)A() — o)l

+ [ Tou(T A1 9) = alTA o p2or () + [ 0ulTA (o920l (r) = g2l
(i) = Aol 9] < [ 1BTA(fr 1)) = BOTA (o 2)

+ [ on(T A1, 91)) — T 923 (11900, )

+ [ oA 02009 (1) — o)

+ [ Tou(T A1, 91) — 0ulTA o 92)or () + [ 0ulTA o 92)) g1 (7) — 920
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<L [ ITA G g0) = TA G gldr + Le [ ITA (i 90) — TA i)l
N [ 1A0) = 0ldr+1e [ IPA(g0) = TAf g2)ldr +N [ 1g10) = ga(o)lar
<L(1 -|—2c)/0 ITA(fi, @1) — TA(fa, @2)|dr + 2NGT.

t
sup |[Ai(f1, ¢1) — Ai(f2, 92)| < L(1+26)/ sup [TA(f1, 1) = TA:(f2, ¢2)|dr 4+ 2N6T
0<t<T 0 o<r<t

t
<2L(1 +2c)/ sup |Ar(fi, 91) — Av(fo, @2)|dr + 2N6T.

0 o<r<t

|8t (F1, 1) = Aslfo p2) [l < 2NOTERHH2T
|\ Fri10(f1, @1) — Friw(f2, 92) ”li < INST2L+2)T

D’ou Fp ;4 est continue.
— D’apres (3.16) It(f, ¢) = TA«(f, ) — At(f, ), donc

le(f1, 1) — 1(f2, 92) = TAL(f1, 1) — At(f1, 92) — TAe(f2, 92) + Ae(f2, 92)
1e(f1, 01) = It(f2, 92)| < ITAL(f1, 1) — TAL(f2, 92)| + [Ae(f1, ¢1) — Ae(f2, 92)]
sup |li(f1, ¢1) — Li(f2, 92)| < sup [TA:(f1, ¢1) — TA(f2, @2)| + sup [Ae(f1, 91) — Ae(f2, 92)]

0<t<T 0<t<T 0<t<T
<2 sup [Ai(fi, @1) — At(f2, 92)| + sup |At(f1, 1) — Ai(f2, 92)]
0<t<T 0<t<T
<3 sup |As(f1, @1) — At(f2, 92)|
0<t<T
< 36

parce que A € IL%(]R). D’ou [ est continue.

Théoreme 3.4.0.5. Sous (Hy), la famille (YtH’w’s, L}) (e>0) de probabilité v satisfait le
principe des grandes déviations avec la bonne fonction de taux [ ,, | définie en (3.20).

Autrement dit :

x pour tout fermé C C ILé(]R),

lim sup e log v [ (Y;"**, Lf) € C) < ~Jn1,0(2,1,8)
E—

* pour tout ouvert O C ILg(RR),

lim inf 2 log V@£ [(Y/I™F, L%) € O] > —Jh10(2,1,8)

e—0

Démonstration. [ 4, est une bonne fonction de taux, donc démontrons la borne supérieure et la
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borne inférieure.

Puisque Fpy ) est continue et le processus thH + eW; de loi de probabilité ]Pg’w’g admet le PGD
1 1

avec la bonne fonction de taux Ip . (f, @) = 5 |f |é + 5 | q)]z, d’apres le principe de contraction, nous

avons pour tout ouvert O et pour tout fermé C de ng,(lR) :

lim infe? log v7@e[(XHE™# %) € O] = lim infe? log P70 Fy [(Xst L{) € O]

e—0 e—0

zi t):xo+/0b( dr+/0H ) frp(r,s)dr + 1(h(t))

t

00 =0+ [ b(g)ir+ [ ou(g(r))gudr +1(5(0)

[ lim_infe? log vV (X% 15) € O] = limoinfs2 log PH@#[F-1 (X5, 18) € O]]
E—>

s—>0 ( H,w,l
= z2(t) =b(z(t)) + ou(z(t)) frg(t,s) +X{z(t):0}(?(f))i
| &i(t) = b(g(t)) + ow(g(t)) @t + Xig(r)=0y (8(1)]

gh_r>n inf £2 log v (XTF 1£) € O] = Eli_r>n0infsz log]PH’wg[l—"lel(Xng IRS Flel[O]]
1

= 9 ff = UH(Z(t))(P(t,S) [Zl(t) - b(Z(t)) — X{z(t)=0} (Z(t))l]

1 .
= ——|¢/(t) = b(g(t)) — _ )l
\ Pt Uw(g(t)) [gl( ) (g( )) X{g(t)f()}(g( )) ]
(. . 2 Hw,e Hwe 7e¢ 1 . 2 Hw,e H -1
Ehg101nfe logv (X", Lf) € O] = ehinomfs log P [eBi" + eW; € Fii ) [0]]

1 . .
= fi= UH(Zl(t))CP(t,S) [21(t) = b(z(t)) = X{z(1)=03 (2(£))]]

Pr = m[g’z(t) = b(8(1)) = X{g()=0y (8(1))]]

(

1 1
.f 'fI ’ — — 2+_ 2, , E][_,Z R/F — ,Pw _
(zl,gl)lglé(m{m v (fr9) = SIflg + 51017 (f, 9) € Lg(R), Py (f) = 21, Fui(9) = g1}
1

>0 = Gt 0 YO K- G
| 0= gy 10~ H(E(0) ~ K-y S ()
= Gl o B0 — E) ~ Kia-ar O+
1 1 .
3oy () — bl (1) = g0y (8]
= — (Gl @)l — b(z) — ey M1 + 510 (9)lgr — (8) — (o) ()]
= _]H,w,l(zl 118)
> lim 1sup 2 log P #[eBH 4 eW; € FI;}w,l [C]] = lim supé? loglPH'wS[FgwI(Xst LY) € F_ w1 [Cl]

e—0

= hm  sup e 2 log PHWE| le[(XH’w’S, Lf) € C]] = limosup e log P14 SOFlel[(XfI’w’g, L§) € C]
ge—s

= lim  sup e 2logvHws[(xH2E 15) € ).

e—0
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3.5 Conclusion

Notre étude de comportement asymptotique d’une solution d’équation différentielle stochastique
dirigée par un mouvement Brownien standard et un mouvement Brownien fractionnaire via le prin-
cipe des grandes déviations se fait en deux phases : la premiere consiste 2 montrer que la somme
d’un mouvement Brownien standard et d’un mouvement Brownien fractionnaire suit un principe des
grandes déviations.

Grace a cette premiere phase et le rdle du principe des contraction nous parvenons a montrer a la se-
conde phase que les équations considérées dans I’introduction de ce chapitre obéissent a un principe
des grandes déviations.

Certains auteurs comme Shevchenko [4 1], ont prouvé 1’existence et I’unicité de la solution de ’'EDS
dirigée par un mouvement Brownien fractionnaire et un processus de Poisson. Du coup nous avons

eu I’idée d’établir au chapitre suivant le principe des grandes déviations pour cette solution.
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Chapitre 4
Principe des grandes déviations (PGD) pour une solution d’EDS

mixte dirigée par un mBf et un processus de Lévy indépendants

Résumé : Nous mettons dans ce chapitre nos derniers résultats qui sont soumis récemment pour publi-
cation. Ces résultats sont issus de 1’étude comportementale de solutions des équations différentielles
stochastiques mixtes dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire (mBf) avec sauts d’une part
et d’autre part celles dirigées simultanément par un mBf et un processus de Lévy. Comme dans le
chapitre précédent sur 1’espace des distributions tempérées, nous envisageons d’abord le cas ou le co-
efficient de dérive est nul et les coefficients de diffusion deviennent des identités avant de généraliser

I’étude de ces équations lorsque le coefficient de dérive est non nul.

4.1 Introduction

Soient B = {Bf,t € [0, T]} un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H € (0,1),
W = {W;,t € [0, T|} un mouvement Brownien standard et
N = {N;, t € [0, T]} un compensateur du processus de Poisson, trois processus indépendants définis
sur I’espace de probabilité du bruit blanc (S’ (R), B(S'(IR)), IP) muni du produit scalaire (., .).
Considérons dans cet espace les équations différentielles stochastiques mixtes dépendant du temps

dirigées par deux au moins de ces trois processus :

t t t
XHNE o 4 /0 b(XHINE)dy 4 ¢ /0 o (XENEYaBH | ¢ /0 / K(x, XIPN)N (dx, dr), (4.1)

Xi = xo+/ b(X?) dr+s/ UH(XS)dBH—i—e/ ow(X dWr+e/ / (x, X5)N (dx, dr),
0 *
4.2)
r,t € [0;T], ou
x x9 € 8'(R) est une variable aléatoire mesurable et x € R*;
x b,og et oy : [0;T] x S'(R) — S’(IR) sont des fonctions mesurables telles leurs intégrales res-
pectivement par rapport a dr, dBf{ et dW, sont définies comme intégrale du bruit blanc ( voir
[4]et [42]);

* K:[0;T] x R* x §'(R) — R* x S§'(R) est une fonction mesurable et son intégrale par rapport

a N(dx,dr) est aussi définie comme I’intégrale du bruit blanc [30].
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On suppose que ces quatre fonctions aléatoires satisfont les hypotheses suivantes :

pour x € R*,zetv € §'(R), il existe des constantes M et L telles que

e |b(v)| <M, |o(v)] < Met|K(x,v)| < M,

e |b(v)—b(z)| < Llv—2z|,|o(v) —o(z)| < Llv—z|et |[K(x,v) — K(x,z)| < L|v —z|.
L’existence et I’unicité de solutions de telles équations ont été prouvées dans [41]. De plus, dans [28],
les auteurs considerent une classe d’équations différentielles fonctionnelles neutres a retard fini pi-
lotées simultanément par un mouvement brownien fractionnaire et un processus ponctuel de Poisson
dans I’espace Hilbertien et prouvent un résultat d’existence et d’unicité. Cependant, notre objectif
dans ce chapitre est d’étudier et d’estimer le comportement asymptotique des solutions d’équations
(4.1) et (4.2) al’aide du principe des grandes déviations [21]. Par ailleurs, dans la littérature, plusieurs
auteurs ont établi le principe des grandes déviations pour les équations dirigées par un processus de
Poisson et celles dirigées simultanément par un processus de Poisson et un mouvement Brownien
standard. Parmi ces auteurs, on peut citer les travaux de Florens [20] et Leonard [29] pour un pro-
cessus de Poisson, Buldhiraja [7] et Dadashi [19] pour ’EDS dirigée par ce processus et les travaux
de Zhao, H., Xu, S [46], Yand, H and al [45] et Coulibaly, A and al [10] pour les EDS dirigées si-
multanément par un processus de Poisson et un mouvement Brownien standard. En effet, Zhao, H.,
Xu, S [46] et X. Yand [45] ont établi un principe des grandes déviations pour I’équation d’évolution
stochastique combinée a la fois par un mouvement Brownien standard et un processus de saut de
Poisson dans un espace de Hilbert donné en utilisant la méthode de convergence faible. Concernant
I’étude par le principe des grandes déviations pour les équations différentielles stochastiques dirigées
par un mouvement Brownien fractionnaire (mBf) et celles régies simultanément par ce processus et
un mouvement Brownien standard, nous avons obtenu les résultats dans nos articles [14] et [15] en
utilisant les méthodes de Freidlin-Wentzell [21] et d’Azencotte [ 1] dans un I’espace de distribution
tempérée S’ (R).

A notre connaissance, aucun article ne présente 1’étude via le principe des grandes déviations pour les
équations différentielles stochastiques contrélées simultanément par le mBf et le processus de Lévy.
Nous y investissons et par conséquent c’est ce qui nous a permis d’écrire cette partie. L’approche
que nous avons adoptée est différente de celle utilisée par d’autres auteurs. Comme dans notre article
[15], nous procédons en supposant I’indépendance du mBf, du mouvement brownien standard et du
processus de Poisson.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 4.2, nous rappelons quelques défi-
nitions et théoremes surtout du processus de saut de Poisson, la section 4.3 contient nos principaux
résultats, ces résultats sont réalisés en deux phases : la premiere est lorsque la dérive (b) est nulle et

que les coefficients de diffusion sont égaux a 1 et la seconde est lorsque la dérive est différente de O.

4.2 Pléliminaires et définitions

On considere I’espace de probabilité (S'(IR), B(S'(R)),IP) sur lequel on note {.,.) le produit

scalaire et on définit I’espace de fonctions continues de carrés intégrables :
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I2(R* X R) := { € S'(R* x R), Io(y) = {107, A($)10) / / v(dx)dr < +oo}

avec t,s € [0; T], ou A(¢) = pe¥ —e¥ + 1.

t
Définition 4.2.0.1. Pour w et 6 € S'(R), les processus {w, flj ) = / f(r)dB et
0

t
(0, 91p,) = / @ (r)dW, sont des processus Gaussiens de covariances respectivement
’ 0

(f flo = |f\é et |@|* pour tous f € Lé(lR) et ¢ € L*(R).

Théoréme 4.2.0.2. Soit v une mesure de Lévy . Il existe un élément noté¢ 1 @ v' dans S'(R* x R)

tel que
t
1@, 1) = /O / (e r)u(dx)dr, € [0;T)
pour tout P € S(R* x R), ou dx désigne la mesure de Lebesgue [30].

Définition 4.2.0.3. Pour tour 1 € S'(R* x R), Uintégrale stochastique de ¥ € L*(R* x R) par
rapport a N est définie par :

(n—17v,¢lgy): //* x,7)N(dx, dr) 4.3)

(voir[30]).

Théoréme 4.2.0.4. (Formule de Girsanov pour N [39]) Soit 7 € S'(R* x R) tel que pour tout
¥ € L2(R* x R),
dv

d—v:exp{(iy—1®1'/,tp)—<1®1’/,e"’—1—1p>} 4.4)

alors le processus défini par (il —1 @V, xrexr) = (1 — 1@V, xr*xRr) — (e¥ — 1)1 ® v est une

martingale sous V.

4.3 PGD pour une solution d’EDS dirigée par un mBf et proces-

sus de Lévy indépendants

Considérons les processus thH + eNy et thH +eW;+eNy, t € [0; T] obtenus respectivement
des équations (4.1) et (4.2) lorsque nous supposons que le coefficient de dérive est nul (b = 0) et les
coefficients de diffusion sont égaux a I’identité. On suppose que
(HY) : pour tout H € (0,1) les processus B, W; et N; sont indépendants.

On note P4 et IP¢ les mesures de probabilités respectivement de er{ + eNj et
eBIT + eW; + eNj et

L5 =L5(R) x L*(R* x R) = L3(R) x L*(R) x L*(R* x R) et M = L3(R) x L*(R* x R)

1. v est appelé dérivée de Randon-Nikodim.
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les espaces de fonctions continues de carrés intégrables. On désigne par ||.|| -> la norme sur Eé définie
¢

par ||v]| = Os<111<)t|v(r)| pour tout v € Eé et on définit pour tout

D= (f, 9, 9) € L3,

2 f12 1 2 . 2
1@y = ) 3la+5loP +1u(y) pour @ € £ “5)
<00 sinon.

Proposition 4.3.0.1. La fonction I : Eé — [0, 00| définie en (4.5) est une bonne fonction de taux
c’est-a-dire :
x I est semi-continue inférieurement sur Eé s

x {®@ e Eé and a € R, (D) < a} est un sous-ensemble compact de Eé.

Démonstration. Montrons que [ est semi-continue inférieurement.
. 2 2 .
Soit @e = (fe, Pe, Pe) € Ly tel que e — (f, ¢, ) =P € L. Ona:

1 1
limI(Pe) = Wl (fe, e, ) = Hm(S|fef5 + 5 |gel® + Lo (1pe)]

= —hm/t /st(r)fg () (r, u)dudr + hm/ @3 (r dr+11m/t/*/\(gbg(xm))v(dx)d?’

20 e—0

> 2/ /0 limf,(r) gb(r,u)dudr+—/ limgos(r)dr+/t/ lim)x(tpg(x,r))v(dx)dr

e—0

:2//f rududr-l—z/qo dr-l—// v(dx)dr

= §|f|¢+ §|§0|2+ I(y) = I(P)
lim(®:) > 1(®).

Donc I est semi-continue inférieurement.

Terminons la démonstration en montrant que {P € Eé eta € R, I(®) < a} est un sous-ensemble
compact de ﬁé.

Pour tout @ € £3,0 < I(®) < +oo, donc il existe a € R, tel que I(®) < a, on en déduit que
I’ensemble {P € Eﬁ, eta € R, I(P) < a} estun sous-ensemble compact de L%.

I est une bonne fonction de taux.

Théoréme 4.3.0.2. Sous (HY), la famille (B + eNt) (e>0) satisfait le principe des grandes
déviations avec la bonne fonction de taux Iy, : M42, — [0, 00| définie par

1

—+o00 sinon.
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Théoréme 4.3.0.3. Sous (HY), la famille (eBF + eW; + eNt) (e>0) satisfait le principe des

grandes déviations avec la bonne fonction de taux I définie en (4.5), ¢’est-a-dire :

* pour tout fermé C C L2,
o 2 @ H N 1 2 1 2
lim sup e” log P*(eB;" + eW; +eN; € C) < —[—|f|4,+ —lol” + Li(y)];
e—0 2 2

« pour tout ouvert O C L3,

_ 1 1
lim inf e? log P*(eB{! + eW; + eN; € O) > —[—|f!§> + 519 + L))
e—0 2 2

Démonstration. Soity € §'(R* x R) une trajectoire du processus N,
t —
(n—1@7,Peljgy) = / / We(x, 7)N(dx, dr) 'action entre S’ (R* x R) et de S(R* x R) pour
/ 0 JR*
e € S(R* x R) et PH%# 1a mesure de probabilité de la famille (eBff + W) (e>0)-

Borne inférieure Soit O un ouvert de £3, puisque les familles (¢Bf? + eWH) (e>0) €t (Ni) (e>) sont

indépendantes, nous avons :

Pt (eBH + eW; + eN; € O) = PHY#(eBH + eW; € O) x 1v¥(eN; € O)
liminfe? log P¢(eBf + eW; + eN; € O) = lim inf £? log PHW#(eBE + eW; € O)
e

e—0

+ liminf e? log v¢(eN; € O)
e—0

1
avec lin(l) inf 2 log PH¢(eBE 4+ ew;, € O) > —§[|f@ + |¢|?] et d’aprés la formule de Girsanov
£—
de Nt
. 1 , 1 " e
dvf = exp{—g<17 — 10,9 + 8—2(1 Qv,e¥e —1 — 1) }dv
. . . 1 .
(1 =1@v, xrRexR) = (T = 1@V, xR*xR) + E(elpg o L R
ona:

dvé(eN; € O) = exp{—%(q —1®7v,¢:) + 81—2(1 @ v,e% — 1 — ) }di* (eN; € O)
= exp{—%(n —-1®v-— %(e% —D1Rv,1p) — é((e% —1)1®v, 1)
4 81—2<1 @ v,% —1— o) }di(eNs € O)
= exp{— (7~ 107,9e) — (100,90 + 51014 — (& ~D1@v,pe)

1 1 _
+ 8—2<1®v,e¢’e —1) — €—2<1®v,¢£>} x dv*(eN; € O)
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= exp{—%(ﬂ -1®v-— %(e% —D1@v,1) — é(e%l RV, Pe)
4 8%(1 21, —1)}di (eNj € O)
- exp{—%( 1@, — l<1 21, e e — ¥ + 1)} (eN; € O)
= exp{~ 5 (190, A(fi))} X exp{—— (7~ 18 v,90)} x d¥(eN; € O).(§)

@N}EO)—enﬂ—lJ(¢J}X£M@Mane4ﬂ——<-—1®V¢@H @)

En appliquant I’'inégalité de Jensen et le lemme du théoreme de Bochner-Minlos a (4.7) ,on a :

v¥(eNt € 0) > eXP{——L/(lPs)} x 7°(eN; € O) x exp{— L E[iz(;;]tivg)ljeﬂ}

= exp{—e—zL-,(gbs)} x 7°(eNy € O) x 1.
liminfe? log v¢(eN; € O) > —I;(1p) +lin& inf &2 log 7 (eN; € O)
i d

e—0

liminf e? log v¢(eN; € O) > —I;(p).

e—0

Donc
_ 1
liminf e? log P (eBf! + eW; + eN; € O) > —(§[|f|é + 9] + L ().

e—0

Borne supérieure : Soit C un fermé de Eé.

Puisque les familles (eB + eW) (e>0) €t (Ni)(e>0) sont indépendantes, on a :
Pt(eBH + eW; + eN; € C) = PHEN4(eBH 4+ eW; € C) x v¢(eN; € C)
lin& sup €* log IP¢(eBH + eW; +eN; € C) = lir% sup €% log PE2£(eBH + eW; € C)
& e—
+ lim sup €* log v*(eN; € C).
e—0

Avec lim 1sup e 2log PHV#(eBH + eW; € C) <

e—0

—5If15 + [@[*] et d'apres (§)

NIH

A (eR) € C) = exp{— (7~ 197, i) — 5 (190, ePegpe — ¥ —1)}dr*(eR € C)
= exp{~ 5 (10, A(p)} x expl— (7~ 18 0,90 }dv*(eNy € C)
Swm—§M%HW%Mec>
V(eN € C) < exp{—glzl,;(lpg)}ﬂe(sﬁt €0
VE(eNy € C) < exp{—ll,;(lpg)}ﬂe(sﬁt €0
lim sup & log v*(eNi € C) < ~Iy(y) + limsup & log (¢ € C)

e—0

lim sup €?log v¥(eNt € C) < —I;()
e—0
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car lim sup & log 7 (eN; € C) = 0.
e—0

1£15+ o]+ I ()

NI =

lim 1sup € 2log IP¢(eBE + eW; +eNy € ¢) < —(

e—0

]

Sous I’hypothese (HZZ(\,] ) de I'indépendance de ces trois processus, considérons maintenant les équa-

tions (4.1) et (4.2) en supposant que la dérive est non nulle. On note respectivement les mesures de

probabilités des solutions XtH’N'S de (4.1) et X§ de (4.2) par ‘uH’N’s = PHNE, PﬁlN etyut = PCoF !

ou :

* PPN ot P€ sont les mesures de probabilités des processus respectivement sB,{{ +eNj et thH +
eW; + &Ny,

* F est la fonction déterministe solution du systeme d’équations différentielles ordinaires :

.

Pt(f,go,tp):v(t):xo-i—/otb( dr+/ o (0(M) fp(r, s dr—l—/ 0w (0(r)) p(r)dr
_|_/ / N (™) — 1)y (dx)dr
F(£,0.9) = Fun (i) = u(t) = 0+ [ blu(r))dr + / on(u(r)) f(r,s)dr
+/ / e‘/’(”) — 1)v(dx)dr
Fi(f,0,0) = Fu(fi) = z(t) :x0+/ dr+/ oz r,s)dr
0,9,0) = Fy(¢) = g(t) :xo—l—/ (r dr—l—/ ow(g r)dr
F:(0,0,9) = Fx () = p(t) = ))d , (M) (57 — 1) (dx)d
v = p() w+ [ bp(r) ”/O/R* (x,p(r) (") —1)v(dx)dr
F(0,0,0) :xo+/0 b(F,(0,0,0))dr

\

4.8)
pour lequel (f, @, ) € L‘g) est engendré par le PGD de ¢B + eW; + eNj.

Proposition 4.3.0.4. On suppose F;(0;0;0) défini en (4.8). Alors pour tout R > 0 et 6 > 0 il existe
o > 0 tel que

linésup 2 log ¢ {|| Xt — F(0; O;O)H% >0, ||BE 4+ Wi + NtHLé <a} < —R. 4.9)
e—
Démonstration. Pour R > 0,6 >0ona:
t t
X5 — F(0;0;0)] < / IB(XE) — b(E,(0;0;0))|dr + \s/ o1 (XE)dBH
0

t
+£/ o (X)W, +£/ / (x, XE)dN (dx, dr)|
0 *
t
< L/ IXE — F,(0;0;0)|dr + eM|BF + W, + Nj|

| X — F:(0;0; O)]Ez < eM sup |Bff + W + Ny|etT
0<t<T
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oe —LT

wAIXE = F(0;0;0)l 2 > 6} < p{ sup [Bi + Wi+ Ni| > =~}
0<t<T
§2p—2LT .
< 4dexp{— % 2M2(t2H+2t)T2}(UOZr [15]).

HAUIXE = B (0;0,0)] g2 > 5IHBfI+Wt+NtH52 <aj

oe —LT _
< p{ sup |BI'+ W+ Ny| > —— YL B+ Nell 2 < a}
0<t<T ¢
52e—2LT
<4
4Pl pmr o
(52672LT
Posons R = 2M2(t2H n 2t)T2’ donc

) R
HAUIXE = B (0;0:0)[| 2 > 6, 1B + Wi + Nl <a} <dexpi—}

lir%supezlogys{HXf - Pt(o;0;0)||£§) >4, ||BE + Wi + Nt||£3) <a} < —R.

e—

.
Théoreme 4.3.0.5. On suppose F défini en (4.8), ¥+ = / @, dr et
0

/ / 61/’ xr) _ Yv(dx)dr pour (0, ¢,¢9) € Cé. Alors pour R > 0, § > 0 et sous

(Hul\]), il existe & > 0 tel que

. -1
lg%supszlogyS{HXf—Pt(O, ¢ )2 >0, ||Bﬁ+Wt+Nt—g(Tt+®)||z:§) <a} < -R.
(4.10)

Démonstration. Pour R' > 0,6 > 0, F;(0, ¢, ¢) = u(t) et [(®) < aona:

X~ (0 9.9)] < [ 1005) ~ blar)ldr + |e [ ou(5)aBl +e [ ou(Xe)aw,
+e /O t / K(x, X9)dN(dx,dr) - /0 o (1(r)) oy
[ K u) @~ 1)u(axn
gL/t|X£—u(r)|dr+eM|/tdBH+/tdWr+/Ot/*dN(dx,dr)
——/ W__/ [ (e~ 1yu(axr]
SL/ X — u(r)|dr + eM|BH +Wt+Nt—%(‘Ift+®t)|.

1
HXf—Ft(OIQO, )”£2 <eM sup |Bt +Nt__(\]{ft+@t)|
0<t<T
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1 o1
= ¢eM sup |B+W; — -¥; + N; — —OlelT
0<t<T € €
1 _1
< eM sup [|BF +W; — =¥, + N; — —0|]e!.
0<t<T € €
e (1l 1 1 se LT
HAUXE = B0, 9,9)] 2 > 0} < p{ sup B + Wi — SH AN = 2O > —- )

0<t<T

1 _ 1
nLIXE — F (0, (PI‘IJ)HE2 >3, ||BfT + Wy — S¥e 4+ N —@t||£2 <a}

1 5e LT 1

<u { sup |Bt +Wt——Tt+Nt——®t| ||Bt +Wt——Tt+Nt——@t||£2 < Dé}

0<t<T

de —LT

= u*{ sup |B/ +Wt+Nt|> ||BH+Wt+Nt||52<“}

0<t<T

5 —LT

< eXP{—EI( )}i{ sup |Bff+ Wi+ Ni| > ——, || B +Wt+NtHc2 <af

0<t<T
< exp{—1(®)} x exp{~ R} = exp{—§<1<<1>> +R)} = exp{~ R’}
w1 Xt — F (0, (Pr‘/J)H[,§7 > 6, || B+ Wi — %‘Pt + N; — %@H% <a} < exp{—%R’}
}ji_{%supgz log p*{[1Xt — F:(0, 9, ¥)ll 2 > 0, IBf + Wi + N, — %(‘Pt +0O)llg <ap = ~R.
O]

Proposition 4.3.0.6. La fonction F : [0, T| X Eé — qub—l définie en (4.8) est une fonction continue

sur un compact de Eé.

Démonstration. Montrons d’abord que F(f, ¢, ) = v est continue pour tout

(f, ¢, ) € L. Soitvy = F(f1, g1, §1) et va = F(fa, @2, §2) avec

¢ :xo—l—/tbvr dr+/t(7H( (") fd rsdr+/(7w ))@rdr
+/ / (x, 0(r)) (¥ — 1)v(dx)dr

(1)~ 2a(t) = [ (b(or(r)) = b(o2))dr + [ ou(or() i)l )

— [ o2 20001+ [ o)) = [ oaloar))alr

+// (x,01 (7)) (") — 1) (dx) dr—// (x,02(r)) (727 — 1)u(dx)dr.
E(f 91, 91) = Frlfa 92,92 < /0 (01(1) ~ bloa(r))ldr + [ om(or(r)) — on(ea()

<R+ [ lou(@ eI - )l

+ [ou(@ ) = aulesllonlar + [ o)1) = p2(r)ldr
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+// (x,01(r)) = K(x, 02(r))[|e" ) — 1[u(dx)dr
P1(xr) _ pa(xr)
+/O /]R\K(x,vz(r))He V2050 |y (dx)dr
t t t
gL/O |01(r)—02(r)|dr+Lc/0 |01(r)—vz(r)|dr-|-N/O F1(r) = fo(r)|dr
t t
L3 [ for(r) —oa(nldr+ M [ |1(r) - ga(r)ldr
t t
_ P1(xr) _ oa(xr)
—i—L(S/O |1 (7) vz(r)|dr+M/O /IR* e e |dr
t
< L(1+c+2(5)/0 01(r) — v2(r)|dr + 6(N + 2M)T
1ECf @1 91) = E(f2 @2, 92)ll 2 = a(N + 2M) Tek (12T,

Donc F est continue. [

Théoréme 4.3.0.7. Supposons z et p définies en (4.8), alors sous (HY), la famille (XtH NEY 2o
satisfait le PGD avec la bonne fonction de taux [y N : Mé,l — [0, +00] donnée par :

o @ —b@I + _inf  {I(p), En(p) = p}

peL2(R*xR)

Jan(z, p) = %
HN(z p) pour (z,p) € Mg

4.11)

+o00 sinon.

Autrement dit :
* [y N est une bonne fonction de taux ;

% pour tout fermé C C M3

lir%sup e2log vENE(XHNE € C) < —Jun(z,p);
E—

% pour tout ouvert O C M3,

lin%infs2 log vINE(XHNE € O) > —Jy n(2, p).
E—

Démonstration. 11 est évident que Jy N est une bonne fonction de taux car étant la somme de deux
bonnes fonctions de taux.
Montrons la borne inférieure et la borne supérieure et donnons la forme explicite de Jy N.

Puisque Fy n est continue et le processus eBtH + eN; de mesure de probabilité PHNE obéit Ie PGD

1
avec la bonne fonction de taux Iy (f, ) = 5 i |§, + I () (4.6), d’apres le principe de contraction
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on a pour tout ouvert O et pour tout fermé C :

11m inf e? log 1/HN€[XHN‘g € 0] = 11m inf 2 log PN o Fﬁ,lN [(XHENE e O]

—x0+/ dr—l—/cTH ¢(r,s)dr
H,N,er~vH,N,e H,N,e 1 H,N
N lg%mfe logv (X, € 0] = lg%mfe log P [Fo n (X € 0)]
2(t) = b(z(t)) + on(z(t)) fip(t,s)

hr%mfe log vANE[XHNE € O] = llr%lnfs loglPHNs[FHlN(XHNs) € Fy\(0)]
&~ e—>

1 .
| /= saemie st T ED)

lim inf €2 log V7N [ XHN# € O] = liminf¢? log PPN [(eB 4 ¢N;) € Fi v (0)]

e—0 e—0

= 1
[2(8) — b(z(1))]

arEeren
it Ol ,9) = S+ Tol) pour (£,) € M, En(f) =2 Fu(p) = p)
> —
fi= UH(Z(;) 515y 20— )

1 1 : :
_(§| O'H(Z(t))(,b(t,S) [Z(t) - b(Z(t))”é + I/JELZI(I]IIQEXIR){IV(IP)’FN(IP) = p})

= Glog' @k - bR+ inf o B@)EN () = PY) = ~Jun(z p)

pel?(R*x
> lin% sup & log]PH'N'e[(stI +eNy) € FHlN(C)]
e— !

= lir% sup €2 log ]I’H'N'S[Fﬁll\,(XH’N’s) € FQIN(C)] = lirr(1) sup & logIPH'N'g[1—"1111\,()(?’]\[’g € 0)]

= 11msup€ log PENE o FHlN[XHNg €C]= hmsupe log VAN xNE € ).
e—0

Théoreme 4.3.0.8. Supposons que z, g et p définies en (4.8) et on pose

In(P) = me {IV( ), EN(¢) = p}, alors sous (HY), la famille (X§)e~o satisfait le
PEL2(IR* X
principe des grandes déviations avec la bonne fonction de taux [y, N : Eé,l — [0, +o9]
donnée par :
1 -1 g 2 1 -1 : 2
sloy ()2 =0(2)][51 + 50w (9)[g = b + In(p),
JHwN(Z, & W) = pour (2,8, p) € L2 (4.12)

+o0 sinon,
c’est-a-dire, pour tout fermé C C ﬁé et pour tout ouvert O C Cé, tel que (z,8,p) € £¢ ona:

lim sup €% log ¢ (X¢ € C) < —Juwn(z g p) < liminfe?loguf(X¢ € O).
e—0 e—0
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Démonstration. Etant donné que | HwN = JH+ Jo+ N 2 est la somme de trois bonnes fonctions

de taux, donc [y 4, N est une bonne fonction de taux. Puisque F continues et le processus

eBE + eW; + eN; de probabilité IP obéit le PGD de fonction de taux I(P) =

(4.5), sous les contraintes

t
t):xo—|—/b( dr—l—/aw
0

(2= b(z(t)) + ou(z(t) fig(t,s)

[ §t = b(g(t)) +ow(g(t)) e

1 .
¢t = W[gt —b(g(t))]

\ Owl\8

t) = xo+ /Otb(z(r))dr + /Ot oy (z(r))

(1, s)dr

1)) @rdr

L2
E‘f|¢+

on a, d’apres le principe de contraction, pour tout ouvert O € L’é et pour tout fermé C € L3,

e—0

lim infe? log vé[X¢ € O] = lim0 inf e? log IP¢ o F~1[X¢ € O]
e—s

= lim infe®log PE[F1[X¢ € O]]
e—0

= lim infe?logP¢[F1(X¢) € F~1O]]

e—0

= lim infe®log P¢[(eB + eW; +eN;) € F1[0]]

e—0

2
(z,g,p)E[,(P
1

(Gl @)z -

= —JHwnN(Z, 8 P)

> lir% sup €2 log P¢[(eB + eW; 4 eN;) € F~1(C)]
e—

= li 2 log ut[X¢ .
Llim sup e”log p*[ X} € C]

2. On ne peut pas déterminer 1’expression explicite de Jy.
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4.4 Conclusion

En définitive ce chapitre regroupe les deux études comportementales des EDSM dirigées par un
mBf et un processus de Lévy, réalisées dans 1’espace des distributions tempérées. Nous avons mené
ces études comme dans les chapitres précédents en deux cas sous la condition de 1’indépendance
de ces trois processus. Le premier cas consistant a annuler la dérive et a égaliser les coefficients de
diffusions a I’identité est le résultat pour lequel les processus Bf{ + N; et Bf{ + W; + N satisfont
le PGD sans restriction de I'intervalle (0;1) du parameétre H de Hurst. Dans ce cas, les résultats
sont obtenus grace a 1’application des formules de Girsanov pour chaque processus Bfl , Wi et N,
le lemme du théoreme de Bochner-Minlos et I’inégalit¢ de Markov. Nous avons prouvé le PGD du
compensateur de Poisson par une approche différente de celle de Florens [20]. Par les résultats de
ce cas et ’utilisation du principe de contraction, nous parvenons a montrer le PGD lorsque la dérive
de ’EDS est non nulle en nous fondant sur les estimations de Freidlin-Wentzell. Ces études se font
dans I’espace des distributions tempérées a unidimensionnel. Et du coup, il serait tres intéressant de

regarder I’étude dans les espaces plus grands et a multidimensionnel.
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Chapitre 5
Conclusion et Perspectives

5.1 Conclusion

Au terme de cette recherche, nous avons étudié, via le principe des grandes déviations, certains
classes d’équations différentielles stochastiques (EDS) simples, réfléchies et mixtes (EDSM) dirigées
par un mouvement Brownien fractionnaire (mBf) et simultanément par un mBf et au moins 1’un des
deux processus mB et processus de Poisson. Au regard des difficultés du mouvement Brownien frac-
tionnaire que révelent certains auteurs dans R?, notre étude est réalisée dans I’espace des distributions
tempérées, dual de I’espace de Schwartz, I’espace dans lequel certaines notions du mouvement Brow-
nien fractionnaire a savoir sa différentiabilité, le théoreme de Bochner-Minlos, les bruits blancs etc
sont applicables. Nous parvenons a montrer que les solutions de ces équations satisfont le principe des
grandes déviations en procédant en deux étapes : la premicre consiste a estimer la probabilité d’une
solution lorsqu’elle s’approche d’une fonction déterministe quand 1’équation s’écrit sans la dérive et
que le ou les coefficients de diffusions deviennent des identités.

En effet sous I’'indépendance et I’ utilisation des formules de Girsanov des processus BtH , Wiet N; et
les inégalités de Markov et Jensen, nous arrivons a obtenir les fonctionnelles des grandes déviations
des fonctions aléatoires qu , B,{{ + Wi, Bf{ + N; ou BtH + Wi + N . Notre méthode est différente de
celles utilisées pour obtenir les PGD de BtH par Inahama [27], de W; par Schilder et de N; par Florens
[20].

Pour la seconde étape, laquelle la dérive est non nulle, sous le role fondamental du principe de contrac-
tion, nous avons estimé les probabilités des solutions de ces équations lorsqu’elles s’approchent de
solutions déterministes quand ces fonctions aléatoires s’approchent aussi des fonctions déterministes

de carrés intégrables.

5.2 Perspectives

Nous avons fait I’étude des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement
Brownien fractionnaire ou simultanément par un mBf et un processus de Lévy dans un espace des
distributions tempérées a unidimensionnel. Il serait alors plus intéressant de généraliser nos travaux
dans cet espace a multidimensionnel et également d’envisager cette étude quand la solution s’ap-

proche d’une variable aléatoire ou quand le systeme déterministe admet une infinité de solutions.
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Nous pouvons aussi nous inspirer de cette theése pour étudier le comportement asymptotique des
équations différentielles stochastiques rétrogrades fractionnaires généralisées et les équations diffé-
rentielles doublement stochastiques rétrogrades anticipées.

Le couplage homogénéisation et grandes déviations investi par Manga. C et DIEDHIOU. A [31]
pour les EDS dirigées par un mouvement Brownien standard serait notre objet d’étude pour les EDS

dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire.
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