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Résumé

Depuis le milieu des années 1980, les variétés abéliennes ont été abondamment utilisées en
cryptographie à clé publique : le problème du logarithme discret et les protocoles qui s'appuient
sur celles-ci permettent le chi�rement asymétrique, la signature, l'authenti�cation. Dans cette
perspective, les courbes elliptiques constituent l'un des exemples les plus intéressants de variétés
abéliennes principalement les variétés abéliennes polarisées.
Ce travail a permis de revoir la construction de lois d'addition complète sur les courbes
elliptiques.
Finalement nous présentons des isogénies entre variétés abéliennes.
La majorité des résultats de ce mémoire sont valides pour des variétés abéliennes de genre
quelconque. Nous nous sommes cependant concentrés sur les variétés abéliennes de genre 1 (
c'est à dire les courbes elliptiques) ce qui est plus intéressant en pratique.
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Introduction

La géométrie algébrique est un domaine des mathématiques qui s'intéresse à l'étude des va-
riétés algébriques qui sont des ensembles dé�nis par l'annulation d'un ou plusieurs polynômes.
Le présent mémoire est intitulé Isogénie entre courbes elliptiques qui est un morphisme sur-
jectif et de noyau �ni entre variétés abéliennes. Ce sont des objets fondamentaux dans l'étude
de ces variétés, et donc des courbes algébriques en général.
Les isogénies sont les �èches non triviales dans la catégorie des courbes elliptiques sur un corps
k donné, ce sont des quasi-isomorphismes dans certain sens.
les isogénies sont aussi étroitement liées aux sous-groupes de torsions sur les courbes elliptiques.
L'objectif de ce travail de mémoire est double d'une part de mettre en place l'ensemble des ou-
tils nécessaires pour la compréhension du sujet et d'autre part de donner quelques applications

Ce document est organisé comme suit :
Dans un premier temps, on expose le matériel nécessaire (ensembles algébriques, courbes al-
gébriques, courbes elliptiques, variétés abéliennes, morphismes, isomorphismes. . . ) qui permet
d'aborder le sujet, et en�n on s'intéresse à des applications.
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Chapitre 1

Ensembles algébriques

Dans la totalité de ce cours, on considère un corps commutatif k et k sa clôture algébrique.
la géométrie algébrique s'intéresse aux ensembles dé�nis par des équations polynomiales, c'est
à dire les parties P de kn dé�nies par l'annulation d'une famille de polynômes de k[X1, . . . , Xn]
. Par exemple :

P1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 + 1 = 0} (1.1)

P2 = {(x, y) ∈ C2;x2 + y2 + 1 = 0} (1.2)

P3 = {(x, y) ∈ Q3;x2 + y2 + 1 = 0}(n > 1) (1.3)

1.1 Ensembles algébriques a�nes

Dé�nitions 1.1.1 1. On appelle espace a�ne de dimension n, et on note An(k) ou encore
An, l'ensemble kn, produit cartésien itéré n fois du corps k.

2. Les éléments de l'espace a�ne sont appelés points.

3. A1 et A2 sont appelés respectivement droite et plan a�ne.

4. Un point a de An est dit zéro de P ∈ k[X1, . . . , Xn] si P (a) = 0.

Dé�nition 1.1.2 Soit S une partie quelconque de k[X1, . . . , Xn]. On pose :

V(S) = {a ∈ An| ∀ P ∈ S, P (a) = 0} (1.4)

de sorte que les a ∈ V(S) sont les zéros communs à tous les polynômes de S. On dit que V(S)
est l'ensemble algébrique a�ne dé�ni par S.
On notera souvent, dans un ensemble �ni V(P1, . . . , Pr) au lieu de V({P1, . . . , Pr}).
Soit S = (Pi)i∈I une famille d'éléments de k[X1, . . . , Xn] ; On note V(S) = ∩i∈IV(Pi).

Dé�nition 1.1.3 On appelle hypersurface dé�nie par f ∈ k[X1, . . . , Xn], l'ensemble des zéros
de f ( pour f non constant et k algébriquement clos) et l'on note V(f).

Exemples 1.1.1

1. Le vide et l'espace tout entier sont des ensembles algébriques a�nes. En e�et, on a :
V(1) =∅, car le polynôme le constant 1 ne s'annule jamais et V(0) = kn, car le polynôme
constant 0 est identiquement nul.

2. Si n = 1 et si S n'est pas réduit à 0, V(S) est un ensemble �ni : les ensembles algébriques
a�nes de la droite a�ne sont la droite et les ensembles �nis.
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Remarques 1.1.1

1. Soit V(S) = {a ∈ An | ∀ P ∈ S, P (a) = 0}
Si deux polynômes P1 et P2 s'annulent sur V(S), il en sera de même pour P1 + P2 et λP1

pour tout λ ∈ k. Ainsi, au lieu d'une famille quelconque de polynômes, on s'intéresse aux
idéaux de k[X1, . . . , Xn].

2. L'application V est décroissante : si S1 ⊂ S2 alors V(S2) ⊂ V(S1) .

3. Si S ⊂ k[X1, . . . , Xn], notons 〈S〉 l'idéal engendré par S :

〈S〉 = {P | P =
r∑
i=1

λiPi, avec Pi ∈ S et λi ∈ k}.

Alors, par décroissance de V, on a V(〈S〉) ⊂ V(S) . Réciproquement, si a ∈ V(S), il
annule les polynômes Pi ∈ S, ce qui montre que les polynômes P ∈ 〈S〉 .
Ainsi, on a V(〈S〉) = V(S) ; on peut donc, pour étudier les ensembles algébriques a�nes,
se limiter aux S qui sont des idéaux, ou, au contraire, aux générateurs de ceux-ci.

4. Comme k[X1, . . . , Xn] est noethérien, tout idéal I est de type �ni I = (P1, . . . , Pr)

Propositions 1.1.1

1. Un point de kn est un ensemble algébrique a�ne.

2. Une intersection quelconque d'ensembles algébriques a�nes est un ensemble algébrique af-
�ne :

∩iV(Si) = V(∪iSi)

3. Une réunion �nie d'ensembles algébriques a�nes est un ensemble algébrique a�ne.

Preuve :

1. Si a = (a1, . . . , an) ∈ An , on a {a} = V(X1 − a1, . . . , Xn − an)

2. On a

a ∈ V(∪iSi)⇐⇒ ∀ P ∈ ∪iSi, P (a) = 0

⇐⇒ ∀ i, ∀ P ∈ Si, P (a) = 0

⇐⇒ ∀ i, a ∈ V(Si

⇐⇒ a ∈ ∩iV(Si)

3. On a

a ∈ V(S) ∪ V(T )⇐⇒ a ∈ V(S) ou a ∈ V(T )

⇐⇒ ∀ P ∈ S, P (a) = 0 ou ∀ G ∈ T, G(a) = 0

⇐⇒ ∀ P ∈ S, ∀ G ∈ T, P (a) = 0 ou G(a) = 0

⇐⇒ ∀ a ∈ V(PG, P ∈ S, G ∈ T ).
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Conséquences 1.1.1

1. Tout ensemble �ni est algébrique.
En e�et, il su�t d'appliquer 1) et 3) de la proposition précédente.

2. Tout sous-ensemble algébrique propre est une intersection d'hypersurfaces.
En e�et, on a

V(S) = V(∪P∈S(P )) = ∩P∈SV(P )

Puisque V(S) est non vide, aucun des P ∈ S \ 0 n'est constant et les V(P ) sont donc bien des
hypersurfaces.

Remarque 1.1.2 Un ensemble algébrique peut être dé�ni par plusieurs idéaux.
Par exemple, les idéaux

I = 〈X2 + Y 2, XY 3〉etJ = 〈X2, Y 3〉

de C[X, Y ] dé�nissent tous deux (0, 0) dans C2

Dé�nition 1.1.4 Les ensembles algébriques de An dé�nissent une topologie sur An, dite topo-
logie de Zariski, dont ils sont les fermés.

Dé�nition 1.1.5 On appelle courbe algébrique plane un ensemble des points de A2 dont les
coordonnées (x, y) satisfont l'équation

f(x, y) = 0 (1.5)

pour un polynôme f ∈ k[X, Y ]. Une telle courbe est appelée courbe a�ne.
Voilà une dé�nition équivalente à la précédente :

Dé�nitions 1.1.6 Une courbe a�ne plane est une hypersurface du plan a�ne.
Notons Cf ⊂ A2 la courbe a�ne plane dé�nie par f.
Le degré d'une courbe a�ne plane est le degré d'un polynôme qui la dé�nit, c'est à dire,
deg(Cf ) = deg(f).

Dé�nitions 1.1.7

• Une courbe algébrique plane est dite conique, cubique, quartique, . . ., si le degré est res-
pectivement 2, 3, 4, . . ..

• Un hyperplan est une hypersurface dé�nie par f de degré 1.

• Une droite est un hyperplan de A2.

Dé�nitions 1.1.8 Soient C une courbe algébrique et P = (x, y) un point de C.

1. P est ordinaire si C admet en ce point une tangente unique qui ne la traverse pas.

2. P est un point d'in�exion si C admet en ce point une tangente unique qui la traverse.

3. P est un point singulier, si C admet en ce point deux tangentes distinctes.

4. P est un point non singulier, point de rebroussement, si C admet en ce point deux
tangentes confondues.
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1.1.1 Idéal d'un ensemble de points

Dé�nitions 1.1.9 Soit V une partie de An. On appelle idéal de V dans An, l'ensemble noté
I(V ) dé�ni par

I(V ) = {P ∈ k[X1, . . . , Xn] | ∀ a ∈ V, P (a) = 0}. (1.6)

On voit clairement que I(V ) est l'ensemble des polynômes nuls sur V . Si I est un idéal de V ,
l'idéal

√
I = {F ∈ V | ∃ m ∈ N∗, Fm ∈ I} (1.7)

est appelé radical de I. Un idéal premier est radical. Un idéal I de V est radical si et seulement
si le seul élément nilpotent V/I est 0. L'idéal d'une sous-variété a�ne est radical.
En particulier, on a √

I ⊂ I(V(I)).

Considérons des sous-variétésW et F avec W ⊂ F et A l'anneau k[X1, . . . , Xn] des polynômes à
n indéterminées à coe�cients dans k. On a I(F ) ⊂ I(W ), de sorte que I(W ) est l'image inverse
par la projection π : A→ A(F ) d'un idéal de A(F ), que l'on note IF (W ) avec A(F ) = A/I(V )
est dite algèbre quotient de V .

NB 1.1.1 On montre facilement que I(V ) est un idéal de k[X1, . . . , Xn] ; c'est même un idéal
radical.
En e�et, si F, G ∈ I(V ) et a ∈ V , alors (F + G)(a) = F (a) + G(a) = 0 . De même si
F ∈ k[X1, . . . , Xn], G ∈ I(V ) et a ∈ V , alors (FG)(a) = F (a)G(a) = 0.
En�n, si F r ∈ I(V ) et a ∈ V , alors F (a)r = F r(a) = 0. Si bien que F (a) = 0 et donc F ∈ I(V ).

Propositions 1.1.2

i) On a I(∅) = k[X1, . . . , Xn] et I(An) = 0.

ii) Si {Ai}i∈I est un ensemble de parties de An, alors I(∪iAi) = ∩iI(Ai).

iii) Si A ⊂ B ⊂ An, alors I(B) ⊂ I(A).

Preuve :

i) La condition pour appartenir à I(∅) est vide et on a donc I(∅) = k[X1, . . . , Xn]. Aussi, si
P ∈ I(An) alors P (a) = 0,∀a ∈ An ; ce qui montre que P est identiquement nul.

ii) On a

P ∈ I(∪iAi)⇔ ∀ a ∈ (∪iAi), P (a) = 0

⇔ ∀ i,∀ a ∈ Ai, P (a) = 0

⇔ ∀ i, P ∈ I(Ai)

⇔ P ∈ ∩iI(Ai)

(iii) On a

P ∈ I(B)⇒ ∀ b ∈ B, P (b) = 0

⇒ ∀ a ∈ A, P (a) = 0

⇒ P ∈ I(A).
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Remarques 1.1.3

� Pour toute partie S ⊂ k[X1, . . . , Xn], S ⊂ V(I(S)) ; mais il n'y a en général pas égalités,
même lorsque S est un idéal.

� Pour toute partie A ⊂ An, A ⊂ V(I(A)) ; avec égalité si et seulement si A est a�ne. En
fait, V(I(A)) est l'adhérence de A ( pour la topologie de Zariski ).

1.1.2 Irréductibilité

Dé�nition 1.1.10 On dit qu'un espace topologique E est irréductible s'il n'est pas vide et il
n'est pas réunion de deux fermés distincts de E.
On montre facilement que si E est non vide, E est irréductible si et seulement si deux ouverts
non vides quelconques se rencontrent, c'est à dire si et seulement si tout ouvert non vide est
dense.
Un ensemble algébrique est dit irréductible s'il est irréductible pour la topologie de Zariski

Proposition 1.1.3 Un ensemble algébrique est irréductible si et seulement si son idéal est
premier.

Preuve : Soit A un ensemble algébrique.
C N =⇒) soient F, G ∈ k[X1, . . . , Xn] tels que FG ∈ I(A). On a :
A ⊂ V(FG) = V(F ) ∪ V(G), d'où
A = A ∩ (V(F ) ∪ V(G)) = (A ∩ V(F )) ∪ (A ∩ V(G))
de sorte que A est la réunion des fermés (A ∩ V(F )) et (A ∩ V(G)). Comme par hypothèse A
est irréductible, l'un de ces fermés est égal à A, par exemple A = A ∩ V(F ). Ainsi A ⊂ V(F ) ,
ce qui montre que F s'annule sur A ; donc F ∈ I(A).
C S ⇐=) Raisonnons par absurde . Supposons A réunion de fermés propres A1 et A2 : A =
A1 ∪ A2. On a :
Ai  A⇒ I(A)  I(Ai)
⇒ ∃ Fi ∈ I(Ai) et Fi @ I(A). Or (F1 ∈ I(A1) et F2 ∈ I(A2))⇒ F1F2 ∈ I(A1

⋃
A2)

⇒ F1F2 ∈ I(A)
Ce qui contredit le fait que I(A) est premier .

NB 1.1.2 Si on note a = k[X1, . . . , Xn], on peut exprimer la condition de la proposition en
demandant que l'algèbre quotient a(A) = a/I(A), dite algèbre de A, soit intègre.

Corollaire 1.1.1 Si k est in�ni, An (c'est à dire kn) est irréductible.

Preuve :
Puisque k est in�ni, tout polynôme nul sur kn est identiquement nul, de sorte que I(An) = 0,
qui est premier.

Théorème 1.1.1 Tout ensemble algébrique non vide se décompose de façon unique (à permu-
tation près) en une réunion �nie de sous-ensembles algébriques irréductibles non contenu l'un
dans l'autre.
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Preuve : Existence : Raisonnons par absurde.
Supposons qu'il existe un ensemble algébrique non vide qui ne se décompose pas en une réunion
�nie d'irréductibles ; soit (Ai)i, la famille des ensembles algébriques non vides qui ne se décom-
posent pas en une réunion �nie d'irréductibles. Comme k[X1, . . . , Xn] est noethérien, la famille
(I(Ai))i possède un élément maximal, donc (Ai)i admet un élément minimal V qui est forcé-
ment réductible. On peut écrire V = V1 ∪ V2, avec Vi fermé non distinct de V . Par minimalité,
Vi est réunion �nie d'irréductibles, d'où la contradiction.
Unicité : Supposons qu'on ait deux écritures :
V = V1 ∪ . . . ∪ Vr = W1 ∪ . . . ∪Ws .
On écrit

Vi = V ∩ Vi = (W1 ∪ . . . ∪Ws) ∩ Vi = (W1 ∩ Vi) ∪ . . . ∪ (Ws ∩ Vi)

.
Comme Vi est irréductible, il existe j tel que Vi = Wj ∩ Vi ; d'où

Vi ⊂ Wj(?).

De même on peut écrire Wj = V ∩Wj = (V1 ∪ . . . , Vr) ∩Wj = (V1 ∩Wj)∪, . . . ,∪(Vr ∩Wj).
Comme Wj est irréductible, il existe l tel que Wj = Vl ∩Wj ; d'où
Wj ⊂ Vl (??) (?) et (??) montrent que Vi ⊂ Vl et par hypothèse, ceci impose i = l, donc Vi = Vl.
Ainsi Vi ⊂ Wj ⊂ Vl = Vi, ce qui montre que Vi = Wj.

Remarque 1.1.4 Si W est fermé irréductible de V , W est contenu dans une composante
irréductible de V . Il en résulte que les composantes irréductibles sont exactement les sous-
ensembles fermés irréductibles maximaux de V .

Dé�nition 1.1.11 On appelle variété algébrique a�ne tout ensemble algébrique a�ne irréduc-
tible.

Théorème 1.1.2 On suppose que k algébriquement clos. Soit V et W deux variétés a�nes.
L'applicationW → IV (W ) réalise une bijection décroissante, de réciproque I→ V(Π−1(I) entre

(a) Les sous-variétés a�nes de V et les idéaux radicaux de A(V ) avec A(V ) = A/I(V ) dite
algèbre quotient de V ;

(b) Les sous-variétés a�nes irréductibles de V et les idéaux premiers de A(V ) ;

(c) Les points de V et les idéaux maximaux de A(V ).

Preuve : Soit x un point de V ; l'idéal IV (x)(souvent noté mx) des polynômes nuls en x est
maximal dans A(V ) : c'est le noyau du morphisme A(V ) → k qui à [F ] associe F (x). Cela
démontre une partie de (c). Pour le reste, il su�t de remarquer qu'un idéal I de A(V ) est
radical (resp. premier) (resp.maximal) si et seulement si Π−1(I) l'est, puisque ces propriétés
se lisent sur le quotient A(V )/I, qui est isomorphe à A/Π−1(I).
En particulier, les composantes irréductibles de V correspondent aux idéaux premiers minimaux
de A(V ), et celles de W aux idéaux premiers minimaux de A(V ) contenant IV (W )

1.1.3 Applications régulières

Dé�nition 1.1.12 Soient V ⊂ kn et W ⊂ km des sous-variétés a�nes.
Une application V → W est dite régulière si c'est la restriction à V d'une application kn 7−→
Wm dont les composantes sont des fonctions polygonales.
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Exemples 1.1.2 Supposons k in�ni.

1. Soit C l'hypersurface plane d'équation Y = X2.
L'application

f : C −→ k

(x, y) 7−→ x

est régulière et bijective ; son inverse x 7−→ (x, x2) est régulière : on dit que f est un
isomorphisme.

2. Soit C l'hypersurface plane d'équation Y 3 = X2.
L'application

µ : k −→ C

t 7−→ (t3, t2)

est régulière et bijective.

3. On suppose k algébriquement clos de caractéristique q > 0.
L' application

ν :k −→ k

x 7−→ x2

(Dite �de Frobenius�) est régulière et bijective.

Dé�nition 1.1.13 Une application régulière µ : V 7−→ W est dite dominante si son image est
dense.

Remarques 1.1.5 Soient V ⊂ Kn et W ⊂ km des sous-variétés a�nes et µ : V −→ W une
application régulière.
L'ensemble des fonctions régulières de V dans k s'identi�e à l'algèbre a(V ) = a/I(V ). On
associe à µ un morphisme de k-algèbres

µ∗ : a(W ) −→ a(V )

par la règle f 7−→ f ◦ µ

Propositions 1.1.4

i) Une application régulière µ : V −→ W est dominante, si et seulement si, µ∗ est injective.

ii) Si µ∗ est surjective, µ est injective.

Preuve : µ∗ : a(W ) −→ a(V ), f 7−→ f ◦ µ

V u //

f◦u ��

W

f~~
k
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(i) C N =⇒) µ est dominante =⇒ µ ∗ est injective?.

f ∈ ker(µ∗) =⇒ µ∗(f) = 0

=⇒ f ◦ µ = 0

=⇒ fs′annule sur µ(W )

=⇒ f ∈ J(µ(V ))

=⇒ f ∈ J(µ(V )

=⇒ f ∈ J(W ) car µ(V ) = W puisque µ est dominante

C S ⇐=) µ non dominante =⇒ µ∗ non injective?

µ non dominante =⇒ µ(V ) 6= µ(V ) ⊂ W

=⇒ µ(V ) 6= W

=⇒ ∃ f : W −→ k régulière, nulle sur µ(V ) mais pas sur W

=⇒ f ∈ ker(µ∗)

(ii) µ∗ est surjective =⇒ µ est injective?
Soient x, y deux points distincts de V . Il existe une fonction régulière h : V −→ k nulle
en x mais pas en y (prendre par exemple une fonction coordonnée).
µ∗ est surjective =⇒ ∃ une fonction régulière g :−→ k, h = µ∗(g) = g ◦ µ.
On a

h(x) = g ◦ µ(x) = 0

h(y) = g ◦ µ(y) = g(µ(y)) 6= 0

}
=⇒ µ(x) 6= µ(y)

1.2 Ensembles algébriques projectifs

Dans la suite, R désignera l'anneau k[X1, . . . , Xn] ; on garde notre espace a�ne An de di-
mension n sur k.

1.2.1 L'espace projectif

Considérons la relation < sur kn+1 r {0} dé�nie par : pour tous vecteurs non nuls x et y,
on a
x<y si et seulement s'ils sont colinéaires, c'est à dire,

x<y ⇔ ∃ λ ∈ k? : y = λx

On montre que < est une relation d'équivalence sur kn+1 r {0}. Ainsi deux vecteurs non nuls
sont équivalents s'ils sont colinéaires.
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Dé�nitions 1.2.1 On appelle espace projectif de dimension n sur k, et l'on note Pn( ou Pn(k)) ou encore P(kn+1),
l'ensemble des classes d'équivalence par <.
En d'autres termes, Pn est l'ensemble des droites vectorielles de kn+1. Si un point P ∈ Pn a
pour vecteur directeur (représentant) (x0, . . . , xn) ∈ kn+1−{0}, on écrit P = (x0 : . . . : xn) ; on
dit que (x0 : . . . : xn) est un système de coordonnées homogènes de P et ils ne sont dé�nis qu'à
multiplication par un scalaire non nul près.
On dit que P1 est la droite projective sur k, et que P2 est le plan projectif sur k.
On dit que P est un zéro de F ∈ k[X0, . . . , Xn] si F (P ) = 0 ; pour tout choix de coordonnées
homogènes (x0 : . . . : xn) de P, F (P ) = 0 est noté F (x0, . . . , xn) = 0. On montre qu'un point
P = (x0 : . . . : xn) est zéro de F si et seulement si F (λx0, . . . , . . . λxn) = 0, pour tout λ ∈ k∗.
Si E est un k − espace vectoriel non nul de dimension �nie n, on dé�nit de la même manière
l'espace projectif associé à E noté PE (ou P(E)) de dimension n−1. En particulier, ∅ = P({0})
est un espace projectif de dimension −1.
Si F est un sous espace vectoriel non nul de E, L'inclusion F r {0} ⊂ E r {0} induit une
inclusion P(F ) ⊂ P(E). Les sous-ensembles P(E) ainsi obtenus sont appelés sous-ensembles
linéaires de P(E) ; on a P(F ) ∩ P(F ′) = P(F ∩ F ′).
Pour chaque i = 1, 2 . . . , n, on dé�nit un sous-ensemble Ui Pn par :

Ui = {P = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn | xi 6= 0}.

Chacun des Ui est isomorphe à An :

Ui ≈ An, (x0 : . . . : xn) = (
x0
xi
, . . . . . . ,

x0
xi

)

Les Ui recouvrent Pn. Le complémentaire de Ui est l'espace linéaire P(Hi); òu Hi est l'hyperplan
d'équation xi = 0 dans kn+1. Pn peut être obtenu à partir de An en adjoignant un "hyperplan
à l'in�ni. Par exemple, la droite projective P1 est obtenue en adjoignant à k un unique point
à l'in�ni. Plus généralement, le complémentaire dans Pn de n'importe quel hyperplan projectif
s'identi�e naturellement à An.

Dé�nition 1.2.2 On dit que des points de Pn sont linéairement indépendants si les droites de
kn+1 qu'ils représentent sont en somme directe. On dit que des points de Pn sont en position
générale, si pour tout m ≤ n+ 1, m quelconques d'entre-eux sont linéairement indépendants.
La proposition suivante, illustre une des propriétés fondamentales de l'espace projectif : Il n'y
a pas de sous-espaces parallèles, ils se rencontrent à �l'in�ni�.

Proposition 1.2.1 Soient P(F ) et P(F ′) deux sous-espaces linéaires de Pn(k) de dimensions
respectives r et r′ véri�ant r + r′ ≥ n.
Alors l'intersection P(F ) ∩ P(F ′) = P(F ∩ F ′) est un sous-espace linéaire de dimension ≥
r + r′ − n, il est en particulier non vide.

Preuve : Écrivons Pn(k) = P(E), on a : dimF = r + 1, dimF ′ = r′ + 1 et dimE = n+ 1.
dim(F ∩F ′) = dimF +dimF ′−dim(F +F ′); or F +F ′ est un sous-espace vectoriel de E, d'où
dim(F + F ′) ≤ dimE, et par suite dim(F ∩ F ′) ≥ dimF + dimF ′ − dimE = r + r′ − n+ 1 ≥
r + r′ − n. Ainsi on déduit l'inégalité dim(F ∩ F ′) ≥ r + r′ − n.

1.2.2 Variétés projectives

Dé�nition 1.2.3 Un élément F de R est dit homogène de degré d si, pour tout λ ∈ k∗, on a

F (λX0, . . . , λXn) = λdF (X0, . . . , Xn). (1.8)
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Une conséquence immédiate est que, si F est homogène, on a pour tout λ 6= 0
F (x0, . . . , xn) = 0 si et seulement si F (λx0, . . . , λxn) = 0
Tout polynôme se décompose de façon unique en somme de polynômes homogènes.

Dé�nition 1.2.4 Soit S une partie de k[X0, . . . , Xn] formée de polynômes homogènes. On
pose :

V(S) = {P = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn | ∀ F ∈ S, F (P ) = 0}, (1.9)

de sorte que les V(S) sont les zéros communs à tous les polynômes de S.
On dit que V(S) est l'ensemble algébrique projectif dé�ni par S. On notera souvent, dans le cas
d'un ensemble �ni, V(F1, . . . , Fr) au lieu de V({F1, . . . , Fr}).

Dé�nition 1.2.5 On appelle hypersurface dé�nie par un polynôme F homogène en n + 1 va-
riables, et on note V(F ), l'ensemble des zéros de F ( pour F non constant et k algébriquement
clos).

1.2.3 Courbes projectives planes

Dé�nition 1.2.6 On appelle courbe algébrique plane un ensemble de points de P2 dont les
coordonnées (X, Y, Z) satisfont l'équation

F (X, Y, Z) = 0 (1.10)

pour un polynôme F ∈ k[X, Y, Z]. Une telle courbe est appelée courbe projective plane.
Voilà une dé�nition équivalence à la précédente :

Dé�nition 1.2.7 Une courbe projective plane est une hypersurface de P2.

Dé�nitions 1.2.8

• Une courbe projective plane est dite conique, cubique, quartique, quintique . . . Si le degré
est respectivement 2, 3, 3, 4, 5 . . .

• Un hyperplan est une hypersurface dé�nie par un polynôme homogène de degré 1.

• Une droite est un hyperplan de P2.
Notons CF ⊂ P2 la courbe dé�nie par F . Le degré d'une courbe est le degré d'un polynôme
homogène qui la dé�nit (c'est à dire deg(CF ) = deg(F )).

Dé�nitions 1.2.9

1. Un polynôme est irréductible lorsqu'il n'est pas factorisable.

2. une courbe C est irréductible si le polynôme F est irréductible.

3. On dit que deux courbes C1 et C2 n'ont pas de composantes communes quand leurs com-
posantes irréductibles sont distinctes.

Dé�nition 1.2.10 Un point P d'une courbe C : F (X, Y, Z) = 0 est dit singulier si

∂F

∂X
=
∂F

∂Y
=
∂F

∂Z
= 0 (1.11)
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Dé�nitions 1.2.11 Une courbe C est lisse en un point P ∈ C si

(
∂F

∂X
(P ),

∂F

∂Y
(P ),

∂F

∂Z
(P )) 6= (0, 0, 0) (1.12)

Si tel est le cas alors la droite tangente à C au point P est la droite

∂F

∂X
(P )X +

∂F

∂Y
(P )Y +

∂F

∂Z
(P )Z = 0. (1.13)

La courbe C est lisse si elle est lisse en tout point.

Dé�nition 1.2.12 Le genre g d'une courbe lisse de degré d est dé�ni par

g =
(d− 1)(d− 2)

2
(1.14)

Dé�nitions 1.2.13 Soit CF une courbe projective plane dé�nie par un polynôme homogène
F ∈ k[X, Y, Z]. L'ensemble des points k − rationnels de CF est

CF (k) = {(X : Y : Z) ∈ P2 | F (X, Y, Z) = 0}. (1.15)

Un point P est k − rationnel si ses coordonnées sont dans k.

Théorème 1.2.1 (faible de Bezout)
Deux courbes planes de degrés m et n sans composantes communes ont exactement mn points
d'intersection.

Dé�nition 1.2.14 On dit qu'un idéal I de R est homogène s'il est engendré par des polynômes
homogènes. On note V(I) le sous-ensemble de Pn formé des zéros communs à tous les éléments
homogènes de I.
Pour qu'un idéal I de R soit homogène, il faut et il su�t que pour toute décomposition F =

∑
Fi

d'un élément F de I en somme de polynômes homogènes, on ait Fi ∈ I pour tout i.

Remarques 1.2.1 On retrouve beaucoup de résultats obtenus dans l'espace a�ne (mais pas
tous !).

1. L' application S −→ V(S) est décroissante pour l'inclusion

2. Si S est formé de polynômes homogènes, l'idéal 〈S〉 est engendré par S est homogène, et
l'on a V(S) = V(〈S〉)

3. L'anneau R étant noethérien, on véri�e que l'idéal 〈S〉 est engendré par un nombre �ni
de polynômes homogènes F1, . . . , Fr, de sorte que V(S) = V(〈S〉) = V(F1, . . . , Fr). En
d'autres termes, tout ensemble algébrique projectif peut être dé�ni par un nombre �ni
d'équations.

4. Une intersection quelconque d'ensembles algébriques projectifs est un ensemble algébrique
projectif :

∩iV(Si) = V(∪iSi)

5. Une réunion �nie d'ensembles algébriques projectifs est un ensemble algébrique projectif.
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Dé�nition 1.2.15 Soit V une partie de Pn. On appelle idéal de V dans Pn, l'ensemble noté
I(V ) dé�ni par

I(V ) = {F ∈ k[X0, . . . , Xn] homogne | ∀ P ∈ V, F (P ) = 0}

On voit clairement que I(V ) est l'ensemble des polynômes homogènes nuls sur V . On a V(I(V ))
est l'adhérence de V (pour la topologie des Zariski).
Les résultats sur la décomposition d'un ensemble algébrique a�ne en composantes irréductibles
se transportent tels quels au cadre projectif.

Dé�nition 1.2.16 Un ensemble algébrique projectif E est dit irréductible s'il est irréductible
pour la topologie de Zariski. Comme en a�ne, E est irréductible si et seulement si I(V ) est
premier. Un tel E est appelé variété projective.

1.2.4 Applications régulières

Dans ce paragraphe, k désigne un corps algébriquement clos.

Dé�nition 1.2.17 On appelle variété quasi-projective, tout ouvert (de Zariski) d'une variété
projective.

Remarque 1.2.2 Lorsque nous dirons que X est une variété, il sera toujours sous-entendu
que X est quasi-projective, en revanche, lorsque nous dirons que Y est une sous-variété de X,
il sera toujours sous-entendu, sauf mention du contraire, que Y est fermé dans X.
L'idée de base que si un polynôme, même homogène, ne dé�nit pas de fonction sur Pn, le F/G
de polynômes homogènes de même degré dé�nit une fonction sur l'ouvert où G ne s'annule pas.

Dé�nition 1.2.18 Soit X un espace topologique. La dimension de X est le maximum des
entiers m pour lesquels il existe des parties irréductibles fermées X0 ( · · · ( Xm.
La dimension d'un ensemble algébrique est donc un entier positif ou +∞ ou −∞ si X est vide.

Remarque 1.2.3 Si X est réunion de fermés X1, · · · , Xl, on a dimX = maxdimXi. On
constate que la dimension d'un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de ses
composantes irréductibles.

Proposition 1.2.2 Toute variété algébrique est de dimension �nie et tout ouvert dense est de
même dimension.
Une variété algébrique est de dimension 0 si et seulement si il existe en un nombre �ni non nul
de points.

Dé�nition 1.2.19 Soient X une sous-variété quasi-projective de Pn et x ∈ X. Une fonction
f : X −→ k est dite régulière en x, s'il existe des polynômes homogènes F et G de même degré
avec G(x) 6= 0 et f = F/G dans un voisinage de x dans X.
On dit que f est régulière sur X, si elle est régulière en tout point de X. On note A(X)
l'ensemble des fonctions régulières sur X.

Dé�nition 1.2.20 Soient X et Y des variétés quasi-projectives. On dit qu'une application
µ : X −→ Y est régulière si elle est continue et si, pour tout ouvert U de Y et toute fonction
régulière f : U −→ k, la compose f ◦ µ est régulière sur µ−1(U).

µ−1(U) ⊂ X
u //

f◦u
%%

Y ⊃ U

f
||

k
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Théorème 1.2.2 Soit X une sous-variété a�ne de An ; toute fonction régulière f : X → k
est dé�nie globalement par un polynôme à n variables.

Preuve : On supposera pour simpli�er que X est irréductible. Comme X est quasi-compact, il
existe un nombre �ni d'ouverts Ui qui recouvrent X, et des polynômes Gi et Hi tels que Hi ne
s'annule pas sur Ui et que f = Gi/Hi sur Ui. Pour tout i et j, cela signi�e que GiHj−GjHi est
nul sur l'ouvert Ui ∩ Uj dense dans X, donc sur X. Les Hj n'ayant pas de zéro commun dans
X, il existe des fonctions polynomiales aj sur X telles que

∑
j ajHj = 1. Notons s la fonction

polynomiale
∑

j ajGj sur X ; on a

His = Hi(
∑
j

ajGj) =
∑
j

ajGiHj = Gi,

de sorte que s coïncide avec f sur chaque Ui. Elle est donc égale à f .
Le théorème n'est plus vrai sur un corps quelque (comme le montre l'exemple de la fonction
f : R→ R qui a t associe 1/(1 + t2).

Exemples 1.2.1
L'application µ : P1 −→ P3 dfinie par µ(x0, x1) = (x30, x

2
0x1, x0x

2
1, x

3
1) est régulière.

Plus généralement, si on se donne des polynômes homogènes F0, . . . , Fm de même degré en n+1
variables, l'égalité µ(x) = (F0(x), . . . , Fm(x)) dé�nit une application régulière

µ : Pn − V(F0, . . . , Fm)→ Pm

En particulier, si F0, . . . , Fm ne s'annulent simultanément qu'en 0, l'application µ est dé�nie sur
tout Pn. C'est sous cette forme plus concrète que l'on rencontre le plus souvent une application
régulière.

Exemples 1.2.2 ( Applications de Véronese)
Soient M0, . . . ,MN tous les monômes de degré d en X0, . . . , Xn. Ils forment un espace vectoriel
de dimension {dn+d donc N = {dn+d − 1.
On obtient une application régulière injective

µd : Pn → PN

La proposition suivante montre qu'une application régulière est toujours dé�nie localement
comme dans l'exemple 3

.

Proposition 1.2.3 Soit X une sous-variété quasi-projective de Pn et µ : X → Pn une applica-
tion régulière. Pour tout x0 ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de x0 dans X et des polynômes
homogènes F0, . . . , Fm de même degré en n + 1 variables qui ne s'annulent simultanément en
aucun point de U, tels que, pour tout x ∈ U , on ait

(1) µ(x) ≈ (F0(x), . . . , Fm(x))

En coordonnées homogènes.

Preuve :
Soit Ui un ouvert standard contenant u(x0) ; par dé�nition, on peut écrire pour tout x dans
u−1(Ui) , u(x) = (f0(x), . . . , fn(x)) où les fi sont les fonctions régulières avec fi = 1. Par
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dé�nition, on peut écrire chaque fj comme Gj/Hj où Gj et Hj sont des polynômes homogènes
de même degré,ceci sur voisinage U de x0 dans u−1(Ui). La proposition s'en déduit facilement.
Comme on l'a déjà expliqué, la formule (1) dé�nit une application régulière là où les Fi ne
s'annulent pas simultanément. La subtilité est que cette formule peut très bien dé�nir une
application régulière sur tout X, sans que celle-ci ait une expression globale de ce type. Il est
parfois important de s'en rendre compte à première vue.

Exemple 1.2.3 Soit C la courbe dé�nie dans P2 par l'équation XY = Y 2.
L'application µ : C → P1 est dé�nie par µ(X, Y, Z) = (X, Y ) est régulière hors du point
(0, 1, 0). Elle se prolonge en une application régulière sur tout C en posant µ(X, Y, Z) =
(X, Y ) hors du point (1 : 0 : 0). Il n'existe pas de formule globale pour cette application.

1.2.5 Applications rationnelles

Dé�nition 1.2.21 Soient X et Y des variétés. On considère les couples (µ, U), où U est un
ouvert dense de X et µ : U → Y une application régulière.
On dit que les couples (µ, U) et (ν, V ) sont équivalents si µ et ν coïncident sur U ∩ V
On appelle application rationnelle de X sur Y , une classe d'équivalence pour cette relation. On
note µ : X 99K Y une application rationnelle de X sur Y .

Remarque 1.2.4 Malgré son nom, une application rationnelle n'est pas une application. En
particulier, il n'est pas toujours possible de composer des applications rationnelles, ou de les
restreindre à des sous-variétés.

Dé�nition 1.2.22 On dit qu'une application rationnelle µ : X 99K Y est dé�nie en un point
x ∈ X, s'il en existe un représentant régulier dé�ni sur un voisinage dense de x dans X.
L'ensemble des points où µ est dé�nie est un ouvert dense de X, que l'on appelle parfois son
domaine de dé�nition.
Une application rationnelle dé�nie en tous les points de X est régulière.
Si X est sous-variété quasi-projective irréductible de Pn, toute application rationnelle

µ : X → Pm

est dé�nie selon la formule (1) par la donnée de polynômes homogènes F0, . . . , Fm . . . de même
degré en n + 1 variables non tous identiquement nuls sur X. Elle est dé�nie au-moins sur
l'ouvert X − V(F0, . . . , Fm), mais son domaine de dé�nition peut être plus grand.

1.3 Diviseurs

Avant de parler de diviseurs, on commence d'abord par la notion d'anneaux.

1.3.1 Anneaux locaux

Soit C une courbe algébrique dé�nie sur un corps de nombres k, et irréductible de sorte que
l'anneau de polynômes k[C] est intègre.

Dé�nition 1.3.1 On appelle corps des fractions de l'anneau k[C] le corps des fonctions ra-
tionnelles sur C ; il est noté k(C).
En d'autres termes, on a

k(C) = {f | ∃ g, f ∈ k[C] homogène de même degré, f = g/h} (1.16)
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Dé�nition 1.3.2 Soient f ∈ k[C] et P ∈ C. On dit que f est régulière (ou définie) au point
P s'il existe g, f ∈ k[C] avec h(P ) 6= 0 telle que

f = g/h. (1.17)

Dé�nition 1.3.3 Soit P ∈ C. On appelle anneau local de C en P que l'on note OP(C) l'en-
semble des fonctions régulières en P .
En d'autres termes

OP(C) = {f ∈ k(C) | f = g/h avec h(P ) 6= 0}.
L'ensemble des points de C òu la fonction rationnelle f n'est pas dé�nie est appelé l'ensemble
des pôles de f . Si f est régulière et s'annule en P , on dit que P est un zéro de f . Notons
MP(C) l'ensemble des fonctions régulières en P et qui s'annulent en P .
Explicitement,

MP(C) = {f ∈ OP(C) | f(P ) = 0}
qui est un idéal maximal.
Les éléments inversibles de OP(C) qui n'appartiennent pas àMP(C), on les appelle les unités
de OP(C) et ils forment un groupe multiplicatif.
Si C est dé�nie par l'équation a�ne f(x, y) = 0, alors MP(C) pour p(a, b) est engendré par
x− a et y − b c'est à direMP(C) =< x− a, y − b >
Dé�nition 1.3.4 On dit que OP(C) est un anneau de valuation discrète s'il existe t ∈MP(C), t 6=
0, tel que tout élément non nul f ∈ OP(C) s'écrit de manière unique

f = u tm, u unté de OP(C), m ∈ N. (1.18)

L'entier m est appelé la valuation (ou l′ordre) de f , notée ordP (f) ; il ne dépend pas du choix
du paramètre t appelé uniformisante de OP(C).
Plus généralement, si f ∈ OP(C), f 6= 0 on peut l'écrire sous la forme u tm avec cette fois
m ∈ Z, et on pose ordP (f) = m

Proposition 1.3.1 Si C est lisse en P , alors OP(C) est un anneau de valuation discrète et le
corps

OP(C)/MP(C)

est appelé corps résiduel.
La connaissance de la fonction

ordP : f → ordP (f)

détermine l'anneau discrète
OP(C);

OP(C) = {f ∈ k(C) | OP(C) > 0}
etMP(C) :

MP(C) = {f ∈ k(C) | ordP (f) > 0}.
Lorsque une courbe est lisse, alors pour tout point P de C, l'anneau OP(C) est un anneau de
valuation discrète.

Propriétés 1.3.1 Soit C une courbe lisse en P .
Soient f et g deux éléments non nuls de k(C). On a

1. ordP (f) =∞ si et seulement si f = 0.

2. ordP (fg) = ordP (f) + ordP (g).

3. ordP (f
g
) = ordP (f)− ordP (g).

4. ordP (f + g) > min(ordP (f), ordP (g))

5. Si f est un pôle de f , alors ordP (f) = −ordP ( 1
f
).
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1.3.2 Diviseurs

Soit X une variété algébrique.

Dé�nition 1.3.5 (Diviseur de Weil)
On appelle diviseur de Weil D sur X une somme formelle �nie à coe�cients entiers d'hyper-
surfaces irréductibles de X de codimension 1.
Ainsi, un diviseur de Weil D sur X s'écrit

D =
∑

miYi (1.19)

òu les mi sont les entiers presque tous nuls et Yi représentent des hypersurfaces irréductibles
de X de codimension 1.

Dé�nition 1.3.6 (Diviseur de Cartier)
Un diviseur de Cartier D sur X est la donnée d'un recouvrement de X par des ouverts (Ui), et
chaque Ui d'une fonction rationnelle fi, avec la condition de compatibilité : sur chaque intersec-
tion Ui∩Uj, la fonction fij = fi/fj est une fonction à valeurs dans k∗ (c′est gravea dire sans zéro ni pôle).
Voici une proposition importante qui nous permet d'identi�er les deux diviseurs et ainsi, nous
pouvons les écrire de façon simple :

Proposition 1.3.2 Sur une variété lisse, les notions de diviseurs de Weil et de diviseurs Car-
tier coïncident.

Dé�nition 1.3.7 Soit C une courbe lisse et irréductible. Un diviseur D sur C est une somme
formelle de points appartenant à C

D =
∑
P∈C

nPP (1.20)

òu les nP sont presque tous nuls.
Le degré d'un diviseur est la somme de ses coe�cients :

deg(
∑
P∈C

nPP )) =
∑
P∈C

nP .

Le support de D est l'ensemble des points P ∈ C tels que nP 6= 0.
Un diviseur D =

∑
P∈C nPP sur C est e�ectif (ou positif) et on note D ≥ 0 si nP ≥ 0 pour

tout P ∈ C.
L'ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), òu la loi de groupe est
l'addition formelle de points :

Si D =
∑
P∈C

nPP et D′ =
∑
P∈C

n′PP alors, (D +D′) =
∑
P∈C

(nP + n′P )P.

Manifestement,
deg(D +D′) = deg(D) + deg(D′).

Ainsi, on peut dé�nir la relation d'ordre partiel ′′ >′′ sur les diviseurs par :

D > D′ si et seulement si D −D′ > 0.

Remarque 1.3.1 Tout diviseur D peut s'écrire sous la forme

D = D1 −D2

òu les Di sont e�ectifs et de supports disjoints.
En e�et, soit

D =
∑
P∈C

nPP, posons D1 =
∑
nP>0

nPP D2 = −
∑
nP<0

nPP alors, D = D1 −D2.
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Dé�nition 1.3.8 (Diviseurs principaux)
Soient C une courbe lisse et irréductible, f une fonction non nulle de k(C). On associe à f le
diviseur noté div(f) dé�ni par :

div(f) =
∑
P∈C

ordP (f)P. (1.21)

Un tel diviseur est appelé diviseur principal.
Comme dans la remarque 1.3.2, précédente nous pouvons écrire div(f) sous la forme de di�é-
rence de deux diviseurs positifs :

div(f) = div(f)0 − div(f)∞

avec div(f)0 =
∑

ordP (f)>0 ordPP qui est appelé le diviseur de zéro de f et div(f)∞ = −
∑

ordP<0 ordP (f)P

est le diviseur de pôle de (f).

Propriétés 1.3.2 Soient f et g deux éléments non nuls de k(C). On a :

1. div(fg) = div(f) + div(g);

2. div( 1
f
) = −div(f);

3. div(f) = 0 si et seulement si f ∈ k∗;
4. div(f) = div(g) si et seulement s'il existe λ ∈ k∗ :

f = λg.

Dé�nition 1.3.9 (Espace vectoriel associé).
Pour chaque diviseur D ∈ Div(C), associe le sous-espace de fonctions

L(D) = {f ∈ k(C)∗ : div(f) ≥ −D} ∪ {0} (1.22)

Proposition 1.3.3 Pour tout diviseur D, L est un espace vectoriel sur k de dimension �ni
noté l(D).

Théorème 1.3.1 (théorème de Riemann−Roch)
Soient C une courbe lisse et KC un diviseur canonique de C. Alors, il existe un entier g ∈ Z
nommé le genre de C tel que, pour tout diviseur D, on a :

l(D)− l(KC − d) = deg(D)− g + 1 (1.23)
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Chapitre 2

Courbes elliptiques

Les courbes elliptiques sont à priori parmi les objets les plus simples de la géométrie al-
gébrique. Une courbe elliptique est une courbe projective plane cubique non-singulière. Les
courbes elliptiques sont un sujet très à la mode en mathématiques. Elles sont à la base de la
démonstration du grand théorème de Fermat par Andrew Wiles. Elles sont aussi à l'origine de
nouveaux algorithmes de cryptographie très sûrs, et on entrevoit les prémices de leur utilisation
pour la factorisation de grand nombres entiers.

2.1 Équations de Weierstrass

On appelle équation de Weierstrass (forme projective) sur un corps k une équation plane
de la forme :

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
3 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3, (2.1)

òu les ai sont dans le corps de base k.
• Si Z = 0, alors l'équation (2.1) donne 0 = x3 d′òu X = 0.
Ainsi [X : Y : Z] = [0 : Y : 0] = Y [0 : 1 : 0]. On note O = [0 : 1 : 0] que l'on appelle point à
l'in�ni.

• Si Z 6= 0, on peut écrire x =
X

Z
, y =

Y

Z
, l'équation de Weierstrass (2.1) devient (forme a�ne)

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (2.2)

avec ai ∈ k.
• Si la caractéristique de k est di�érente de 2, l'équation de Weierstrass peut s'écrire :

y2 = x3 + a′2x+ a′4x+ a′6,

• Si la caractéristique de k est di�érente de 2 et de 3, l'équation peut s'écrire :

E : y2 = x3 + ax+ b,

• Si la caractéristique de k est 2, l'équation peut s'écrire :

y3 + xy = x3 + ax2 + b

ou bien
y3 + ay = x3 + bx+ c

• Si la caractéristique est 3, l'équation peut s'écrire :

y3 = x3 + ax2 + b

ou bien
y3 = x3 + ax+ b
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Lemme 2.1.1 Soit k un corps de caractéristique p > 3.
Il existe des changements de variables permettant de simpli�er (2.2) en une équation plus simple
appelée équation courte de Weierstrass ou équation réduite de Weierstrass

Preuve :
(i) y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x

2 + a4x+ a6

avec ai ∈ k.
Si le corps k est de caractéristique di�érente de 2 alors l'équation (i) devient

(ii) y2 + 2y(
a1x

2
+
a3
2

) = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.

En ajoutant à chaque membre de l'équation (ii) l'expression suivante (
a1x

2
)2 + (

a3
2

)2 +
a3
2
x, on

aura :

y2 + 2y(
a1x

2
+
a3
2

) + (
a1x

2
)2 + (

a3
2

)2 +
a3
2
x = x3 + a2x

2 + a4x+ a6 + (
a1x

2
)2 + (

a3
2

)2 +
a3
2
x

y2 + (
a1x

2
)2 + (

a1
2

)2 + 2y(
a1
2

) + 2y(
a3
2

) +
a1a3

2
= x3 + a2x

2 + a4x+ a6 + (
a1x

2
)2 + (

a3
2

)2 +
a1a3

2
x

(iii) (y +
a1x

2
+
a3
2

)2 = x3 + (
a2 + a21

4
)x2 + (

a4 + a1a3
2

)x+ a23 + a6

En posant y1 = y+
a1x

2
+
a3
2
, a′ = a2 +

a21
4
, b′ = a4 +

a1a3
2
etc′ =

a23
4

+ a6, alors l'équation (iii)

devient :
y21 = x3 + a′x2 + b′x+ c′ (∗)

Si le corps k est de caractéristique di�érente de 3, alors en divisant par 3, on a :

(x+
a′

3
)3 = x3 + a′x2 + 3(

a′

3
)2x+ (

a′

3
)2

x3 + a′x2 = (x+
a′

3
)3 − 3(

a′

3
)2x− (

a′

3
)3

et en remplaçant x3 + a′x2 par (x+
a′

3
)3 − 3(

a′

3
)2x− (

a′

3
)3 dans (∗), nous obtenons en�n :

y21 = (x+
a′

3
)3 − 3(

a′

3
)2x− (

a′

3
)3 + b′x+ c′

y21 = (x+
a′

3
)3 + (b′ − 3(

a′

3
)2)x+ (c′ − (

a′

3
)3)

y21 = x21 + Ax+B avec x1 = x+
a′

3
; A = b′ − 3(

a′

3
)2 etB = c′ − (

a′

3
)2.

Comme les variables sont muettes, alors y2 = x3 + ax+ b.
Ces équations de Weierstrass permettent de dé�nir les courbes elliptiques.

Dé�nition 2.1.1 Une courbe elliptique est une paire (E,O) òu :
- E est une cubique irréductible non-singulière de genre 1 ;
- O ∈ E.

Dé�nition 2.1.2 Une courbe elliptique est dé�nie sur un corps k si :
- E est une courbe sur k (c'est à dire donnée par l'annulation d'un polynôme de k[X, Y ]) ;
- O est un point de la courbe dont les coordonnées sont dans k.
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Dé�nition 2.1.3 Une courbe elliptique E dé�nie sur un corps k de caractéristique p > 3 est
une courbe d'équation a�ne :

y2 = x3 + ax+ b. (2.3)

avec a et b dans k tels que 4a3 + 27b2 6= 0, à laquelle on rajoute le point O = [0 : 1 : 0] .

Dé�nition 2.1.4 Le discriminant d'une courbe elliptique dé�nie sur un corps k par l'équa-
tion a�ne réduite (2.3) est la quantité

∆(E) = −16(4a3 + 27b2). (2.4)

Dé�nition 2.1.5 Le j-invariant d'une courbe elliptique dé�nie sur un corps k par l'équation
a�ne réduite (2.3) est la quantité

j = −1728
(4a)3

∆(E)
=

6912a3

4a3 + 27b2
. (2.5)

Remarque 2.1.1 Du point de vue algébrique, le j−invariant est une quantité très importante
qui permet de caractériser les courbes elliptiques. Le j − invariant d'une courbe elliptique est
toujours dé�ni.

Dé�nition 2.1.6 Une courbe elliptique est dite super-singulière lorsque son j − invariant est
nul, c'est à dire j = 0.

Remarques 2.1.2 Le signe du discriminant ∆(E) peut nous permettre de dire si la courbe
elliptique est composée de deux composantes ou d'une seule composante.
- Si ∆(E) > 0, alors le graphe de la courbe elliptique possède deux composantes.
Le polynôme x3 + ax+ b possède trois racines qui correspondent aux abscisses des points d'in-
tersection de la courbe avec l'axe des abscisses.
-Si ∆(E) < 0, alors le graphe de la courbe elliptique possède une seule composante.
Le polynôme x3 + ax+ b possède une seule racine qui correspond à l'abscisse du point d'inter-
section de la courbe avec l'axe des abscisses.
- Si ∆(E) = 0, alors nous ne pouvons pas parler de courbe elliptique d'òu la nécessité d'avoir
∆(E) 6= 0.

Exemples 2.1.1
- Soit E la courbe elliptique dé�nie par l'équation de Weierstrass y2 = x3 − x.
∆(E) = −16(4a3 + 27a2) = 64 et ∆(E) > 0 donc le polynôme x3−x a exactement trois racines
réelles distinctes. x3 − x = x(x− 1)(x+ 1).

De plus, l'invariant modulaire j =
−1728(4a)3

∆E
=
−1728(−4)3

64
= 1728.

La courbe elliptique E n'est donc ni singulière, ni super-singulière.
- Soit E : y2 = x3 − x+ 1 une courbe elliptique.
∆(E) = −368 et ∆(E) < 0 donc le polynôme x3 − x+ 1 a exactement une racine réelle.

Théorème 2.1.1 Soit E une courbe elliptique dé�nie par l'équation réduite de Weierstrass
(2.3). E est non singulière si et seulement si ∆(E) 6= 0.

Preuve :
Montrons d'abord que le point à l'in�ni O = [0 : 1 : 0] n'est pas singulier.
Considérons par exemple la courbe E de P2 donnée par son équation :

F (X, Y, Z) = Y 2Z −X3 − aXZ − bZ2 = 0.
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On a :

∂F

∂X
= −3X2 − aZ2.

∂F

∂X
(O) = 0.

∂F

∂Y
= 2Y Z.

∂F

∂Y
(O) = 0.

∂F

∂Z
= Y 2 − 2aXZ − 3bZ2.

∂F

∂Z
(O) = 12 − 2(a)(0)(0)− 3(b)(0)2 = 1

∂∂F

∂Z
(O) 6= 0

Les dérivées partielles en O = [0 : 1 : 0] ne sont pas simultanément nulles.
Par suite, O n'est pas singulier.
Pour les autres points, considérons la dé�nition de la courbe E donnée par son équation réduite
de Weierstrass E : f(x, y) = y2 − x3 − ax− b = 0.
La courbe est singulière en un point P0 = (x0, y0) ∈ E si et seulement si :
∂f

∂x
(x0, y0) = −3x20 − a = 0 et

∂f

∂y
(x0, y0) = 2y0 = 0

− 3x20 = a et y0 =
0

2

x20 =
−a
3

et y0 = 0, car 2 6= 0 et 3 6= 0.

Comme P0 est un point de la courbe, alors y20 = 0 = x30 + ax0 + b.
x30 + ax0 + b = 0
(x2)x0 + ax0 + b = 0
−a
3
x0 + ax0 + b = 0 car x20 =

−a
3

2ax0
3

= −b

x0 =
−3b

2a
⇒ x20 =

9b2

4a2
⇒ 9b2

4a2
=
−a
3
. Par suite −(27b2 + 4a3) = 0, soit ∆ = 0.

Finalement, E est non singulière si et seulement si ∆ 6= 0.

Théorèmes 2.1.2

i) Soit (E,O) une courbe elliptique sur k. Il existe un plongement i : E → P2 dé�ni sur k
dont l'image est la courbe dé�nie par une équation de Weierstrass

Y 2Za1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3,

et qui envoie le point O sur le point [0 : 1 : 0].

ii) Tout autre plongement s'obtient en composant i avec un changement de coordonnées li-
néaires P2 → P2 donné par la matrice de la forme u2 0 r

su2 u3 t
0 0 1
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. En d'autres termes, deux équations de Weierstrass dé�nissent des courbes elliptiques
isomorphes si et seulement si elles se déduisent l'une de l'autre par un changement de
coordonnées

x′ = u2x+ r, y′ = u3y + u2sx+ t.

iii) Pour P,Q,R ∈ E, on a P + Q + R = O si et seulement si il existe une droite L ⊂ P2

telle que [L∩ i(E)] = [i(P )] + [i(Q)] + [i(R)]. (Ici [L∩ i(E)] désigne le diviseur des points
d'intersection de L et i(E) comptés avec multiplicités).

Preuve :

i) Puisque O est un point k − rationnel, le diviseur 3[O] est dé�ni sur k. Son degré
deg(3[O]) = 3 étant ≥ 2g + 1, on sait que tout choix de k − base de L3[O] fournit un
plongement dans PL3[o]−1 . Or, d'après Riemann- Roch on a L3[O] = 3 et aussi L2[O] = 2.
Choisissons une k − base {1, x, y} de L3[O] telle que 1, x soit une base de L2[O]. On a
donc une immersion fermée ix,y : E → P2. Pour en calculer une équation, on remarque
que la famille de 7 fonctions {y2, x3, yx, x2, y, x, 1} vit dans L6[O] qui est de dimension 6.
Cette famille est donc k− linairement liées. Par ailleurs, les familles obtenues en retirant
y2 ou x3 sont libres, puisque ayant des pôles d'ordre distinct en O. Toute relation de
dépendance linéaire non triviale doit donc avoir un coe�cient non nul en y2 et x3. En
remplaçant x et y par des multiples convenables, on obtient une relation de dépendance
sous forme de Weierstrass. Ainsi ix,y(E) est contenue dans une cubique de Weierstrass
C. Comme ix,y(E) ne peut pas être une conique ni une droite (genre 0), on doit avoir
ix,y(E) = C. En�n, remarquons que O est envoyé sur un pôle de x = X/Z et y = Y/Z,
donc sur un point de la droite {Z = 0}, mais [0 : 1 : 0] est le seul point de C ∩ {Z = 0}.

ii) Réciproquement si i : E → P2 est un plongement sur une cubique de Weierstrass envoyant
O sur [0 : 1 : 0], alors les fonctions x′ = i∗(X/Z) et y′ = i∗(Y/Z) forment une autre base
{1, x′, y′} de L3[O] telle que x′ ∈ L2[O]. On peut donc écrire x′ = λx+r et y′ = µy+sx+ t.
Pour que les coe�cients de x′3 et y′3 soient égaux, on doit avoir µ2 = λ3 et donc
µ = u3 et λ = u2 pour u = µλ−1.

iii) Supposons P+Q+R = O. Alors il existe f ∈ k(E)∗ telle que [p]+[Q]+[R]−3[O] = div(f).
Une telle fonction f s'annule en P,Q,R et est dans L3[O] donc s'écrit f = ax+ by + c.
Soit alors L ⊂ P2 la droite d'équation aX + bY + cZ = 0. On constate sur les dé�nitions
qu'elle intersecte C avec multiplicité m en le point i(S) si et seulement si f s'annule en
S avec ordre m (c′est à dire vS(f) = m). Il s'en suit que l'intersection L ∩ i(E) vue
comme diviseur est égale à [i(P )] + [i(Q)] + [i(R)]. Réciproquement, si L a pour équation
aX + bY + cZ = 0 et L ∩ i(E) = [i(P )] + [i(Q)] + [i(R)] alors le diviseur des zéros de
f := ax+ by + c est [p] + [Q] + [R]. Par ailleurs son seul pôle possible est en O et le fait
que le deg(f) = 0 implique que div(f) = [p] + [Q] + [R]− 3[O], d'òu P +Q+R = O

2.2 Équations de Weierstrass minimales

Soit E une courbe elliptique sur k. On aimerait lui associer une courbe E canonique sur k
et une application de réduction. Si on voit E comme une cubique E = Cf ⊂ P2, alors la courbe
Cf dépend en général du choix de f .
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Dé�nition 2.2.1 On dit qu'une équation de Weierstrass est minimale si ses coe�cients sont
entiers et son discriminant est de valuation minimale parmi toutes les équations de Weierstrass
à coe�cients entiers qui dé�nissent la même courbe.

Dé�nitions 2.2.2 On dit que E a
• bonne réduction si E est non-singulière.
• réduction multiplicative si E a un point de croisement.
• réduction additive si E a un point de rebroussement.
Il est clair que E a bonne réduction si et seulement si elle admet une équation de Weierstrass
à coe�cients dans R et avec ν(∆) = 0 tel que ν(x) = {σ ∈ Gk, ∀ x ∈ k, ν(σ(x))}. Voici un
résultat clef pour la preuve du théorème de Mordell.

2.3 Courbes elliptiques sur les corps quelconques

Dé�nition 2.3.1 Une courbe elliptique E dé�nie sur le corps k est une courbe projective plane
d'équation

E : Y 2 + a1XY + a3Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6, (2.6)

où ai sont des éléments de k.
Si l'on dé�nit les éléments d2, d4, d6 et d8 de k par

d2 = a1 + 4a2, d4 = 2a4 + a1a3, d6 = a23 + 4a6, d8 = a21a6 + a2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a24

on a

∆E = −d22d8 − 8d34 − 27d26 + 9d2d4d6 avec ∆E 6= 0. (2.7)

L'équation (2.6) est appelée paramétrisation de Weierstrass de E.
L'ensemble des points d'une courbe elliptique E dé�nie sur corps k est noté

E(k) = {[X : Y : Z] ∈ P2(k), Y 2Z + a1XY Z + a3Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3}.
(2.8)

Propositions 2.3.1 Avec les notations introduites ci-dessus.

i) Pour tout j ∈ k, il existe une courbe elliptique E sur k telle que j(E) = j ;

ii) Si j(E) = j(E ′) alors E et E ′ sont isomorphes sur k ;

iii) Si Aut(E/k) est un groupe �ni. Son ordre est donné par le tableau

j(E) car(k) Aut(E)
6= 0, 1728 2
1728 6= 2, 3 4
0 6= 2, 3 6
0 3 12
0 2 24

Preuve :
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(i) En caractéristique 2 ou 3, c'est clair vu les formules données plus haut.
En caractéristique 6= 2, 3 et lorsque j 6= 0, 1728, on prend E donnée par y2 = 4x3 −

27j

j − 1728
. De plus, la courbe y2 = x3 + 1 a pour invariant j = 0 et la courbe y2 = x3 + x

a pour invariant j = 1728.

(ii) Si k est de caractéristique 6= 2, 3 et E (resp E ′), donnée par l'équation courte associée à
(a4, a6) resp (a′4, a

′
6), alors on a plusieurs cas :

- Si a4a6 6= 0, on doit avoir a′4a
′
6 6= 0 et a26a

−3
4 = a′−34 a′26 . Il su�t alors de changer de

coordonnées x′ = u2y, y′ = u3y avec u = (a′4a
−1
4 )1/4.

- Si a6 = 0, alors a4 6= 0 donc a′6 = 0 et le même changement de coordonnées convient.
- Si a4 = 0, alors a′4 = 0 et su�t de changer de coordonnées avec u = (a′6a

−1
6 )1/6.

Lorsque k est de caractéristique 2 ou 3 c'est un peu plus compliqué mais tout aussi
élémentaire, voir |Silverman, appendiceA|.

iii) φx,y est un isomorphisme de E sur une cubique de Weierstrass, alors pour tout automor-
phisme σ de E, φx,y ◦ σ est un autre isomorphisme de E sur la même cubique. D'après
ii) du théorème 4, on sait que φ ◦ σ se déduit de φx,y par un changement de coordonnées
linéaires sur P2, et celui-ci doit préserver l'équation de Weierstrass �xée. Il s'agit donc de
trouver les changements de coordonnées qui préservent une équation de l'une des formes
ci-dessus.
Lorsque k de caractéristique 6= 2, 3 et E est donnée par y2 = x3 + a4x

2 + a6, les seuls
automorphismes sont de la forme (x′, y′) = (ux, uy) avec u4a4 = a4 et u

6a6 = a6. On en
déduit donc que AutE est cyclique d'ordre donné dans l'énoncé.
Calculer l'ordre pour j = 0 en caractéristique 2 et 3 est encore élémentaire. Les groupes
obtenus ne sont pas abéliens.

Dé�nition 2.3.2 Soit g un polynôme unitaire à coe�cients dans k de degré n ≥ 1. Soient
α1, . . . , αn ses n racines dans k comptées avec multiplicités.le déterminant ∆ de g est dé�ni par
l'égalité

∆ = Πi<j(αi − αj). (2.9)

C'est un élément de k.
On dit que la courbe elliptique d'équation (2.5) est dé�nie sur k pour préciser que a et b sont
dans k.

2.3.1 Points rationnels d'une courbe elliptique

Soit L une extension de k dans k.

Dé�nition 2.3.3 Soit P = [x : y : z] un point de P2. On dit que P est rationnel sur L s'il
existe λ ∈ k

∗
tel que λx, λy, λz soient dans L. On note P2(L) l'ensemble des points de P2

rationnels sur L.
Cela justi�e la notation P2 = P2(k).

Remarque 2.3.1 Soit P = [x1 : x2 : x3] un point de P2. Le point P est rationnel sur L s'il

existe i tel que xi soit non nul, et que chaque
xj
xi
appartienne à L.
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Dé�nition 2.3.4 Soit E une courbe elliptique dé�nie sur k d'équation y2z = x3 + axz2 + bz3.
Un point de E est dit rationnel sur L s'il appartient à E ∩P2(L). On note E(L) l'ensemble des
points de E rationnels sur L.
En d'autres termes

E(L) = {(x, y) ∈ L2 | y2 = x3 + ax+ b} ∪ {O} (2.10)

2.3.2 Points de torsion d'une courbe elliptique

Considérons une courbe elliptique E dé�nie sur k. Étant donné un entier n ≥ 2, posons

E[n] = {P ∈ E(k) | nP = O}. (2.11)

C'est un sous-groupe de E(k), qui est l'ensemble des points de E d'ordre divisant n.
Un point P ∈ E(k) est dit de n − torsion s'il appartient à E[n]. Le groupe E[n] s'appelle le
sous-groupe des points de n− torsion de E.

Théorème fondamental

Notons car(k) la caractéristique de k. Nous admettons le résultat essentiel suivant.

Théorèmes 2.3.1 Soit n un entier supérieur ou égal à 2.

1) Supposons que car(k) ne divise pas n (tel est le cas si car(k) = 0). Alors, E[n] est un
groupe d'ordre n2 isomorphe à Z/nZ× Z/nZ.

2) Supposons car(k) = p, òu p est un diviseur premier de n. Posons n = prn′, òu p ne
divise pas n′. Alors, E[n] est isomorphe à l'un des groupes

Z/n′Z× Z/n′Z et Z/nZ× Z/n′Z.

En particulier :

Corollaire 2.3.1 Pour tout n ≥ 2, le groupe E[n] est �ni d'ordre au plus n2.
Par ailleurs, si car(k) = p, le groupe E[p] est trivial ou est cyclique d'ordre p. On reviendra
sur ce point.

Corollaire 2.3.2 Soit l un nombre premier distinct de car(k). Le groupe E[l] est un Fl−espace
vectoriel de dimension 2.
Pour tout nombre premier l distinct de car(k), si (P1, P2) est une base de E[l] sur Fl, tout point
P ∈ E[l] s'écrit ainsi de manière unique sous la forme

P = n1P1 + n2P2,

òu n1 et n2 sont des entiers compris entre 0 et l − 1.

Lemme 2.3.1 Soient α, β, γ les racines dans k du polynôme X3 + aX + b ∈ k[X]. On a

E[2] = {O, (α, 0), (β, 0), (γ, 0)}.

En particulier, E[2] est isomorphe à Z/2Z× Z/2Z.
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Preuve : Soit P un point de E distinct de O. Posons P = (x, y) ∈ E(k).
D'après les assertions 3 et 4 du théorème 5, le point P est dans E[2] si et seulement si y = 0,
d'òu le résultat, vu que α, β, γ sont distinctes deux− à− deux (corollaire 2).

Lemme 2.3.2 Posons G = 3X4 + 6aX2 + 12bX − a2 ∈ k[X].

1) Le polynôme G possède quatre racines distinctes dans k.

2) Soit P = (x, y) un point de k. On a l'équivalence

P ∈ E[2]⇐⇒ G(x) = 0.

En particulier, E[3] est isomorphe à Z/3Z× Z/3Z

Preuve :

1) On véri�e que le discriminant de G est

−28.33(4a3 + 27b2).

Puisque car(k) ≥ 5 et que 4a3 + 27b2 6= 0, il n'est pas nul, d'òu la première assertion.

2) Supposons que P appartienne à E[3]. On a alors 2P = −P . Par ailleurs, on a 2P 6=
0 (car P est par hypothèse distinct de O), donc y est non nul (lemme 4). D'après les
assertions 3 et 5 du théorème 5, on obtient

(?)λ2 − 2x = x avec λ =
3x2 + a

2y
.

Compte tenu de l'égalité y2 = x3 + ax+ b, il en résulte que G(x) = 0.
Inversement, supposons G(x) = 0. On véri�e que l'on a

(3X2 + 4a)G− (X3 + aX + b)(9X3 + 21aX + 27b) = −(4a3 + 27b2).

Par suite, G et X3+aX+b n'ont pas de racines communes. On a donc x3+ax+b 6= 0 c'est
à dire y est non nul. L'égalité G(x) = 0 entraine alors que la condition ? est satisfaite.
L'abscisse de 2P est donc celle de P . On a ainsi 2P = ±P , puis 2P = −P c'est à dire P
est dans E[2], d'òu l'équivalence annoncée.
Par ailleurs, chaque racine de G dans k est l'abscisse de deux points distincts de E. Le
groupe E[3] est donc d'ordre 9, d'òu le résultat.

2.4 Loi de groupe

Soit E une courbe elliptique dé�nie sur k. Pour toute extension L de k dans k, on va
munir E(L) d'une structure naturelle de groupe abélien, d'élément neutre le point à l'in�ni
O = [0 : 1 : 0].

31



2.4.1 Droites de P2

Dé�nition 2.4.1 Une droite de P2 est une partie de P2 formée des points [x : y : z] tels que

ux+ vy + wz = 0

, òu u, v et w sont des éléments non nuls de k.
On parle alors de la droite d'équation ux+vy+wz = 0. Une droite d'équation x = λz , òu λ est
dans k, est dite verticale. Une telle droite passe par le point O = [0 : 1 : 0]. En fait, toute droite
passant par O a une équation de la forme ux+wz = 0. On dit souvent que la droite d'équation
z = 0 est la droite à l'in�ni. En identi�ant la partie de P2 formée des points [x : y : z] tels que

z 6= 0 Avec k
2
, le plan projectif s'interprète comme la réunion de k

2
avec la droite à l'in�ni.

Lemme 2.4.1 Soient P = [a1 : a2 : a3] et Q = [b1 : b2 : b3] deux points distincts de P2. Il existe
une unique droite de P2 passant par P et Q. C'est l'ensemble des points [x : y : z] ∈ P2 tels que
le déterminant de la matrice a1 b1 x

a2 b2 y
a3 b3 z


soit nul. Autrement dit, c'est la droite d'équation ux+ vy + wz = 0, avec

u = a2b3 − a3b2, v = a3b1 − a1b3, w = a1b2 − a2b1.

Preuve :
Les éléments u, v et w ne sont pas tous nuls car P etQ sont distincts. L'équation ux+vy+wz = 0
est donc celle d'une droite contenant P et Q. Considérons alors une droite de P2 passant par
P et Q d'équation

u′x+ v′y + w′z = 0.

Soient f et g les formes linéaires de k
3 → k dé�nies par

f(x, y, z) = ux+ vy + wz et g(x, y, z) = u′x+ v′y + w′z.

Le noyau de f (resp g) est le plan k
3
engendré par (a1, a2, a3) et (b1, b2, b3). En particulier,

f et g ont le même noyau. Dans le dual de k
3
, l'orthogonal du noyau de f (resp g) est une

droite engendrée par f (resp g). Il existe donc λ ∈ k non nul tel que f = λg, d'òu l'assertion
d'unicité.

2.4.2 Tangente à E en un point

Notons désormais
y2z = x3 + axz2 + bz3

L'équation de E, òu a et b sont dans k. Posons

F = Y 2Z − (X3 + aZX2 + bZ3) ∈ K[X, Y, Z],

FX =
∂F

∂X
, FY =

∂F

∂Y
, FZ =

∂F

∂Z

On a
FX = −(3X + aZ2), FY = 2Y Z, FZ = Y 2 − (2aXZ + 3bZ2)

.
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Lemme 2.4.2 Il n'existe pas de point P ∈ E tel que

FX(P ) = FY (P ) = FZ(P ) = 0

.

Preuve :
Supposons qu'il existe un tel point P . On a FZ(O) = 1, donc P est distinct de O. Posons
P = [x : y : 1]. La caractéristique de k étant distincte 2, on a y = 0. On obtient

3x2 + a = 0 et 2ax+ 3b = 0

Supposons a 6= 0. On a alors x = − 3b

2a
, d'òu 4a3 + 27b2 = 0.Si a = 0, vu que la caractéristique

de k n'est pas 3, on a b = 0. On obtient ainsi une contradiction et le résultat.

Dé�nition 2.4.2 Pour tout point P ∈ E, la tangente à E en P est la droite d'équation

FX(P )x+ FY (P )y + FZ(P )z = 0.

Lemme 2.4.3

1. L'équation de la tangente à E au point O est z = 0.

2. Soit P = [x0 : y0 : 1] un point de E distinct de O. L'équation de la tangente à E en P est

FX(P )(x− x0z) + FY (P )(y − y0z) = 0.

Preuve :
Cela résulte des formules FX = −(3X + aZ2), FY = 2Y Z, FZ = Y 2 − (2aXZ + 3bZ2) et de
l'égalité y20 = x30 + ax0 + b.

Exemple 2.4.1 Soit α une racine dans k du polynôme X3 + aX + b. Le point P = (α, 0)
appartient à E. On a FX(P ) = −(3α2 + a) 6= 0 (lemme3) et FY (P ) = 0. La tangente à E en
P est donc verticale et a pour équation

x = αz

En particulier, elle passe par O.

2.4.3 Loi de composition

On va dé�nir ici une loi de composition interne sur E, qui va s'avérer ne pas être une loi de
groupe, mais qu'il su�ra de modi�er à l'aide d'une symétrie convenable pour obtenir la loi de
groupe que l'on a en vue. Pour tout point R de E distinct de O, on notera R = [xR : yR : 1].

Proposition 2.4.1 Soient P et Q des points de E. Soit D la droite de P2 passant par P et Q
si P 6= Q, ou bien la tangente à E en P si P = Q. On a

D ∩ E = {P,Q, f(P,Q)},

òu f(P,Q) désigne le point de E dé�ni par les conditions suivantes.

1. Supposons P 6= Q,P 6= O et Q 6= O.

33



1.1) Supposons xP 6= xQ. Posons

λ =
yP − yQ
xP − xQ

et ν =
xPyQ − xQyP
xP − xQ

.

On a

f(P,Q) = [λ2 − xP − xQ : λ(λ2 − xP − xQ) + ν : 1] (2.12)

1.2) Si xP = xQ, on a

f(P,Q) = O. (2.13)

2. Supposons P 6= O et Q = O. On a

f(P,O) = [xP : −yQ : 1]. (2.14)

De même, si P = O et Q 6= O, on a f(O,Q) = [xQ : −yP : 1]

3. Si P = Q = O, on a

f(O,O) = O. (2.15)

4. Supposons P = Q et P 6= O.

4.1) Si yP = 0, on a

f(P, P ) = O. (2.16)

4.2) Supposons yP 6= 0. Posons

λ =
3x3P + a

2yP
et ν =

−x3P + axP + 2b

2yP
.

On a

f(P, P ) = [λ2 − 2xP : λ(λ2 − 2xP ) + ν : 1] (2.17)

Preuve :

1. Supposons xP 6= xQ. D'après le lemme 3, l'équation de D est

y = λx+ νz.

Soit M un point de E ∩D. Puisque O n'est pas sur D, il existe x0 et y0 dans k tels que
M = [x0 : y0 : 1]. On a les égalités

y0 = x30 + ax0 + b et y0 = λx0 + ν.

Ainsi, x0 est une racine du polynôme

H = X3 − λ2X2 + (a− 2λν)X + b− ν2.

La somme de ses racines est λ2. On a H(xP ) = H(xQ) = 0 et xP 6= xQ. Par suite, les
racines de H sont

xP , xQ et λ2 − xP − xQ.
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Il en résulte que D ∩ E est formé de P,Q et du point f(P,Q) dé�nit par la formule (8)
Supposons xP = xQ. Puisque P et Q sont distincts, on a alors yP = yQ. D'après le lemme,
l'équation de D est

x = xP z.

Le point O est donc sur D∩E. Soit M un point de D∩E distinct O. Si M = [x0 : y0 : 1]
, on a x0 = xP puis y0 = ±yP . On a donc M = P ou M = Q. On en déduit que l'on a
D ∩ E = {P,Q,O}, d'òu l'assertion dans ce cas.

2. Supposons P 6= O. La droite D passe par P et O a pour équation

x = xP z.

Si M = [x0 : y0 : 1] est un point de D ∩E, on a donc x0 = xP d'òu y0 = ±yP . On a ainsi
D ∩ E = {P,O, f(P,O)} , d′òu f(P,O) est dé�nit par la formule (2.12).

3. La tangente de D à E en O a pour équation z = 0 (Lemme 2.4.1). Par suite, O est le
seul point de D ∩ E, d′òu f(O,O) = O.

4. On a P = Q et P 6= O. L'équation de la tangente de D à E en P a donc pour équation

FX(P )(x− xP z) + FY (P )(y − yP z) = 0.

SiyP = 0, on a FY (P ) = 0. Puisque xP est la racine simple du polynôme X3 + aX + b, on
a FX(P ) 6= 0. Ainsi, D a pour équation

x = xP z.

Le seul point de D ∩ E distincts de P est donc le point O, d'òuD ∩ E = {P,O} et
l'assertion est véri�ée.
Supposons yP 6= 0. L'équation de D est dans ce cas

y = λx+ νz.

Le point O n'est pas sur D. Soit M = [x0 : y0 : 1] un point de D ∩ E. On a

y20 = x30 + ax0 + b et y0 = λx0 + ν.

Par suite, x0 est racine du point polynôme

G = X3 − λ2X2 + (a− 2λν)X + b− ν2.

Le polynôme dérivé de G est

G′ = 3X2 − 2λ2X + a− 2λν.

On a G(xP ) = 0, et en utilisant l'égalité y2P = x3P + axP + b, on véri�e que G′(xP ) = 0.
Ainsi, xP est une racine d'ordre au moins 2 de G. Les racines de G sont donc

xP et λ2 − 2xP .

On obtient D ∩ E = {P, f(P,Q)} òu f(P,Q) est dé�nit de la formule (2.17), d'òu le
résultat.
On obtient une loi de composition interne sur E, appelée loi de composition des cordes-
tangentes, f : E ×E → E qui a tout couple (P,Q) ∈ E ×E associe le point f(P,Q) ∈ E
dé�nit dans la proposition. Elle est commutative, mais n'est pas associative.
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Exemple 2.4.2 Soit E une courbe elliptique sur Q d'équation

y2 = x3 + 3x.

Les points P = (1, 2) , Q = (0, 0) et R = (
1

4
,
7

8
) sont dans E(Q). On véri�e que l'on a

f(P,Q) = (3, 6), f(Q,R) = (12,−42).

f(f(P,Q), R) = (3, 6), f(P, f(Q,R)) = (3,−6).

Considérons a et b deux éléments de k tels que 4a3 + 27b2 6= 0 et E la courbe elliptique dé�nie
sur k d'équation

y2 = x3 + ax+ b

Notons + la loi de composition interne sur E, dé�nie pour tous P et Q dans E par l'égalité

P +Q = f(f(P,Q), O). (2.18)

Géométriquement P + Q s'obtient à partie de f(P,Q) par symétrie par rapport à l'axe des
abscisses. Cette loi de composition est une loi de groupe sur E.

Théorème 2.4.1 Le couple (E,+) est un groupe abélien d'élément neutre O. La loi interne +
est décrite explicitement par les formules suivantes.
Soient P et Q des points de E distincts de O. Posons P = (xP , yQ) et Q = (xQ, yQ).

1. Supposons xP = xQ. Posons

λ =
yP − yQ
xP − xQ

et ν =
xPyQ − xQyP
xP − xQ

.

On a

P +Q = (λ2 − xP − xQ,−λ(λ2 − xP − xQ)− ν). (2.19)

2. Si xP = xQ et P 6= Q, on a

P +Q = O. (2.20)

3. Supposons P = Q et yP 6= 0. posons

λ =
3x2P + a

2yP
et ν =

−x3P + axP + 2b

2yP

On a

2P = (λ2 − 2xP ,−λ(λ2 − 2xP )− ν). (2.21)

4. Si P = Q et yP = 0, on a

2P = O. (2.22)

5. L'opposé de P est le point

−P = −(xP , yP ) (2.23)
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Preuve :
Compte tenu de (2.18), les formules (2.19) et (2.21) résultent directement des égalités (2.12),
(2.14) et (2.17). Supposons xP = xQ et P 6= Q. D'après l'assertion (1.2) de la proposition
2.4.1, on a f(P,Q) = O d′òu P + Q = f(O,O) = O. Si P = Q et yP = 0, on a f(P, P ) =
O (assertion 4.1 de la proposition 8), d'òu 2P = f(O,O) = O. Cela établit les formules
d'addition de P et Q.
Par ailleurs, pour tous R et S de E, on a f(R, S) = f(S,R). La loi + est donc commutative.
Le fait que cette loi soit associative peut par exemple se véri�er au cas par cas, en utilisant
les formules ci-dessus et un logiciel de calculs. C'est assez long et nous l'admettrons ici. Les
assertions 2 et 3 de la proposition 2.4.1 impliquent

R +O = f(f(R,O), O) = R;

donc O est l'élément neutre. En ce qui concerne la formule (2.23), si P = (xP , 0), on a 2P = O
d'après l'assertion 4 établie ci-dessus. Si yP 6= 0, en posant Q = (xP , yP ), on a P + Q = O
d'après l'assertion 2, d'òu la formule (2.23) du théorème.

Théorème 2.4.2 Supposons k = Fq. Alors ||E(Fq| − q − 1| ≤ 2
√
q.

Preuve : Comme dans le dernier exemple , on a E(q) = E et l'isogénie de Frobenius φq est
donc un endomorphisme de E. De plus, son action sur E est la même que celle d'un générateur
de GFq donc on a E(Fq) = Eφq = ker(id− φq). Puisque φq est inséparable, on a φ∗qw = 0 pour
toute di�érentielle w ∈ ΩE, et il s'en suit que (id − φq)∗w = w, donc id − φq est une isogénie
séparable. En particulier, |ker(id−φq)| = deg(id−φq). Or, le corollaire précédent nous dit que
ϕ→ deg(ϕ) est une forme quadratique dé�nie positive sur End(E). Une version de l'inégalité
de Cauchy-Schwartz nous dit alors que

|deg(id− φq)− deg(id)− deg(φq)| ≤ 2
√
deg(id)deg(φq).

Les égalités deg(id) = 1 et deg(φq) = q achève la preuve.
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Chapitre 3

Isogénies entre courbes elliptiques

Avant de parler d'isogénies, on commence d'abord par la notion de morphismes, la notion
d'isomorphismes, la notion de groupes algébriques et la notion de variétés abéliennes.

3.1 Morphismes d'ensembles algébriques

Dé�nitions 3.1.1
� Soit V ⊂ kn une variété algébrique. Une fonction sur V à valeurs dans k est dite polynomiale
sur V s'il s'agit de la restriction à V d'un élément de k[X1, · · · , Xn]. L'ensemble des fonctions
polynomiales sur une variété algébrique V est une k − algébre que l'on note k[V ].
� Soient V ⊂ kn et W ⊂ km deux variétés algébriques. Une application de V dans W est dite
polynomiale si toutes ses coordonnées sont des fonctions polynomiales.

Dé�nition 3.1.2 Soient A ⊂ kn et B ⊂ km deux variétés algébriques et Φ : A → B une
application que l'on peut écrire Φ = (Φ1, · · · ,Φm) avec Φi : A → k. On dit que Φ est un
morphisme si les composantes Φi sont des éléments de k[A]. On note Reg(A,B) l'ensemble des
morphismes de A dans B.

Dé�nition 3.1.3 Soient A et B deux variétés algébriques. Un isomorphisme de A sur B est
une application polynomiale f de A dans B telle qu'il existe une application polynomiale g de
B dans A véri�ant g ◦ f = IdA et f ◦ g = IdB.

Remarques 3.1.1

1. Une application bijective n'est pas nécessairement un isomorphisme.

2. Lorsqu'une application polynomiale f est un isomorphisme, l'application polynomiale g
dans la dé�nition ci-dessus est unique et est appelée inverse de f .

Exemples 3.1.1
• Les applications a�nes bijectives f de kn dans kn sont les isomorphismes : Elles correspondent
aux polynômes de degf .
• Soit A ⊂ kn. La projection Φ : A→ kP , (x1, . . . , xn)→ (x1, . . . , xP ) est un morphisme.
• Soit A = V(Y −X2) une parabole. La projection Φ : A→ k, (x, y)→ x est un isomorphisme
de réciproque x→ (x, x2).
• L'application k → V(−X3+Y 2−X2), t→ (t2−1, t)(t2−1) (on coupe V avec la droite Y = tX)
est un morphisme.
• L'application Φ : k → V(Y 2 − X3), t → (t2, t3) est un morphisme bijectif mais n'est pas un
isomorphisme.
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Dé�nition 3.1.4 Soit Φ ∈ Reg(A,B). Pour f ∈ k[B]. On dé�nit le morphisme de k−algebre :
Φ∗ : k[B]→ k[A] , Φ∗(f) = f ◦ Φ.

Remarque 3.1.2
(g ◦ f)∗ = f ∗ ◦ g∗

Exemples 3.1.2
• soit ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) : A → B un morphisme.Soit ηi la i-ème fonction coordonnée sur B,
image de l'indéterminée Yi dans k[B]. Alors ϕ∗(ηi) = ϕi.
• si ϕ : V(F ) ⊂ k2 → k, ϕ(x, y) = x alors ϕ∗ : k[X]→ k[X, Y ]/(F ), X → X.

Proposition 3.1.1 L'application γ : Reg(A,B)→ homk−alg(k[B], k[A]) est bijective.

Preuve : On suppose A ⊂ kn et B ⊂ km et note ηi les fonctions coordonnées sur B.
Injectivité : Si ϕ∗ = Ψ∗ alors ϕi = ϕ∗(ηi) = Ψ∗(ηi) = Ψi donc ϕ = Ψ.
Surjectivité : Soit Θ : k[B]→ k[A] un morphisme de k-algèbres. Soit ϕiΘ(ηi) ∈ k[A].
Cela dé�nit ϕ : A → km. Il s'agit de montrer que ϕ est à valeurs dans B et ainsi ϕ∗ = Θ.
Soit F (Y1, . . . , Ym) ∈ I(B) et x ∈ A. Ainsi F (ϕ(x)) = F (Θ(η1)), . . . ,Θ(ηm))(x). Or Θ est un
morphisme de k-algèbre donc F (Θ(η1), . . . ,Θ(ηm)) = Θ(F (η1), . . . , F (ηm)). Or F (η1, . . . , ηm)
est l'image de F (Y1, . . . , Ym) ∈ I(B) dans k[B], donc est nul.

Remarque 3.1.3 Si A est un ensemble algébrique �ni, alors toute application f de A vers une
variété algébrique B, est un morphisme.

Exemples 3.1.3 Soient A et B deux fermés algébriques de An.
Si f1, . . . , fn ∈ k[A] et si pour tout x ∈ A, f1(x), . . . , fn(x) ∈ B, alors l'application

A→ B, x→ (f1(x), . . . , fn(x))

est un morphisme de variétés algébriques. De plus, tous les morphismes de variétés algébriques :
A→ B sont de cette forme.
Si f : A→ B est un morphisme de variétés algébriques, on notera

f ∗ : k[B]→ k[A] le morphisme de k − algèbres associe à f.

Remarque 3.1.4 Soient A et B deux variétés algébriques a�nes. Pour tout morphisme de

k − algèbre Φ : k[B]→ k[A],

il existe un unique morphisme de variétés algébriques f : A→ B tel que f ∗ = Φ

Dé�nitions 3.1.5 Soit Φ : A→ B un morphisme de variétés algébriques.
On dit que Φ est dominant si Φ(A) = B.
On dit que Φ est une immersion fermée si Φ(A) est fermé dans B et que Φ : A→ Φ(A) est un
isomorphisme.

Proposition 3.1.2 Soit Φ : A→ B un morphisme de variétés algébriques.
Φ est dominant si et seulement si Φ∗ injective.
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Preuve : ⇒) Si f ∈ kerΦ∗, alors f ◦ Φ = 0, c'est à dire, f est nulle sur Φ(A) ; par densité f
est nulle sur tout X.
⇐) Si Φ(A) ⊂ B, alors il existe f ∈ k[X] non nulle mais nulle sur Φ(A).
Mézalor(dans la théorie des nombres en 1971) : Φ∗(f) = 0⇒ f = 0 impossible

Lemme 3.1.1 Pour 0 ≤ i ≤ n, soit

Φi : An → Pn, (y1, . . . , yn)→ [y1 : . . . : yi−1 : 1 : yi : . . . : yn]

et pose Ui = {P = [x0 : . . . : xn] ∈ Pn, xi 6= 0}. On a ainsi un recouvrement Pn = ∪iUi.
On a un homomorphisme :Φ−1i : Ui → An òu An est muni de la topologie des Zariski et Ui de
la topologie induite de la topologie des Zariski sur Pn

Lemme 3.1.2 (théorème sur la dimension des fibres)
Soient k un corps et f : A ⊂ k[A] → B ⊂ k[B] un morphisme dominant entre variétés sur k.
Il existe un ouvert non-vide U de B tel que

∀ y ∈ U : dimf−1(y) = dimA− dimB.

De plus, f est une application fermée.

Preuve : voir [Har77] ou [Mum99] corollary 1 P . 50

Lemme 3.1.3 Soit f : A → B un morphisme dominant de variétés a�nes. Soit x ∈ A tel
que f−1(f(x)) est �ni. Alors f est localement �ni en x, c'est à dire : il existe un ouvert a�ne
U de B tel que f−1(U) soit un ouvert a�ne et le morphisme restreint : f−1(U) → U soit un
morphisme �ni.

3.1.1 Groupes algébriques

Dé�nition 3.1.6
Un groupe algébrique sur le corps k est une variété algébrique G sur k, munie :

i) d'un morphisme de variétés algébriques sur k m : G×G→ G, (g, h) 7→ gh.

ii) d'un morphisme inverse i : G→ G, g 7→ g−1 ;

iii) d'un élément neutre e appartenant à G(k) (un point rationnel de G).

3.1.2 Morphismes et isomorphismes de groupes algébriques

Dé�nitions 3.1.7

• Un morphisme de groupes algébriques Φ : A→ B est un morphisme de variétés algébriques
qui est aussi un morphisme de groupes.

• C'est un isomorphisme s'il existe un morphisme Ψ : B → A tel que Ψ◦Φ = idA et Φ◦Ψ =
idB

Dé�nitions 3.1.8

• On appelle variété abélienne une variété projective véri�ant une structure de groupe algé-
brique.
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• Un morphisme de variété abélienne est un morphisme de groupes algébriques, qui est aussi
un morphisme de variétés algébriques.

Exemples 3.1.4
Les variétés abéliennes de dimension 1 sont les courbes elliptiques.
La jacobienne d'une courbe algébrique projective non-singulière géométriquement connexe, de
genre g, est une variété abélienne de dimension g.

3.2 Isogénies

3.2.1 Isogénie entre variétés abéliennes

Dé�nitions 3.2.1 (Isogénie et Degré d′une isogénie).
Considérons I : A→ B un morphisme de variétés abéliennes.
� Un morphisme de variétés abéliennes I est une isogénie, s'il est surjectif et de noyau �ni.
� Le degré d'une isogénie I : A → B sur un corps k est le cardinal de son noyau. Il est aussi
égal au degré de son extension de corps [k(A) : k(B)]. Un exemple typique d'isogénie est la
multiplication par n

nA : A→ A

a 7→ na

Pour tout entier naturel n (même quand il est divisible par la caractéristique de k). Cette
isogénie est degré n2g si g = dimA.

Proposition 3.2.1 Soit f : A → B un morphisme de variétés abéliennes. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. f est une isogénie.

2. dimA = dimB et f est surjective.

3. dimA = dimB et ker(f) est �ni.

Preuve :
On utilise le théorème sur la dimension des �bres :
1.⇒ 2. : f est surjective et dimA− dimB = dimker(f) = 0.
2. ⇒ 3. : dimA = dimB et par surjectivité de f , on en déduit que ker(f) est dimension 0,
donc �ni.
3. ⇒ 1. : L'image continue d'un ensemble irréductible est encore irréductible, donc f(A) est
irréductible. Or dimA = dimB, donc f(A) = B.

Lemme 3.2.1
Soient A,B,C des variétés abéliennes et f : A → B et h : C → B des isogénies de variétés
abéliennes sur k. Si g1 : B → C et g2 : B → C sont des morphismes tels que

h ◦ g1 ◦ f = h ◦ g2 ◦ f, alors g1 = g2.

Preuve :
Sans perte de généralité, posons k = k avec k la clôture algébrique de k. Supposons que
h◦g1◦f = h◦g2◦f . Puisque f est un morphisme, d'après le théorème 16, c'est un épimorphisme,
donc il s'en suit que h ◦ g1 = h ◦ g2. D'òu g1 − g2 est une application de B dans le groupe �ni
Ker(h). Comme B est connexe et réduit, g1− g2 se factorise à travers Ker(h)0red qui est trivial.
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Dé�nition 3.2.2 (Polarisation)
Considérons une variété abélienne A sur le corps k.
Une polarisation A est une isogénie α : A → A∗ véri�ant l'une des condition équivalentes
suivantes :
1 : α est une isogénie symétrique et α∗ ∈ F un faisceau ample.
2 : α est une isogénie symétrique et α∗ ∈ F est un faisceau e�ectif.
3 : S'il existe une extension k′ de k et faisceau ample L dans Ak′ de sorte que αk′ = ϕL : A→ A∗.
4 : S'il existe une extension de corps �ni et séparable k′ de k et un faisceau ample L dans Ak′
tel que αk′ = ϕL : A→ A∗.

Dé�nition 3.2.3 Le degré d'une polarisation est son degré en tant que isogénie.

3.2.2 Accouplement de Weil

Dé�nition 3.2.4 (Accouplement bilinaire)
On considère une courbe elliptique E dé�nie sur un corps k. Soit un entier n > 0 , et on suppose
que k contient une racine primitive n − ième de l'unité, et on note µn le groupe cyclique des
racines n− ièmes de l'unité dans k. Notons en�n les points de n-torsion de la courbe :

E[n] = {P ∈ E(k) | [n]P = O}

òu [n] est l'application de << multiplication par n >> dans le groupe des points rationnels
de la courbe, O est l'élément neutre du groupe (le << point infini >>), et k est la clôture
algébrique de k. Alors il existe un accouplement :

wn : E[n]× E[n]→ µn

que l'on appelle accouplement de Weil. Cette fonction possède notamment les propriétés sui-
vantes :
• Bilinéaire : wn(P +Q,R) = wn(P,R) + wn(Q,R).
• Alternante : wn(P,Q) = wn(Q,P )−1 et en particulier, wn(P, P ) = 1.
• Non-dégénérescence : Si wn(P,Q) = 1 pour tout Q ∈ E[n], alors P = O ; de même si
wn(P,Q) = 1 pour tout P ∈ E[n] alors Q = O.
• Invariance par les opérations du groupe de Galois : pour tout σ ∈ Gal(k/k), wn(P σ, Qσ) =
wn(P,Q)σ

3.2.3 Isogénie entre courbes elliptiques

Dé�nitions 3.2.5 Soient (E,O) et (E ′, O) deux courbes elliptiques dé�nies sur le même corps
k. Une isogénie de E vers E ′ est un morphisme non nul I : E → E ′ entre deux courbes
elliptiques. C'est un morphisme de groupes, mais aussi une application régulière donnée par des
fractions rationnelles en x, y. L'ensemble des isogénies de E dans E ′ est noté Hom(E,E ′). les
endomorphismes forment un anneau End(E) avec pour produit la composition.
On appelle le degré de l'isogénie I le degré de ces fractions.
L'ensemble des isogénies Hom(E,E ′) possède une structure de groupe abélien. Une composée
d'isogénies est une isogénie.
Il existe une dualité naturelle entre Hom(E,E ′) et Hom(E ′, E) associant à une isogénie I :
E → E ′ une isogénie duale Ĩ : E ′ → E de même degré (disons n).
Une isogénie dé�nie sur k sera dite k − rationnelle ou simplement rationnelle quand il n'y a
pas d'ambiguïté.
On relie les isogénies au groupe de torsions.
Il existe un certain c et une fraction rationnelle Ix tel que

I(x, y) = (Ix(x), cyI ′x(x))
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Dé�nition 3.2.6 Soit k un corps algébriquement clos, I une isogénie dé�nie sur k de E dans
E ′, I est dite séparable ou inséparable selon que l'extension k(E)/I∗(k(E ′)) l'est ou pas avec
pour une isogénie I on peut dé�nir sur les corps de fonctions associés à E et E ′ l'injection
suivante

I∗ : k(E ′)→ k(E), f → f ◦ φ.

On note alors degsI, degiI les degrés de séparabilité et d'inséparabilité de l'extension du corps
k(E)/I∗(k(E ′)).
Nous avons donc degI = degsI.degiI qui est égal aussi au degré de l'extension de corps
k(E)/I∗(k(E ′)).

Remarques 3.2.1 Le noyau Ker(I) d'une isogénie séparable I : E → E ′ est l'ensemble

Ker(I) = {P ∈ E(k) | I(P ) = 0E′}

c'est un sous groupe de E(k) d'ordre deg(I) qui est rationnel sur k.
Inversement, tout sous-groupe �ni G de E(k) rationnel su k est le noyau d'un isogénie séparable
de degré |G| de E vers une autre courbe E ′ = E/G dé�nie su k. Le noyau d'une isogénie de
degré l sera un sous-groupe de cardinal l.

Dé�nition 3.2.7 L'isogénie I est normalisée si c = 1.

Exemples 3.2.1
• Les multiplications scalaires pour m ∈ Z

[m]E : E → E, P 7→ P + · · ·+ P, m fois

sont des endomorphismes. L'isogénie [m] est de degré m2, son noyau est noté E[m], le sous-
groupe des points de n − torsions de la courbe. En utilisant la loi de groupe, on peut calculer
explicitement un polynôme de degré m2 − 1 s'annulant sur les points de E[m], le polynôme de
n− torsion de E.
Cela donne une copie de Z à l'intérieur de End(E). Ce ne sont pas toujours les seuls endo-
morphismes, et même jamais lorsque k est un corps �ni de cardinal q.
• Le morphisme de Frobenius

πE : (x, y)→ (xq, yq)

est un endomorphisme.
• Si E est une courbe elliptique sur C, on montre que E est isomorphe à un tore complexe :

E ≈ C/∧, ∧ réseau de C.

La loi de E coïncide avec celle C/∧, et l'isogénie devient simplement la multiplication par un
nombre complexe : on a une isogénie

[m] : C/∧ → C/ ∧′ dès α ∈ C∗ vérifie α∧ ⊂ ∧′.

Par exemple, le noyau de la multiplication scalaire [m] est alors E[m](C) = 1
m
∧ /∧, un groupe

isomorphe à (Z/mZ)2.

Lemme 3.2.2 Soient (E,O) et (E ′, O′) deux courbes elliptiques, et soit φ : E → E ′ un mor-
phisme de variétés.
Si φ(O) = O′, alors φ est un morphisme de groupes, et µ′E ◦ (φ× φ) = φ ◦ µE.

Lemme 3.2.3 Soit τ ⊂ E un sous-groupe �ni. Alors τ est le noyau d'une isogénie I : E → E ′.
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Preuve : La théorie de Galois nous dit que k(E) est galoisienne de groupe τ sur le sous-corps
k(E)τ . En particulier, ce dernier a pour degré de transcendance 1 sur k, donc est le corps de
fonctions d'une courbe projective lisse C. De plus, l'inclusion de corps provient d'un morphisme
φ : E → C de degré [τ ].
Montrons que φ est constant sur les τ − orbites dans E. En e�et, si φ(γ + P ) 6= φ(P ) alors on
peut trouver f ∈ k(C) avec un pôle en φ(P ) et sans pôle en φ(γ + P ). Alors f , vue comme
fonction sur E, aurait un pôle en P mais pas en γ + P , ce qui est absurde puisque f est
τ − invariante. Cela implique que les �bres de φ sont de cardinal [τ ] et, par conséquent, que φ
est non rami�ée. Mais alors la formule de Hurwitz assure que g(C) = 1. En posant O′ = φ(O),
on a donc une courbe elliptique (C,O) munie d'une isogénie φ : E → C de noyau τ .

Théorème 3.2.1 Soit f : E → E ′ une isogénie de degré n. Il existe une unique isogénie
f̂ : E ′ → E telle que f̂ ◦ f = [n]E et f ◦ f̂ = [n]′E. On dit que f̂ est l'isogénie duale de f .

Preuve : L'unicité est claire, vu la surjectivité de f . De même, supposant l'existence de f̂ ,
l'égalité f ◦ f̂ ◦ f = f ◦ [m]E = [m]′E ◦ f montre que f ◦ f̂ = [m]′E. Supposons maintenant
l'existence def̂ et ĝ comme dans l'énoncé, alors on a

(f̂ ◦ ĝ) ◦ (g ◦ f) = f̂ [degg]′E ◦ f = f̂ ◦ f [degg]E = [degf ]E[degg]E = [deg(f + g)]E

d'òu l'existence de ĝ ◦ f et l'égalité ĝ ◦ f = f̂ ◦ ĝ. Cela nous permet de traiter séparément les
isogénies séparables et purement inséparables.
Dans le cas òu f est séparable, on a f ∗(k(E ′)) = k(E)kerf tandis que [m]∗E(k(E)) ⊂ k(E)ker[m]E .
Or kerf est d'ordre m = degf , donc contenu dans ker[m]E, et on a donc des inclusions

k(E) ⊃ f ∗k(E ′) ⊃ [m]∗k(E).

On en déduit un morphisme de corps (f ∗)−1 ◦ [m]∗ : k(E) → k(E ′), auquel correspond un
morphisme de variétés f̂ : E ′ → E tel que f̂ ◦ f = [m]E. On a nécessairement f̂(O′) = O, donc
f̂ est une isogénie.
Dans le cas òu f est purement inséparable, elle est de la forme fq : E → E ′ avec q = pr

(isogénie de Frobenius), et se décompose en E
fp−→ E(p) f

(p)
p−−→ E(p2) → . . . → E(q), donc il su�t

de traiter le cas q = p. Mais alors le théorème nous dit que [p]E est inséparable, donc se factorise
[p]E = g ◦ f rp , avec g inséparable, et donc se factorise aussi [p]E = g′ ◦ fp et il n'y a plus qu'à

poser f̂p := g.

Exemple 3.2.2 (Isogénie duale)
Soit k de caractéristique 6= 2. Soient a, b ∈ k avec b 6= 0 et r = a2− 4b 6= 0. Notons E la courbe
d'équation a�ne y3 = x2 +ax2 + bx et E ′ celle d'équation a�ne y2 = x3−2ax+ rx. On a alors
deux isogénies de degré 2

I : E → E ′, (x, y) 7→ (
y2

x2
,
y(b− x2)

x2
)

et

Î : E ′ 7→ E, (x, y) 7→ (
y2

4x2
,
y(r − x2)

8x2
)

On véri�e par calcul que Î ◦ I = [2]E et I ◦ Î = [2]E′. On en déduit que I = Î est l'isogénie
duale de I.
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Propositions 3.2.2 Les points suivants sont véri�és.

(i) Soit f : E → E ′ une isogénie. On a deg(f) = deg(f̂) et f̂ = f

(ii) Soient f : E → E ′ et g : E ′ → E ′′ deux isogénies. On a ĝ ◦ f = f̂ ◦ ĝ

(iii) Soient f : E → E ′ et g : E → E ′ deux isogénies. On a f̂ + g = f̂ + ĝ

(iv) Pour tout m ∈ Z. On a ˆ[m]E = [m]E et deg([m]E) = m2

Preuve :
Admettons le point 3 pour l'instant et prouvons le dernier. On en déduit ˆ[m]E = [m]E par
récurrence de n. On a ensuite [deg(m)] = [m] ◦ ˆ[m] = [m] ◦ [m] = [m2], donc deg(m) = m2

puisque [•] : Z→ End(E) est injective.
Montrons le second point. Soit r = deg(f) et s = deg(g). On a g◦f ◦ f̂ ◦ ĝ = g◦ [r]◦ ĝ = [r]◦g◦ ĝ
car g est un morphisme de groupe donc g ◦ [r] = [r] ◦ g. On trouve donc g ◦ f ◦ f̂ ◦ ĝ = [r] ◦ [s] =

[rs] = [deg(g ◦ f)] d'òu ĝ ◦ f = f̂ ◦ ĝ.
Montrons le premier point. On a deg(f).deg(f̂) = deg(f ◦ f̂) = deg(deg(f)) = deg(f)2

d'òu deg(f) = deg(f̂). On a ensuite en notant m = deg(f) = deg(f̂ les égalités

[m] ◦ f̂ = f ◦ f̂ ◦ f̂ = f ◦ [m] = [m] ◦ f

donc f = f̂ .
La démonstration du point 3 est authentiquement di�cile. Elle demande de considérer des
diviseurs sur la surface E × kE, et de considérer la courbe elliptique Ek(ηE) sur le corps non
parfait k(ηE).

Proposition 3.2.3 Si I : E → E ′ est une isogénie, alors

I(P +Q) = I(P ) + I(Q) pour tout P, Q ∈ E

Théorèmes 3.2.2 Soit I une isogénie de E dans E ′, alors :
• Pour tout point P de E ′ on a |I−1(P )| = degS(I),
• Si I est séparable alors degS(I) = deg(I) = |Ker(I)|

Preuve : V oir [sil86, III.4.10]

Corollaire 3.2.1
Si car(k) 6= 2, alors E[2n] ' (Z/2nZ)2 pour tout n > 0.

Preuve :
On vient de voir que |E[2]| = 4. Puisque [2]E est séparable, elle est non rami�ée et donc de degré
4. Il s'en suit que [2n]E est degré 4n, et puisqu'elle est aussi non rami�ée, on |E[2n]| = (2n)2.
D'après la théorie des groupes, on déduit par récurrence que E[2n] = (Z/2nZ)2

Corollaire 3.2.2

(i) Si (m, car(k)) = 1 alors E[m] ' (Z/mZ)2 m ∈ N∗.
(ii) Si p = car(k) alors soit E[pn] ' Z/pnZ pour tout n, soit E[pn] = {O} pour tout n.
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Preuve :

(i) Lorsque (m, car(k)) = 1, on a donc |E[m]| = m2. En écrivant E[m] comme produit de
groupes cycliques et en utilisant |E[m′]| = (m′)2 pour m′|m, on obtient le i).

(ii) Si p = car(k), écrivons [p]E = φ̂p ◦ φp òu φ p : E → E(p) est l'isogénie de Frobe-
nius. Si φ̂p est séparable, alors |E[p]| = degs((p]E) = p et plus généralement |E[pn]| =

degs([p]E) = pn, d′òu l'on tire par récurrence que E[pn] ' Z/pnZ. Si φ̂p est inséparable
alors degs([p]E) = deg([pn]E) = 1 et E[p] = E[pn] = O pour tout n.

Dé�nition 3.2.8
Si E[p] = {O} , E est dite super singulière. Sinon, elle est dite ordinaire.

Corollaire 3.2.3
L'application degré deg : hom(E,E ′)→ N est une forme quadratique dé�nie positive.

Preuve :
La positivité et le caractère dé�ni sont clairs. Ce qui l'est beaucoup moins est la bilinéarité de
l'application ϕ, ψ)→ deg(ϕϕ+ψ)−deg(ϕ)−deg(ψ). Regardons cette expression dans End(E),
à travers l'injection Z→ End(E). On a :

[deg(ϕ+ ψ)]E − [deg(ϕ)]E − [deg(ψ)]E = ̂(ϕ+ ψ) ◦ (ϕ+ ψ)− ϕ̂ ◦ ϕ− ψ̂ ◦ ψ
= (ϕ̂+ ψ̂) ◦ (ϕ+ ψ)− ϕ̂ ◦ ϕ− ψ̂ ◦ ψ
= ϕ̂ ◦ ψ + ψ̂ ◦ ϕ.

La dernière expression est bien Z− bilinaire en (ϕ, ψ)

3.3 Applications

Calculer une isogénie I : E → E ′ peut avoir plusieurs signi�cations. Dans cette partie, on
s'intéresse à deux situations :
• On connait E et KerI, et l'on souhaite calculer une équation de E ′ ainsi que des fractions
rationnelles dé�nissant I (en somme, on souhaite construire un quotient explicitement).
• On connait E, E ′ et éventuellement le degré de I, et l'on souhaite retrouver le noyau de I et
des fractions rationnelles la dé�nissant. On demande donc de calculer entièrement une isogénie
lorsque l'on sait qu'elle existe.
La première question est résolue à l'aide des formules de Vélu, proposées en 1971. De nom-
breuses méthodes ont vu le jour pour calculer le noyau d'une isogénie, en commençant par la
méthode de Stark, publiée en 1972 et qui concerne les endomorphismes d'une courbe elliptique
à multiplication complexe.
L'histoire récente commence avec les travaux d'Elkies dans les années 1990 : il s'inspire des
travaux de Stark et Vélu pour calculer les fractions rationnelles d'une isogénie, à condition
qu'elle soit normalisée. Il fait circuler manuscrit en 1991− 1992 (explicitisogenies) puis en pu-
blie une version étendue en 1998. Dans le même manuscrit, des techniques sont développées par
Alkin, sous la forme de mails principalement : on peut trouver certains manuscrits à l'adresse
http : //www.lix.polytechnique.fr/labo/franois.Mmorain/. Ces méthodes ont fait l'objet
d'articles au journal de théorie des nombres de Bordeaux.
Il n'existe alors pas d'algorithmes fonctionnant en petite caractéristique. En 1994, Conveignes
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publie sa thèse contenant un algorithme à base de groupes formels qui résout ce problème. Cet
algorithme est complexe, et cela pousse Lercier à développer en 1996 un algorithme dans le cas
de la caractéristique 2 de complexité non prouvée, mais très intéressant en pratique. Ce travail
est ensuite généralisé par Conveignes, qui propose un algorithme basé sur l'interpolation de
l'isogénie en certains points de la courbe.
Les progrès réalisés depuis prennent surtout la forme d'amélioration et généralisation de mé-
thodes existantes : Bostan, Morain, Salvy et Schost améliorent en 2008 la méthode d'Elkies,
pour pouvoir l'utiliser en petite caractéristique, Lairez et Vacon remarquent que la précision
p − adique est nécessaire à cette dernière méthode. De Feo, dans sa thèse et des articles ulté-
rieurs développent la méthode de Conveignes.
Cette partie est organisée comme suit ; dans un premier temps, on présente d'abord les formules
de Vélu, en�n, on s'intéresse à des méthodes comme la méthode de Stark, la méthode d'Elkies
, la méthode de Conveignes .

3.3.1 Les formules de Vélu

Soit E une courbe elliptique sur k donnée sous forme de Weierstrass

y2 = x3 + ax+ b.

La question posée par Vélu est la suivante : connaissant un sous-groupe �ni G de E(k), comment
déterminer une isogénie dont ce sous-groupe est le noyau ? On supposera car(G) impair pour
simpli�er.
A�n de déterminer une équation de la courbe elliptique image,
on cherche des fonctions rationnelles x′ et y′ sur E de degrés respectifs 2 et 3
(comme x, y d'une équation de Weierstrass). On dé�nit ainsi

x′(P ) =
∑
g∈G

x(P + g)−
∑

g∈G\{0E}

x(g), (3.1)

y′(P ) =
∑
g∈G

y(P + g)−
∑

g∈G\{0E}

y(g) (3.2)

pour tout point P ∈ E(k). Pour trouver une équation satisfaite par ces deux fonctions (c'est
à dire l'équation de la courbe image), on trouve des fractions rationnelles f, g telles que x′ =
f(x) et y′ = yg(x) : on regroupe les termes P + g etP − g, on utilise la loi de groupe et on
trouve

x′ = x+
∑

g∈G\{0E}

[
3x2(g) + a

x− x(g)
+ 2

x3(g) + ax(g) + b

(x− x(g))2
], (3.3)

y′ = y − y
∑

g∈G\{0E}

[
3x2(g) + a

(x− x(g))2
+ 4

x3(g) + ax(g) + b

(x− x(g))3
]. (3.4)

On développe ces expressions et on déduit l'équation

y′2 = x′3 + a′x′ + b′

avec

a′ = a− 5
∑

g∈G\{0E}

(3x2(g) + a) (3.5)

b′ = b− 7
∑

g∈G\{0E}

(5x3(g) + 3ax(g) + 2b). (3.6)
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Le terme constant de x a été ajusté pour trouver une équation réduite. On a ainsi l'équation
de la courbe image, et les expressions (3.3) et (3.4) donnent l'isogénie sous forme de fractions
rationnelles. Les relations (3.5) et (3.6) sont souvent exprimées en fonction des coe�cients du
polynôme dont x(g) sont les racines.

3.3.2 La méthode de Stark

Stark s'intéresse au calcul d'endomorphisme d'une courbe elliptique E à multiplication
complexe par O, dé�nie par exemple sur une extension �nie de Q et donnée par une équation
de la forme

y2 = x3 − ax− b.

On a vu qu'il existe un réseau Λ de C tel que E(C) ' C/Λ. Ce paramétrage est donné par

z → (%(z),
%′(z)

2
) (3.7)

pour z ∈ C/Λ, òu % est la fameuse fonction de Weierstrass associée à Λ. Si β ∈ O, on a un
endomorphisme [β]E de E qui s'écrit z → βz dans le point de vue du tore complexe.
La question est alors d'exprimer cet endomorphisme du point de vue algébrique plutôt analyti-
quement, c'est à dire en tant que application rationnelle sur la courbe E. Cela revient à trouver
une fraction rationnelle f telle que l'on ait l'égalité de fonctions méromorphes sur C :

%(βz) = f(%(z)) (3.8)

La fraction f donne alors la coordonnée x de l'endomorphisme [β]E. En regardant les zéros et

les pôles de ces séries de Laurent, on peut savoir que f s'écrit
p

q
, òu les polynômes p et q sont

de degrés respectifs |β|2 et |β|2 − 1.
La quantité |β|2 est le degré de cet endomorphisme.
Pour calculer ces deux polynômes, Stark utilise un algorithme de décomposition en fraction
continue inspiré des nombres réels. Lorsque l'on se donne α ∈ Q, on dé�nit α0 = α et pour tout
j ≥ 0,

aj = bαjc, αj+1 =
1

αj − aj
et l'on s'arrête lorsque αj = aj. Le rationnel α est alors égal à

pj
qj

= a0 +
1

a1 +
1

. . . +
1

aj

. (3.9)

Le principe est exactement le même ici, et cela permet d'écrire facilement %(βz) sous forme de
fraction rationnelle en %(z).
Bien sûr, on manipule dans cet algorithme uniquement un nombre �ni de coe�cients des séries
de Laurent comme %(z). On connait le degré des polynômes p, q obtenus à la �n de l'algorithme,
ce qui permet de contrôler le nombre de coe�cients nécessaire au calcul. Ces coe�cients sont
obtenus à l'aide de l'équation di�érentielle %′2 = 4%3 + 4a%+ 4b :

%(z) =
1

z2
+
a

5
z2 +

b

7
z4 + . . . (3.10)

Telle qu'expose ci-dessus, la méthode de Stark ne s'applique qu'à des endomorphismes et non
à une isogénie.
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3.3.3 La méthode d'Elkies

Les calculs proposés par Elkies partent de l'idée d'inverser les formules de Vélu.
Soit I : E → E ′ une isogénie de degré l, avec l = 2n+1 impair (on conserve cette simpli�cation ici).
On se donne une équation de Weierstrass pour E et E ′ ; cette donnée est équivalente à celles
de formes di�érentielles wE et wE′ . On dit que I est normalisée si I∗wE′ = wE.
On peut voir que l'isogénie quotient E → E/G donnée par les formules de Vélu est normalisée.
L'idée d'Elkies est alors la suivante : si I est normalisée, alors l'équation de Weierstrass de
E ′ est celle que l'on aurait obtenue en appliquant les formules de Vélu à partir de KerI. Si
le polynôme K(X) =

∑
(−1)n−1σn−1X

i a pour racines les abscisses des éléments de KerI, les
relations de Vélu fournissent le coe�cient σ2 ainsi qu'une relation linéaire entre σ1 et σ3.
Comment continuer et calculer les coe�cients suivants du polynôme ?
Comme I est normalisée, on peut écrire

I(x, y) = (Ix(x), yI ′x(x)), Ix(x) =
N(x)

D(x)
(3.11)

òu N et D sont des polynômes de degrés l et l − 1, et D = K2. L'équation de E ′ donne donc
une équation di�érentielle (notons l'analogie avec les idées de Stark) :

y2I ′2x (x) = Ix(x)3 + a′Ix(x) + b′ (3.12)

òu l'on remplace y2 par x3 + ax+ b et que l'on di�érencie pour obtenir une équation du second
ordre :

(3x2 + a)I ′x + 2(x3 + ax+ b)II ′′x = 3I2x + a′. (3.13)

On développe ensuite Ix en série de x−1 :

Ix(x) = x+
∑
i≥1

(
hi
xi
.

L'équation di�érentielle (3.13) donne une relation de récurrence liant les coe�cients hi, qui
s'initia lise grâce aux relations tirées de (3.5) et (3.6)

h1 =
a− a′

5
, h2 =

b− b′

7
. (3.14)

On peut retrouver les coe�cients de K à partir de ceux de Ix, puisque l'on peut réarranger
(3.3) et (3.4) en

Ix(x) = lx− σ1 − (3x2 + a)
K ′(x)

K(x)
− 2(x3 + ax+ b)(

K ′(x)

K(x)
)′. (3.15)

On obtient une relation de récurrence qui permet de déterminer les coe�cients de K. Cepen-
dant, pour l'utiliser il faut connaître la qualité de σ1 (la somme des racines de K). On peut
parfois la déterminer par d'autres méthodes, mais on ne dispose pas toujours de renseignement.
L'algorithme d'Elkies est quadratique en l en termes d'opérations dans le corps de base. Tel
qu'expose ci-dessus, il s'applique aux isogénies normalisées pour laquelle on dispose d'un ren-
seignement supplémentaire, et n'est donc pas utilisable directement en général.
Bostan, Morain Salvy et Schoof reprennent cette méthode en 2008 en proposant deux améliora-
tions. La première est l'utilisation d'une itération de Newton a�n de résoudre l'équation (3.13)
dans les séries formelles ; on passe ainsi d'un algorithme quadratique en l à une complexité
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quasi-optimale, linéaire en l à facteurs logarithmiques près. Atteindre cette complexité néces-
site de plus, d'utiliser des algorithmes rapides pour la manipulation des polynômes et séries
formelles, que l'on peut trouver par exemple dans le livre de Von zur de Gathen et Gerhardt
La seconde idée est de récupérer le polynôme K(x) non pas à partir de la relation (3.15), mais

directement à partir de la série formelle Ix(x) =
N(x)

K(x)
à l'aide d'un algorithme dit de recons-

truction rationnelle. Cela nécessite de calculer un peu plus de coe�cients de Ix, mais connaître
la somme des racines de K n'est plus nécessaire. En revanche, on demande toujours une isogénie
normalisée.
Remarquons que résoudre les di�érentes relations de récurrence (ou l'application de la méthode
de Newton) nécessite de diviser par beaucoup de petits entiers dans le corps de base. Cet al-
gorithme n'est donc pas utilisable en petite caractéristique. De plus, on ne sait pas normaliser
une isogénie en temps quasi-linéaire : proposer un algorithme quasi-linéaire dans tous les cas
reste une question ouverte.

3.3.4 L'algorithme de Conveignes

L'algorithme de Conveignes permet de donner une solution au problème de calcul d'isogénie
en petite caractéristique. Soit p un nombre premier, q = pr et E/Fq une courbe elliptique.
L'endomorphisme [p] de E n'est pas séparable : dans la plupart des cas, E est une courbe dite
ordinaire, et l'on a pour tout j ≥ 1

E[pj](k) ' Z/pjZ. (3.16)

L'inséparable se voit bien : il n'y a pas assez de points dans le noyau par rapport au degré.
Lorsque I : E → E ′ est une isogénie de degré l premier à p, elle dé�nit une bijection

E[pj](k)→ E ′[pj](k). (3.17)

Pour simpli�er, �xons j ≥ 1 et supposons que les points de pj−torsion de E sont dé�nis sur Fq.
C'est alors vrai sur E ′ également, puisque ce sont les images par φ des points de E. Choisissons
deux points P, P ′ qui engendrent respectivement les groupes cycliques E[pj](k), E ′[pj](k). Il
existe alors un unique a ∈ (Z/pjZ)∗ tel que I(P ) = [a]P ′. Comme I est un morphisme de
groupes, elle envoie également le point [m]P sur [am]P ′ pour tout entier m. Conveignes propose
donc de choisir un coe�cient a et de tenter d'interpoler l'isogénie entre ces points ; si cela échoue,
on prend un autre coe�cient a jusqu'à trouver le bon !
A�n d'interpoler une fraction rationnelle de degré l, il faut disposer de su�samment de points :
il faut choisir l'entier j tel que pj > 4l. Pour trouver un générateur de E[pj](Fq), on calcule
un polynôme de division Tj dé�nissant E[pj] et on en cherche une racine dans Fq, à l'aide de
l'algorithme de Cantor-Zassenhaus.
Bien sûr, en général les points de E[pj] ne sont pas Fq − rationels, et il faut manipuler des
extensions du corps Fq. Si Tj se scinde surFq en f facteurs irréductibles de degré d

Tj =

f∏
k=1

Ukj, (3.18)

il est intéressant de travailler avec les d extensions Fq[X]/Ukj munie d'isomorphismes com-
patibles, plutôt que dans le gros anneau Fq[X]/Tj. On peut aussi calculer intelligemment des
isomorphismes avec les analogues de ces corps que l'on obtient avec la courbe E ′. A�n d'obtenir
une meilleure complexité, il faut également utiliser des méthodes rapides pour la manipulation
de polynômes. Lorsque l >> p, on obtient un algorithme de côut essentiellement quadratique
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en l en termes de Fq − opérations.
En revanche, le côut est exponentiel en logp, puisqu'il faut manipuler des polynômes de degré
au moins p − 1. Pour cette raison, l'algorithme de Conveignes n'est pas adapté lorsque logp
n'est pas très petit. Pour traiter le cas de la caractéristique intermédiaire (lorsqu'un algorithme
de grande caractéristique comme la méthode d′Elkies n'est pas applicable du fait de division
par zéro sans que p soit petit), on peut étendre l'algorithme de Conveignes en interpolant sur
la nk − torsion pour un premier n distinct de l et p : voir par exemple de Feo, Hugonenq, Pût
et Schost.
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Conclusion

Dans ce document, nous avons d'abord introduit des outils fondamentaux pour la compré-
hension d'isogénies entre courbes elliptiques. On remarque de nombreuses applications d'iso-
génies entre courbes elliptiques comme illustré par quelques exemples donnés dans la dernière
partie.
• La méthode de Vélu
• La méthode de Stark.
• La méthode d'Elkies.
• La méthode de Conveignes.
Il existe d'autres applications comme l'algorithme de Schoof, d'Alkin, de SEA· · ·
Une attention particulière est accordée aux variétés abéliennes. C'est dans ce cadre qu'on a
donné des exemples plus explicites d'isogénies pour lesquelles, on a appliqué le calcul d'isogé-
nies.
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