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Introduction

Contexte

Le probleme de I'existence d’une métrique canonique sur une variété kahlé-
rienne compacte est un sujet d’actualité qui a fait I'objet de nombreux
travaux ces dernieres années et qui continue de susciter plusieurs ques-
tions ouvertes importantes. Dans les années 50, E. Calabi a posé plusieurs
problemes importants qui ont été a l'origine de ces questions. La célebre
conjecture de Calabi prédit I’existante de métrique kahlérienne a courbure
de Ricci prescrite. Plus généralement Calabi a défini plusieurs types de
métriques canoniques et a posé le probleme de leur existence et leur unicité.
En particulier, il a conjecturé ’existence de métrique de Kéahler-Einstein sur
une variété kahlérienne compacte vérifiant certaines conditions topologiques
nécéssaires a 'existence de telles métriques.

E. Calabi a montré que l'existence de celles-ci se ramene a la résolution
de certaines équations de Monge-Ampere complexes sur une variété. Il a par
ailleurs indiqué une stratégie pour aborder la résolution de ces équations par
la méthode de continuité. Cette méthode est assez classique dans la théorie
des EDP non linéaires du second ordre et est basées sur des estimées a priori
mais sa mise en ceuvre dans ce contexte est hautement non triviale.

En 1976, S. T. Yau a réussi a résoudre la conjecture de Calabi et T.
Aubin et S. T. Yau ont montré (indépendemment ) l’existence de métrique
de Kahler-Einstein sur une variété kahlérienne compacte a courbure de Ricci
nulle ou négative.

Plus récemment, sous 'impulsion notamment des travaux de S. Koldziej
et U. Cegrell, les méthodes provenant de la théorie du pluripotentiel ont fait
apparition dans ce domaine et y ont été adaptées avec un certain succes.

En effet, il s’avere que ces questions de Géométrie kahlérienne se posent
également dans le cadre de certaines variétés kidhlériennes singulieres qui
apparaissent comme des modeles canoniques ou minimaux dans la classifi-
cation des variétés projectives complexes. Dans ce cadre, les équations de



Monge-Ampere qui apparaissent sont dégénérées de sorte que les méthodes
provenant des EDP (méthode de continuité ) ne suffisent pas a les aborder.
C’est 1a que la théorie du pluripotentiel intervient pour proposer un cadre
plus souple dans lequel la notion de solution faible fait sens et permet une
approche plus efficace.

L’une des méthodes développées dans ce cadre est I’approche variation-
nelle. Le sujet de ce mémoire est intitulé ”Une approche variationnelle aux
équtions de Monge-Ampére complexes ” et fait ’objet du troisieme chapitre
de ce document.

Plan du mémoire

Ce mémoire n’est pas un travail original et a pour but d’écrire avec plus de
détail le chapitre 11 de [GZ17]. Cependant il est constitué de trois chapitres.

Le premier chapitre porte sur I’étude des fonctions plurisousharmoniques
et des fonctions quasi-plurisousharmoniques. Il comporte deux sections.
Dans la premiere section, on étudie les propriétés de base des fonctions
plurisousharmoniques. La deuxieéme section s’intéresse au comportement
local de ces fonctions qui ont un sens global. Mais un probléme s’impose
puisque d’apres le principe du maximum, sur une variété compacte X, il
n’existe pas de fonctions plurisousharmoniques en dehors des constantes.
Pour contourner ce probléeme, on introduit la notion de fonctions quasi-
plurisousharmoniques qui va permettre d’étudier localement les fonctions
plurisousharmoniques sur une variété compacte.

Dans le second chapitre, on introduit les outils pour la résolution des
équations de Monge-Ampere complexes. On étudie d’abord les opérateurs
de Monge-Ampere complexes pour les fonctions plurisousharmoniques lo-
calement bornées comme dans [BT82] avant de les étendre aux fonctions
non bornées par les approximations canoniques comme dans [GZ07]. On
introduit aussi la notion de capacité et les classes d’énergie finie qui vont
servir d’espace de travail pour ’approche variationnelle.

Le trosieme et dernier chapitre intitulé méthode variationnelle est le coeur
du mémoire. On va résoudre 1’équation de Monge-Ampere

MA(p) = e . (0.0.1)

Ici, ¢ est une fonction w—plurisousharmonique sur une variété kéhlérienne
compacte X et appartenant & la classe £'(X,w), ol w est une forme semi-
positive et grosse. A € R et p une mesure non pluripolaire. Les solu-
tions dépendront de la valeur de X\ et des propriétés de la mesure u. Le



principe consiste a interpréter (0.0.1) comme ’équation d’Euler-Lagrange
(i.e. Déquation des points critiques ) d’une fonctionnelle F) définie sur
Iespace £1(X,w). 1l s’agira d’étudier les propriétés de cette fonctionnelle
sur cet espace pour montrer qu’elle atteint son maximum en un point qui sera
la solution faible de (0.0.1) sous des conditions résonnables sur les données.



Chapter 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, qui fait un rappel des propriétés de base des fonctions
plurisousharmoniques et quasi-plurisousharmoniques, on ne donnera pas
toutes les preuves puisqu’elles sont dans le livre de référence [GZ17]. Pour
ce qui est de la notion de courant, on renvoie le lecteur a [GZ17] et [Dem92]
qui sont d’une grande clarté.

1.1 Fonctions plurisousharmoniques

1.1.1 Fonctions sousharmoniques

On rappelle ici quelques propriétés de base des fonctions sousharmoniques
sur R? ~ C. Elles sont caractérisées par les inégalités de la moyenne.
Soit 2 C C un domaine.

Définition 1.1.1. Une fonction u : Q — [—o0,+00] est sous-harmonique
si elle est semi-continue supérieurement sur € et pour tout a € €Q, il existe
0 < p(a) < dist(a,09) tel que , pour tout 0 < r < p(a),

1 2m )
u(a) < / u(a + re?)do. (1.1.1)
2 0

On rappelle qu’'une fonction u est semi-continue supérieurement ( s.c.s
en abrégé ) sur Q si pour tout ¢ € R, les sous-ensembles de niveau {u < ¢}
sont des ouverts de €.

La sous-harmonicité est une propriété locale. Par semi-continuité supérieure,
une fonction sousharmonique est bornée supérieurement sur tout sous-ensemble



compact K C € et atteint son maximum sur K. Elle peut prendre la valeur
—oo en des points. Avec notre définition, la fonction qui est identiquement
égale a —oo est sousharmonique sur 2.

On va montrer dans la suite que si u est sousharmonique sur un domaine
Q et non identiquement —oo, alors u € L}, (€2), donc 'ensemble {u = —oc}
est de mesure de Lebesgue nulle dans C. On I’appelle I’ensemble polaire de
U.

Le maximum de deux fonctions sousharmoniques est sousharmonique; il

en est de méme qu’une combinaison convexe de fonctions sousharmoniques.
Proposition 1.1.2. Soit Q C C un domaine.

(1) Siu:§Q — [—o0,+00[ est sousharmonique sur 2 et x : I — R est une
fonction converxe croissante sur un intervalle I contenant u(S2), alors
X o u est sousharmonique sur €.

(2) Soit (uj)jen une suite de fonctions sousharmoniques décroissantes sur
Q2. Alors u := limu; est sousharmonique sur 2.

3) Soit (u;)ien une suite de fonctions sousharmoniques sur €2, qui sont

(- i)je q . q
localement bornées supérieurement sur Q et soit (¢;) € RY telle que
> jen€j < +oo. Alors =} . \eju; est sousharmonique sur Q.

(4) Soit (X,T) un espace mesurable, p une mesure positive sur (X, T), et
E(z,z) : Q x X — [—00,400] une fonction mesurable telle que

i) pour p-p.p. x € X, z+— E(z,x) est sousharmonique sur S,
it) pour tout zg € Q, il existe un voisinage D de zg dans Q et g €
LY(p) tels que E(z,x) < g(x) pour tout z € D et u-p.p. v € X.
Alors z — U(z) := [y E(z,x)du(x) est sousharmonique.
Pour la preuve ( Voir [GZ17] ).
Exemple 1.1.3.

1. Soient a € C fixé et ¢ > 0. Alors la fonction z — clog|z — al est
sousharmonique.



2. soient (a;) € CN une suite bornée et £; > 0 des réels positifs tels que
>_;€j < +oc. La fonction

z—u(z) = Zejlog\z — aj
J

est une fonction sousharmonique localement intégrable dans C. Si la
suite (a;) est dense sur un domaine 2, d’apres la théorie des catégories
de Baire, l’ensemble polaire {u = —oo} est dénombrable, donc de
mesure de Lebesgue nulle. Tout point a € Q\ {u = —oco} est un point
de discontinuité de u: la fonction u est finie en a, mais elle n’est pas
localement bornée en dehors de a.

Le résultat suivant généralise le premier point de I'exemple ci dessus:

Proposition 1.1.4. Soit f : Q — C une fonction holomorphe avec f # 0
sur Q. Alors log | f| est une fonction sousharmonique sur €.

En particulier, pour chaque o > 0, |f|¢ est une fonction sousharmonique
sur Q. L-ensemble polaire de log|f| coincide avec I’ensemble des zéros de f.

Preuve:
On voit que si u := log|f|, alors {u = —oc0} = {f = 0}. Pour chaque ¢ € R,
{u < ¢} ={|f] < e} est ouvert. Donc u est s.c.s. dans €.

Sia € Q et ula) = —oo, alors I'inégalité de sous-moyenne (2.1.1) est
triviale.

Sia € Qetula) > —o0, alors f(a) # 0. Comme f est continue alors il
existe r > 0 assez petit tel que f(z) # 0 pour |z—a| < r. Il en suit que log | f]|
est une branche continue de log f sur D(a,r). Elle est donc holomorphe sur
le disque D(a,r). Alors la concavité du logarithme et la propriété de la
moyenne donnent le résultat.

En posant x(t) := e qui est une fonction convexe croissante sur R U
{—o0}, alors | f|* = x(log | f]) est sousharmonique sur (2. O

On va donner la propriété de monotonie de la valeur moyenne d’une
fonction sousharmonique:

Proposition 1.1.5. Soient u une fonction sousharmonique, a € § et on
pose 6(a) := dist(a, ). Alors la valeur moyenne

2
r— MA(a,r) = 21/ u(a + reia)de,
0

™

est croissante et continue sur [0,0(a)]; elle converge vers u(a) quand r — 0.
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Corollaire 1.1.6. Si u est sousharmonique sur Q, a € Q, et 0 < r < d(a),

alors
1

u(a) < 777“2/ﬂ]>(a T)u(z)dV(z),

ot dV est la mesure de Lebesque sur R%. Pour tout a € €,

u(a) = lim 1/D( )u(z)dV(z).

r—0+ T2

En particulier, si u et v sont des fonctions sousharmoniques sur ) telles
que u < v presque partout sur Q, alors u < v partout sur 2.

On va donner une propriété fondamentale des fonctions sousharmoniques
qui est une généralisation du principe du maximum déja connu pour les
fonctions holomorphes ( plus précisément leur module ).

Théoréme 1.1.7. On suppose que u est sousharmonique sur €.

1. Siu admet un mazimum local en un point a € €2, alors u est constante
sur un voisinage de a.

2 Pour chaque sous-domaine borné D € §2, on a

maxu = maxu.
D oD

De plus, u(z) < maxgp u pour tout z € D sauf si u est constante sur D.

Corollaire 1.1.8. Soient Q0 € C un domaine borné et u une fonction
sousharmonique sur Q. On suppose que limsup,_,, u(z) < 0 pour tout § €

00. Alors u <0 sur €.
On rappelle que l'opérateur laplacien sur C ~ R? est donné par

02 o2 02
2 T a2 Yo

N =

On a alors le principe de comparaison:

Corollaire 1.1.9. Soient Q@ € C un domaine borné et u,v des fonctions
sousharmoniques dans Li,.(2) tels que:

i) pour tout £ € 09, liminf, ,¢(u(z) —v(z)) > 0;

11



ii) Au < Av au sens faible des mesures de Radon sur €.
Alors u > v sur Q.

On va énoncer un résultat crucial qui relie la notion de sousharmonicité
a une propriété de différentiabilité et connu sous le nom de théoreme de
représentation de Riesz:

Proposition 1.1.10. Soit u est une fonction sousharmonique sur un do-
maine € telle que u £ —oo. Alors la distribution Au > 0 est positive: pour
chaque fonction test positive p € DT(Q),

(Au, ) = / ulApdV > 0.
Q

Réciproquement, si T € D'(Q) est une distribution telle que AT > 0,
alors il existe une unique fonction sousharmonique u non identiquement
—oo sur 2 telle que T,, = T.

Preuve:
On suppose en premier que u est lisse sur 2. D’apres la formule de Taylor,

Au(a) = lim = (= 7 ®\do
u(a) = lim = <27r/0 u(a + re*)do — u(a)) .
Comme u est sousharmonique, alors le membre de droite est positive et donc
Au > 0 sur €.

D’apres la Proposition 1.1.19, u € L, (), donc on peut la régularisée par
convolution en posant u, = u*p. pour € > 0 et (p.) une famille de noyaux ra-
diaux régularisants. Les fonctions u. sont lisses et sousharmoniques comme
combinaison convexe de fonctions sousharmoniques , donc on en déduit que
Aue > 0. De plus elles convergent vers u dans Llloc' Donc Au >0

En intégrant en coordonnées polaires on a

1 2
us(a) = u* pe(a) = /0 rp(r)dr/o u(a 4 ere?)do

qui est croissante d’apres Proposition 1.1.5 et en utilisant la propriété sur
les noyaux radiaux, cette quantité converge d’apres le Corollaire 1.1.6 vers
U.

Soit T' une distribution sur Q et (pe)->0 une famille de noyaux radiaux
régularisants. Alors v, = T  p. est une fonction lisse et Av, = (AT) * pe.

12



Donc v. est une fonction sousharmonique sur Q.. Soit € > 0 assez petit,
comme v est sousharmonique alors 1 — (ve x py) est croissante sur Q. y, =
{z € Q| dist(z,0Q) > ¢+ n}. On a par symétrie v. * p, = v, * pe sur
ey, pour g, > 0 assez petit. Donc pour chaque n > 0 assez petit fixé,
€ > vz % py est aussi croissante pour € assez petit et converge vers v, lorsque
n — 0. Donc € — v est croissante.

Puisque € — v, est croissante en € > 0 alors elle converge vers une
une fonction sousharmonique quand € \, 0. Par le théoreme de conver-
gence monotone, T, = T" comme distribution, donc u Z —oo. Comme deux
fonctions localement intégrables égales au sens des distributions sont égales
presque partout, d’apres le Corollaire 1.1.6 on a 'unicité sur u.

1.1.2 Fonctions plurisousharmoniques
Soit 2 un domaine de C™.

Définition 1.1.11. Une fonction u :  — [—o0,+00] est plurisoushar-
monique si elle est semi-continue supérieurement et pour toute droite com-
plexe A C C", la restriction u|yno est sousharmonique sur Q N A.

Cette derniere propriété peut étre reformulée comme suit: pour tout
a€, &eCavec [ =1, et r >0 tels que B(a,r) C Q,

1 2 )
u(a) < / u(a + re?€)do. (1.1.2)
2 0
Tous les résultats de base qu’on a établis pour les fonctions soushar-
moniques sont aussi valables pour les fonctions plurisousharmoniques.

Proposition 1.1.12.

(1) Si u : Q — [—o0,400[ est plurisousharmonique sur Q0 et x est une
fonction réelle conveze croissante sur un intervalle contenant u(S),
alors x o u est plurisousharmonique sur €.

(2) Soit (u;)jen une suite décroissantes de fonctions plurisousharmoniques
sur Q. Alors u :=limu; est plurisousharmonique sur €.

(3) Soit (X, T) un espace mesurable, p une mesure positive sur (X, T), et
E(z,z) : Q x X — [—00, 400 une fonction telle que

13



i) pour p-p.p. x € X, z — E(z,x) est plurisousharmonique sur §2,

ii) pour tout zy € , il existe r > 0 et g € L'(u) tels que pour tout
z € B(zo,7) et E(z,z) < g(x) pour pu-p.p. x € X.

Alors z = V(z) := [y E(z,x)du(z) est plurisousharmonique.

On rappelle qu'une fonction f : z = (21, ,2,) € Q@ = f(z) € C
continue est holomorphe si elle satisfait les équations de Cauchy-Riemann
0f/0z; = 0 pour tout 1 < j < n.

Proposition 1.1.13. Soient Q C C" un domaine de C" et f une fonction
holomorphe telles que f Z 0 sur Q. Alors log|f| est plurisousharmonique
sur Q. De plus, pour chaque o > 0, |f|* est plurisousharmonique.

Proposition 1.1.14. Soit u une fonction plurisousharmonique sur un do-
maine (). Soit v une fonction plurisousharmonique sur un sous-domaine
relativement compact ' C Q. Siu > v sur 9, alors la fonction

| max(u(z),v(z)], size,
Z}_}w(z)_{u(z), si z€Q\Q,

est plurisousharmonique sur €.

Preuve:

C’est clair que w(z) est semi-continue supérieurement. En remplacant v par
v—¢, on obtient u > v—e& dans un voisinage de 9 la fonction w, correspon-
dante est plurisousharmonique. Quand ¢ \, 0, on a w. " w donc w satisfait
la propriété de la sous-moyenne. Elle est alors plurisousharmonique sur
Q. O
On donne maintenant les inégalités de sous-moyenne qui résultent de celles
analogues en une variable complexe.

Proposition 1.1.15. Soit u : Q — [—00,+00| une fonction plurisoushar-
monique. Pour a € Q) fizé, on pose d(a) := dist(a,0). Alors

1. linégalité de sous-moyenne surfacique sur la sphére donne: pour 0 <
r < d(a),

u(a) < /|§|=1 u(a + ré)do(§), (1.1.3)

ow do est la mesure d’aire normalisée sur la sphére unité S*»~1 C C™;
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2. linégalité de sous-moyenne volumique donne: pour 0 < r < § et toute
fonction croissante continue a droite v sur [0,7] avec v(0) = 0,

o) < 7 [ (o) /K | Wats9de©; (L

3. Uinégalité de sous-moyenne sur le tore donne: 0 < r < d(a)/y/n,

u(a) < /n u(a + r&)dr,(§), (1.1.5)

ot dry, est la mesure de Lebesque normalisée sur la tore T™.

D’apres la Proposition 1.1.19 ci-dessous, toutes ces intégrales sont bien
définies.

Remarque 1.1.16. Soit u une fonction plurisousharmonique sur 2 de
R?" ~ C". En passant aux coordonnées polaires et en utilisant (1.1.4), on a

u(a) < — /<|<1 w(a +1Q)dv (Q), (1.1.6)

Ran
ol Koy, est le volume de la boule unité de C™.

Définition 1.1.17. On note PSH(2) le cone convexe de 'ensemble des
fonctions plurisousharmoniques u sur 2 et telles que u|g # —oc.

Définition 1.1.18. Un ensemble est dit localement pluripolaire s’il est
localement inclus dans lensemble polaire {u = —oo} d’une fonction u €

PSH(Q).

L’important résultat d’intégrabilité suivant résulte des inégalités de sous-
moyenne:

Proposition 1.1.19.
PSH(Q) C Li,.(Q).

De plus, la restriction de u € PSH(S) a toute sphére euclidienne ( resp.
tout tore ) contenue dans S est intégrable par rapport a la mesure d’aire de
la sphére ( resp. du tore ).

En particulier, I’ensemble polaire P := {u = —oo} est de volume nulle
dans Q2 et son intersection avec toute sphére eucleudienne ( resp. tout tore
) a une mesure nulle par rapport a la mesure d’aire correspondante.

15



Preuve:
Soit u € PSH(R) fixé. On note G l'ensemble des points a tels que u est
intégrable dans un voisinage de a.

Puisque u # —oo, il existe a € Q tel que u(a) > —oo. Il résulte de
I'inégalité de la moyenne que pour tout 0 < r < dist(a, 9Q),

—00 < Kopr?u(a) < / u(z)dV (z).
B(a,r)

Comme u est majoré sur B(a,r) € €2, alors u € L*(B(a,r)). En particulier,
a € G, donc G # 0.

Soit maintenant b € Q et b € IG et soit r > 0 tel que B(b,r) € Q.
Donc il existe a € G NB(b,r). Comme u est localement intégrable dans un
voisinage de a, il existe a’ proche de a dans B(b, r) tel que u(a’) > —oco donc
u € L'(B(d’,r)). Comme b € B(a’,r), b € G et G est fermé.

G est ouvert par définition, fermé et non vide, par connexité G = ). O

Proposition 1.1.20. Pouru € PSH(Q) fixé, on pose éq(a) := dist(a, I).
On fize v une fonction croissante continue a droite telle que (0) = 0. Alors

1 T
r s M (a,r) = —— / dy(s) / w(a + s€)do(€),
v(r) Jo le|=1
est une fonction continue croissante sur [0,0q(a)[ qui converge vers u(a)

quand r — 0.

Corollaire 1.1.21. Soient u € PSH(Q2), a € Q et 0 < r < dq(a). Alors
1
w@) < [ aarrOO < [ ala+r9)do(o)
Fan J|¢I<1 lgl=1
Le résultat suivant va étre utile dans la suite.

Corollaire 1.1.22. Soient u,v € PSH(Q) tels que u = v presque partout.
Alors u =v.

Preuve:
On suppose que u,v € PSH()) sont égales presque partout. Alors pour
a €, on a

i 1 = imi via+r =v(a
u(a) = lim —— /<|<1u<a+rc>dA<<>—1 /<|<1 (a+rQ)dN(C) = v(a).0

r—0 Kop =0 Kan,

On muni PSH(Q) de la topologie L} (Q).

loc
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Proposition 1.1.23. La fonction d’évaluation
(u,2) € PSH(2) x Q+— u(z) € RU{—o0}

est semi-continue supérieurement.
En particulier, si U C PSH(Q) est une famille compacte de fonctions
plurisousharmoniques, son enveloppe supérieure

U :=sup{u | ue U}
est semi-continue supérieurement, donc plurisousharmonique sur €.

Ce résultat est faux pour une famille de fonctions psh qui est seulement
relativement compacte. Par contre sa régularisée semi-continue supérieure
est plurisousharmonique:

Proposition 1.1.24. Soit (u;);er une famille de fonctions plurisoushar-
moniques dans un domaine , qui est localement uniformément majorée
sur §, et soit u := sup;c; u; son enveloppe supérieure. Alors la régularisée
semi-continue supérieure

z— u*(2) = limsupu(z’) € RU{—o0}
052/ —z

est plurisousharmonique sur Q et {u < u*} est de mesure de Lebesgue nulle.

Théoreme 1.1.25. Soit (uj) une suite de fonctions dans PSH () qui est
localement uniformément bornée supérieurement sur €.

1. Si (uj) ne converge pas localement uniformément vers —oo sur (2, alors
elle admet une sous-suite qui converge vers u € PSH(Q) dans L}, ().

2. Siu; — U surD'(Q), alors la distribution U est définie par une unique
fonction u € PSH(R). De plus

e u; — u dans L}, (Q);

loc

o limsupu;(z) < u(z) pour tout z € 2, avec égalité presque partout sur
Q;

o Pour tout ensemble compact K et toute fonction continue h sur K,

lim sup m}z{mx(uj —h) < ml?,x(u — h).

Le dernier point est appelé Lemme de Hartogs et si K est régulier, on a

lim sup m}z{%x(uj —h)= m}gx(u —h).
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Corollaire 1.1.26. L’espace PSH () est un sous-ensemble convexe fermé
de L} (). Il a la propriété de Montel: tout sous-ensemble borné dans

PSH(R) est relativement compact.

On termine cette section par ce résultat d’intégrabilité des fonctions
plurisousharmoniques:

Théoreme 1.1.27. Soit (u;) une suite de fonctions dans PSH () qui con-
verge dans L}, vers u € PSH(SY). Alors

1. la suite est localement uniformément bornée supérieurement;
2. uj — u dans Lfoc pour tout p > 1;
3. les gradients Du; convergent dans quoc vers Du pour tout q < 2.

Ce théoreme combiné avec le Théoreme 1.1.25 montrent que

PSH(Q)c LY cD(Q)

loc

et la topologie faible des distributions sur 2 coincide avec la topologie de
L} . sur PSH(Q) pour tout p > 1.

1.2 Fonctions quasi-plurisousharmoniques

1.2.1 Fonctions quasi-plurisousharmoniques

Méme si la notion de fonction plurisousharmonique a un sens global, on
s’intéresse au comportement local de ces fonctions. Cependant, il résulte du
principe du maximum que sur une variété compacte X, il n’existe pas de
fonction globalement plurisousharmonique autre que les constantes.

Pour contourner ce probleme, on va essayer de rendre cette notion locale:

Définition 1.2.1. Soit (X,w) une variété Kahlérienne compacte. On dit
qu'une fonction ¢ sur X est quasi-plurisousharmonique ( qpsh en abrégé )
si elle s’écrit localement comme somme d’une fonction psh et d’une fonction
lisse.

Toute fonction qpsh ¢ est Aw-psh pour A > 0 assez grand, c’est-a-dire,
Aw + ddp > 0 au sens faible des courants. Donc on a dd°¢p > —Aw. Par
rééchelonnement, on peut supposer que A = 1. On suppose aussi que w est
semi-positive et grosse, c.a.d., que le volume

V =V, = Vol,(X) ::/ w™ > 0.
X
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On note PSH(X,w) l'espace des fonctions w-psh (w-psh ),c.a.d., les fonc-
tions ¢ € LY(X,R U {—oc0}) qui s’écrivent localement comme somme d’une
fonction lisse et d’une fonction psh telles que

w4+ ddp >0

au sens faible des courants positifs sur X. Comme X est compacte, les
fonctions w-psh atteignent leur borne supérieure sur X, puisqu’elles sont
s.c.s.. On note que PSH(X,w) est un ensemble convexe fermé de L'(X).

Proposition 1.2.2. 1) Siw; < wsq, alors PSH(X,w) C PSH(X,ws).
2) Pour tout A € RY, PSH(X, Aw) = APSH (X, w).
3) Si W' est cohomologue a w, W' = w + dd®y, alors

PSH(X,w')= PSH(X,w) — x.

4) Sip,p € PSH(X,w), alors
©+1
2

max(p, V) , € PSH(X,w) et log (e“” + ew> € PSH(X,w) si p,1 <0.

Proposition 1.2.3. Soit T,3(X) lensemble des courants positifs W' de
bidegré (1,1) sur X qui sont cohomologues a w. Alors

PSH(X,w) =~ Ty (X) @ R.

Cette proposition affirme que toute fonction w-psh normalisée s’injecte
dans P’ensemble de Ty, (X) qui est compact pour la topologie faible des
courants. c’est aussi I'origine de plusieurs résultats dans la suite: la famille
des fonctions w-psh normalisées forme un ensemble compact.

Proposition 1.2.4. Soit (p;) € PSH(X,w)N.

1. Si (¢j) est uniformément bornée supérieurement sur X, alors soit ;
converge uniformément vers —oo sur X ou bien la suite (¢;) est relativement
compacte dans L'(X).

2. 851 ¢; — ¢ dans LY(X), alors ¢ coincide presque partout avec une
unique fonction ¢* € PSH(X,w). De plus,

limsup @;(z) < ¢"(z),
avec éqalité en dehors d’un ensemble pluripolaire, et

lim supj = sup p”.
J—otoo X X
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3. En particulier, si @; est décroissante, alors soit ¢; — —oo ou bien ¢ =
limy; € PSH(X,w). De méme, si p; est croissante et uniformément ma-
jorée, alors ¢ = (limp;)* € PSH(X,w), ot * est l'enveloppe de régularisé
semi-continue supérieure.

4. Si pj — ¢ au sens faible des distributions, alors ¢ coincide presque
partout avec une unique fonction p* € PSH(X,w) et ¢; — ¢* dans LP pour
p > 1. De plus, ¢; := (sup;>; p1)* décroit vers ¢*.

Le second point est appelé Lemme de Hartogs.

Proposition 1.2.5. La famille

Po:={p € PSH(X,w) | supy =0}
X

est un sous-ensemble compact de PSH(X;w).
Si p est une mesure de probabilité telle que PSH(X,w) C L'(u), alors

P, = {@GPSH(X,wH /gpd,u:O}
X

est un sous-ensemble relativement compact de PSH(X,w). En particulier,
il existe C,, tel que pour tout ¢ € PSH(X,w),

—Cp+supp < / @dp < sup .
X X X

Preuve:

D’apres le Lemme de Hartogs Py est un sous-ensemble fermé de PSH (X, w)
et du point 1. de la Proposition 1.2.4 il est relativement compact. Donc Py
est compact.

Soit (p;) € PEI . Alors v := ¢ —supy ¢; est dans Py qui est relativement
compact.

On suppose en premier que pu est lisse. Soit 1;, une sous-suite de 1);
qui converge dans L'(X) vers . Alors Yj, i — Y dans le sens faible des
mesures négatives. Donc [ 1h;, dp — [y 1hdp > —oo, puisque PSH (X, w) C
L'(p). Ainsi ( [y 1jdup) est bornée. On a

/zbjduz/ @jdu—/ sup pjdp = —sup ;.
X X X X X

Donc (supy ¢;) est bornée. Comme [, jdu = 0, alors du point 1. de la
Proposition 1.2.4, (¢;) est relativement compacte.
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Si p n’est pas lisse, on suppose par absurde que fX Yjdp — —oo. Quitte a
extraire une sous-suite, on suppose que fX Yidp < —2J. Soit ¢ = ZjZI 2_j¢j
qui est la limite d’une suite décroisante de fonctions w-psh. D’apres la point
3 de la Proposition 1.2.4, ¢ € PSH(X,w) ou bien 1) = —oo. D’apres la cas
lisse, si dV est une mesure de probabilité lisse sur X, on a | x YdV > —oo0,
donc ¢ € PSH(X,w). Ainsi, ¢ € PSH(X,w) et par le théoreme de conver-
gence monotone, —o0 = Zj>1 fX Yidp = fX du qui est la contradiction
cherchée.

On a donc ( [y 1;dp) est qui bornée et la preuve est finie. O

Exemple 1.2.6. On rappelle que la classe de Lelong est ’ensemble convexe
des fonctions plurisousharmoniques définies sur C" par

L(CM) = {u € PSH(C") | u(z) < %log[l 2P+ Cu)

ou C, est une constante qui dépend de u ( voir [Lel68] ). On sait que
(X,w) = (CP",wpg), ot wrg est la forme kihlérienne de Fubini-Study, est
une variété kahlérienne compacte.

D’apres [BT88, AAZ18], il y a correspondance bijective entre PSH (CP", wrg)
et L(C™). En effet,

en considérant I’hyperplan a I’'infini

H, :={CeCP"| (=0} ~CP" 1

on peut écrire CP" = Uy U Hoo, avec Uy = CP™ \ Ho.
Ainsi, pour u € £(C™), on lui associe la fonction définie sur Uy par

6ulQ) = uler, ) — 5 logl1 + |oP),

avec z := 2" = ((1/Co," -+ ,Cn/Co)-

La fonction ¢, est bornée supérieurement (par définition de £(C") ) au
voisinage de Hoo. Hoo = {0} x CP"~! est pluripolaire car c’est un ensemble
analytique propre. Donc en posant

¢u(0,¢') = limsup ¢,(¢), ¢" € CP",
Uo>¢—(0,¢")
on prolonge ¢, en une fonction wgg-psh sur CP™. Alors on a une application
bien définie
L(C") 5> u+ ¢, € PSH(CP",wrg).
C’est une bijection et sa réciproque est donnée pour ¢ € PSH(CP", wrg),
par

ug(2) = ({1, 2]) + 5 log[1 + |2I?]
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1.2.2 Intégrabilité des fonctions qpsh

Puisque les fonctions plurisousharmoniques sont dans Lf oc pour p > 1, alors
les fonctions gpsh sont dans LP. De méme les fonctions gpsh ont leur gradient
dans L9 pour ¢ < 2.

On va dans cette section, donner un important résultat qui va beaucoup
servir dans la suite. Pour les propriétés des nombres de Lelong Voir [GZ17,
Zer01].

Définition 1.2.7. Soit u une fonction plurisousharmonique définie au voisi-
nage de 'origine de C™. On appelle nombre de Lelong de u en 0, le nombre

su u
v(u,0) := lim 2B &
r—0t logr

On voit donc que si u est une fonction lisse alors v(u,0) = 0. Le nombre
de Lelong en 0 d’une fonction psh est invariant par les changements de cartes
locales (voir [GZ17], chapitre 2). Donc on peut définir le nombre de Lelong
d’une fonction gpsh sur X. On note v(u,z) le nombre de Lelong en x € X
de la fonction qpsh wu.

Lemme 1.2.8. Le nombre
v({w}) :==sup{v(p,z) | z€ X, p € PSH(X,w)} < +o0
est fini et dépend uniquement de la classe de cohomologie de w.

On termine ce chapitre par le théoréme d’intégrabilité uniforme de Skoda
( voir [GZ07, Zer01]) qu’on utilisera dans la suite.

Théoréme 1.2.9. Si A < 2(v({w}))™, alors e=4% € LY(X). De plus,

sup {/ e~ A4V | supp = 0} < +00.
X X
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Chapter 2

Opérateurs de
Monge-Ampere

L’opérateur de Monge-Ampere complexe est 'opérateur
@ = (ddp)"

qui associe a chaque fonction plurisousharmonique donnée, une mesure de
Radon positive.
2
Lorsque ¢ est C sur Q,

0%
szaz‘k

(dd°p)" = epdet( )dVL.

Lorsque ¢ n'est C? sur €, on utilise la théorie de Bedford et Taylor
[BT82].

Dans ce chapitre, on va donner les éléments de base pour la résolution
des équations de Monge-Ampere complexes. On commence par une étude lo-
cale avec les fonctions plurisousharmoniques bornées comme dans la théorie
de Bedford et Taylor avant de faire une généralisation de la notion de
Iopérateur de Monge-Ampére complexe sur les fonctions quasi-plurisoushar-
moniques bornées. On définira la notion de capacité de Monge-Ampere com-
plexe et les propriétés de continuité et de convergences de cet opérateur. On
donnera les principes du maximum et de comparaison. On va terminer avec
les classes d’énergie sur lesquelles on va étendre la définition de I'opérateur
sur les fonctions gpsh non bornées et toutes ses propriétés dans le cadre
local. On fera la résolution des équations de Monge-Ampere complexes sur
les classes d’énergie.
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2.1 Courants de type Monge-Ampere

Définition 2.1.1. Soit 7" un courant positif fermé de bidegré (p,p) sur un
domaine Q@ C C" et u € PSH(2) N LS. (). Alors dd®u AT est un courant
de bidegré (p + 1,p + 1) définie par

ddu AT := dd®(uT),
ie.,
(dd°u AT, ) = (uT, dd°y),
pour toute forme lisse ¥ de bidegré (q,q), avec ¢ :=n —p — 1.

Comme u est localement bornée inférieurement, quitte a ajouter une
constante, on peut supposer que u > 0. Il en résulte que u? est phs, donc
dd°u? AT est un courant positif fermé et est bien défini si u est lisse.

Définition 2.1.2. Soit u € PSH(Q2) N LS (£2). On pose

loc
1
du NduNT := Eddc(u—m)2 AT — (u—m)dduNT,

ou m est la borne inférieure de u sur €. C’est un courant positif.

Proposition 2.1.3. Soit (u;) une famille de fonctions psh localement bornée
sur §) et qui décroit vers w € PSH(2) N LyL.(Q). Alors

loc

duj Nduj NT = du Nd°u AT, dd°uj NT — ddu AT,

au sens faible des courants sur Q.
En particulier, dd°u AT et du ANd“uNT sont des courants positifs, donc
leurs coefficients s’étendent en des mesures de Borel complexes sur §2.

En itérant ce processus, on définit par récurrence les courants suivants:

Définition 2.1.4. Soient uy---ux € PSH(X) N L§S(X) et T un courant

loc
positif fermé de bidimension (m,m). On définit le courant dd®u; A --- A

dduy AT par
dduy A -+ AN ddu AT = dd°(urddug A - - AN ddup, AT).
De facon similaire, on définit le courant du; A d°uy A - - - dug A dui AT

Donc si V' est une fonction psh sur Q et uy ---ux € PSH(Q) N LC(Q),

loc

dduq A -+ - Addug A dd°V est un courant positif fermé bien définie sur 2.
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Définition 2.1.5. Soit u une fonction plurisousharmonique localement bornée.
La mesure de Monge-Ampere complexe de u est

(dd°uw)"™ :== ddu A -- - A dd“u.

Proposition 2.1.6. Soit T un courant positif fermé de bidimension (1,1)
sur . Soient u,v € PSH(Q)NL>(Q) telles que u,v < 0, lim,_,pq u(z) =0
et [y ddv AT < 4o0. Alors
/ uddv AT > / vdd‘u AT,
Q Q
ot linégalité est vraie sur [—oo,0[. Silim,_,oqv(z) =0, alors
/ uddv AT = / vdd“u NT, (2.1.1)
Q Q

qui montre que fX ddu N'T < +o0.

2.2 Opérateurs de Monge-Ampere Complexes

On va étbalir les inégalités de Chern—Levine-Nirenberg qui sont le premier
pas vers la définition de 'opérateur de Monge-Ampere complexe d’une fonc-
tion plurisousharmonique bornée:

Théoréme 2.2.1. Soient T un courant positif fermé de bidimension (k, k)
sur Q et uy---up € PSH(Q) N LY.(Q). Alors pour tous sous-ensembles
ouverts Q1 € §dy € (O, il existe une constante C' = Cq, o, > 0 telle que pour

tout sous-ensemble compact K C ()
/ dduy A -+ Nddup, AT < Cllut|lg - lukl|2|T ) E (2.2.1)
951
et

/ duy A dcul A ddCUQ A A ddcuk NT < C||U1H2E||UQHE cee HukHEHTHE
Q1

(2.2.2)
ot E:= (Q2\ Q1) N Supp(T) et ||ul|g la norme L*> de u sur le borélien E.

Preuve:
Par récurrence, il suffit de montrer (2.2.1) pour k£ = 1. On pose u; = u. En
remlagant u par v = u — supq, u, on peut supposer que u < 0 sur {23. On a
aussi, dd°v = dd°u et ||v]|g,\0, < 2[|ullo\o;-
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Soit x € D({22) une fonction test positive avec x|, = 1. Alors

/ T A ddu S/ XT' A ddu.
Ql 92

/ xdduNT = / udd’x NT = / udd®x AT,
N Qo Q2\

car dd®x = 0 sur Q. Pour A > 0 tel que ddx < Ap sur 2, on obtient

[ xawunts [ wasaT< Aludage, [ Tap
QQ QQ\Ql QQ Ql

< Allullgn\a, [ Tllo\0,

Pour montrer (2.2.2), on peut supposer sans perte de généralité que
0 < w7 puisque qu’elle est minorée sur 25. Donc u% est une fonction psh.
On a aussi ddcu% = 2duq A duy + 2uiddCuq, i.e.,

1
duy A duy = §ddcu% — uyddCuy . (2.2.3)

Ainsi, en remplagant u; par u3 dans (2.2.1) et utiliser (2.2.3) on a

/ dug Nur A~ NddCup AT < C’Hu%HEHuQHE||uk||EHT||E
951

O

Corollaire 2.2.2. Pour tous sous-domaines 1 € Qo € 0, il existe une
constante C = Cq, 0, > 0 telle que siV € PSH(Q) etuy ---u, € PSH()N
LS (),

/ ddéuy A A ddoug, Add°V A By < Cllualli -l BV I 1 sy, (2:2.4)
Q1

ot E:=0\Q etgq=n—(k+1).

Proposition 2.2.3. Soit T un courant positif fermé de bidimension (k, k).
Alors
(uy,--- ,ux) € PSH(Q)N L. (Q) = ddup A+ Addup AT

loc

est symétrique.

26



Preuve:
Il suffit de faire la preuve pour k = 2.

Si u et v sont des fonctions lisses, le résultat est vrai.
On suppose d’abord que u est lisse et on considere une suite v; de fonctions
psh lisses qui décroit vers v. Alors

dd°u A\ dd“v; NT = ddv; A dd°u \'T.

Comme udd‘v; AT — uddv AT au sens des mesures de Radon et dd*
continue, alors
dd“u N dd“v; NT — dd°u A dd°v AT

au sens des courants sur 2. On a
dd°u A dd°v AT = dd°v A dd°u N\ T.

Pour le cas général, on utilise le fait que le probleme est local en sup-
posant que u,v < 0 sur une boule B € 2 et v = v = 0 sur JB. Soit p une
fonction définissante plurisousharmonique stricte de B. D’apres la Proposi-
tion 2.1.6,

/ pdd“u N dd°v AT = / udd®p N ddv ANT.
B B

En appliquant le cas lisse, on a dd®p A dd°v AT = dd°v A dd°p AT au sens
des courants. Donc

/ pdd‘u N dd°v AT = / udd®v ANdd°p NT.
B B

Comme u, v sont nulles sur 9B, alors on a d’aprés (2.1.1) de la Propostion

2.1.6,

/ pdd“u N dd°v AT = / udd®p N dd°v AT
B B

udd®v AN dd°p AT

Il
—

vdd“u Ndd°p N'T
vddp N ddu AT

pddv A dd°u AT.



Soit y une fonction teste lisse a support compact dans B. On peut trouver
A > 1 assez grand tel que Add®p > —dd®x, donc en posant p; := x + Ap et
p2 := Ap, on voit que x est la différence de deux fonctions définissantes de
B. Donc on a dd°uAdd°vAT = dd°vAdd‘uNT. U

Proposition 2.2.4. SoientV € PSH(Q) etuy,--- ,u, € PSH(Q)NL.(€2).
Pour tout sous-domaine D € ) et tout sous-ensemble compact K C D, il
existe une constante C = C(D, K) > 0 telle que

/ [Vldd®ur A -+~ A dd®un < Clluallp - lunl plIV Il 1 (D)
K

En particulier, la mesure de Monge-Ampére dd‘ui A --- A dd°u, ne charge
pas ’ensemble polaire P = {V = —oo}.

2.3 Continuité des opérateurs de Monge-Ampere
complexes

Théoréme 2.3.1. Soient T' un courant positif fermé de bidimension (n —
p,n—p) et (u})jen - - (uj)jen des suites décroissantes de fonctions plurisoushar-
moniques qui convergent respectivement vers ug - - - ug € PSH () N LY (S2),
p+q<n. Alors

ugddcu{ /\-'-Addcug/\T—>u0ddcu1 N Nug AT
au sens faible des courants.

Preuve:
Par récurrence, si ¢ = 0, c’est une conséquence du théoreme de convergence
monotone. Soit 1 < ¢ < n — p fixé, et on suppose que le théoreme est vrai
pour g — 1. Il suffit de montrer que si

Sj v=ddw| A - Nddul AT — S := dduy A -~ A dduqg AT

alors (ué)Sj converge vers 1S au sens faible des courants. D’apres I'inégalité
de Chern-Levine-Nirenberg, la suite (uéSj) est relativement compacte dans
la topologie faible des courants. Soit © une valeur d’adhérence de la suite
(u}S;). On doit montrer que ©® = u(S. Du Lemme 2.3.2 ci-dessous, on a
OAT < upS AT pour chaque (n — p — g,n — p — q)—forme T' fortement
positive.

On va montrer que pour [ (upS —©) AT < 0 pour toute (n—p—gq,n —
p — q)—forme T fortement positive et tout compact K € B := B(zy,r) € .
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IR I J_ 2 2
Sans perte de généralité, on peut supposer que u] = A(|z — zo|” — %) pour
tous 4, j dans un voisinage de 0B, avec A > 1 assez grand. On a alors

/UOSArg/ugS/\F:/ulddcugA.--AddcquTAr

B B B
g/u{ddcugA---AddCquTAr

B
:/ugddcu{A---/\ddcquT/\F.

B

En répétant ce procédé g fois, on obtient fB upS AT < fB u%Sj AT.
Comme la suite de mesures de Radon positive —u)S; AT converge faiblement
vers —O AT, on a par sci, [ —© AT <liminf; ;o [5—u}S; AT. Donc

—-ONT <L ljminf/ —u%Sj AT <L / —ugS AT
B =+ JB B

Comme (upS—O)AT" = 0 est une mesure de Radon positive ayant une masse

nulle sur tout compact, on en déduit qu’elle est nulle sur €. O

Lemme 2.3.2. Soit (1) une suite de mesure de Radon positive sur Q qui
converge faiblement vers une mesure de Radon positive p. On suppose que
(fj) est une suite décroissante de fonctions scs qui converge vers f sur Q.
Alors tout point d’adhérence v de la suite (fju;) vérifie v < fu au sens des
mesures de Radon sur 2.

Preuve:
Pour chaque k € N, on considere (g{c) ;j la suite de fonctions continues sur €2
qui décroit vers fi. Soit ¢ € Co(£2, R™) une fonction test fixée. Pour chaque
entier k fixé, on a

v < lim Id -:/ m
/QSO = Q@gk i QSOQk 12

Ainsi, quand j — 400, ona [ ou < [ ¢frdu qui est le résultat cherché. O

Théoréme 2.3.3. Soient (u}), -+, (uf) des suites de fonctions plurisoushar-
moniques localement bornées qui croissent respectivement vers ug, -+ ,Uq €

PSH(Q)N LS. (Q). Alors
wdd®u] A - A ddud — ugdd®ur A - A ddCug

au sens faible des courants.
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2.4 Capacité de Monge-Ampere
Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n et w une (1,1)-

forme semi-positive fermée tels que V = V,, = Vol,(X) := [, w" > 0.

2.4.1 Principe du Maximum
Sip e PSH(X,w)NL*(X), d’apres [BT82],
MA(p) ==V (w + ddp)"

est une mesure de probabilité bien définie.
Le résultat suivant est connu sous le nom de principe du maximum:

Théoréme 2.4.1. (Principe du maximum) Soient u,v des fonctions w—psh
bornées sur X, alors

1{u>v}MA(u) = 1{u>v}MA(max(u,v)),

Preuve:
Soient u; une suite définissante de u. On pose

Y; = max(u; — v,0), ¥ := max(u — v,0).
Comme {u; > v} est ouvert pour chaque j, on a
1{uj>v}MA(uj) = 1{uj>v}MA(maX(uj,v)),

donc
¢JMA(UJ) = ijA(maX(uj, ’U)

et par convergence quasi-uniforme, on a
YMA(u) = Yy M A(max(u,v)).

Donc pour chaque € > 0, on a

v Au) = v M A(max(u, v).
Y +e€ Y+e
On en déduit le résultat en faisant tendre ¢ vers 0. O

On obtient & partir du Théoeme 2.4.1, le principe de comparaison suivant:

Proposition 2.4.2. Soient u, v des fonctions w-plurisousharmoniques bornées.
Alors
MA(u) < / MA®).
{v<u} {v<u}
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Preuve:

D’apres le principe du maximum, on a

/ MA(u) = MA(max(u,v)) =1— / M A(max(u,v))
{v<u}

{v<u} {v>u}

S/XMA(U)— {v>u}MA(maX(u,v)):/ MA(v).

{v<u}

En remplacant u par u — € avec € positive assez petit, on obtient

/ MA(u) </ MA(v) </ MA(v).
{v<u—e} {v<u—e} {v<u}

Quand € (0, on a {v <u—¢e} 7 {v <u} et on en déduit le résultat. [J

2.4.2 Inégalités de Chern-Levine-Nirenberg

On va établir la version uniforme des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg.
Pour les preuves (voir [GZ17].

Proposition 2.4.3. Soient T un courant positif fermé de bidegré (p,p) sur
X et p € PSH(X,w)NL>®(X). Alors ||w, NT|| = ||T||. De plus, sip €
PSH(X,w)NLYT), alors ¢ € LYT Aw,) et

613 any < Wl + (250 +supeo = info) 71,
X X

A partir de ce Théoreme, on obtient par récurrence, les inégalités de
Chern-Levine-Nirenberg suivantes:

Corollaire 2.4.4. Soient ¢,9 € PSH(X,w) avec 0 < ¢ < 1. Alors

og/lewZ;S/Xw|w"+n<1+2s§pw>/an.

Définition 2.4.5. Soit X C X un sous-ensemble de Borel. On définit la
capacité intérieure par

Capy,(K) := sup {/ MA(p) | p € PSH(X,w),0 < ¢ < 1} .
K
On définit la capacité extérieure d’un sous-ensemble £ C X par

Cap.,(F) :=inf {Cap,,(U) | E C U, U un sous-ensemble ouvert de X} .
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Proposition 2.4.6.

1. Si K C K' C X sont des sous-ensembles de Borel, alors Vol,, < Cap,,
et
0 < Capy,(K) < Capy,(K') < Cap,(X) = 1.

2. Si(kj) est famille de sous-ensembles de Borel de X, alors Cap,,(|J K;) <
> Capy,(Kj). De plus Cap,(|J K;) = lim Cap.,(K;) si K; C Kjq.

3. St wi; <ws alors Vi, Capy, (1) < Vip,Capy, (+). Pour tout A > 1,
C(lpw(') < CapAw(') < Ancapw(')‘
En particulier, si w,w’ sont deuw formes kahlériennes, alors il existe C > 1

tel que
C’_lCapw(-) < Capl,(-) < C - Cap,(-).

2.4.3 Quasi-continuité

Proposition 2.4.7. Si P est un ensemble PSH(X,w) polaire, alors Cap,,(P) =
0. Plus précisément, si ¢ € PSH(X,w), avec ¢ <0, alors

1 n
Capo(th < —t) < = [/ (=) —I—n] V>0,
t|J)x Vi
Proposition 2.4.8. Soient ¢,v¢; € PSH(X,w) N L>®(X) tels que (1))
décroit vers 1. Pour chaque § > 0,
Cap,({1j > +0}) =0,
i.e, V; — 1 en capacité.
On a donc le résultat de quasi-continuité:

Corollaire 2.4.9. Soit ¢ € PSH(X,w). Pour chaque € > 0, il existe un
sous-ensemble O, ouvert de X tel que Cap,(O:) < € et ¢ est continue sur
X\ O..

2.5 Les classes d’énergie finie

Dans cette section, on va étendre la définition de 'opérateur de Monge-
Ampere sur la classe £(X,w) qui contient des fonctions w-psh qui ne sont
pas bornées. Le principe de comparaison y est vrai. On considere toujours
que w est une forme semi-positive et grosse.
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2.5.1 Définition de I'opérateur de Monge-Ampere complexe
1) Sip € PSH(X,w) N L>®(X), d’apres [BT82],
MA(p) ==V (w + ddp)"

est une mesure de probabilité bien définie.
D’apres la théorie de Bedford et Taylor ([BT82]) si u, v sont des fonctions
psh bornées sur un ouvert D de C", on a

Liysoylddu]™ = 15y [dd® max(u, v)]" (2.5.1)
au sens faible des mesures de Radon sur D.

2) Si¢ € PSH(X,w) est non bornée, on utilise son approximation canon-
ique par les ¢; := max(p, —j) € PSH(X,w) qui sont bornées et décroissent
vers .

D’apres (2.5.1), on a

L, >—rylw +dd°p;]" = 114 5w + dd° max(pj, —k)]".
Sij >k, alors (p; > —k) = (¢ > —k) et max(yp;, —k) = ¢y, donc
1{<p>—k:} [w + ddc(pj]n = 1{¢>_k} [w + ddcgok]". (2.5.2)
Comme j >k, (¢ > —k) C (¢ > —j), donc
Ligs—jylw +ddp;]" > 1ipn jyw + ddpy]",

au sens faible des mesures de Radon. On sait que |, {o>—k} [w + ddpj|* <
f y w" < +oo. Donc on peut calculer la limite et définir
fy = lim 1{g0>_j}V71[w + dd ;"

j—+o0

qui est une mesure de Radon positive et non pluripolaire comme le cas local
dans la théorie de Bedford et Taylor.

Définition 2.5.1. On appelle classe d’énergie finie I’ensemble
E(X,w) i= {p € PSH(X,w) | up(X) = 1},

On peut aussi définir £(X,w) comme suit:
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Lemme 2.5.2. On fize ¢ € PSH(X,w). Soit (s;) une suite de nombres
réels qui converge vers +00, tels que s; < j pour tout j € N. Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

1. p e &(X,w);
2. (W ddpj)"(p < —j) = 0;
3. (w4 dd°p;)" (¢ < —s5) = 0,

ot @; = max(p, —j).
Preuve:
On a
po(X) = /Xw" — lim (w4 dd¢;)" (¢ < —j),

Jj—+oo
donc 1. est équivaut & 2. En posant k = s; dans (2.5.2) et en utilisant le
fait que s; < j, on a

(W +dd%pj)" (¢ < —s5) = (w + dd°ps;)" (¢ < —5;).

Donc 2. & 3. 0
On a déja montré que toute fonction ¢ w—psh a un opérateur de Monge-
Ampere (w—+ddp)™ bien défini sur X\ (¢ = —00) et que p, est son extension
sur (¢ = —o0). D’apres le Lemme 2.5.2, une fonction est dans £(X,w) si
son Monge-Ampere complexe est de masse totale [, w™ sur X \ (¢ = —00),
donc on peut noter

po =V Hw+ddp)" = MA(),
pour ¢ € £(X,w).

Proposition 2.5.3. Soit ¢ € £(X,w). Alors pour toute fonction bolérienne
bornée b,

by = 1i MA(p;),b 2.5.
<M<P7 > ]_12100< ((pj)v > ( 53)
ot p; = max(p, —j). En particulier,

Lips—p MA(@)(B) = 1{y>—j3MA(p;)(B) (2.5.4)

pour tout sous-ensemble de Borel B C X.

Pour la preuve, voir [GZ07].
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2.5.2 Principe de Comparaison

Dans cette section, on va étendre sur la classe d’énergie, les notions de
principe de comparaison et de principe du maximum qui vont étre d’une
grande utilité dans la suite.

Proposition 2.5.4. Soient p,1) € E(X,w), alors

[ maws [ wae),
{p<¥} {p<t}
Preuve:

Soient ¢; = max(p, —j) et Y, = max(y), —k) qui sont des fonctions w-psh
bornées. D’apres le principe de comparaison dans le cas borné,

/ MA() < / MA(g;).
{pj<vr} {pj<¥r}

Comme (¢p; < ¢) C (p; <) C (¢ < y), d’apres la Proposition 2.4.6, on
obtient quand k — +oo,

/ MA(Y) < / MA(g;).
{pj<v} {p<}

En faisant tendre de nouveau j vers 4+oo puis remplacer 1 par ¥+¢, € > 0, on
ale résultat quand € \ 0. ]

Proposition 2.5.5. L’ensemble £(X,w) est convexe et sip,p € PSH(X,w)
sont telles que v € E(X,w) et ¢ <, alors p € E(X,w).

Voir [GZ17] pour la preuve.

On va établir maintenant le principe du maximum sur £(X,w).

Corollaire 2.5.6. Soient ¢ € £(X,w) ety € PSH(X,w). Alors max(p,1)) €
E(X,w) et
Ligsyy MA(p) = 1iosypy M A(max(p, ).

Preuve:
D’apres la Proposition 2.5.5, max(p,¢) € £(X,w)

On pose ¢; = max(yp, —j), ¥;j+1 = max(¢, —j—1) et u; = max(u, —j), o
u = max(p, ). On voit que max(p;, ¥j4+1) = max(p, ¥, —j) = max(u, —j) =
u;. D’apres le principe du maximum pour les fonctions bornées, on a

Hoi>v;013%0; = Lgi>un)Wa;-
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Comme (¢ > 1)) C (g; > hj41) et (p; > ¥j1) \ (¢ > ¢) C (¢ < —j), alors
en utilisant le fait que ¢ € £(X,w), on a

0< <l{¢j>wj+1} - 1{50>¢}) ng < 1{90§—]'}ng — 0.

Ce qui montre que

L, >3 90, = Lpsu1wy

On aaussi (¢; > ¥j4+1)\(¢ > ¥) C (u < —j). Donc les mémes arguments
montrent que

1{@j>¢j+1}ng - 1{sﬁ>¢}w3‘

Ce qui acheve la preuve. O
>

Proposition 2.5.7. Soient o, € E(X,w) telles que MA(p) > et MA(2))
p pour une mesure de Radon positive p sur X. Alors M A(max(p,1))) > p.

On termine cette partie par le principe de domination, voir [GZ17] :
Proposition 2.5.8. Soient ¢, € £(X,w) telles que
Y(z) < p(x) pour MA(p) — presque partout x € X.

Alors Y(z) < ¢(z) pour tout x € X.

2.5.3 Les classes &, (X,w)

Définition 2.5.9. On appelle poids une fonction croissante lisse x : R — R
telle que x(—o0) = —oo. On note W l'espace des poids et W, ’espace des
poids convexes normalisés par x|g- < 0 et X <1

Sipe PSH(X,w)et x € W4, on a
ddx o p = x" o pdp Ndp + X" 0 pdd’p > —x' 0 pw > —w.
Donc x o p € PSH(X,w). Pour ¢ € PSH(X,w) N L>*(X), on pose

1

E()i= 3> /X X 0 p(w + ddp) Aw" .
=0

Elle est croissante, voir [GZ17]. On a alors la définition suivante:

36



Définition 2.5.10. Soit x € W. Pour ¢ € PSH(X,w), on pose
E\(p) :=inf{Ey(¥) | € PSH(X,w) N L>(X) et ¢ < 4},

et
Ex(X,w) :={p € PSH(X,w) | Eyx(¢) > —o0}.

On sait que le Monge-Ampere est continu pour les suites monotones
uniformément bornées. Donc en utilisant des approximations , on peut
établir le résulat sur les classes d’énergie.

Théoreme 2.5.11. Soient ¢ € £(X,w) fixé et p; € E(X,w) une suite
monotone qui converge vers . Alors M A(p;) converge faiblement vers M A(yp).
Si @, ;€ E(X,w) pour x € W4, alors

1. les mesures x o o; M A(pj) converge faiblement vers x o e M A(p);

2. pour toute fonction w—psh bornée u, [y uMA(p;) — [y uMA(p).

On en déduit le résultat de semi-continuité qui sera utile pour le chapitre
méthode variationnelle:

Proposition 2.5.12. Soit x € W, fizé. L’application ¢ — E,(p) est
semi-contuinue supérieurement pour la topologie L'. Elle est continue pour
les suites décroissantes.

Preuve:
Soit (¢;) une suite de fonctions w—psh qui converge dans L'(X) vers ¢ €
PSH(X,w). Si limsup E\(¢;) = —o0, le résultat est trivial. Donc on peut
supposer sans perte de généralité que p; € &, (X,w) et E,(¢;) > —C est
uniformément bornée inférieurement. On pose

¢j = (Sup <Pz> ;
1>

telle que ¢; > @; et elle décroit vers .

Soit 7 une fonction w—psh bornée telle que 1 > ¢. On a max(y, ¢;) > ¥
et qui décroit vers max (¢, ¢) = +. En utilisant la monotonicité de F, et la
continuité du Monge-Ampere sur les fonctions w—psh bornée, on obtient

E\(¢) = lim E, (max(y, ¢;) > limsup E, (¢;) limsup Ey (¢;).

En prenant ¢ =1, on a

E\(p) > limsup E, (¢;).
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Donc on a scs.
Si (¢j) décroit vers ¢, alors par monotonicité de E,, on a E,(p) <
liminf E (¢;), donc E, est aussi sci, donc continue. O

Proposition 2.5.13. Soient x € W, fixé et C > 0. L’ensemble
Exo(X,w) i={p e &(X,w) | Ex(p) =2 —C et ¢ <0}
est compact pour la L'-topologie.

Preuve:
Comme x est croissante, x(¢) < x(supy ¢), donc E, (¢) < x(supx ¢).
On a aussi, &, ,c(X,w) est sous-ensemble de

{pe PSH(X,w) | —C" <supp <0}
X

qui est compact d’apres le lemme de Hartogs. Ici,
—C' =x1(=C) :=inf{t >0, x(t) > -C}.

Comme ¢ — E\(p) est scs, &,c(X,w) est fermé, donc il est compact
pour la L'-topologie. O

2.5.4 La classe £'(X,w)

Dans cette section, on étudie la classe £1(X,w) qui joue un role capital dans
la résolution des équations de Monge-Ampere complexes dégénérées.

Définition 2.5.14. On note £1(X,w) la classe &, (X,w) pour x(t) =t. On
note aussi I’énergie correspondante a Frqy par

1 " . »
E(p) := (n—l—l)ngo/X(p(w+ddc¢)J Aw".

Proposition 2.5.15. (voir [GZ17]) La fonctionnelle d’énergie E est la
primitive de l'opérateur de Monge-Ampére complexe, a savoir chaque fois
que ¢ +tv € EL(X,w),

dE(p + tv)
dt

- /X oM A(yp).
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La fonctionnelle E est croissante, concave, satisfait E(¢ + ¢) = E(p) + ¢
pour tout c € R, ¢ € EY(X,w), et la condition de cocycle

1

B(6) = B(¥) = oy 0 [ (6 =)o+ o) 1 (o iy,
=0

pour tout p, 1 € E1(X,w).
D’apres la Proposition 2.5.13,
E(IJ(X,w) = {cp € EI(X,w) | E(p) > —C et ¢ < 0}

est compact. Il est de plus convexe puisque F est concave. On termine le
chapitre par un résultat de capacité sur les ensembles de niveau et qui va
servir dans la suite:

Lemme 2.5.16. Soit p € PSH(X,w). Si
+oo
/ t"Capy{p < —t}dt < +o0,
0
alors ¢ € EY(X,w). Réciproquement pour chaque C > 0,

sup </ tCap,{p < —t}dt | ¢ € é%(X,w)) < +o0.
0

Preuve:
Soit ¢ € PSH(X,w). On peut supposer sans perte de généralité que ¢ <
—1. Pour chaque t > 1, la fonction 1-+¢~! max(y, —t) est une fonction w-psh
a valeurs dans [0, 1], donc

M A(max(p, —t)) < t"Cap,,.
Donc si

+o0o
/ t"Cap,{p < —t}dt < 400,
1

alors ffroo M A(max(p, —t))(p < —t)dt < +00. Donc
+o0
/X(—QO)MA(QD) = ; M A(max(p, —t))(¢ < —t)dt < +oo.

On en déduit que ¢ € £1(X,w).
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Soit maintenant ¢ € £Y(X,w). Donc ¢ € (X, w) et ¢ € LY(MA(p)).
Sans perte de généralité, on suppose que ¢ < —1. Donc
+oo
- [ edae) = [wrr [ M < —a
X X 1
+oo
= / w" + M A(max(p, —t))(¢ < —t)dt < 4o0.
X 1
Ainsi, p € £(X,w) et intégrable par rapport & M A(yp) donc ¢ € EY(X,w).
Soit u € PSH(X,w) a valeurs dans [0,1]. On a

{p< =2ty c{tlop<u—1}C{p<—th

D’apres le principe de comparaison,
/ MA(u) §/ MA(t ).
{p<—2t} {o<—t}
MA(t o) < V71t lw, +w) donne
+00 +oo
/ tCap(p < —t)dt = 4/ tCap(p < —2t)dt
2 1
<2/ cp?w—nwLé 3 (n> / (—p)w, A"
S VO Ve NG Ux v '

Les deux composantes du membre de droite sont uniformément bornées
puisque la deuxieme l'est si ¢ € Sé(X ,w) et la premiere aussi car, —C' <
E(p) <supyp <0. O
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Chapter 3

Méthode Variationnelle

Soient X une variété kahlérienne compacte et w semi-positive et grosse sur
X. Soient A € R et p une mesure non-pluripolaire.

Notre objectif est de résoudre les équations de Monge-Ampere complexes
dégénérées,

(M A)A MA(p) = e p,
ot p € EH(X, w).
Pour cela, on cherche une fonctionnelle Fy définie sur £'(X,w) pour

laquelle I'équation d’Euler-Lagrange est (M A) . Cette méthode a été développée
dans [BBGZ13].

3.1 Les fonctionnelles d’énergie F)

3.1.1 Les fonctionnelles F,

On considere la fonctionnelle Fy : £1(X,w) — R définie par

Falg) = Blg) +  log { /. ewdu]

et pour A =10
Folp) = E(p) — / pdp = lim F ().
X —0
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Mais on doit montrer en premier lieu que Fy est bien définie pour tout
AeR.

On va montrer que 1'énergie E est bien définie pour ¢ € £(X,w).

E(p) = <n+11>v go /X o(w + dd° AW

e Si ¢ est bornée, on a d’apres Bedford et Taylor que E(p) est bien
définie.

e Si p n’est pas bornée, alors on fait une approximation canonique, en
considérant la suite

¢; = max(p, —j) € PSH(X,w)

qui décroit ponctuellement vers . Par continuité de M A, pour les
suites décroissantes, on a M A(yp;) — M A(p) au sens faible des courants
sur X. Donc le Monge-Ampere de ¢ est donc bien défini et par suite,
E(y) est bien définie.

Il reste a montrer que la deuxieme partie de la fonctionnelle est bien
définie. Ce qui dépend de la valeur prise par A mais aussi des propriétés de
la mesure p pour chaque cas A <0, A=0et A > 0.

Pour le cas A < 0, cette deuxieme partie est toujours bien définie, c’est-
a-dire, finie puisque les fonctions w-psh sont en particulier s.c.s donc elles
atteignent leur borne supérieure sur X qui est ici compact.

Pour le cas A > 0, p — fX e~ Mdy n’est pas toujours bien définie si p
est une mesure quelconque, comme le montre ’exemple ci-dessous:

Exemple 3.1.1. On considere, dans la boule unité de C” et pour a > 0, la
fonction ¢, = alog|z|. Alors e~ %= = ﬁ qui vaut —oo en 0. En passant

aux coordonnées polaires, z = r¢, [€] =1, r > 0 et d\a, = r>"“'drdo, on a

dXs dr
/ ; P’ rdo = 09,1 =
B(0,1) 2| §2n—1 o T

qui n’est bien définie que pour @ — 2n + 1 < 1 ,i.e., a < 2n.
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Mais si la mesure u = fdV, f € LP(dV) avec p > 1 et dV une forme
volume, alors cette intégrale est toujours bien définie dans £'(X,w). En
effet,
pour ¢ € £1(X,w),

1
/ e Ny = / e FdV < | flle ( / erV)q,
X X X

d’apres d’inégalité de Holder. Par le théoreme d’intégrabilité de Skoda,
/ e NPV < +oo,
X

puisque les fonctions de £'(X,w) ont un nombre de Lelong nul.

Dans le A = 0, si on considére localement ¢, = alog|z| qui prend la
valeur —oo en 0, alors pour la masse de Dirac en 0, on a fX Paddy = —00.
Dongc il faut imposer des conditions a la mesure u pour que les fonctions de
EY(X,w) soient u-intégrables.

3.1.2 L’Equation d’Euler-Lagrance de F),

On va montrer ici que I’équation (M A)) est bien I’équation d’Euler-Lagrange
de la fonctionnelle F).

Lemme 3.1.2. Soient v, € C*(X,R) et w, > 0. Alors,
e
= / vMA(p / — H
t=0 fX e~ dp

De plus, si ¢ est un point critique w-psh de Fy, alors ¢ + c est solution
de (M A)y pour un choiz approprié de ¢ € R.

dFx(p + tv)
dt

Preuve:
Comme w, > 0, alors il existe § > 0 tel que w, > dw. Pour [t| < e << 1, on
a tdd°v > —dw. Donc

w4+ dd°(p + tv) = wy + tddv > dw + tdd“v > 0.

= + —log

dFy\(p +tv)  dE(p +tv) d / Aoy
dt dt At . Hl-
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dE(p+1t
(Zt v) = / vMA(p + tv) :/ vMA(p)
t=0 X t=0 X
—A(p+tv f/\
ilog [/ e—/\wdu] _ Jxve W dy / Fdp
Adt X t=0 Jx et dﬂ fX e~ \edp
Alors
dFy(p +tv)| / M A / e~ du
dt t=0 fX e dp
Si ¢ est point critique de F), alors W — = 0 pour tout v €
C°(X,R). Donc -
e My
MA(p) = —F—
(¢) e edn’

au sens des mesures de Radon sur X.

e si A =0, alors M A(p) = p; donc p est solution de (M A)y.

e si A # 0, on pose ¥ = ¢ + ¢ point critique de Fy. Alors

e_)‘“’u 1
MA(p) T e edp e p=c=ylog Xe m
donc ¢ = ¢ + 1 log [ [, e *du] est solution de (M A),. O

Donc (M A)y est bien I’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle F) et
trouver les solutions de ’équation revient a trouver les points critiques de
Fi.
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3.2 Sotutions dans £1(X, w)
3.21 LeCas A=0
Fo(®) ZE(sO)—/X@dM-

Donc pour pouvoir contréler 'intégrale du membre de gauche il faut que nos
fonctions soient p-intégrables. Comme les fonctions de £*(X,w) ne sont pas
intégrables par raport a toute mesure, on travaille avec les mesures telles
que EY(X,w) C L'(u). On suppose de plus que les mesures considérées sont
dominées par la capacité.

On dit que p vérifie la condition (DC') 4 s’il existe A > 0 tel que
VK C X, p(K)<A Cap,(K).

Proposition 3.2.1. Soit p une mesure de probabilité qui vérifie (DC')4.
Alors EY(X,w) C L3(X, u) et Fo est semi-continue supérieurement sur tout
sous-ensemble compact EL(X,w) C E1(X,w).

Preuve:
Comme E(¢p) est semi-continue supérieurement d’apres la Proposition 2.5.12,
il suffit de montrer que L, : ¢ € Sé(X,w) — fX wdp est s.c.i.
Soit ; une suite de fonctions de EL(X,w) qui converge vers ¢ € E4(X,w)
dans L'(X). Ici, on a Y(X,w) C L'(x). Comme les ¢, sont uniformément
bornées supérieurement, on peut supposer que ¢; < 0. Par le lemme de
Fatou, on a

limsup/ cpjdug/ limsupgojd,ug/ pdu
X X X

avec la derniére inégalité qui vient du lemme de Hartogs. Donc ¢ — [ < pdp
est semi-continue supérieurement.

Mais on veut montrer qu’elle est semi-continue inférieurement. Pour cela,
on utilise le fait que u < A Cap,, et on a

“+o00 +oo
[ etn=2 [ tulle; < ~thie <24 [ tCap (s < )
X 0 0

D’apes le Lemme 2.5.16, VC > 0,
+00
Me¢ := sup {/ tCap,({p; < —t})dt | ¢ € 5(1/~(X,w)} < +00.
0
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Donc il suffit de restreindre au cas ou ¢; € EL(X,w) et il existe C” tel que

[x ©3du < C'. Par le Lemme 3.2.2, on a [y @jdu — [y ¢dp et donc Ly, est

semi-continue inférieurement. O

Lemme 3.2.2. Soit u une mesure de probabilité qui ne charge pas les ensem-
bles pluripolaires. Soit ¢¥; € PSH(X,w) une suite de fonctions qui converge
dans L'(X) vers ¢ € PSH(X,w). Si les 1; sont uniformément bornées,

alors
/ Yidp — / Y.
X X

On a le méme résultat, si on suppose de plus qu’il existe p > 1 tel que
sup; [ [¥;lPdp < 400

Preuve:
On a limsupy; <1 < C, donc d’apres le lemme de Fatou

limsup/ wjd,ug/ limsupl/fjd,ug/ Ppdpu.
X X X

Donc ¢ — [  Ydp est semi-continue supérieurement.
Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de montrer que

lim inf/ Comb(1);)dp > / Ydy,
X X
ot Comb(2);) est une combinaison quelconque des ;.
On suppose en premier que p = 2. Alors (¢;) est faiblement compact

dans L?(p). D’aprés le Théoréme de Banach-Saks, il existe une sous-suite
j, telle que la suite

N
~ 1
Uy = N;% NeN,

converge dans L?(u) vers une fonction g € L?(p). Quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que 1y converge p-presque partout vers g(z).
On pose

pn(2) = (Sup z@(fﬂ)) :

jzN
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Alors N (z) 1= supj>n 1/;](1') p-presque partout, puisque, ( voir [BT82] ), u
ne charge pas ’ensemble pluripolaire

P:= {a: € X|sup ¢;(z) < (sup %(m)) } .
jzN Jj=N

Donc ¢y () décroit partout vers 1, donc p-presque partout. Comme elle
converge aussi vers g(x) p-presque partout, alors ¢ = g p-presque partout ,

en particulier
lim / Undp = / nrm
X X

Pour p > 1 alors LP(u) est réflexif. Donc tout convexe faiblement com-
pact est fortement compact. Donc I’enveloppe convexe E = conv({1; }U{1})
qui est faiblement compacte est fortement compacte. Quitte a extraire une
sous-suite, ¢; = Comb(1;) converge vers ¢ dans LP(x). Et un méme raison-
nement donne le résultat. [l
On va donner le résultat le plus important de cette section.

Théoreme 3.2.3. Soit u une mesure de probabilité qui vérifie la condition
(DC) 4 . Alors si Fo est propre, il existe p € EY(X,w) tel que MA(p) = p
et de plus

sup .Fo = fo((p).
ENX,w)

Preuve:
On pose M = SUPg1 (X ) Fo > —oo. Comme Fy est invariant par translation,
alors

M= sup Fp= sup Fo,
E(X,w) EH(Xw)

ot £} (X,w) est Pensembles des fonctions ¢ € £1(X,w) normalisées. Donc il
existe une suite ¢, € £ (X,w) telle que lim;_, o Fo(p;) = M.

Fo étant propre donc C' = sup |E(p;)| < 4o0. Alors pour tout j, ¢; €
Eé(X ,w). Par compacité, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
que p; — ¢ € EL(X,w). Alors par s.c.s., on a

M = limsup Fo(p;) < Folp) < M.
Donc M = Fy(p) ce qui veut dire qu’il existe

sup Fog= sup Fp= Folp).
EL(Xw) EN(X,w)
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Il reste & montrer que ce point ¢ qui réalise le maximum de Fy est
solution de (M A)jp.
Pour v € C°(X,R) fixé, on consideére la fonction

g(t) = Eo P(p+tv) — /X(go + tv)dp

ou pour h une fonction s.c.s sur X, on pose
P(h)(x) :=sup{v(x) € Rl¢p € PSH(X,w) et ¢ < h},

qui est I’enveloppe w-psh de h.
D’apres le Théoreme 3.2.15, g est différentiable en 0 et

q'(0) = /X wMA(p) — /X v

Comme ¢ € EY(X,w) et t €]—1,1[, alorson a p —c < p+tv < ¢ + ¢, avec
c une constante réelle. Donc ¢ — ¢ < P(p +tv) et puisque ¢ — ¢ € E1(X, w),
alors P(¢ + tv) € EY(X,w).

P(o+tv) < ¢+ tv, alors

FooP(p+tv) = EoP(<p+tv)—/ P(p+tv)du > EoP(cp—l—tv)—/ (p+tv)dp
X X

donc g(t) < Fyo P(p + tv).

On a aussi g(0) = E o P(p) — [y edu = E(p) — [y edp = Fo(p). Or Fy
atteint son maximum en ¢ donc Fyo P(p + tv) < g(0).
Ainsi ¢(t) < ¢(0); ce qui implique ¢’(0) = 0. On a

g (0) = /XUMA(Q)O) —/deu,VU e C°(X,R),

donc M A(p) = p. O
On va maintenant donner le résultat qui garantit la propreté de la fonction-
nelle Fy.

Théoréme 3.2.4. Soit u une mesure de probabailité telle que EY(X,w) C
LY (u). Alors Fy est propre: il existe C > 0 tel que pour tout ¢ € E1(X,w)
normalisé par supx ¢ = 0,

Fo < E(p) + C|E(p)|2.

On va utiliser les résultats suivants pour la preuve du théoreme.
Soit C € PSH(X,w) un ensemble convexe invariant par translation: u €
CetceR=u+ceCl.
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Lemme 3.2.5. Soit I : C — RU{—00} une fonction conveze, non décroissante,
et qui vérifie I(p + ¢) = I(p) + ¢ pour tout p € C et ¢ € R.

Soit I C C un sous-ensemble compact,convexe. Si I est fini sur IC, alors
elle est uniformément bornée sur K.

Lemme 3.2.6. Soient ¢, € PSH(X,w) telles que ¢ = e, avec 0 < e < 1.
Alors il existe N € N tel que pour tout 1 < j <mn,

n
7 n—j n l n—l
ww/\w <w —i—NaE Wy A w
=1

Preuve du Théoréeme 3.2.4:
Soit ¢ € EY(X,w) fixé tel que supy ¢ = 0 et E(p) < —1. On pose € =
\E(go)\_% € 1]0,1] et on considere ¢ = ep € £Y(X,w) puisque ¥ > ¢ et
¢ € EYX,w). Alors

£ & , .
E(¢):(n+1)vjzo/xcpw]¢/\w j

Du Lemme 3.2.6, il existe N € N tel que pour tout j > 1,

n
7 n—j n l n—l
ww/\w <w —{—NsE Wy, A w
=1

Comme ¥, p <0, on a:

n n
wwfp AW > epuw™ + Ne? Z gowfo AWt > ™ + Ne? Z gowfo Aw™ L
=1 =0

Donc
E l n—l
02y 3 [ i B3 [k
= V/ ew" + (n+1)Ne*E(p) > —C — (n + 1)N,
X

ou

1
C:= sup{v/x(—gp)w” | p € PSHO(X,w)} < 400,
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d’apres le Lemme 3.2.5. Donc ¢ € c‘%(X, w). Il résulte aussi du Lemme 3.2.5
que ¢ € EL(X,w) — [y pdp est uniformément bornée. Donc [y vdu >
—(C". Ainsi,

_ -1 _ % e %
/deu—e /deu—\E(w)\ /deuz CE(0)|3,

ce qui implique
1
Folie) = Elp) - /X wdin < E(p) + C'|E(o)|}

et elle est donc propre. O
Preuve du Lemme 3.2.5:

On va raisonner par ’absurde en supposant que I n’est pas bornée sur
IC. Si I n’est pas bornée sur K, alors il existe une suite (y¢;) dans IC telle
que I(p;) < =27 et ¢; — ¢ dans L'(X). Par le lemme de Hartogs, on a
lim sup,_, o (maxx ©;) = maxy . Quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer que lim;_,(maxy ¢;) = maxy ¢ et donc sup | maxy ¢;| = M <
+00.

On pose ¢; = ¢; — maxy ;. Alors, maxx ¢; = 0 et I(¢;) = I(p;) —
maxy ;.

La fonction i

+o0
_ =15, — i —J5.
vl 2
]: =

est dans K comme limite d’une combinaison convexe d’éléments de K. Alors

or
I(p5) = I(w5) —maxg; < (=22 4+ M) = -0

quand j — +o0.
Donc I(yp) = —o0 et ¥ € K, ce qui contredit le fait que I est finie sur
K. O

Preuve du Lemme 3.2.6:
Y = ep, donc wy, = wteddp et cw, = ew+edd®p. Alors wy—ew, = (1—¢)w
et on a wy = ew, + (1 — €)w. Donc

J .
wfp = wy = (ewy, + (1 — e)w)! = Z <‘;>5l(1 - 5)j_lwfp Awit
1=0
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et donc

J .
wy, A W = Z (‘;)gl(l — )Wl AW

1=0
. J j :
=(1—-e)u"+ Z <l>sl(1 - 5)3_lwfa Aw™
=1

0<s§1d0ncel§set(1—5)l§1pourl:1...jet

J . n .
wfb AW < W+ az <‘Z>wfp A< W+ EZ <§>wl¢ Aw
=1

=1

On pose
N = sup <‘7>
1<i<j<n \!
et on a
. . n
wfb AW < W+ Nswap Aw
=1
qui est le résultat. ]

Le résultat suivant donne I'existence de la solution de (M A)y dans E1(X,w)
sous la seule condition (X, w) C L(u).

Théoréme 3.2.7. Soit yu une mesure de probabilité telle que £'(X,w) C
LY (). Il existe une unique fonction ¢ € £Y(X,w) telle que

MA(p) = p,

qui est de plus unique a ’addition d’une constante pres.
Les fonctions ¢ + ¢ sont les uniques points qui maximisent JFy.

Preuve:
On considere ’ensemble convexe compact

Ca = {v mesure de probabilité sur X |[v < ACap,,}.
Du théoréeme de Radon-Nikodym généralisé ( voir [Rai69] ), ona u = fr+o,
ouv €Cp, 0< fe L (v)et olCy.
(01Cp) <= (HAC X,0(A) =0(X) et Vy € Cp,7(A) =0). On a

{(w+ dd°u)"|u w — psh borné} C Cp
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donc
Cap,(A) = sup {/ (w+dd°u)"|lu € PSH(X,w),—1 <u < 0} =0.
A

Alors par le théoreme de Choquet, 0 = Cap,,(A) = Cap},(A) et dans ce cas
on a par un résultat de Bedford et Tayor ( voir [BT82, GZ17]) que A est
pluripolaire. Donc p(A) = 0 et on a 0 = 0(A4) = o(X), qui implique que
o =0, c’est a dire p = fv.

On pose pj := ¢; min(f, j)v, avec ¢; la constante de normalisation qui décroit
vert 1. En effet,

V=[x =c¢j [xmin(f,j)v donc1l<¢; = m et ¢;j — 1.

Alors on a f1; qui est une mesure de probabilité et p; < jc;Cap,, donc elle
vérifie les conditions du Théoreme 3.2.3. Alors, il existe une ¢; € £1(X,w)
normalisé par supy ¢; = 0 tel que p; = MA(p;). Quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que ¢; — ¢ dans L'(X). Du Théoréme 3.2.4,
on a

B < [ (~enMA(e) = ¢ [ (o min(f
< /X (—pi)fr=c; /X (—p))du < ClE(o))]3.

Donc pour tout j, |E(p;)| < C%. Comme E s.c, alors |E(p)| < C?, par suite
v € EHX,w).

Posons ¢; := (sup;>; »1)* qui est w-psh et décroit vers ¢. Comme ¥ > j,
alors ¢; € £1(X,w). Puisque MA(¢;) = MA(max(¢;, p;)) et MA(pj) =
c;min(f,j)v > min(f, j)v = p, d’apres le Lemme 2.5.7, on a M A(¢ >
Par convergence monotone, on a MA(¢;) — MA(p) donc MA(p) >
Ainsi, M A(p) = p puisque ce sont deux mesures de probabilité.

3.2.2 LeCas A<0

Dans cette section, on va travailler avec p une mesure de probabilité qui ne
charge pas les ensembles pluripolaires. On pose pour € > 0, A = —¢ et donc

1
Fa=Fe=E(p)— _log [/X e”du}

On va vérifier en premier que la fonctionnelle F_. est semi-continue
supérieurement.
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Proposition 3.2.8. Soit u une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Alors F_. est semi-continue supérieurement.

Preuve:
Comme F_. = E(p) — %log UX ewd,u], montrer qu’elle est semi-continue
supérieurement revient a montrer que

o el (X,w)— / e“Pdu
X

avec supy ¢ = 0 est semi-continue inférieurement.

Soit ; € € L(X,w) une suite de fonctions normalisées par sup y pj = 0 et qui
converge vers ¢ € E1(X,w) dans L'(X). Donc supy ¢ = 0. Comme ¢j, ¢
sont normalisées, alors on peut supposer qu’elles sont négatives et donc

Y =e¥i ) =e*¥ € PSH(X;w)

et sont uniformémement bornées puisqu’elles sont & valeurs dans [0, 1]. Du
Lemme 3.2.2, on en deduit que lim [y ¥jdu = [ ¥dp et ¢ — [y dp est
semi-continue inférieurement. Donc F_. est semi-continue supérieurement.[]

On va donner le résultat phare de cette section:

Théoreme 3.2.9. Soit iy une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Si F_. est propre, alors il existe ¢ € EY(X,w)
solution de l’équation (M A)_. et tel que

sup F_. = F_(¢)
ENX,w)

Preuve:
Comme dans le cas A = 0, la propreté et I'invariance par translation de F_.
permet de trouver un C' > 0 tel que

sup F_.= sup JF_..
EH(Xw) E&(Xw)
Le fait que F_. est sem-continue supérieurement sur le sous-ensemble con-
vexe compact £4(X,w) permet de trouver un ¢ € £(X,w) qui la maximise
sur EL(X,w).
Pour montrer que ce point ¢ qui maximise F_. est solution de (M A)_., on
considere, pour v € C°(X,R) fixé et t € |1, 1] la fonction

g(t) :=Eo P(p+tv) — élog [/ 65(‘9+t”)du]
b's
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oit on pose P(h)(x) := {$(x) € Rl € PSH(X,w) et v < h} qui est
I’enveloppe w-psh de h.

On a
e(p+tv) d,LL

g ( )= / vMA(P(p 1)) / f 65(90+tv)d,u

Puisque ¢ € £1(X,w) et tv minoré, alors P(p +tv) € EY(X,w). P(p+tv) <
p + tv, donc

—llog {/ (so+tv)d4 > _,10g {/ es(go+tv)du]
€ X X

et donc g(t) < F_. o0 P(p + tv).
On a aussi

9(0) = Eo P(p) — élog [/X ee‘pdu] = E(p) - élog [/X ewdu] =F_c(p)

© étant le point qui maximise F_. alors g(t) < F_.oP(p+tv) < F_.(p) =

9(0).

Ainsi, g(t) < ¢(0) et comme g est dérivable en 0 ( Théoreme 3.2.15 ) alors
/

g'(0) =0.

Donc

e£Pd
0=g(0) :/ vMA(yp / a
fX e*dy
pour tout v € C°(X,R). Alors

e

MA(p) = Toeed

au sens des mesures de Radon sur X. Donc ¢ = ¢ — = log [ / x €<Pd,u] est so-
lution de (MA)_.. O

Puisque si F_. est propre, on a une solution de son équation d’Euler-
Lagrange, alors on doit se demander a quelles conditions la fonctionnelle
vérifie cette propriété? La réponse a cette question est donnée par le théoreme
suivant:

Proposition 3.2.10. Soit u une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Alors F_.(p) < E(p) + C,, pour tout ¢ € E1(X,w)
normalisé par supx ¢ = 0. En particulier, F_. est propre.
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Preuve:
PSHy(X,w):={p € PSH(X,w) | supp =0}
X

est un compact et comme
p € PSH(X,w) — / e“Pdu
X

est continue et positive, alors pour tout ¢ € PSHy(X,w), il existe 6 > 0 tel
que [y e?dp > 6. Donc log [ [y e?du] > logd et on a F_.(p) < E(p) —
%log(S ce qui implique qu’elle est propre.

Théoreme 3.2.11. Soit u une mesure de probabilité qui ne charge pas les

ensembles pluripolaires. Alors pour tout € > 0, il existe un unique ¢ €
EYX,w) tel que
MA(p) = ep.
@ est est unique fonction qui mazimise la fonctionnelle F_..
Preuve:
Comme p ne charge pas les ensembles pluripolaires alors F_. est propre.
D’apres le Théoreme 3.2.9, il existe un ¢ € £'(X,w) solution de I’équation
MA(p) = e p.
Montrons alors que cette fonction est unique.
Supposons qu'il existe une autre solution ¢ de (M A)_.. On a alors

MA(p) = e¥p et MA(y) = e p,

donc MA(vY) = =2 M A(p).
D’apres le principe de comparaison Proposition 2.5.4,

[ mags [ ewomae)= [ maws [ wag
{p<} {p<b} {p<} {p<}

donc MA(¢)({e < ¥}) = 0. On en déduit que ¥ < ¢ M A(p)-presque
partout. Du principe de domination Proposition 2.5.8, on a ¥ < ¢ sur X.
Par symétrie on a ¢y = ¢ d’ot 'unicité. U
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3.2.3 LeCas \A>0

Dans cette section, on fait I’étude avec la condition supplémentaire sur u =
fdV avec f € LP(dV), p > 1 et une forme volume dV. Ici

Falp) = E(p) + %log [ /X e‘“"du]

Proposition 3.2.12. Soit yu une mesure de probabilité telle que u = fdV
avec f € LP(dV), p > 1 et dV une forme volume. Alors F) est semi-continue
supérieurement sur tout sous-ensemble compact E4(X,w) C EYX,w).

Preuve:
Comme FE(y) semi-continue supérieurement, il suffit de montrer que

o € EL(X,w) / e du e R
X
est semi-continue supérieurement. Par le lemme de Fatou, on voit que cette
fonctionnelle est semi-continue inférieurement. Donc elle sera continue si on

montre qu’elle semi-continue supérieurement.
Soit ¢; une suite de £4(X,w) qui converge vers ¢ dans LP(X). On a

‘/ e i dy —/ e)‘godu’ S/ e — e M |dp, :/ e i — e M| fdV
X X X X
Or |e® — €®| < |a — ble®*® pour tout a,b < 0. Donc

/X le™%i — e fAV < /\/X lpj — ole @it fqv.

L’inégalité de Holder donne

1
[ 165 = ol av < s ( [ 1oy - plte ey )’
X X

On applique encore l'inégalité de Cauchy-Schwarz et

1
/ |¢j_¢’e—A(¢j+¢)de <1 fIlr (/ loj — g0|2qu> 2q y </ e2q)\(sﬂj+<ﬁ)dv> 2q
X X X

0j,p € Eé(X,w) C SI(X,w)
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donc ont des nombres de Lelong nuls. Du théoréeme d’intégrablité uniforme
de Skoda, on a

1

C’ :=sup </ 6_2q(“"j+“")dv> " < 400.
7 X

On obtient donc

‘/ e‘”jdu—/ e‘“”du’ < C'lpj = ¢llr2
X X

Puisque p; — ¢ dans L!(X) alors ¢; — ¢ dans L?(X) et on obtient la semi-
continuité supérieure. O

On va donner le résultat d’existence de solution pour le cas A > 0. La
démonstration est pareille qu’aux cas A =0 et A < 0.

Théoréme 3.2.13. Soit u = fdV, avec f € LP(dV), p > 1 et dV une
forme volume, une mesure de probabilité. Si Fy est propre, alors il existe
© € EY(X,w) solution de (M A)y et de plus

sup .F)\ = f)\(QO).
ENX,w)

Théoréme 3.2.14. Soit p une mesure de probabilité telle que p = fdV
avec f € LP(dV'), p > 1 et dV une forme volume. Alors il existe a(w) > 0
telle que pour 0 < \ < a(w), il existe Cy > 0 tel que pour tout p € EY(X,w)
normalisé par supx ¢ = 0,

Falp) < E(p) + Ch.
En particulier, Fy est propre pour 0 < A < a(w).

Preuve:
Ici, on a p = fdV. Donc

1
/ e N duy = / e FdV < || £l ( / e—wdv)q
X X X

d’apres l'inégalité de Holder.
Comme l’espace des fonctions w-psh normalisées est compact, alors pour
tout ¢ normalisé, on a d’apres le théoreme de Skoda uniforme

/ e~V < C(g)\)
X
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si A < (qrv({w}))~! ol
v({w}) :=sup{v(u,z) |z € X et ue PSH(X,w)}.

Donc pour tout 0 < A < v({w}), il existe A > 0 tel que [y e du < A.
Alors on a Fy\(¢) < E(p)+ 3 log A. O

3.2.4 Théoreme de Projection

On rappelle que ’enveloppe w-psh P(u) d’une fonction semi-continue supérieu-
rement u: X - RU{—o0} est
P(u)(x) :=sup{¢(z)| € PSH(X,w) et ¢ < u}.

Théoréme 3.2.15. Soient ¢ € EY(X,w) et v € CO(X,R) fizrés. Alors la
fonction qui a t — E o P(p +tv) est différentiable en zéro et

WPl _ [ s
t=0 X

dt

Preuve:
On veut montrer que

hmEoP(<p+tv)—E(g0) :/ oM A(p).
t—0 t b'e

On suppose que t > 0.
Comme FE est concave et B/ = M A alors on :

EoP(p+tv) — E(p) < (E'(p), P(p +tv) — ) = /X(P(w +tv) — ) M A(p).

Comme P(p + tv) < ¢ +tv et t > 0, alors

EoP(p +ttv) — Ely) < /X vMA(p).

De la concavité de E aussi, on a

Eo P(p+tv) — E(p) > (E' o P(¢ +tv), P(p + tv) — ¢)

:L(P(¢+tv)—@)MA(P(¢+tU))'
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Puisque M A(P(p+tv)) est concentré sur 'ensemble { P(p+tv) = p+tv},

/ (P(p+tv) — p)MA(P(p +tv)) = / toMA(P(p + tv)).
X X

t > 0, alors

E o P(p+tv) — B(y) 2/ vMA(P(p + tv)).
t X

P est uniformément Lipschitzien, donc

sup [P( + tv) — P(¢)] = sup | P(p + tv) — | < tsup|v] — 0
X X X

lorsque t — 0. L’opérateur de Monge- Ampere étant continu sous convergence
uniforme, alors

/UMA(P(g0+tU))—>/ vMA(p)
X X

quand ¢ — 0. Donc

EoP(p +ttv>—E<<P> > /X vMA().

WPt _ [ s
t=0 X

dt
Le cas t < 0 s’obtient comme celui de ¢ > 0 en remplacant v par —v.lJ

Alors on a

3.3 Autres Solutions

3.3.1 Solutions dans le cas A > 0.

Définition 3.3.1. Soit x4 une mesure de probabilité. On pose

Y

a,({w}) :=sup |« > 0] sup / e *Pdu < 400
pEPy J X

ou Py ={p € PSH(X,w)|supy ¢ = 0}.
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Lorsque pg = fdV est une mesure de probabilité a densité f € LP, p > 1,
alors pour ¢ € PSH(X,w) normalisé par supy ¢ = 0 et tout a > 0,

/eagpdu:/ e fdV.
X X

D’apres I'inégalité de Holder,

1
/ewfdngfHLp (/ erV)q.
X X

/ e 19%°dV < +o0
X

Pour ¢ € Py,

si 0 < o << 1. Donc o ({w}) > 0.

On suppose dans toute la suite que ay,({w}) > 0.
Théoréeme 3.3.2. Soit X > 0 fizé tel que o, ({w}) > An/(n + 1), alors il
eziste p € EY(X,w) solution de l'équation
MA(p) = e .
Remarque 3.3.3. Pour A > 0, on pose & = \w, a, (@) = Q“T(w) et @ = A\p.
Donc @ + dd°¢p > 0 < w + 3dd°p > 0. Alors PSH(X,®) = s PSH(X,w).
On note F¥'(¢) = E¥(p) + 3 log [ [ e *¢du] . Alors

s 1 n A )
E9f) = — 250 A G
(?) (n+1)v§/x¢ ?

1 n o 4 )
- - AoMwi A NI i
oM REINE

= AE”(p).

Ainsi

F (@) = B¥(5) + log [ / e—sﬁdﬂ]
(el

= AFY(9).

Ces deux fonctions ont les mémes propriétés extrémales et comme o, (Aw) =

$ay,(w), on peut supposer que A = 1 et a,(w) > n/(n+1).
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On pose:

M) = E(g) - /X P MA(p) — Hu(MA(p)),

o= | (2)on ()

est l’entropie relative de v par rapport & pu qui est par convention égale
400 quand v n’est pas absolument continue par rapport a u. Elle est
non négaltive quand v << p. On montre que H,(v) = 0 < p = v (voir
[BBEGZ11)).

ou

On pose aussi

H,(MA(p)) + [ pMA(p)

+1log ([ e ?dp), si [y e Pdp < +oo,
H,,(MA(p)) =
+o0, si [y e Pdp = +oo,
et
e
Heo - Jx e Pdu

Maintenant, on va utiliser les résultats suivant pour la preuve du théoreme
3.3.2

Lemme 3.3.4. Pour tout ¢ € £1(X,w),
Filp) = M) + Hy, (MA(p)) = Mu(9),

avec égalité ( voir [BBEGZ11],) si et seulement si MA(p) = .

Preuve:
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On suppose d’abord que fX e~ ?dp < 400 donc p1,(X) = 1. Alors

HW(MA(@))Z/X< ) < )
[ (e >< 7)o

) O<M Y asa

(I;id) o

[ tog (MR

— [ 1o (M1 ) (0)+ [ errate)
+log [ /X e‘“odu}

— HUMA) + [ oMAG) +log [ /. 6“Ddu]-

Donc
M) + Hi, (A = B() +1og | [ o] = 7o)
Comme Hy,,(MA(p)) > 0, alors Fi(p) > M, ().

Si fX e ¥du = +o00, le résultat reste vrai. O

Lemme 3.3.5. Soit 0 < a < ay,. 1l existe Cy > 0 tel que
Mu(9) < 1= (1 - a)(n+ ]E(g) + Ca,
pour tout o € EY(X,w) tel que supy ¢ = 0. De plus,
M, (¢) < eE(p) + C: avec € > 0,

sia, >n/(n+1).
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Preuve:
On pose ¥ = ¢ —supyx . On a alors supx ¥ = 0 et ¥ < 0. Comme
0 < o < oy, alors il existe Cy, > 0 tel que fX e~ Wdy < eCe.

Puisque —at) — log (W) = —a1) + ¢, donc
—ath— MA(y)
/ e Y log( ” )MA(l/J) = / e WPy = / e~ Ydpu.
X X X

Alors M)
/ e*&"/’*log(‘ m >MA(¢) S €Ca.
X

Par concavité du logarithme, on a

MA(p)
/X [—aw — log <M )] MA()) < Cl,.
D’ou
MA(Y) -
—Cy — a/X PMA®W) < /X log <u> MA(Y) = H,(MA(x)).
Par suite,
M) = B() - /X SMA() — H,(MA(Y))
< B() +Ca+a /X WMAW) — H,(MA())

— E() - (1—a) /X SMA() + Ca

Puisque (n + 1)E(¢) < [ v MA(Y),
Mu@) <[1 =1 —a)(n+1)]E®) + Ca.

Remarque 3.3.6.

1. Si ay(w) > 0, alors il existe o > 0, [y e *du < C,, pour tout
¢ € Py. Donc [y (—ap)dp < [y e *Pdu < Cq, ce qui implique
EP(X,w) C LP(MA(v)), pour tout p > 0.
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2. Pour tout ¢ € PSH(X,w) N L*(X), la mesure de probabilité
Jxeedp’

vérifie Vp > 0, EP(X,w) C LP(MA(%)).

He -

Lemme 3.3.7. Pour tout ¢ € EY(X,w), il existe 1 € EL(X,w) tel que

Fi() = Filp) et Mu(y) > Fie).

Preuve:
L. Soit p € PSH(X,w) N L®(X) tel que [, e ?dy=1.

La mesure v = e~ ¥y intégre les fonctions de £1(X,w) d’aprés la Remar-
que 3.3.6, il existe 1y € E1(X,w) tel que M A(¢g) = e ¥ p.

Si fX e~ Yodu < +o0, on pose ¥ = 1)y — ¢ tel que fX e Ydyu = 1. Alors
po =€ Pu=DMAVY) et py = e~ Y1 sont deux mesures de probabilités. On

a aussi F1(¢) = E(¥) et Fi(p) = E(p).
D’apres la propriété de cocycle de F/, on a

B(e) = () = 57 > [ o= nwy

< /X (o — ) MA(Y) = /X (0 — $)dpy
= / (p — V)V dpy.
X

Hep Hep e ¥ e’
H, (u :/ — log () du :/ —log <> dup
i (Hep) ¥ o 1 ¥ e ¥ P Y
= —/ (o —)e ™ ¥dpy,
X
Alors E(p) — E(¢y) = —H,,,, (1) < 0. Done F1(v) > Fi(p). Maintenant

on a

M) = E(8) + /X (0 — V)MAW) > B(p) = Fi(p).

2. 1l résulte de la premiere étape que Vo € PSH (X, w) N L (X),

64



Fi(p) < sup M, =M < +o0,
E1(X.w)
d’apres le Lemme 3.3.5.
Soit € EX(X,w) et p; := max(p, —j) \ p. Alors

.7:1(90) = lim]:l(@j) <M < 4.

En particulier, Vo € £1(X,w), [ye ?du < 400 et on est ramené au cas
précédent. O

Preuve du Théoreme 3.3.2:
On considere que A = 1. Alors

Fi(p) = E(p) + log [/X e“”du] .

Comme ay,(w) > n/(n+1), il vient du Lemme 3.3.5 que M ,(¢) est propre.
De plus il existe C' > 0 assez grand tel que

sup M, = sup M,.
E(Xw) E&(Xw)

Or on a du Lemme 3.3.4, pour tout ¢ € £1(X,w),

Fi(p) > Mu(p)

et du Lemme 3.3.7 que pour tout ¢ € £1(X,w), il existe un ¢ € £1(X,w)
tel que
Fi(p) < Mu(¢) < sup M,.
EH(Xw)
Donc
sup M, = sup Fi= sup JFi.

EH(Xw) (X w) EH(Xw)
Comme supgi(x ) M, < +oo d’apres le Lemme 3.3.5, on en déduit que
SUDg1(x ) F1 < 400 et donc Vo € EN(X,w), [y e Pdu < +o0.

Ainsi comme (d’apres le Lemme 3.3.9 ci-dessous) Fj est semi-continue
supérieurement, il existe ¢ € EL(X,w) C £}(X, w) qui réalise le maximum de
F1 et d’apres les résultats précédents ce point qui réalise le maximum est un
point critique et cela termine la preuve. ]

65



Corollaire 3.3.8. Pour tout ¢ € £Y(X,w), on a

/ e Pdu < +0o0.
X

Lemme 3.3.9. La fonction
L:EYX,w) 2 ¢ log </ e‘pdu> eR
X

est continue pour la topologie L*(X).

Preuve:([BBEGZ11])

3.3.2 Solutions Dans &£(X,w)

Théoreme 3.3.10. Soit p une mesure de probabilité sur X. Il existe ¢ €
E(X,w) tel que p = MA(yp) si et seulement si u ne charge pas les ensembles
pluripolaires.

De plus, cette solution est unique a l'addition d’une constante prés.

D’apres la définition de £(X,w), les mesures de Monge-Ampere M A(yp)
ne charge pas les ensembles pluripolaires pour tout ¢ € £(X,w). Donc
I'important contenu de ce théoreme est que, réciproquement, toute mesure
pluripolaire est la mesure de Monge-Ampere d’une fonction (qui est unique
a l’addition d’une constante pres ) dans £(X,w).

On donne ici la preuve de I'existence de solution et la partie de I'unicité
sera traitée dans la section unicité en fin du chapitre.

Preuve:
On suppose que u ne charge pas les ensembles pluripolaires. Par projection
sur le compact convexe défini prédemment, il existe 0 > u € & HX,w) et
0<feL'Y(MA(u)) tels que u = fMA(u). On pose v = e* qui est bornée
car u < 0. On a aussi,

w+ dd°e" = w + e"ddu + e“du N du
=w+ e w, — e"w + e'du N d°u
=w(l—e") 4 e"wy, + e'du A du
> 0.
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Donc v est w-psh bornée. Ainsi,

1
= V(w(l —e") + e'wy + e'du A du)"”

MA(v) =wy
> %(w(l —e") + e“wy)"
1

v (e"wy)" = e™MA(u).

On a alors MA(u) qui est absolument continue par rapport a MA(v).
D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym, il existe g € L' (M A(v)) telle que
MA(u) = gMA(v).

Or u = fMA(u), avec u € E1(X,w) et 0 < f € LY(MA(u)), donc pu =
hMA(u) et h = fg € L'(MA(v)). On peut donc remplacer u par v et
supposer que u est bornée dans la suite.

On pose pj := c¢;min(f,j)MA(u) ou ¢; N\, 1 est tel que p;(X) =
u(X) = 1. On peut supposer sans perte de généralité que 1 < ¢; < 2.
Donc pj < 2jMA(u) < 2jCap,,. D’apres les résultats précédents, il existe
¢; € EY(X,w) normalisée par supy ¢; = 0 telle que p; = MA(yp;). Quitte
a extraire une sous-suite, on peut supposer que ¢; — ¢ € L1(X) pour une
fonction w-psh ¢ normalisée par supy ¢ = 0.

Soit 7 : RT™ — R™ une fonction convexe, croissante avec lim,_, | 7(;)
+o00 telle que yo f € LY (M A(u)) ( voir [RR02] pour la construction de ).
Soit v* : RT — R* la transformé de Legendre de ~y, définie par

v*(2) = sup{zy —v(z) | y e RT}.

On veut montrer que ¢ € &, et que p = MA(p), ot x € W, est définie
par x(t) := —(7*)"1(=t). On a x(—o0) = —c et x(0) = 0, on suppose que
7(0) = 0. Pour tout y,z € R, zy < ~v*(z) + 7(y). Donc

—t=7"(=x(t)) = =x(t)y = (v)-
Comme f(z) > 0 pour tout z € X, alors on a
(=x)(=t) - f(x) < =t +~o0o f(x), pour tout (t,z) € R™ x X. (3.3.1)
Pour ¢t = ¢; dans (3.3.1), on

0< /X () 0 o MA(p;) < 2 /X (=) 0 3 fMA(u)

<2 [ (—p)MA@) +2 [ 70 FAA).

67



Comme u et [ (—@j)w™ sont bornées, de I'inégalité de Chern-Levine-

Nirenberg on déduit que [y (—¢;)M A(u) est uniformément bornée supérieure-
ment. Donc [y (—x) o ;M A(p;) est bornée.
On pose ¢; := (sup;>; @1)* € EX(X,w) et décroit vers . On a
MA(¢;) 2 min MA(pr) 2 min(f, 7) M A(u).

On a ¢ < ¢; <0, donc

0> Ey(¢;) > Ex(p) > /Xx o piMA(p;) > —C.

Donc ¢ € &, (X,w) C £(X,w) et on a

MA(p) = lim MA(¢;) 2 lim min(f,5) = p
j—+oo

Jj—+oo

Comme ce sont deux mesures de probabilités, alors elles sont égales. O

3.3.3 Solutions dans £P(X,w)

Définition 3.3.11. Soit p > 0, fixé. On note par EP(X, w) la classe &, (X, w)
pour un pods x : t — —(—t)” dans W.

On note

) .
I’énergie correspondant F .

Théoréme 3.3.12. Soit i une mesure de probabilité. Alors il existe p €
EP(X,w) tel que p = MA(yp) si et seulement si EP(X,w) C LP(u).

On a besoin des résultats suivants pour la preuve du théoréeme.

Lemme 3.3.13. Soient 0 > ¢, € EP(X,w). Alors
P+ DB+ Ew) = [ (orMaw) >0
En particulier, EP(X,w) C LP(MA(EP(X,w))).
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Preuve:
On sait que

(n+ D|Ey(9)] > /X (—p)P MA(p).

Donc il suffit de montrer que

[ coraaw) <2 | [ orma + [

X

<—w>pMA<w>} |
On a

+oo
/ (—@lPMA@) = p / PUMAW) {p < —t)dt
X 0

En faisant le changement de variable ¢ = 2s, on obtient

+oo
[ Coraaw) —p [ e MA@ o < —tjar
X 0
+oo
2 / FIMAW) o < —26)dt.
0

Or {p < =2t} C{p <y —t}U{y < —t}, donc

[ opmaw <op [ e mawite < v -ty
X 0
+oo
+ 2Pp /0 sPTIMA() {0 < —t}dt
+oo
=2 [ MAW e < v - thit+ 2 [ (cuprMAw).
0 X

Par le principe de comparaison, MA(¢Y){p < ¥ —t} < MA(p){p <
1 —t}. Comme {p <y —t} C {p < —t},ona

[ coraaw) <2 | [ ormac)+ [

X

(~upMAW)| .
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Lemme 3.3.14. Soit p une mesure de probabilité telle que EP(X,w) C
LP(u). Alors il existe C > 0 tel que pour tout ¢ € EP(X,w) normalisé
par supy ¢ = —1, on a

_p
ZQﬂwuscmvaﬂ.

Preuve: .
Comme supy ¢ = —1, alors on a E(¢) < —1. Donc 0 < |E(¢)|P+T < 1.
1
Par suite ¢ = |E(p)| »*1p € EP(X,w) C LP(u). Ainsi il existe C' > 0 tel
que

[ wran<c.

X
/mwwscwwwﬁ.
X

Preuve du Théoréme 3.53.12:
Si on suppose que p = MA(p) pour un ¢ € EP(X,w), le Lemme 3.3.13
montre que EP(X,w) C LP(u).
Pour la réciproque, on rappelle que EP (X, w) caractérise les ensembles pluripo-
laises. Donc p ne charge pas les ensembles pluripolaires. D’apres le Théoreme
3.3.10 il existe ¢ € £(X,w) tel que supy ¢ = —1 et M A(p) = p. On pose
¢; = max(p,—j). Quand 0 <p<1,ona

oswu%ns[;—wVMAwﬂ
— [ erMA@)+ [ (CepMA)
{p>—j} {p<—j}

Par le principe du maximum,

/ m—%VMAWﬂz/' (— i )PMA().
{e>—j5}

{p>-3}
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On a aussi,

/{ws—j}(_%)pMA(@j) = /{%_j}ijA(soj)

=j* /{ ) MA(p )
d (1 B /{<p>j} MAles) )
jp/{ L MA(¢;)
(- f )

_ / MA(p)
{p<—j}

[ ermae)
{p<-3}

Donc
[ oraatey) = [ (orma).
X X
Alinsi,
0< B < [ (=0 MAlw) = [ (—oiPdn < ClE(3) 1,

Ou la derniere inégalité vient du Lemme 3.3.14 ci-dessus, montrant que
E,(p;) est borné, donc ¢ € EP(X,w).
Sip > 1, il existe Cp, > 0,( voir dans ( [GZ07],Proposition 2.10 ) tel que

0 < |Ey(pj)] < C,,/X(—sog-)pMA(%),

donc ¢ € EP(X,w). O

3.4 Unicité

On a déja montré que dans le cas A < 0 que l'unicité des solutions de (M A)y
est une conséquence du principe de domination. On va étudier dans cette
partie 'unicité des solutions (M A)o.
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3.4.1 La Méthode de Calabi

On commence en expliquant une preuve de Calabi qui montre I'unicité des
solutions ¢ de (M A)y lorsqu’on suppose de plus que wy est une forme
kéhlérienne.

Soient v, ¢ deux solutions de (M A)g telles que wy, := w4 ddp et wy, :=
w + dd®) soient des formes kahlériennes. Alors on a

n

0=wy —wy = (wy —wy) A Zw&/\wz_l_j

= (dd°p — dd°y) A Zoﬂ Awy

=dd(p— ) A Zw]/\wnlj

Donc dd(¢—1)AS = 0, avec S := Z?:_ol w&/\wg_l_j une (n—1,n—1)-forme

positive fermée. En multipliant par ¢ — ¢ on a toujours (1) — ¢)dd®(¢ — ) A
(Z?;ol wh Aw Z =7 = 0) et une intgration par parties donne:

0= [ (= e)adrte—v) A Zwﬂ A

/X d(p — P)d(p — 1) A ZwﬂAw”” ,

[ dtemoromon < [ de-p)re-n zwa Il

En posant f = ¢ — ¢ et en passant aux coordonnées locales, on a pour
z = (z1,-++,2n) et w = (idz; AdZ1) A\ --- A (idzp, A dZ,) la forme volume
canonique,

df Ndef Nwn!
n

wn

p-p, 0= |V, f>=
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f est constant p.p. par la théorie des espaces de Sobolev ( voir [Zie89] ). Par
les inégalités de la moyenne f est constante partout, i.e., ¢ — est constante
partout. O

3.4.2 Unicité dans £'(X,w)

Généralisation de la méthode de Calabi.

Théoréme 3.4.1. Soient p,1) € EY(X,w) telles que (w + dd°p)" = (w +
ddp)". Alors ¢ — 1) est constante.

Preuve:

Posons f = % et h = #. Comme E£'(X,w) est convexe alors
h € EY(X,w). On suppose ¢,9p < —C,, ot C, est choisi de sorte que
fX(—h)wﬁ > 1. On veut montrer que fX df Nd°f Nwm L =0.

Pour cela, on montre en premier lieu que pour 17" = wﬁb Aw™ 27 un courant
positif fermé de bidimension (2,2), l =0, - ,n — 2 et ¢, 1 bornées,

1

/df/\dcf/\w/\T§3</ df/\dcf/\wh/\T>><</ (—h)w,%AT>2. 1)
X X X

On sait que

N|—=

Af Nd°f ANw=df Nd°f Nwp, —df Nd°f Ndd°h
donc en intégrant contre 7" on a

/df/\dcf/\w/\T—/df/\dcf/\wh/\T—/df/\dcf/\ddch/\T
X X X

En intégrant par parties on obtient

/df/\dcf/\w/\T—/df/\dcf/\wh/\T—i—/df/\dch/\ddcf/\T
X X X
:/df/\dcf/\wh/\T—l—/ df Adeh N 2e— S8
X X 2

Wep 7(4}1/,
— 5 -

puisque dd°f =
Par I'négalité de Cauchy-Schwarz, on a

’/ dedchAw¢AT‘§</ dedCwa¢AT) x(/ dh/\dChA%AT> ,
X X X
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or 2wy = 2w + dd°p + dd“)p = wy, + wy > w, donc

1
2
’/ df/\dch/\w@/\T'g(2/ df/\dcf/\wh/\T> ><<2/ dh/\dch/\wh/\T>
X X X

[

1
2 2
—2</ df/\dcf/\wh/\T> x(/ dh/\dch/\wh/\T> .
X X

De méme

1
2
‘/ df/\dch/\ww/\T‘§2</ df/\dcf/\wh/\T) x(/ dh/\dch/\wh/\T>
X X X

Une intégration par parties donne aussi,

/df/\dcf/\wh/\T:/(—f)ddcf/\wh/\T,
X

X

N|=

or
1
hwp = fdd°f = (¢ + ¥)(we +wy) + (U = @) (wp — wy))
1
= Z(Qapww + 29w,) < 0.
Donc
/ df Nd°f Awp, AT < / (=h)wi AT
X X
On a aussi
/ dh Ndh Awp AT = / (—h)dd°h ANwp AT < / (—h)wi AT.
X X X

Ainsi on a

1
2

/dedCwa/\Tg (/ df/\dCwah/\T>
X X

[(/ df/\dcf/\wh/\T>2+2</ dh/\dch/\wh/\T>2

X X

g(/de/\dCwah/\T>2

x [(/}((—h)w%/\T)Q+2</X(—h)wi/\T>2

:3(/ df/\dcf/\wh/\T)x (/ (—h)wiAT>2
X X
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qui est I'inégalité (7).
On va déduire de la relation (t), la relation (1) suivante:

2"%1 2
/ df/\dcf/\w"_1§9< / dedCwa21> x ( / (—h)wﬁ) ()
X X X

Comme T = w! Aw" 271 1 =0,---,n — 2 alors (1) donne

1
2
/ df Nd° f AwAwh A 27H < 3 < / df Ndf Awitt A w”_2_l> X < / (—h)w;;> ,
X X X

puisque pour [ =0,--- ,n — 2, fX(—h)w?LH Aw™2E < [ (=h)wh.

/dedCf/\w"‘lg?)(/ df/\dcf/\wh/\w"_2>2>< (/ (—h)wﬁ)
X X X
<3 [3 </deAdCwa§Aw"—3>2 X </X(—h)wg>2]
y (/)((—h)wﬁ)Q
. 3% 455
= 3" (/de/\dcf/\w,%/\w”_?’> x (/)((-h)@;) .

En appliquant ce procédé n — 1 fois, on obtient,

M=

[SIES

_1
n—1

/X df Ad°f AwTh < 3B </X df Nd°f Aw21> 2

143724 iy
« < /X (—h)wg>
ey 2
§9</ dedCwagl)2 x </ (—h)w;;> .
X X

D’ou la relation (17).

Ainsi, pour ¢, € EL(X,w), on utilise les suites bornées, ¢; = max(p, —)
et 1; = max(¢, —j) qui décroissent respectivement vers ¢ et 1. Par pro-
priété de continuité, ¢ et ¢ vérifient (f1).
Comme f = %, alors on a
dd“(¢ — ¥)

2

dd°f A S = AS =0,
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ol )
S = Zwi A w:;_l_j
j=0
est un courant positif fermé de bidegré (n — 1,n — 1). Donc
O—/ (—f)ddcf/\S—/ df Nd°f N S.
X X

Or

_ n—1
/dedCf/\w;j—l_/dedCf/\(‘wﬂ>
X X 2
1 n—1 n 1
c - j n—1—j
:2n1/de/\df/\Z( ] )ng/\w¢ 7,
=0
Donc [y df Ad°f Aw}™! =0 et par suite [y df Ad°f Aw™™L = 0.

2
=0 p.p.,

w

df NdEf AL &
LR R KA ML
7j=1

of
aZj

donc f est constant p.p., i.e., ¢ — 1 est constante partout. Ce qui acheve la
preuve. ]

3.4.3 Unicité dans £(X,w)

Dans cette partie, on va montrer que les solutions de (M A)y sont uniques
(a Paddition d’une constante pres):

Théoréme 3.4.2. Soient p, ¢ € E(X,w) tels que (w+ddp)" = (w+ddyY)".
Alors ¢ — 1) est une constante.

Preuve:
On pose T1 = w + ddp, To = w + dd“Y et

wi="T"=T3.
D’apres la proposition 3.4.3 ci-dessous, on remarque que
TEATY R > p,

donc
TEATY ™ =p
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pour k =0, --n puisque ces deux mesures ont méme masse totale 1.
Puique p ne charge pas les ensembles pluripolaires, on considere ’ensemble
des t € R tel que u{p = 9 +t} > 0 qui coincide avec le lieu des points de
discontinuité de la fonction croissante

[t ple <y +t},

en effet,

on a
JHe<v+ty={o<v+stet ({o<v+tt={p<v+s}
t<s t>s

Donc

Fs7) = Jim £() = pfp < v +a} et f(sT) = lim f(0) = e v+ 5)

qui est discontinue aux points ¢ tels que pu{p =¥ +t} > 0.

La fonction f est croissante, donc ’ensemble des ses points de disconti-
nuité est dénombrable.
On va montrer par absurde qu’il existe ¢t € R tel que ¢ = ¥ 4+ t p-presque
partout.
Donc il existe t € R tel que

O<pufp<yp+t} <l

Par convergence monotone, on peut dire d’apres de petite perturbation sur
t que
p{p =1 +1t} =0.

En remplacant ¢ par ¢ + ¢, on peut supposer que t = 0, donc u{p <
¥}, pu{e >} <1 tant que pu{p = 1} = 0. On peut alors choisir € > 0 assez

petit tel que (1+¢)"u{p < ¢}, (1+¢e)"u{e > ¢} < 1.

On fixe n > 0 tel que la mesure non-pluripolaire

Lipayy(146)" 1+ Ligsyynp

est de masse totale 1. D’apres le Théoreme 3.3.10, il existe 0 > u € (X, w)
tel que T = w + ddu satisfait

T" = Ypapy (1 +8) 1+ Lipsyy
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De la proposition 3.4.3, on en déduit que
TAT > (1+e)p
sur {¢ < ¥}. On considere
O5 ={(1=9)p < (1 =0 +du} C{p <9}

Par le principe de comparaison, on a

/ (1= 8)To +6T) AT < / (1= 8)T} + dw) AT,
Os Os

Comme
T =Ty AT = p,

(1+5)/ MS/ T/\T{Hg/ wATP L
Os Os Os

Quand 0 tend vers 0, Os qui croit vers {¢ < v}, donc par convergence
monotone, on a

on a

(1+€)/ ug/ wATP L
{p<v} {p<v}

Si on intervertie les roles de ¢ et i, on obtient par le méme raisonnement
(1+5)/ ug/ wATP L
{e>v} {e>v}
Puisque u{p =1} =0, on obtient en sommant les deux inégalités que
1—|—€§/ wATP <1,
X
qui est en contradiction.

On a alors montrer que ¢ = 1» M A(p) = M A(1))-presque partout. Donc
par le principe de domination et par symétie on a ¢ = . O
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Proposition 3.4.3. Soient u une mesure non-pluripolaire et 0 < f1--- f, €
LY (). On suppose que les @; € E(X,w) sont telles que

T = (w+dd°pi)" = fip

pour tout 1 <1 < n. Alors

|—

Tl/\"'/\TnZ(fl"'fn)

3

e (A)

Preuve:
On peut écrire pu = g(w + dd°u)™ avec u w-psh et borné et 0 < g € L*(w?).
En remplagant f; par f;g, on peut supposer que p = (w + ddu)™, avec u w-
psh borné.

On suppose en premier que toutes les données sont bornées donc on a
d’apres le Lemme 3.4.5

3=

Tl/\"'/\TnZ(fl"‘fn) 1.

On se ramene au cas ou les f; sont bornées, en posant fi]’C = min(f;, k)
qui sont bornées, croissantes et convergent vers f; quand k — +o0.
D’apres le Lemme 3.4.5, on a

1
TN AT, > (f{cf,lf)”ﬂ
Par convergence monotone, on a

1
TI/\"'/\TnZ(fl"'fn)gﬂ-

On se ramene maintenant au cas ou les ¢; sont bornées. Ici, on utilise

les approximations cp,gk) = max(p;, —k) qui sont bornées et décroissent vers

;. Par le principe du maximum, on a
MA(pM) > 1 MA@y =1 M A(gp;
(¢ ') = {pi>—k} (¢i ) {pi>—k} (pi)-
Comme le cas borné,

(w+dd QYA A (w+ ddo®) > (fr fu) i,
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le résultat s’en résulte quand k tend vers +oc.

On s’est donc ramené au cas ou p = (w + dd°u™ avec u, p; w-psh bornées.
O

Lemme 3.4.4. ([DL15]) Soient (u;) et (p;) deux suites de fonctions w-psh
bornées sur X. On suppose que uj converge en capacité versu € PSH(X,w)N
L>®(X) et j converge dans L'(X) vers ¢ € PSH(X,w)NL>®(X). Si il ex-
iste A > 0 tel que

MA(pj) < A x MA(uy), Vj,
Alors ¢; — ¢ en Cap,,. En particulier, M A(p;) converge faiblement vers
MA(p).

Lemme 3.4.5. Soient u,v;, ; des fonctions w-psh bornées et 0 < f;, g; des
fonctions densités bornées telles que

(w4 ddp;)" = fi(w+ ddu)" + gi(w + ddv;)"
pour tout 1 < i <n. Alors
(W ddp1) A A (w+ddpn) > (f1 - fu) 7 (w + ddu)™

Preuve:

Quand toutes les données sont lisses, alors le résultat est donné par le
Théoréeme 5 de [LGH9.

On suppose alors que u et les v; sont lisses. On considére dans L' les
suites de denstitées lisses et uniformément bornées f; et g qui sont des
approximations de f; et g; respectivement et qui sont normalisées de sorte
qu'il existe une unique fonction lisse ¢ ( Théoreme de Yau ) solution de
I’équation

(w+ddp;)" = [ (w+ ddu)™ + g5 (w + ddv;)".
Comme dans le cas lisse,
(W dd°Q) A+ A (w+ddpS) > (f5 -+ f2)n (w + dd°u)”.

D’apres les propriétés de stabilité, on a ¢§ qui converge en capacité vers ¢;
lorsque € — 0, donc on a l'inégalité.

On suppose maintenant que w est kahlérienne, que les densités f;, g; >
d > 0 sont quasi-continues et bornées en zéro et en infini et que u,v; ne
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sont plus lisses. On approxime u,v; par les suites décroissantes de fonctions
w-psh lisses u®, v§ et 'on résout 1'équation avec ¢

(w+ dd°f)" = eP i fi(w + dd°u®)" + gi(w + dd“vf)"]. (©)
On au®+ C < M + C ou C est une constante positive tel qu’on a

euS—&—C—api [fz(w +ddcua)n +gi(w —l—ddcvf)n] > eus—&—C’—Lpifi(w + ddcua)n
> (w+ ddu®)",
c’est-a-dire

6u6+ci%fi 2 1.

Dans ce cas, u® + C' est sur-solution de 1’équation (C) et par le principe de
comparaison on a ¢§ < u+C < M+ C.
SionprendM’—C’gi,Z):uTm—C’ ou C" > 0 est tel que

1 I
271461#—0 —¥i (wus + wvf)n

(Wu6 + wvf )nj

eV fi(w + ddu®)" + gi(w + dd°v$)"]

IA

A

c’est-a-dire 1

2n
Donec, du principe de comparaison on a,

Ae¥—C'—¢i < 1.

u® +v§

Y = —C' <.

Alors ¢ est uniformément bornée et converge en uniformément vers ;.
Comme f;, g; sont bornées, on peut trouver une constante A > 0 telle que

w+dd°pi)" < A(w + dd°(u® + v5)/2)".
K3 (3

(u®+vf)/2) converge en capacité vers (u+v;)/2 qui est w-psh bornée. D’apres
le Lemme 3.4.4, ¢5 — ¢ en capacité quand € ~\, 0.
On a

05 —0;

(W+ddPS) A+ A (w+dd°gs) > e 2 (fi -+ fo) 7 (w + ddu?)™. (D)

Comme les suites ¢ et u® convergent en capacité , le membre de gauche
de (D) converge vers (w + ddp1) A -+ A (w + ddp;) et celui de droite vers
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(fr-- fu) " (w + ddu)™.

En fin, on suppose que les densités f;, g; ne sont pas lisses. Donc on
les approche par les suites de densités continues et uniformément bornées
€,g5 > >0 qui convergent dans L! et résolvent I’équation

(w4 ddg5)" = 5T 9 f5 (w + dd°w)" + g5 (o + dd°v))").

u + C' est une sur-solution pour C' > 0 tel que 61‘+C*“’Z'J"Z-E > 1. en effet,
si telle est le cas

et tC—vi fi(w+ddu)”

OB (4 ddFu)" + 0+ ddv,)") >
> (w+ ddu)™.

PR ’ . . . . .
P = % est aussi sous-solution si on choisit C" > 0 de sorte que
/ . .
2%61”*0 ~¥: <1 avec A le max des bornes sup de f;, g%, puisque dans ce cas
on aura

Ae?=C i (w + ddy)"

eV fE (w + dd°u)” + g5 (w + ddv;)"] <
< (w + dd)"

On a alors ¢f est uniformément d’apres le principe de comparaison. Comme
dans les points précédents on a le résultat par passage a la limite. O
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Conclusion

L’approche variationnelle est une méthode efficace pour la résolution des
équations de Monge-Ampere complexes. Dans ce mémoire, apres avoir défini
les outils nécessaires et rappelé leurs propriétés, on a trouvé une fonctionnelle
Fy dont I’équation d’Euler-Lagrange est (0.0.1) et montré qu’elle admet des
points critiques (les points qui la maximisent,) qui sont les solutions de
I'équation (0.0.1). Ces solutions sont uniques dans les cas A < 0 et A = 0.

Le travail est plus simple pour le cas A < 0, puisque les fonctions w—psh
sont scs donc majorées et atteignent leur borne sup sur X qui est compact.

Dans le cas A = 0, c’est plus compliqué puisque les fonctions w—psh sont
majorées mais peuvent prendre la valeur —oo. C’est pourquoi, on a posé
des conditions supplémentaires sur la mesure p pour trouver une solution
sur £1(X, w), avant d’'utiliser les propriétés de convergences et de continuités
pour étendre I'existence et I'unicité de la solution sur £(X,w). On a montré
aussi l'existence des solutions de (0.0.1) sur EP(X,w), pour p > 0 dans le
cas A = 0.

Pour A > 0 c’est encore plus délicat. On commence dans ce cas & montrer
I'existence de solutions sur £1(X,w) lorsque u = fdV f € LP(X,pu), p > 1
avant de montrer qu’il existe des solutions pour une mesure de probabilité
mais avec la condition 0 < o, (w) < nA/(n+1).
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