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Introduction

Contexte

Le problème de l’existence d’une métrique canonique sur une variété kählé-
rienne compacte est un sujet d’actualité qui a fait l’objet de nombreux
travaux ces dernières années et qui continue de susciter plusieurs ques-
tions ouvertes importantes. Dans les années 50, E. Calabi a posé plusieurs
problèmes importants qui ont été à l’origine de ces questions. La célèbre
conjecture de Calabi prédit l’existante de métrique kählérienne à courbure
de Ricci prescrite. Plus généralement Calabi a défini plusieurs types de
métriques canoniques et a posé le problème de leur existence et leur unicité.
En particulier, il a conjecturé l’existence de métrique de Kähler-Einstein sur
une variété kählérienne compacte vérifiant certaines conditions topologiques
nécéssaires à l’existence de telles métriques.

E. Calabi a montré que l’existence de celles-ci se ramène à la résolution
de certaines équations de Monge-Ampère complexes sur une variété. Il a par
ailleurs indiqué une stratégie pour aborder la résolution de ces équations par
la méthode de continuité. Cette méthode est assez classique dans la théorie
des EDP non linéaires du second ordre et est basées sur des estimées à priori
mais sa mise en œuvre dans ce contexte est hautement non triviale.

En 1976, S. T. Yau a réussi à résoudre la conjecture de Calabi et T.
Aubin et S. T. Yau ont montré (indépendemment ) l’existence de métrique
de Kähler-Einstein sur une variété kählérienne compacte à courbure de Ricci
nulle ou négative.

Plus récemment, sous l’impulsion notamment des travaux de S. Koldziej
et U. Cegrell, les méthodes provenant de la théorie du pluripotentiel ont fait
apparition dans ce domaine et y ont été adaptées avec un certain succès.

En effet, il s’avère que ces questions de Géométrie kählérienne se posent
également dans le cadre de certaines variétés kählériennes singulières qui
apparaissent comme des modèles canoniques ou minimaux dans la classifi-
cation des variétés projectives complexes. Dans ce cadre, les équations de
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Monge-Ampère qui apparaissent sont dégénérées de sorte que les méthodes
provenant des EDP (méthode de continuité ) ne suffisent pas à les aborder.
C’est là que la théorie du pluripotentiel intervient pour proposer un cadre
plus souple dans lequel la notion de solution faible fait sens et permet une
approche plus efficace.

L’une des méthodes développées dans ce cadre est l’approche variation-
nelle. Le sujet de ce mémoire est intitulé ”Une approche variationnelle aux
équtions de Monge-Ampère complexes ” et fait l’objet du troisième chapitre
de ce document.

Plan du mémoire

Ce mémoire n’est pas un travail original et a pour but d’écrire avec plus de
détail le chapitre 11 de [GZ17]. Cependant il est constitué de trois chapitres.

Le premier chapitre porte sur l’étude des fonctions plurisousharmoniques
et des fonctions quasi-plurisousharmoniques. Il comporte deux sections.
Dans la première section, on étudie les propriétés de base des fonctions
plurisousharmoniques. La deuxième section s’intéresse au comportement
local de ces fonctions qui ont un sens global. Mais un problème s’impose
puisque d’après le principe du maximum, sur une variété compacte X, il
n’existe pas de fonctions plurisousharmoniques en dehors des constantes.
Pour contourner ce problème, on introduit la notion de fonctions quasi-
plurisousharmoniques qui va permettre d’étudier localement les fonctions
plurisousharmoniques sur une variété compacte.

Dans le second chapitre, on introduit les outils pour la résolution des
équations de Monge-Ampère complexes. On étudie d’abord les opérateurs
de Monge-Ampère complexes pour les fonctions plurisousharmoniques lo-
calement bornées comme dans [BT82] avant de les étendre aux fonctions
non bornées par les approximations canoniques comme dans [GZ07]. On
introduit aussi la notion de capacité et les classes d’énergie finie qui vont
servir d’espace de travail pour l’approche variationnelle.

Le trosième et dernier chapitre intitulé méthode variationnelle est le cœur
du mémoire. On va résoudre l’équation de Monge-Ampère

MA(ϕ) = e−λϕµ. (0.0.1)

Ici, ϕ est une fonction ω−plurisousharmonique sur une variété kählérienne
compacte X et appartenant à la classe E1(X,ω), où ω est une forme semi-
positive et grosse. λ ∈ R et µ une mesure non pluripolaire. Les solu-
tions dépendront de la valeur de λ et des propriétés de la mesure µ. Le
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principe consiste à interpréter (0.0.1) comme l’équation d’Euler-Lagrange
(i.e. l’équation des points critiques ) d’une fonctionnelle Fλ définie sur
l’espace E1(X,ω). Il s’agira d’étudier les propriétés de cette fonctionnelle
sur cet espace pour montrer qu’elle atteint son maximum en un point qui sera
la solution faible de (0.0.1) sous des conditions résonnables sur les données.
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Chapter 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, qui fait un rappel des propriétés de base des fonctions
plurisousharmoniques et quasi-plurisousharmoniques, on ne donnera pas
toutes les preuves puisqu’elles sont dans le livre de référence [GZ17]. Pour
ce qui est de la notion de courant, on renvoie le lecteur à [GZ17] et [Dem92]
qui sont d’une grande clarté.

1.1 Fonctions plurisousharmoniques

1.1.1 Fonctions sousharmoniques

On rappelle ici quelques propriétés de base des fonctions sousharmoniques
sur R2 ' C. Elles sont caractérisées par les inégalités de la moyenne.
Soit Ω ⊂ C un domaine.

Définition 1.1.1. Une fonction u : Ω → [−∞,+∞[ est sous-harmonique
si elle est semi-continue supérieurement sur Ω et pour tout a ∈ Ω, il existe
0 < ρ(a) < dist(a, ∂Ω) tel que , pour tout 0 < r < ρ(a),

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ)dθ. (1.1.1)

On rappelle qu’une fonction u est semi-continue supérieurement ( s.c.s
en abrégé ) sur Ω si pour tout c ∈ R, les sous-ensembles de niveau {u < c}
sont des ouverts de Ω.

La sous-harmonicité est une propriété locale. Par semi-continuité supérieure,
une fonction sousharmonique est bornée supérieurement sur tout sous-ensemble
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compact K ⊂ Ω et atteint son maximum sur K. Elle peut prendre la valeur
−∞ en des points. Avec notre définition, la fonction qui est identiquement
égale à −∞ est sousharmonique sur Ω.

On va montrer dans la suite que si u est sousharmonique sur un domaine
Ω et non identiquement −∞, alors u ∈ L1

loc(Ω), donc l’ensemble {u = −∞}
est de mesure de Lebesgue nulle dans C. On l’appelle l’ensemble polaire de
u.

Le maximum de deux fonctions sousharmoniques est sousharmonique; il
en est de même qu’une combinaison convexe de fonctions sousharmoniques.

Proposition 1.1.2. Soit Ω ⊂ C un domaine.

(1) Si u : Ω→ [−∞,+∞[ est sousharmonique sur Ω et χ : I → R est une
fonction convexe croissante sur un intervalle I contenant u(Ω), alors
χ ◦ u est sousharmonique sur Ω.

(2) Soit (uj)j∈N une suite de fonctions sousharmoniques décroissantes sur
Ω. Alors u := limuj est sousharmonique sur Ω.

(3) Soit (uj)j∈N une suite de fonctions sousharmoniques sur Ω, qui sont
localement bornées supérieurement sur Ω et soit (εj) ∈ RN telle que∑

j∈N εj < +∞. Alors u :=
∑

j∈N εjuj est sousharmonique sur Ω.

(4) Soit (X, T ) un espace mesurable, µ une mesure positive sur (X, T ), et
E(z, x) : Ω×X → [−∞,+∞[ une fonction mesurable telle que

i) pour µ-p.p. x ∈ X, z 7→ E(z, x) est sousharmonique sur Ω,

ii) pour tout z0 ∈ Ω, il existe un voisinage D de z0 dans Ω et g ∈
L1(µ) tels que E(z, x) ≤ g(x) pour tout z ∈ D et µ-p.p. x ∈ X.

Alors z 7→ U(z) :=
∫
X E(z, x)dµ(x) est sousharmonique.

Pour la preuve ( Voir [GZ17] ).

Exemple 1.1.3.

1. Soient a ∈ C fixé et c > 0. Alors la fonction z 7→ c log |z − a| est
sousharmonique.
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2. soient (aj) ∈ CN une suite bornée et εj > 0 des réels positifs tels que∑
j εj < +∞. La fonction

z 7→ u(z) :=
∑
j

εj log |z − aj |

est une fonction sousharmonique localement intégrable dans C. Si la
suite (aj) est dense sur un domaine Ω, d’après la théorie des catégories
de Baire, l’ensemble polaire {u = −∞} est dénombrable, donc de
mesure de Lebesgue nulle. Tout point a ∈ Ω \ {u = −∞} est un point
de discontinuité de u: la fonction u est finie en a, mais elle n’est pas
localement bornée en dehors de a.

Le résultat suivant généralise le premier point de l’exemple ci dessus:

Proposition 1.1.4. Soit f : Ω → C une fonction holomorphe avec f 6≡ 0
sur Ω. Alors log |f | est une fonction sousharmonique sur Ω.
En particulier, pour chaque α > 0, |f |α est une fonction sousharmonique
sur Ω. L-ensemble polaire de log |f | cöıncide avec l’ensemble des zéros de f.

Preuve:
On voit que si u := log |f |, alors {u = −∞} = {f = 0}. Pour chaque c ∈ R,
{u < c} = {|f | < ec} est ouvert. Donc u est s.c.s. dans Ω.

Si a ∈ Ω et u(a) = −∞, alors l’inégalité de sous-moyenne (2.1.1) est
triviale.

Si a ∈ Ω et u(a) > −∞, alors f(a) 6= 0. Comme f est continue alors il
existe r > 0 assez petit tel que f(z) 6= 0 pour |z−a| < r. Il en suit que log |f |
est une branche continue de log f sur D(a, r). Elle est donc holomorphe sur
le disque D(a, r). Alors la concavité du logarithme et la propriété de la
moyenne donnent le résultat.

En posant χ(t) := eαt qui est une fonction convexe croissante sur R ∪
{−∞}, alors |f |α = χ(log |f |) est sousharmonique sur Ω. �

On va donner la propriété de monotonie de la valeur moyenne d’une
fonction sousharmonique:

Proposition 1.1.5. Soient u une fonction sousharmonique, a ∈ Ω et on
pose δ(a) := dist(a, ∂Ω). Alors la valeur moyenne

r 7→MA(a, r) :=
1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ)dθ,

est croissante et continue sur [0, δ(a)[; elle converge vers u(a) quand r → 0.
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Corollaire 1.1.6. Si u est sousharmonique sur Ω, a ∈ Ω, et 0 < r < δ(a),
alors

u(a) ≤ 1

πr2

∫
D(a,r)

u(z)dV (z),

où dV est la mesure de Lebesgue sur R2. Pour tout a ∈ Ω,

u(a) = lim
r→0+

1

πr2

∫
D(a,r)

u(z)dV (z).

En particulier, si u et v sont des fonctions sousharmoniques sur Ω telles
que u ≤ v presque partout sur Ω, alors u ≤ v partout sur Ω.

On va donner une propriété fondamentale des fonctions sousharmoniques
qui est une généralisation du principe du maximum déja connu pour les
fonctions holomorphes ( plus précisément leur module ).

Théorème 1.1.7. On suppose que u est sousharmonique sur Ω.

1. Si u admet un maximum local en un point a ∈ Ω, alors u est constante
sur un voisinage de a.

2 Pour chaque sous-domaine borné D b Ω, on a

max
D̄

u = max
∂D

u.

De plus, u(z) < max∂D u pour tout z ∈ D sauf si u est constante sur D.

Corollaire 1.1.8. Soient Ω b C un domaine borné et u une fonction
sousharmonique sur Ω. On suppose que lim supz→ξ u(z) ≤ 0 pour tout ξ ∈
∂Ω. Alors u ≤ 0 sur Ω.

On rappelle que l’opérateur laplacien sur C ' R2 est donné par

4 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4

∂2

∂z∂z̄
.

On a alors le principe de comparaison:

Corollaire 1.1.9. Soient Ω b C un domaine borné et u, v des fonctions
sousharmoniques dans L1

loc(Ω) tels que:

i) pour tout ξ ∈ ∂Ω, lim infz→ξ(u(z)− v(z)) ≥ 0;
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ii) 4u ≤ 4v au sens faible des mesures de Radon sur Ω.

Alors u ≥ v sur Ω.

On va énoncer un résultat crucial qui relie la notion de sousharmonicité
à une propriété de différentiabilité et connu sous le nom de théorème de
représentation de Riesz:

Proposition 1.1.10. Soit u est une fonction sousharmonique sur un do-
maine Ω telle que u 6≡ −∞. Alors la distribution 4u ≥ 0 est positive: pour
chaque fonction test positive ϕ ∈ D+(Ω),

〈4u, ϕ〉 =

∫
Ω
u4ϕdV ≥ 0.

Réciproquement, si T ∈ D′(Ω) est une distribution telle que 4T ≥ 0,
alors il existe une unique fonction sousharmonique u non identiquement
−∞ sur Ω telle que Tu = T.

Preuve:
On suppose en premier que u est lisse sur Ω. D’après la formule de Taylor,

4u(a) = lim
r→0+

2

r2

(
1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθ)dθ − u(a)

)
.

Comme u est sousharmonique, alors le membre de droite est positive et donc
4u ≥ 0 sur Ω.
D’après la Proposition 1.1.19, u ∈ L1

loc(Ω), donc on peut la régularisée par
convolution en posant uε = u?ρε pour ε > 0 et (ρε) une famille de noyaux ra-
diaux régularisants. Les fonctions uε sont lisses et sousharmoniques comme
combinaison convexe de fonctions sousharmoniques , donc on en déduit que
4uε ≥ 0. De plus elles convergent vers u dans L1

loc. Donc 4u ≥ 0

En intégrant en coordonnées polaires on a

uε(a) = u ? ρε(a) =

∫ 1

0
rρ(r)dr

∫ 2π

0
u(a+ εreiθ)dθ

qui est croissante d’après Proposition 1.1.5 et en utilisant la propriété sur
les noyaux radiaux, cette quantité converge d’après le Corollaire 1.1.6 vers
u.

Soit T une distribution sur Ω et (ρε)ε>0 une famille de noyaux radiaux
régularisants. Alors vε = T ? ρε est une fonction lisse et 4vε = (4T ) ? ρε.
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Donc vε est une fonction sousharmonique sur Ωε. Soit ε > 0 assez petit,
comme vε est sousharmonique alors η 7→ (vε ? ρη) est croissante sur Ωε+η :=
{z ∈ Ω | dist(z, ∂Ω) > ε + η}. On a par symétrie vε ? ρη = vη ? ρε sur
Ωε+η pour ε, η > 0 assez petit. Donc pour chaque η > 0 assez petit fixé,
ε 7→ vε ?ρη est aussi croissante pour ε assez petit et converge vers vε lorsque
η → 0+. Donc ε 7→ vε est croissante.

Puisque ε 7→ vε est croissante en ε > 0 alors elle converge vers une
une fonction sousharmonique quand ε ↘ 0. Par le théorème de conver-
gence monotone, Tu = T comme distribution, donc u 6≡ −∞. Comme deux
fonctions localement intégrables égales au sens des distributions sont égales
presque partout, d’après le Corollaire 1.1.6 on a l’unicité sur u. �

1.1.2 Fonctions plurisousharmoniques

Soit Ω un domaine de Cn.

Définition 1.1.11. Une fonction u : Ω → [−∞,+∞[ est plurisoushar-
monique si elle est semi-continue supérieurement et pour toute droite com-
plexe Λ ⊂ Cn, la restriction u|Λ∩Ω est sousharmonique sur Ω ∩ Λ.

Cette dernière propriété peut être reformulée comme suit: pour tout
a ∈ Ω, ξ ∈ Cn avec |ξ| = 1, et r > 0 tels que B̄(a, r) ⊂ Ω,

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ reiθξ)dθ. (1.1.2)

Tous les résultats de base qu’on a établis pour les fonctions soushar-
moniques sont aussi valables pour les fonctions plurisousharmoniques.

Proposition 1.1.12.

(1) Si u : Ω → [−∞,+∞[ est plurisousharmonique sur Ω et χ est une
fonction réelle convexe croissante sur un intervalle contenant u(Ω),
alors χ ◦ u est plurisousharmonique sur Ω.

(2) Soit (uj)j∈N une suite décroissantes de fonctions plurisousharmoniques
sur Ω. Alors u := limuj est plurisousharmonique sur Ω.

(3) Soit (X, T ) un espace mesurable, µ une mesure positive sur (X, T ), et
E(z, x) : Ω×X → [−∞,+∞[ une fonction telle que
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i) pour µ-p.p. x ∈ X, z 7→ E(z, x) est plurisousharmonique sur Ω,

ii) pour tout z0 ∈ Ω, il existe r > 0 et g ∈ L1(µ) tels que pour tout
z ∈ B(z0, r) et E(z, x) ≤ g(x) pour µ-p.p. x ∈ X.

Alors z 7→ V (z) :=
∫
X E(z, x)dµ(x) est plurisousharmonique.

On rappelle qu’une fonction f : z = (z1, · · · , zn) ∈ Ω 7→ f(z) ∈ C
continue est holomorphe si elle satisfait les équations de Cauchy-Riemann
∂f/∂z̄j = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ n.

Proposition 1.1.13. Soient Ω ⊂ Cn un domaine de Cn et f une fonction
holomorphe telles que f 6≡ 0 sur Ω. Alors log |f | est plurisousharmonique
sur Ω. De plus, pour chaque α > 0, |f |α est plurisousharmonique.

Proposition 1.1.14. Soit u une fonction plurisousharmonique sur un do-
maine Ω. Soit v une fonction plurisousharmonique sur un sous-domaine
relativement compact Ω′ ⊂ Ω. Si u ≥ v sur ∂Ω′, alors la fonction

z 7→ w(z) =

{
max[u(z), v(z)], si z ∈ Ω′,
u(z), si z ∈ Ω \ Ω′,

est plurisousharmonique sur Ω.

Preuve:
C’est clair que w(z) est semi-continue supérieurement. En remplaçant v par
v−ε, on obtient u > v−ε dans un voisinage de ∂Ω′ la fonction wε correspon-
dante est plurisousharmonique. Quand ε↘ 0, on a wε ↗ w donc w satisfait
la propriété de la sous-moyenne. Elle est alors plurisousharmonique sur
Ω. �
On donne maintenant les inégalités de sous-moyenne qui résultent de celles
analogues en une variable complexe.

Proposition 1.1.15. Soit u : Ω → [−∞,+∞[ une fonction plurisoushar-
monique. Pour a ∈ Ω fixé, on pose δ(a) := dist(a, ∂Ω). Alors

1. l’inégalité de sous-moyenne surfacique sur la sphère donne: pour 0 <
r < δ(a),

u(a) ≤
∫
|ξ|=1

u(a+ rξ)dσ(ξ), (1.1.3)

où dσ est la mesure d’aire normalisée sur la sphère unité S2n−1 ⊂ Cn;
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2. l’inégalité de sous-moyenne volumique donne: pour 0 < r < δ et toute
fonction croissante continue à droite γ sur [0, r] avec γ(0) = 0,

u(a) ≤ 1

γ(r)

∫ r

0
dγ(s)

∫
|ξ|=1

u(a+ sξ)dσ(ξ); (1.1.4)

3. l’inégalité de sous-moyenne sur le tore donne: 0 < r < δ(a)/
√
n,

u(a) ≤
∫
Tn
u(a+ rξ)dτn(ξ), (1.1.5)

où dτn est la mesure de Lebesgue normalisée sur la tore Tn.

D’après la Proposition 1.1.19 ci-dessous, toutes ces intégrales sont bien
définies.

Remarque 1.1.16. Soit u une fonction plurisousharmonique sur Ω de
R2n ' Cn. En passant aux coordonnées polaires et en utilisant (1.1.4), on a

u(a) ≤ 1

κ2n

∫
|ζ|<1

u(a+ rζ)dV (ζ), (1.1.6)

où κ2n est le volume de la boule unité de Cn.

Définition 1.1.17. On note PSH(Ω) le cône convexe de l’ensemble des
fonctions plurisousharmoniques u sur Ω et telles que u|Ω 6≡ −∞.

Définition 1.1.18. Un ensemble est dit localement pluripolaire s’il est
localement inclus dans l’ensemble polaire {u = −∞} d’une fonction u ∈
PSH(Ω).

L’important résultat d’intégrabilité suivant résulte des inégalités de sous-
moyenne:

Proposition 1.1.19.
PSH(Ω) ⊂ L1

loc(Ω).

De plus, la restriction de u ∈ PSH(Ω) à toute sphère euclidienne ( resp.
tout tore ) contenue dans Ω est intégrable par rapport à la mesure d’aire de
la sphère ( resp. du tore ).

En particulier, l’ensemble polaire P := {u = −∞} est de volume nulle
dans Ω et son intersection avec toute sphère eucleudienne ( resp. tout tore
) a une mesure nulle par rapport à la mesure d’aire correspondante.
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Preuve:
Soit u ∈ PSH(Ω) fixé. On note G l’ensemble des points a tels que u est
intégrable dans un voisinage de a.

Puisque u 6≡ −∞, il existe a ∈ Ω tel que u(a) > −∞. Il résulte de
l’inégalité de la moyenne que pour tout 0 < r < dist(a, ∂Ω),

−∞ < κ2nr
2nu(a) ≤

∫
B(a,r)

u(z)dV (z).

Comme u est majoré sur B(a, r) b Ω, alors u ∈ L1(B(a, r)). En particulier,
a ∈ G, donc G 6= ∅.

Soit maintenant b ∈ Ω et b ∈ ∂G et soit r > 0 tel que B(b, r) b Ω.
Donc il existe a ∈ G ∩ B(b, r). Comme u est localement intégrable dans un
voisinage de a, il existe a′ proche de a dans B(b, r) tel que u(a′) > −∞ donc
u ∈ L1(B(a′, r)). Comme b ∈ B(a′, r), b ∈ G et G est fermé.
G est ouvert par définition, fermé et non vide, par connexitéG = Ω. �

Proposition 1.1.20. Pour u ∈ PSH(Ω) fixé, on pose δΩ(a) := dist(a, ∂Ω).
On fixe γ une fonction croissante continue à droite telle que γ(0) = 0. Alors

r 7→Mγ(a, r) :=
1

γ(r)

∫ r

0
dγ(s)

∫
|ξ|=1

u(a+ sξ)dσ(ξ),

est une fonction continue croissante sur [0, δΩ(a)[ qui converge vers u(a)
quand r → 0.

Corollaire 1.1.21. Soient u ∈ PSH(Ω), a ∈ Ω et 0 < r < δΩ(a). Alors

u(a) ≤ 1

κ2n

∫
|ζ|≤1

u(a+ rζ)dλ(ζ) ≤
∫
|ξ|=1

u(a+ rξ)dσ(ξ).

Le résultat suivant va être utile dans la suite.

Corollaire 1.1.22. Soient u, v ∈ PSH(Ω) tels que u = v presque partout.
Alors u ≡ v.

Preuve:
On suppose que u, v ∈ PSH(Ω) sont égales presque partout. Alors pour
a ∈ Ω, on a

u(a) = lim
r→0

1

κ2n

∫
|ζ|≤1

u(a+ rζ)dλ(ζ) = lim
r→0

1

κ2n

∫
|ζ|≤1

v(a+ rζ)dλ(ζ) = v(a).�

On muni PSH(Ω) de la topologie L1
loc(Ω).
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Proposition 1.1.23. La fonction d’évaluation

(u, z) ∈ PSH(Ω)× Ω 7→ u(z) ∈ R ∪ {−∞}

est semi-continue supérieurement.
En particulier, si U ⊂ PSH(Ω) est une famille compacte de fonctions

plurisousharmoniques, son enveloppe supérieure

U := sup{u | u ∈ U}

est semi-continue supérieurement, donc plurisousharmonique sur Ω.

Ce résultat est faux pour une famille de fonctions psh qui est seulement
relativement compacte. Par contre sa régularisée semi-continue supérieure
est plurisousharmonique:

Proposition 1.1.24. Soit (ui)i∈I une famille de fonctions plurisoushar-
moniques dans un domaine Ω, qui est localement uniformément majorée
sur Ω, et soit u := supi∈I ui son enveloppe supérieure. Alors la régularisée
semi-continue supérieure

z 7→ u∗(z) := lim sup
Ω3z′→z

u(z′) ∈ R ∪ {−∞}

est plurisousharmonique sur Ω et {u < u∗} est de mesure de Lebesgue nulle.

Théorème 1.1.25. Soit (uj) une suite de fonctions dans PSH(Ω) qui est
localement uniformément bornée supérieurement sur Ω.

1. Si (uj) ne converge pas localement uniformément vers −∞ sur Ω, alors
elle admet une sous-suite qui converge vers u ∈ PSH(Ω) dans L1

loc(Ω).
2. Si uj → U sur D′(Ω), alors la distribution U est définie par une unique

fonction u ∈ PSH(Ω). De plus

• uj → u dans L1
loc(Ω);

• lim supuj(z) ≤ u(z) pour tout z ∈ Ω, avec égalité presque partout sur
Ω;

• Pour tout ensemble compact K et toute fonction continue h sur K,

lim sup max
K

(uj − h) ≤ max
K

(u− h).

Le dernier point est appelé Lemme de Hartogs et si K est régulier, on a

lim sup max
K

(uj − h) = max
K

(u− h).

17



Corollaire 1.1.26. L’espace PSH(Ω) est un sous-ensemble convexe fermé
de L1

loc(Ω). Il a la propriété de Montel: tout sous-ensemble borné dans
PSH(Ω) est relativement compact.

On termine cette section par ce résultat d’intégrabilité des fonctions
plurisousharmoniques:

Théorème 1.1.27. Soit (uj) une suite de fonctions dans PSH(Ω) qui con-
verge dans L1

loc vers u ∈ PSH(Ω). Alors

1. la suite est localement uniformément bornée supérieurement;

2. uj → u dans Lploc pour tout p ≥ 1;

3. les gradients Duj convergent dans Lqloc vers Du pour tout q < 2.

Ce théorème combiné avec le Théorème 1.1.25 montrent que

PSH(Ω) ⊂ Lploc ⊂ D
′(Ω)

et la topologie faible des distributions sur Ω cöıncide avec la topologie de
Lploc sur PSH(Ω) pour tout p ≥ 1.

1.2 Fonctions quasi-plurisousharmoniques

1.2.1 Fonctions quasi-plurisousharmoniques

Même si la notion de fonction plurisousharmonique a un sens global, on
s’intéresse au comportement local de ces fonctions. Cependant, il résulte du
principe du maximum que sur une variété compacte X, il n’existe pas de
fonction globalement plurisousharmonique autre que les constantes.
Pour contourner ce problème, on va essayer de rendre cette notion locale:

Définition 1.2.1. Soit (X,ω) une variété Kählérienne compacte. On dit
qu’une fonction ϕ sur X est quasi-plurisousharmonique ( qpsh en abrégé )
si elle s’écrit localement comme somme d’une fonction psh et d’une fonction
lisse.

Toute fonction qpsh ϕ est Aω-psh pour A > 0 assez grand, c’est-à-dire,
Aω + ddcϕ ≥ 0 au sens faible des courants. Donc on a ddcϕ ≥ −Aω. Par
rééchelonnement, on peut supposer que A = 1. On suppose aussi que ω est
semi-positive et grosse, c.à.d., que le volume

V = Vω = Volω(X) :=

∫
X
ωn > 0.
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On note PSH(X,ω) l’espace des fonctions ω-psh (ω-psh ),c.à.d., les fonc-
tions ϕ ∈ L1(X,R ∪ {−∞}) qui s’écrivent localement comme somme d’une
fonction lisse et d’une fonction psh telles que

ω + ddcϕ ≥ 0

au sens faible des courants positifs sur X. Comme X est compacte, les
fonctions ω-psh atteignent leur borne supérieure sur X, puisqu’elles sont
s.c.s.. On note que PSH(X,ω) est un ensemble convexe fermé de L1(X).

Proposition 1.2.2. 1) Si ω1 ≤ ω2, alors PSH(X,ω1) ⊂ PSH(X,ω2).

2) Pour tout A ∈ R∗+, PSH(X,Aω) = APSH(X,ω).

3) Si ω′ est cohomologue à ω, ω′ = ω + ddcχ, alors

PSH(X,ω′) = PSH(X,ω)− χ.

4) Si ϕ,ψ ∈ PSH(X,ω), alors

max(ϕ,ψ) ,
ϕ+ ψ

2
∈ PSH(X,ω) et log

(
eϕ + eψ

)
∈ PSH(X,ω) si ϕ, ψ ≤ 0.

Proposition 1.2.3. Soit T{ω}(X) l’ensemble des courants positifs ω′ de
bidegré (1, 1) sur X qui sont cohomologues à ω. Alors

PSH(X,ω) ' T{ω}(X)⊕ R.

Cette proposition affirme que toute fonction ω-psh normalisée s’injecte
dans l’ensemble de T{ω}(X) qui est compact pour la topologie faible des
courants. c’est aussi l’origine de plusieurs résultats dans la suite: la famille
des fonctions ω-psh normalisées forme un ensemble compact.

Proposition 1.2.4. Soit (ϕj) ∈ PSH(X,ω)N.
1. Si (ϕj) est uniformément bornée supérieurement sur X, alors soit ϕj

converge uniformément vers −∞ sur X ou bien la suite (ϕj) est relativement
compacte dans L1(X).

2. Si ϕj → ϕ dans L1(X), alors ϕ cöıncide presque partout avec une
unique fonction ϕ∗ ∈ PSH(X,ω). De plus,

lim supϕj(x) ≤ ϕ∗(x),

avec égalité en dehors d’un ensemble pluripolaire, et

lim
j→+∞

sup
X
ϕj = sup

X
ϕ∗.

19



3. En particulier, si ϕj est décroissante, alors soit ϕj → −∞ ou bien ϕ =
limϕj ∈ PSH(X,ω). De même, si ϕj est croissante et uniformément ma-
jorée, alors ϕ = (limϕj)

∗ ∈ PSH(X,ω), où ∗ est l’enveloppe de régularisé
semi-continue supérieure.

4. Si ϕj → ϕ au sens faible des distributions, alors ϕ cöıncide presque
partout avec une unique fonction ϕ∗ ∈ PSH(X,ω) et ϕj → ϕ∗ dans Lp pour
p > 1. De plus, φj := (supl≥j ϕl)

∗ décroit vers ϕ∗.

Le second point est appelé Lemme de Hartogs.

Proposition 1.2.5. La famille

P0 := {ϕ ∈ PSH(X,ω) | sup
X
ϕ = 0}

est un sous-ensemble compact de PSH(X;ω).
Si µ est une mesure de probabilité telle que PSH(X,ω) ⊂ L1(µ), alors

Pµ :=

{
ϕ ∈ PSH(X,ω) |

∫
X
ϕdµ = 0

}
est un sous-ensemble relativement compact de PSH(X,ω). En particulier,
il existe Cµ tel que pour tout ϕ ∈ PSH(X,ω),

−Cµ + sup
X
ϕ ≤

∫
X
ϕdµ ≤ sup

X
ϕ.

Preuve:
D’après le Lemme de Hartogs P0 est un sous-ensemble fermé de PSH(X,ω)
et du point 1. de la Proposition 1.2.4 il est relativement compact. Donc P0

est compact.
Soit (ϕj) ∈ PN

µ . Alors ψj := ϕ−supX ϕj est dans P0 qui est relativement
compact.

On suppose en premier que µ est lisse. Soit ψjk une sous-suite de ψj
qui converge dans L1(X) vers ψ. Alors ψjkµ → ψµ dans le sens faible des
mesures négatives. Donc

∫
X ψjkdµ→

∫
X ψdµ > −∞, puisque PSH(X,ω) ⊂

L1(µ). Ainsi (
∫
X ψjdµ) est bornée. On a∫
X
ψjdµ =

∫
X
ϕjdµ−

∫
X

sup
X
ϕjdµ = − sup

X
ϕj .

Donc (supX ϕj) est bornée. Comme
∫
X ϕjdµ = 0, alors du point 1. de la

Proposition 1.2.4, (ϕj) est relativement compacte.
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Si µ n’est pas lisse, on suppose par absurde que
∫
X ψjdµ→ −∞. Quitte à

extraire une sous-suite, on suppose que
∫
X ψjdµ ≤ −2j . Soit ψ =

∑
j≥1 2−jψj

qui est la limite d’une suite décroisante de fonctions ω-psh. D’après la point
3 de la Proposition 1.2.4, ψ ∈ PSH(X,ω) ou bien ψ ≡ −∞. D’après la cas
lisse, si dV est une mesure de probabilité lisse sur X, on a

∫
X ψdV > −∞,

donc ψ ∈ PSH(X,ω). Ainsi, ψ ∈ PSH(X,ω) et par le théorème de conver-
gence monotone, −∞ =

∑
j≥1

∫
X ψjdµ =

∫
X ψdµ qui est la contradiction

cherchée.
On a donc (

∫
X ψjdµ) est qui bornée et la preuve est finie. �

Exemple 1.2.6. On rappelle que la classe de Lelong est l’ensemble convexe
des fonctions plurisousharmoniques définies sur Cn par

L(Cn) := {u ∈ PSH(Cn) | u(z) ≤ 1

2
log[1 + |z|2] + Cu}

où Cu est une constante qui dépend de u ( voir [Lel68] ). On sait que
(X,ω) = (CPn, ωFS), où ωFS est la forme kählérienne de Fubini-Study, est
une variété kählérienne compacte.

D’après [BT88, AAZ18], il y a correspondance bijective entre PSH(CPn, ωFS)
et L(Cn). En effet,

en considérant l’hyperplan à l’infini

H∞ := {ζ ∈ CPn | ζ0 = 0} ' CPn−1,

on peut écrire CPn = U0 ∪H∞, avec U0 = CPn \H∞.
Ainsi, pour u ∈ L(Cn), on lui associe la fonction définie sur U0 par

φu(ζ) := u(z1, · · · , zn)− 1

2
log[1 + |z|2],

avec z := z0 = (ζ1/ζ0, · · · , ζn/ζ0).
La fonction φu est bornée supérieurement (par définition de L(Cn) ) au

voisinage de H∞. H∞ = {0}×CPn−1 est pluripolaire car c’est un ensemble
analytique propre. Donc en posant

φu(0, ζ ′) = lim sup
U03ζ→(0,ζ′)

φu(ζ), ζ ′ ∈ CPn−1,

on prolonge φu en une fonction ωFS-psh sur CPn. Alors on a une application
bien définie

L(Cn) 3 u 7→ φu ∈ PSH(CPn, ωFS).

C’est une bijection et sa réciproque est donnée pour φ ∈ PSH(CPn, ωFS),
par

uφ(z) := φ([1, z]) +
1

2
log[1 + |z|2].
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1.2.2 Intégrabilité des fonctions qpsh

Puisque les fonctions plurisousharmoniques sont dans Lploc pour p ≥ 1, alors
les fonctions qpsh sont dans Lp. De même les fonctions qpsh ont leur gradient
dans Lq pour q < 2.

On va dans cette section, donner un important résultat qui va beaucoup
servir dans la suite. Pour les propriétés des nombres de Lelong Voir [GZ17,
Zer01].

Définition 1.2.7. Soit u une fonction plurisousharmonique définie au voisi-
nage de l’origine de Cn. On appelle nombre de Lelong de u en 0, le nombre

ν(u, 0) := lim
r→0+

supB(r) u

log r

On voit donc que si u est une fonction lisse alors ν(u, 0) = 0. Le nombre
de Lelong en 0 d’une fonction psh est invariant par les changements de cartes
locales (voir [GZ17], chapitre 2). Donc on peut définir le nombre de Lelong
d’une fonction qpsh sur X. On note ν(u, x) le nombre de Lelong en x ∈ X
de la fonction qpsh u.

Lemme 1.2.8. Le nombre

ν({ω}) := sup{ν(ϕ, x) | x ∈ X, ϕ ∈ PSH(X,ω)} < +∞

est fini et dépend uniquement de la classe de cohomologie de ω.

On termine ce chapitre par le théorème d’intégrabilité uniforme de Skoda
( voir [GZ07, Zer01]) qu’on utilisera dans la suite.

Théorème 1.2.9. Si A < 2(ν({ω}))−1, alors e−Aϕ ∈ L1(X). De plus,

sup

{∫
X
e−AϕdV | sup

X
ϕ = 0

}
< +∞.
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Chapter 2

Opérateurs de
Monge-Ampère

L’opérateur de Monge-Ampère complexe est l’opérateur

ϕ 7→ (ddcϕ)n

qui associe à chaque fonction plurisousharmonique donnée, une mesure de
Radon positive.

Lorsque ϕ est C2 sur Ω,

(ddcϕ)n = cndet(
∂2ϕ

∂zj∂z̄k
)dVc.

Lorsque ϕ n’est C2 sur Ω, on utilise la théorie de Bedford et Taylor
[BT82].

Dans ce chapitre, on va donner les éléments de base pour la résolution
des équations de Monge-Ampère complexes. On commence par une étude lo-
cale avec les fonctions plurisousharmoniques bornées comme dans la théorie
de Bedford et Taylor avant de faire une généralisation de la notion de
l’opérateur de Monge-Ampère complexe sur les fonctions quasi-plurisoushar-
moniques bornées. On définira la notion de capacité de Monge-Ampère com-
plexe et les propriétés de continuité et de convergences de cet opérateur. On
donnera les principes du maximum et de comparaison. On va terminer avec
les classes d’énergie sur lesquelles on va étendre la définition de l’opérateur
sur les fonctions qpsh non bornées et toutes ses propriétés dans le cadre
local. On fera la résolution des équations de Monge-Ampère complexes sur
les classes d’énergie.
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2.1 Courants de type Monge-Ampère

Définition 2.1.1. Soit T un courant positif fermé de bidegré (p, p) sur un
domaine Ω ⊂ Cn et u ∈ PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω). Alors ddcu ∧ T est un courant
de bidegré (p+ 1, p+ 1) définie par

ddcu ∧ T := ddc(uT ),

i.e.,
〈ddcu ∧ T, ψ〉 = 〈uT, ddcψ〉,

pour toute forme lisse ψ de bidegré (q, q), avec q := n− p− 1.

Comme u est localement bornée inférieurement, quitte à ajouter une
constante, on peut supposer que u ≥ 0. Il en résulte que u2 est phs, donc
ddcu2 ∧ T est un courant positif fermé et est bien défini si u est lisse.

Définition 2.1.2. Soit u ∈ PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω). On pose

du ∧ dcu ∧ T :=
1

2
ddc(u−m)2 ∧ T − (u−m)ddcu ∧ T,

où m est la borne inférieure de u sur Ω. C’est un courant positif.

Proposition 2.1.3. Soit (uj) une famille de fonctions psh localement bornée
sur Ω et qui décroit vers u ∈ PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω). Alors

duj ∧ dcuj ∧ T → du ∧ dcu ∧ T, ddcuj ∧ T → ddcu ∧ T,

au sens faible des courants sur Ω.
En particulier, ddcu∧ T et du∧ dcu∧ T sont des courants positifs, donc

leurs coefficients s’étendent en des mesures de Borel complexes sur Ω.

En itérant ce processus, on définit par récurrence les courants suivants:

Définition 2.1.4. Soient u1 · · ·uk ∈ PSH(X) ∩ L∞loc(X) et T un courant
positif fermé de bidimension (m,m). On définit le courant ddcu1 ∧ · · · ∧
ddcuk ∧ T par

ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ T := ddc(u1dd
cu2 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ T ).

De façon similaire, on définit le courant du1 ∧ dcu1 ∧ · · · duk ∧ dcuk ∧ T.

Donc si V est une fonction psh sur Ω et u1 · · ·uk ∈ PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω),
ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ ddcV est un courant positif fermé bien définie sur Ω.
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Définition 2.1.5. Soit u une fonction plurisousharmonique localement bornée.
La mesure de Monge-Ampère complexe de u est

(ddcu)n := ddcu ∧ · · · ∧ ddcu.

Proposition 2.1.6. Soit T un courant positif fermé de bidimension (1, 1)
sur Ω. Soient u, v ∈ PSH(Ω)∩L∞(Ω) telles que u, v ≤ 0, limz→∂Ω u(z) = 0
et
∫
X dd

cv ∧ T < +∞. Alors∫
Ω
uddcv ∧ T ≥

∫
Ω
vddcu ∧ T,

où l’inégalité est vraie sur [−∞, 0[. Si limz→∂Ω v(z) = 0, alors∫
Ω
uddcv ∧ T =

∫
Ω
vddcu ∧ T, (2.1.1)

qui montre que
∫
X dd

cu ∧ T < +∞.

2.2 Opérateurs de Monge-Ampère Complexes

On va étbalir les inégalités de Chern–Levine–Nirenberg qui sont le premier
pas vers la définition de l’opérateur de Monge-Ampère complexe d’une fonc-
tion plurisousharmonique bornée:

Théorème 2.2.1. Soient T un courant positif fermé de bidimension (k, k)
sur Ω et u1 · · ·uk ∈ PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω). Alors pour tous sous-ensembles
ouverts Ω1 b Ω2 b Ω, il existe une constante C = CΩ1,Ω2 > 0 telle que pour
tout sous-ensemble compact K ⊂ Ω1∫

Ω1

ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ T ≤ C‖u1‖E · · · ‖uk‖E‖T‖E (2.2.1)

et∫
Ω1

du1 ∧ dcu1 ∧ ddcu2 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ T ≤ C‖u1‖2E‖u2‖E · · · ‖uk‖E‖T‖E
(2.2.2)

où E := (Ω2 \ Ω1) ∩ Supp(T ) et ‖u‖E la norme L∞ de u sur le borélien E.

Preuve:
Par récurrence, il suffit de montrer (2.2.1) pour k = 1. On pose u1 = u. En
remlaçant u par v = u− supΩ2

u, on peut supposer que u ≤ 0 sur Ω2. On a
aussi, ddcv = ddcu et ‖v‖Ω2\Ω1

≤ 2‖u‖Ω2\Ω1
.
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Soit χ ∈ D(Ω2) une fonction test positive avec χ|Ω1
≡ 1. Alors∫

Ω1

T ∧ ddcu ≤
∫

Ω2

χT ∧ ddcu.

∫
Ω1

χddcu ∧ T =

∫
Ω2

uddcχ ∧ T =

∫
Ω2\Ω1

uddcχ ∧ T,

car ddcχ ≡ 0 sur Ω1. Pour A > 0 tel que ddcχ ≤ Aβ sur Ω, on obtient∫
Ω2

χddcu ∧ T ≤
∫

Ω2\Ω1

uAβ ∧ T ≤ A‖u‖Ω2\Ω1

∫
Ω2\Ω1

T ∧ β

≤ A‖u‖Ω2\Ω1
‖T‖Ω2\Ω1

Pour montrer (2.2.2), on peut supposer sans perte de généralité que
0 ≤ u1 puisque qu’elle est minorée sur Ω2. Donc u2

1 est une fonction psh.
On a aussi ddcu2

1 = 2du1 ∧ dcu1 + 2u1dd
cu1, i.e.,

du1 ∧ dcu1 =
1

2
ddcu2

1 − u1dd
cu1. (2.2.3)

Ainsi, en remplaçant u1 par u2
1 dans (2.2.1) et utiliser (2.2.3) on a

∫
Ω1

du1 ∧c u1 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ T ≤ C‖u2
1‖E‖u2‖E · · · ‖uk‖E‖T‖E .

�

Corollaire 2.2.2. Pour tous sous-domaines Ω1 b Ω2 b Ω, il existe une
constante C = CΩ1,Ω2 > 0 telle que si V ∈ PSH(Ω) et u1 · · ·uk ∈ PSH(Ω)∩
L∞loc(Ω),∫

Ω1

ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ ddcV ∧ βq ≤ C‖u1‖E · · · ‖uk‖E‖V ‖L1(E), (2.2.4)

où E := Ω2 \ Ω1 et q = n− (k + 1).

Proposition 2.2.3. Soit T un courant positif fermé de bidimension (k, k).
Alors

(u1, · · · , uk) ∈ PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω) 7→ ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcuk ∧ T

est symétrique.
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Preuve:
Il suffit de faire la preuve pour k = 2.

Si u et v sont des fonctions lisses, le résultat est vrai.
On suppose d’abord que u est lisse et on considère une suite vj de fonctions
psh lisses qui décroit vers v. Alors

ddcu ∧ ddcvj ∧ T = ddcvj ∧ ddcu ∧ T.

Comme uddcvj ∧ T → uddcv ∧ T au sens des mesures de Radon et ddc

continue, alors
ddcu ∧ ddcvj ∧ T → ddcu ∧ ddcv ∧ T

au sens des courants sur Ω. On a

ddcu ∧ ddcv ∧ T = ddcv ∧ ddcu ∧ T.

Pour le cas général, on utilise le fait que le problème est local en sup-
posant que u, v ≤ 0 sur une boule B b Ω et u = v ≡ 0 sur ∂B. Soit ρ une
fonction définissante plurisousharmonique stricte de B. D’après la Proposi-
tion 2.1.6, ∫

B
ρddcu ∧ ddcv ∧ T =

∫
B
uddcρ ∧ ddcv ∧ T.

En appliquant le cas lisse, on a ddcρ ∧ ddcv ∧ T = ddcv ∧ ddcρ ∧ T au sens
des courants. Donc∫

B
ρddcu ∧ ddcv ∧ T =

∫
B
uddcv ∧ ddcρ ∧ T.

Comme u, v sont nulles sur ∂B, alors on a d’aprés (2.1.1) de la Propostion
2.1.6, ∫

B
ρddcu ∧ ddcv ∧ T =

∫
B
uddcρ ∧ ddcv ∧ T

=

∫
B
uddcv ∧ ddcρ ∧ T

=

∫
B
vddcu ∧ ddcρ ∧ T

=

∫
B
vddcρ ∧ ddcu ∧ T

=

∫
B
ρddcv ∧ ddcu ∧ T.
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Soit χ une fonction teste lisse à support compact dans B. On peut trouver
A > 1 assez grand tel que Addcρ ≥ −ddcχ, donc en posant ρ1 := χ+Aρ et
ρ2 := Aρ, on voit que χ est la différence de deux fonctions définissantes de
B. Donc on a ddcu∧ddcv∧T = ddcv∧ddcu∧T. �

Proposition 2.2.4. Soient V ∈ PSH(Ω) et u1, · · · , un ∈ PSH(Ω)∩L∞loc(Ω).
Pour tout sous-domaine D b Ω et tout sous-ensemble compact K ⊂ D, il
existe une constante C = C(D,K) > 0 telle que∫

K
|V |ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcun ≤ C‖u1‖D · · · ‖un‖D‖V ‖L1(D).

En particulier, la mesure de Monge-Ampère ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcun ne charge
pas l’ensemble polaire P = {V = −∞}.

2.3 Continuité des opérateurs de Monge-Ampère
complexes

Théorème 2.3.1. Soient T un courant positif fermé de bidimension (n −
p, n−p) et (uj0)j∈N · · · (ujq)j∈N des suites décroissantes de fonctions plurisoushar-
moniques qui convergent respectivement vers u0 · · ·uq ∈ PSH(Ω) ∩L∞loc(Ω),
p+ q ≤ n. Alors

uj0dd
cuj1 ∧ · · · ∧ dd

cujq ∧ T → u0dd
cu1 ∧ · · · ∧ uq ∧ T

au sens faible des courants.

Preuve:
Par récurrence, si q = 0, c’est une conséquence du théorème de convergence
monotone. Soit 1 ≤ q ≤ n − p fixé, et on suppose que le théorème est vrai
pour q − 1. Il suffit de montrer que si

Sj := ddcuj1 ∧ · · · ∧ dd
cujq ∧ T → S := ddcu1 ∧ · · · ∧ ddcuq ∧ T

alors (uj0)Sj converge vers u0S au sens faible des courants. D’après l’inégalité

de Chern–Levine–Nirenberg, la suite (uj0Sj) est relativement compacte dans
la topologie faible des courants. Soit Θ une valeur d’adhérence de la suite
(uj0Sj). On doit montrer que Θ = u0S. Du Lemme 2.3.2 ci-dessous, on a
Θ ∧ Γ ≤ u0S ∧ Γ pour chaque (n − p − q, n − p − q)−forme Γ fortement
positive.

On va montrer que pour
∫
K(u0S−Θ)∧Γ ≤ 0 pour toute (n− p− q, n−

p− q)−forme Γ fortement positive et tout compact K b B := B(z0, r) b Ω.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que uji ≡ A(|z − z0|2 − r2) pour
tous i, j dans un voisinage de ∂B, avec A > 1 assez grand. On a alors∫

B
u0S ∧ Γ ≤

∫
B
uj0S ∧ Γ =

∫
B
u1dd

cuj0 ∧ · · · ∧ dd
cuq ∧ T ∧ Γ

≤
∫
B
uj1dd

cuj0 ∧ · · · ∧ dd
cuq ∧ T ∧ Γ

=

∫
B
uj0dd

cuj1 ∧ · · · ∧ dd
cuq ∧ T ∧ Γ.

En répétant ce procédé q fois, on obtient
∫
B u0S ∧ Γ ≤

∫
B u

j
0Sj ∧ Γ.

Comme la suite de mesures de Radon positive −uj0Sj∧Γ converge faiblement

vers −Θ ∧ Γ, on a par sci,
∫
B −Θ ∧ Γ ≤ lim infj→+∞

∫
B −u

j
0Sj ∧ Γ. Donc∫

B
−Θ ∧ Γ ≤ lim inf

j→+∞

∫
B
−uj0Sj ∧ Γ ≤

∫
B
−u0S ∧ Γ.

Comme (u0S−Θ)∧Γ = 0 est une mesure de Radon positive ayant une masse
nulle sur tout compact, on en déduit qu’elle est nulle sur Ω. �

Lemme 2.3.2. Soit (µj) une suite de mesure de Radon positive sur Ω qui
converge faiblement vers une mesure de Radon positive µ. On suppose que
(fj) est une suite décroissante de fonctions scs qui converge vers f sur Ω.
Alors tout point d’adhérence ν de la suite (fjµj) vérifie ν ≤ fµ au sens des
mesures de Radon sur Ω.

Preuve:
Pour chaque k ∈ N, on considère (gjk)j la suite de fonctions continues sur Ω
qui décroit vers fk. Soit ϕ ∈ C0(Ω,R+) une fonction test fixée. Pour chaque
entier k fixé, on a ∫

Ω
ϕν ≤ lim

j→+∞

∫
Ω
ϕgjkdµj =

∫
Ω
ϕgjkdµ.

Ainsi, quand j → +∞, on a
∫
ϕµ ≤

∫
ϕfkdµ qui est le résultat cherché. �

Théorème 2.3.3. Soient (uj0), · · · , (ujq) des suites de fonctions plurisoushar-
moniques localement bornées qui croissent respectivement vers u0, · · · , uq ∈
PSH(Ω) ∩ L∞loc(Ω). Alors

uj0dd
cuj1 ∧ · · · ∧ dd

cujq → u0dd
cu1 ∧ · · · ∧ ddcuq

au sens faible des courants.
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2.4 Capacité de Monge-Ampère

Soit X une variété kählérienne compacte de dimension n et ω une (1, 1)-
forme semi-positive fermée tels que V = Vω = Volω(X) :=

∫
X ω

n > 0.

2.4.1 Principe du Maximum

Si ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X), d’après [BT82],

MA(ϕ) := V −1(ω + ddcϕ)n

est une mesure de probabilité bien définie.
Le résultat suivant est connu sous le nom de principe du maximum:

Théorème 2.4.1. (Principe du maximum) Soient u, v des fonctions ω−psh
bornées sur X, alors

1{u>v}MA(u) = 1{u>v}MA(max(u, v)).

Preuve:
Soient uj une suite définissante de u. On pose

ψj := max(uj − v, 0), ψ := max(u− v, 0).

Comme {uj > v} est ouvert pour chaque j, on a

1{uj>v}MA(uj) = 1{uj>v}MA(max(uj , v)),

donc
ψjMA(uj) = ψjMA(max(uj , v)

et par convergence quasi-uniforme, on a

ψMA(u) = ψMA(max(u, v)).

Donc pour chaque ε > 0, on a

ψ

ψ + ε
MA(u) =

ψ

ψ + ε
MA(max(u, v).

On en déduit le résultat en faisant tendre ε vers 0. �
On obtient à partir du Théoème 2.4.1, le principe de comparaison suivant:

Proposition 2.4.2. Soient u, v des fonctions ω-plurisousharmoniques bornées.
Alors ∫

{v<u}
MA(u) ≤

∫
{v<u}

MA(v).
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Preuve:

D’après le principe du maximum, on a

∫
{v<u}

MA(u) =

∫
{v<u}

MA(max(u, v)) = 1−
∫
{v≥u}

MA(max(u, v))

≤
∫
X
MA(v)−

∫
{v>u}

MA(max(u, v)) =

∫
{v≤u}

MA(v).

En remplaçant u par u− ε avec ε positive assez petit, on obtient∫
{v<u−ε}

MA(u) ≤
∫
{v≤u−ε}

MA(v) ≤
∫
{v<u}

MA(v).

Quand ε↘ 0, on a {v < u− ε} ↗ {v < u} et on en déduit le résultat. �

2.4.2 Inégalités de Chern-Levine-Nirenberg

On va établir la version uniforme des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg.
Pour les preuves (voir [GZ17].

Proposition 2.4.3. Soient T un courant positif fermé de bidegré (p, p) sur
X et ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X). Alors ‖ωϕ ∧ T‖ = ‖T‖. De plus, si ψ ∈
PSH(X,ω) ∩ L1(T ), alors ψ ∈ L1(T ∧ ωϕ) et

‖ψ‖L1(T∧ωϕ) ≤ ‖ψ‖L1(T ) +

(
2 sup

X
ψ + sup

X
ϕ− inf

X
ϕ

)
‖T‖.

A partir de ce Théorème, on obtient par récurrence, les inégalités de
Chern-Levine-Nirenberg suivantes:

Corollaire 2.4.4. Soient ϕ,ψ ∈ PSH(X,ω) avec 0 ≤ ϕ ≤ 1. Alors

0 ≤
∫
X
|ψ|ωnϕ ≤

∫
X
|ψ|ωn + n

(
1 + 2 sup

X
ψ

)∫
X
ωn.

Définition 2.4.5. Soit K ⊂ X un sous-ensemble de Borel. On définit la
capacité intérieure par

Capω(K) := sup

{∫
K
MA(ϕ) | ϕ ∈ PSH(X,ω), 0 ≤ ϕ ≤ 1

}
.

On définit la capacité extérieure d’un sous-ensemble E ⊂ X par

Cap∗ω(E) := inf {Capω(U) | E ⊂ U,U un sous-ensemble ouvert de X} .
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Proposition 2.4.6.

1. Si K ⊂ K ′ ⊂ X sont des sous-ensembles de Borel, alors Volω ≤ Capω
et

0 ≤ Capω(K) ≤ Capω(K ′) ≤ Capω(X) = 1.

2. Si (kj) est famille de sous-ensembles de Borel de X, alors Capω(
⋃
Kj) ≤∑

Capω(Kj). De plus Capω(
⋃
Kj) = limCapω(Kj) si Kj ⊂ Kj+1.

3. Si ω1 ≤ ω2 alors Vω1Capω1(·) ≤ Vω2Capω2(·). Pour tout A ≥ 1,

Capω(·) ≤ CapAω(·) ≤ AnCapω(·).

En particulier, si ω, ω′ sont deux formes kählériennes, alors il existe C ≥ 1
tel que

C−1Capω(·) ≤ Cap′ω(·) ≤ C · Capω(·).

2.4.3 Quasi-continuité

Proposition 2.4.7. Si P est un ensemble PSH(X,ω) polaire, alors Capω(P ) =
0. Plus précisément, si ψ ∈ PSH(X,ω), avec ψ ≤ 0, alors

Capω(ψ < −t) ≤ 1

t

[∫
X

(−ψ)
ωn

Vω
+ n

]
, ∀t > 0.

Proposition 2.4.8. Soient ψ,ψj ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X) tels que (ψj)
décroit vers ψ. Pour chaque δ > 0,

Capω({ψj > ψ + δ})→ 0,

i.e, ψj → ψ en capacité.

On a donc le résultat de quasi-continuité:

Corollaire 2.4.9. Soit ϕ ∈ PSH(X,ω). Pour chaque ε > 0, il existe un
sous-ensemble Oε, ouvert de X tel que Capω(Oε) < ε et ϕ est continue sur
X \Oε.

2.5 Les classes d’énergie finie

Dans cette section, on va étendre la définition de l’opérateur de Monge-
Ampère sur la classe E(X,ω) qui contient des fonctions ω-psh qui ne sont
pas bornées. Le principe de comparaison y est vrai. On considère toujours
que ω est une forme semi-positive et grosse.
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2.5.1 Définition de l’opérateur de Monge-Ampère complexe

1) Si ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X), d’après [BT82],

MA(ϕ) := V −1(ω + ddcϕ)n

est une mesure de probabilité bien définie.
D’après la théorie de Bedford et Taylor ([BT82]) si u, v sont des fonctions

psh bornées sur un ouvert D de Cn, on a

1{u>v}[dd
cu]n = 1{u>v}[dd

c max(u, v)]n (2.5.1)

au sens faible des mesures de Radon sur D.

2) Si ϕ ∈ PSH(X,ω) est non bornée, on utilise son approximation canon-
ique par les ϕj := max(ϕ,−j) ∈ PSH(X,ω) qui sont bornées et décroissent
vers ϕ.

D’après (2.5.1), on a

1{ϕj>−k}[ω + ddcϕj ]
n = 1{ϕj>−k}[ω + ddc max(ϕj ,−k)]n.

Si j ≥ k, alors (ϕj > −k) = (ϕ > −k) et max(ϕj ,−k) = ϕk, donc

1{ϕ>−k}[ω + ddcϕj ]
n = 1{ϕ>−k}[ω + ddcϕk]

n. (2.5.2)

Comme j ≥ k, (ϕ > −k) ⊂ (ϕ > −j), donc

1{ϕ>−j}[ω + ddcϕj ]
n ≥ 1{ϕ>−k}[ω + ddcϕk]

n,

au sens faible des mesures de Radon. On sait que
∫
{ϕ>−k}[ω + ddcϕj ]

n ≤∫
X ω

n < +∞. Donc on peut calculer la limite et définir

µϕ := lim
j→+∞

1{ϕ>−j}V
−1[ω + ddcϕj ]

n

qui est une mesure de Radon positive et non pluripolaire comme le cas local
dans la théorie de Bedford et Taylor.

Définition 2.5.1. On appelle classe d’énergie finie l’ensemble

E(X,ω) := {ϕ ∈ PSH(X,ω) | µϕ(X) = 1}.

On peut aussi définir E(X,ω) comme suit:
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Lemme 2.5.2. On fixe ϕ ∈ PSH(X,ω). Soit (sj) une suite de nombres
réels qui converge vers +∞, tels que sj ≤ j pour tout j ∈ N. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

1. ϕ ∈ E(X,ω);

2. (ω + ddcϕj)
n(ϕ ≤ −j)→ 0;

3. (ω + ddcϕj)
n(ϕ ≤ −sj)→ 0,

où ϕj := max(ϕ,−j).

Preuve:
On a

µϕ(X) :=

∫
X
ωn − lim

j→+∞
(ω + ddcϕj)

n(ϕ ≤ −j),

donc 1. est équivaut à 2. En posant k = sj dans (2.5.2) et en utilisant le
fait que sj ≤ j, on a

(ω + ddcϕj)
n(ϕ ≤ −sj) = (ω + ddcϕsj )

n(ϕ ≤ −sj).

Donc 2.⇔ 3. �
On a déjà montré que toute fonction ϕ ω−psh a un opérateur de Monge-
Ampère (ω+ddcϕ)n bien défini sur X\(ϕ = −∞) et que µϕ est son extension
sur (ϕ = −∞). D’après le Lemme 2.5.2, une fonction est dans E(X,ω) si
son Monge-Ampère complexe est de masse totale

∫
X ω

n sur X \ (ϕ = −∞),
donc on peut noter

µϕ := V −1(ω + ddcϕ)n = MA(ϕ),

pour ϕ ∈ E(X,ω).

Proposition 2.5.3. Soit ϕ ∈ E(X,ω). Alors pour toute fonction bolérienne
bornée b,

〈µϕ, b〉 = lim
j→+∞

〈MA(ϕj), b〉 (2.5.3)

où ϕj := max(ϕ,−j). En particulier,

1{ϕ>−j}MA(ϕ)(B) = 1{ϕ>−j}MA(ϕj)(B) (2.5.4)

pour tout sous-ensemble de Borel B ⊂ X.

Pour la preuve, voir [GZ07].
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2.5.2 Principe de Comparaison

Dans cette section, on va étendre sur la classe d’énergie, les notions de
principe de comparaison et de principe du maximum qui vont être d’une
grande utilité dans la suite.

Proposition 2.5.4. Soient ϕ,ψ ∈ E(X,ω), alors∫
{ϕ<ψ}

MA(ψ) ≤
∫
{ϕ<ψ}

MA(ϕ).

Preuve:
Soient ϕj = max(ϕ,−j) et ψk = max(ψ,−k) qui sont des fonctions ω-psh
bornées. D’après le principe de comparaison dans le cas borné,∫

{ϕj<ψk}
MA(ψk) ≤

∫
{ϕj<ψk}

MA(ϕj).

Comme (ϕj < ψ) ⊂ (ϕj < ψk) ⊂ (ϕ < ψk), d’après la Proposition 2.4.6, on
obtient quand k → +∞,∫

{ϕj<ψ}
MA(ψ) ≤

∫
{ϕ<ψ}

MA(ϕj).

En faisant tendre de nouveau j vers +∞ puis remplacer ψ par ψ+ε, ε > 0, on
a le résultat quand ε↘ 0. �

Proposition 2.5.5. L’ensemble E(X,ω) est convexe et si ϕ,ψ ∈ PSH(X,ω)
sont telles que ϕ ∈ E(X,ω) et ϕ ≤ ψ, alors ψ ∈ E(X,ω).

Voir [GZ17] pour la preuve.

On va établir maintenant le principe du maximum sur E(X,ω).

Corollaire 2.5.6. Soient ϕ ∈ E(X,ω) et ψ ∈ PSH(X,ω). Alors max(ϕ,ψ) ∈
E(X,ω) et

1{ϕ>ψ}MA(ϕ) = 1{ϕ>ψ}MA(max(ϕ,ψ)).

Preuve:
D’après la Proposition 2.5.5, max(ϕ,ψ) ∈ E(X,ω)

On pose ϕj = max(ϕ,−j), ψj+1 = max(ψ,−j−1) et uj = max(u,−j), où
u = max(ϕ,ψ).On voit que max(ϕj , ψj+1) = max(ϕ,ψ,−j) = max(u,−j) =
uj . D’après le principe du maximum pour les fonctions bornées, on a

1{ϕj>ψj+1}ω
n
ϕj = 1{ϕj>ψj+1}ω

n
uj .
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Comme (ϕ > ψ) ⊂ (ϕj > ψj+1) et (ϕj > ψj+1) \ (ϕ > ψ) ⊂ (ϕ ≤ −j), alors
en utilisant le fait que ϕ ∈ E(X,ω), on a

0 ≤
(

1{ϕj>ψj+1} − 1{ϕ>ψ}

)
ωnϕj ≤ 1{ϕ≤−j}ω

n
ϕj → 0.

Ce qui montre que

1{ϕj>ψj+1}ω
n
ϕj → 1{ϕ>ψ}ω

n
ϕ

On a aussi (ϕj > ψj+1)\(ϕ > ψ) ⊂ (u ≤ −j). Donc les mêmes arguments
montrent que

1{ϕj>ψj+1}ω
n
uj → 1{ϕ>ψ}ω

n
u .

Ce qui achève la preuve. �

Proposition 2.5.7. Soient ϕ,ψ ∈ E(X,ω) telles que MA(ϕ) ≥ µ et MA(ψ) ≥
µ pour une mesure de Radon positive µ sur X. Alors MA(max(ϕ,ψ)) ≥ µ.

On termine cette partie par le principe de domination, voir [GZ17] :

Proposition 2.5.8. Soient ϕ,ψ ∈ E(X,ω) telles que

ψ(x) ≤ ϕ(x) pour MA(ϕ)− presque partout x ∈ X.

Alors ψ(x) ≤ ϕ(x) pour tout x ∈ X.

2.5.3 Les classes Eχ(X,ω)

Définition 2.5.9. On appelle poids une fonction croissante lisse χ : R→ R
telle que χ(−∞) = −∞. On note W l’espace des poids et W+ l’espace des
poids convexes normalisés par χ|R− ≤ 0 et χ′ ≤ 1.

Si ϕ ∈ PSH(X,ω) et χ ∈ W+, on a

ddcχ ◦ ϕ = χ′′ ◦ ϕdϕ ∧ dcϕ+ χ′ ◦ ϕddcϕ ≥ −χ′ ◦ ϕω ≥ −ω.

Donc χ ◦ ϕ ∈ PSH(X,ω). Pour ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X), on pose

Eχ(ϕ) :=
1

n+ 1

n∑
j=0

∫
X
χ ◦ ϕ(ω + ddcϕ)j ∧ ωn−j .

Elle est croissante, voir [GZ17]. On a alors la définition suivante:
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Définition 2.5.10. Soit χ ∈ W. Pour ϕ ∈ PSH(X,ω), on pose

Eχ(ϕ) := inf{Eχ(ψ) | ψ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X) et ϕ ≤ ψ},

et
Eχ(X,ω) := {ϕ ∈ PSH(X,ω) | Eχ(ϕ) > −∞}.

On sait que le Monge-Ampère est continu pour les suites monotones
uniformément bornées. Donc en utilisant des approximations , on peut
établir le résulat sur les classes d’énergie.

Théorème 2.5.11. Soient ϕ ∈ E(X,ω) fixé et ϕj ∈ E(X,ω) une suite
monotone qui converge vers ϕ. Alors MA(ϕj) converge faiblement vers MA(ϕ).
Si ϕ,ϕj ∈ Eχ(X,ω) pour χ ∈ W+, alors

1. les mesures χ ◦ ϕjMA(ϕj) converge faiblement vers χ ◦ ϕMA(ϕ);

2. pour toute fonction ω−psh bornée u,
∫
X uMA(ϕj)→

∫
X uMA(ϕ).

On en déduit le résultat de semi-continuité qui sera utile pour le chapitre
méthode variationnelle:

Proposition 2.5.12. Soit χ ∈ W+ fixé. L’application ϕ 7→ Eχ(ϕ) est
semi-contuinue supérieurement pour la topologie L1. Elle est continue pour
les suites décroissantes.

Preuve:
Soit (ϕj) une suite de fonctions ω−psh qui converge dans L1(X) vers ϕ ∈
PSH(X,ω). Si lim supEχ(ϕj) = −∞, le résultat est trivial. Donc on peut
supposer sans perte de généralité que ϕj ∈ Eχ(X,ω) et Eχ(ϕj) ≥ −C est
uniformément bornée inférieurement. On pose

φj :=

(
sup
l≥j

ϕl

)∗
,

telle que φj ≥ ϕj et elle décroit vers ϕ.
Soit ψ une fonction ω−psh bornée telle que ψ ≥ ϕ. On a max(ψ, φj) ≥ ψ

et qui décroit vers max(ψ,ϕ) = ψ. En utilisant la monotonicité de Eχ et la
continuité du Monge-Ampère sur les fonctions ω−psh bornée, on obtient

Eχ(ψ) = limEχ(max(ψ, φj) ≥ lim supEχ(φj) lim supEχ(ϕj).

En prenant ϕ = ψ, on a

Eχ(ϕ) ≥ lim supEχ(ϕj).
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Donc on a scs.
Si (ϕj) décroit vers ϕ, alors par monotonicité de Eχ, on a Eχ(ϕ) ≤

lim inf Eχ(ϕj), donc Eχ est aussi sci, donc continue. �

Proposition 2.5.13. Soient χ ∈ W+ fixé et C > 0. L’ensemble

Eχ,C(X,ω) := {ϕ ∈ Eχ(X,ω) | Eχ(ϕ) ≥ −C et ϕ ≤ 0}

est compact pour la L1-topologie.

Preuve:
Comme χ est croissante, χ(ϕ) ≤ χ(supX ϕ), donc Eχ(ϕ) ≤ χ(supX ϕ).

On a aussi, Eχ,C(X,ω) est sous-ensemble de

{ϕ ∈ PSH(X,ω) | − C ′ ≤ sup
X
ϕ ≤ 0}

qui est compact d’après le lemme de Hartogs. Ici,

−C ′ = χ−1(−C) := inf{t > 0, χ(t) ≥ −C}.

Comme ϕ 7→ Eχ(ϕ) est scs, Eχ,C(X,ω) est fermé, donc il est compact
pour la L1-topologie. �

2.5.4 La classe E1(X,ω)

Dans cette section, on étudie la classe E1(X,ω) qui joue un rôle capital dans
la résolution des équations de Monge-Ampère complexes dégénérées.

Définition 2.5.14. On note E1(X,ω) la classe Eχ(X,ω) pour χ(t) ≡ t. On
note aussi l’énergie correspondante à EId par

E(ϕ) :=
1

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X
ϕ(ω + ddcϕ)j ∧ ωn−j .

Proposition 2.5.15. (voir [GZ17]) La fonctionnelle d’énergie E est la
primitive de l’opérateur de Monge-Ampère complexe, à savoir chaque fois
que ϕ+ tv ∈ E1(X,ω),

dE(ϕ+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ).
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La fonctionnelle E est croissante, concave, satisfait E(ϕ + c) = E(ϕ) + c
pour tout c ∈ R, ϕ ∈ E1(X,ω), et la condition de cocycle

E(ϕ)− E(ψ) =
1

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X

(ϕ− ψ)(ω + ddcϕ)j ∧ (ω + ddcψ)n−j ,

pour tout ϕ,ψ ∈ E1(X,ω).

D’après la Proposition 2.5.13,

E1
C(X,ω) :=

{
ϕ ∈ E1(X,ω) | E(ϕ) ≥ −C et ϕ ≤ 0

}
est compact. Il est de plus convexe puisque E est concave. On termine le
chapitre par un résultat de capacité sur les ensembles de niveau et qui va
servir dans la suite:

Lemme 2.5.16. Soit ϕ ∈ PSH(X,ω). Si∫ +∞

0
tnCapω{ϕ < −t}dt < +∞,

alors ϕ ∈ E1(X,ω). Réciproquement pour chaque C > 0,

sup

(∫ ∞
0

tCapω{ϕ < −t}dt | ϕ ∈ E1
C(X,ω)

)
< +∞.

Preuve:
Soit ϕ ∈ PSH(X,ω). On peut supposer sans perte de généralité que ϕ ≤
−1. Pour chaque t ≥ 1, la fonction 1+t−1 max(ϕ,−t) est une fonction ω-psh
à valeurs dans [0, 1], donc

MA(max(ϕ,−t)) ≤ tnCapω.

Donc si ∫ +∞

1
tnCapω{ϕ < −t}dt < +∞,

alors
∫ +∞

1 MA(max(ϕ,−t))(ϕ < −t)dt < +∞. Donc∫
X

(−ϕ)MA(ϕ) =

∫ +∞

0
MA(max(ϕ,−t))(ϕ < −t)dt < +∞.

On en déduit que ϕ ∈ E1(X,ω).

39



Soit maintenant ϕ ∈ E1(X,ω). Donc ϕ ∈ E(X,ω) et ϕ ∈ L1(MA(ϕ)).
Sans perte de généralité, on suppose que ϕ ≤ −1. Donc

−
∫
X
ϕMA(ϕ) =

∫
X
ωn +

∫ +∞

1
MA(ϕ)(ϕ < −t)dt

=

∫
X
ωn +

∫ +∞

1
MA(max(ϕ,−t))(ϕ < −t)dt < +∞.

Ainsi, ϕ ∈ E(X,ω) et intégrable par rapport à MA(ϕ) donc ϕ ∈ E1(X,ω).

Soit u ∈ PSH(X,ω) à valeurs dans [0, 1]. On a

{ϕ < −2t} ⊂ {t−1ϕ < u− 1} ⊂ {ϕ < −t}.

D’après le principe de comparaison,∫
{ϕ<−2t}

MA(u) ≤
∫
{ϕ<−t}

MA(t−1ϕ).

MA(t−1ϕ) ≤ V −1(t−1ωϕ + ω) donne∫ +∞

2
tCap(ϕ < −t)dt = 4

∫ +∞

1
tCap(ϕ < −2t)dt

≤ 2

∫
X
ϕ2ω

n

V
+

4

V

n∑
j=1

(
n

j

)∫
X

(−ϕ)ωjϕ ∧ ωn−j .

Les deux composantes du membre de droite sont uniformément bornées
puisque la deuxième l’est si ϕ ∈ E1

C(X,ω) et la première aussi car, −C ≤
E(ϕ) ≤ supX ϕ ≤ 0. �
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Chapter 3

Méthode Variationnelle

Soient X une variété kählérienne compacte et ω semi-positive et grosse sur
X. Soient λ ∈ R et µ une mesure non-pluripolaire.
Notre objectif est de résoudre les équations de Monge-Ampère complexes
dégénérées,

(MA)λ MA(ϕ) = e−λϕµ,

où ϕ ∈ E1(X,ω).

Pour cela, on cherche une fonctionnelle Fλ définie sur E1(X,ω) pour
laquelle l’équation d’Euler-Lagrange est (MA)λ. Cette méthode a été développée
dans [BBGZ13].

3.1 Les fonctionnelles d’énergie Fλ
3.1.1 Les fonctionnelles Fλ
On considère la fonctionnelle Fλ : E1(X,ω)→ R définie par

Fλ(ϕ) = E(ϕ) +
1

λ
log

[∫
X
e−λϕdµ

]
et pour λ = 0

F0(ϕ) = E(ϕ)−
∫
X
ϕdµ = lim

λ→0
Fλ(ϕ).
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Mais on doit montrer en premier lieu que Fλ est bien définie pour tout
λ ∈ R.

On va montrer que l’énergie E est bien définie pour ϕ ∈ E1(X,ω).

E(ϕ) =
1

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X
ϕ(ω + ddcϕ)j ∧ ωn−j

• Si ϕ est bornée, on a d’après Bedford et Taylor que E(ϕ) est bien
définie.

• Si ϕ n’est pas bornée, alors on fait une approximation canonique, en
considérant la suite

ϕj := max(ϕ,−j) ∈ PSH(X,ω)

qui décroit ponctuellement vers ϕ. Par continuité de MA, pour les
suites décroissantes, on aMA(ϕj)→MA(ϕ) au sens faible des courants
sur X. Donc le Monge-Ampère de ϕ est donc bien défini et par suite,
E(ϕ) est bien définie.

Il reste à montrer que la deuxième partie de la fonctionnelle est bien
définie. Ce qui dépend de la valeur prise par λ mais aussi des propriétés de
la mesure µ pour chaque cas λ < 0, λ = 0 et λ > 0.

Pour le cas λ < 0, cette deuxième partie est toujours bien définie, c’est-
à-dire, finie puisque les fonctions ω-psh sont en particulier s.c.s donc elles
atteignent leur borne supérieure sur X qui est ici compact.

Pour le cas λ > 0, ϕ 7→
∫
X e
−λϕdµ n’est pas toujours bien définie si µ

est une mesure quelconque, comme le montre l’exemple ci-dessous:

Exemple 3.1.1. On considère, dans la boule unité de Cn et pour α > 0, la
fonction ϕα = α log |z|. Alors e−ϕα = 1

|z|α qui vaut −∞ en 0. En passant

aux coordonnées polaires, z = rξ, |ξ| = 1 , r > 0 et dλ2n = r2n−1drdσ, on a∫
B(0,1)

dλ2n

|z|α
=

∫ 1

0

∫
S2n−1

r2n−1−αdrdσ = σ2n−1

∫ 1

0

dr

rα−2n+1

qui n’est bien définie que pour α− 2n+ 1 < 1 ,i.e., α < 2n.
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Mais si la mesure µ = fdV , f ∈ Lp(dV ) avec p > 1 et dV une forme
volume, alors cette intégrale est toujours bien définie dans E1(X,ω). En
effet,
pour ϕ ∈ E1(X,ω),∫

X
e−λϕdµ =

∫
X
e−λϕfdV ≤ ‖f‖Lp

(∫
X
e−λqϕdV

) 1
q

,

d’après d’inégalité de Hölder. Par le théorème d’intégrabilité de Skoda,∫
X
e−λqϕdV < +∞,

puisque les fonctions de E1(X,ω) ont un nombre de Lelong nul.

Dans le λ = 0, si on considère localement ϕα = α log |z| qui prend la
valeur −∞ en 0, alors pour la masse de Dirac en 0, on a

∫
X ϕαdδ0 = −∞.

Donc il faut imposer des conditions à la mesure µ pour que les fonctions de
E1(X,ω) soient µ-intégrables.

3.1.2 L’Equation d’Euler-Lagrance de Fλ
On va montrer ici que l’équation (MA)λ est bien l’équation d’Euler-Lagrange
de la fonctionnelle Fλ.

Lemme 3.1.2. Soient v, ϕ ∈ C∞(X,R) et ωϕ > 0. Alors,

dFλ(ϕ+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ)−

∫
X
v

e−λϕdµ∫
X e
−λϕdµ

.

De plus, si ϕ est un point critique ω-psh de Fλ, alors ϕ+ c est solution
de (MA)λ pour un choix approprié de c ∈ R.

Preuve:
Comme ωϕ > 0, alors il existe δ > 0 tel que ωϕ ≥ δω. Pour |t| ≤ ε << 1, on
a tddcv ≥ −δω. Donc

ω + ddc(ϕ+ tv) = ωϕ + tddcv ≥ δω + tddcv ≥ 0.

On a
dFλ(ϕ+ tv)

dt
=
dE(ϕ+ tv)

dt
+

d

λdt
log

[∫
X
e−λϕdµ

]
.
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dE(ϕ+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ+ tv)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ)

d

λdt
log

[∫
X
e−λϕdµ

]∣∣∣∣
t=0

= −
∫
X ve

−λ(ϕ+tv)dµ∫
X e
−λ(ϕ+tv)dµ

∣∣∣∣∣
t=0

= −
∫
X
v

e−λϕdµ∫
X e
−λϕdµ

Alors

dFλ(ϕ+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ)−

∫
X
v

e−λϕdµ∫
X e
−λϕdµ

.

Si ϕ est point critique de Fλ, alors dFλ(ϕ+tv)
dt

∣∣∣
t=0

= 0 pour tout v ∈
C0(X,R). Donc

MA(ϕ) =
e−λϕµ∫
X e
−λϕdµ

,

au sens des mesures de Radon sur X.

• si λ = 0, alors MA(ϕ) = µ; donc µ est solution de (MA)0.

• si λ 6= 0, on pose ψ = ϕ+ c point critique de Fλ. Alors

MA(ϕ) =
e−λϕµ∫
X e
−λϕdµ

= e−λ(ϕ+c)µ⇒ c =
1

λ
log

[∫
X
e−λϕdµ

]
donc ψ = ϕ+ 1

λ log
[∫
X e
−λϕdµ

]
est solution de (MA)λ. �

Donc (MA)λ est bien l’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle Fλ et
trouver les solutions de l’équation revient à trouver les points critiques de
Fλ.
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3.2 Sotutions dans E1(X,ω)

3.2.1 Le Cas λ = 0

F0(ϕ) = E(ϕ)−
∫
X
ϕdµ.

Donc pour pouvoir contrôler l’intégrale du membre de gauche il faut que nos
fonctions soient µ-intégrables. Comme les fonctions de E1(X,ω) ne sont pas
intégrables par raport à toute mesure, on travaille avec les mesures telles
que E1(X,ω) ⊂ L1(µ). On suppose de plus que les mesures considérées sont
dominées par la capacité.

On dit que µ vérifie la condition (DC)A s’il existe A > 0 tel que

∀K ⊂ X, µ(K) ≤ A Capω(K).

Proposition 3.2.1. Soit µ une mesure de probabilité qui vérifie (DC)A.
Alors E1(X,ω) ⊂ L2(X,µ) et F0 est semi-continue supérieurement sur tout
sous-ensemble compact E1

C(X,ω) ⊂ E1(X,ω).

Preuve:
Comme E(ϕ) est semi-continue supérieurement d’après la Proposition 2.5.12,
il suffit de montrer que Lµ : ϕ ∈ E1

C(X,ω) 7→
∫
X ϕdµ est s.c.i.

Soit ϕj une suite de fonctions de E1
C(X,ω) qui converge vers ϕ ∈ E1

C(X,ω)
dans L1(X). Ici, on a E1(X,ω) ⊂ L1(µ). Comme les ϕj sont uniformément
bornées supérieurement, on peut supposer que ϕj ≤ 0. Par le lemme de
Fatou, on a

lim sup

∫
X
ϕjdµ ≤

∫
X

lim supϕjdµ ≤
∫
X
ϕdµ

avec la dernière inégalité qui vient du lemme de Hartogs. Donc ϕ 7→
∫
X ϕdµ

est semi-continue supérieurement.
Mais on veut montrer qu’elle est semi-continue inférieurement. Pour cela,
on utilise le fait que µ ≤ A Capω et on a∫

X
ϕ2
jdµ = 2

∫ +∞

0
tµ({ϕj < −t})dt ≤ 2A

∫ +∞

0
tCapω({ϕj < −t})dt.

D’apès le Lemme 2.5.16, ∀C > 0,

MC := sup

{∫ +∞

0
tCapω({ϕj < −t})dt | ϕ ∈ E1

C(X,ω)

}
< +∞.
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Donc il suffit de restreindre au cas où ϕj ∈ E1
C(X,ω) et il existe C ′ tel que∫

X ϕ
2
jdµ ≤ C ′. Par le Lemme 3.2.2, on a

∫
X ϕjdµ→

∫
X ϕdµ et donc Lµ est

semi-continue inférieurement. �

Lemme 3.2.2. Soit µ une mesure de probabilité qui ne charge pas les ensem-
bles pluripolaires. Soit ψj ∈ PSH(X,ω) une suite de fonctions qui converge
dans L1(X) vers ψ ∈ PSH(X,ω). Si les ψj sont uniformément bornées,
alors ∫

X
ψjdµ→

∫
X
ψdµ.

On a le même résultat, si on suppose de plus qu’il existe p > 1 tel que
supj

∫
X |ψj |

pdµ < +∞

Preuve:
On a lim supψj ≤ ψ ≤ C, donc d’après le lemme de Fatou

lim sup

∫
X
ψjdµ ≤

∫
X

lim supψjdµ ≤
∫
X
ψdµ.

Donc ψ 7→
∫
X ψdµ est semi-continue supérieurement.

Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de montrer que

lim inf

∫
X

Comb(ψj)dµ ≥
∫
X
ψdµ,

où Comb(ψj) est une combinaison quelconque des ψj .

On suppose en premier que p = 2. Alors (ψj) est faiblement compact
dans L2(µ). D’après le Théorème de Banach-Saks, il existe une sous-suite
ψjk telle que la suite

ψ̃N =
1

N

N∑
k=1

ψjk , N ∈ N,

converge dans L2(µ) vers une fonction g ∈ L2(µ). Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que ψ̃N converge µ-presque partout vers g(x).
On pose

ϕN (x) :=

(
sup
j≥N

ψ̃j(x)

)∗
.
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Alors ϕN (x) := supj≥N ψ̃j(x) µ-presque partout, puisque, ( voir [BT82] ), µ
ne charge pas l’ensemble pluripolaire

P :=

{
x ∈ X| sup

j≥N
ψj(x) <

(
sup
j≥N

ψj(x)

)∗}
.

Donc ϕN (x) décroit partout vers ψ, donc µ-presque partout. Comme elle
converge aussi vers g(x) µ-presque partout, alors ψ ≡ g µ-presque partout ,
en particulier

lim

∫
X
ψ̃Ndµ =

∫
X
ψdµ.

Pour p > 1 alors Lp(µ) est réflexif. Donc tout convexe faiblement com-
pact est fortement compact. Donc l’enveloppe convexe E = conv({ψj}∪{ψ})
qui est faiblement compacte est fortement compacte. Quitte à extraire une
sous-suite, ϕj = Comb(ψj) converge vers ϕ dans Lp(µ). Et un même raison-
nement donne le résultat. �
On va donner le résultat le plus important de cette section.

Théorème 3.2.3. Soit µ une mesure de probabilité qui vérifie la condition
(DC)A . Alors si F0 est propre, il existe ϕ ∈ E1(X,ω) tel que MA(ϕ) = µ
et de plus

sup
E1(X,ω)

F0 = F0(ϕ).

Preuve:
On pose M = supE1(X,ω)F0 > −∞. Comme F0 est invariant par translation,
alors

M = sup
E1(X,ω)

F0 = sup
E10 (X,ω)

F0,

où E1
0 (X,ω) est l’ensembles des fonctions ϕ ∈ E1(X,ω) normalisées. Donc il

existe une suite ϕj ∈ E1
0 (X,ω) telle que limj→+∞F0(ϕj) = M.

F0 étant propre donc C = sup |E(ϕj)| < +∞. Alors pour tout j, ϕj ∈
E1
C(X,ω). Par compacité, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer

que ϕj → ϕ ∈ E1
C(X,ω). Alors par s.c.s., on a

M = lim supF0(ϕj) ≤ F0(ϕ) ≤M.

Donc M = F0(ϕ) ce qui veut dire qu’il existe

sup
E1C(X,ω)

F0 = sup
E1(X,ω)

F0 = F0(ϕ).
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Il reste à montrer que ce point ϕ qui réalise le maximum de F0 est
solution de (MA)0.
Pour v ∈ C0(X,R) fixé, on considère la fonction

g(t) = E ◦ P (ϕ+ tv)−
∫
X

(ϕ+ tv)dµ

où pour h une fonction s.c.s sur X, on pose

P (h)(x) := sup{ψ(x) ∈ R|ψ ∈ PSH(X,ω) et ψ ≤ h},

qui est l’enveloppe ω-psh de h.
D’après le Théorème 3.2.15, g est différentiable en 0 et

g′(0) =

∫
X
vMA(ϕ)−

∫
X
vdµ.

Comme ϕ ∈ E1(X,ω) et t ∈ ]−1, 1[ , alors on a ϕ− c ≤ ϕ+ tv ≤ ϕ+ c, avec
c une constante réelle. Donc ϕ− c ≤ P (ϕ+ tv) et puisque ϕ− c ∈ E1(X,ω),
alors P (ϕ+ tv) ∈ E1(X,ω).
P (ϕ+ tv) ≤ ϕ+ tv, alors

F0◦P (ϕ+tv) = E◦P (ϕ+tv)−
∫
X
P (ϕ+tv)dµ ≥ E◦P (ϕ+tv)−

∫
X

(ϕ+tv)dµ

donc g(t) ≤ F0 ◦ P (ϕ+ tv).
On a aussi g(0) = E ◦ P (ϕ) −

∫
X ϕdµ = E(ϕ) −

∫
X ϕdµ = F0(ϕ). Or F0

atteint son maximum en ϕ donc F0 ◦ P (ϕ+ tv) ≤ g(0).
Ainsi g(t) ≤ g(0); ce qui implique g′(0) = 0. On a

g′(0) =

∫
X
vMA(ϕ)−

∫
X
vdµ,∀v ∈ C0(X,R),

doncMA(ϕ) = µ. �
On va maintenant donner le résultat qui garantit la propreté de la fonction-
nelle F0.

Théorème 3.2.4. Soit µ une mesure de probabailité telle que E1(X,ω) ⊂
L1(µ). Alors F0 est propre: il existe C > 0 tel que pour tout ϕ ∈ E1(X,ω)
normalisé par supX ϕ = 0,

F0 ≤ E(ϕ) + C|E(ϕ)|
1
2 .

On va utiliser les résultats suivants pour la preuve du théorème.
Soit C ⊂ PSH(X,ω) un ensemble convexe invariant par translation: u ∈
C et c ∈ R⇒ u+ c ∈ C.
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Lemme 3.2.5. Soit I : C → R∪{−∞} une fonction convexe, non décroissante,
et qui vérifie I(ϕ+ c) = I(ϕ) + c pour tout ϕ ∈ C et c ∈ R.
Soit K ⊂ C un sous-ensemble compact,convexe. Si I est fini sur K, alors
elle est uniformément bornée sur K.

Lemme 3.2.6. Soient ψ,ϕ ∈ PSH(X,ω) telles que ψ = εϕ, avec 0 < ε ≤ 1.
Alors il existe N ∈ N tel que pour tout 1 ≤ j ≤ n,

ωjψ ∧ ω
n−j ≤ ωn +Nε

n∑
l=1

ωlϕ ∧ ωn−l

Preuve du Théorème 3.2.4:
Soit ϕ ∈ E1(X,ω) fixé tel que supX ϕ = 0 et E(ϕ) ≤ −1. On pose ε =

|E(ϕ)|−
1
2 ∈ ]0, 1] et on considère ψ = εϕ ∈ E1(X,ω) puisque ψ ≥ ϕ et

ϕ ∈ E1(X,ω). Alors

E(ψ) =
ε

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X
ϕωjψ ∧ ω

n−j .

Du Lemme 3.2.6, il existe N ∈ N tel que pour tout j ≥ 1,

ωjψ ∧ ω
n−j ≤ ωn +Nε

n∑
l=1

ωlϕ ∧ ωn−l.

Comme ψ,ϕ ≤ 0, on a:

ψωjψ ∧ ω
n−j ≥ εϕωn +Nε2

n∑
l=1

ϕωlϕ ∧ ωn−l ≥ ϕωn +Nε2
n∑
l=0

ϕωlϕ ∧ ωn−l.

Donc

E(ψ) ≥ 1

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X
ϕωn +

Nε2

(n+ 1)
V

n∑
j=0

n∑
l=1

∫
X
ϕωlϕ ∧ ωn−l

=
1

V

∫
X
ϕωn + (n+ 1)Nε2E(ϕ) ≥ −C − (n+ 1)N,

où

C := sup

{
1

V

∫
X

(−ϕ)ωn | ϕ ∈ PSH0(X,ω)

}
< +∞,
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d’après le Lemme 3.2.5. Donc ψ ∈ E1
C(X,ω). Il résulte aussi du Lemme 3.2.5

que ϕ ∈ E1
C(X,ω) 7→

∫
X ϕdµ est uniformément bornée. Donc

∫
X ψdµ ≥

−C ′. Ainsi,∫
X
ϕdµ = ε−1

∫
X
ψdµ = |E(ϕ)|

1
2

∫
X
ψdµ ≥ −C ′|E(ϕ)|

1
2 ,

ce qui implique

F0(ϕ) = E(ϕ)−
∫
X
ϕdµ ≤ E(ϕ) + C ′|E(ϕ)|

1
2

et elle est donc propre. �
Preuve du Lemme 3.2.5:
On va raisonner par l’absurde en supposant que I n’est pas bornée sur
K. Si I n’est pas bornée sur K, alors il existe une suite (ϕj) dans K telle
que I(ϕj) ≤ −2j et ϕj → ϕ dans L1(X). Par le lemme de Hartogs, on a
lim supj→+∞(maxX ϕj) = maxX ϕ. Quitte à extraire une sous-suite, on peut
supposer que limj→+∞(maxX ϕj) = maxX ϕ et donc sup |maxX ϕj | = M <
+∞.
On pose ϕ̃j = ϕj − maxX ϕj . Alors, maxX ϕ̃j = 0 et I(ϕ̃j) = I(ϕj) −
maxX ϕj .
La fonction

ψ =

+∞∑
j=1

2−jϕ̃j = lim
k→+∞

k∑
j=1

2−jϕ̃j

est dans K comme limite d’une combinaison convexe d’éléments de K. Alors

I(ψ) ≤ I

 k∑
j=1

2−jϕ̃j

 ≤ k∑
j=1

2−jI(ϕ̃j)

or
I(ϕ̃j) = I(ϕj)−max

X
ϕj ≤ (−2j +M)→ −∞

quand j → +∞.
Donc I(ψ) = −∞ et ψ ∈ K, ce qui contredit le fait que I est finie sur
K. �

Preuve du Lemme 3.2.6:
ψ = εϕ, donc ωψ = ω+εddcϕ et εωϕ = εω+εddcϕ. Alors ωψ−εωϕ = (1−ε)ω
et on a ωψ = εωϕ + (1− ε)ω. Donc

ωjψ = ωψ = (εωϕ + (1− ε)ω)j =

j∑
l=0

(
j

l

)
εl(1− ε)j−lωlϕ ∧ ωj−l
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et donc

ωjψ ∧ ω
n−j =

j∑
l=0

(
j

l

)
εl(1− ε)j−lωlϕ ∧ ωn−l

= (1− ε)jωn +

j∑
l=1

(
j

l

)
εl(1− ε)j−lωlϕ ∧ ωn−l.

0 < ε ≤ 1 donc εl ≤ ε et (1− ε)l ≤ 1 pour l = 1 · · · j et

ωjψ ∧ ω
n−j ≤ ωn + ε

j∑
l=1

(
j

l

)
ωlϕ ∧ ωn−l ≤ ωn + ε

n∑
l=1

(
j

l

)
ωlϕ ∧ ωn−l.

On pose

N = sup
1≤l≤j≤n

(
j

l

)
et on a

ωjψ ∧ ω
n−j ≤ ωn +Nε

n∑
l=1

ωlϕ ∧ ωn−l

qui est le résultat. �
Le résultat suivant donne l’existence de la solution de (MA)0 dans E1(X,ω)
sous la seule condition E1(X,ω) ⊂ L1(µ).

Théorème 3.2.7. Soit µ une mesure de probabilité telle que E1(X,ω) ⊂
L1(µ). Il existe une unique fonction ϕ ∈ E1(X,ω) telle que

MA(ϕ) = µ,

qui est de plus unique à l’addition d’une constante près.
Les fonctions ϕ+ c sont les uniques points qui maximisent F0.

Preuve:
On considère l’ensemble convexe compact

CΛ = {ν mesure de probabilité sur X |ν ≤ ΛCapω}.

Du théorème de Radon-Nikodým généralisé ( voir [Rai69] ), on a µ = fν+σ,
où ν ∈ CΛ, 0 ≤ f ∈ L1(ν) et σ⊥CΛ.
(σ⊥CΛ)⇐⇒ (∃A ⊂ X,σ(A) = σ(X) et ∀γ ∈ CΛ, γ(A) = 0). On a

{(ω + ddcu)n|u ω − psh borné} ⊂ CΛ
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donc

Capω(A) := sup

{∫
A

(ω + ddcu)n|u ∈ PSH(X,ω),−1 ≤ u ≤ 0

}
= 0.

Alors par le théorème de Choquet, 0 = Capω(A) = Cap∗ω(A) et dans ce cas
on a par un résultat de Bedford et Tayor ( voir [BT82, GZ17]) que A est
pluripolaire. Donc µ(A) = 0 et on a 0 = σ(A) = σ(X), qui implique que
σ ≡ 0, c’est à dire µ = fν.
On pose µj := cj min(f, j)ν, avec cj la constante de normalisation qui décroit
vert 1. En effet,
V =

∫
X µj = cj

∫
X min(f, j)ν donc 1 ≤ cj = V∫

X min(f,j)ν
et cj → 1.

Alors on a µj qui est une mesure de probabilité et µj ≤ jcjCapω, donc elle
vérifie les conditions du Théorème 3.2.3. Alors, il existe une ϕj ∈ E1(X,ω)
normalisé par supX ϕj = 0 tel que µj = MA(ϕj). Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que ϕj → ϕ dans L1(X). Du Théorème 3.2.4,
on a

|E(ϕj)| ≤
∫
X

(−ϕj)MA(ϕj) = cj

∫
X

(−ϕj) min(f, j)ν

≤ cj
∫
X

(−ϕj)fν = cj

∫
X

(−ϕj)dµ ≤ C|E(ϕj)|
1
2 .

Donc pour tout j, |E(ϕj)| ≤ C2. Comme E s.c, alors |E(ϕ)| ≤ C2, par suite
ϕ ∈ E1(X,ω).
Posons φj := (supl≥j ϕl)

∗ qui est ω-psh et décroit vers ϕ. Comme ψ ≥ ϕj ,
alors φj ∈ E1(X,ω). Puisque MA(φj) = MA(max(φj , ϕj)) et MA(ϕj) =
cj min(f, j)ν ≥ min(f, j)ν = µ, d’après le Lemme 2.5.7, on a MA(φ ≥ µ.
Par convergence monotone, on a MA(φj) → MA(ϕ) donc MA(ϕ) ≥ µ.
Ainsi, MA(ϕ) = µ puisque ce sont deux mesures de probabilité. �

3.2.2 Le Cas λ < 0

Dans cette section, on va travailler avec µ une mesure de probabilité qui ne
charge pas les ensembles pluripolaires. On pose pour ε > 0, λ = −ε et donc

Fλ = F−ε = E(ϕ)− 1

ε
log

[∫
X
eεϕdµ

]
On va vérifier en premier que la fonctionnelle F−ε est semi-continue

supérieurement.
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Proposition 3.2.8. Soit µ une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Alors F−ε est semi-continue supérieurement.

Preuve:
Comme F−ε = E(ϕ) − 1

ε log
[∫
X e

εϕdµ
]
, montrer qu’elle est semi-continue

supérieurement revient à montrer que

ϕ ∈ E1(X,ω) 7→
∫
X
eεϕdµ

avec supX ϕ = 0 est semi-continue inférieurement.
Soit ϕj ∈ E1(X,ω) une suite de fonctions normalisées par supX ϕj = 0 et qui
converge vers ϕ ∈ E1(X,ω) dans L1(X). Donc supX ϕ = 0. Comme ϕj , ϕ
sont normalisées, alors on peut supposer qu’elles sont négatives et donc

ψj = eεϕj , ψ = eεϕ ∈ PSH(X;ω)

et sont uniformémement bornées puisqu’elles sont à valeurs dans [0, 1]. Du
Lemme 3.2.2, on en deduit que lim

∫
X ψjdµ =

∫
X ψdµ et ψ 7→

∫
X ψdµ est

semi-continue inférieurement. Donc F−ε est semi-continue supérieurement.�

On va donner le résultat phare de cette section:

Théorème 3.2.9. Soit µ une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Si F−ε est propre, alors il existe ϕ ∈ E1(X,ω)
solution de l’équation (MA)−ε et tel que

sup
E1(X,ω)

F−ε = F−ε(ϕ)

Preuve:
Comme dans le cas λ = 0, la propreté et l’invariance par translation de F−ε
permet de trouver un C > 0 tel que

sup
E1(X,ω)

F−ε = sup
E1C(X,ω)

F−ε.

Le fait que F−ε est sem-continue supérieurement sur le sous-ensemble con-
vexe compact E1

C(X,ω) permet de trouver un ϕ ∈ E1(X,ω) qui la maximise
sur E1

C(X,ω).
Pour montrer que ce point ϕ qui maximise F−ε est solution de (MA)−ε, on
considère, pour v ∈ C0(X,R) fixé et t ∈ ]−1, 1[ la fonction

g(t) := E ◦ P (ϕ+ tv)− 1

ε
log

[∫
X
eε(ϕ+tv)dµ

]
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où on pose P (h)(x) := {ψ(x) ∈ R|ψ ∈ PSH(X,ω) et ψ ≤ h} qui est
l’enveloppe ω-psh de h.
On a

g′(t) =

∫
X
vMA(P (ϕ+ tv))−

∫
X
v

eε(ϕ+tv)dµ∫
X e

ε(ϕ+tv)dµ
.

Puisque ϕ ∈ E1(X,ω) et tv minoré, alors P (ϕ+ tv) ∈ E1(X,ω). P (ϕ+ tv) ≤
ϕ+ tv, donc

−1

ε
log

[∫
X
eεP (ϕ+tv)dµ

]
≥ −1

ε
log

[∫
X
eε(ϕ+tv)dµ

]
et donc g(t) ≤ F−ε ◦ P (ϕ+ tv).
On a aussi

g(0) = E ◦ P (ϕ)− 1

ε
log

[∫
X
eεϕdµ

]
= E(ϕ)− 1

ε
log

[∫
X
eεϕdµ

]
= F−ε(ϕ).

ϕ étant le point qui maximise F−ε alors g(t) ≤ F−ε ◦P (ϕ+ tv) ≤ F−ε(ϕ) =
g(0).
Ainsi, g(t) ≤ g(0) et comme g est dérivable en 0 ( Théorème 3.2.15 ) alors
g′(0) = 0.
Donc

0 = g′(0) =

∫
X
vMA(ϕ)−

∫
X
v

eεϕdµ∫
X e

εϕdµ

pour tout v ∈ C0(X,R). Alors

MA(ϕ) =
eεϕµ∫
X e

εϕdµ
,

au sens des mesures de Radon sur X. Donc ψ = ϕ− 1
ε log

[∫
X e

εϕdµ
]

est so-
lution de (MA)−ε. �

Puisque si F−ε est propre, on a une solution de son équation d’Euler-
Lagrange, alors on doit se demander à quelles conditions la fonctionnelle
vérifie cette propriété? La réponse à cette question est donnée par le théorème
suivant:

Proposition 3.2.10. Soit µ une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Alors F−ε(ϕ) ≤ E(ϕ) +Cµ pour tout ϕ ∈ E1(X,ω)
normalisé par supX ϕ = 0. En particulier, F−ε est propre.
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Preuve:

PSH0(X,ω) := {ϕ ∈ PSH(X,ω) | sup
X
ϕ = 0}

est un compact et comme

ϕ ∈ PSH(X,ω) 7→
∫
X
eεϕdµ

est continue et positive, alors pour tout ϕ ∈ PSH0(X,ω), il existe δ > 0 tel
que

∫
X e

εϕdµ ≥ δ. Donc log
[∫
X e

εϕdµ
]
≥ log δ et on a F−ε(ϕ) ≤ E(ϕ) −

1
ε log δ ce qui implique qu’elle est propre.

Théorème 3.2.11. Soit µ une mesure de probabilité qui ne charge pas les
ensembles pluripolaires. Alors pour tout ε > 0, il existe un unique ϕ ∈
E1(X,ω) tel que

MA(ϕ) = eεϕµ.

ϕ est est l’unique fonction qui maximise la fonctionnelle F−ε.

Preuve:
Comme µ ne charge pas les ensembles pluripolaires alors F−ε est propre.
D’après le Théorème 3.2.9, il existe un ϕ ∈ E1(X,ω) solution de l’équation
MA(ϕ) = eεϕµ.
Montrons alors que cette fonction est unique.
Supposons qu’il existe une autre solution ψ de (MA)−ε. On a alors

MA(ϕ) = eεϕµ et MA(ψ) = eεψµ,

donc MA(ψ) = eε(ψ−ϕ)MA(ϕ).
D’après le principe de comparaison Proposition 2.5.4,∫
{ϕ<ψ}

MA(ϕ) ≤
∫
{ϕ<ψ}

eε(ψ−ϕ)MA(ϕ) =

∫
{ϕ<ψ}

MA(ψ) ≤
∫
{ϕ<ψ}

MA(ϕ)

donc MA(ϕ)({ϕ < ψ}) = 0. On en déduit que ψ ≤ ϕ MA(ϕ)-presque
partout. Du principe de domination Proposition 2.5.8, on a ψ ≤ ϕ sur X.
Par symétrie on a ψ ≡ ϕ d’où l’unicité. �
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3.2.3 Le Cas λ > 0

Dans cette section, on fait l’étude avec la condition supplémentaire sur µ =
fdV avec f ∈ Lp(dV ), p > 1 et une forme volume dV. Ici

Fλ(ϕ) = E(ϕ) +
1

λ
log

[∫
X
e−λϕdµ

]
Proposition 3.2.12. Soit µ une mesure de probabilité telle que µ = fdV
avec f ∈ Lp(dV ), p > 1 et dV une forme volume. Alors Fλ est semi-continue
supérieurement sur tout sous-ensemble compact E1

C(X,ω) ⊂ E1(X,ω).

Preuve:
Comme E(ϕ) semi-continue supérieurement, il suffit de montrer que

ϕ ∈ E1
C(X,ω) 7→

∫
X
e−λϕdµ ∈ R

est semi-continue supérieurement. Par le lemme de Fatou, on voit que cette
fonctionnelle est semi-continue inférieurement. Donc elle sera continue si on
montre qu’elle semi-continue supérieurement.
Soit ϕj une suite de E1

C(X,ω) qui converge vers ϕ dans Lp(X). On a∣∣∣∣∫
X
e−λϕjdµ−

∫
X
e−λϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X
|e−λϕj − e−λϕ|dµ =

∫
X
|e−λϕj − e−λϕ|fdV

Or |ea − eb| ≤ |a− b|ea+b pour tout a, b ≤ 0. Donc∫
X
|e−λϕj − e−λϕ|fdV ≤ λ

∫
X
|ϕj − ϕ|e−λ(ϕj+ϕ)fdV.

L’inégalité de Hölder donne∫
X
|ϕj − ϕ|e−λ(ϕj+ϕ)fdV ≤ ‖f‖Lp

(∫
X
|ϕj − ϕ|qe−λq(ϕj+ϕ)dV

) 1
q

On applique encore l’inégalité de Cauchy-Schwarz et∫
X
|ϕj−ϕ|e−λ(ϕj+ϕ)fdV ≤ ‖f‖Lp

(∫
X
|ϕj − ϕ|2qdV

) 1
2q

×
(∫

X
e−2qλ(ϕj+ϕ)dV

) 1
2q

ϕj , ϕ ∈ E1
C(X,ω) ⊂ E1(X,ω)
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donc ont des nombres de Lelong nuls. Du théorème d’intégrablité uniforme
de Skoda, on a

C ′ := sup
j

(∫
X
e−2q(ϕj+ϕ)dV

) 1
2q

< +∞.

On obtient donc ∣∣∣∣∫
X
e−ϕjdµ−

∫
X
e−ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ C ′‖ϕj − ϕ‖L2q

Puisque ϕj → ϕ dans L1(X) alors ϕj → ϕ dans L2q(X) et on obtient la semi-
continuité supérieure. �

On va donner le résultat d’existence de solution pour le cas λ > 0. La
démonstration est pareille qu’aux cas λ = 0 et λ < 0.

Théorème 3.2.13. Soit µ = fdV , avec f ∈ Lp(dV ), p > 1 et dV une
forme volume, une mesure de probabilité. Si Fλ est propre, alors il existe
ϕ ∈ E1(X,ω) solution de (MA)λ et de plus

sup
E1(X,ω)

Fλ = Fλ(ϕ).

Théorème 3.2.14. Soit µ une mesure de probabilité telle que µ = fdV
avec f ∈ Lp(dV ), p > 1 et dV une forme volume. Alors il existe α(ω) > 0
telle que pour 0 < λ < α(ω), il existe Cλ > 0 tel que pour tout ϕ ∈ E1(X,ω)
normalisé par supX ϕ = 0,

Fλ(ϕ) ≤ E(ϕ) + Cλ.

En particulier, Fλ est propre pour 0 < λ < α(ω).

Preuve:
Ici, on a µ = fdV . Donc∫

X
e−λϕdu =

∫
X
e−λϕfdV ≤ ‖f‖Lp

(∫
X
e−qλϕdV

) 1
q

d’après l’inégalité de Hölder.
Comme l’espace des fonctions ω-psh normalisées est compact, alors pour
tout ϕ normalisé, on a d’après le théorème de Skoda uniforme∫

X
e−qλϕdV ≤ C(qλ)
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si λ < (qν({ω}))−1 où

ν({ω}) := sup{ν(u, x) | x ∈ X et u ∈ PSH(X,ω)}.

Donc pour tout 0 < λ < ν({ω}), il existe A > 0 tel que
∫
X e
−λϕdµ ≤ A.

Alors on a Fλ(ϕ) ≤ E(ϕ)+ 1
λ logA. �

3.2.4 Théorème de Projection

On rappelle que l’enveloppe ω-psh P (u) d’une fonction semi-continue supérieu-

rement u : X → R ∪ {−∞} est

P (u)(x) := sup{ψ(x)|ψ ∈ PSH(X,ω) et ψ ≤ u}.

Théorème 3.2.15. Soient ϕ ∈ E1(X,ω) et v ∈ C0(X,R) fixés. Alors la
fonction qui à t 7→ E ◦ P (ϕ+ tv) est différentiable en zéro et

dE ◦ P (ϕ+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ).

Preuve:
On veut montrer que

lim
t→0

E ◦ P (ϕ+ tv)− E(ϕ)

t
=

∫
X
vMA(ϕ).

On suppose que t > 0.
Comme E est concave et E′ = MA alors on :

E ◦ P (ϕ+ tv)− E(ϕ) ≤ 〈E′(ϕ), P (ϕ+ tv)− ϕ〉 =

∫
X

(P (ϕ+ tv)− ϕ)MA(ϕ).

Comme P (ϕ+ tv) ≤ ϕ+ tv et t > 0, alors

E ◦ P (ϕ+ tv)− E(ϕ)

t
≤
∫
X
vMA(ϕ).

De la concavité de E aussi, on a

E ◦ P (ϕ+ tv)− E(ϕ) ≥ 〈E′ ◦ P (ϕ+ tv), P (ϕ+ tv)− ϕ〉

=

∫
X

(P (ϕ+ tv)− ϕ)MA(P (ϕ+ tv)).
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PuisqueMA(P (ϕ+tv)) est concentré sur l’ensemble {P (ϕ+tv) = ϕ+tv},∫
X

(P (ϕ+ tv)− ϕ)MA(P (ϕ+ tv)) =

∫
X
tvMA(P (ϕ+ tv)).

t > 0, alors

E ◦ P (ϕ+ tv)− E(ϕ)

t
≥
∫
X
vMA(P (ϕ+ tv)).

P est uniformément Lipschitzien, donc

sup
X
|P (ϕ+ tv)− P (ϕ)| = sup

X
|P (ϕ+ tv)− ϕ| ≤ t sup

X
|v| → 0

lorsque t→ 0. L’opérateur de Monge-Ampère étant continu sous convergence
uniforme, alors ∫

X
vMA(P (ϕ+ tv))→

∫
X
vMA(ϕ)

quand t→ 0. Donc

E ◦ P (ϕ+ tv)− E(ϕ)

t
≥
∫
X
vMA(ϕ).

Alors on a
dE ◦ P (ϕ+ tv)

dt

∣∣∣∣
t=0

=

∫
X
vMA(ϕ).

Le cas t < 0 s’obtient comme celui de t > 0 en remplaçant v par −v.�

3.3 Autres Solutions

3.3.1 Solutions dans le cas λ > 0.

Définition 3.3.1. Soit µ une mesure de probabilité. On pose

αµ({ω}) := sup

[
α ≥ 0| sup

ϕ∈P0

∫
X
e−αϕdµ < +∞

]
,

où P0 = {ϕ ∈ PSH(X,ω)| supX ϕ = 0}.
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Lorsque µ0 = fdV est une mesure de probabilité à densité f ∈ Lp, p > 1,
alors pour ϕ ∈ PSH(X,ω) normalisé par supX ϕ = 0 et tout α > 0,∫

X
e−αϕdµ =

∫
X
e−αϕfdV.

D’après l’inégalité de Hölder,∫
X
e−αϕfdV ≤ ‖f‖Lp

(∫
X
e−qαϕdV

) 1
q

.

Pour ϕ ∈ P0, ∫
X
e−qαϕdV < +∞

si 0 < α << 1. Donc αµ({ω}) > 0.

On suppose dans toute la suite que αµ({ω}) > 0.

Théorème 3.3.2. Soit λ > 0 fixé tel que αµ({ω}) > λn/(n + 1), alors il
existe ϕ ∈ E1(X,ω) solution de l’équation

MA(ϕ) = e−λϕµ.

Remarque 3.3.3. Pour λ > 0, on pose ω̃ = λω, αµ(ω̃) =
αµ(ω)
λ et ϕ̃ = λϕ.

Donc ω̃ + ddcϕ ≥ 0⇔ ω + 1
λdd

cϕ ≥ 0. Alors PSH(X, ω̃) = 1
λPSH(X,ω).

On note Fωλ (ϕ) = Eω(ϕ) + 1
λ log

[∫
X e
−λϕdµ

]
. Alors

Eω̃(ϕ̃) =
1

(n+ 1)Ṽ

n∑
j=0

∫
X
ϕ̃ω̃jϕ̃ ∧ ω̃

n−j

=
1

(n+ 1)λnV

n∑
j=0

∫
X
λϕλjωjϕ ∧ λn−jωn−j

= λEω(ϕ).

Ainsi

F ω̃1 (ϕ̃) = Eω̃(ϕ̃) + log

[∫
X
e−ϕ̃dµ

]
= λ

(
Eω(ϕ) +

1

λ
log

[∫
X
e−λϕdµ

])
= λFωλ (ϕ).

Ces deux fonctions ont les mêmes propriétés extrémales et comme αµ(λω) =
1
λαµ(ω), on peut supposer que λ = 1 et αµ(ω) > n/(n+ 1).
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On pose:

Mµ(ϕ) = E(ϕ)−
∫
X
ϕMA(ϕ)−Hµ(MA(ϕ)),

où

Hµ(ν) :=

∫
X

(
ν

µ

)
log

(
ν

µ

)
dµ,

est l’entropie relative de ν par rapport à µ qui est par convention égale
+∞ quand ν n’est pas absolument continue par rapport à µ. Elle est
non négaltive quand ν << µ. On montre que Hµ(ν) = 0 ⇔ µ = ν (voir
[BBEGZ11]).

On pose aussi

Hµϕ(MA(ϕ)) =


Hµ(MA(ϕ)) +

∫
X ϕMA(ϕ)

+ log
(∫
X e
−ϕdµ

)
, si

∫
X e
−ϕdµ < +∞,

+∞, si
∫
X e
−ϕdµ = +∞,

et

µϕ :=
e−ϕµ∫
X e
−ϕdµ

.

Maintenant, on va utiliser les résultats suivant pour la preuve du théorème
3.3.2

Lemme 3.3.4. Pour tout ϕ ∈ E1(X,ω),

F1(ϕ) =Mµ(ϕ) +Hµϕ(MA(ϕ)) ≥Mµ(ϕ),

avec égalité ( voir [BBEGZ11],) si et seulement si MA(ϕ) = µϕ.

Preuve:
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On suppose d’abord que
∫
X e
−ϕdµ < +∞ donc µϕ(X) = 1. Alors

Hµϕ(MA(ϕ)) =

∫
X

(
MA(ϕ)

µϕ

)
log

(
MA(ϕ)

µϕ

)
dµϕ

=

∫
X

(
MA(ϕ)

µϕ

)
log

(
MA(ϕ)

µϕ

)
dµϕ

=

∫
X

log

(
MA(ϕ)

µϕ

)
MA(ϕ)

=

∫
X

log

MA(ϕ)
e−ϕµ∫
X e−ϕdµ

MA(ϕ)

=

∫
X

log

(
MA(ϕ)eϕ

∫
X e
−ϕdµ

µ

)
MA(ϕ)

=

∫
X

log

(
MA(ϕ)

µ

)
MA(ϕ) +

∫
X
ϕMA(ϕ)

+ log

[∫
X
e−ϕdµ

]
= Hµ(MA(ϕ)) +

∫
X
ϕMA(ϕ) + log

[∫
X
e−ϕdµ

]
.

Donc

Mµ(ϕ) +Hµϕ(MA(ϕ)) = E(ϕ) + log

[∫
X
e−ϕdµ

]
= F1(ϕ).

Comme Hµϕ(MA(ϕ)) ≥ 0, alors F1(ϕ) ≥Mµ(ϕ).

Si
∫
X e
−ϕdµ = +∞, le résultat reste vrai. �

Lemme 3.3.5. Soit 0 < α < αµ. Il existe Cα > 0 tel que

Mµ(ϕ) ≤ [1− (1− α)(n+ 1)]E(ϕ) + Cα,

pour tout ϕ ∈ E1(X,ω) tel que supX ϕ = 0. De plus,

Mµ(ϕ) ≤ εE(ϕ) + Cε avec ε > 0,

si αµ > n/(n+ 1).

62



Preuve:
On pose ψ = ϕ − supX ϕ. On a alors supX ψ = 0 et ψ ≤ 0. Comme
0 < α < αµ, alors il existe Cα > 0 tel que

∫
X e
−αψdµ ≤ eCα .

Puisque −αψ − log
(
MA(ψ)

µ

)
= −αψ + ϕ, donc∫

X
e
−αψ−log

(
MA(ψ)
µ

)
MA(ψ) =

∫
X
e−αψ+ϕe−ϕdµ =

∫
X
e−αψdµ.

Alors ∫
X
e
−αψ−log

(
MA(ψ)
µ

)
MA(ψ) ≤ eCα .

Par concavité du logarithme, on a∫
X

[
−αψ − log

(
MA(ψ)

µ

)]
MA(ψ) ≤ Cα.

D’où

−Cα − α
∫
X
ψMA(ψ) ≤

∫
X

log

(
MA(ψ)

µ

)
MA(ψ) = Hµ(MA(ψ)).

Par suite,

Mµ(ψ) = E(ψ)−
∫
X
ψMA(ψ)−Hµ(MA(ψ))

≤ E(ψ) + Cα + α

∫
X
ψMA(ψ)−Hµ(MA(ψ))

= E(ψ)− (1− α)

∫
X
ψMA(ψ) + Cα.

Puisque (n+ 1)E(ψ) ≤
∫
X ψMA(ψ),

Mµ(ψ) ≤ [1− (1− α)(n+ 1)]E(ψ) + Cα.

�

Remarque 3.3.6.

1. Si αµ(ω) > 0, alors il existe α > 0,
∫
X e
−αϕdµ < Cα, pour tout

ϕ ∈ P0. Donc
∫
X(−αϕ)dµ ≤

∫
X e
−αϕdµ < Cα, ce qui implique

Ep(X,ω) ⊂ Lp(MA(ψ)), pour tout p > 0.
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2. Pour tout ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X), la mesure de probabilité

µϕ :=
e−ϕµ∫
X e
−ϕdµ

,

vérifie ∀p > 0, Ep(X,ω) ⊂ Lp(MA(ψ)).

Lemme 3.3.7. Pour tout ϕ ∈ E1(X,ω), il existe ψ ∈ E1(X,ω) tel que

F1(ψ) ≥ F1(ϕ) et Mµ(ψ) ≥ F1(ϕ).

Preuve:
1. Soit ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X) tel que

∫
X e
−ϕdµ = 1.

La mesure ν = e−ϕµ intégre les fonctions de E1(X,ω) d’après la Remar-
que 3.3.6, il existe ψ0 ∈ E1(X,ω) tel que MA(ψ0) = e−ϕµ.

Si
∫
X e
−ψ0dµ < +∞, on pose ψ = ψ0 − c tel que

∫
X e
−ψdµ = 1. Alors

µϕ = e−ϕµ = MA(ψ) et µψ = e−ψµ sont deux mesures de probabilités. On
a aussi F1(ψ) = E(ψ) et F1(ϕ) = E(ϕ).
D’après la propriété de cocycle de E, on a

E(ϕ)− E(ψ) =
1

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X

(ϕ− ψ)ωjϕ ∧ ω
n−j
ψ

≤
∫
X

(ϕ− ψ)MA(ψ) =

∫
X

(ϕ− ψ)dµϕ

=

∫
X

(ϕ− ψ)eψ−ϕdµψ.

Or

Hµψ(µϕ) =

∫
X

µϕ
µψ

log

(
µϕ
µψ

)
dµψ =

∫
X

e−ϕ

e−ψ
log

(
e−ϕ

e−ψ

)
dµψ

= −
∫
X

(ϕ− ψ)e−(ϕ−ψ)dµψ

Alors E(ϕ)−E(ψ) = −Hµψ(µϕ) ≤ 0. Donc F1(ψ) ≥ F1(ϕ). Maintenant
on a

Mµ(ψ) = E(ψ) +

∫
X

(ϕ− ψ)MA(ψ) ≥ E(ϕ) = F1(ϕ).

2. Il résulte de la première étape que ∀ϕ ∈ PSH(X,ω) ∩ L∞(X),
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F1(ϕ) ≤ sup
E1(X,ω)

Mµ = M < +∞,

d’après le Lemme 3.3.5.
Soit ϕ ∈ E1(X,ω) et ϕj := max(ϕ,−j)↘ ϕ. Alors

F1(ϕ) = limF1(ϕj) ≤M < +∞.

En particulier, ∀ϕ ∈ E1(X,ω),
∫
X e
−ϕdµ < +∞ et on est ramené au cas

précédent. �

Preuve du Théorème 3.3.2:
On considère que λ = 1. Alors

F1(ϕ) = E(ϕ) + log

[∫
X
e−ϕdµ

]
.

Comme αµ(ω) > n/(n+ 1), il vient du Lemme 3.3.5 queMµ(ϕ) est propre.
De plus il existe C > 0 assez grand tel que

sup
E(X,ω)

Mµ = sup
E1C(X,ω)

Mµ.

Or on a du Lemme 3.3.4, pour tout ϕ ∈ E1(X,ω),

F1(ϕ) ≥Mµ(ϕ)

et du Lemme 3.3.7 que pour tout ϕ ∈ E1(X,ω), il existe un ψ ∈ E1(X,ω)
tel que

F1(ϕ) ≤Mµ(ψ) ≤ sup
E1(X,ω)

Mµ.

Donc
sup
E1C(X,ω)

Mµ = sup
E1C(X,ω)

F1 = sup
E1(X,ω)

F1.

Comme supE1(X,ω)Mµ < +∞ d’après le Lemme 3.3.5, on en déduit que

supE1(X,ω)F1 < +∞ et donc ∀ϕ ∈ E1(X,ω),
∫
X e
−ϕdµ < +∞.

Ainsi comme (d’apres le Lemme 3.3.9 ci-dessous) F1 est semi-continue
supérieurement, il existe ϕ ∈ E1

C(X,ω) ⊂ E1(X,ω) qui réalise le maximum de
F1 et d’après les résultats précédents ce point qui réalise le maximum est un
point critique et cela termine la preuve. �
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Corollaire 3.3.8. Pour tout ϕ ∈ E1(X,ω), on a∫
X
e−ϕdµ < +∞.

Lemme 3.3.9. La fonction

L : E1(X,ω) 3 ϕ 7→ log

(∫
X
e−ϕdµ

)
∈ R

est continue pour la topologie L1(X).

Preuve:([BBEGZ11])

3.3.2 Solutions Dans E(X,ω)

Théorème 3.3.10. Soit µ une mesure de probabilité sur X. Il existe ϕ ∈
E(X,ω) tel que µ = MA(ϕ) si et seulement si µ ne charge pas les ensembles
pluripolaires.

De plus, cette solution est unique à l’addition d’une constante près.

D’après la définition de E(X,ω), les mesures de Monge-Ampère MA(ϕ)
ne charge pas les ensembles pluripolaires pour tout ϕ ∈ E(X,ω). Donc
l’important contenu de ce théorème est que, réciproquement, toute mesure
pluripolaire est la mesure de Monge-Ampère d’une fonction (qui est unique
à l’addition d’une constante près ) dans E(X,ω).

On donne ici la preuve de l’existence de solution et la partie de l’unicité
sera traitée dans la section unicité en fin du chapitre.

Preuve:
On suppose que µ ne charge pas les ensembles pluripolaires. Par projection
sur le compact convexe défini prćd́emment, il existe 0 ≥ u ∈ E1(X,ω) et
0 ≤ f ∈ L1(MA(u)) tels que µ = fMA(u). On pose v = eu qui est bornée
car u ≤ 0. On a aussi,

ω + ddceu = ω + euddcu+ eudu ∧ dcu
= ω + euωu − euω + eudu ∧ dcu
= ω(1− eu) + euωu + eudu ∧ dcu
≥ 0.
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Donc v est ω-psh bornée. Ainsi,

MA(v) = ωnv =
1

V
(ω(1− eu) + euωu + eudu ∧ dcu)n

≥ 1

V
(ω(1− eu) + euωu)n

≥ 1

V
(euωu)n = enuMA(u).

On a alors MA(u) qui est absolument continue par rapport à MA(v).
D’après le théorème de Radon-Nikodỳm, il existe g ∈ L1(MA(v)) telle que
MA(u) = gMA(v).
Or µ = fMA(u), avec u ∈ E1(X,ω) et 0 ≤ f ∈ L1(MA(u)), donc µ =
hMA(u) et h = fg ∈ L1(MA(v)). On peut donc remplacer u par v et
supposer que u est bornée dans la suite.

On pose µj := cj min(f, j)MA(u) où cj ↘ 1 est tel que µj(X) =
µ(X) = 1. On peut supposer sans perte de généralité que 1 ≤ cj ≤ 2.
Donc µj ≤ 2jMA(u) ≤ 2jCapω. D’après les résultats précédents, il existe
ϕj ∈ E1(X,ω) normalisée par supX ϕj = 0 telle que µj = MA(ϕj). Quitte
à extraire une sous-suite, on peut supposer que ϕj → ϕ ∈ L1(X) pour une
fonction ω-psh ϕ normalisée par supX ϕ = 0.

Soit γ : R+ → R+ une fonction convexe, croissante avec limz→+∞
γ(z)
z =

+∞ telle que γ ◦ f ∈ L1(MA(u)) ( voir [RR02] pour la construction de γ).
Soit γ∗ : R+ → R+ la transformé de Legendre de γ, définie par
γ∗(z) = sup{zy − γ(z) | y ∈ R+}.

On veut montrer que ϕ ∈ Eχ et que µ = MA(ϕ), où χ ∈ W+ est définie
par χ(t) := −(γ∗)−1(−t). On a χ(−∞) = −∞ et χ(0) = 0, on suppose que
γ(0) = 0. Pour tout y, z ∈ R+, zy ≤ γ∗(z) + γ(y). Donc

−t = γ∗(−χ(t)) ≥ −χ(t)y − γ(y).

Comme f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ X, alors on a

(−χ)(−t) · f(x) ≤ −t+ γ ◦ f(x), pour tout (t, x) ∈ R− ×X. (3.3.1)

Pour t = ϕj dans (3.3.1), on

0 ≤
∫
X

(−χ) ◦ ϕjMA(ϕj) ≤ 2

∫
X

(−χ) ◦ ϕjfMA(u)

≤ 2

∫
X

(−ϕj)MA(u) + 2

∫
X
γ ◦ fMA(u).
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Comme u et
∫
X(−ϕj)ωn sont bornées, de l’inégalité de Chern-Levine-

Nirenberg on déduit que
∫
X(−ϕj)MA(u) est uniformément bornée supérieure-

ment. Donc
∫
X(−χ) ◦ ϕjMA(ϕj) est bornée.

On pose φj := (supl≥j ϕl)
∗ ∈ E1(X,ω) et décroit vers ϕ. On a

MA(φj) ≥ min
l≥j

MA(ϕl) ≥ min(f, j)MA(u).

On a ϕj ≤ φj ≤ 0, donc

0 ≥ Eχ(φj) ≥ Eχ(ϕ) ≥
∫
X
χ ◦ ϕjMA(ϕj) ≥ −C.

Donc ϕ ∈ Eχ(X,ω) ⊂ E(X,ω) et on a

MA(ϕ) = lim
j→+∞

MA(φj) ≥ lim
j→+∞

min(f, j) = µ.

Comme ce sont deux mesures de probabilités, alors elles sont égales. �

3.3.3 Solutions dans Ep(X,ω)

Définition 3.3.11. Soit p > 0, fixé. On note par Ep(X,ω) la classe Eχ(X,ω)
pour un pods χ : t 7→ −(−t)p dans W.

On note

Ep(ϕ) :=
1

(n+ 1)V

n∑
j=0

∫
X
−(−ϕ)pωjϕ ∧ ωn−1

l’énergie correspondant Eχ.

Théorème 3.3.12. Soit µ une mesure de probabilité. Alors il existe ϕ ∈
Ep(X,ω) tel que µ = MA(ϕ) si et seulement si Ep(X,ω) ⊂ Lp(µ).

On a besoin des résultats suivants pour la preuve du théorème.

Lemme 3.3.13. Soient 0 ≥ ϕ,ψ ∈ Ep(X,ω). Alors

2p(n+ 1) [|Ep(ϕ)|+ |Ep(ψ)|] ≥
∫
X

(−ϕ)pMA(ψ) ≥ 0.

En particulier, Ep(X,ω) ⊂ Lp(MA(Ep(X,ω))).
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Preuve:
On sait que

(n+ 1)|Ep(ϕ)| ≥
∫
X

(−ϕ)pMA(ϕ).

Donc il suffit de montrer que∫
X

(−ψ)pMA(ψ) ≤ 2p
[∫

X
(−ϕ)pMA(ϕ) +

∫
X

(−ψ)pMA(ψ)

]
.

On a ∫
X

(−ϕ)pMA(ψ) = p

∫ +∞

0
tp−1MA(ψ){ϕ < −t}dt

En faisant le changement de variable t = 2s, on obtient

∫
X

(−ϕ)pMA(ψ) = p

∫ +∞

0
tp−1MA(ψ){ϕ < −t}dt

2pp

∫ +∞

0
sp−1MA(ψ){ϕ < −2t}dt.

Or {ϕ < −2t} ⊂ {ϕ < ψ − t} ∪ {ψ < −t}, donc

∫
X

(−ϕ)pMA(ψ) ≤ 2pp

∫ +∞

0
sp−1MA(ψ){ϕ < ψ − t}dt

+ 2pp

∫ +∞

0
sp−1MA(ψ){ψ < −t}dt

= 2pp

∫ +∞

0
sp−1MA(ψ){ϕ < ψ − t}dt+ 2p

∫
X

(−ψ)pMA(ψ).

Par le principe de comparaison, MA(ψ){ϕ < ψ − t} ≤ MA(ϕ){ϕ <
ψ − t}. Comme {ϕ < ψ − t} ⊂ {ϕ < −t}, on a∫
X

(−ψ)pMA(ψ) ≤ 2p
[∫

X
(−ϕ)pMA(ϕ) +

∫
X

(−ψ)pMA(ψ)

]
. �
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Lemme 3.3.14. Soit µ une mesure de probabilité telle que Ep(X,ω) ⊂
Lp(µ). Alors il existe C > 0 tel que pour tout ϕ ∈ Ep(X,ω) normalisé
par supX ϕ = −1, on a ∫

X
|ϕ|pdµ ≤ C|Ep(ϕ)|

p
p+1 .

Preuve:
Comme supX ϕ = −1, alors on a E(ϕ) ≤ −1. Donc 0 < |E(ϕ)|

1
p+1 ≤ 1.

Par suite ψ = |E(ϕ)|−
1
p+1ϕ ∈ Ep(X,ω) ⊂ Lp(µ). Ainsi il existe C > 0 tel

que ∫
X
|ψ|pdµ ≤ C.

D’où ∫
X
|ϕ|pdµ ≤ C|E(ϕ)|

p
p+1 .

�

Preuve du Théorème 3.3.12:
Si on suppose que µ = MA(ϕ) pour un ϕ ∈ Ep(X,ω), le Lemme 3.3.13
montre que Ep(X,ω) ⊂ Lp(µ).
Pour la réciproque, on rappelle que Ep(X,ω) caractérise les ensembles pluripo-
laises. Donc µ ne charge pas les ensembles pluripolaires. D’après le Théorème
3.3.10 il existe ϕ ∈ E(X,ω) tel que supX ϕ = −1 et MA(ϕ) = µ. On pose
ϕj := max(ϕ,−j). Quand 0 < p ≤ 1, on a

0 ≤ |Ep(ϕj)| ≤
∫
X

(−ϕj)pMA(ϕj)

=

∫
{ϕ>−j}

(−ϕj)pMA(ϕj) +

∫
{ϕ≤−j}

(−ϕj)pMA(ϕj)

Par le principe du maximum,∫
{ϕ>−j}

(−ϕj)pMA(ϕj) =

∫
{ϕ>−j}

(−ϕj)pMA(ϕ).
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On a aussi,∫
{ϕ≤−j}

(−ϕj)pMA(ϕj) =

∫
{ϕ≤−j}

jpMA(ϕj)

= jp
∫
{ϕ≤−j}

MA(ϕj)

= jp

(
1−

∫
{ϕ>−j}

MA(ϕj)

)

= jp
∫
{ϕ≤−j}

MA(ϕj)

= jp

(
1−

∫
{ϕ>−j}

MA(ϕ)

)

= jp
∫
{ϕ≤−j}

MA(ϕ)

=

∫
{ϕ≤−j}

(−ϕj)pMA(ϕ).

Donc ∫
X

(−ϕj)pMA(ϕj) =

∫
X

(−ϕj)pMA(ϕ).

Ainsi,

0 ≤ |Ep(ϕj)| ≤
∫
X

(−ϕj)pMA(ϕj) =

∫
X

(−ϕj)pdµ ≤ C|Ep(ϕj)|
p
p+1 ,

Où la dernière inégalité vient du Lemme 3.3.14 ci-dessus, montrant que
Ep(ϕj) est borné, donc ϕ ∈ Ep(X,ω).
Si p > 1, il existe Cp > 0,( voir dans ( [GZ07],Proposition 2.10 ) tel que

0 ≤ |Ep(ϕj)| ≤ Cp
∫
X

(−ϕj)pMA(ϕj),

donc ϕ ∈ Ep(X,ω). �

3.4 Unicité

On a déja montré que dans le cas λ < 0 que l’unicité des solutions de (MA)λ
est une conséquence du principe de domination. On va étudier dans cette
partie l’unicité des solutions (MA)0.
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3.4.1 La Méthode de Calabi

On commence en expliquant une preuve de Calabi qui montre l’unicité des
solutions ϕ de (MA)0 lorsqu’on suppose de plus que ωψ est une forme
kählérienne.

Soient ψ,ϕ deux solutions de (MA)0 telles que ωϕ := ω+ ddcϕ et ωψ :=
ω + ddcψ soient des formes kählériennes. Alors on a

0 = ωnϕ − ωnψ = (ωϕ − ωψ) ∧

n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ


= (ddcϕ− ddcψ) ∧

n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ


= ddc(ϕ− ψ) ∧

n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ


Donc ddc(ϕ−ψ)∧S = 0, avec S :=

∑n−1
j=0 ω

j
ϕ∧ωn−1−j

ψ une (n−1, n−1)-forme
positive fermée. En multipliant par ψ−ϕ on a toujours (ψ−ϕ)ddc(ϕ−ψ)∧(∑n−1

j=0 ω
j
ϕ ∧ ωn−1−j

ψ = 0
)

et une intǵration par parties donne:

0 =

∫
X

(ψ − ϕ)ddc(ϕ− ψ) ∧

n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ


=

∫
X
d(ϕ− ψ)dc(ϕ− ψ) ∧

n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ

 ,

or ωn−1
ψ ≤

∑n−1
j=0 ω

j
ϕ ∧ ωn−1−j

ψ donc

∫
X
d(ϕ−ψ)dc(ϕ−ψ)∧ωn−1

ψ ≤
∫
X
d(ϕ−ψ)dc(ϕ−ψ)∧

n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ

 = 0.

En posant f = ϕ − ψ et en passant aux coordonnées locales, on a pour
z = (z1, · · · , zn) et w = (idz1 ∧ dz̄1) ∧ · · · ∧ (idzn ∧ dz̄n) la forme volume
canonique,

p.p, 0 = |∇ωf |2 = n
df ∧ dcf ∧ ωn−1

ωn
=

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂zj
∣∣∣∣2 ,
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f est constant p.p. par la théorie des espaces de Sobolev ( voir [Zie89] ). Par
les inégalités de la moyenne f est constante partout, i.e., ϕ−ψ est constante
partout. �

3.4.2 Unicité dans E1(X,ω)

Généralisation de la méthode de Calabi.

Théorème 3.4.1. Soient ϕ,ψ ∈ E1(X,ω) telles que (ω + ddcϕ)n ≡ (ω +
ddcψ)n. Alors ϕ− ψ est constante.

Preuve:

Posons f = ϕ−ψ
2 et h = ϕ+ψ

2 . Comme E1(X,ω) est convexe alors
h ∈ E1(X,ω). On suppose ϕ,ψ ≤ −Cω, où Cω est choisi de sorte que∫
X(−h)ωnh ≥ 1. On veut montrer que

∫
X df ∧ d

cf ∧ ωn−1 = 0.
Pour cela, on montre en premier lieu que pour T = ωlh ∧ ωn−2−l un courant
positif fermé de bidimension (2, 2), l = 0, · · · , n− 2 et ϕ,ψ bornées,∫

X
df∧dcf∧ω∧T ≤ 3

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×
(∫

X
(−h)ω2

h ∧ T
) 1

2

. (†)

On sait que

df ∧ dcf ∧ ω = df ∧ dcf ∧ ωh − df ∧ dcf ∧ ddch

donc en intégrant contre T on a∫
X
df ∧ dcf ∧ ω ∧ T =

∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T −

∫
X
df ∧ dcf ∧ ddch ∧ T

En intégrant par parties on obtient

∫
X
df ∧ dcf ∧ ω ∧ T =

∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T +

∫
X
df ∧ dch ∧ ddcf ∧ T

=

∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T +

∫
X
df ∧ dch ∧

ωϕ − ωψ
2

∧ T,

puisque ddcf =
ωϕ−ωψ

2 .
Par l’négalité de Cauchy-Schwarz, on a∣∣∣∣∫
X
df ∧ dch ∧ ωϕ ∧ T

∣∣∣∣ ≤ (∫
X
df ∧ dcf ∧ ωϕ ∧ T

) 1
2

×
(∫

X
dh ∧ dch ∧ ωϕ ∧ T

) 1
2

,
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or 2ωh = 2ω + ddcϕ+ ddcψ = ωϕ + ωψ ≥ ωϕ donc∣∣∣∣∫
X
df ∧ dch ∧ ωϕ ∧ T

∣∣∣∣ ≤ (2

∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×
(

2

∫
X
dh ∧ dch ∧ ωh ∧ T

) 1
2

= 2

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×
(∫

X
dh ∧ dch ∧ ωh ∧ T

) 1
2

.

De même∣∣∣∣∫
X
df ∧ dch ∧ ωψ ∧ T

∣∣∣∣ ≤ 2

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×
(∫

X
dh ∧ dch ∧ ωh ∧ T

) 1
2

.

Une intégration par parties donne aussi,∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T =

∫
X

(−f)ddcf ∧ ωh ∧ T,

or

hωh − fddcf =
1

4
((ϕ+ ψ)(ωϕ + ωψ) + (ψ − ϕ)(ωϕ − ωψ))

=
1

4
(2ϕωψ + 2ψωϕ) ≤ 0.

Donc ∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T ≤

∫
X

(−h)ω2
h ∧ T

On a aussi∫
X
dh ∧ dch ∧ ωh ∧ T =

∫
X

(−h)ddch ∧ ωh ∧ T ≤
∫
X

(−h)ω2
h ∧ T.

Ainsi on a∫
X
df ∧ dcf ∧ ω ∧ T ≤

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×

[(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

+ 2

(∫
X
dh ∧ dch ∧ ωh ∧ T

) 1
2

]

≤
(∫

X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×

[(∫
X

(−h)ω2
h ∧ T

) 1
2

+ 2

(∫
X

(−h)ω2
h ∧ T

) 1
2

]

= 3

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ T

) 1
2

×
(∫

X
(−h)ω2

h ∧ T
) 1

2

74



qui est l’inégalité (†).
On va déduire de la relation (†), la relation (††) suivante:∫

X
df ∧ dcf ∧ ωn−1 ≤ 9

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωn−1

h

) 1
2n−1

×
(∫

X
(−h)ωnh

)2

(††)

Comme T = ωlh ∧ ωn−2−l, l = 0, · · · , n− 2 alors (†) donne∫
X
df∧dcf∧ω∧ωlh∧ωn−2−l ≤ 3

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωl+1

h ∧ ωn−2−l
) 1

2

×
(∫

X
(−h)ωnh

) 1
2

,

puisque pour l = 0, · · · , n− 2,
∫
X(−h)ω2+l

h ∧ ωn−2−l ≤
∫
X(−h)ωnh .∫

X
df ∧ dcf ∧ ωn−1 ≤ 3

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωh ∧ ωn−2

) 1
2

×
(∫

X
(−h)ωnh

) 1
2

≤ 3

[
3

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ω2

h ∧ ωn−3

) 1
2

×
(∫

X
(−h)ωnh

) 1
2

] 1
2

×
(∫

X
(−h)ωnh

) 1
2

= 31+ 1
22

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ω2

h ∧ ωn−3

) 1
22

×
(∫

X
(−h)ωnh

)1+ 1
22

.

En appliquant ce procédé n− 1 fois, on obtient,∫
X
df ∧ dcf ∧ ωn−1 ≤ 31+ 1

22
+···+ 1

2n−1

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωn−1

h

) 1
2n−1

×
(∫

X
(−h)ωnh

)1+ 1
2

2
+···+ 1

2n−1

≤ 9

(∫
X
df ∧ dcf ∧ ωn−1

h

) 1
2n−1

×
(∫

X
(−h)ωnh

)2

.

D’où la relation (††).

Ainsi, pour ϕ,ψ ∈ E1(X,ω), on utilise les suites bornées, ϕj = max(ϕ,−j)
et ψj = max(ψ,−j) qui décroissent respectivement vers ϕ et ψ. Par pro-
priété de continuité, ϕ et ψ vérifient (††).
Comme f = ϕ−ψ

2 , alors on a

ddcf ∧ S =
ddc(ϕ− ψ)

2
∧ S = 0,
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où

S =
n−1∑
j=0

ωjϕ ∧ ω
n−1−j
ψ

est un courant positif fermé de bidegré (n− 1, n− 1). Donc

0 =

∫
X

(−f)ddcf ∧ S =

∫
X
df ∧ dcf ∧ S.

Or ∫
X
df ∧ dcf ∧ ωn−1

h =

∫
X
df ∧ dcf ∧

(
ωϕ − ωψ

2

)n−1

=
1

2n−1

∫
X
df ∧ dcf ∧

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
ωjϕ ∧ ω

n−1−j
ψ .

Donc
∫
X df ∧ d

cf ∧ ωn−1
h = 0 et par suite

∫
X df ∧ d

cf ∧ ωn−1 = 0.

|∇ωf |2 = n
df ∧ dcf ∧ ωn−1

ωn
=

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂zj
∣∣∣∣2 = 0 p.p.,

donc f est constant p.p., i.e., ϕ−ψ est constante partout. Ce qui achève la
preuve. �

3.4.3 Unicité dans E(X,ω)

Dans cette partie, on va montrer que les solutions de (MA)0 sont uniques
(à l’addition d’une constante près):

Théorème 3.4.2. Soient ϕ,ψ ∈ E(X,ω) tels que (ω+ddcϕ)n ≡ (ω+ddcψ)n.
Alors ϕ− ψ est une constante.

Preuve:
On pose T1 = ω + ddcϕ, T2 = ω + ddcψ et

µ := Tn1 = Tn2 .

D’après la proposition 3.4.3 ci-dessous, on remarque que

T k1 ∧ Tn−k2 ≥ µ,

donc
T k1 ∧ Tn−k2 = µ
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pour k = 0, · · ·n puisque ces deux mesures ont même masse totale 1.
Puique µ ne charge pas les ensembles pluripolaires, on considère l’ensemble
des t ∈ R tel que µ{ϕ = ψ + t} > 0 qui cöıncide avec le lieu des points de
discontinuité de la fonction croissante

f : t 7→ µ{ϕ < ψ + t},

en effet,
on a ⋃

t<s

{ϕ < ψ + t} = {ϕ < ψ + s} et
⋂
t>s

{ϕ < ψ + t} = {ϕ ≤ ψ + s}.

Donc

f(s−) = lim
t→s−

f(t) = µ{ϕ < ψ + s} et f(s+) = lim
t→s+

f(t) = µ{ϕ ≤ ψ + s}

qui est discontinue aux points t tels que µ{ϕ = ψ + t} > 0.
La fonction f est croissante, donc l’ensemble des ses points de disconti-

nuité est dénombrable.
On va montrer par absurde qu’il existe t ∈ R tel que ϕ = ψ + t µ-presque
partout.
Donc il existe t ∈ R tel que

0 < µ{ϕ < ψ + t} < 1.

Par convergence monotone, on peut dire d’après de petite perturbation sur
t que

µ{ϕ = ψ + t} = 0.

En remplaçant ψ par ψ + t, on peut supposer que t = 0, donc µ{ϕ <
ψ}, µ{ϕ > ψ} < 1 tant que µ{ϕ = ψ} = 0. On peut alors choisir ε > 0 assez
petit tel que (1 + ε)nµ{ϕ < ψ}, (1 + ε)nµ{ϕ > ψ} < 1.

On fixe η > 0 tel que la mesure non-pluripolaire

1{ϕ<ψ}(1 + ε)nµ+ 1{ϕ>ψ}ηµ

est de masse totale 1. D’après le Théorème 3.3.10, il existe 0 ≥ u ∈ E(X,ω)
tel que T = ω + ddcu satisfait

Tn = 1{ϕ<ψ}(1 + ε)nµ+ 1{ϕ>ψ}ηµ.
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De la proposition 3.4.3, on en déduit que

T ∧ Tn−1
1 ≥ (1 + ε)µ

sur {ϕ < ψ}. On considère

Oδ := {(1− δ)ϕ < (1− δ)ψ + δu} ⊂ {ϕ < ψ}.

Par le principe de comparaison, on a∫
Oδ

((1− δ)T2 + δT ) ∧ Tn−1
1 ≤

∫
Oδ

((1− δ)T1 + δω) ∧ Tn−1
1 .

Comme
Tn1 = T2 ∧ Tn−1

1 = µ,

on a

(1 + ε)

∫
Oδ

µ ≤
∫
Oδ

T ∧ Tn−1
1 ≤

∫
Oδ

ω ∧ Tn−1
1 .

Quand δ tend vers 0, Oδ qui croit vers {ϕ < ψ}, donc par convergence
monotone, on a

(1 + ε)

∫
{ϕ<ψ}

µ ≤
∫
{ϕ<ψ}

ω ∧ Tn−1
1 .

Si on intervertie les rôles de ϕ et ψ, on obtient par le même raisonnement

(1 + ε)

∫
{ϕ>ψ}

µ ≤
∫
{ϕ>ψ}

ω ∧ Tn−1
1 .

Puisque µ{ϕ = ψ} = 0, on obtient en sommant les deux inégalités que

1 + ε ≤
∫
X
ω ∧ Tn−1

1 ≤ 1,

qui est en contradiction.

On a alors montrer que ϕ = ψ MA(ϕ) = MA(ψ)-presque partout. Donc
par le principe de domination et par symétie on a ϕ = ψ. �
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Proposition 3.4.3. Soient µ une mesure non-pluripolaire et 0 ≤ f1 · · · fn ∈
L1(µ). On suppose que les ϕi ∈ E(X,ω) sont telles que

Tni = (ω + ddcϕi)
n ≥ fiµ

pour tout 1 ≤ i ≤ n. Alors

T1 ∧ · · · ∧ Tn ≥ (f1 · · · fn)
1
nµ. (A)

Preuve:
On peut écrire µ = g(ω + ddcu)n avec u ω-psh et borné et 0 ≤ g ∈ L1(ωnu).
En remplaçant fi par fig, on peut supposer que µ = (ω+ ddcu)n, avec u ω-
psh borné.

On suppose en premier que toutes les données sont bornées donc on a
d’après le Lemme 3.4.5

T1 ∧ · · · ∧ Tn ≥ (f1 · · · fn)
1
nµ.

On se ramène au cas où les fi sont bornées, en posant fki = min(fi, k)
qui sont bornées, croissantes et convergent vers fi quand k → +∞.
D’après le Lemme 3.4.5, on a

T1 ∧ · · · ∧ Tn ≥ (fk1 · · · fkn)
1
nµ.

Par convergence monotone, on a

T1 ∧ · · · ∧ Tn ≥ (f1 · · · fn)
1
nµ.

On se ramène maintenant au cas où les ϕj sont bornées. Ici, on utilise

les approximations ϕ
(k)
i = max(ϕi,−k) qui sont bornées et décroissent vers

ϕi. Par le principe du maximum, on a

MA(ϕ
(k)
i ) ≥ 1{ϕi>−k}MA(ϕ

(k)
i ) = 1{ϕi>−k}MA(ϕi).

Comme le cas borné,

(ω + ddcϕ
(k)
1 ) ∧ · · · ∧ (ω + ddcϕ(k)

n ) ≥ (f1 · · · fn)
1
nµ,
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le résultat s’en résulte quand k tend vers +∞.
On s’est donc ramené au cas où µ = (ω + ddcun avec u, ϕi ω-psh bornées.

�

Lemme 3.4.4. ([DL15]) Soient (uj) et (ϕj) deux suites de fonctions ω-psh
bornées sur X. On suppose que uj converge en capacité vers u ∈ PSH(X,ω)∩
L∞(X) et ϕj converge dans L1(X) vers ϕ ∈ PSH(X,ω)∩L∞(X). Si il ex-
iste A > 0 tel que

MA(ϕj) ≤ A×MA(uj),∀j,

Alors ϕj → ϕ en Capω. En particulier, MA(ϕj) converge faiblement vers
MA(ϕ).

Lemme 3.4.5. Soient u, vi, ϕi des fonctions ω-psh bornées et 0 ≤ fi, gj des
fonctions densités bornées telles que

(ω + ddcϕi)
n = fi(ω + ddcu)n + gi(ω + ddcvi)

n

pour tout 1 ≤ i ≤ n. Alors

(ω + ddcϕ1) ∧ · · · ∧ (ω + ddcϕn) ≥ (f1 · · · fn)
1
n (ω + ddcu)n.

Preuve:
Quand toutes les données sont lisses, alors le résultat est donné par le
Théorème 5 de [LG59].

On suppose alors que u et les vi sont lisses. On considère dans L1 les
suites de denstitées lisses et uniformément bornées f εi et gεi qui sont des
approximations de fi et gi respectivement et qui sont normalisées de sorte
qu’il existe une unique fonction lisse ϕεi ( Théorème de Yau ) solution de
l’équation

(ω + ddcϕεi )
n = f εi (ω + ddcu)n + gεi (ω + ddcvi)

n.

Comme dans le cas lisse,

(ω + ddcϕε1) ∧ · · · ∧ (ω + ddcϕεn) ≥ (f ε1 · · · f εn)
1
n (ω + ddcu)n.

D’après les propriétés de stabilité, on a ϕεi qui converge en capacité vers ϕi
lorsque ε→ 0, donc on a l’inégalité.

On suppose maintenant que ω est kählérienne, que les densités fi, gi ≥
δ > 0 sont quasi-continues et bornées en zéro et en infini et que u, vi ne
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sont plus lisses. On approxime u, vj par les suites décroissantes de fonctions
ω-psh lisses uε, vεi et l’on résout l’équation avec ϕεi

(ω + ddcϕεi )
n = eϕ

ε
i−ϕi [fi(ω + ddcuε)n + gi(ω + ddcvεi )

n]. (C)

On a uε + C ≤M + C où C est une constante positive tel qu’on a

eu
ε+C−ϕi [fi(ω + ddcuε)n + gi(ω + ddcvεi )

n] ≥ euε+C−ϕifi(ω + ddcuε)n

≥ (ω + ddcuε)n,

c’est-à-dire
eu

ε+C−ϕifi ≥ 1.

Dans ce cas, uε + C est sur-solution de l’équation (C) et par le principe de
comparaison on a ϕεi ≤ uε + C ≤M + C.

Si on prend M ′ − C ′ ≤ ψ =
uε+vεi

2 − C ′ où C ′ > 0 est tel que

eψ−C
′−ϕi [fi(ω + ddcuε)n + gi(ω + ddcvεi )

n] ≤ 1

2n
Aeψ−C

′−ϕi(ωuε + ωvεi )
n

≤ (ωuε + ωvεi )
n,

c’est-à-dire
1

2n
Aeψ−C

′−ϕi ≤ 1.

Donc, du principe de comparaison on a,

ψ =
uε + vεi

2
− C ′ ≤ ϕεi .

Alors ϕεi est uniformément bornée et converge en uniformément vers ϕi.
Comme fi, gi sont bornées, on peut trouver une constante A > 0 telle que

(ω + ddcϕεi )
n ≤ A(ω + ddc(uε + vεi )/2)n.

(uε+vεi )/2) converge en capacité vers (u+vi)/2 qui est ω-psh bornée. D’après
le Lemme 3.4.4, ϕεi → ε en capacité quand ε↘ 0.

On a

(ω + ddcϕε1) ∧ · · · ∧ (ω + ddcϕεn) ≥ e
∑ ϕεi−ϕi

2 (f1 · · · fn)
1
n (ω + ddcuε)n. (D)

Comme les suites ϕεi et uε convergent en capacité , le membre de gauche
de (D) converge vers (ω + ddcϕ1) ∧ · · · ∧ (ω + ddcϕi) et celui de droite vers
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(f1 · · · fn)
1
n (ω + ddcu)n.

En fin, on suppose que les densités fi, gi ne sont pas lisses. Donc on
les approche par les suites de densités continues et uniformément bornées
f εi , g

ε
i ≥ ε > 0 qui convergent dans L1 et résolvent l’équation

(ω + ddcϕεi )
n = eϕ

ε
i−ϕi [f εi (ω + ddcu)n + gεi (ω + ddcvi)

n].

u+ C est une sur-solution pour C > 0 tel que eu+C−ϕif εi ≥ 1. en effet,
si telle est le cas

eu+C−ϕi [f εi (ω + ddcu)n + gεi (ω + ddcvi)
n] ≥ eu+C−ϕif εi (ω + ddcu)n

≥ (ω + ddcu)n.

ψ = u+vi−C′
2 est aussi sous-solution si on choisit C ′ > 0 de sorte que

A
2n e

ψ−C′−ϕi ≤ 1 avec A le max des bornes sup de f εi , g
ε, puisque dans ce cas

on aura

eψ−C
′−ϕi [f εi (ω + ddcu)n + gεi (ω + ddcvi)

n] ≤ Aeψ−C′−ϕi(ω + ddcψ)n

≤ (ω + ddcψ)n

On a alors ϕεi est uniformément d’après le principe de comparaison. Comme
dans les points précédents on a le résultat par passage à la limite. �
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Conclusion

L’approche variationnelle est une méthode efficace pour la résolution des
équations de Monge-Ampère complexes. Dans ce mémoire, après avoir défini
les outils nécessaires et rappelé leurs propriétés, on a trouvé une fonctionnelle
Fλ dont l’équation d’Euler-Lagrange est (0.0.1) et montré qu’elle admet des
points critiques (les points qui la maximisent,) qui sont les solutions de
l’équation (0.0.1). Ces solutions sont uniques dans les cas λ < 0 et λ = 0.

Le travail est plus simple pour le cas λ < 0, puisque les fonctions ω−psh
sont scs donc majorées et atteignent leur borne sup sur X qui est compact.

Dans le cas λ = 0, c’est plus compliqué puisque les fonctions ω−psh sont
majorées mais peuvent prendre la valeur −∞. C’est pourquoi, on a posé
des conditions supplémentaires sur la mesure µ pour trouver une solution
sur E1(X,ω), avant d’utiliser les propriétés de convergences et de continuités
pour étendre l’existence et l’unicité de la solution sur E(X,ω). On a montré
aussi l’existence des solutions de (0.0.1) sur Ep(X,ω), pour p > 0 dans le
cas λ = 0.

Pour λ > 0 c’est encore plus délicat. On commence dans ce cas à montrer
l’existence de solutions sur E1(X,ω) lorsque µ = fdV f ∈ Lp(X,µ), p > 1
avant de montrer qu’il existe des solutions pour une mesure de probabilité
mais avec la condition 0 < αµ(ω) < nλ/(n+ 1).
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Géométrique des Variétés Algébriques Affines. Mém. Soc.
Math. France, 19 (1985), 124.

84



[Dem91] J. P. Demailly, Potential Theory in Several Complex Variables.
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/∼demailly/books.html,
2016.

[Dem92] J. P. Demailly, Regularization of closed positive currents and
intersection theory. J. Alg. Geom., 1(3)(1992), 361-409.

[DL15] S. Dinew and H. C. Lu, Mixed Hessian inequalites and unique-
ness in the class E(X,ω,m). Math. Z, 279(3-4)(2015), 753-766.

[GZ05] V. Guedj, A. Zeriahi, Intrinsic capacities on compact Kähler
manifolds, J. Geom. Anal. 15 (4) (2005) 607–639.

[GZ04] V. Guedj, A. Zeriahi, Monge–Ampère operators on compact
Kähler manifolds, preprint, arXiv: math.CV/0504234.

[GZ07] V. Guedj and A. Zeriahi, The weighted Monge-Ampère energy
of quasiplurisubharmonic functions. J. Funct. An. 250(2007),
442-482.

[GZ17] V. Guedj and A. Zeriahi: Degenerate Complex Monge-Ampère
Equations, EMS Tracts in Mathematics Vol.26, January 2017,
496 pages, DOI 10.4171/167.

[Lel68] P. Lelong, Fonctionnelles analytiques et fonctions entières (n
variables), Sém. de Math. Supérieures, 6e session, été 1967,
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