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Résumé

La source de motivation de ce travail est le théoreme de Bernhard Riemann qui plus
tard a été complété par son étudiant Gustav Roch, pour obtenir ainsi le théoreme qu’on
nomme maintenant théoreme de Riemann-Roch. C’est surtout par les idées mises en
ceuvre et les outils mis en place que le théoreme de Riemann-Roch a eu une importance
considérable a travers ses applications dans de nombreuses branches des mathématiques
et en particulier en géométrie algébrique. Ces applications sont multiples et on donne ici
quelques exemples eu égard aux notions de base rappelées pour aider & comprendre les
trois versions du théoréme de Riemann-Roch citées dans ce mémoire.



Notations et Abréviations

ie.

car(k)

Ne divise pas
Marque la fin des preuves
C’est-a-dire

Caractéristique du corps k



Introduction

La géométrie algébrique est un domaine des mathématiques qui s’intéresse a 1’étude
des ensembles algébriques, c’est-a-dire ceux qui sont définis par I’annulation d’un ou de
plusieurs polynoémes. L’attention particuliere est accordée aux variétés algébriques. Il
existe deux types de catégories essentielles de variétés algébriques, celles qui sont affines
et celles qui sont projectives. Le présent mémoire intitulé le théoreme de Riemann-Roch
mérite de faire une breéve historique sur Riemann-Roch. Le mathématicien Bernhard
Riemann (1826 — 1866) s’intéressait au probléeme de détermination de tous les diviseurs
positifs équivalents & un diviseur D sur une surface compacte. Pour y arriver, il cherchait
a calculer la dimension de I’espace vectoriel complexe

L(D) =A{f| f est méromorphe et div(f) + D > 0}.
Riemann prouva que, pour X compact,
dim £(D) > degD+1—g.

ol g est le genre de la surface de X. Son étudiant Gustav Roch (1839 — 1866) compléta
le théoréme qu’on nomme maintenant théoreme de Riemann-Roch

dim £(D) — dim £(K — D) =deg D+ 1 —g.

ou K est un diviseur appelé diviseur canonique.
L’objectif de ce travail de mémoire est double d’une part de mettre en place I’ensemble des
outils nécessaires pour la compréhension des trois versions du théoréme de Riemann-Roch
et d’autre part de donner quelques applications.

Ces trois versions s’énoncent respectivement de la maniere suivante :

Théoréme 3.2.1 (Riemann-Roch 1)
Soit C une courbe projective irréductible, de degré d et de genre g. On a pour tout n € Z :

h°Oc(n) — h'Oc(n) = nd +1 —g.

De plus, pour n grand on a
h'Oc(n) =0

et dans ce cas on a :
hPOc(n) =nd+1—g.



Théoréme 3.2.2 (Riemann-Roch 2)
Soit C une courbe projective, lisse et irréductible de genre g et soit D un diviseur sur C.
On a la formule

h°Oc(D) — h'O¢(D) = deg D 4+ 1 — g.

De plus, il existe un entier N tel que si deg(D) > N on a
h'*Oc(D) =0

et dans ce cas on a :
h°Oc(D) =degD +1 — g.

Théoréme 3.2.4 (Riemann-Roch 3)
Soit C une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit K un diviseur canonique

sur C. Alors, pour tout diviseur D sur C
h°O¢(D) — h°O¢(K — D) =degD +1 — g.

Ce mémoire comprend trois chapitres et est organisé comme suit :

Le premier chapitre introduit les notions de base essentielles pour la compréhension
du sujet abordé. Les propositions et théoremes utilisés pour ces notions considérées
comme rappels ne sont pas en générale démontrés. Parmi ces notions de base on privilégie
les ensembles algébriques affines, les ensembles algébriques projectifs et les diviseurs.
Ce chapitre rassemble des propriétés essentielles qui seront beaucoup utilisées dans les
chapitres ultérieurs. Pour les preuves, on peut se référer par exemple & [1] ou & [4] ou &
[10].

Dans le deuxiéme chapitre, on traite, entre autres, des notions de faisceaux, de
cohomologie et plus particulierement la cohomologie de Cech. Dans ce chapitre, on trouve
deux résultats tres importants & savoir une suite exacte longue de coholomogie et le
théoreme d’annulation dans le cas projectif.

Le troisieme et dernier chapitre qui est le cceur du sujet, est consacré a I’étude du
théoreme de Riemann-Roch. Dans ce chapitre, on énonce puis on démontre les versions
du théoreme de Riemann-Roch. On fait aussi des rappels sur les courbes elliptiques, en
insistant sur des notions qui interviennent dans les applications.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

On désignera par k un corps commutatif sauf mention expresse du contraire et n sera

considéré un entier strictement positif.

1.1 Ensembles algébriques affines

1.1.1 Espace affine

Définition 1.1.1 On appelle espace affine de dimension n, et on note A" (k) ou encore
A" (8'il n’y a pas risque de confusion sur k), 'ensemble k", produit cartésien itéré n fois
du corps k.

Les éléments de Pespace affine sont appelés points. Les espaces A et A? sont appelés
respectivement droite et plan affine. Un point a de A™ est dit zéro de f € k[X1,...,X,)]

si f(a) =0.
Définition 1.1.2 Soit S une partie quelconque de k[X7,...,X,]. On pose :

V(S)={ac A" |V feS, f(a) =0}
de sorte que les a € V(S) sont les zéros communs & tous les polynomes de S.

On dit que V(5) est 'ensemble algébrique affine défini par S. On notera souvent dans le
cas d’un ensemble fini, V(f1,...,f-) en lieu et place de V({f1,...,fr}).

Définition 1.1.3 On appelle hypersurface définie par f, et 'on note V(f), ’ensemble
des zéros de f (ou f n’est pas constant et k est algébriquement clos).

Ainsi, on a V(f) = {a € A" | f(a) = 0}. Le degré de V(f) est le degré de f.

Cas particuliers d’hypersurfaces : Soit 'hypersurface V(f) = {a € A" | f(a) = 0}.

e Sin =2, on obtient V(f) = {a € A? | f(a) = 0}, une telle hypersurface est appelée

courbe affine plane.
Une courbe affine plane est dite conique, cubique, quartique,. .. si le degré est respecti-

vement 2,3,4,...



e Sideg(f) =1, 'hypersurface V(f) = {a € A" | f(a) = 0} est appelée hyperplan affine.

Remarques 1.1.1

1. L’application V est décroissante : si S; C Sy alors V(S3) C V(S1).

2. Pour tout S C k[Xy,...,X,], on montre que V(S) = V((S)) ou (S) désigne 'idéal
engendré par S. Par suite, I’étude des ensembles algébriques affines se ramene a
Pétude des idéaux de k[X1,...,X,]. Or, ce dernier étant neothérien, donc tout idéal
de k[X1,...,X,] est de type fini. Ainsi, tout ensemble algébrique affine est défini par

un nombre fini d’équations : V(S) = V(f1,...,fr), ou f; € S.

Propositions 1.1.1
1) Le vide et I'espace tout entier sont des ensembles algébriques affines.
2) Une intersection quelconque d’ensembles algébriques affines en est un.

3) Une réunion finie d’ensembles algébriques affines en est un.

Cette proposition nous permet d’énoncer la définition suivante :

Définition 1.1.4 Les ensembles algébriques affines de A™ définissent une topologie sur
A™ dite topologie de Zariski, dont ils sont les fermés.

Définition 1.1.5 (Idéal d’un ensemble de points)
Soit V' une partie de A™. On appelle idéal de V dans A", I’ensemble noté J (V') défini par

IV)={fck[X1,....X] | Ya €V, fla) = 0}.

On voit que J(V) est I’ensemble des polyndmes nuls sur V. On vérifie aisement que J(V')
est un idéal.

Considérons le morphisme d’anneaux suivant
r kX, X — F(VE), f— fiv

ou F(V, k) désigne I'anneau de toutes les fonctions de V' dans k, et f,; représente la
restriction de f & V. Le noyau de r est J(V) et notons I'(V)) ! I'image de r qui est I'anneau
des fonctions polyndémiales sur V', isomorphe a k[X,...,X,]/I(V).

Définition 1.1.6 On appelle radical d’un idéal T de k[X},...,X,], I'ensemble noté VI
défini par
VI={feklXi,....X,]|ImeN*, f™ e}

Théoréme 1.1.1 (le théoréme des zéros de Hilbert)
On suppose que k est algébriquement clos. Pour tout idéal propre I de k[X1,...,X,], on
a

IV = VI.

1. En fait, on verra sous peu que I'(V') s’appelle I’algebre des fonctions réguliéres de V' dans k.

Théoréme de Riemann-Roch 9



1.1.2 Irréductibilité

Définitions 1.1.7 Soit E un espace topologique non vide.
On dit que FE est irréductible s’il n’est pas réunion de deux fermés distincts de E.

Autrement dit,
E irréductible & [E = F; U F, (F; fermé de E) = E = F; ou E = Fy]

Un ensemble algébrique affine est dit irréductible s’il est irréductible pour la topologie de
Zariski.

Proposition 1.1.2 Un ensemble algébrique affine est irréductible si et seulement si son
idéal est premier.

Théoréme 1.1.2 Tout ensemble algébrique affine non vide V' se décompose de fa-
¢on unique (& permutation pres) en une réunion finie d’ensembles algébriques affines

irréductibles Vi, ...,V,, non contenus 'un dans l'autre.

Les Vi, ...,V, sont appelés les composantes irréductibles de V.

Définition 1.1.8 On appelle variété algébrique affine tout ensemble algébrique affine
irréductible.

Définition 1.1.9 (ouvert standard)
Soient f € k[X1,...,X,] et V(f) I'hypersurface définie par f. L’ensemble

D(f) =k =V(f) ={a € k" | f(a) # 0}
est un ouvert de Zariski de k", dit ouvert standard.

Les ouverts standards forment une base d’ouverts pour la topologie de Zariski, c’est-a-dire
tout ouvert U est réunion finie d’ouverts standards.

1.1.3 Applications régulieres

Définitions 1.1.10 Soient V C k™ et W C k™ des sous-variétés affines. Une application
V — W est dite réguliere si c’est la restriction a& V' d’une application k" — k™ dont les
composantes sont des fonctions polyndémiales.

On appelle fonction réguliere sur V' toute application réguliere de V' a valeurs dans k.

Remarque 1.1.2 Soient V C k" et W C k™ des sous-variétés affines et u: V — W
une application réguliere. L’ensemble des fonctions régulieres de V' dans k s’identifie a
I’algebre

D(V) =k[Xy,...,X,]/3(V).

Définition 1.1.11 (changement de coordonnées affines)

Soit f: A" — A" x+— f(z) = (Pi(x),...,P,(x)) une application réguli¢re bijective
telle que chaque P; soit un polynéme de degré 1. Une telle application f est appelée
changement de coordonnées affines.

Théoréme de Riemann-Roch ].0



Exemples 1.1.1

» Soit fi : A2 — A% z+—— fi(z) = (Pi(2), P2(z)) ot P, = ag1 +anX + a1 Y et
P2 = ap2 + ang + a22Y vérifiant a11022 — Q21012 7& 0.

> Soit fo: A® — A%,z — fo(x) = (Pi(z), Pa(z), Ps(x)) ou

P =ap +a11 X +anY +az1Z La matrice formée par les coefficients de X,Y
a1l Q21 431
Py = ago + a12X + anY + azp”Z et Z: M= |a2 asx azs | estinversible

aiz 423 @33
P3s = ag3 + a13X + a3 + aszs”Z i.e. det(M) 7é 0.

» Soit f3: A" — A", x+— f3(z) = (P(x), ..., Pu(z)) ot P, = X; +a;°.

Définition 1.1.12 Un élément f de k[X,...,X,] est dit homogeéne de degré d si, pour

tout A € k, on a
FOX1, .. 0 X,) = M F(X, .. X,).

Définition 1.1.13 (multiplicité d’une courbe affine a ’origine)

Soit C = V(f) avec f = fom + fint1 + -+ + fq ol les f; sont des polyndémes homogenes de
degré i, et f,, # 0. On appelle multiplicité de C au point P = (0,0) et I’on note mp(C)
lentier m. Si P ¢ C, on pose mp(C) = 0.

Remarque 1.1.3 Pour C = V(f) avec cette fois f = Hfln ol les f; sont les facteurs
i

irréductibles de f, alors mp(C) =Y ni.mp(C;) avec C; = V(f,).

Pour le cas général, nous faisons un changement de coordonnées affines pour calculer la
multiplicité de la courbe en un point P = (a,b) quelconque. Concrétement, soit une courbe
affine d’équation g = 0. Il suffit de ramener le point P = (a, b) & l'origine en construisant
une nouvelle fonction h définie comme suit h = g7 avec f = (P1, Py) un changement de
coordonnées affines tel que f~1(P) = (0,0) et g/ = g(Py, P»). Puisque, le changement
de coordonnées affines ne change pas la multiplicité et on a h(0,0) = g(P) = 0 alors,

chercher la multiplicité de g en P = (a, b) revient & trouver la multiplicité de h & lorigine.

1.2 Ensembles algébriques projectifs

Dans cette section, nous introduisons 'anneau des polynomes k[ X7, ..., X, 11].

1.2.1 Espace projectif

Considérons la relation R sur k"' — 0 définie par : pour tous vecteurs non nuls z et
Yy, on a
2Ry & INEL™ 1y = Aa.
La relation R ainsi définie est une relation d’équivalence sur k"' — 0. Par conséquent,
deux vecteurs non nuls sont équivalents s’ils sont colinéaires.

2. Cette application est appelée une translation.

Théoréme de Riemann-Roch ].].



Définition 1.2.1 On appelle espace projectif de dimension n sur k, noté P"(k) ou
P(k"*1) ou simplement P" (s’il n’y a pas ambiguité sur k), ensemble des classes
d’équivalence par R.

Ainsi, on a

P (k) = (k"' — 0)/R.
En d’autres termes, P est 'ensemble des droites vectorielles de k" H!.
Si P € P, tout représentant de P est un vecteur directeur de P. Si un point P € P" a
pour vecteur directeur (x1,...,7,41) € k"™ — 0, on écrit P = (z1 : ... : x,41); on dit
(z1:...:2p41) est un systéme de coordonnées homogenes de P et ils ne sont définis qu’a
multiplication par un scalaire non nul pres.
Les espaces P! et P? sont appelés respectivement droite projective et plan projectif.
Pour tout choix de systéme de coordonnées homogenes (1 : ... : zyy1) de P, F(P) =0
signifie que F(z1,...,2,41) = 0. On dit que P = (21 : ... : Tpy1) est un zéro de
F e k[X1,...,Xn41] si F(P) = 0. La relation de colinéarité, montre qu'un point P = (z; :
.. Tpy1) est un zéro de F € k[ X1, ..., X, 41] si et seulement si F(Azq,... ,Azp41) =0
pour tout A\ € k*.

Remarque 1.2.1 Si F' € k[X1,...,X,+1] est homogene, pour tout A # 0, on a
F(zx1,...,2n41) = 0si et seulement si F(Azq,...,AZyp1) = 0.

Définition 1.2.2 Soit S une partie quelconque de k[ X, ...,X, 1] formée de polynomes
homogenes. On pose :

V(S)={P=(z1:...:2y41) EP"|VF €S, F(P)=0}
de sorte que les P € V(S) sont les zéros communs & tous les polynémes de S.

On dit que V(S) est 'ensemble algébrique projectif défini par S. Comme dans le cas affine
si Pensemble est fini, on notera V(F1,...,F,) au lieu de V({Fy,... ,F.}).

Définition 1.2.3 On appelle hypersurface définie par un polynéme homogene F', notée
V(F'), 'ensemble des zéros de F' (ou F' non constant et k algébriquement clos).

Ainsi, on a V(F) = {P € P" | F(P) = 0}. Le degré de V(F) est le degré de F.

Cas particuliers d’hypersurfaces : Soit I'hypersurface V(F) = {P € P" | F(P) = 0}.

e Sin =2, on obtient V(F) = {P € P? | F(P) = 0}, une telle hypersurface est appelée
courbe projective plane.
Une courbe projective plane est dite conique, cubique, quartique, ... si le degré est
respectivement 2, 3,4, ...

o Si deg(F) = 1, 'hypersurface V(F) = {P € P" | F(P) = 0} est appelée hyperplan
projectif.

Remarques 1.2.2
1. L’application V est décroissante : si S; C So alors V(S2) C V(S1).
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2. Comme k[X1,...,X,,11] est noethérien, tout idéal de k[X1,...,X, 1] est de type fini.

3. Soit S C k[X1,...,Xn+1]. On montre sans peine que V(S) = V({S)). Ainsi, I’étude
des ensembles algébriques projectifs peut se ramener aux S qui sont des idéaux de
E[X1,...,Xnt1]. Puisque, les idéaux sont de type fini, alors tout ensemble algébrique
projectif est défini par un nombre fini d’équations, donc V(S) = V(Fy,...,F.), ou
F, eS.

Proposition 1.2.1
1) Le vide et l'espace tout entier sont des ensembles algébriques projectifs.
2) Une intersection quelconque d’ensembles algébriques projectifs en est un.

3) Une réunion finie d’ensembles algébriques projectifs en est un.

Ainsi, on peut énoncer la définition suivante :

Définition 1.2.4 Les ensembles algébriques projectifs de P" définissent une topologie
sur P", dite topologie de Zariski, dont ils sont les fermés.

Définition 1.2.5 (Idéal d’un ensemble de points)
Soit V' une partie de P". On appelle idéal de V' dans P", 'ensemble noté J(V') défini par

J(V)={F € k[Xy,...,Xn+1] homogene |V P € V, F(P) = 0}.

11 est clair que J(V') est ensemble des polynémes homogénes nuls sur V. Pour les mémes
raisons que dans le cas affine J(V') est un idéal. De plus, 'idéal est homogene, c’est-a-dire
engendré par des polynémes homogenes.

1.2.2 Irréductibilité

Définition 1.2.6 Un ensemble algébrique projectif est dit irréductible s’il I’est pour la
topologie de Zariski.

Proposition 1.2.2 Un ensemble algébrique projectif est irréductible si et seulement si
son idéal est premier.

Théoréme 1.2.1 Tout ensemble algébrique projectif non vide V' se décompose de fagon
unique (& permutation prés) en une réunion finie d’ensembles algébriques projectifs
irréductibles Vi, ...,V,, non contenus I'un dans l'autre.

Les Vi, ...,V, sont appelés les composantes irréductibles de V.

Définition 1.2.7 On appelle variété algébrique projective tout ensemble algébrique
projectif irréductible.

Définition 1.2.8 Soient V' un ensemble algébrique projectif et F' € I'(V') un élément
homogene de degré > 0. On appelle ouvert standard de V' 1’ensemble noté D(F') défini

par
D(F)={P €V | F(P) # 0}.

Les ouverts standards V' forment une base d’ouverts pour la topologie de Zariski.
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Remarque 1.2.3 Soulignons que pour un ensemble algébrique projectif V', les éléments
de T'(V) ne définissent pas des fonctions sur V a valeurs dans k méme dans le cas le plus
simple i.e. les polynémes homogenes. Toutefois, si f et g sont des éléments homogenes
de I'(V) de méme degré, alors le quotient f/g définit une fonction sur 'ouvert ou g ne
s’annule pas. Ainsi, seuls les éléments constants de I'(V') qui sont des fonctions sur V' a
valeurs dans k.

Définition 1.2.9 On dit qu’un ensemble algébrique projectif V' est défini sur k, et 'on
note V/k, si 'on peut choisir des polynémes homogenes F; a coefficients dans & tels que
V =V(F,... ,F.).

Soit C une courbe définie sur k. L’ensemble des points k—rationnels de C noté C(k) est
défini par
C(k) =CnNP"(k) ={P = (a1,a2,a3) € C| a; € k}.

C(k) est donc I’ensemble des points de C & coodonnées dans k.

Soient U et L., les ensembles définis par
U={(X:Y:2)eP*|Z#0}et Lo ={(X:Y :2)cP?*| Z=0}.

On introduit les coordonnées z, y telles que

XY
r=—ety=—.

L’application définie par
¢:A* = U, (z,9)—~ (x:y:1)

est une bijection dont la réciproque est

7 U =A% (XY Z) > (

SE

Y
7

b

On déduit aussi une bijection avec ’application
PPt = Ly, (X:Y)— (X:Y:0).
On voit clairement que P? est la réunion disjointe
P?=UU Ly

du "plan affine” U et de la "droite a I'infini” L.

Un point de Lo est appelé point & I'infini que I’on notera Ps. Ainsi, le plan projectif P2
peut donc étre vu comme le plan affine auquel on adjoint un point a l'infini.

Plus généralement, on peut méme voir P comme obtenu a partir de A" en adjoignant
un “hyperplan a 'infini”.

Définition 1.2.10 (Homogénéisation et Déshomogénéisation)
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d
e Soit f € k[X4,...,X,] un polyndme quelconque de degré d. On a f = Z fi avec f;

i=0
homogene de degré i. On pose
d X X
Xy X)) =Y XXy, X)) = X (2 Ay,
f ( 1, ’ +1> ; n+1f( 1 ’ ) n+1f(Xn+1’ 7Xn+1)

e Soit F' € k[X1,...,X,+1] un polynéme homogene de degré d. On pose
Fu(Xq,....Xn) = F(Xy,...,X,,1).

Les processus changeant f en f* et I’ en F), sont respectivement appelés d’homogénéisation

par rapport a X, 11 et de déshomogénéisation par rapport a X, 1.

Remarque 1.2.4 (multiplicité d’une courbe projective en un point)
Pour déterminer la multiplicité d’une courbe projective C d’équation F' = 0 en un point

P = (a,b,¢) de C, il suffit de déshomogénéiser F' puis réduire le nombre de coordonnées
de P.

Exemple 1.2.1 On considére dans P?, les courbes projectives suivantes
Ci:F=X*Y34+ X224+ Y?Z3=0et C2:G=Y?Z-X(X-2)>=0

Déterminons la multiplicité de C; en (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) et de C en (1,0,1).

Pour C; B o 3 3 273\ _
> m(1,0,0)(cl) —m(o,o)(F(laY,Z)) —m(o,o)(y +2Z2°+Y*Z°) =3

> m(0,1,o)(C1) = m(O,O)(F(Xalaz)) = m(o,o)(X2 +X27° + ZS) =2
» m,0,1)(C1) = mo,0)(F(X,Y,1)) = m, 0 (X2Y2 +X2+Y?H =2
Pour Cy ) )
> m1,0,1)(C2) =m,1)(G(LY,Z)) =me (Y Z - (1-2)7)
= m(o,o)(yg(z +1)— (1= (Z+1))?
= m.0)(Y?Z +Y? - 2%)
=2

1.2.3 Applications réguliéres et Applications rationnelles
Dans ce paragraphe k désigne un corps algébriquement clos.

Définition 1.2.11 On appelle variété quasi-projective, tout ouvert (de Zariski) d’une
variété projective.
Remarque 1.2.5 Dire que X est une variété signifie que X est quasi-projective; en

revanche, dire que Y est une sous-variété de X signifie que Y est un fermé de X.

Définitions 1.2.12 Soient X une sous-variété quasi-projective de P" et x € X. Une
fonction f : X — k est dite réguliere en z, s’il existe des polynémes homogenes F' et G
de méme degré avec G(x) # 0 et f = F//G dans un voisinage de « dans X.
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On dit que f est réguliere sur X, si elle I'est en tout point de X.

Définition 1.2.13 Soient X et Y des variétés quasi-projectives. On dit qu'une applica-
tion u : X — Y est réguliere si elle est continue et si, pour tout ouvert U de Y et toute
fonction réguliere f : U — k, la composée f o u est réguliere sur v~ (U).

Définition 1.2.14 Soient X et Y deux variétés. Soit E ’ensemble défini par :
E ={(u,U)|u:U — Y application régulicre et U ouvert dense de X'}.
Considérons la relation ~ sur E définie par : pour tous couples (u,U) et (v, V) de E, on a
u ~ v siet seulement si u et v coincident sur U N'V.

On montre sans difficulté que la relation ~ ainsi définie est une relation d’équivalence sur
E.

On appelle application rationnelle de X sur Y, une classe d’équivalence pour cette relation.

On note une telle application par v : X --+ Y. Une fonction rationnelle sur X est une
application rationnelle de X a valeurs dans k.

1.2.4 Anneaux gradués

Définition 1.2.15 Une k-algebre R est dite graduée si elle s’écrit comme somme directe
R = ®penRyp

ou les R, sont des sous-espaces vectoriels de R vérifiant la condition R,Rq C Rptq-

Les éléments de R, sont dits homogenes de degré p.

Exemple 1.2.2 Soit X C P" un ensemble algebrique projectif et soit J(X) son idéal
homogene. L’anneau quotient I'(X) = k[X7,...,X,1+1]/3(X) est un anneau gradué.

Définition 1.2.16 Soit R une k-algebre graduée. Un R-module M est dit gradué s’il
s’écrit comme somme directe

M = ®mEZMm
ol les M,,, sont des sous-k-espaces vectoriels de M qui vérifient la condition R,M,, C
M4, pour tous p € Net m € Z.

1.3 Diviseurs

Dans cette section, nous travaillerons sur un corps k algébriquement clos sauf mention
expresse du contraire, nous utilisons le mot courbe pour désigner courbe plane projective.
Avant de parler de diviseurs, commencons d’abord par des notions de courbes lisses,
d’anneaux locaux et de dimension d’une variété algébrique.
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1.3.1 Courbes lisses, Anneaux locaux et dimension d’une variété
algébrique

1.3.1.1 Courbes lisses
Considérons une courbe C définie par ’équation F(X;, Xo, X3) = 0 et soit P € C.
Définitions 1.3.1 Un point P de C est dit singulier si

oF oF oF
(55 () () 5 (P)) =(0.0.0)

On dit qu’un point P de C est lisse (ou non singulier ou régulier) si

oF oF oF
(55 (P 3= () (7)) #(0.0.0)

Définition 1.3.2 Une courbe C est lisse (ou non singuliere ou réguliére) si elle I'est en
chacun de ses points.

1.3.1.2 Anneaux locaux

Soit C une courbe définie sur un corps de nombres k, et irréductible de sorte que
Panneau de polynomes k[C] est intégre.

Définition 1.3.3 On appelle corps des fractions de anneau k|[C] le corps des fonctions
rationnelles sur C; il est noté k(C).

En d’autres termes, on a
kE(C)={f|3 g, h € k[C] homogenes de méme degré, f = g/h}.

Définition 1.3.4 Soient f € k(C) et P € C. On dit que f est réguliére (ou est définie)
au point P §’il existe g, h € k[C] avec h(P) # 0 telle que f = g/h.

Définition 1.3.5 Soit P € C. On appelle anneau local de C en P et I'on note Op(C)
I’ensemble des fonctions régulieres en P.

En d’autres termes,
Op(C) ={f € k(C) | f = g/h avec h(P) # 0}.

L’ensemble des points de C ou la fonction rationnelle f n’est pas définie est appelé
I’ensemble des poles de f. Si f est réguliere et s’annule en P, on dit que P est un zéro de
f. Notons M p(C) ensemble des fonctions réguliéres en P et qui s’annulent en P.
Explicitement,

Mp(C) ={f € Op(C) | f(P) =0}
qui est un idéal maximal.
Les éléments inversibles de Op(C) sont ceux qui n’appartiennent pas & Mp(C), on les
appelle les unités de Op(C) et ils forment un groupe multiplicatif.
Si C est définie par 'équation affine f(x,y) = 0, alors Mp(C) pour P = (a, b) est engendré
parz—aety—bie Mp(C)=<z—a,y—>b>.
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Définition 1.3.6 On dit que Op(C) est un anneau de valuation discrete s'il existe
t € Mp(C), t # 0, tel que tout élément non nul f € Op(C) s’écrive de maniére unique
f=ut™, uunité de Op(C), m € N.

L’entier m est appelé la valuation (ou l'ordre) de f, notée ordp(f); il ne dépend pas du
choix du paramétre ¢ appelé uniformisante de Op(C).

Plus généralement, si f € Op(C), f # 0 on peut 'écrire sous la forme u.t™, avec cette
fois m € Z et on pose ordp(f) =m.

Proposition 1.3.1 SiC est lisse en P, alors Op(C) est un anneau de valuation discréte

et le corps
Op(C)/Mp(C)

est appelé corps résiduel.

La connaissance de la fonction ordp : f — ordp(f) détermine 'anneau de valuation
discrete Op(C) :
Op(C) = {f € k(C) | ordp(f) = 0}

et Mp(C) :
) Mp(C) ={f € k(C)| ordp(f) > 0}.

Lorsqu’une courbe est lisse, alors pour tout point P de C, 'anneau Op(C) est un anneau

de valuation discréete.

Propriétés 1.3.1 Soit C une courbe lisse en P. Soient f et g deux éléments non nuls de
E(C). On a :

1. ordp(f) = oo si et seulement si f =0

2. ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g)

3. ordp (g) = ordp(f) —ordp(g)
4. ordp(f + g) > min(ordp(f),ordp(g))

1
5. Si P est un pdle de f, alors ordp(f) = —ordp (f)

Exemple 1.3.1 Considérons une courbe C irréductible et lisse définie sur Q d’équation
affine :

y? = (z — 1)(z — 2)(x — 3).
Soit P; = (i,0) ou i € {1,2,3}. On a Mp,(C) est donné par < z — i,y > et pour tout
J # 1, les éléments = — j sont inversibles dans anneau local Op,(C) avec j € {1,2,3}.
On a pour j # i, (x — i) = w.y®. Alors, I'uniformisante de Op, (C) est y. Ainsi, on a
ordp, (y) = 1 et donc ordp, (z — i) = 2.

1.3.1.3 Dimension d’une variété algébrique

Définition 1.3.7 Soit X un espace topologique. La dimension de X est le maximum
des entiers m pour lesquels il existe des parties irréductibles fermées X, ...,X,, de X
vérifiant Xo C ... C X,p.
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La dimension de X est donc un entier positif, ou +oo, et si X est vide, alors dim X = —oo0.

Remarque 1.3.1 Si X est réunion de fermés X1,...,X;, on a dim X = maxdim X;. On
voit donc que la dimension d’un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de
ses composantes irréductibles.

Proposition 1.3.2 Tout ensemble algébrique est de dimension finie.

Un ensemble algébrique est de dimension 0 si et seulement si il consiste en un nombre fini
de points.

1.3.2 Diviseurs

Soit X une variété. Rappelons les diviseurs de Weil et les diviseurs de Cartier.

Définition 1.3.8 (Diviseur de Weil)
On appelle diviseur de Weil D sur X une somme formelle finie a coefficients entiers

d’hypersurfaces irréductibles de X de codimension 1.
Ainsi, un diviseur de Weil D sur X s’écrit D = Z m;Y; ou les m; sont des entiers presque

i
tous nuls et les Y; représentent des hypersurfaces irréductibles de X de codimention 1.

Définition 1.3.9 (Diviseur de Cartier)

Un diviseur de Cartier D sur X est la donnée d’un recouvrement (U;) de X par des
ouverts, et chaque U; d’une fonction rationnelle f;, avec la condition de compatibilité :
sur chaque intersection U; N Uj, la fonction f;; = f;/f; est une fonction a valeurs dans k™
(i.e. sans zéro ni pole).

Voici une proposition importante qui nous permet d’identifier les deux diviseurs et ainsi,
nous pouvons les écrire de fagon simple :

Proposition 1.3.3 Sur une variété lisse les notions de diviseur de Weil et de diviseur
de Cartier coincident.

On déduit de cette proposition qu’un diviseur sur une courbe lisse et irréductible est
simplement une somme formelle finie de points affectés par des coeflicients entiers.

Définition 1.3.10 Soit C une courbe lisse et irréductible. Un diviseur D sur C est une
somme formelle de points appartenant a C :

D:anP

PeC
ou les np sont des entiers presque tous nuls.

Le degré d’un diviseur est la somme de ses coefficients :

deg(z npP) = Z np.

pPeC pPeC

Le support de Z npP est 'ensemble des points P € C tels que np # 0.
pPeC
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Un diviseur D = Z npP sur C est effectif (ou positif) et on note D > 0 si np > 0 pour

PeC
tout P € C.

L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), ou la loi de groupe
est 'addition formelle de points :

si D=Y npPet D'=Y npPalors (D+D')=> (np+np)P.
pPeC PeC PeC

Manifestement, deg(D + D) = deg(D) + deg(D").

Ainsi, on peut définir la relation d’ordre partiel 7>” sur les diviseurs par :
D > D’ sietseulement si D — D' > 0.
Remarque 1.3.2 Tout diviseur D peut s’écrire sous la forme

D =D; — D,

ou les D; sont effectifs et de supports disjoints. En effet, soit D = Z npP, posons
pPeC

Dy = anp et Dgz—anP.

np>0 np<0
Alors D = Dy — Ds.

Définition 1.3.11 (Diviseurs principaux)
Soient C une courbe lisse et irréductible et f une fonction non nulle de £(C). On associe &

f le diviseur noté div(f)?* défini par

div(f) =) ordp(f)P.

PeC

Un tel diviseur est appelé diviseur principal.
Comme dans la remarque 1.3.2 nous pouvons écrire div(f) sous la forme de différence de

deux diviseurs positifs :
div(f) = div(f)o — div(f)e
avec div(f)o = Z ordp(f)P qui est appelé le diviseur de zéros de f, et div(f)oo =
ordp (f)>0

- Z ordp(f)P est le diviseur de poles de f.
0po(f)<0

Proposition 1.3.4 Pour tout f € k(C) avec f # 0, div(f) est un diviseur de degré zéro.

En d’autres mots, une fonction rationnelle non nulle a le méme nombre de zéros que de
poles s’ils sont comptés avec leurs multiplicités.

3. Puisque, f a un nombre fini de zéros et de péles, alors div(f) est un diviseur bien défini.
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Propriétés 1.3.2 Soient f et g deux éléments non nuls de £(C). On a :
1. div(fg) = div(f) + div(g)

2. div (}) = —div(Jf)

3. div(f) = 0 si et seulement si f € k*

4. div(f) = div(g) si et seulement si IN € k* : f = Ag

Exemple 1.3.2 Considérons une courbe C irréductible et lisse définie sur Q d’équation
affine :

¥ = (2 —1)(@ -2z —3).
Soit P; = (4,0) ou ¢ € {1,2,3}. On sait déja que ordp, (z — i) = 2. De plus, on vérifie sans
difficulté que C admet un unique point & I'infini que 'on note P,,. Ainsi, on a :
» div(z —i) = 2P, — 2P, Vi€ {1,2,3}
» div(y) = Py + P» + Ps — 3P4

Définition 1.3.12 Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence est un
diviseur principal.

On note = la relation d’équivalence linéaire entre diviseurs : soient D et D’ deux éléments

de Div(C), on a
D = D' si et seulement si il existe f € k(C) non nulle : D — D’ = div(f).

Définition 1.3.13 Soit D un diviseur sur C. On appelle systéme linéaire complet d’un
diviseur D noté | D| 'ensemble de tous les diviseurs effectifs linéairement équivalents a D.

Définition 1.3.14 (Les espaces vectoriéls L(D))
Soient C une courbe lisse et D un diviseur sur C. On associe & D ’ensemble des fonctions

L(D) ={f € k() | div(f) + D = 0} U {0}.
L(D) est un k—espace vectoriél de dimension finie et on note {(D) sa dimension.

Proposition 1.3.5 Soient C une courbe lisse et D un diviseur sur C.

1) SidegD < 0, alors
L(D)=0et(D)=0.

2) Si D < D', alors
L(D) c L(D").

3) Si D’ est un diviseur sur C linéairement équivalent & D, alors

L(D) ~ L(D') et I(D) = (D).

1.3.3 Diviseurs canoniques

Introduisons brievement les formes différentielles régulieres. Considérons une variété
algébrique X de dimension n.
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1.3.3.1 Formes différentielles

Définition 1.3.15 Une p—forme différentielle w réguliere sur X est une forme qui dans
un voisinage de chaque point x € X s’écrit

w= > fidgr

[I|=p
ot I = (i1,...,ip) est un multi-indice d’entiers avec 1 < 41 < @2 < ... < i < 1,
fr = fz‘l‘..ip, g1 = {Ggiy,--- ,gip}; fr et gr sont des fonctions régulieres en = et dg; =

dgi, N ... /\dgip-
Une n—forme différentielle w réguliere sur X s’écrit w = fdg;, A ... Adg;,.

Définition 1.3.16 Une p—forme différentielle rationnelle sur X est la donnée d’une
p—forme différentielle réguliere w sur un ouvert de X, modulo la relation d’équivalence ~
définie comme suit :

(w,U) = (W', U’) si et seulement si w = w’ sur UNU’".

1.3.3.2 Diviseur canonique
Considérons a présent X une variété projective lisse de dimension n.

Définition 1.3.17 Un diviseur canonique sur X est un diviseur d’'une n—forme diffé-
rentielle rationnelle sur X.

Un tel diviseur est noté Kx ou simplement K s’il n’y a pas risque de confusion sur X.

Proposition 1.3.6 Si w et w’ sont deux n-formes différentielles rationnelles sur X, alors
K=K
Autrement dit, il existe une fonction rationnelle non nulle f telle que w = fw'.

Cette proposition montre que les diviseurs des formes différentielles rationnelles non nulles
forment une seule classe de diviseurs, appelée classe canonique. Par conséquent, sur X,
tous les diviseurs canoniques ont le méme degré. Etudions maintenant le cas d’'une courbe.

Définition 1.3.18 Soit C une courbe irréductible définie sur k. L’espace des formes
différentielles sur C, noté Q¢ (k), est le k(C)— espace vectoriel engendré par les symboles
de la forme dx pour x € k(C), vérifiant les relations usuelles :

(1) d(z +y) = dx + dy pour tous z, y € k(C)
(#) d(xzy) = xdy + ydx pour tous z, y € k(C)
111) da = 0 pour tout « €
(i) da=0 1

Proposition 1.3.7 Soit C une courbe irréductible définie sur k.
1) L’espace vectoriel Q¢ (k) est de dimension 1 sur k(C).

2) Sit est une uniformisante en un point lisse de C, alors dt est une base de Q¢ (k).
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Propositions 1.3.8 Soit C une courbe lisse et irréductible définie sur k. Soient P € C
et t € k(C) une uniformisante en P.

1) Pour tout w € Q¢(k), il existe une unique fonction f € k(C) qui ne dépend que de w
et t, telle que w = fdt.
On note f par w/dt.

dj
2) Soit f € k(C) une fonction réguliere en P. Alors d—J; est aussi une fonction réguliére en
P.

3) Soit w € Q¢ (k) avec w # 0. La quantité ordp(w/dt) dépend seulement de w et P, elle
est indépendante du choix de I'uniformisante ¢.
Cette valeur s’appelle Pordre en P de w et on la note ordp(w).

4) Soient f,g € k(C) avec g(P) = 0 et soit p = car(k). Alors
ordp(fdg) = ordp(f) +ordp(g) —1,si p=0ousip { ordp(g).
5) Soit w € Q¢ (k) avec w # 0. Alors

ordp(w) = 0 sauf un nombre fini de P € C.

Cette proposition nous permet d’énoncer la définition suivante :

Définition 1.3.19 Soit w € Q¢ (k) avec w # 0. On associe a w le diviseur noté div(w)
défini par

div(w) = Z ordp(w)P.
PeC

Un tel diviseur est appelé diviseur canonique. On le note souvent K au lieu de div(w). La
différentielle w € Q¢ (k) est réguliere (ou holomorphe) si

ordp(w) >0, VP eC.

Remarque 1.3.3 Soit C une courbe lisse et irréductible définie sur k. Soit K = div(w)
un diviseur canonique sur C. Soit f € L(K). On a div(f) 4 div(w) > 0 i.e. div(fw) > 0,
donc fw est holomorphe. Reciproquement, si la différentielle fw est holomorphe alors
f € L(K). Puisque, chaque différentielle sur C a la forme fw pour un certain f € k(C)*,
alors on déduit que

L(K) ~{w € Q¢(k) | w est holomorphe}.

Exemple 1.3.3

» Considérons une courbe C irréductible et lisse définie sur Q d’équation affine :
Y2 = (& — 1) - 2)(x - 3).
On garde les mémes notations que ’exemple 1.3.2 et soit la 1—forme différentielle

_dx dy

YTy T 32 _12r 11
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On cherche a déterminer div(w). Cherchons d’abord div(dz), nous avons

2ydy

dt = —5——F—.
3x2 — 12z + 11

La différentielle dz a trois zéros Pi, Ps, et Ps et un pole Py, et on a dx = —z2d(1/x).

Alors, on obtient
le(d$):P1+P2+P3—3POO

Ainsi, nous voyons donc que
div(dz/y) = 0 i.e. div(w) = 0.

» Considérons la droite projective P!. Soit la 1—forme différentielle w = dz ol x est une

fonction coordonnée sur P*. Vérifions que
div(w) = —2P.
En effet, on a pour tout a € k, la fonction £ — « est une uniformisante en «, alors
ord, (dz) = ord, (d(x — ) = 0.

Or P, € P! et dv = —2*d(1/z), on détermine ordp_ (dr) en faisant un changement
de variable t = 1/, puis on prend la fonction ¢ comme 'uniformisante en P, ce qui
donne

ordp_(dr) = ordp,_(—dt/t?) = —2.

On a donc bien
div(w) = —2Px.

Remarquons que w n’est pas réguliere. De plus, pour toute autre (w’ # 0) € Qp1(k),
nous avons
deg(div(w')) = deg(div(w)) = —2.

Donc, w’ n’est pas réguliere non plus. Par conséquent, il n'y a pas de différentielle

réguliere sur P
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Chapitre 2

Faisceaux et Cohomologie

Soient X un espace topologique et k£ un corps commutatif.

2.1 Préfaisceaux et Faisceaux

2.1.1 Préfaisceaux

Définition 2.1.1 On appelle préfaisceau d’ensembles sur X noté F, la donnée pour
tout ouvert U de X d’un ensemble F(U); et pour tout couple (V,U) d’ouverts de X avec
V C U d’un morphisme pyy : F(U) — F(V) vérifiant :

L F(0) =0et pvv = 1rw),

2. si W CV C U sont trois ouverts de X, pwuy = pwv © pvu-

Le morphisme pyy : F(U) — F(V) est appelé restriction. Un élément s € F(U)
s’appelle une section de F sur U. On notera parfois I'(U, F) & la place de F(U). SiU = X,
les éléments de T'(X, F) sont appelés les sections globales de F.

Exemple 2.1.1
Considérons I'ensemble F(U) défini par : F(U) = D’ensemble des fonctions continues

sur U; si V. C U sont deux ouverts de X, pyy : F(U) — F(V), s — sy, ol sy
est la restriction de s a V. Alors, F ainsi construit est appelé préfaisceau des fonctions
continues.

Définition 2.1.2 On dira qu'un préfaisceau d’ensembles F est un préfaisceau de groupes
(respectivement de groupes abéliens) si :

e pour tout ouvert U de X, F(U) est un groupe (respectivement un groupe abélien),

e pour tout couple (V,U) d’ouverts de X avec V C U, pyy est un homomorphisme de
groupes.

On définit de la méme maniere un préfaisceau d’anneaux, d’algebres sur un corps, de
A—modules etc.

25



2.1.2 Faisceaux

Définition 2.1.3 Soit F un préfaisceau d’ensembles sur X. On dit que F est séparé si

pour tout ouvert U de X et tout recouvrement ouvert U = {U;},_; de U, Papplication

iel
FU) — [[FW), s— (s10,)
iel
est injective.
En d’autres termes : si s,t € F(U) et si sjy, = t|y, Vi € I alors s = t.

Définition 2.1.4 Soit F un préfaisceau d’ensembles sur X. On dit que F possede
la propriété de recollement si pour tout ouvert U de X et tout recouvrement ouvert

U = {U;},;c; de U, pour toute famille {s;}ics, s; € F(Us) qui vérifie les relations
Silu,nU; = Sijunu, ¥ I € L
Alors, il existe s € F(U) tel que sy, = s; Vi€l

Définition 2.1.5 On appelle faisceau sur X tout préfaisceau F sur X qui est séparé et
qui possede la propriété de recollement.

Exemples 2.1.2

» Le préfaisceau de toutes les fonctions est un faisceau.

Le préfaisceau des fonctions continues d’un espace topologique est un faisceau.

Le préfaisceau des fonctions de classe C*° d’une variété différentiable est un faisceau.
Le préfaisceau des fonctions holomorphes sur une variété complexe est un faisceau.

Le préfaisceau des fonctions holomorphes partout non nulles sur une variété complexe
est un faisceau.

Définition 2.1.6 Soient F et G deux faisceaux sur X. Un homomorphisme de faisceaux
f ' F — G est la donnée, pour tout ouvert U, d’'un homomorphisme d’ensembles
fO) : F(U) — G(U), tel que pour tout couple (V,U) d’ouverts de X avec V C U le
diagramme suivant

Fon 22 g

est commutatif.

Les fleches verticales pyy et pi; désignent les homomorphismes de restriction. La
commutativité du diagramme donne, pour tout s € F(U)

(pyy o f(U))(s) = (f(V) o pvu)(s) = pyu(f(U)(s)) = F(V)(pvu(s))
= fU)(s)y = FV)(sv)
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Définition 2.1.7 On appelle espace annelé, un couple (X, .A) formé d’un espace topolo-
gique X et d'un faisceau d’anneaux A sur X, i.e. les conditions suivantes sont vérifiées :

e pour tout ouvert U de X, A(U) est un anneau,
e pour tout couple (V,U) d’ouverts de X avec V C U, l'application pyy : A(U) — A(V)

est un homomorphisme d’anneaux.

Le faisceau A est appelé faisceau structural de X et on le note Ox.

Notes : Désormais, nous travaillerons sur un corps k algébriquement clos. De plus,
le faisceau structural de tout espace annelé sera supposé un faisceau de fonctions a valeurs
dans k, qui est un faisceau de k—algebre qui contient les fonctions constantes.

Définition 2.1.8 Soit X une variété algébrique et soit Y un fermé de X. On définit sur
Y un faisceau d’anneaux Oy en posant pour tout ouvert V de Y

Oy(V)={f:V=>k|VzeV,3U C X ouvert, avec z € U
et g € Ox(U) tel que gjynv = flvnu}-

2.2 Faisceaux de modules

Soit (X, Ox) un espace annelé.

Définition 2.2.1 Un Ox—module est un faisceau F sur X tel que, pour tout ouvert U
de X, F(U) soit un Ox (U)—module et les applications de restriction soient linéaires.

Pour tout couple (V,U) d’ouverts de X avec V C U, si Pon note pyy : F(U) = F(V)
et ryy 1 Ox(U) = Ox (V) les restrictions. La linéarité des applications de restriction
est & comprendre dans le sens suivant : on impose que pyy soit Ox (U)—linéaire i.e.
VaOx(U),V feFU) onapyylaf)=rvu(a)pvu(f).

Exemples 2.2.1
» Le faisceau nul est un Ox—module.

» Une somme directe finie de O x —modules en est un.

Définitions 2.2.2 Soient F et G deux Ox—modules. Un homomorphisme f : F = G
consiste en la donnée pour chaque ouvert U d’une application f(U) : F(U) — G(U)
Ox (U)—linéaire compatible, en un sens évident aux restrictions.

On peut alors définir le faisceau noyau de f noté Ker f par la formule
(Ker f)(U) = ker(f(U)).
Et on dit que f est injectif si f(U) est injectif pour tout U, ou encore si Kerf = 0.

Définitions 2.2.3 Soit f : F — G un homomorphisme de Ox —modules. On définit le
faisceau image de f que 'on note Zmf comme suit : pour tout ouvert U de X on a

(Imf)(U)={s € GU)|Vz €U, 3V ouvert, avec
z €V CU tel que sjy € Im(f(V))}.
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On dit que f est surjectif si on a Zmf = G.

Définition 2.2.4 Une suite de Ox—modules 0 — F LN g i) H — 0 est dite
exacte si ¢ injectif, ¥ surjectif et Ker () = Zm(p).

Définition 2.2.5 Soit ¢ : Y — X une application continue et soit F un faisceau sur Y.
On définit I'image directe du faisceau F par l'application ¢ que I'on note p,F, comme
étant le faisceau sur X défini par

e F(U) = Fle~'(U))
pour tout ouvert U de X.

Exemple 2.2.2 (Suite exacte fondamentale)

Soient X une variété algébrique, Y un fermé de X et j : Y — X l'injection canonique.
Notons Fy le faisceau de toutes les fonctions sur Y, a valeurs dans un corps k et considérons
son image directe j,JFy. On a un morphisme de Ox—modules r : Ox — j.Fy qui, a
s € Ox(U), associé sa restriction s|yny € j«.Fy(U) = Fy(UNY). Alors, en utilisant la
définition du faisceau structural de Y, on déduit que le faisceau j,.Oy n’est autre que le
faisceau image de r i.e. Zmr = j,Oy.

Dans la suite, on identifiera Oy et 7.0y, ce qui nous permet de considérer Oy comme
un Ox—module. Notons [Jy le noyau de r. Ainsi, on a une suite exacte de Ox—modules

0—Jy - 0Ox — Oy — 0.

2.2.1 Faisceaux de modules sur une variété algébrique affine

Définition 2.2.6 (Faisceau structural d’un ensemble algébrique affine)
Soit V' un ensemble algébrique affine. Le faisceau structural de V', noté Oy est défini

comme suit : pour tout f € I'(V), f non nulle, on pose
L(D(f),0v) =T(V)y.
Explicitement,

g
F(V)f:{fm | g eT(V) etmEN}.
Ceci définit un faisceau d’anneaux sur V est appelé faisceau des fonctions réguliéres.

Définition 2.2.7 Soient V une variété algébrique affine et A = I'(V, Oy ). Soit M un

A—module. On définit un Oy —module M sur les ouverts standards de V comme suit : si
f € A, f non nulle, on pose

T(D(f),M)=M; =M@, Ay.

Remarque 2.2.1 A= Oy.

En effet on a

=T(V);=T(D(f),Ov)
= Oy(D(f)).
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Exemple 2.2.3
Soient W un fermé de V' et I l'idéal de A défini par I = J(WW). Alors on a la suite exacte

0—-I—-A—>A/I—>0
qui conduit & une suite exacte de faisceaux en tensoriant par Ay !
0=21®aA; > A4 Ay - AJT®4 A =0
laquelle n’est rien d’autre que la suite exacte fondamentale
0—=Jw — Oy — Ow — 0.

Définition 2.2.8 Un Oy —module isomorphe a un Oy —module du type M est dit
quasi-cohérent. Si M est de type fini sur A, on dit que M est cohérent.

2.2.2 Faisceaux de modules sur une variété algébrique projective

Définition 2.2.9 (Faisceau structural d’un ensemble algébrique projectif)
Soit X un ensemble algébrique projectif. On définit un faisceau de fonctions sur X, a
valeurs dans k, en posant, pour f € I'(X) homogeéne de degré > 0

L(D(f), Ox) =T(X) ).

Explicitement,
g N
(X)) = {fm | g € T'(X) homogene et m € N avec deg(g) = mdeg(f)} u{0}.

Définition 2.2.10 Soit X une variété algébrique projective munie d’un plongement >
dans P™. On pose R =T'(X). Soit M un R—module gradué. On définit un Ox —module
M sur les ouverts standards de X comme suit : si f € R est homogene de degré > 0, on
pose

I(D(f), M) = Mpy = M ®g Ey).
Remarque 2.2.2 R=0x.

Définition 2.2.11 Soient R un anneau gradué et M = @, ez M, un R—module gradué.
Le module M(d) est le module gradué égal & M mais avec la graduation décalée :

M(d)m = Maym.

Définition 2.2.12 Soient X une variété algébrique projective plongée dans P" et R =
I'(X). Le faisceau Ox(d) est le faisceau associé au module décalé R(d) :

Ox(d) :IE?(E)

Explicitement, pour tout f € R homogéne non nul de degré > 0
Ox(d)(D(f)) = {fgm |d = deg(g) — mdeg(f) ot g € R homogene et m € N} U {0}.

Si F est un Ox—module, on définit F(d) comme suit F(d) = F @0, Ox(d).
Propriété 2.2.1 Ona Ox(m) ®op, Ox(n) = Ox(m + n).

1. Autrement dit, le A—module Ay est plat.
2. Un plongement est une immersion fermé i.e. un homomorphisme qui est a la fois une immersion et
un homéomorphisme sur son image.
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2.3 Cohomologie de Cech

2.3.1 Cohomologie de Cech relative & un recouvrement

Définition 2.3.1 Un complexe de groupes abéliens (ou de modules, de Ox—modules)
est une suite A® définie de la mamiére suivante :

gi+2 X
Ao A’L 1 Az dit A7,+1 A7,+2

de groupes abéliens (ou de modules, ou de Ox —modules) A, indexée par les éléments de
N avec des homomorphismes d* vérifiant d'™' o d* = 0 pour tout .

On définit les groupes de cohomologie du complexe A® par
HY(A®) = (kerd'™')/(Im d").

Un élément de A’ est appelé cochaine, un élément de ker d'™! est appelé cocycle, un
élément de Im d* est appelé cobord et les d* sont appelées différentielles.

Soulignons que la suite n’est pas exacte, on a seulement Im d’ C ker d**!, de plus nous
n’avons pas 1’égalité.

Définition 2.3.2 Soient A°® et B*® deux complexes, de différentielles respectives d° et
§%. Un homomorphisme de complexes de A® dans B® est la donnée, pour chaque i, d'un
homomorphisme f: A — B rendant le diagramme ci-dessous commutatif

A1 Az+1
fi l if’i+l
Bz 5t B1+1
On le note f : A®* — B*®. Une suite exacte de complexes
0— A* LB 2,00 —0
est la donnée de deux morphismes de complexes f, g avec, pour tout ¢, la suite exacte
o—>AiL>BZ’L>Ci—>o.

Proposition 2.3.1 Soit 0 — F -2 G — H — 0 une suite exacte de faisceaux de
groupes abéliens sur un espace topologique X. Alors la suite

(X)

0T, F) "N rx, g "N, w)

est exacte.

Preuve :

o Comme ¢ est injective, alors ¢(X) 'est aussi car on a ker(¢(X)) = (Kery)(X).

o Par définition de faisceau image, on a Im(p(X)) C (ZTme)(X), or (Ime)(X) =
(Kery)(X) et (Ker)(X) = ker(¢(X)), donc Im(p(X)) C ker(¢(X)).
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o Soit g € ker(y(X)) = (Zm ¢)(X). On veut montrer qu'il existe une section f € I'(X, F)
telle que g = o(X)(f). I existe un recouvrement d’ouvert {U; };cr de X et des sections
fi de T'(U;, F) telles que gy, = ©(U;)(fi). Sur Us; = U; N Uj, nous avons

gjv,; = W) (fiw,;) = eWUii)(fi0,,)
Par suite, p(Ui;)((fi — f3)jv,;) = 0 ce qui implique que (f; — f;)jv,; € ker(p(Uij)). Dés

lors, file:j = f]‘U”, par la propriété de recollement, il existe f € I'(X,F) telle que

fio, = fi- De gju, = o(Ui)(fi), on a gjy, = o(X)(f)y, Vi € I et donc g = o(X)(f).
a

Le morphisme (X ) n’est pas en général surjectif. Nous introduisons la cohomologie de
Cech, dont 'intéret est de remédier au défaut de I'inexactitude de T'.

Définition 2.3.3 Soient X un espace topologique, F un faisceau de groupes abéliens
sur X et U = {U;}ic(o,..,n} un recouvrement ouvert fini de X.

Uij =U;N Uj

Uijk ZUiﬂUjﬂUk
On note les intersections :

Uio‘..ip = Uio n---N Uip-

On définit alors un complexe de groupes abéliens C* (U, F) comme suit
CUF) 0 — COUF) 2 O, F) S 2, F) —

H F(Ui..i,) si0<p<n

avec CP(U, F) = { i0<..<ip
0 sip>n
p+1
et P CPU,F) — CPTH UL F), 50— (87 8)ig i = 2 (= 1Fs50 i o
k=0 otert

ou le symbole 7 signifie que ’on enléve .

Un élément de CP(U, F) s’appelle une cochaine et les homomorphismes 6” sont appelés
les opérateurs de cobords (ou différentielles).
Exemple 2 3 1
Ona: H]—' , CYUF) =] FWiy) et C*U.F)= [ FWUir)
i<J i<j<k
> p=0,s5cC%U,F),s=(s;) avec s; € F(U;)
§':COWU,F) = CH U, F), s
> pzl,teOl(Z/{,]:),t:(tij) avectije]-'( )
(52 : Cl(l/{,}') — 02(2/[,]:) t— ((52 )ij = (t]‘k — tik +tij)\Uijk

= (8'8)ij = (85— s,
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Vérifions que 6% 0 6 = 0. Soit s € C°(U, F). Ainsi, on a :
(670 81)(s) = 82(6%8) = ((8"5)y0. = (" 5)ix + (6" 1,
( |U e e G Si)lUij)‘Uijk
(Sk —8j — Skt 8+ S — ')\Uijk

Proposition 2.3.2 On a §?*! 0 67 = 0 pour tout p > 0.

Preuve : Soient s € CP~!(U, F) et posons t = 6¥s. On a :

p+1
p+1lpy. — _1)k .
O i = D iy,
— P
p+1
E E a(l, k) ..
N (=1) Sio"'i’““'ilmi”l|Uz'o~-~i, 1
1=0,l#k L

1 .
_1ya(l, k) _ (—1) si l<k
avec (1) { (D) s >k

— I+k o _ 1)tk X
= Z(—l) SiO"'ik"‘il"‘ip+1|U Z 20 Zk"'il“'ip+l|Ul
1<k 1>k
Nous pouvons voir qu’il y’a autant de [ qui sont plus petits que k que de I qui sont plus

grands que k. De plus, chaque terme St ipia apparait deux fois et avec des signes

opposés dans la somme. Par conséquent, la somme totale vaut zéro i.e. on a 6°71¢ = 0.

Ainsi, nous avons 6?1 0 §? = 0 pour tout p > 0.
Q

On note

(U, F) = ker(6**) = {s € CP(U, F) | 6"T's = 0}
le groupe des p—cocycles a valeurs dans F et
B'(U,F) =Im(6?) = {6"s | s € CP~ (U, F)}
le groupe des p—cobords a valeurs dans F.
De 6771 0 67 = 0, on voit que B (U, F) est un sous-groupe de Z° (U, F).

Définition 2.3.4 On appelle le p—iéme groupe de cohomologie de Cech de F relative-
ment & U que 'on note HP (U, F) le groupe quotient

ZU,F)

HP(U, F) = AT

Proposition 2.3.3 Soient X un espace topologique, F un faisceau de groupes abéliens
sur X et U un recouvrement ouvert de X. On a :

HO(U, F) =T(X, F).
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Preuve :

o Le groupe H(U, F) est le noyau de la premicre différentielle i.e. HO(U, F) = ker 6 avec
sL:0%U,F) = CH U, F), s+ (515),-j =(sj; — si)|UU.

Soit s € H*(U, F). On a s € ker §*, donc s; = s; sur U;;. Comme F est un faisceau les
s; se recollent en une section globale s € T'(X, F).
o Considérons I'application ¢ : T'(X, F) — kerd®, s+ (5),)- L” application ¢ est bien
définie et est bijective.
a

I1 est clair que ces groupes de cohomologie dépendent du recouvrement . On définit la
cohomologie de Cech de I'espace X comme la limite inductive® des groupes HP (U, F ) sur
tous les recouvrements ordonnés par la relation de raffinement :

HP (X, F) = litn HP (U, F).

Proposition 2.3.4 Soit 0 — F LN g i) H — 0 une suite exacte de faisceaux de
groupes abéliens sur un espace topologique X. Alors, 'application suivante

A :HY(X,H) — HYX,F)*
est bien définie.

Preuve :
On sait déja que HY(X,H) = I'(X,H). Soit h € H°(X,H). Puisque, 9 est surjective, il
existe donc un recouvrement ouvert U = {U;};e; de X et des cochaines (g;) € C°(U, G)
telles que

Y(Us)(9:) = by, pour chaque i € I.
Par conséquent, sur U; NUj, on a : g; — g; € ker(¢(U;;)). Donc, il existe une section
fij € F(Uij) telle que
e(Ui;)(fij) = 95 — 9i-
Sur U;NU; NU, on a : @(Uyjk)(fij + fijx — fie) = 0 ce qui entraine que f;; + fjx — fir =0,
i.e.
(fij) € 2" (U, F)
Ainsi, on pose A'(h)v,, = (fi;), ot (fi;) représente la classe de (f;;), il s’en suit que A*

est bien définie malgré les nombreux choix qu’on a pu faire.
a

3. Pour plus de détails concernant cette limite inductive on renvoit le lecteur a [2] ou & [12].
4. Cette application est appelée une fleche de liaison (ou de connexion).
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Théoréme 2.3.1 Soit X un espace topologique et soit U un recouvrement d’ouvert fini

de X. Soit 0 — F 25 G 4 3 — 0 une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens.
Alors il existe une suite exacte longue de groupes de cohomologie

0 —s HO(X, F) 25 HO(X,G) 5 HO(X, H)

AL X, F) £S5 HYX,G) LS HY(X,H) —

A pr(x, F) 25 HP(X,G) Y5 HP (X, H) -

Preuve : (Voir [5], Chapitre 3, section 2)
a

Théoréme 2.3.2 Soient V une variété affine, A = I'(V), M un A—module et F = M le
faisceau quasi-cohérent associé. Alors, on a

HP(V,F)=0 pour tout p > 0.

Preuve :
Soit un recouvrement U = {U; }icqo,... n} de V avec U; = D(f;) ouvert standard, f; € A

et f; # 0. Afin de simplifier nos calculs on suppose que M est sans torsion i.e. si a € A et
m € M avec am =0, ona a=0oum=0.

o Pour p=1:
Soit a = (ay;) € Z' (U, F). On veut montrer que a est un élément de B' (U, F) c’est-a-

dire ajj = v —v;- On a 8%a = 0, ceci entraine que
ajkfaikJraij:O @

sur U;;, avec i < j < k. Pour que la relation @ soit vraie pour tous i, j, k, on pose
ay; = 0 pour tout ¢ et a;; = —oyj; pour tout ¢ > j. Avec cette condition on vérifie que la

relation @ est valable pour tous les triplets (i, 7, k). Comme «;; € T'(Uy;, M) = My, g,

5@3
(fifs)™

Alors, la relation @ s’écrit

on peut écrire a;;; =

avec B;; € M en prenant le méme exposant m par finitude.

(fife)m (fifk)er<fifj)m 0

sur Uy dans My, ;. 5, . Dés lors, il existe NV € N tel que

(Fifi )N (F7Bik — £ Bir + fiBij) =0
dans M. Comme M est sans torsion on a

fﬁﬁjk_fflﬁik—nglﬁij:O
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dans M. Alors on peut écrire f}"cy; sous la forme
_Bij  _ Bri B

T = JE g ym =~

Le fait que les D(f) = D(f") recouvrent V signifie qu’on a une partition de l'unité
n
i.e. il existe ap € A tels que 'on ait 1 = Zakf,z”. La fonction a3;; est définie sur
k=0
Ui; comme l'est (j; qui s’entend en une section de F sur U; en lui donnant la valeur

zéro hors de Uy;. Par conséquent, on pose pour tout j :

=S al

Ainsi sur U;NUj on a :

%‘—%‘:Z kﬁk] Z kﬁkz

]

I
Eal
M: i
[}

Br; ﬁki
ar( o = Zm)
k=0 i fi
= Zakflznaij
k=0
=

ij

Donc, « est un cobord i.e. o est bien dans B' (U, F), ce qui donne Hl(V, F) =0.

o Pourp>1:
Soit a = (a,...i,) € Z°(U,F). On écrit alors
o= Bi...ip
O (fig e fi,)™
p+1 p+1 8.
Onadéa=0dou » (-Dia, - .  =0ie Y (— )tu ™ =0.11
; 107+t lp 41 tZ:; (flo . f1p+1) ¥
p+1
existe alors un entier N tel que Z flo '"fip+1)N6z’0-~%t-~z'p+1 . = 0. Comme M
t=0
p+1
est sans torsion on a Z(_l)tﬁiom%tmz‘pﬂ ;' =0 et donc on obtient
t=0
P
_ t
f]::nﬁiO'”ip = Z(_l) Bkiguitnip Ztn
t=0
n
On fait une partition de I'unité 1 = Z apfr' et on pose
k=0

_k:O (fio"'fip_1)m.
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On a:

p n p /6 . A .
kig-tg-ip m
ity = DD gy = D 0 DD R
t=0 k=0  t=0 %o 'p
n
Big-iy Big-iy

k=0 (fzo ) (Fao e i)
a

Théoréme 2.3.3 Soit X une variété algébrique projective de dimension n et soit F un
faisceau quasi-cohérent sur X. On a pour tout p > n

HP(X,F) =0.
Preuve : (Voir [5], Chapitre 3, section 2)
a
Théoréme 2.3.4 (Serre)
Soit X une variété algébrique projective et soit F un faisceau cohérent sur X. Alors
e Pour tout p > 0, HP(X, F) est un k—espace vectoriel de dimension finie.
e Il existe un entier ng, tel que pour tout n > ng et pour p > 0 on ait
HP(X, F(n)) =0
On notera h? (X, F) ou simplement h?F la dimension de 'espace vectoriel HP (X, F).
Preuve : (Voir [8], Chapitre 7, section 5)
a

2.3.2 Caractéristique de I’Euler-Poincaré

Définition 2.3.5 (Caractéristique d’Euler-Poincaré)
Soient X une variété projective et F un faisceau cohérent sur X. On appelle caractéristique

d’Euler-Poincaré de X & valeurs dans F, 'entier noté x (X, F) (ou simplement x.F) définit

comme suit
oo

XX, F) = (-1)PhP(X, F).

p=0

Précisons que la somme est finie puisque les AP (X, F) sont finis pour tout entier p et nuls
pour p > dim X.

Lemme 2.3.1 Soit une suite exacte de k—espaces vectoriels de dimension finie

0—A4)— A4 — - — A, —0.

Alors on a Z dlmg€ =0.

Théoréme de Riemann-Roch 36



Preuve :
On raisonne par récurrence sur n et on utilise la relation entre les dimensions du noyau

et de 'image d’une application linéaire.

¢ Le lemme est trivial pour n < 1.

o Pourm = 2,0ona0— Ag 2y A i> Ay — 0 une suite exacte. Comme 1) est
un morphisme surjectif, on a : Im (¢) = As = A;/ker(v), or ker(¢) = Im (¢), donc
Ay = A1 /Im (¢). Le morphisme ¢ étant injectif, on a dimy A9 = dimy Im (). Ainsi,
nous obtenons

dimy Ag — dimg Ay + dimg As =0
donc vrai pour n = 2.
¢ Admettons ce résultat au rang n et montrons que c’est vrai au rang n + 1. On a

00— A — A — -+ — A, 1 — A, N An+1 — 0 une suite exacte. En

posant A/ = ker()), on construit deux suites exactes :
0—Ag— A — - — A, 1 — A, —0 et
0— A, — A, — Apy1 — 0.

En appliquant I’hypotheése de récurrence sur la premiére suite exacte, on obtient

n—1
> (=1)"dimy, A; + (—1)" dimy, A), =0
=0

et nous venons de prouver que (le cas n = 2)
. / . .
dimy, A}, — dimy A,, + dimy A,,41 = 0.
En combinant ces deux résultats, nous avons

n+1

> (=1) dimy 4; = 0.

=0

a

Proposition 2.3.5 Soit 0 — F LN g i) H — 0 une suite exacte courte de faisceaux
cohérents sur une variété projective de X, avec les homomorphismes ¢ et 1 k—linéaires.

Alors on a
X(X,G) = x(X, F) + x(X, H).

Preuve :
On applique le lemme 2.3.1 sur la suite exacte longue générée par la suite courte exacte

de faisceaux.
a

Lemme 2.3.2 Soit X une variété algébrique projective. On a
H(X,0x) = k.

C’est-a-dire, les seules fonctions globales sont les constantes et donc h’Ox = 1.
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Pour faire la preuve de ce lemme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.3 Soient A C B des anneaux intégres avec B entier sur A°. Alors
A est un corps si et seulement si B est un corps.

Preuve du lemme 2.3.2 :

L’anneau R = T'(X,Ox) = HY(X, Ox) est intégre. En effet, soient f et g deux éléments
de R tels que fg = 0. Ceci entraine que pour tout ouvert affine U C X, on a (fg)‘U =0.
Puisque, 'ouvert U est irréductible, alors I'(U, Ox) est intégre, ainsi on a, par exemple,
fiu = 0. Comme U est dense dans X, f =0 sur X.

Par le théoreme 2.3.4 de Serre, R est de dimension finie sur k, d’ou R est entier sur
k donc R est un corps. Il en résulte que R est algébrique sur k& mais ce dernier étant

algébriquement clos, donc R = k.
a

5. B entier sur A signifie pour tout élément de B, il existe un polyndéme unitaire & coefficients dans A
dont ’élément est un zéro.
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Chapitre 3

Théoreme de Riemann-Roch

On désignara par k un corps algébriquement clos.

3.1 Schéma fini

Définition 3.1.1 (Schéma fini)
Un schéma fini (Z,Oz) est un espace annelé ou Z est un ensemble fini discret et, pour

chaque point (ouvert) P € X, Panneau Oz(P) est une k—algebre locale de dimension
finie comme k—espace vectoriel.

Cette dimension que I'on note pp(Z) est appelée la multiplicité de Z en P.

Exemple 3.1.1 Soient F,G € k[X,Y] deux polynémes sans facteur commun et Z
I'ensemble fini V(F, G). Notons I = (F, G) 'idéal engendré par F' et G. On munit Z d’une
structure d’espace annelé en définissant Oz comme suit : pour tout ouvert U de Z, on
pose

T(U,0z) = [[ Or(8*)/(F,G).
PeU

Alors (Z,0z) est un schéma fini. L’anneau local Op(Z) de Z en P est donné par
Op(Z) = Op(A?)/(F.G)

et on a :
[(Z,07) = [] Or(A*)/(F,G).
PeZ
Définition 3.1.2 Avec les notations de 3.1.1, on définit la multiplicité d’intersection de
F et G en P que l'on note pup(F,G) comme la multiplicité du schéma fini Z = V(F,G)

en P i.e.
pp(F,G) = dim; Op(A?)/(F,G).

39



Remarque 3.1.1 On a:dim; ['(Z,0yz) = Z wp(F,G).
PeV(F)NV(G)

Théoréme 3.1.1 (Bézout)
Soient F,G € k[X,Y,T] deux polyndémes homogeénes sans facteur commun, de degrés

respectifs s et t. On a

wp(F,G) = st.
PeV(F)NV(G)

Preuve : (Voir [8], Chapitre 6, section 2)
u

Définition 3.1.3 Soit C une courbe projective irréductible. On appelle degré de C le
nombre de points d’intersection de C (comptés avec leurs multiplicités) avec un hyperplan
H ne contenant pas C.

Définition 3.1.4 Soit C une courbe projective irréductible. On appelle genre de C le
nombre entier positif ou nul g défini par la formule

g = dimy Hl(C, Oc) = hloc.

3.2 Les versions du théoréme de Riemann-Roch

3.2.1 Version 1
Soit C une courbe projective et irréductible. On pose S = k[X,Y,T] et A=T(C) =

S/3(C).
Proposition 3.2.1 Soit H un hyperplan ne contenant pas C. On note h I’équation de

H et h I'image de h dans A (i.e. h est la restriction de h & C). La multiplication par h

dans A induit alors la suite exacte de S—modules gradués
0— A(-1) 5 A — A/(h) — 0.

Preuve :
La seule chose a vérifier est 'injectivité de . L’homomorphisme ¢ est défini comme suit

p:A(=1) — A, fr— fh

Puisque A est inteégre, on voit alors il suffit de montrer que A est non nulle dans A. Comme
H ne contient pas C, alors h ¢ J3(C), il s’en suit que h est non nulle dans A. On conclut

que ¢ est injectif.
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Théoréme 3.2.1 (Riemann-Roch 1)
Soit C une courbe projective irréductible, de degré d et de genre g. On a pour tout n € Z :

h°Oc(n) — h'Oc(n) = nd +1 — g.

De plus, pour n grand on a
h'Oc(n) =0
et dans ce cas on a :
h°O¢(n) =nd+1—g.

Preuve :
o Soit H un hyperplan ne contenant pas C. Notons h I’équation de H et h I'image de h
dans A. Posons Z = C N H. Puisque H ne contient pas C, alors cette intersection est

finie. Ainsi, on munit Z d’une structure de schéma fini en définissant Oz comme le

—_—~—

faisceau associé & la k—algebre graduée A/(h) i.e. Oz = A/(h).

On sait que la suite 7
0— A(-1) — A— A/(h) — 0

est exacte.

Par passage aux faisceaux, on a :

0—0c(-1) — Oc — Oz — 0
En tensorisant par O¢(n) on a :

0— Oc(n—1) — Oc(n) — Oz(n) — 0

En prenant les caractéristiques d’Euler-Poincaré dans cette derniére suite, on a :

xOc(n) = xOc(n — 1)+ xOz(n) @
Le théoréme de Bézout donne la relation suivante Oz (n) = Oz. Ainsi, le terme xOz(n)
se réduit & h°Oy car dim Z = 0, or on a h°Oz = dimy, I'(Z,0z)=d.
Par conséquent @ devient

XOc(n) = xOc(n —1)+d
Par récurrence sur n on obtient
xOc(n) =nd+ xOc.

Par définition on a xO¢(n) = h°Oc(n) — h'Oc(n) et xOc = h°Oc — h'Oc =1 — g;
donc
h°Oc(n) — h'Oc(n) =nd +1 —g.

¢ Par le théoreme 2.3.4 de Serre, il existe un entier ng, tel que pour tout n > ng, on ait
HY(C,Oc(n)) = 0.
Dés lors, pour n grand on a h'Oc¢(n) = 0, par suite

h°Oc(n) =nd+1—g.
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3.2.2 Version 2
3.2.2.1 Le faisceau inversible associé a un diviseur

Soit C une courbe projective lisse et irréductible. Nous allons associer a tout diviseur
D sur C un faisceau sur C noté O¢(D). Pour cela, considérons D = Z npP un diviseur
positif. Nous pouvons associer & ce diviseur un sous-schéma fermé fini de C, que ’on note
encore D, dont le support est formé des points P tels que np > 0 de telle sorte qu’en
chaque point la multiplicité de D comme schéma fini soit exactement np : il suffit de
prendre comme anneau local de D en P 'anneau Op(C)/(t"7) ol t est une uniformisante
de Op(C). Ainsi, on a : np = up(D). Réciproquement, pour un sous-schéma fini Z sur C
donné, on définit le diviseur Z up(Z)P. Dés lors, on a

XOD = hOOD = Z/J,P(D) = Z’I’LP = degD
P P

Pour tout diviseur D positif sur C, on construit alors la suite exacte :
0—Jp—0c—0Op —0

ou Jp est I'idéal des fonctions régulieres qui s’annulent sur D avec les multiplicités
prescrites. On sait que Jp est un faisceau (cf. chapitre 2. 'exemple 2.2.3), ce faisceau est
noté Oc(—D) et ses sections sont définies de la maniére suivante : pour un ouvert U de C

[(U,Oc(—D)) = {f € k(C) |V P € U,ordp(f) > np}.

Autrement dit, c’est ’ensemble des fonctions rationnelles sur C, définies sur U et qui
s’annulent en chaque point P avec la multiplicité np au moins.

On définit de la méme maniere le faisceau O¢(D) pour un diviseur quelconque D =
anP sur C : pour un ouvert U de C

T(U,O0c(D)) ={f € k(C)|VP € U,ordp(f) > —np}.
Les sections globales du faisceau O¢ (D) peuvent étre définies comme suit
H%(C,0c(D)) =T(C,0c(D)) = {f € k(C) |div(f)+ D > 0}.

Remarque 3.2.1
1) SiD= 0, on a Oc(D) = Oc.
En effet, soit U un ouvert de C

(U, Oc(0)) = {f € k(C) |V P € U,ordp(f) = 0}
= NpevOp(U)
=T'(U)
=T(U, O¢)

2) Soient D et D' deux éléments de Div(C). On a
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e Oc(D+ DI) = Oc(D) Roe Oc(DI),
e si D= D', alors Oc(D) ~ Oc(D").

3) Supposons que C C P". Soit H un hyperplan d’équation h ne contenant pas C. Soit

D = CnN H le sous-schéma fini intersection de C et H. On peut considérer D comme
un diviseur positif sur C. Alors, les faisceaux O¢(D) et O¢(1) sont isomorphes.
Pour le voir, considérons un ouvert U de C et soit f € O¢(1)(U). Donc, f = F/G avec
F,G € T'(C) homogenes telle que deg(F') = deg(G) + 1 et G # 0 sur U. La fonction f
n’est pas rationnelle. On lui associe la section f/h = (F/G)/h qui est une fonction
rationnelle dont les pdles sont des points C N H qui sont dans U avec les multiplicités
voulues : qui est donc une section de O¢(D).

Plus généralement, on montre de la méme maniere la relation O¢(n) ~ Oc¢(nD)
pour tout n € Z.

Lemme 3.2.1

1) Soit D un diviseur positif (que l'on peut considérer comme un sous-schéma fini de C).

Alors la suite
0— Oc(-D) — O¢ — Op — 0

est exacte.

2) Soit D un diviseur quelconque, que I'on suppose pouvoir s’écrire sous la forme D =
Dy + Dy, avec Dy > 0. Alors la suite

0 — Oc(D2) — O¢(D) — Op, — 0
est exacte.

Preuve :
1) 1l suffit de se référer a la partie 3.2.2.1.
2) 1l suffit d’appliquer 1) du lemme 3.2.1 en remplacant D par D ; puis tensoriser par
Oc(D).
Qa

Théoréme 3.2.2 (Riemann-Roch 2)
Soit C une courbe projective, lisse et irréductible de genre g et soit D un diviseur sur C.

On a la formule
hOOc(D) - thC(D) =degD+1—g.

De plus, il existe un entier N tel que si deg(D) > N on a
h'*Oc(D) =0

et dans ce cas on a :
h°O¢(D) = deg D +1 —g.
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Preuve :
¢ Décomposons D sous la forme D = Dy — Dy avec D; > 0. Par le point 2) du lemme

3.2.1ona
0 — Oc(—D3) — O¢(D) — Op, — 0

ainsi on obtient

XOc(D) = xOc(—Ds) + xOp, (%)
puis en appliquant Do toujours dans ce méme lemme mais cette fois en 1) on a

0 — Oc(—D3) — O¢ — Op, — 0

ce qui entraine

XOc = xOc(—D2) + xOp,. (%)
Par suite (x) et (*x) donnent

XOc(D) = xOc + xOp, — xOb,.
C’est-a-dire
h°Oc(D) — h*Oc(D) = 1 — g + deg(D;) — deg(D2) = deg(D) + 1 — g.
¢ Considérons un plongement C <— P" et H un hyperplan ne contenant pas C. Posons
Z =CNH et considérons un diviseur Dy = Z wp(Z)P. D’aprés le théoréme de Serre
et par le point 3) du remarque 3.2.1, il existe ng tel que pour tout n > ng, on a
H'(C,Oc(nDy)) = H'(C, Oc(n)) = 0.
Vu ce qui précede, nous avons
h°O¢(D — ngDy) > deg(D — ngDy) + 1 — g.
Posons N’ = ngdeg(Dy) + g. Supposons que deg(D) > N'.

Si cette condition est remplie, on a h°O¢ (D — ngDy) > 0, soit f € T'(C, O¢(D —noDy))

non nulle. On a div(f) + D — ngDg > 0. Posons D3 = div(f) + D — ngDy > 0. Ainsi
nous avons D = D3 + (ngDy — div(f)). En vertu du point 2) du lemme 3.2.1 on a

0 — Oc(noDy — div(f)) — Oc(D) — Op, — 0
D’apres le théoreme 2.3.1, cette suite exacte génere une suite exacte de cohomologie
0 — HY(C, Oc(noDy — div(f))) — H(C,O¢(D)) — H°(C, Op,)
— H'(C, Oc(ngDy — div(f))) — H'(C,O¢(D)) — H'(C,Op,) — 0

Comme les diviseurs ngDy et ngDg — div(f) sont équivalents, on déduit par 2) de la
remarque 3.2.1 que les faisceaux associés sont isomorphes, donc

HY(C, O¢(ngDy — div(f))) = HY(C, Oc(ngDy)) = 0.
Puisque Ds est fini alors H*(C,Op,) = 0. 1l s’en suit que H*(C, O¢(D)) = 0 d’ott
h*O¢(D) = 0.
En définitive on prend N = N’, donc
h°O¢(D) = deg D + 1 — g.
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3.2.3 Version 3

Théoréme 3.2.3 (Dualité de Serre)
Soit C une courbe projective lisse et irréductible. Soit K un diviseur canonique sur C.
Alors pour tout diviseur D sur C lapplication suivante

H'(C,0c(D)) — H(C,Oc(K — D))*

est un isomorphisme ot H(C, Oc(K — D))* représente le dual de I’espace vectoriel
H’(C,0¢(K — D)).

Preuve : (Voir [5], Chapitre 3, section 7)

Théoréme 3.2.4 (Riemann-Roch 3)
Soit C une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit K un diviseur canonique

sur C. Alors, pour tout diviseur D sur C
h°O¢(D) — h°O¢(K — D) =degD +1 — g.

Preuve :
D’apres le théoreme de Riemann-Roch 2 on a

h°Oc(D) — h*O¢(D) = deg D + 1 — g. ®
Par le théoréme de dualité de Serre on a
H'(C, Oc(D)) ~ H(C,Oc (K — D))"
par conséquent, on obtient
dimy, H'(C, O¢(D)) = dim;, H*(C, Oc(K — D))*

or
dimy H(C, Oc (K — D))* = dim;, H*(C, Oc(K — D))

donc
dimy H'(C, Oc(D)) = dimy H*(C, Oc (K — D)) i.e. h*Oc(D) = h°Oc(K — D). @
En combinant @ et @ nous avons

h°Oc(D) — h°O¢(K — D) = degD + 1 — g.

3.2.3.1 Conséquences du théoréme

Conséquence 3.2.1 Soit C une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit
K un diviseur canonique sur C. Alors on a

hP0:(K) =g et deg K =2g — 2.
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Preuve :
Soit D un diviseur sur C. D’apres le théoréeme Riemann-Roch 3 on a

h°Oc(D) — h°O¢(K — D) = degD + 1 — g.
o En prenant D = 0, on obtient h°0O¢(0) — h°O¢ (K —0) = deg(0) +1—g, or h°O¢(0) = 1
et deg(0) = 0, donc h°O¢(K) = g.

o En prenant ensuite D = K, on obtient h’O¢(K) — h°O¢(K — K) = deg K + 1 — g,
comme h’O¢(K) = g et h°0¢(0) =1, donc deg K = 2g — 2.
a

Conséquence 3.2.2 Soit C une courbe projective lisse et irréductible de genre g. Soit
D un diviseur sur C. Si deg D > 2g — 1, alors

h°O¢(D) = deg D +1 —g.

Preuve :
Soit K un diviseur canonique sur C. Il est clair qu'on a deg D > deg K 4+ 1 c’est-a-

dire on a deg(K — D) < —1. Soit f € T'(C,O¢c(K — D)) non nulle. Par définition,
on a div(f) + K — D > 0, donc deg(div(f)) + deg(K — D) > 0, or deg(div(f)) = 0,
d’ott deg(K — D) > 0, ceci contredit le fait que deg(K — D) < —1, par conséquent
['(C,0¢(K — D)) = 0 i.e. h’O¢(K — D) = 0. Par le théoréme de Riemann-Roch 3, on

conclut que
h°O¢(D) = deg D + 1 —g.

3.3 Applications

Dans cette section, on utilisera les notations de la définition 1.3.14 (cf. chapitre. 1) et
le théoréme de Riemann-Roch 3 s’écrit alors

I(D)—I(K—D)=degD+1—g.
Les applications du théoréme de Riemann-Roch sont multiples, on donnera ici quelques

exemples. Commencons d’abord par rappeler quelques notions sur les courbes elliptiques.

3.3.1 Courbe elliptique

Définition 3.3.1 On appelle équation de Weierstrass (forme projective) sur k une équa-
tion plane de la forme

Y2Z 4+ a1 XYZ+a3sYZ%2 = X2+ o X%Z + ay X Z% + ag Z°

avec les a; € k.
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Remarquons que la courbe E définie par une telle courbe admet un unique point a 'infini,
O=(0:1:0)

E: Y24+ XYZ+a3YZ? = X3+ asX?Z 4+ ayn X 7% + agZ3

Y
—ety= - et ’équation de Weierstrass devient (forme

Pour Z # 0, on peut écrire x = 7

affine)

E: y2+a1xy+a3y:x3+a2x2+a4m+a6
avec les a; € k.
L’ensemble des points k—rationnels est

E(k) = {(z,y) € K*| y* + a1zy + azy = 2° + a22® + aux + ag} U {O}

Théoréme 3.3.1 Soit k un corps tel que car(k) > 3. Alors I’équation de E peut se
mettre sous la forme
v =2 +ar+0b

avec a,b € k.

Cette forme est appelée ’équation réduite de Weierstrass.

Preuve :
On a: y2 + ai1zy + azy = 22 4 as2® + agx + ag ce qui s’écrit aussi
a1z
y2+2y(; +2>:x3+a2x2+a4x+a6. @
. a1r | az\? .
En ajoutant le terme (7 + ?) a chaque membre de @, on obtient
2
P (BB (D) s () o

En remarquant que le premier membre de @ est un identité remarquable et en dévellopant

le second membre, on obtient

2 2 2
(-l—%-i—%) =x3+(a2+21>x2+( +?)x+a6+1 ®
arx (L% aijas a%
En posant y17y+7+? afangz B8=a4+ et /\:a6+z

L’équation ® devient

v =2° +ax® + Bz + A @
or on a
a3 o’z ab
(x—|—§> =z + az? +73 —|—§
ainsi nous avons
x3+ax2*(x+g)3f@fa—3
N 3 3 27"
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En remplacant Pexpression z° + az? dans @, on obtient

2 (py @)’ 2 _a
yl—(x—i-?)) 3 + Bz + A T ®
2 2 3
En posant a:lzx—i—%, A:,B—%et B:)\_g(/g_();’)_;

Enfin I’équation ® devient
Yy =1a%+ Az, + B

Les variables étant muettes, on a donc

y? =234+ ax +b.

Définition 3.3.2 Une courbe elliptique est la donnée d’un couple (E, Q) ou
e F est une cubique irréductible lisse de genre 1,
e OckE.

Théoréme 3.3.2 Soit (F, Q) une courbe elliptique définie sur k. Alors il existe des
fonctions z,y € k(E) telles que application

p:E—C, p=(x:y:1)
soit un isomorphisme de courbes ou
C:y? +arzy + asy = 2° + asx® + asx + ag
avec les coefficients a; € k et satisfaisant ¢(O) = (0:1:0).

Preuve :
Nous traitons seulement ici la partie qui utilise le théoreme de Riemann-Roch. L’objectif

est alors de construire ’application . Pour une preuve compléte de ce théoreme i.e.
prouver que ¢ est bien un isomorphisme de courbes et p(O) = (0 : 1 : 0) on renvoit
le lecteur & [4] chapitre 3 section 3. Comme le genre de E est égal & 1, on a pour tout
diviseur D sur E

(D) =deg(D) deés que deg(D)>1
d’apres la conséquence 3.2.2.
Considérons alors D = 0. On a [(O) = 1. Plus généralement pour n € N*, on a I(nO) = n.
Rappelons que nous avons

L(0) C L(20) C L(3O) C --- .
e On a dimy £(O) = 1. Comme L(O) contient k, alors £L(O) = k car ces espaces ont

méme dimension. Ainsi, la fonction constante 1 est une base de £(O).

e On a dimy £(20) = 2. On peut alors écrire £L(20) =< 1, f > ol f € k(F) qui a un
pole d’ordre < 2 en O. C’est méme un pdle d’ordre exactement égal a 2 en O sinon on
aurait f € £(O) et dans ce cas f ne serait plus linéairement indépendante a la fonction
constante 1.
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e On a dimy £(30) = 3. On peut choisir une fonction g € k(F) telle que {1, f, g} soit
une base de £(30). Notons que la fonction g a nécessairement un pole d’ordre 3 en O.

En continuant ce raisonnement, on obtient

L(40) =<1,f,g,f*> >,
£(50) :< 1’f’g7f27fg>?
L(60) =<1,f,g,f* fg.f* > .

Remarquons que la fonction g> € L£(60) et g* ¢ L(50). Donc il existe des constantes
Ay, Ay, A3, Ay, As et Ag telles qu’on a

G =A +Asf +Asg+ Asf? + Asfg+ Agf® avec A; € ket Ag #0. @

En remplacant g et f respectivement par AZg et Agf dans @, puis en divisant par Ag,
on obtient

- Glfa— o= P PP R
Ainsi on pose
p:E—C, p=(f:g9:1).
d

Conséquence 3.3.1 Toute courbe elliptique est définie par une I’équation de Weierstrass.

Définition 3.3.3 Soit k un corps tel que car(k) > 3. Une courbe elliptique définie sur k
notée E est une courbe d’équation affine

V=23 4ar+b

avec a,b € k tels que 4a® + 27b # 0, & laquelle on rajoute le point @ = (0: 1 : 0).

3.3.2 Exemples d’applications
Exemples 3.3.1

» Soit C = P!. Soit K un diviseur canonique sur C. L’exemple 1.3.3 nous dit qu’il n’y a
pas de différentielle holomorphe sur C, d’apres la remarque 1.3.3 on a [(K) = 0. Ainsi,
on déduit de la conséquence 3.2.1 que le genre de C est nul.

Le théoreme de Riemann-Roch 3 donne pour tout divisieur D sur C la relation

(D) —(—2Px — D) =deg D + 1.
En particulier, si deg(D) > —1, alors
I(D)=degD +1.
» Considérons une courbe C irréductible et lisse définie sur Q d’équation affine :

v = (z—1)(z —2)(z - 3).
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On sait déja que
div(dz/y) = 0 i.e. div(w) = 0.

Ainsi, la classe canonique sur C est triviale, on peut prendre K = 0 et donc
g=1(K)=h"0:(0) =1.
On trouve ainsi que le genre de C est égal a 1, donc deés que deg D > 1 on a
(D) =degD.

e Soit P €. Ona alors [((P)) =1.
e Comme P, € C. On a alors [(2(Py)) = 2.

Plus généralement, on a pour tout n € N*, {(n(Px)) = n.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons d’abord introduit des outils fondamentaux pour la
compréhension du Théoreme de Riemann-Roch. On remarque de nombreuses applications
de ce théoreme comme illustré par quelques exemples donnés dans la derniere partie.
Parmi ces applications on peut citer :

e La construction d’un isomorphisme qui nous a permis de comprendre 1’équivalence
entre les deux formulations d’une courbe elliptique énoncées dans ce mémoire.

e La détermination du genre d'une courbe dans certains cas particuliers nous intéressant.
Il faut remarquer que pour ces cas particuliers on s’est intéressé aussi a déterminer la
dimension d’un diviseur en considérant d’abord un diviseur canonique puis un diviseur
quelconque. Pour un diviseur quelconque, le théoreme de Riemann-Roch nous donne
une formule trés commode & partir d’un certain rang pour le calcul de sa dimension.

e Une attention particuliere est accordée aux courbes irréductibles et lisses. C’est dans
ce cadre qu’on a donné des exemples plus explicites de courbes pour lesquelles on a
appliqué le théoreme de Riemann-Roch pour déterminer le genre et la dimension de
quelques systémes linéaires.

o1
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