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Résumeé

Le but de ce travail est d’établir un critéere de Kolmogorov et un critére de
tension dans une classe d’espaces de Besov modulaires qui constituent une
extension naturelle du travail de (voir [8]. Nous appliquons ces critéres
pour obtenir des résultats de régularité et des approximations faibles dans
ces espaces pour une classe de processus gaussiens admettant des
représentations intégrales de la forme

1
X, = j K(ts)dW,  te[0,1]
0

ou (W;, t €[0,1]) est un mouvement brownien standard et K est un noyau
satisfaisant des propriétés de régularité appropriées. Lexemple le plus
classique de ces processus est le mouvement brownien fractionnaire. Le cas
du mouvement brownien multifractionnaire est également considéré. Ces
résultats d’approximation constituent un raffinement de ceux de [20] et de
[12], qui ont étudié les cas du mouvement brownien et du mouvement
brownien fractionnaire dans ’espace des fonctions continues.



Abstract

The purpose of this paper is to prove a Kolmogorov and a tightness
criterion in a class of modular Besov spaces which present a natural
extension of the work in [8]. We apply these criteria to establish regularity
results and weak approximations in these spaces for a class of Gaussian
processes which admit integral representations of the form

1
X, = J K(ts)dW,  te[0,1],
0

where (W,, t € [0,1]) is a standard Brownian motion and K is a kernel
satisfying suitable regularity properties. The most classical example of
these processes is the fractional Brownian motion. The case of the
multifractional Brownian motion is considered. These approximation
results are a refinement of those of [20] and [12] who considered the cases
of Brownian motion and fractional Brownian motion in the space of
continuous functions.



Notations et Abréviations

— Q) : espace des possibles (univers des issues d’une expérience aléa-
toire).

— F :tribu (ou o-algebre) sur Q.

— [P : mesure de probabilité sur (€2, F).

— (F)is0 : filtration représentant I'information disponible jusqu’au temps
t.

— [E[-] : espérance mathématique.

— H : espace de Hilbert associé au mouvement brownien fractionnaire
(mBf), utilisé pour définir I'intégrale de Skorokhod.

— C([0,T],IR) : espace des fonctions continues sur [0, T].

— LP([0, T]) : espace des fonctions p-intégrables sur [0, T'].

— |I|lz2 : norme dans L?*(Q).

— (-, )3 : produit scalaire dans l’espace de Hilbert associé au mBf.

— Lff([O, T]) : espace des processus adaptés de carré intégrable.

— mBf : mouvement brownien fractionnaire.

— mBs : mouvement brownien standard.

— mBm : mouvement brownien multifractionnaire.

— mBsF : mouvement brownien sur-fractionnaire.

— ps: presque-sur



INTRODUCTION GENERALE

Au cours des dernieres années, plusieurs articles ont été consacrés a
I’analyse stochastique du mouvement brownien fractionnaire (en abrégé
mBf) en raison de ses applications potentielles dans de nombreux
domaines tels que I’hydrologie, les réseaux de télécommunications et les
marchés financiers de [14] pour plus de détails sur le mBf. De nombreux
résultats ont été obtenus pour ce processus dans des espaces de trajectoires
munis de topologies plus fortes que celles de la convergence uniforme et
holdérienne. Il y’a plus d’une décenie, des résultats de régularité et
d’approximation pour le mouvement brownien fractionnaire ont été
développés dans les espaces de Besov par [10] et [8].

Une large classe de processus gaussiens admet une représentation intégrale
en loi de la forme

X(t):LtK(t,r)dWr, tel0,1], (1)

ou W ={W,te[0,1]} désigne un processus de Wiener standard, et ou K est
un noyau déterministe satisfaisant certaines conditions de régularité
(voir [9]).

L'objectif de notre mémoire est de présenter un critére de tension et de
kolmogorov dans un espace en s’inspirant de [7]. Pour cela nous allons
dans un premier temps, fournir une classe d’espaces de Besov modulaires
contenant presque siirement. les trajectoires des processus gaussiens
admettant la représentation (1) en loi. Notre second objectif est de montrer
que les processus de type (1) sont faiblement approchés, dans une classe
d’espaces de Besov modulaires, par une famille de processus construits a
partir d’un processus de Poisson standard .

Plus précisément, inspirés par les travaux de [12]et [7] ont établi ce qui
suit : soit {N(t),t > 0} un processus de Poisson standard, et considérons le
processus continu X, défini par

t
X, (t) = %J K(t,r) (~-1)N qr,  0<t<]1.
0
Alors la famille de processus (X;).~o converge faiblement vers X, lorsque
¢ — 0, dans une classe d’espaces de Besov modulaires dont le module est
lié a la régularité de K, Un exemple important de processus auquel notre
résultat s’applique est le mouvement brownien fractionnaire. Notons que
le cadre classique pour ce type de théoreme limite est généralement
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I’espace des fonctions continues C([0,1]) muni de la topologie de la
convergence uniforme. Le premier résultat de ce type d’approximation est
dt a [20], qui a montré que la famille de processus

t
Ye(t) = lfo (~1)N7E) ar,

&

pour ¢ > 0, converge en loi, lorsque ¢ — 0, dans l’espace de Banach
C([0,1]), vers le mouvement brownien.

Afin d’étendre le champ des applications, le mouvement brownien
multifractionnaire (en abrégé mBm) a été introduit comme une extension
du mouvement brownien fractionnaire ou le parametre de Hurst est
remplacé par une fonction. En conséquence, la régularité holdérienne est
autorisée a varier le long des trajectoires. Ces modeles multifractionnaires
sont utiles dans divers domaines d’application. Pour plus d’informations
sur le mBm, voir [19] et [16]. Ce mémoire est organisé comme suit :

— Chapitre 1 : Rappel des notions fondamentales sur les processus sto-
chastiques,
— Chapitre 2 : il est consacré aux espaces de Besov modulaires
— Chapitre 3 :Résultats d’approximations dans les espaces de Besov
Dans cette section, nous considérons une classe de processus gaussiens du
type (1). Comme conséquence du critére de Kolmogorov, nous prouvons la
régularité Besov des trajectoires de tels processus gaussiens et donnons
quelques exemples d’applications.



PROCESSUS STOCHASTIQUES

Ce chapitre présente les notions fondamentales de la théorie des processus
stochastiques. Apres un rappel des bases de la probabilité, notamment
I’espace de probabilité et la notion de filtration, nous introduisons la
définition générale d’un processus stochastique ainsi que celle de
processus adapté. Nous nous intéressons ensuite aux processus gaussiens,
en mettant en évidence leurs propriétés essentielles. Enfin, plusieurs
exemples classiques sont étudiés, parmi lesquels le mouvement brownien
standard, le mouvement brownien fractionnaire et le pont brownien, qui
illustrent la richesse et I'importance des processus gaussiens en
modélisation et en analyse stochastique.

1.1 Deéfinition

1.1.1 Espace de probabilite

Définition 1.1.1 Un espace de probabilité est un triplet
(Q,F,P)

ol :

— Q) est 'univers ou espace des possibles : c’est 'ensemble de tous les ré-
sultats possibles d’une expérience aléatoire.

— F est une tribu (ou o-algebre) de sous-ensembles de () : c’est un ensemble
de parties de () contenant Q), stable passage par complémentaire et par
union dénombrables. Ses éléments sont appelés événements.

— [P est une probabilité, c’est-a-dire une mesure définie sur F telle que :



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

AeF,
P(Q) =1,

RU521Ay) =Y 021 P(A,)  pour toute suite d’ensembles de F deux a deux dis-
jOiTltS (An)n21'

1.1.2 Filtration

Définition 1.1.2 Une filtration F = (F)¢[o,T] est une collection croissante au
sens de 'inclusion de sous-tribus de A,
c’est-a-dire que F;, C F; C A pour tous s, t tels que s < t.

Remarque 1 F; représente la quantité d’information disponible a l’instant t.
1l est donc logique que cette quantité augmente avec le temps.

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 Un processus (aléatoire) X sur l’espace de probabilité (Q3, A, P)
est une famille de variables aléatoires (X)ie[o,1)- C’est donc une fonction de
deux variables :

X:[0,T|xQ —>R, (tw) X(w).

Remarque 2 La variable t € [0, T] représente le temps, mais on aurait éga-
lement pu prendre t € R, t € R?, De méme, Uespace d’arrivée pourrait étre
plus complexe que R.

Remarque 3 On peut voir un processus comme une fonction qui, & w € (),
associe une fonction de [0,T] dans R, t — X, (w), appelée trajectoire du
ProCessus.

Définition 1.2.2 (Processus Continu) On dit que X est un processus continu
(presque sur.) si X est continu trajectoire par trajectoire, c’est-a-dire si t
Xi(w) est continue sur[0,T] pour presque tout w € Q).
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Définition 1.2.3 (Fonction mesurable) Soit une filtration (F)isq, ¢’est-a-dire
une famille croissante de tribus décrivant [’évolution de l'information au
cours du temps.

On dit que X; est F;-mesurable si la variable aléatoire X; appartient a la
tribu F;.

Formellement, X;: () — IR est F-mesurable si

X;Y(B)e F;,  pour tout borélien B.

1.2.1 Processus adapte

Définition 1.2.4 Un processus (X;)seo,1] €st dit F-adapté si la variable aléa-
toire X; est F;-mesurable pour tout t € [0, T].

1.2.2 Processus gaussien

Définition 1.2.5 Un vecteur de variables aléatoires (Xq,...,X,,) est un vecteur
gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire des X; est gaussienne,
c’est-a-dire que la variable aléatoire
n
<Q,X> = Zaka
k=1
est une variable aléatoire gaussienne pour tout a = (ay,...,a,) € R".
Voici deux propositions trés utiles dans la manipulation des vecteurs gaus-
siens.

Proposition 1 Si le vecteur (X1, X5) est gaussien, les variables aléatoires X,
et X, sont indépendantes si et seulement si cov(Xy,X,) = 0.

Proposition 2 Tout vecteur de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
est un vecteur gaussien.

Remarque 4 Attention, il est possible de trouver des variables aléatoires gaus-
siennes non indépendantes de covariance nulle.

La version continue des vecteurs gaussiens est donnée par les processus
gaussiens.

Un processus (X;)e[o,7] est appelé processus gaussien si, pour tout n > 1
et tous tq,...,t, €[0,T], tels que t; <--- < t,, le vecteur

(Xrerr X))

est gaussien.



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.2.3 Fonction caractéristique

Définition 1.2.6 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace de
probabilité (QQ, F,TP). La fonction caractéristique de X est la fonction

Px - R—C
définie par
Ppx(t) = lE(e”X), teR,
ou i désigne l'unité imaginaire, ¢’est-a-dire i =—1.

Soit (Xy)ieT un processus gaussien, c’est-a-dire que pour tout n € N et
tout choix de ty,...,t, €T :

(Xp0ee s Xy ) ~ N (m, %)
m:(m(tl):---'m(t"))

est le vecteur de moyenne,
et

¥ =(K(tt)

est la matrice de covariance, construite a partir du noyau

1<i,j<n

K(s,t) = Cov(X,, X;).

1.2.4 Rappel de quelques Résultats

voici quelques théorémes et lemme qui pourront nous servir a la suite de ce
travail.

Théoréme 1.2.7 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire positive
(ou presque strement positive) définie sur un espace de probabilité (QQ, F,P),
et supposons que

[E[X] < c0.

Alors, pour tout a> 0,

E[X]

P(X>a)<
(X >a)< p,

Théoréme 1.2.8 (Inégalité de Tchebychev ) Soit X une variable aléatoire réelle
définie sur un espace de probabilité (Q, F,P), telle que

E[X]=p et Var(X)=o0%<o.

Alors, pour tout € >0,

o2

P(IX - pl 2 ¢) < =

9
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Théoréme 1.2.9 (Théoréme de Borel-Cantelli) Soit (A,,),>1 une suite d’événements
définis sur un espace de probabilité (QQ, F,IP).

(i) Premier théoréme de Borel-Cantelli. Si

ZIP(An) < o,
n=1

alors
P(A,, i.0.)=0,

c’est-a-dire
IP(lim sup An) =0.

n—-oo

(ii) Second théoréme de Borel-Cantelli. Siles événements (A,)u>1 sont
indépendants et si

) P(4,) = oo,
n=1
alors
P(A, i.0.)=1,
c’est-a-dire

IP(lim sup An) =1.

n—-oo

Lemme 1 (Lemme de Fatou) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
positives (ou plus généralement mesurables a valeurs dans [0,4+00]) définies
sur un espace de probabilité (QQ, F,P). Alors,

n—-o00 n—-oo

IE[lim iann] <liminfIE[X,].

1.3 Exemples de processus stochastiques

Dans cette partie nous allons essayer de donner quelques exemples de pro-
cessus stochastique qui pourrons nous servir a la suite.

1.3.1 Processus de Poisson

Définition 1.3.1 Un processus de Poisson de parametre A > 0 est un processus
stochastique {N(t), t > 0} qui représente le nombre d’événements aléatoires
survenus dans intervalle [0,t] et qui vérifie :

10
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e les accroissements sont indépendants ;
* les accroissements sont stationnaires ;

* pour tout t > 0, la variable N(t) suit une loi de Poisson de paramétre

At

k
P(N(t)=k) = %e‘”, k=0,1,2,...

ou A représente lintensité moyenne des événements par unité de temps.

Propriétés 1

 Condition tnitiale

N(0)=0.

e Accroissements indépendants

Pour
0St0<t1<"'<tn,

les variables
N(t;) = N(tg), N(t2) = N(t1), ..., N(t;) = N(t;-1)
sont indépendantes.

* Accroissements stationnaires

N(t+s)—N(s) ~P(At).
e Distribution

N(t) ~ P(At).

Rappelons que si N(t) est une variable aléatoire de Poisson de paramétre
A, alors

E [(_1)N(t)] — 6_2/\.

11



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.3.2 Mouvement brownien standard

Définition 1.3.2 Un processus X est un mouvement brownien si ¢’est un pro-
cessus gaussien continu, centré et nul en 0, dont la fonction de covariance
est donnée par

cov(X,, X;) =sAt, s,t €[0,T].

Propriétés 2 Soit F une filtration. Un F-mouvement brownien standard est
un processus B vérifiant :

(i) B est F-adapté ;
(ii)) By =0 P-p.s. ;

(11i) B est continu, c’est-a-dire t — By(w) est continue pour P-presque tout
we ;

(iv) B est a accroissements indépendants : By — By est indépendant de F;
pour tous s, t € [0, T] tels que s<t ;

(v) B est a accroissements stationnaires et gaussiens :

B;—B;~ N (0,t—5s), VO<s<t<T,.
Certaines fois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la filtration a considérer,

ou lorsque F est la filtration naturelle du processus B, on parlera simplement
de mouvement brownien.

1.3.3 Mouvement brownien fractionnaire

Définition 1.3.3 On appelle mouvement brownien fractionnaire de parametre
de Hurst H €]0,1]
le processus (WtH )i>0) gaussien, réel, continu et centré et nul en 0 .

de fonction de covariance Vs,t >0,

1
EWSTW/T) = 2 (s 4 21— s — 2);

Propriétés 3 Soit (WH(t))so un mouvement brownien fractionnaire de pa-
rameétre de Hurst H € (0,1).

12



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

a)

b)

d)

f)

Trajectoires presque stirement Hélder continues

Le mouvement brownien fractionnaire posséde des trajectoires presque
stirement a-Hdélder continues pour tout o < H. Autrement dit, pour
tout a < H, il existe presque sirement une constante aléatoire C,(w) >
0 telle que, pour tous s,t € [0, T],

[WH (1) - WH(s)| < Cpw) |t — 5]

Autosimilarité
Le processus (WH(t)),;50 est H-autosimilaire, c’est-a-dire que pour tout
a>0,

(WH(ar) _ = (aWH(1)

Cela signifie que les trajectoires du processus présentent la méme struc-
ture statistique a toutes les échelles de temps.

t>0 >0

Accroissements stationnaires

Le mouvement brownien fractionnaire posséde des accroissements sta-
tionnaires : pour tout h> 0, la loi de WH(t+h)—WH(t) ne dépend que
de h et non de t, c’est-a-dire

WH(t+h) - WH(t) £ WH(n).

Non-martingalité

Le mouvement brownien fractionnaire n’est pas une martingale, sauf
dans le cas particulier H = % En général, pour 0 <s<t,

E[WH(t)| | = Wa(s),  siH= %

Non-markovianité

Le mouvement brownien fractionnaire n’est pas un processus de Markov,
sauf dans le cas H = % La loi conditionnelle du futur dépend donc de
l’ensemble du passé et non seulement de la valeur présente du processus.

Variance des accroissements

Pour tous s,t >0, on a

B (Wi(0) - Wirls))° | =1t -5,

ce qui refiéte la rugosité des trajectoires en fonction du paramétre de
Hurst H.

13



CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

g) représentation de type Volterra
t
Bl = f KH(t,r)dW, ¥Vt >0
0

ouw W ={W,, t€[0,1]} est un processus de Wiener, et ot Ky(t,r) désigne le
noyau défini par :

SiH> 3,

H frac12-H 0 (" H-fract2(u—r)""3 400
K™ (t,r)=r I‘(H—j) u

r

; 1
St H < 3,
-1 (Lq_yy-2H (1 1 H-%du
KH(t,r) = (AH JH-b By ()2 o (1-1) Lon(r)
ou
21-2H \[x B I'(2-2H)

A= FHysin(et) M7 2T(1-2H)0(H +1)

1.3.4 Mouvement brownien multifractionnaire

Le mouvement brownien fractionnaire posséde d’importantes applications
en modélisation,[5]. L’une de ses propriétés est que sa régularité peut étre
prescrite par son parameétre de Hurst H. Cependant, sa principale limita-
tion réside dans le fait que la régularité de Holder est constante le long des
trajectoires. Afin d’élargir le champ des applications, le mouvement brow-
nien multifractionnaire a été introduit comme une extension du mouvement
brownien fractionnaire bien connu, dans laquelle le paramétre de Hurst H
est remplacé par une fonction t — H(t) € (0,1). Par conséquent, la régularité
de Holder est autorisée a varier le long des trajectoires. Ces modéles dits
multifractionnaires sont utiles dans divers domaines d’application ; voir par
exemple [1],[15],[17] et 18]

Le point de départ de cette généralisation est trés souvent la représen-
tation harmonisable ou la représentation en moyenne mobile du mouvement
brownien fractionnaire.

Définition 1.3.4 (Mouvement brownien multifractionnaire, définition par
moyenne mobile ,voir [4],[19]) Soit

H : [0,+00) —> [a,b] C (0,1)

une fonction holdérienne d’exposant p > 0. Pour tout t > 0, le processus
aléatoire défini par
t

0
WHO (1) = J [(t —5)H(=3 _ (—s)H“)—%] dW(s) + j (t—s5)H(=2dW(s)
oo 0

est appelé mouvement brownien multifractionnaire de parametre fonctionnel
H.

14
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Définition 1.3.5 ( Mbm, représentation harmonisable,voir [16]) Soit
H:R, —[a,b]c(0,1)

une fonction holdérienne d’exposant p > 0. Pour tout t > 0, le processus
aléatoire défini par

ité _ .
WHO (1) = f 1 g
R [0

est appelé mouvement brownien multifractionnaire.

L’équivalence, & une fonction déterministe multiplicative prés, entre cette
représentation et la définition par moyenne mobile a été démontrée par [2]. A
partir de ces définitions, on voit que le mBm est un processus gaussien centré
dont les accroissements ne sont en général ni indépendants ni stationnaires.
Lorsque H(t) = H pour tout t, le mBm se réduit au mouvement brownien
fractionnaire d’exposant H.

La caractéristique principale de ce processus est que sa régularité de Hol-
der varie avec le temps et est égale & H(t). Ceci contraste fortement avec le
mBf, dont I'exposant de Holder est presque stirement constant et égal & H.
Plus précisément, les propriétés suivantes sont connues.

Proposition 3 Supposons que

B >supH(t).

t>0

Alors, avec probabilité un, pour tout ty > 0, l’exposant de Hélder ponctuel du
mouvement brownien multifractionnaire en ty est égal a H(tg).

Rappelons que I'exposant de Holder d’un processus X(t) en un point s est
défini par

. X(s+hw)-X(s,w
aX(s,w):sup{a:}lLr)r(l)( |h)|” ( ):o},

Un exposant ax(s, w) élevé signifie que le processus X est régulier en s, tandis
qu’un comportement irrégulier en s correspond & un exposant proche de 0.

Proposition 4 Supposons que

B >supH(t).
£>0

Alors, avec probabilité un, pour tout intervalle [c,d] C R, le graphe du mBm
{(t, WH®(1)), t € [c,d]} vérifie

dimp{(t, WHO (1)), t € [c,d]} = dimp{(t, WHTO(1)), t € [c,d]} = 2 - tn[1i2]H(t).

15
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De plus, le mBm est asymptotiquement localement auto-similaire, au sens
suivant.

Proposition 5 Pour tout ty > 0,

Wh(ty+pu)(fo + o) = W 1) (o)
pH(tO) uelR

lim £

p—0* :ﬁ{cto BH(tO)(u)}ueIR ’

+

ot Byys,) €st un mouvement brownien fractionnaire d’exposant H(tg) et Cy,
est une fonction déterministe dépendant de t.

Proposition 6 Voir [16] Soit X(t) un mBm standard (c’est-a-dire tel que la
variance au temps 1 soit égale a 1) de parameétre fonctionnel H(t). Alors, en
notant E [’espérance,

covx(t,s) = E(X(£)X(s)) = D(H(t), H(s))( £ /HE) 4 HOTHO) g g HIHE)),

ou

VI(2x +1)I(2y + 1) sin(mx) sin(ry)

2T(x+y + 1)sin(@)

D(x,y) =

Preuve: Par définition,

1 elct — 1 1 eTies 1
E(X(1)X(s)) = E(C(H(t)) Lz R W) EEHE) JIR E[He dw(é)]'

. (€t — 1)< - 1)
E(X“)X‘S”‘c<H<t>>c<H<s>>L gposee 4e (L

La constante

TC

1/2
C(H(1)) = (H(t)r(zH(t))sin(ﬂH(f)))

est déduite de la condition E(X?(1)) = 1.
Fixons t,s, et soit By un mouvement brownien fractionnaire standard de
parameétre de Hurst

Ho H(t)—i-H(s).
2
Il est bien connu que
1 (ef—1)(e "4 —1) Loog  om 2H
(BB = o [ e e = {2+ 2 -l o),

ou

~ - 1/2
c= (HF(ZH)sin(nH)) '

16
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Ainsi,

J (eiét_ 1)(6—1'55_ 1)
R

|5 |H(t)+H(s)+1

CZ
2

d& = C’E(By(H)Bu(s) = — (£ + 1 — |t - 5|27,

En substituant dans (1) :

E(X(1)X(s)) = C3 C(H(1)) C(H(s))(tH(t)+H(5) 4 sHOHHE) )y s|H<f>+H<S>).

dans C et en utilisant 'identité

H(t)+H(s)
En remplagant H par ———

xI(x)=T(x+1),

on obtient 'égalité annoncée. M Remarquons que, puisque H prend ses
valeurs dans [a,b], D(H(t), H(s)) est positive et reste bornée, a distance de 0
et de +oo.

Le mBm étant non stationnaire, il est souvent plus pertinent de considérer
Pautocorrélation corx(t,s).

Proposition 7 Soit X(t) un mBm standard de paramétre fonctionnel H(t).
Alors,

D(H(t),H(S))(tH(t)+H(S) 4 gH(+H(s) _ It — slH(t)+H(5))

corx(t,s) = FH() GH ()
Preuve: Par définition,
t
corx(t,s) = covx(t,) .
VE(X2(1)E(X2(s))

Comme D(H(t),H(t)) = %, on obtient

E(Xz(t)) — tZH(t),

17



ESPACE DE BESOV

Ce chapitre est consacré a 1’étude des espaces de Besov modulaires, qui
constituent une généralisation des espaces de Besov classiques permettant
de décrire de maniére plus fine la régularité des fonctions et des trajectoires
aléatoires. Apreés avoir introduit leur définition, nous présenterons leurs prin-
cipales propriétés ainsi que différentes caractérisations utiles en analyse fonc-
tionnelle. Nous nous intéressons ensuite aux critéres d’inclusion et de régula-
rité, en particulier au critére de Kolmogorov et de tension, qui jouent un role
fondamental dans I’étude de la régularité des trajectoires de processus sto-
chastiques. Ce cadre théorique fournit des outils adaptés a ’analyse fine des
phénomeénes irréguliers rencontrés en probabilités et en analyse stochastique.

2.1 Espaces de Besov modulaires

Soit I = [0,1] et notons LP(I) I'espace des fonctions de Lebesgue intégrables
avec exposant p (1 < p <oo). Si f: I — R est une fonction appartenant
a LP(I), on peut mesurer sa régularité a I'aide de son module de continuité
calculé en norme LP.

A cet effet, pour tout t € I, on définit

1/p
wp<f,t>=sup( W)= fPdx)

|h|<t

ou
In={xel:x+hel}.

Soit w : [0,00) — [0,00) une fonction continue, croissante et telle que
@(0) =0 (on appelle @ un module).

18
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Définition 2.1.1 L’espace de Besov modulaire By(I), pour 1 < p < oo, est
défini par
By(1) ={f € LP(1): wy(f, 1) = Olw(1))}.

L’espace By (I), muni de la norme

If1ly = fllp + sup wp(f,t)

o<t<1 @(t)

est un espace de Banach, contenant le sous-espace de Banach suivant :
B;”O(I) = {f € By(I): wy(f,t) = o(w(t)) lorsque t — 0}.
wp(f, 1) = O(w(t))
Cela signifie qu’il existe une constante C > 0 et un réel ty > 0 tels que
w,(f,t) < Caw(t), pour tout 0 <t<t,.

La condition
wp(f, 1) =o(w(t)) (t—0)
signifie que
wp(f’ t) _

t—0 w(t)

Différence conceptuelle entre O et o.
Dans By (I), on a
wp(f 1) < Cawlt),

ce qui correspond a un contréle uniforme.
Dans B;)’O(I)7 on a
wp(f 1) < w(t),

c’est-a~dire un controle strict, asymptotiquement nul.

B;”O(I) est donc un sous-espace strict de By (I).

Remarque 5 i) Soit 1 <p < oo et soient w et wy deux modules tels que

wo(t)
50 w(t)

Alors, Uinjection continue suivante est valable :

By(I) < By(I).

it) Si p = oo et f € C(I), l'espace des fonctions continues, alors B (I)
coincide stmplement avec l’espace classique de Holder w-continu :

w(]) = csup LSO
cvn) ={f et sup T <o)
x,yel
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muni de la norme

11l = suplf (o)) + sup L =0

xel = o=yl
x,y€el

Pour 1 <p <oo, on a clairement linclusion continue suivante :

C(I) = By(I).

2.2 Classe de module

Dans cette section, nous introduisons quelques notations et rappelons cer-
taines propriétés nécessaires concernant le (¢, p)-module et les espaces de
Besov.

Afin de caractériser les espaces de Besov modulaires By () en termes d’espaces
de suites, Ciesielski a introduit dans [11] la classe suivante de modules.

Définition 2.2.1 Une fonction w : [0,00) — [0,00), continue et non décrois-
sante, est un (@, Y)-module s’il existe des constantes ¢ >0, p >0 et K> 0
telles que, pour tout jo=0,1,2,... :

i) w(0)=0, w(2t) < Kw(t),
i) Ljsj, 2% 0(27) < K20Pw(270),

2-j® 2-jo®
iii) ZO<]<]0 o )S D20’

2-jp 2-jo¢
w) Ljsjo o <Koy

v) Zogjg]‘o 2% w(277) < K 200¥ @ (27T0).

Exemple 1 Une fonction mesurable f : (0,00) — (0,00) est dite de variation
réguliere en 0 (resp. en +oo) d’indice B si, pour tout A >0,

. f(A) f(/\)
1_}0 10 = AP (resp. lg{)lo ) = AP).

Si B=0, on dit que f est a variation lente en 0 (resp. en o). Une fonction
f est a variation réguliére d’indice B si et seulement si

1=t P(1)

est a variation lente. Pour davantage de détails sur les fonctions a variation
régulicre, voir le livre de Bingham et al [6]. Soit maintenant w(t) = tPI(t),
t €[0,1], une fonction a variation réguliére en 0, satisfaisant les hypothéses
suivantes (H) :
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1. La fonction & variation lente I:(0,1] — (0,00) est bornée a l'infini sur
tout intervalle [a,1], avec 0<a<1.

2. La fonction w est non décroissante au voisinage de 0.

Sous ces conditions [7] ont montré que w est un (@,P)-module dans un
voisinage de 0 pour tout @ < <.
Par exemple, les fonctions se comportant au voisinage de O comme

xP(log(1/x))",  p>0, T€R,

sont des (@, P)-modules dés que @ < <.

2.3 Caractérisation des espaces de Besov modu-
laire

Dans la suite, nous aurons besoin de la caractérisation des espaces de Be-
sov en termes de coefficients de I’expansion d’une fonction continue dans la
base formée par les fonctions de Schauder. Nous devrons donner certaines
propriétés des bases de Haar et de Schauder.

2.3.1 Base de Haar

Les fonctions de Haar constituent la base d’ondelettes la plus classique, dé-
finie par . ,
a(x) =2"2p(20x-k), xel, n>1,

onn=2+k, j>0,k=0,..,2/ -1, et

P(x) =L (0,1/2)(%) = L(1/2,1)(%)-

On compléte cette famille en posant 1y = 1j91). Le systéme (¥,),>0 ainsi
obtenu constitue une base orthonormale de L2(I ,dx).

Dans la suite, nous utiliserons le systéme de Haar pour construire, par
interpolation linéaire, une version continue du mouvement brownien fraction-
naire.

2.3.2 Fonctions de Schauder

La famille des fonctions de Schauder sur I est obtenue en intégrant le systéme
de Haar :

d)n(t):fotz,bn(s)ds, tel, n>0,

et complétée par la fonction ¢_; =191}
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D’aprés |7]pour toute fonction continue f sur [0, 1],peut etre décomposer

de la forme -

f6)=") culF)puls), (2.1)

n=-—1
ou

ca()=£0) o) =fM)=F0),  culf)=2"2Cu(f),

Culf) =2 [f (2;:11 ) - %(f (;fl )*f (2;:12))]'

et,pour n=2/+k, j>0,k=0,...,2/ -1,
Le théoréme de caractérisation suivant, da a [10], joue un role crucial dans
la suite .

Théoréme 2.3.1 Soit 1 < p < oo et w (1/p,1) —module. Alors l’espace de
Besov B;)(I) est un espace de fonctions continues, isomorphe a un espace de
suites, et l’on a ’équivalence de normes suivantes

A , v
Il ~ max3iCo(l IC1(A)) sup—=r | ) IC)

o0 @ :
720 n=2J+1

De plus, on a

feBy® — lim

O (C,.(f))n=0 désigne les coefficients de Franklin (ou d’une base de schauder
adaptée)
Preuve : Pour la démonstration voir [10].

Remarque 6 Comme conséquence du Théoréeme (2.8.1), on peut déduire que
1) a),O . . -
’espace de Banach B, est en particulier séparable.

Soit maintenant 0 < H < 1 et BY un mouvement brownien fractionnaire. 11
est bien connu que les trajectoires de B satisfont presque siirement une
condition de Hoélder d’ordre strictement inférieur & H. Cependant, [10] ont
montré, en utilisant le Théoréme ( 2.3.1), que les trajectoires de BH appar-
tiennent p.s. a l'espace de Besov B;’H(I), ott wy(t)=t" et p>1/H.

On peut en déduire, grace a I'injection continue de la Remarque (5), que
BH appartient presque srement a B;;)’O(I ) pour toute fonction w(t) = tH1(t),
a variation réguliére en 0 d’indice H € (0, 1), satisfaisant les hypothéses (H)
de 'Exemple ( 1) et telle que lim;_,o () = co.

Pour établir un critére de Kolmogorov et un critére de tension dans cette
classe d’espaces de Besov, nous devons introduire les notations suivantes.

Pour 1 < p < o0 et wg un (1/p,1)-module, posons
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Wo (o w2\
Fp " i={w: w est un (1/p,1)-module tel que }_ s o) < oo}

Pour tout w € P;,U 0 définissons enfin

Jp(w) = {wo €F,": (fdo((tt)) croit prés de 0 lim,_, CZJOT(J)) =0.}

Exemple 2 Pour 1 <p < oo et 117 < B <1, considérons wo(t) = tPEy(t), une
fonction a variation réguliere satisfaisant Uhypothése (H) de I’Exemple (1)
Soit w.(t) = wo(t)(log%)T ou T > 11—7. Alors w, € P;,‘)O, et il est facile de
voir que pour tout Il? <Top<T 0N @ Wy, € ];)O(wT). En particulier, wq est telle
que la condition (i) de I’Exemple 1 peut étre satisfaite.

2.4 Critere de Kolmogorov

Lemme 2 Soit 1 <p < oo, wg un (11—1, 1)-module, et
considéronsle processus stochastique réel continu {X;, t € [0,1]}, nul en 0, et
satisfaisant [’hypothése suivante :

1l existe une constante C, >0 telle que, pour tout s,t € [0,1], on ait

1/p
(EIX, - XP) " < Cpawollt —s)).
Alors :

(i) Pour tout w € %wo; il existe une constante C(p, wy, w) > 0 telle que

VA>0,  P(IIX[Y > A) < Clp, wy, @) AP

En particulier,
P(X.€By()=1, VYwekK"

(ii) Pour tout w € F,"° tel que ], (w) =0, on a
IO —
P(X. € By*(I)) = 1.

Preuve : Soit A > 0. En appliquant le Théoréme2.3.1, il suffit de montrer
que, pour tout w € ]-;,wo,

. 1/
P ’
P|max{ICoX)l IC ()] sup———| Y 1GP | }>A|< Clpwo,w) A,
j20 @27 5,

Par 'inégalité de Tchebyshev, on a

1/p

2-ip (25 ) ) i 2 ,
= IP| su . Ci(X >A<AT . E|C;(X)IF.
J=Plsup l:;1| (X)) j;w@_])pl:;l ICu(X)
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D’autre part, les coefficients C;(X) sont donnés par

x( 2L DL (2R, x(2E=2 ,
2]+l 2 2]+l 2]+1

pourl:2j+k,j20 et k=1,...,2/. Ainsi,

Ci(X) =2

. 9j+1
1<6) o LX) cpz(%@f'>)p]s<f<p’wo’w>“-
j=0 1=2+1 j>0

Enfin, lassertion (ii) découle immédiatement de (i) et de I'injection conti-
nue de la Remarque (5) O

Remarque 7 Dans la preuve de la seconde assertion du Lemme (2), nous
utilisons seulement le fait que, pour tout w € .7-;,0)0, il existe @ € .7-;,(‘)0 telle que

@(t)
o o)

Aucun argument de monotonie portant sur @/w n’est nécessaire.

2.5 Critere de tension

Définition 2.5.1 (Une suite tendue) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléa-
toires réelles.

On dit que la suite est tendue si :

Ve >0, K >0 tel que sup,,5; IP(|Xn| > K) <e.

Proposition 8 Soient 1 < p < oo et w un (l%,l)—module. Une famille F de

fonctions mesurables f : 1 — IR est relativement compacte dans B;)'O(I) St :

(1) sup|lflle,p < oo,
feF

(11) limsupsup K (f,w,p) =0,
e—0 fGF
ol

. wp(fft)
Rlfr0rp)i= 58P oy
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Preuve: D’aprés le théoréme de Riesz—Fréchet-Kolmogorov (voir [21])

il est facile de vérifier que (i) et (ii) impliquent que F est relativement com-
pacte dans LP(I). Ainsi, pour toute suite (f,),>1 extraite de F, il existe
une sous-suite (que 'on note encore (f,,)) qui converge dans LP(I) vers une

fonction f e LP(I).
Pour conclure la preuve, il suffit d’établir les deux points suivants :

(a) feBy(I),

(b) (fu)n=1 est une suite de Cauchy dans By(I).

(a) — Montrons que f € By’(I).
Choisissons une sous-suite de (f,) qui converge vers f presque partout.
Par le lemme de Fatou, on obtient

WARf ey < ligglfllAhanLPu) < sup [|Ap fullee (r)-

n>1

Donc, pour tout t €1,

wp(f,t) <supw,(fut). (2.2)
n>1
D’apreés (i),
w b w b
sup 200 up sup 2V bl <o
o<t<1 @(t) n>10<t<1 @(t) n>1

De plus, I'hypothése (ii) implique que pour tout € > 0, il existe o, > 0 tel
que, pour tout n > 1,

W, (fr 1)

sup L <E. (2.3)

t<S, w(t)

Alors, grace a ((2.2)), on obtient
wp(f,t) =o(w(t)) lorsque t — 0,

ce qui termine la preuve de (a).

(b) — Montrons que (f,) est de Cauchy dans By (I).
Pour n,n” >0, on a

@, (fo = forr )
1fy = firllop = Ifus = frllioqry + sup ————"
0<t<1 w(t)

Comme ||f, = fillep(ry — 0 lorsque n,1n” — oo, on choisit oy > 0, puis

su wp(fn = furt) <su wp(fn = furt) tsu wp(fn = fust)
0<t£1 w(t) B tsals w(t) t>5IZ w(t) .
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On obtient alors

Wp(fu = furt) 20fu = fullee

Sup SKéo(fn_fn”w’p)"' Cl)(éo)

0<t<1 w(t)

Grace a (ii), on choisit 6¢ > 0 assez petit pour que

wp(fu = fw:1t) 2 fu = fwlleery

su <2+ (2.4)
s wl(t) @ (dy)
Cela termine la preuve de la Proposition (8). O

Lemme 3 Soient 1 <p <o et w,wy deux (}1—7, 1)-modules tels que

wo(t)
w(t)

Alors l'espace B;,UO(I ) est compactement immergé dans B?’O(I ).

est croissante au voisinage de 0, lim;_,o =% = 0.

Preuve: D’aprés la Remarque (5), on dispose de I'injection continue
By (I) = BY(I).

Pour terminer la preuve, il suffit donc d’établir les assertions (i) et (ii) de la
Proposition (8).
Soit B une partie bornée de B;)O(I ) et posons

K :=sup||fllw,,p-
feB

Comme o est croissante au voisinage de 0, en choisissant € > 0 assez petit
w ’ )
on obtient

B wp(f,1) wp(f51) wy(t) wy(€) wo(€)
Kelfrw.p)= sup =00 —OSEEE( oD 'w<t>)s”f loor Sy <K o)

Par conséquent,

limsupsup K. (f,w,p) = 0.
e—>0 feB

Ainsi, d’aprés la Proposition (8), B est relativement compacte dans B;)’O(I ).
O

Lemme 4 Soient 1 < p < oo et wy un (Il), 1)-module. Soit (X[',t € I),>1 une
suite de processus stochastiques telle que :

(1) X[ =0 pour tout n>1 ;

(i) 1l existe une constante C, >0 telle que
n_ xmp\P
(1E|Xt - X! |p) < Cpwo(lt=sl), Vs, tel, ¥YneN.
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Alors la famille (X{',t € I),>1 est tendue dans [’espace B;”O(I) pour tout
w € " tel que ;" (w) = 0.

Preuve : Soit w € F,"° telle qu'il existe wy € J,°(w). La premiére assertion
du Lemme (2) implique l'existence d’une constante C, > 0 telle que, pour
tout T > 0,

P(IX" lwyp > T) S Cpr P, ¥n21.

La preuve est alors complétée en appliquant le Lemme (3) et en laissant
T — 00. O

2.6 Régularité des trajectoires d’une classe de pro-
cessus gaussiens

Dans cette section, nous nous intéressons a ’obtention de résultats de régu-
larité pour une large classe de processus gaussiens.

Sur un espace de probabilité (Q), F,IP), soit X = {X;, t € I} un processus
gaussien centré tel que Xy =0 et, pour tous t,s €I,

(B, - X.?)" < Can(lt =), (25

ou C > 0 est une constante donnée et wg: I — IR, est une fonction continue,
croissante, s’annulant en 0.

Théoréme 2.6.1 Soit 1 < p < oo et supposons que wy soit un module (IlJ’ 1).
Alors
,0 —
P{x. e BN} =1,

pour toute w € F,™ telle que ] (w) # @.

Preuve : Puisque {X;, t € I} est un processus gaussien, la variable aléatoire
X, — X, est gaussienne. Par conséquent, IE|X; — X,|?P est proportionnelle &

(1E|Xt —XS|2)p pour tout p > 1. On obtient alors

%
E|X; - X < Cpwollt—s))). (2.6)
La preuve s’achéve en appliquant le Lemme (2).

Remarque 8 Supposons que wq soit une fonction a variation réguliére d’ordre
a > 0 satisfaisant les hypothéses (H) de I’Exemple (1). Alors (voir I’Exemple
(2), pour tout A >0 et pour tout

L]
max4{—,—¢,
p Ao
on a

P{x e B, (D} =1,
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ol \
1
w(t) = a)o(t)(log?)  te(0,1]

Une classe importante de processus gaussiens satisfaisant ((2.5)) est consti-
tuée de ceux admettant la représentation suivante en loi :

x, 4 fK(t,s)dWS, tel, (2.7)
1

ou W = {W,, t € I} désigne le mouvement brownien standard sur I et ou
K :IxI — R est une fonction mesurable satisfaisant les hypothéses suivantes

(i) K(0,s) =0, Vsel,
(11)3C>0  tel que, Vs,t € 1, (2.8)

J-(K(t,r) —K(s,r))zdr < C(a)o(|t —s|))2.

I

ot C > 0 est une constante donnée et wy: 1 — R, est une fonction continue,
croissante, s’annulant en 0.

Par Uhypothese (2.8)-(ii), le processus {X;, t € I} est un processus gaus-
sien bien défini et admet pour fonction de covariance

E[X;X,] = LK(t,r)K(s,r)dr, s,t€[0,1]. (2.9)

2.7 EXEMPLES

2.7.1 Processus par intégrale

soit Soit h: [0,1] — R une fonction a-Hélder continue pour un certain a > 0,
et soit X le processus gaussien centré défini par

t
xt:J h(t—s)dW..
0

En posant
K(t,r)=h(t-r) l[o,t](r),

on obtient, pour tout 0 <s<t <1,

S

Ll (K(t,r)—K(s,r))Zdrsfo (h(t=r)=h(s—r) dr

t
+f W2 (t—r)dr

< C(Is =7 +|s— )
< C|S _ t|min{2a,1}.
Ainsi, les hypothéses(2.8) sont satisfaites avec

Cl)o(h) — hmin{a, 1/2}.
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2.7.2 Le processus d’Ornstein—-Uhlenbeck

Soit X le processus d’Ornstein—Uhlenbeck stationnaire défini par

t
X, :Xoe‘“f+o~J e gw, 0<t<]l,
0

ol &, 0 >0 sont des constantes et

0_2
Xo ~ 0;_ )
=)

indépendant de W.
Le processus X est un processus gaussien centré tel que

2
E(X, - X,)? = %(1 —e ) <o?lt-s|, Vise[0,1].

Par conséquent, X satisfait la condition (2.5) avec

wo(h) = o b2,

2.7.3 Mouvement brownien fractionnaire

L’un des processus les plus classiques admettant la représentation (2.7) est
le mouvement brownien fractionnaire {BH, t € I} de paramétre de Hurst H €
(0,1). Autrement dit, B est un processus gaussien centré dont la fonction
de covariance est donnée par

1
R(t,s) = E(BIB{!) = SV (H)(£ + 5™ — |t - s1),

ou
['(2—-2H)cos(tH)

V(H)= nH(1 - 2H)

Il a été montré par Decreusefond et Ustiinel (voir ([15]), p. 182) que le
processus B admet une représentation intégrale de la forme

1
B :J KH(t,r)dwW,,
0

Remarque 9 Dans certaines situations, on obtient une propriété de réqularité
plus précise pour X que celle donnée par le Théoreme (2.5.1). Il suffit pour
cela de disposer de davantage d’informations sur la régularité de la fonction
de variance de X.

Par exemple, soit {X;, t € [0,1]} un processus gaussien centré & accrois-
sements stationnaires, de fonction de variance

1/2
wo(h) = (E(Xan= X)) ", >0,
On fait les hypotheses suivantes (H’) :
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(1) wq est une fonction a variation réguliére d’ordre a > 0 satisfaisant les
hypotheéses (H) de I’Exzemplel ;

(11) wq est dérivable et il existe une constante M > 0 telle que

lwp(h) < ME Yo (h)l, >0,

Alors, pour tout
1
> >
P a

on a (voir [9]) :
P{X € B,"(I)} = 1.
Notons que la classe des processus gaussiens satisfaisant les hypotheéses

(H) contient le mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst
O0<H<I.

2.7.4 Mouvement brownien Multifractionnaire

Rappelons une autre représentation du mBm, liée a la représentation harmo-
nisable classique. Soient (B,lc)xem+ et (B,zc)xem+ deux mouvements browniens
standards linéairement indépendants. On considére alors le processus gaus-
sien centré XM défini par

XH = fmwdgl +J+m sin(tx) g2 e (2.10)
t 0 KH(B+3 Yo xHO+: Y

Proposition 9 Le processus
(xf, ter)

est, a une fonction déterministe multiplicative prés, un mouvement brownien
multifractionnaire.

Preuve: Soient s,t €. On a

1 1 . .
E(xHxH) - (l—cos(tx))(l—cos(sx))d sm(tx)sm(sx)d .
( t s) J\ X+J; — 0 ax

0 xH(t)+H(s)+1 xH(t)+H(s)+1

On en déduit

E(XﬁXf):fl 1 —cos(tx) dx+f1 1 —cos(sx) dx—J.l 1 —cos((t—s)x) ix.
0 0

0 K H(H)+H(s)+1 K H(H)+H(s)+1 xH(H)+H(s)+1

Par un changement de variable élémentaire, on obtient clairement

V(H(t), H(s))

E(x[xH) = (#1609 4 $h05) [ — g]he)),
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ou h(t,s) = H(t)+ H(s) qui est égal

1—-cosx
V(H(t);H(S)) = zf mdx

On remarque tque le mBm n’admet pas de représentation du type (2.7).
Nous introduisons maintenant une classe d’espaces de Besov contenant presque
stirement les trajectoires du mBm.

Proposition 10 Soit H : I — [a,b] C (0,1) une fonction héldérienne d’exposant
p>0. Posons
a =min(a, p) et wo(t) = t%.

Alors, pour tout p> L, le processus gaussien (X (t), t € I} vérifie
p p o
H w,0 —
P{x" e ByO(N)}=1,
pour toute fonction w € F,™° telle que ], (w) # @.

D’aprés la Remarque (8), avec les notations de la Proposition10, on ob-
tient :

Corollaire 1 Pour tout A >0 et tout
p> max{l, l},
A a
on a
P{x" e By (D)} =1,
ol

1 A
w\(t) = wo(t)(log?) . te(0,1].
Preuve : Considérons le champ gaussien
(t,A)— X7, (t,A)elx][ab].

Remarquons que, pour A € [a, b] fixé, le processus (Xt’\, tel ) est distribué, a
une constante multiplicative prés, comme un mouvement brownien fraction-
naire. On a 5
A A 2)
E(X{ - X)) =C(le-s*,

ou

1
1—-cosu

Maintenant, soient A, A’ € [a,b], et notons X* et X4 les mouvements
browniens fractionnaires associés définis par (3.2). On obtient alors

) © 1 —cos(tx) ) © sin(tx) )
A A_ A_ A 1 A_ A 2
Xp - X _J; XA+ +1/2 (x X )dBX+ 0 x/\+/\’+1/2(x X )dBX'
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Alors,
Vo] [T (L=cos(tx)? ) 12 ®osin’(tx) 4 2
IE[(Xt _Xt) ]_L 2O (x - ) dx + o K2 (x - ) dx
([T 1—cos(tx), 4 a2
—2J(; XZ(/\+—/\’)+1(X —X ) dx.

(2.11)

Soit A’ < A. D’apres le théoréme de la valeur moyenne Il existe & € (1, 1)
tel que

v n2l n2 [ 1—cos(tx) o¢ )
IE[(Xt _Xt) ]—2(/\—/\) J; Wx (lOgX) dx

(2.12)

, * 1 —cos(tx) «© 1 ,
<2(A-A )2U0 W(1ogx)21;1x+f0 xu—,ﬂ(logx)zdx] < C(a,b)(A-))2

D’autre part, on a
E|Ix? - xHP2 < Z[IEIXtH(t) _xHO2 L px 0 —Xf(s)ﬂ].
Par conséquent,
EIX}" - X < Cla,b)(|t - s+ |H(t) - H(s)I*) < C(a, b)lt — 5P,

ol f =min(a,a).
En conséquence, le processus XH satisfait I’hypothése2.5 avec

wo(t) = th.

Le Théoréme (2.6.1) fournit alors le résultat de régularité désiré dans les
espaces de Besov.
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RESULTATS D’APPROXIMATION
DANS LES ESPACES DE BESOV

Ce chapitre est consacré a ’étude de la convergence faible dans les espaces
de Besov modulaires, cadre fonctionnel particuliérement adapté a ’analyse
des trajectoires de processus stochastiques. Nous présentons des résultats
d’approximation dans les espaces de Besov, qui constituent un outil fonda-
mental pour I'étude des propriétés asymptotiques des processus aléatoires.
Nous appliquons ensuite ces résultats au mouvement brownien fractionnaire,
puis au cas plus général du mouvement brownien multifractionnaire, afin
d’illustrer I'intérét des espaces de Besov modulaires pour I'analyse fine de la
convergence faible de processus gaussiens présentant des régularités variables.

3.1 Approximation d’un processus gaussien du
type Volterra dans un espace de Besov mo-
dulaire

Le but de cette section est de montrer que la classe de processus X admet-
tant la représentation ((2.7)) peut étre approximée en loi, dans une classe
d’espaces de Besov, par des processus continus construits & partir de pro-
cessus de Poisson. Soit (QQ,F,IP) un espace probabilisé sur lequel est défini
un processus de Poisson standard N = {N,, t > 0}, et soit (Q, F,P) un autre
espace probabilisé sur lequel est défini un mouvement brownien standard
W ={W, te]0,1]}.

33



CHAPTER 3. RESULTATS D’APPROXIMATION DANS LES ESPACES DE
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On définit sur (Q, F,P) la famille de processus {X¢}.~o donnée par :

XE(t) = %J:K(t,r)(—l)Nr/fz dr,  telo,1].

Considérons le processus gaussien centré

t
X, :f K(t,s)dW,.
0

Dans la section précédente, on a montré que, sous 'hypothése (2.8), le
processus X appartient presque siirement a 1’espace de Besov B;f’o, ol w €
]—;,wo tel que | ;,‘) %(w) = 0. Cela motive I'idée de prouver la convergence faible de
la famille de processus {X¢},5¢ vers le processus X dans cette classe d’espaces
de Besov. Un résultat similaire a été obtenu dans l’espace de Banach des
fonctions continues (cf. [12]).

Commengons par donner le lemme ci-dessous di1 & [12] que nous utiliserons
dans la suite .

m!
Lemme 5 Pour tout entier pair m € IN, il existe une constante C,,, = > telle

que, pour tout € >0 et pour toute fonction f € L2([0,1]),

[ o )

Preuve : On a

m/2

E[(Llf <r>eg<r>dr) ]:nzU{Oy”mfm)---f<rm>e£<r1)---egum)drl...drm].

o s
m!

e_’”IEULO 1] f(ﬁ)"'f(rm)(—1)N(r1/£2)+"'+N(rm/€2)1{r1s...grm}drl "'drm]'

Par symétrisation, il vient

On peut alors écrire

! " ! M2(N(1y:/€2) =N (ry;_1 /€2
]E[(Jo f(r)eg(r)dr) ] ) %ﬁo,l]m l{rlsmym}f(rl)“'f(rm)IE[(—l)Z”‘/l (NOra/ =Nt /)| g

Rappelons que si Y est une variable aléatoire de Poisson de parameétre A,

alors
E [(_1)Y] — 6’_2/\.
Or,
m/2
Z(N(rzi/ez) - N(”Zi—l/ez))
i=1
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suit une loi de Poisson de paramétre

m/2

T2i —12i-1
2 e2

i=1
On obtient alors que

m/2

1 m
IEl(JO f(r)es(r)df) ] = Eﬁ"ij[o,l]m l{rlﬁ---Srm}f(rl)"'f(rm)exp{_é% Z(rzi - r2i—1)} dry---a

i=1

Par majoration, on a

IE[(wa(r)Qg(r)dr)l J []w[lm 1<r21]|fr1 F(Fn [ﬁexp{_z%})f

i=1

Par factorisation, il vient

m/2
1 —-r
= T”!(J;() o 1{r1Sr2}|f(71)f(72)|§ exp{— 3 1}dﬁ de) .

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

m! Jl 5 U } )
< — — ex dr, | dr
2m/2( . fo(r P 2| an
r —r
J f o) (J g—exp{ 2 1}dr1)dr2)
Enfin, comme

1 r
1 ry—" 1 21 1’2 — 1
J; £2 XP {_2 €2 } drz < 2’ Jo 2 exp{ &2 } an < 2’

on obtient le résultat énoncé

[ ] | ]

Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section.

m/2

Théoréme 3.1.1 Soit 1 < p < oo, soit wg un (1/p,1)-module, et soit K satis-
faisant (2.8). Alors la famille de processus stochastiques (X¢(t),t € [0,1])es0
converge faiblement, lorsque € — 0, wvers le processus {X;,t € [0,1]} dans
l’espace de Banach séparable B;)’O, pour tout w € ]—;,wo tel que ];,‘)O(a)) 0.
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Preuve La preuve de la tension est basée sur le Lemme (4) L’hypothése
(2.8-(1)) implique que X¢(0) = 0. Il suffit de montrer que la famille de proces-
sus (X(t), t € [0,1])¢so satisfait la condition (ii) du Lemme (4), c’est-a-dire
qu’il existe une constante C, > 0 telle que, pour tout s,t €I,

E |X&(t) = XE(s)P < Cp(a)o(lt—sl))p, pour tout € > 0.

Soient 0 <s <t <1etm=2p], ou|-| désigne la partie entiére. Par
I'inégalité de Holder, on obtient :

P
m

E|X; - X,|” < (E|x; - X,|") (3.1)

P
mlm

D’aprés le Lemme (5), on obtient pour tout m € IN '\ {0} pair :

L J;(K(t,r) ~K(s,n)-)N 2 ar

&

" m/2
E < Cm(j[K(t,r) —K(s,r)]Zdr) ,
1

1 j[K(t,r) —K(s, )] (=1)Nwve2 dr

€ Jr

ou C,, est une constante positive. En appliquant I'hypothése (2.8-(ii)), on
obtient :
EIX (1)~ X (5)P < Cp oIt ~sI)”.
Ainsi, d’aprés le Lemme (4), la famille {X(t), t € I},5¢ est tendue dans
I’espace B;,”’O(I ), ol w est comme indiqué dans le théoreme.
Dans la suite, nous identifions la loi limite. Nous allons montrer que, pour
tout k > 1, ay,...,ar € Ret tq,...,t € [0,1], les lois des variables aléatoires

réelles S,, définies par
k
S e = Zﬂiytf )
i=1

convergent, lorsque € — 0, vers la loi de la variable aléatoire

S = iathi.
i=1

Cela sera établi en montrant la convergence des fonctions caractéristiques
correspondantes.
Notons que
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ou .
K'(r)=) aiK(t;r).

i=1
La fonction K* appartient a L?([0,1]) et peut étre approchée par une suite
de fonctions en escalier de la forme

m,—1

K”(r) = Z Kinl(,,ln’rﬁrl (7’),
i=0

n

— n n n
awe<:0_r0<rl <-ee <1y

m, = 1, choisies de telle sorte que

1 <r

S

1
2 1
j (K*(r) —K”(r)) dr < —, pour tout n € IN.
0
Définissons maintenant
1 1
S} :J K™(r)0.(r)dr et S" :J K"™(r)dW,.
0 0

En prenant f = K*— K" dans le Lemme (4), on obtient qu’il existe une
constante positive C, indépendante de n, telle que pour tout € > 0,

1
E[(sg—sg)z] < cf (K*(r)—K”(r))zdr = (4.2)
0 n
D’autre part, pour n € IN fixé,

m,—1

converge en loi, lorsque € tend vers zéro, vers

=1 rz”+1
s"=) Kl.”f dw,,
i=0

n
Ti

grace au résultat établi par [20]. On en déduit alors la convergence des
fonctions caractéristiques correspondantes : pour tout x € R et n € IN,

IE[eix52] — IE[eixsn] lorsque € — 0. (4.3)
Enfin, pour tout x eIR, e >0 et n €N, on a
|IE[ei"5é‘] - ]E[ei"S” <al+pl+y",
ou

al = ‘IE[eixsf] 3 E[eixsg]

. Bl =[] - B[]

;= ‘IE[eixS”] _]E[eixs]"
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L’inégalité (4.2) et le théoréme des accroissements finis impliquent qu’il
existe une constante C > 0 telle que pour tout € > 0 et tout n € IN,

o < xE[|S, - S"|] < Cx%.

En appliquant de nouveau le théoréme des accroissements finis ainsi que
I’expression de la variance d’une intégrale stochastique, on obtient que pour
tout n € IN,

1 5 1/2 1
(K*(r)=K"(r)) dr) <Cx—.
n

y" <xE[|S - S"|] < Cx(f
0

Ainsi, les termes a}' et y" deviennent arbitrairement petits dés que 'on
choisit n > ng, pour un certain ny € IN. Enfin, en fixant n = ng, le terme
/3? % converge vers zéro lorsque € tend vers zéro, d’aprés (4.3). Ceci achéve la
preuve de la convergence des fonctions caractéristiques.

Corollaire 2 Supposons que w soit une fonction a variable réguliére d’ordre
B >0 en 0, satisfaisant les hypothéses (H) de ’Exemple 1. Alors, pour tout
T >0 et pour tout p > max{1/7, 1/B}, la famille de processus (X).~q converge

faiblement, lorsque € — 0, vers le processus {X;, t € [0,1]} dans ’espace de

. ,0 N
Banach séparable B;’T , ol

we(t) = wo(t) (log(1/1))".

3.2 Exemples

3.2.1 Cas du mouvement brownien fractionnaire

Corollaire 3 Soit 1 < p < o0, s0it wg un module (1/p,1) . Alors,le proces-

sus {X; = %jot KHH(t,r)(—l)N(?)dr,t € [0,1]} converge faiblement, lorsque
¢ tend vers 0, vers le mouvement brownien fractionnaire

1
B :J KH(t,s)dW,
0

dans l’espace de Banach séparable B;)’O, pour tout @ € .7-;,“)’0 tel que ];)’O(w) #
.

Preuve : Comme KT vérifie la condition (2.8) donc le théoréme 3.1.1 donne
le résultats
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3.2.2 Cas du mouvement brownien multifractionnaire

Dans cette section, nous montrons un résultat analogue pour le mouvement
brownien multifractionnaire. Soient Ny, N, deux processus de Poisson indé-
pendants et posons

1
Pe(x) = —(-1)NE) 50, x€eR,, i=1,2.
I3
Soit H : [0,00) — [a,b] C (%, 1) une fonction Holderienne d’ordre y > 0.
Considérons la famille de processus

11— cos(tx) L sin(tx)

Soit XH le processus gaussien centré défini par 2.10. Le résultat d’approximation
suivant est valable.

Proposition 11 Soit p = min{a, y}. Pour tout T >0 et tout p > max{1/p, 1/t},
la famille de processus (X®)gso converge faiblement, lorsque € — 0, dans

l’espace de Banach séparable B;)T’O, vers le mouvement brownien multifrac-
tionnaire {Xfl, te[0,1]}, ou

w(t) = tP (log(1/1))".

Preuve : Pour démontrer la tension, on utilise les mémes calculs que dans la
Proposition 10. Considérons la famille de champs

(t,h)— XM1),  (t,h)€[0,1]x[a,b], €>0,

définie par

[ee]

Xeh(t) = JO K\ () 0 (x) dx + fo K\ (¢, x) s (x) dx,

ou )
_ sin(tx)

1- t
e sin(e),

(1)
Kh (tx) = xh+1/2 7

Pour h € [a,b] C (%,1) et t€[0,1],0on a K;li)(t,-) € L*(IR,), et le Lemme 5
s’applique (en remplacant L?(I) par L?(R,)). Pour tout m € N,

o0 o0

E(X" - x") " = E UO (K (%) - K (s, x)) 8 (x) dx + L (K\2(t,x) = K\, x)) 5 (x) da

<C, (J;Oo(Klil)(t,x) ~ kM (s,x))? dx) +C, UOOO(K,?)(t,x) —KP(s,x))? dx)

j“’ 1 —cos((t—s)x) ix "
0

T < Cunl@ b) £ =" < Cpp(a b) |t = 5P,

< Cp(a,b)
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De plus, pour h,h’ € [a, b],
E(X{" XY < Cpula,b) =P
Ainsi, pour s,t €1,
E(X¢ - X£)2" < Cm(a,b)(lt — ™0 4 |H(t) —H(s)|2m) < C,,(a,b)|t —s|*™P.
Comme dans (3.1), I'inégalité de Hoélder donne pour tout 1 < p < oo,
E|X{ - X¢IP < Cpla,b) |t —slPP.

Par conséquent, d’aprés le Lemme (4), la famille {X*(t), t € I},5( est ten-
Y (UT,O N
due dans I'espace B, """ (I), ot

w.(t) = tP(log(1/t))",  ©>0, p>max{l/B,1/1).

La convergence des distributions finies-dimensionnelles se démontre comme

dans la preuve du Théoréme (2.3.1) de [12] (en remplagant fol par JOOO et en
utilisant que K,(;)(t,-) € L2(R,) pour i=1,2 et 0 < H(-)<1).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Ce travail a été consacré a 1’étude de la régularité et de la convergence faible
de processus stochastiques dans le cadre des espaces de Besov modulaires.
Aprés avoir posé les fondements théoriques des processus stochastiques, en
particulier des processus gaussiens, nous avons introduit des exemples fonda-
mentaux tels que le mouvement brownien standard, le mouvement brownien
fractionnaire et le mouvement brownien multifractionnaire, qui illustrent dif-
férentes structures de dépendance et de régularité des trajectoires.

Dans un second temps, nous avons développé le cadre analytique des es-
paces de Besov modulaires. Ces espaces, qui généralisent les espaces de Besov
classiques, se sont révélés particuliérement adaptés pour décrire finement la
régularité des fonctions et des trajectoires aléatoires. Les propriétés et carac-
térisations établies, ainsi que les critéres de Kolmogorov et de tension, ont
permis de relier de maniére précise les propriétés probabilistes des processus
stochastiques a leur comportement analytique.

Enfin, nous avons étudié la convergence faible dans les espaces de Besov
modulaires. En nous appuyant sur des résultats d’approximation de type
Volterra, nous avons obtenu des théorémes de convergence faible pour des
processus gaussiens, en particulier pour le mouvement brownien fractionnaire
et le mouvement brownien multifractionnaire. Ces résultats mettent en évi-
dence l'intérét des espaces de Besov modulaires pour ’analyse de processus
présentant une régularité non uniforme ou variable dans le temps.

Plusieurs perspectives de recherche peuvent étre envisagées a la suite de
ce travail. Une premiére direction consisterait a étendre ces résultats a des
processus non gaussiens, tels que les processus de Lévy ou les processus a
sauts, dont les trajectoires présentent des discontinuités plus marquées. Une
autre perspective naturelle serait 1’étude de la convergence forte ou presque
stire dans les espaces de Besov modulaires, ainsi que ’application de ces résul-
tats a I’analyse d’équations différentielles stochastiques. Enfin, 'exploitation
de ces outils dans des contextes appliqués, notamment en finance mathéma-
tique, en traitement du signal ou en modélisation de phénomeénes a mémoire
longue, constitue une voie prometteuse pour de futurs travaux.
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