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Notations

ensemble des entiers naturels.
ensemble des nombres réels.
ensemble des nombres complexes.
un ouvert.

le bord de 2.

fonction de z.

dérivée partielle de f par rapport a x.

gradient de f en x.
intégrale de f sur l'intervalle [a, b].

somme des éléments de a; pour tout entier k.

espace dual de E.

produit de dualité de E', E.

espace des opérateurs linéaires continues de E dans F.
domaine de 'opérateur de A.

spectre de l'opérateur A.

ensemble des matrices a n lignes et m colonnes, a coefficients
dans K.

ensemble des matrices carrées d’ordre n, & coefficients dans K.
déterminant de la matrice A.

polyndéme caractéristique de la matrice A.

ensemble des applications de © dans K, de classe C*.
ensemble des applications mesurables de {2 dans K, de puissance
p intégrable.




Résumé

Résumé :

Le but de ce mémoire est l’étude de la controlabilité de ’équation de Kuramoto-
Stvashinsky sur un intervalle borné. Tout d’abord, dans le cas linéaire on prouve que
ce systeme est controlable a zéro. Ceci est fait en utilisant une analyse spectrale et la
méthode des moments. Par ailleurs, nous introduisons une loi de retour aux limites
qui stabilise a zéro la solution du systéeme en boucle fermée. Ensuite, dans le cas non-
linéaire on prouve que l’équation de Kuramoto-Sivashinsky est localement controlable
a zéro avec un controle aux bords. La méthode consiste a combiner plusieurs résultats
généraux afin de réduire la contréolabilité a zéro de cette équation parabolique non-
linéaire a la controlabilité exacte d’un systéme linéaire de poutres ou de plaques.
Mots clés : équation de Kuramoto-Sivashinsky, contrélabilité a zéro, stabilisation,
controlabilité locale a zéro.

Abstract :

The aim of this dissertation is to study the controllability of the Kuramoto-
Swashinsky equation on a bounded interval. First of all, in the linear case, we prove
that this system is controllable at zero. This is done using spectral analysis and the
method of moments. Additionally, we introduce a boundary feedback law that sta-
bilizes the closed-loop solution of the system at zero. Next, in the nonlinear case,
we prove that the Kuramoto-Sivashinsky equation is locally controllable at zero with
boundary control. The method involves combining several general results to reduce
the controllability of this nonlinear parabolic equation to the exact controllability of
a linear system of beams or plates.

Key words : Kuramoto-Siashinsky equation, null controllability, stbilization, local
null controllability .




Introduction générale

Un systéme de contrdle est un systéme dynamique sur lequel on peut agir en utilisant
des commandes appropriées. De nombreux problémes apparaissent lors de I’étude d’un
systéme de controle. Mais les plus courants sont le probléme de controlabilité et le probleme
de la stabilisation. C’est dans ce sillage que nous aborderons 1’équation de Kuramoto-
Sivashinsky. Cette équation (également appelée équation de K-S ou équation de la flamme)
est une équation aux dérivées partielles non linéaire du quatriéme ordre. Il porte le nom de
Yoshiki Kuramoto et Gregory Sivashinsky, qui ont dérivé indépendamment 1’équation en
1970 pour modéliser les instabilités diffusives-thermiques dans un front de flamme laminaire
[10, 11, 12]. L’équation a été dérivée indépendamment par G. M. Homsy [20] et A. A.
Nepomnyashchii [21] en 1974, en relation avec la stabilité d’un film liquide sur un plan
incliné et par R. E. LaQuey et. al. [22] en 1975 en relation avec 'instabilité des ions piégés.
L’équation de Kuramoto-Sivashinsky est connue pour son comportement chaotique |23, 24].
Elle peut étre écrite en une dimension de la maniére suivante :

Ye(t, ) + Yawaa(t, ) + Maw (t, ) +y(t, 2)y(t,2) =0, (t,2) € (0,T)x(0,1) (1)

ou le nombre réel A > 0 est appelé le paramétre anti-diffusion. y(t, z) est la fonction incon-
nue décrivant 1’évolution du front d’ondes dans ’espace et le temps. La premiére dérivée
par rapport au temps y; (¢, x) décrit I’évolution temporelle, la deuxiéme dérivée par rapport
a l'espace y..(t, x) représente le terme de diffusion, la troisiéme terme y(¢, x)y. (¢, ) indique
I'advection non linéaire et la quatriéme dérivée y,,..(t, z) décrit les termes de dispersion.
Le travail présenté dans ce mémoire est basé sur deux articles, dont le premier est intitulé
"Null Controllability and Stabilization of the linear Kuramoto-Sivashinsky equation" de
Eduardo Cerpa (voir [27]) et le second est intitulé "Boundary Local Null Controllability of
the non linear Kuramoto-Sivashinsky equation" de Takéo Takahashi (voir [13]).

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la controlabilité de I’équation de Kuramoto-Sivashinsky
sur un intervalle borné. Cette derniére a une grande importance en pratique puisque la no-
tion de controélabilité apparait dans de nombreuses applications physiques ou dans la nature
elleeméme (en physique, en chimie, en biologie, ...).

En général, pour controler un systéme d’équations, on part d’un systéme admettant une
unique solution sur lequel on a le choix d'un des parameétres que 1’on appellera controle.
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En fait, aprés avoir prouvé que le systéme est bien posé, on essayera, dans la mesure du
possible, de trouver le controle qui nous permettra, par exemple, d’atteindre une cible ou
encore d’optimiser un objectif.

En mathématique, le controle désigne la théorie qui vise & comprendre la facon dont une
commande agit sur un systéme qu’on souhaite maitriser. Cette définition recouvre natu-
rellement de trés nombreux champs d’applications; un ingénieur pourra vouloir controler
un systéme mécanique en lui appliquant des forces, un chimiste pourra vouloir améliorer
son procédé en régulant la température, un économiste pourra vouloir agir sur un équilibre
financier en modifiant un taux. Il est important de noter que malgré la diversité des situa-
tions concrétes qui peuvent étre appréhendées ainsi, la théorie du contréle fournit un cadre
commun a tous ces univers.

Définition 1. De maniére abstraite, un systéme de contrdle est la donnée d’un espace
d’états X, d’un espace de contréole U et d’une loi d’évolution du type

2(t) = f(t, x(t), u(t)), (2)
o x(t) € X est l'état du systéeme a instant t € [0,T] et u € U le controle.

Evidemment, toute la complexité de 1’étude d’un systéme de controle dépendra de la

complexité des espaces X et U et surtout de la nature de I’équation d’évolution (2). En
particulier, la distinction majeur est de savoir si X et U sont des espaces de dimension fi-
nie ou infinie. Pour cette équation d’évolution, la principale simplification possible sera de
supposer que la valeur de la fonction f(¢, (), u(t)) dépend linéairement du couple (x,u).
Cette approche sera justifié, comme souvent, par le fait qu’elle décrira bien un systéme au
voisinage d’un point d’équilibre. Ainsi, nous aborderons dans le cas linéaire la question de
stabilisation.
La stabilité d’un systéme est sa capacité a revenir a son état d’équilibre aprés une pertur-
bation. La stabilisation d’un systéme est le processus de modification de ses paramétres
pour le rendre stable. Les systémes stables sont essentiels pour les applications industrielles,
car ils garantissent que le systéme fonctionne de maniére fiable et prévisible. Le critére de
stabilité d'un systéme est que les poles de sa fonction de transfert soient a parties réelles
strictement négatives. Les critéres de stabilité peuvent étre algébriques ou analytique par
exemple la méthode de Lyapounov. La rapidité et la précision sont également des facteurs
importants dans la conception d'un systéme stable. La rapidité est la capacité d'un sys-
téme a atteindre son état d’équilibre rapidement aprés une perturbation. La précision est
la capacité d’un systéme a maintenir son état d’équilibre en présence de perturbations. Les
estimations statistiques et dynamiques sont utilisées pour mesurer la précision d’un sys-
teme. Il existe plusieurs méthodes pour réguler un systéme et le rendre stable, notamment
les méthodes expérimentales en boucle ouverte et en boucle fermée, ainsi que le réglage
dans le domaine fréquentiel. Le régulateur PID ( Dérivé, Intégrale, Proportionnel) est un
régulateur industriel couramment utilisé pour stabiliser les systémes.

Ainsi, notre étude s’accentuera autour de deux cas ou on utilisera les conditions aux
bords de Dirichlet et de Neumann. Nous aborderons en premier lieu le cas ou le systeme
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de controle est linéaire, puis le cas ot il est non-linéaire.
Considérons maintenant un ensemble dénombrable N défini par :

Ni={m?(k* +1?); k, leN, 1 <k <1, ketl ont la méme parité}.
Tout d’abord, dans le cas linéaire (voir [27]), considérons le systéme de controle suivant :

Yt + Yzzzw + Moz =0, 2 €(0,1), t€(0,7)
y(t,0) =0, y(t, 1) =0, (3)
yx(t7 0) = u(t)7 yw(t’ 1) = 07

ou l'état y(¢,-) : [0,1] — R et u(t) € R est le controle.
Nous nous consacrons en partie a la démonstration du théoréeme de la controlabilité a zéro
et du théoréme de stabilisation.

Théoréme 1. (Controlabilité a zéro)

Soit T > 0 et A ¢ N. Pour tout yo € L*(0,1), il existe un contréle u € H'(0,T) tel que
la solution y € C([0,1],L*(0,1)) de (3) avec la condition initiale y(0,-) = yo, satisfait
y(T,-) =0.

Théoréme 2. (Stabilisation)
Soit A ¢ N. Il existe un opérateur de rétroaction K et deuzx constantes C, v > 0 telles

que pour tout yo € L*(0,1), la solution de (3) avec le contréle sous la forme de rétroaction
u(t) == K(y(t,-)) satisfaisant

Fy(t ) 21y < Ce™ M o ll20,0)-

Et dans le cas non-linéaire (voir [13]), nous avons le systéme de controle suivant :

Yt + Yaaaa + Moo + Y% =0, (t,2) € (0,7)x(0,1)
y(t7 0) = 07 y(t7 1) = 07
Y=(t,0) = u(t), yu(t,1) =0,
y(O,x) - yO(I)a
ot la solution y est contrélée par la fonction u = u(t) pour tout t € [0, 7.

Dans cette partie, nous prouvons le théoréme principale suivant, en utilisant une méthode
due & Russell et la méthode du terme source :

Théoréme 3. Supposons que X\ ¢ N. Alors le systéme (4) est localement contréolable & zéro
pour tout T > 0 : il existe € > 0 tel que pour tout || yo ||H71(071) < €, 1l existe un controle
u € L*(0,T;R) et une solution y € C([0,T], H'(0,1)) avec

y(T) = 0.
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Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit :
1= Premier chapitre : consacre a la présentation de quelques rappels de notions de base
qui seront d'une grande utilité par la suite.
1 Deuxiéme chapitre : on étudie la controlabilité aux bords de ’équation linéaire de
K-S sur un intervalle borné. Tout d’abord, on prouve que ce systéme est controlable a zéro.
Ceci est fait en utilisant une analyse spectrale et la méthode des moments. Ensuite, on
introduit une loi de retour en boucle fermée aux limites qui stabilise & zéro la solution du
systéme.
1 Troisiéme chapitre : porte sur I’étude de la controlabilité locale a zéro aux bords de
I’équation non-linéaire de K-S sur un intervalle borné. Cela consiste & combiner plusieurs
résultats généraux afin de prouver la contrélabilité locale a zéro.
1= Conclusion et perspectives : nous terminerons notre travail par une conclusion et
des perspectives.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiel des définitions et des notions qui
seront utilisées dans les deux chapitres et d’introduire des résultats et des théorémes utiles
pour étudier la contrélabilité de ’équation de Kuramoto-Sivashinsky:.

1.1 Rappels d’analyse réelle et fonctionnelle

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 2. Soit H un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire (u,v) est une forme
bilinéaire de H x H dans R, symétrique, définie positive. Par conséquent un produit scalaire
vérifie [inégalité de Cauchy-Schwartz :

[NIE
[NIES

({(v,v)) Vu,ve Hx H.

[{u, )| < ({u, )

Rappelons aussi que
1
[ulo= ((u, u))?

est une morme associée au produit scalaire.

Définition 3. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire
(u,v) et qui est complet pour la norme || u ||z.

1.1.2 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 4. Un point fize d’une application f allant d’un espace E dans lui-méme est
défini comme étant un élément x € E vérifiant f(x) = x.

La recherche de I'existence d’un point fixe de certaines applications permette de résoudre
de nombreux problémes, en particulier dans la théorie des équations aux dérivées partielles.

Définition 5. Soit (X, d) un espaces métrique et k > 0.
— Une application f : X — X est dite k-lipschitzienne si

d(f(z), f(y) < kd(z,y), ¥V 2,y € X.
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— Une application k-lipschitzienne avec O < k < 1 est dite contractante.
Voici I'important Théoréme du point fixe de Banach.

Théoréme 4. Soit (X,d) un espaces métrique complet. Si Uapplication f: X — X est
contractante, alors elle admet un point fize unique.

Démonstration. Pour la preuve, on peut voir [30] O

1.1.3 Espace L?($2)
Soit © un ouvert de RY, N > 1.

Définition 6. Soit p € R avec 1 < p < 0o. On note LP(QQ), lespace vectoriel des classes
d’équivalence des fonctions f, mesurables presque partout, définies par :

| < .

Une norme dans LP(Q)) est définie par :

I fllr @) = </Q |f(a:)|p>’1’.

Si p = 00, on définit l'espace L>(L2) par :
L=(Q) ={f:Q — R; f mesurable et 3 une constante C >0 /|f(x)| < C p.p sur Q}.

1.1.4 Quelques inégalités utiles

Théoréme 5. (Inégalité de Young)
1 1

Soient a,b € R et p,q € |1, +o0| telle que = + — =1, alors
p q

Théoréme 6. (Inégalité de Holder)
Pour tout 1 < p < +00 et q tel que 1—{—1 =1,si f € LP(Q) et g € LYNQ), alors fg € L'(Q)
ot P q

[ stz < 109 s

Remarque 1. Le cas particulier ou p = q = 2 dans l’inégalité de Hélder, on retrouve
linégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 7. (Inégalité de Minkowski)
Soient f et g de LP(2) avec 1 < p < oo, alors f+ g € LP(Q) et

If+glp<l fllp+ 119l

Pour la preuve des Théorémes ci-dessus, on peut voir [31].
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1.1.5 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des espaces dont les
éléments sont des fonctions, et ces fonctions sont telles que leurs puissances et les puissances
de leurs dérivées sont intégrables au sens de Lebesgue. Tout comme les espaces de Lebesgue,
ces espaces sont des espaces de Banach. Le fait que les espaces de Sobolev sont complets
est trés important pour démontrer l'existence de solutions aux équations aux dérivées
partielles. Dans toute la suite,  désigne un ouvert de RY, avec N > 1 et on note C2°(Q)
I’ensemble des fonctions de classe C™ et & support compact sur €2, défini par :

Cr(Q)={veC™); I K CQ; K compact, v =0 sur K}.

On note D(Q) lespace C=(Q) et D'(Q) ensemble des formes linéaires sur D(Q) : on dit

, olel
que D () est le dual algébrique de D(£2). On note D = — Y o~ la dérivée partielle

01 aN
de v d’ordre || au sens faible (des distributions).

Définition 7. (Espaces H™()) et W™P(Q))
Soit Q un ouvert de RN, N > 1.

1. L’espace H™(QY), m € N, est défini par :

H™(Q) = {v € L*(Q); D e L*Q), acNY: |of < m} )
2. L'espace W™P(Q), m €N et 1 < p < oo, est défini par :

wmr(Q) = {ve LP(Q); D e LP(Q), aeNV; |af<m}.
Une norme naturelle sur W™?()) est définie par :

ol Z | D% |7, sil<p<+oo;
v llwm.p= 0<|al<m

max || D% ||p= sip=+o0.
0<|al<m

Muni de cette norme WP(Q2) est un espace de Banach. On peut montrer que la norme :

Z | D%u ||p 811 < p< ~4o0;

0<|al<m

Z | D ||p~ sip=+4o0,

0<|a|<m

0 llmp=

est une norme équivalente a la norme || v ||ym.».
Cas particuliers :

— Dans le cas m = 0, I'espace W™P(Q) est 'espace de Lebesgue LP(£2).
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— Dans le cas p = 2, on note W"?(Q) = H™().
Proposition 1. Les espaces H™(Q)) sont des espaces de Hilbert lorsqu’on les munit
du produit scalaire

(U, V) g = > (D*u, D*0) 1.

la|l<m

— Dans le cas m = 1 et p = 2, 'espace W"?*(Q) = H'(Q) est défini par :
H'(Q)={veL*()/ Vie{l,2,---,N}, DweL*Q)}.

Dans cette définition, lorsqu’on écrit D;v € L*(€), on sous-entend

39 € L*(Q); (Div, 0) v (), p(0) = _/anz‘SO dz Vo € D(Q),
ol 0O;p désigne la dérivée partielle classique de ¢ par rapport a sa i-éme variable.

Définition 8. (Espaces H['(Q) et W' (Q))
Soit Q un ouvert de ]RN, N > 1.

1. On appelle Hy(Q) ladhérence de C°(Q)) dans H'(Q), ce qu’on note aussi :
L —H(Q)
Hy(Q2) = C=(Q) .
2. Pourm >0 et 1 < p < oo, on définit le sous espace Wy (2) de W™P(Q) comme
Uadhérence de C°(2) dans W™P(§2) :
m WP (Q) " -
w5 )= G @ = fo e W) 3 (pudnen € CXO 110 = o ey _, 0}

n——+4oo

et
” m e W (Q)

H, (Q) =W, Q(Q) =C3 (Q) .

1.1.6 Les espaces [ dépendant du temps
Soit X un espace de Banach et (a,b) C R un intervalle.
Définition 9. Pour 1 < p < oo, on définit l’espace L des fonctions u : (a,b) — X par :
b
LP(a,b; X) = {u : u mesurable et/ |w(t) ][5 dt < oo} .

La norme de u dans LP(a,b; X) est définie par :

b 1

oo = [ Nutt)et)”

Définition 10. Lorsque p = oo, on définit L= (a,b; X) par :
L>(a,b; X) = {u : u mesurable et ||u(t)||x est essentiellement bornée} .

On dit que ||u(t)||x est essentiellement bornée s’il existe M > 0 tel que ||u(t)||x < M
presque partout. L’espace L™ (a,b; X') est muni de la norme

[l Lo (@) = sup [Ju(t)]|x-
te(a,b)
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1.1.7 Quelques rappels sur les opérateurs

Dans cette partie on peut voir [33].

Définition 11. On appelle opérateur sur un espace de Hilbert H, une application linéaire
continue de H dans H. On note L(H) l’ensemble des opérateurs sur H. Si A € L(H), on
définit sa norme par

[All = sup {[[An]| - h € H, |[A] < 1}.

Définition 12. (Opérateur adjoint)
Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il existe un unique opérateur, A* € L(H)
appelé adjoint de A, qui vérifie la relation suivante : pour tous x,y € H,

(Az,y) = (v, A"y) .
De plus, on a ||A| = ||A"].

Définition 13. Un opérateur A est dit :
— hermitien ou auto-adjoint si A = A*;
— positif s’il est hermitien et si de plus (Ah,h) > 0 pour tout h € H ;
— unitaire si A est inversible et A* = A7

— normal si AA* = A*A.

Définition 14. (Opérateur compact)
On note By la boule-unité fermée dans H. Soit A € L(H). On dit que A est compact si
Uadhérence de A(By) est compacte dans H .

Définition 15. Soit A € L(H).
— Un nombre complexe o est une valeur propre de A s’il existe un vecteur h € H, h # 0
tel que Ah = oh. Un tel vecteur h est appelé un vecteur propre de A.
— On appelle spectre ponctuel de A, et on note p,(A), Uensemble des valeurs propres de
A.

— Le spectre de A est défini comme
p(A) :={o € C tel que A — oly n'est pas inversible} .

On appelle ensemble résolvant le complémentaire du spectre : R(A) = C\p(A).

1.2 Notions de controélabilité

Une fois que I'on s’est fixé un systéme de controle en terme mathématique au sens
de la définition 1, il existe une multitude de questions mathématiques auxquelles il est
possible de s’intéresser. Bien str, celles-ci doivent étre guidées par des considérations sur la
réalité que 'on décrit. En premier lieu, on trouve des questions dites d’accessibilités qui se
formule ainsi : étant donnés deux états z; et x5 de X, est-il possible de guider un systéme
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initialement en z; jusqu’a I’état final ;7 Ou bien, depuis un état initial particulier x,
quels sont les états possible a atteindre ? Lorsqu’il n’est pas possible d’atteindre 1’état final
souhaité x ¢, une question naturelle est de savoir si I'on peut s’en rapprocher aussi pres que
I’on souhaite. En dimension infinie, cette notion de controlabilité approchée sera souvent
fructueuse. Nous pouvons noter que le temps est un parameétre essentiel dans un probléme
de controle. En effet, la plupart des résultats dépendent a priori du temps que I'on s’est
fixé pour réaliser un objectif. On pourra s’intéresser a savoir s’il est possible de relier z; et
xy en un temps donné, ou bien en un temps aussi petit que 'on souhaite. Afin d’aborder
la définition de la controlabilité, Considérons un systéme de controle linéaire

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (1.1)

ou le temps ¢t € [0,7], '¢tat du systéme x(t) € R", le controle u € R™ et A est une
application linéaire de R"™ dans R", B est une application linéaire de R™ dans R". Rappelons
la notion classique de controlabilité (voir [18]).

Définition 16. (Controlabilité exacte)

On dit que le systéme de contréle linéaire (1.1) variant dans le temps est exactement
contrélable si, étant donné deux états du systéeme, c’est-a-dire deux points xq et x1 de R",
et étant donné un temps T > 0, il existe une application mesurable bornée u : [0,T] — R™

qui permette de passer xo a x1 au bout du temps T, ce qui signifie que la solution du probleme
de Cauchy

{izA@$+B@% (1.2)
z(0) = o,
vérifie

+(T) = . (1.3)

En particulier, nous pouvons aussi controler le systéme vers zéro.

Définition 17. (Contrélabilité a zéro)
On dit que le systéme de controle (1.1) est controlable a zéro si, pour tout état xo € R, et
étant donné un temps T > 0, il existe une application mesurable bornée u : [0,T] — R™

telle que la solution de (1.1) vérifie
z(T)=0.

Remarque 2. Il arrive souvent qu’un systeme ne soit pas exactement contrélable, et du
point de vue physique, il est seulement nécessaire que l’on soit proche de la fonction cible
x(T). Dans le cas linéaire, la controlabilité auz trajectoires est équivalente a la controlabilité
a zéro, c’est-a-dire la controlabilité exacte avec xg = 0.

Définition 18. (Controlabilité locale)
Soit un systéeme non-linéaire
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ot v € R"™ est I’état du systeme, u € R™ est le controle et ot f € CH(R" x R™;R™).
Le systéme (1.4) est localement controlable au temps T > 0, si il existe € > 0, il existe une
application mesurable u : [0, T] — R™ telle que ¥V x1 € B(zo,€), on a

1.3 Notions d’étude d’un systéme de controdle

Pour montrer que le systéme de K-S est controlable, nous utilisons une analyse spectrale
et la méthode des moments. Considérons 1'opérateur auto-adjoint compact sous-jacent:

A:weD(A) CL¥0,1) — —w — " € L*0,1),

avec D (A) = H*0,1) N H3(0,1).

1.3.1 Analyse spectrale

Pour effectuer une analyse spectrale de cette équation, on peut utiliser la décomposition
de 'opérateur A, ainsi on a :

m

A\ — O = Txy,
o1(0) =0, ¢r(1) =0,
¢p(0) =0, ¢,(1)=0,

ot les valeurs propres de A, notées par {0}, .y, forment un sous ensemble discret de R.
Et de plus, les fonctions propres désignées par {¢y}, .y, forment une base orthonormée de
L*(0,1).

Cette équation peut étre résolue en trouvant les solutions non triviales o o est un
nombre réel vérifiant

lim o}, = —o0.
k—oo

Les valeurs de o, déterminent la stabilité de I’équation linéaire de Kuramoto-Sivashinsky.
Si toutes les valeurs propres ont une partie réelle négative, alors ’état stationnaire est
linéairement stable.

En résumé, I'analyse spectrale de I’équation de Kuramoto-Sivashinsky consiste a cal-
culer les valeurs propres et les vecteurs propres de l'opérateur linéaire. Nous permet de
controler, de déterminer la stabilité de ’état stationnaire et d’identifier les modes de fluc-
tuation les plus instables. Cette analyse permet de mieux comprendre le comportement
dynamique de l'interface entre les fluides miscibles décrit par cette équation.
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1.3.2 Méthode des moments

La méthode des moments est une approche couramment utilisée pour résoudre des
équations aux dérivées partielles. Elle consiste & déterminer une solution en représentant la
fonction inconnue sous forme d’une série. Dans le cas de I’équation de K-S, nous utilisons
la base L?(0, 1) formée par les fonctions propres de A. Ainsi, on va chercher & déterminer
la fonction inconnue ¢(¢, x) du systéme suivant :

—qt + Aaz + Qoo = 0,
q(t,0) =0, q(t1)=0,
¢:(t,0) =0, q.(t,1)
q(T,x) = gr(z),

0,

oil pour tout g € L*(0,1), elle peut s’écrire sous la forme

qr = quqzﬁk, avec  {qr}reny C R satisfaisant Z lqu]? < oo.
keN keN

Par conséquent, la solution est donnée par

alt,z) = 3 e 07 ().

keN

En substituant cette solution dans 1’équation de K-S et en utilisant la linéarité des opéra-
tions différentielles, on obtient une expression sous la forme :

T
/ u(t)e?™dt = ¢, Vk €N,
0
oil ¢, € L*(R) (voir [15], page 276).

1.3.3 Condition de contrélabilité de Kalman

L’étude de la controlabilité peut s’avérer assez difficile dans de nombreux cas, méme
pour les systémes linéaires simples. Dans ce cas, nous donnons un nouveau critére de
controlabilité qui est beaucoup plus simple & vérifier. Pour simplifier, on commence par le
cas d’'un systéme invariant dans le temps, c¢’est-a-dire le cas ott A et B ne dépendent pas
du temps. Notons qu’a priori la controlabilité de @(t) = Ax(t) + Bu(t) pourrait dépendre
du temps T > 0. Considérons maintenant, le systéme de controéle linéaire invariant dans le
temps suivant :

(1.5)

{i@:Aﬂﬂ+&WL tel0,T]
z(0) = x.

Le résultat classique suivant est d & Rudolf Emil Kalman ([18, 19]) et donne une réponse
compléte au probléme de controlabilité des systémes linéaires de dimension finie.
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Théoréme 8. (/1])
Le systéme de controle linéaire invariant dans le temps (1.5) est controlable dans [0,T] si
et seulement si

?"cmg(B, AB, A®’B, ---, A”_lB):n.

Remarque 3. La condition de Kalman ne dépend ni de T ni de xo. Autrement dit, si un
systeme linéaire autonome est contrélable en temps T depuis xq, alors il est contrdlable en
tout temps depuis tout point exactement.

1.3.4 Dualité, Controlabilité et Observabilité

Considérons l'opérateur
A:D(A) c L*(0,1) — L*(0,1),

un générateur d'un semi-groupe fortement continue (e’);5o. Considérons également un
espace de Hilbert U et B € L(U, D(A)") un opérateur. Nous considérons le probleme de
controle suivant

> =Az+ B
{z z + bu, (1.6)

2(0) = zo.

Nous fixons oy € p(A). Nous pouvons doter D(A) de la norme
| 2 [loay=|l (60 — A)z ||r2(0,1) et notons par A*: D (A*) — L*(0,1),
I’adjoint de A. Le dual D(A*)/ de D(A*) par rapport a I’espace pivot L*(0,1), a pour norme

Iz lpasy=Il (00 = A) 72 [lz2(01)

(voir Proposition 2.10.2 dans [14]). Nous conservons les notations A et (e"),~o pour les
extensions du générateur a L?(0,1) et du semi-groupe a D(A*)" (voir Proposition 2.10.3
dans [14]). Supposons que T' > 0, pour tout zy € D(A*) et u € L*([0,T],U), nous pouvons
considérer une solution z de (1.6) comme faible, donner par :

t
2(t) = ez +/ e =94 Bu(s)ds.
0

Nous disons que B est admissible pour tout z, € L*(0,1) et u € L*([0,7],U) si la solution
ci-dessus satisfait z € C([0,7], L*(0,1)). C’est le cas si par exemple A est auto-adjoint et
positif (cas parabolique) et si B € £(U, D(A%),). Dans le cas ot B est admissible, on dit
que le systéme (1.6) (ou la paire (A, B)) est controlable & zéro au temps 7' > 0 si pour tout
20 € L*(0,1), il existe u € L*([0,T],U) tel que la solution de (1.6) vérifie

2(T) = 0.
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Nous disons également que le systéme (1.6) (ou la paire (A, B)) est exactement controlable
au temps T > 0 si pour tout zy, z; € L*(0,1), il existe un controle u € L*([0,T],U) tel que

2(T) = z.

Ces deux notions sont liées par dualité aux propriétés d’observabilité :

¢ = A",
) = B*¢, (1.7)
¢(O) = (bOa

oft pour tout ¢y € D(A”), on a

Définition 19.

a) Le systeme (1.7) (ou la paire (A*, B*)) est observable a l’état final au temps T > 0 s’il
existe une constante K(T') > 0 tel que

T
| €7 6y |2aon < K(T)? / | B¢ o I, dt, o € D(A").
0

b) Le systeme (1.7) (ou la paire (A*, B*)) est exactement observable au temps T > 0 s’il
existe K(T') > 0 tel que

T
I 60 2o < K(T)? / | B 6o |15 dt, o € D(A").

L’équivalence entre observabilité et controlabilité est rappelé dans la proposition ci-
dessous due a Dolecki et Russell [9] (voir aussi la proposition 12.1.2 et le théoréme 11.2.1
dans [14]).

Proposition 2. ([9]) Supposons que B soit admissible. Alors la paire (A, B) est exactement
contrélable au temps T > 0 si et seulement si la paire (A*, B*) est exactement observable
au temps T > 0. La paire (A, B) est contrélable a zéro au temps T > 0 si et seulement si
la paire (A*, B*) est observable a l’état final au temps T > 0. De plus, si la paire (A*, B*)
est exactement observable au temps T > 0, alors il existe un opérateur Ly € L(L*(0,1),U)
tel qu’un controle pour (1.6) est donné par u = Lrzy et tel que || Ly ||%(L2(071)7U)< K(T).

Remarque 4. (Codt du controle)
Nous pouvons noter que K est une application continue et décroissante, appelée Codt du
controle et elle est définie par : K : (0,400) — (0, +00).
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1.4 Notion de stabilité d’un systéme linéaire

Considérons le systéme linéaire suivant :

Dans cette partie on peut voir [32].

Définition 20. (Point d’équilibre)
L’état x. est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour le systéeme (1.8) si x. vérifie
Iéquation f(x.) = 0.

Remarque 5. On peut toujours se ramener au cas ou le point d’équilibre est l’origine
0 puisque si x vérifie f(x.) = 0, il suffit de considérer le changement de coordonnées
Y =1x — X, la dérivée de y est donnée par

y=i=f(y+wz)=gy), et g(0)=0.
L’origine est bien un point d’équilibre du systéme § = g(y).

Définition 21. L’équilibre x. = 0 du systéeme (1.8) est dit stable si pour tout € > 0, il
existe n > 0 tel que pour toute solution x(t) on ait

(O[] <=Vt =0, [z()] <e

> Le point d’équilibre x. = 0 est asymptotiquement stable s’il est stable et x(t) t—iO.
— 400

Définition 22. L’équilibre x. = 0 du systeme (1.8) est dit exponentiellement stable s’il
existe r >0, M >0, et a > 0 tels que pour toute solution z(t) de (1.8) on ait

lz(O)] <7 =Vt>0, @) < Mlz(0)]e™".
Considérons maintenant le systéme de controle linéaire autonome (1.5) :
&(t) = Az + Bu,

oux € R", le controle u € R™, et A € L(R™;R") M, ,(R) et B € L(R™;R") ~ M,, ,(R)

)

sont données.

Définition 23. On appelle bouclage d’état linéaire (ou régulateur linéaire) du systéme (1.5)
une loi de controle du type u = Kx ou K est une matrice m x n dite matrice de gain. Une
telle loi est dite stabilisant si l'origine du systéme en boucle fermée

t(t) = (A+ BK)z(t),
est asymptotiquement stable, c’est-a-dire

Vo€ p(A+ BK), Re(o) <0.
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Définition 24. On dit que le systéme (1.5) est globalement stable si Ve > 0, 3C > 0 et
dK :R" — R™ tel que
||€(A+BK)t|| < Oe—et7

ou encore
et | < Ce g -

1.4.1 Théoréme de placement de poles

On abordera ici un théoréeme d’algébre linéaire dont 'intérét vient de ses applications en
théorie du contréle. La discussion fait suite a celle du livre "Mathematical control theory"
d’Eduardo Sontag [16]. Soit A une matrice de taille n x n et B une matrice de taille n x m.
Nous considérons 'expression A + BK une matrice ott K est une matrice m x n. Le jeu
consiste maintenant a fixer A et B, a tenter au moyen d’un choix approprié de K, de don-
ner les valeurs propres de A + BK, les valeurs spécifiées. Le contenu du théoréme est que
cela est toujours possible, a condition qu’'une hypothése de générosité appropriée, appelée
controlabilité, soit satisfaite. En fait, cette déclaration doit étre légérement modifiée. Nous
voulons travailler avec des matrices réelles et dont les valeurs propres viennent automati-
quement par paires conjuguées complexes. Ainsi, I’énoncé correct concerne les candidats
pour 'ensemble des valeurs propres qui satisfont cette restriction. D’ou vient le nom du
théoréme 7 Sa source est le fait que les valeurs propres d’une matrice M peuvent étre consi-
dérées comme les poles de la fonction (det(M — AI)) . Il s’agit d'une image populaire dans
la théorie classique du controéle. L’importance primordiale de ce résultat pour la théorie du
controle est que la stabilité d’'un systéme de controle est dans de nombreux cas déterminée
par une matrice de la forme A+ BK. Si nous pouvons choisir K telle que les valeurs propres
de A + BK soient toutes réelles et négatives, alors nous avons montré comment concevoir
un systéme pour lequel I’état souhaité est asymptotiquement stable. Lorsque 'état est per-
turbé, il revient a I’état souhaité. Il le fait méme de maniére monotone, c’est-a-dire sans
dépassement.

Désignons par P, I’ensemble des polynomes de degré n en z tels que leurs coefficients sont
des nombres réels et tels que le coefficient de 2" est 1. Pour une matrice M € M, ,(C),
rappelons que P, désigne le polynome caractéristique de M :

Py(z) = det(zI — M).
On dispose alors du théoréme de placement de poles suivant.

Théoréme 9. (/17], Théoreme 10.1, page 275)
Supposons que le systéme de controle linéaire (1.5) soit contrélable. Alors

{PA+BK; K e Mm,n(R)} =P,

Démonstration. Voir ([17], page 275). O




CHAPITRE 2

ETUDE DE LA CONTROLABILITE
DE L’EQUATION LINEAIRE DE
KURAMOTO-SIVASHINSKY

Dans cette partie, nous aborderons le probléme de la contrélabilité aux bords du systéme
de controle de K-S linéaire suivant:

Yt + Yzazz + )\yxx =0, MRS (0, 1), t € (O, T)
y(t.0) =0, y(t 1)=0, (2.1)
yﬂf(t7 0) = U(t), ym(ta 1) = 07

ot état y(t,-) : [0,1] — R et u(t) € R est le controle. Etant donné 7' > 0 et une fonction
Yo, on se demande s’il existe un controle u = u(t) tel que la solution y = y(¢,x) de (2.1)
avec la condition initiale y(0,z) = yo(z) satisfasse y(7,x) = 0. Si ce controle existe pour
toute fonction yo se trouvant dans un espace approprié, on dit que le systéme (2.1) est
controlable & zéro au temps 7' > 0. On verra que le systéme (2.1) est controlable & zéro si
et seulement si le paramétre anti-diffusion A > 0 n’appartient pas a ’ensemble dénombrable
suivant :

Ni={m?(k*+1?); k, leN, 1 <k <1, ketl ont la méme parité}. (2.2)
Pour se faire, nous utilisons une approche sur le probléme des moments et de ’analyse

spectrale de I'opérateur spectral sous-jacent :

"

A:weD(A) CL¥0,1) — —w — " € L*0,1),

avec D (A) = H*(0,1) N HZ(0,1).

Lorsque A € N, cette approche n’est pas possible. En effet, pour ces valeurs de A, le systéme
(2.1) n’est pas controlable & zéro avec des controles agissant uniquement sur les dérivées
spatiales premiéres aux extrémités.
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Théoréme 10. (Controlabilité a zéro)

Soit T > 0 et A ¢ N. Pour tout yo € L*(0,1), il existe un contréle u € H'(0,T) tel que
la solution y € C([0,T],L*(0,1)) de (2.1) avec la condition initiale y(0,-) = yo, satisfait
y(T,-) =0.

Ensuite, on se demande si on peut diriger le systéme vers zéro a ’aide d’un controle par
rétroaction, c’est-a-dire que nous abordons la question de la stabilisation. On sait depuis [9]
si A < 47?, alors le systéme (2.1) est exponentiellement stable dans L?(0,1). En revanche
si A > 472, la solution n’est pas stable. En effet, I'opérateur A a un nombre fini de valeurs
propres positives.

Afin de stabiliser ce systéme, nous concevons une rétroaction basée sur une dimension finie,
comme dans |7, 8] pour I’équation de K-S avec des conditions aux limites périodiques.

Théoréme 11. (Stabilisation)
Soit A ¢ N. Il existe un opérateur de rétroaction K et deux constantes C, v > 0 telles que

pour tout yy € L*(0,1), la solution de (2.1) avec le contréle sous la forme de rétroaction
u(t) = K(y(t,-)) satisfait

ly(t,-) ||L2(0,1) < Ce_VtH Yo ||L2(071)'

Remarque 6. Comme nous l'avons dit, dans le cas critique A\ € N, le systeme linéaire
n’est plus controlable a zéro. Cela est di au comportement de certaines fonctions propres de
Popérateur A. On verra que ’espace des fonctions non controlables est de dimension finie.
Pour obtenir la controlabilité a zéro du systéme linéaire dans ce cas nous devons ajouter
un autre controle. En discutant ce point plus tard, nous verrons que les contréles y.(t,0)
et y.(t,1) n‘améliorent pas la situation dans le cas critique. Par contre, le systéme devient
contrélable a zéro si l'on peut agir sur y(t,0) et y,(t,0) sans longueur critique. Ce résultat
avec des controles auz bords a été prouvé dans [6] pour le cas A = 0.

2.1 Analyse Spectrale

On considére I'opérateur auto-adjoint A, avec un résolvant compact. Par conséquent,
le spectre o(A) de A consiste uniquement en valeurs propres discrétes. De plus, les valeurs
propres de A dénotées par {0y}, forment un sous ensemble discret de R, satisfaisant

lim o}, = —o0.
k—o0

Les fonctions propres, désignées par {¢y}, ., forment une base orthonormée de L*(0,1).
Pour le travail a effectuer ici, on a besoin d’information trés détaillées sur le comportement
asymptotique des valeurs propres de 'opérateur A. Pour tout £ € N, on a

"

A\ — &y, = Oxr,
ok(0) =0, ¢p(1) =0, (2.3)
$p(0) =0, ¢,(1) =0.
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Tout d’abord, voyons que 40;, < A*, Yk € N. Pour cela, en multipliant I'équation de (2.3)

par ¢y et en intégrant par partie sur (0, 1), on obtient

/01 ok (w)dr = /0 (-Adi(e) + 6] Youla)da

/ i@z = A / @) + / o ()

mnr

Faisons une double intégration par partie de / ¢ Or(x)dx
0

— ro_
posons f, B gbﬁ” — ;= gbfﬁ, )
g = g = o

/ 61 on(2)dz = | 6x(2)0y / b (1)} (
:—/ Gl >¢;;’<>
0
ensuite, posons f/ - gb%, — fr= gzﬁ%
g = ¢ g = ¢

ainsi,
[ o =—([swiw], - [ sl

- [ ¢;;<x>¢;;<x>dx.

alors

Donc la relation devient

ak/]qﬁk \daz——)\/qﬁ )i (z dx—l—/]qﬁ )|?da.

En utilisant l'inégalité ab < (C; + A 4) avec a = || ¢, 12001y €6 0= Il @k [l 12(0.1)s
on a

ol 6xl201) = —A / Bp(@) s (@) — 16420

< =Mrlrzon ekl 201 — I6elF200)
—\ab — a®
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donc

Uk||¢k||L2 0,1) / ¢ ||¢k||L201 > 4||¢k||L2 0,1)

2
Dot o4, < T ce qui nous donne la limite supérieure des valeurs propres. Comme on le

verra dans la section sur la controlabilité, le lemme suivant est crucial.

Lemme 1. Soit N le sous-ensemble de R défini en (2.2). Pour tout A ¢ N, les fonctions
propres de A satisfont
$.(0)#0, VkeN. (2.4)

De plus, si A ¢ N, les valeurs propres sont simples.

Démonstration. Tout d’abord, on cherche les fonctions propres.

Soit (¢, o) satisfaisant
~Aoyp — b = Okr,
¢r(0) =0, ¢r(1) =0, (2.5)
0p(0) =0, ¢(1) =0

On distingue trois cas correspondant au signe de la valeur propre o.

i Cas 1: 0=0

"

Ay, — ¢y =0,
?:(0) =0, (1)
¢ (0) =0, (1)

Pour tout A > 0, I’équation caractéristique de (2.6) est donnée par

| |
—~
o
D
~—

)
=% =0
r2(r* + 1) =0

Y

et ses solutions sont données par :
rir =0, 7o =0, ng\/—_/\:i\/X, ry=—vV—=X\=—ivV\
En posant o = V/A, on obtient
ri=0, ro=0, r3=riqa, ry=—ia.
Ainsi, la solution générale est donnée par
() = C1 + Cox + Cs cos(ax) + Cysin(ax).

D’apreés les conditions aux limites du systéme (2.6) on a
pour z =0:
{wm=a+@:a
¢'(0) = Cy + aCy =0,

pour x = 1:
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o(1) = Cy + Cy + Cs cos(ar) + Cysin(ar) = 0,
¢,(1) = (Cy — Csasin(a) + Cyaccos(a) = 0,

{ C1 4 Cy + Cscos(a) + Cysin(a) = 0,
Cy — Csasin(a) + Cyacos(a) = 0.
D’aprés (i) la solution devient
() = Cy — Cyax — Cy cos(ax) + Cysin(ax),
de plus, dans (i7) on obtient
Cy — aCy — Cy cos(a) + Cysin(a) =0,
{ —aCy + Cyasin(a) + Cyacos(a) =0,

{ C1(1 — cos(a)) + Cy(sin(a) — a) =0,
Cysin(a) + Cy(cos(a) — 1) =0,

ou C, Cy # 0, donc

(o =) (@)= 6)

-

My

Le déterminant de cette matrice M est : 2a — 2a cos(a) — a* sin(a). Ainsi, afin de garantir
que (2.6) ait une solution non nulle, a doit satisfaire

200 — 2acos(a) — o sin(a) = 0,
cette équation a une infinité de solutions «,, = 2nw, n € N*. Comme «,, = \/ A\, alors on a
A = () =4n’r? = XA =4n° ¢ N.

Ainsi, ¢ est donnée par ¢(z) = C(1 — cos(ax)), alors ¢ (x) = Ca® cos(ax), donc

¢ (0) =Ca* #0.

w Cas2: o0<0(
Ay — &y = od(x),
#r(0) =0, ¢r(1) =0, (2.7)
$(0) =0, ¢(1) =0.

Pour tout A > 0, 'équation caractéristique de (2.7) est —r* — r?

— o0 = 0 et ses solutions
sont données par

\/—)\—\/)\2—40 \/—)\+\/)\2—40
™ = ) Tro = )

2 2
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. \/—)\—\/)\2—40 . \/—/\+\//\2—40
3= - ) 4= = :

2 2

A+ VA —do A+ VA2 —4do
Posons o = >0 et f=4——mF— >0,

2 2
donc

ri=108, ro=a«a, r3=—1f, 4= —a.

Ainsi, la solution générale est données par

¢(x) = C; cosh(a(x — %)) + Cysinh(a(x — %)) + C5cos(B(x — %)) + Cysin(f(x — =),

ou Cj, i =1,2,3,4, sont des constantes telles que les conditions aux limites soient vérifiées.
Cette solution peut s’écrire sous la forme ¢(x) = ¢ () + ¢2(z), ot ¢; et ¢y correspondent

aux solutions particuliéres par rapport aux solutions négatives et positives de 1’équation

caractéristique de (2.7).

D’une part, la fonction ¢, est obtenue pour les solutions négatives r3 et ry4, et est donnée

pa
61(x) = Cysinh(a(e — 3)) + Csin(5(z — ),
alors
8, (x) = Coarcosh(a(z — 3)) + Cuffcos((x — 3)).
D’aprés les conditions aux bords on a
@myz4zmm€3—@$m§y:a
61(0) = Caaveos( D) + Cifieos( D) =0,

—Cy sinh(%) e sin(g) =0,
@amd;+{m%%éyzq
done
—sinh(%) —sin(g) G\ (0
aeos(D) feos(5) ()= )
Mo

Le déterminant de cette matrice My est : —f3 cos(g) sinh(%) +a cosh(%) sin(g).

Posons

-5 cos(g) sinh(%) + acosh(%) sin(g) =0,
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alors 5 5
a Q
Dysin(2) = 2y sinh(2). 2.
acosh(2)sm(2) Bcos(2)smh(2) (2.8)
Soit {01, }n>1, 'ensemble des valeurs propres. Notons que
ozcosh(%) sin(g) = ﬁcos(g) sinh(%).
sin(2)
Comme on a Oy = —Cy——22 alors les fonctions propres sont données par
sinh($)
(B
5 1 1
P1n(z) = Cy _Ssi;nh(i%)) sinh(a(x — 5)) + sin(B(x — 5))] .

Ainsi, nous obtenons

% in(3)
gbl,n(l‘) =C} [_ Sinh(

alors

[ sin(8
51000 = 1 |~ ) o2 in(a(~1)) —ﬂ%in(ﬁ(—%))]

i sinh(§) 2
Sin(g) 9 . e} 2 . B
=G _sinh(%)a Smh((§>> o Slﬂ((g))]

— Cifa? + )sin(5) £ 0

ol « et [ sont en fonction de \,, n € N*.
D’autre part, la fonction ¢o est obtenue pour les solutions positives 1 et r5 et est donnée
par

62(2) = s cosh(a(e — 1)) + Cycos(Blx — 3)),
alors
6y(x) = Crasinb(a(z - 5) = CaBsin(5(z - ).
D’aprés les conditions aux bords on a
$(0) = cosh(%) + Oy Cos(g) —0,
$y(0) = —Clasinh(%) + Cgﬁsin(g) —0,
Cy Cosh(%) + Oy Cos(g) —0,
—Clasinh(%) + Cgﬂsin(g) —0,




Analyse Spectrale 30

donc 5
cosh(%) cos(g) (01) B (0)
) —a sinh(%) ﬁsin(g) ] Cs 0/
M

Le déterminant de cette matrice M3 est : Bcosh(%) sin(g) + acos(g) sinh(%).
Posons

5cosh(g) sin(é) + acos(ﬁ) sinh(g) =0

2 2 2 2 ’
alors
- asin(%) cos(g) = Bcosh(%) sin(g). (2.9)

Soit {02, }n>1, I'ensemble des valeurs propres. Notons que

-« sinh(%) cos(g) =0 COSh(g) sin(g).

C €y = —C5 5] lors tes fonce :
omme on a C; = —C3——=—, alors les fonctions propres sont données par
cosh(§)
cos(g) 1 1
P2n(1) = Cs ~cosh(2] cosh(a(z — 7)) + cos(Blz - 7)) | -
2
Ainsi, nous obtenons
B
gbgn(a:) = (5 [— C(;O:((Q%)) o cosh(a(z — 1)) — % cos(B(x — 1))] 7
alors
[ B
10(0) = Ca |~ cost(al ) — cos<ﬁ<—§>>]
i 2
[ B
= (s —%cﬁ cosh((%)) — B2 cos((g))]
i 2
— ~Cy(a + B)cos(5) £0,

ol « et [ sont en fonction A,, n € N*.

i Cas 3: 0> 0

Dans cette partie, on trouvera quelques valeurs de A pour lesquelles (2.4) ne tient pas. On
a

mnr

—AGy, — &y, = o0(x),
¢e(0) =0, ¢x(1) =0, (2.10)
¢ (0) =0, ¢,(1) =0,
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2

Pour tout A > 0, '’équation caractéristique de (2.10) est —r* — r* — o = 0 et ses solutions

sont données par

2
\/—)\+\/)\2—40 ,\/)\—\//\2—40
ro = =1 )
2 2

. \/—)\—\//\2—40 Z,\//\—I—\//\2—40
1: p— —,
2

\/—/\—\//\2—40 ,\/)\+\/)\2—40
ry = — = -/ —,
2

2
B —/\+\//\2—40'_ A=V —Ado
ry = 9 = —1 9 .
Posons
A=V —4do A+ VA2 — 4o
a=\——>0et f=\| ——— >0,
2 2
alors
ry =10, ro=1iqa, r3=—1if, T4 = —iq.
Ainsi, la solution générale est données par
1 1 1 1
o(z) = Cy cos(a(r — 5)) + Cysin(a(r — 5)) + C3cos(B(x — 5)) + Cysin(B(x — 5)),

ou Cj, i =1,2,3,4, sont des constantes telles que les conditions aux limites soient vérifiées.
Cette solution peut s’écrire sous la forme ¢(x) = ¢ () + ¢2(z), ot ¢1 et ¢y correspondent
aux solutions particuliéres par rapport aux solutions négatives et positives de 1’équation
caractéristique (2.10).

D’une part, la fonction ¢; est obtenue par les solutions négatives r3 et r4 et est donnée

pa
61(x) = Cosin(ae — 3)) + Cisin(B(z — 1)),
alors
6,(x) = Coarcos(a(z — 1)) + Cuffcos((z — ).
D’aprés les conditions aux bords on a
61(0) = ~Cosin($) ~ Cusin(5) = 0,
61(0) = Caarcos(3) + Cifteos(5) =0,




Analyse Spectrale 32

—Cy sin(%) e) sin(g) — 0,
C’gacos(%) + 045cos<§) —0,
donc
—sn(®) —sin(5)) oy 7o
acos(S) feos() <C) : (0)
My

Le déterminant de cette matrice My est : —f3 cos(g) sin(%) + ozcos(%) sin(E).

Posons
- cos(g) sin(%) + ozcos(%) sin(g) =0,
alors
ozcos(%) sin(g) = 5008(2) sin(%). (2.11)

Soit {01, }n,, ensemble des valeurs propres. Notons que

a COS(%) sin(é) =0 cos(é) sin(g).

2 2 2
sin(2)
Comme on a Cy = —0472), alors les fonctions propres sont données par
sin(£
2
~ sin(2) 1 1 a
G1n(z) =Cy _sin(é) sin(a(x — 5)) + sin(f(x — 5)) ! sin(E) #0.

Ainsi, on obtient

sin(§) 2
alors
50 = € | ) g2 gin(a(- L) — grn(a- L)
Ln 4 sin(§) 2

(07

B
=C, —%a Sin((2 ) + B2 sm((g))]

= Cy(B* — a?) sin(g) # 0.

Dans le cas sin(%) = 0, d’apres la relation acos(%) sin(§) = ﬁcos(g) sin(%) la fonction

¢1,, peut s’écrire sous la forme




Analyse Spectrale 33

Srala) = C: [ con(s) (@ = ) +sin3( >>]
Ainsi, on a
o = BCOS(Q)QQ sin(a(x — 1 — B?sin(B(x — =
¢1 n(x> - C [OéCOS(%) ( ( 2)) 6 (6( ))] )

alors

ﬁcos(g ) s . B N
=C, __acos(%)a sin((=)) + 51n((§))] ot sm(E) =0
= C,5? sm(g).

La fonction $1'n(0) =0<= X =7"((2p)* + (2¢)*) pour tout p,q € N, 0 < p < g, dans ce
cas 01, = 167*pq.
D’autre part, la fonction ¢9 est obtenue par les solutions négatives r1 et ro et est donnée

par
62(2) = Crcoslale = 3)) + Cacos(3le — )
alors
/ . 1 . 1
¢o(r) = —Crasin(a(x — 5)) — C3fsin(fB(x — 5))

D’aprés les conditions aux bords on a

2(0) = Cy COS(%) + Cy cos(g) =0,

é(0) = Crasin() + Cyfsin(5) = 0,

=

Ch COS(%) + Cs cos(g) =0,

Cia sin(%) + 05 sin(g) — 0,
done
COS(%) +COS(§) <Cl>:(0)
NasingG) gy )\ 0
Ms

Le déterminant de cette matrice Ms est : Bsin(g) COS(%) — asin(%) cos(§).

Posons
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ﬁsin(g) cos(%) - Ozsin(%) cos(g) =0,

alors 5 5
ﬁsin(E)cos(%) = asin(%) cos(g). (2.12)
Soit {09, }2,, ensemble des valeurs propres. Notons que
B sin(E) cos(%) =« Sin(%) cos(g).
cos()
Comme on a C7 = —Cj (i), donc les fonctions propres sont données par
cos(§
2
~ cos(g) 1 1 .
Gan(r) = Cs ~oos(2) cos(a(z — <)) +cos(B(x — =))| ou cos(=)#0
2

Ainsi, on obtient

cos(§) 2
alors
cos(Z
0(0) = Cu | 2B costa—3)) - Cos<@<——>>]
sin(3) , ., « ) B
= 0 | ot sin((5) - 9 cos<<§>>]

Dans le cas cos(%) = 0, d’apreés la relation ﬁsin(g) cos(%) = asin(%) COS(§> la fonction

5. peut s’écrire sous la forme
N

55111(5) 1 1
“asin(9) cos(a(z — 7)) + cos(B(z — 5))] .

Gom(x) = Cs [

Ainsi, on a

~ Bsin(g) ) 1 9 1
gzﬁm(x) =4 [asin(%)a cos(a(x — 5)) — = cos(B(x — 5))] ,
alors
~ ﬁsin(g) ) 1 ) 1
G1ul0) = | Sy coslal ) = 5 eos<5<—5>>]
_65111(%) 2 «Q 2 p . Ny
= (s _asin(%)a cos((E)) - B cos((E))] ot cos((§)) =0
= —(33° cos(g).
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La fonction $2'n(0) =0<= A=7*((2p+1)*+ (2¢ + 1)?) telle que p,g € N, 0 < p < g,
dans ce cas 7y, = 167" (2p + 1)*(2q + 1)

On a ainsi obtenu l’ensemble des valeurs A pour lesquelles (2.4) est valable.

Enfin, prouvons la derniére déclaration du lemme.

Soient ¢ et o deux fonctions propres associées a la méme valeur propre o.

On définie w := ¢, (0)s — @, (0)¢py, alors on a

w'(x) = ¢ (0)py(2) — 23 (0)y (2),

w"” (x) = 91 (0)p, (2) = 3 (0); ().
D’aprés le systéme (2.3), on a

11 "

(x) = =) [01 (063 (2) — 2306} (2)| = [ (0)0) (@) = 5 (0)} " (o)
= |26 (@) = @) @] ¢1(0) - [ -2l (@) = ¢ ()] 2 (0)
= 02(2)¢; (0) — o01(2) 5 (0)

= o [pa(2)6}(0) — 1 (@)23 (0)]

—w' (z) —w

= ow(x).
De plus, on a
w(0) = ¢, (0)¢2(0) — 5 (0)¢p1(0) = 0,
w(1) = ¢} (0)p2(1) — 5 (0)1 (1) = 0,
w'(0) = 7 (0)¢5(0) — 5 (0)¢ (0) =0,
w (1) = ¢ (0)g,(1) — 5 (0)¢ (1) =0,
w"(0) = ¢, (0)5(0) — 5 (0); (0) = 0.

Donc, w ainsi définie satisfait :

w'(0) =0, w(1)=0,

et w”(0) = 0. Par conséquent, on en conclut que w = 0, c’est-a-dire que ¢; et ¢y sont
linéairement dépendants. ]

Remarque 7. Le lemme précédent montre que pour tout A € N fixe, le sous-espace formé
par les fonctions propres ¢ satisfaisant gb"(O) = 0 est de dimension finie. Par exemple si
A = 2072, ce sous-espace est unidimensionnel et est généré par la fonction propre ¢(x) =
2sin(27x — ) + sin(4wx), et la valeur propre associée est 64r*.

Afin de prouver un comportement asymptotique des valeurs propres de A, on se concentre
sur le cas 2 (o < 0) puisque nous savons qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs propres
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non négatives. D’aprés la preuve du lemme précédent, en particulier d’aprés (2.8) et (2.9),
on peut voir que le résultat suivant est valable.

Lemme 2. [] existe des constantes réelles positives D; avec i = 1,2,3 telles que :
(2) les nombres réels {0y}, oy ont la forme asymptotique suivante :

op = Dik* + O(k*)  lorsque k — oo,

g . 3 _ |¢,(0)]
(”) k1—1>r—&{1<>o k2 _D2 et k1—1>r—&{1<>o k3

= Ds.

2.2  Controlabilité

2.2.1 Probléme bien posé

Expliquons d’abord ce que nous entendons par solution du systéme de controle linéaire
de K-S. Si y = y(t, z) est la solution de (2.1), alors posons

w(t,r) =yt z) — (2° — 22% + 2)u(t).
Ainsi, on a

ye(t,z) = wi(t, ) + (27 — 22% + 2)ue(t),
Ye(t, x) = wy(t, v) + (327 — 4 + 1)u(t),
Yoz (L, ) = Wep(t, ) + (62 — 4)u(t),
Yoo (b, ) = Waae (t, ) + (6)u(t),
Yezae(t, T) = Wegae (L, 7).

Donc pour tout A > 0 et comme (¢, x) est solution de (2.1) on a :

yt(t7 ZL’) + Yrwza + /\ywx =0,
wi(t, ) + (2% — 227 4+ 2)ur(t) + Wanaa (t, T) + A [wen(t, ) + (62 — 4)u(t)] = 0,

Wy (t, T) 4 Wagea (t, ) + Mge(t, 2) = — (2% — 227 + 2)u, (1) — A6z — 4)u(t).

De plus, y(£,0) =0, y(t,1) = 0, y.(¢,0) = 0, y.(¢,1) = 0,
alors  w(t,0) =0, w(t,1) =0, w,(t,0) =0, w,(t,1) = 0.
D’ot on obtient le systéme suivant
Wy + Wagpe + M0z = F(t, ),
w(t,0) =0, w(t,1)=0,
we(t,0) =0, we(t,1) =0,
w(0,7) = yo(z) — (2% — 22° + 2)uy(t),

(2.13)

ou
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F(t,z) = —(2° — 22° + 2)us(t) — N6z — 4)u(t).

On sait que l'opérateur A, dont le domaine est H*(0,1) N HZ(0,1), génére un semi-
groupe fortement continu dans L*(0,1). Ainsi, si la condition initiale wy € L*(0,1) et
F € L'([0,T], L*(0,1)), alors le systéme (2.13) admet une unique solution (appelée solu-
tion faible) dans I'espace C([0, 7], L*(0,1)).

De plus, si wy € H*(0,1) N HZ(0,1) et F € C*([0,T],L*(0,1)) alors le systéme (2.13)
admet une unique solution (appelée solution classique) dans ’espace

C([0,7], H*(0,1) N HZ(0,1)) nC*([0,T], L*(0,1)).

De cette maniére, on voit que si yo € L*(0,1) et u € H*(0,T), alors il existe une solution
unique y € C([0,7], L*(0,1)) de (2.1). Il est important de noter que pour tout ¢ € [0, 77,
nous pouvons parler de (¢, -) comme d’une fonction située dans L?(0, 1).

2.2.2 Controlabilité a zéro

Etant donné T' > 0, le systéme (2.1) est dit controlable par défaut dans un espace H si
pour tout état yo € H, on peut trouver un controle u tel que la solution y de (2.1) satisfasse
y(T) = 0. Donnons la caractérisation suivante de la propriété de controlabilité & zéro.

Lemme 3. Le systéme de controle (2.1) est controlable a zéro au temps T > 0 si et
seulement si pour tout yy € L*(0,1), il existe une fonction u € H'(0,1) telle que pour tout
qr € L*(0,1), on a

/0 ola)q(0, 2)dz = — / w(t)qua (1, 0)dt, (2.14)

ot q = q(t,x) est la solution du systéme

—@t + Az + Quaaz = 0,
q(t,0) =0, q(t,1) =0,
q:(t,0) =0, q.(t,1) =0,
q(T',z) = qr(z).

(2.15)

Démonstration. Soit gr € L*(0,1) et ¢ = q(t, ) la solution de (2.15). D’aprés le systéme
(2.1) on a

Y + )\ya:a: + Yozae = 07

multiplions par ¢ et faisons une intégration par partie :

T 1
0 0
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/ / y(t, 2)q:(t, x)dt)dz+\ /T<[yx(t’x)q(t,x)]é — /Olyx(t ) qu(t, :E)dx)d
/0 ([y /1 22t 2)q (t,:v)dx>dt =0,

/1 (T, 2)g(T, ) — / (0, 2)g(0, )dx — // (1, 2)qu(t, 7) dadt
—/\// (4, 2o (t, ) dudt — // ) dudt = 0,

/Oly(T, z)q(T, x)dx — /Oly(O,:c)q(O,:c)d:c — /T /1y(t,:c)qt(t, x) dadt

_)\/OT([y(t,x)qx(t,x)](l)—/O y(t, 7)qua(t, x)dx)dt
_/OT<[ym(t, )¢ (t, )]y — /Olym(t,x)qm(t,x)dx>dt =0,

1
/ y(T,2)q(T, x)dx — / (0,2)q(0, z)dx — / / (t,2)q:(t, z) dadt
—i—)\/ / (t,2)qu(t, x) d:vdt+/ / ) dxdt =0,

/1y(T 2)q(T, 2)dz — /0 (0, 2)q(0, 2)dx

_/OT/Oytx (t, ) dxdt—l—/\// (t,2)qus (t, ) dadt
+/0T( /1 (b, 0) s (1, 7))t = 0,

/01 (T, 2)q (Tm)dm—/ol (0, 2)q(0, z)dx

T 1

—//y(tw) (tm)dxdt—i—/\// (t,2) Qe (t, ) dadt
0

—/ o (t,0)qua(t, 0) dt — // (t, 2)quee (t, 2)dz)dt = 0,
0
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/01 y(T,2)q(T, x)dx — /01 y(0,2)q(0, z)dx — /OT /01 y(t, 2)q(t, z) dudt
“ /OT/O Yt 0)dar(t, ) drdt - /0 " O)aualt,0)

—/T<[y(t,:v)qu(t,:c)]é—/1y(t7x)qu(t,x)dx>dt=0,

/1y(T 2)q(T, 2)dz — /1y(0 )90, 2)dz

// (t,2)q:(t, ) dxdt—l—)\// (t, )G (t, ) dadt

_/0 w(t)gua(t, 0) dt+/ / (t, 2) Qo (£, 2)dadt = 0,

/Oy(T,l’)Q(T?fE)dﬂf—/o y(Oax)Q(O,fE)dx—/O u(t)qea(t,0) dt

+/O /O y(t, ) [—q(t, ) + Aaa(t, ) + Quaaa(t, )] dz)dt = 0,

/Oy(Tvx)QT<I>dx_/0 yo(I)Q(OaI)dx—/o u(t)qex(t,0) dt = 0. (2.16)

= Supposons qu’on a la relation (2.14), c’est-a-dire pour tout yy € L*(0, 1), il existe une
fonction v € H*(0,1) telle que pour tout gr € L*(0,1) on a

1 T
/ vo(2)9(0, 2)dz = — / w(#) o (£, 0.
0 0
Alors, dans (2.16) on obtient
1
/ y(T, z)gr(x)dx = 0.
0

Ainsi, pour tout gr € L*(0,1) on a y(T) = 0, d’ott le systéme de controle (2.1) est contro-
lable & zéro au temps 1" > 0.

< Supposons que le systéme (2.1) est controlable, c’est-a-dire V yo € L*(0,1), 3 u €
H*(0,1) telle que y(T) = 0. Donc d’aprés la relation (2.16) on obtient

—/0 yo(x)q(0, z)dx —/O u(t) e (t,0) dt =0,

/O yol)q(0, 2)dz = — / w(t)qua(1,0) dt.

D’out on a la relation (2.14). O
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On utilise maintenant la base L?(0, 1) formée par les fonctions propres de A. Pour tout
qr € L*(0,1) peut s’écrire sous la forme

qr = qum, avec  {qr}eny C R satisfaisant Z lqr]? < .
keN keN

Par conséquent, la solution de (2.15) est donnée par
= Z qk:e(T_t)qubk;(aj).
keN
Ainsi, on a
T) = que(T_t)"kqb;(x) et quo(t, ) que Ttk g, (),
keN keN

alors,

Goa(£,0) = Y que™ D7 (0).

keN

En utilisant ce fait dans (2.14), on obtient le lemme suivant.

Lemme 4. Le systéme de controle (2.1) est contrélable & zéro au temps T > 0 si et
seulement si pour tous yy = Zyégbk € L*(0,1) il existe une fonction f € H*(0,T) telle

keN
que pour tout k € N, on a

/ ft)eortdt = —yherT (2.17)

ou u(t) = f(T —t) est le contrile.

Démonstration. D’aprés la relation (2.16) on a

/o y(T,a:)qT(a:)dx—/O yo(x)q(O,x)dx—/O u(t)qes(t,0) dt = 0.

Alors, on a

/ (T,2) S grn(w)do— /Zyoszsk )S qe T na d:c/f — )Y e 07 (0) dt = 0,

keN keN leN keN

1
> o [ oTo)onado- 3 ater / o)) de -3 4464 0) / F(T = H)eT=0m gt =,
0

keN k,leN keN

1
> [ o onta)e — ke ~ Y ai0) [ FT -0 a0
0 0

keN keN keN




Controélabilité 41

Posons 7 =T — t, alors

S| [ wr oot - 60) [ smer i <o

keN

1 17 T
/ y(T, z)gr()dr = ¢k(0)/ F(T)e™ ™ dr — yseo " = 0.
0 0

= Supposons que le systéme (2.1) est contrdlable & zéro au temps 7' > 0, ¢’est-a-dire
y(T) = 0, alors

T
—gf);(O)/ f(r)e? ™ dr — ylge”’“T =0,
0
donc

. T
5L0) [ pr)en i = e,

< Supposons maintenant qu’il existe une fonction f € H'(0,1) telle que

T
é1(0) / F()eT dr = e,
0

alors )
/ y(T, x)dx(z)dx = 0.
0

Ainsi, pour tout ¢ € L*(0,1) on a y(T') = 0, alors le systéme (2.1) est contrdlable & zéro
au temps T > 0. D’ot la fin de la preuve. O]

Considérons maintenant le cas A ¢ N. Ainsi, les fonctions propres ¢y, satisfont ¢;(O) # 0
V k € N nous pouvons écrire (2.17) sous la forme

/ " pyerntar = W (2.18)
0 ¢.(0) '

Grace au comportement décrit dans le lemme 2, pour résoudre le probléme de moment, on
peut appliquer la théorie générale développée par Fattorini-Roussell [15]. D’aprés (2.18),
nous voyons clairement que si gzﬁ;;(O) = 0 pour un certain £ € N nous ne pouvons pas
controler la k-iéme coordonnée de la solution. C’est le cas comme nous ’avons vu dans
la partie 2.1 si A € N. Le systéme (2.1) n’est plus controlable a zéro puisqu’il existe un
sous-espace de dimension finie de L*(0, 1) formé par certaines fonctions propres satisfaisant
¢N(O) = 0 (voir Remarque 7). Pour surmonter cette difficulté, on peut ajouter un autre
controle. Si nous sommes autorisés a controler la dérivée spatiale aux deux extrémités avec

les controles u; et us, c’est-a-dire que nous considérons le systéeme :
y(t,0) =0, y(t,1)=0, (2.19)
yaz(ta 0) = ul(t)> Yo (1, 1) = u2(t)'
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On peut prouver que la controlabilité & zéro est équivalente a 'existence de f; et fy telle
que pour tout k£ € N

. T . T
é1.(0) / e dt — gl(1) / fat)errt dt = — e, (2.20)

Démonstration. D’aprés le systéme (2.19), en multipliant par g et en faisant une intégration
par partie on obtient ainsi (voir la preuve du lemme 3)

/0 y(T, 2)qr(2)dz — / o) (0, 2)dz + / ws(8)gun (£, 1) dt — / wn(£)us (1,0) dt =0,

1
/ (T, x ZQk¢k dﬂf—/o Z?/g%(x)zf_lz@gﬁ@(x)dw

keN keN leN
/fz — 1) quTt)”’“qﬁ ) dt — /f1 —theTt"’“qb 0) dt =0,
keN KeN
Z%/ (T, z)pp(z dx—ZleeolT/ d(x)pi(x)dx
keEN kleN
T
+adi /f2 — el dt = S i (0) [ AT~ el dt =0,
keN keN 0

ZQk/ (T, 2)¢(x)dz — Y ygare™"

keN keN

Y asi /fz — 0T 4t — 3 g (0 /f1 )

keN

T
qu< / (T, 2)én(@)do —yhagee™ +61,(1 / R(neir=g,(0) [ A dr>=

keN

1 " T 1 T
/ y(T,z)ox(x)dz — yygre™" + ¢, (1) / fo(T)e? 7 dr — ¢,,(0) / Si(r)e?s™ dr = 0.
0 0 0

= Supposons que le systéme (2.19) est controlable a zéro au temps T'> 0 ie y(T) =0
alors

. T . T
a4 i) [ fr)edr =60 [ fine ar=o,
0 0
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T T
é1.(0) / (e dr — gi(1) / fo(r)e T dr = —ykquetT.

< Supposons maintenant qu’il existe une fonction f € H'(0,1) telle que

T T
é1.(0) / A dr — gi(1) / folr)e dr = g,

alors )
/ y(T, z)pp(x)dx = 0.
0

Ainsi, pour tout ¢ € L*(0,1) on a y(T) = 0, alors le systéme (2.19) est controlable & zéro
au temps T > 0. D’ou la fin de la preuve. n

Malheureusement, les mémes fonctions propres ¢, pour lesquelles (/b}; (0) = 0, satisfont
également ¢, (1) = 0. Ainsi, le second controle ne donne pas la controlabilité a zéro. D’autre
part en revanche, si ’'on ajoute un contréle agissant sur y(t,0), on obtient la controlabilité.
En effet, dans ce cas, la controlabilité a zéro du systéme de controle suivant

Y + )\yxx + Yozoz = 07
y<t7 0) = ul(t)a y(ta 1) = 07
Y (t,0) = us(t), y.(t,1) =0,

est équivalente a 'existence de f; et fs telles que V k € N

"

. T T
6! (0) /0 LBt dt + 67 (0) /0 FuB)emtdt = —ylgueT. (2.21)

Et ce probléme de moment peut étre résolut de la méme maniére que (2.17) puisqu’il n’est

pas possible qu’une fonction propre ¢, satisfasse aux deux conditions qﬁ;; =0et ¢, =0.
En effet, la fonction ¢y est la solution triviale d'une EDO du quatriéme ordre telle que

¢r(0) = ¢,,(0) = 0.

2.3 La stabilisation

Puisque les valeurs propres de 'opérateur A (voir (2.3)) sont réelles et satisfont lim o =
n——+oo

—00, on sait qu’il peut y avoir au plus un nombre fini de valeurs propres non négatives.
Cette situation instable se produit en fait lorsque le paramétre réel A est plus grand ou
égal a 47* (voir [9]). On sait également que si A < 477, I'équation linéaire de K-S est
asymptotiquement stable dans L?(0,1). Nous nous concentrons ici sur le cas A > 47°.

Afin de stabiliser notre systéme de controle linéaire, nous allons concevoir une loi de ré-
troaction déplacant les premiéres valeurs propres instables vers la gauche sans déplacer
les autres. Ainsi, toutes les valeurs propres du systéme en boucle fermée seront négatives.
Maintenant, afin de traiter un probléme de Dirichlet homogéne au lieu du systéme (2.1),

on fixe comme précédemment,
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w(t,r) =yt x) — (2° — 22% + 2)u(t).
Alors on a
w(t, @) + (27 = 207 + ) (t) + Waao (t, @) + X [wea(t,2) + (62 — 4)u(t)] = 0,
wi(t, 1) — (=2 + 227 — 2)us(t) + Wozae (t, T) + Mgy (t, 1) + A(62 — 4)u(t) = 0,
w(t, o) = b(2)ur(t) + Wagaa(t, ) + Awae (t, 7) — alz)u(t) = 0,
w(t, x) — b(z)ue(t) — Aw(t, x) — a(z)u(t) = 0.
Et avec les conditions aux bords, cela conduit au systéme suivant :

= Aw + b(x)u(t) + az)u(t),
w(t, 0)=0, w(t1)=0,
w,(t,0) =0, w,(t,1)=0,
w(0, ) = yo(x) — b(x)u(0),

ot b(z) = —a® +22® — x et a(z) = —A(6x — 4). Toute solution w = w(t,z) du systéme
(2.22) peut étre développée comme une série sur la base des fonctions propres {¢} oy

T) = Z wi(t)pr()

Soit n € N tel que pour tout £ > n, on a g, < —1. Notre rétroaction est basée sur une

(2.22)

procédure de placement de poles finis pour les n premiéres valeurs propres. Soit II" la
projection orthogonale sur le sous-espace couvert par les n premiéres fonctions propres

le, ¢2,§Z§3, s 7¢n- AiIlSi, on a :

1" (wy) = we(t)op(x) et I"(Aw(t,x) Zakwk Vo (x

k=1
On peut écrire V k € {1,2,3,--- ,n},

alors, en multipliant par ¢, on a

n

Zwk PE Zakwk Jor(w) + > (beit) + agu(t)) 6x(x),

k=1

" (w,) = 11" (Aw(t, x)>+H" (b@)u@) + a(g;)u(t)),
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ou
1 1
by = / (=% + 227 — 2)ppdr et ap = —/\/ (6x — 4)prdx.
0 0

Les n équations de (2.23) forment un systéme différentiel a dimension finie, contrdlé par u
et wu.

Soit a(t) = u(t) et considérons maintenant v comme faisant partie de 'état et o comme le
controle. Le systéme différentiel précédent peut alors étre écrit sous la forme

(1) = A1) + Bualt), (2.24)
avec
0 O 0 u?t) 1
a; 01 0 bl
An - . ; Xn - w1 (t) ) Bn = .
a, O On wo (1) b,

Prenons maintenant le résultat suivant.

Proposition 3. Le systéme de contréle de dimension finie (2.24) est contrélable.

Démonstration. Soit C' = <Bn, A,B,, AiBn, ,Azlen) la matrice de Kalman de

I'équation (2.24). Voyons que la condition de Kalman est vérifiée. En effet, en calculant le
déterminant de la matrice C' on obtient :

det C = det (Bn, AnBy, AB,, --- ,Ag*%)
H ax + oxbp)VdM (01,09, -+, 0,),
k=1
ou VdM(oy1,09,+-+ ,0,) est le déterminant de la matrice de Vandermonde donné par
VdM(oy,09,- -+ ,0,) = H (o) — ;) qui n’est pas nulle puisque toutes les valeurs propres

k>j
sont simples (voir preuve du lemme 1). Ainsi, d’aprés a; et by faisons une intégration par
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partie
ar + opbr, = —\ /01 (62 — 4)¢p(x)dx + o /01 (—2° + 227 — 2) ¢y () dx
=\ /01 (=62 + 4) ¢y () dz + 0y, /01 (—a® 4 222 — 2)dp(2)dx
Y /0 () da(x)di 1 /0 ' o) du(2)d
=([v (x)gbk(a:)]: - /0 y ()64 (x)dr ) + /0 ' b bu)
= —A/Ol b’(x)¢;(x)dx+/ol orb(z) o (x)dx

1

= (i), - [ swsi) [ oo

0
1

= b(x)qﬁ;(as)dast/O orb(x)pp(x)dx

— /O 1 b(z) (Aqs;; (z) + akqbk(:c))dx,

or d’aprés (2.3) on a —A\¢, — ¢ = Oxr,
alors

"

1
T /0 b(2)o" (z)da

"

= - [p(@)or (:c)]; + /0 ¥ (@) (o)

1"

= [W@l s

- [Fwaw], - [ ¥ @
=0 - [ V@

= ¢1.(0).

D’aprés le lemme 1, on a Qﬁ;;(O) =% 0. Donc det C' # 0, alors la condition de Kalman est
vérifiée. Par conséquent, le systéme (2.24) est controlable. O

Ainsi, ce systéme peut étre stabilisé par la méthode de placement de poles (voir [5]), ce
qui permet d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 1. Il existe un vecteur K, = (K2, K} --- K" tel que la matrice A, + B,K,
admet n + 1 valeurs propres {ux}r satisfaisant pour tout k € {0,1,--- ;n}, Re(u) < —1.
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Si on prend u(t) = K, X,(t) tel que u(0) = 0 dans le systéme (2.24), nous obtenons le
systéme en boucle fermée

(

u(t) = K, X,(t),
wy = Aw + b(2) K, X, (t) + a(x)u(t),
w(t,0) =0, w(t1)=0, (2.25)
we(t,0) =0, w,(t,1) =0,
| w(0,2) = o),

ot état est (u(t),w(t,-)) € RxL*(0,1).

~

Désignons par (uy, X) avec k = 0,1,---  n, les valeurs propres et les vecteurs propres
de la matrice (A, + B,K,). Il n’est pas difficile de voir que les valeurs propres du systéme
en boucle fermée (2.25) sont données par

Ev = {MOalula Ty My, Ond1, On42, 0 }7

et les fonctions propres correspondantes sont données par

By = {();(00)’ ’ (f:)’ (Fn+1(0¢n+1))’ (Fn+2(0¢n+2))’m }7

oil les fonctions g € Vect{dn 1, dnsa, -} C L*(0,1), sont définies par
(A — ) ge = Fu(X5) (2.26)
et

F,: R"" — Vect{ dni1, Prya, - }

(Wos 1, v ym) = Y [(a; + b K)yo + b Ko + -+ b Kya] 6.
i>n+1

Notons que pour résoudre (2.26), nous devons imposer les conditions suivantes :
e # 0,V k=0,1,--- ,n,¥VjeN

Si on pose Fn()/fk) = Z fqu)j, alors la solution de (2.26) est donnée par
j>n+1

k
= s ;-

e Mtk — Ok

Enfin, on voit que le sous-espace £y forme une base de 'espace RxL?*(0,1) et que toutes
les valeurs propres du systéme en boucle fermée sont dans la moitié gauche de la droite
Re(Z) = —1 sur le plan complexe. On obtient ainsi la stabilité exponentielle du systéme
en boucle fermée (2.25) et donc le théoréme 2.




CHAPITRE 3

ETUDE DE LA CONTROLABILITE
LOCALE A ZERO DE L’EQUATION
NON-LINEAIRE DE
KURAMOTO-SIVASHINSKY

Dans cette partie, nous étudierons la contrélabilité au bord de I’équation de K-S. Pour
cela, on utilise un seul controle dans ce cas. Considérons le probléme de controle suivant :

Yo + Yuzwe T Moo + Yy =0, (t,2) € (0,7)x(0,1)
y(t,0) =0, y(t,1)=0,

Y (t,0) = u(t), y.(t,1) =0,

y(0,2) = yo(x),

(3.1)

ot la solution y est controlée par la fonction u = u(t) pour tout ¢ € [0,7]. Rappelons que
dans la partie précédente, on a étudié la controlabilité du systéme linéaire en particulier la
controlabilité a zéro a condition que A ¢ N ou

Ni={m*(k* +1?); k, leN, 1 <k<I, ketl ont la méme parité}.

Notre résultat principal montre la contrdlabilité locale a zéro du systéme (3.1) avec les
mémes hypothéses sur .

Théoréme 12. Supposons que X ¢ N. Alors le systéme (3.1) est localement contrélable
a z€éro pour tout T > 0 : il existe € > 0 tel que pour tout || yo ||g-1¢,) < € i existe un
controle u € L*(0,T;R) et une solution y € C([0,T], H *(0,1)) avec

y(T) = 0.

Dans la partie précédente, pour étudier la contrdlabilité de I'équation linéaire, on a
utilisé une méthode basée sur une analyse spectrale et la méthode des moments. Néanmoins,
on utilise I'analyse spectrale dans notre preuve, mais afin d’obtenir un premier résultat sur
le probléme non-linéaire associé a (3.1).
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Remarque 8. L’espace des conditions initiales est différent de celui de la partie précé-
dente (voir [27]). Cette partie, ot on a utilisé un contréle u € H'(0,T). Pour étudier la
controlabilité d’une équation non-linéaire, une premiere approche consisterait a utiliser la
controlabilité du systéme linéaire, puis a prouver la controlabilité de I’équation non-linéaire.

Remarque 9. Si A\ € N, alors le systéme linéaire n’est pas contrélable et la méthode dé-
veloppée ici ne peut pas étre appliquée (voir [25, 26]). Néanmoins, I’équation non-linéaire
(3.1) peut étre controlable a zéro méme si A € N. La preuve du théoréme 3 est basée sur
plusieurs résultats généraux décrits dans la section (3.1). La méthode de preuve pourrait
étre appliquée a plusieurs autres systemes paraboliques non-linéaires. L’idée est d’abord
d’appliquer une méthode due a Russell pour déduire la contrélabilité a zéro d’un systeme
parabolique linéarisé a partir de la contrélabilité (ou de l'observabilité) d’un systéme hyper-
bolique correspondant.

3.1 Quelques résultats généraux

cette partie est consacrée a la présentation des résultats généraux importants qui sont
utilisés dans la preuve du théoréeme 3.

3.1.1 La méthode de Russell

On rappelle ici une méthode introduite par Russell [4] et qui est complétement décrite
dans [14] (section 9.2). L’idée est que 'observabilité de 1’état final d’un systéme parabolique
peut étre obtenue par observabilité d'un systéme hyperbolique associé au systéme parabo-
lique. Plus précisément, considérons un espace de Hilbert H et un opérateur auto-adjoint

A:D(A) c L*(0,1) — L*(0,1), strictement positif.

Nous supposons également que A™" est strictement positif et de plus compact. Considérons
également un espace de Hilbert U et Cj € L(D(A%), U) un opérateur. Considérons ainsi le
probléme d’observabilité suivant :

z=—Az,
y = Coz, (3.2)
2(0) = =z,
et
w = —Aw,
y = Cow, (3.3)

w(0) = wy, w(0) = w.

On désigne par (e’At)@O le semi-groupe généré par —A. On introduit une base ortho-
normé (¢, )nen+ dans H composée de vecteurs propres de A et de valeurs propres (o) pens-
On a alors ce résultat.
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Théoréme 13. Supposons que (3.3) soit exactement observable dans @(A%) x H au temps
T > 0 et que pour tout k € N*,
1
Y <o (34)

g,
neN* T

Alors, (3.2) est observable a l’état final dans H pour tout T > 0 :

T
I e T60 s KDF [ Coe6u I} dt. n € D(A) (3.5)

0

ol

K(T) = CeT. (3.6)

Cet théoréme est énoncé dans cette maniére dans [14| (théoréme 9.2.2).

3.1.2 La méthode du terme source

On rappelle ici une méthode introduite dans [3] et qui nous permet de traiter la contro-
labilité des systémes paraboliques non-linéaires. Dans ce qui suit, on considére le sous-
ensemble R avec T' > 0, des fonctions p satisfaisant les propriétés suivantes :

p:[0,T] — [0, +00)
est continue, décroissante, positive sur [0,7) et
p(T) = 0. (3.7)

Notons par Li([O,T] ,Y) l'espace L? & valeurs dans I'espace de Hilbert Y et de mesure
m_21 ou my désigne la mesure de Lebesgue sur [0,7]. Considérons les mémes hypothéses

précédentes : H un espace de Hilbert et un opérateur auto-adjoint
A:D(A) c L*0,1) — L*(0,1),

strictement positif tel que A™" est compact. On considére également un espace de Hilbert
1.7

Uet Be LU, D(Az)) un opérateur. Pour abréger la notation dans cette partie, nous

écrivons

!/

).

ol

Hi =D(A2) et H_1 =D(A

N

1
2
On considére aussi le probléme de controle suivant

2 =—-Az+ Bu+ f,
2(0) = 2.
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Théoréme 14. Supposons que pour tout T > 0, nous ayons l'inégalité d’observabilité

T
e o0 o< KTP [ I B o [ dis sye D). (39)
0

ot K : (0,400) — (0,+00) est continue et décroissante. Il existe py, p1 € Ry tels que
pour tout zy € H et f € L2([0,T] ,9{7%), il existe u € L*([0,T],U) tel que les solutions de
(3.8) satisfont

2

o010 +1 2 ”%%O([O,T},U) + || w ||%%0([O’T]’U)

2
| = HL,%O([O,T},SH%) ‘|“ PR

<C(lzo 3+ 1/ ||%,2,1([0,T],}C7%) )- (3.10)
En particulier (3.8) est contrélable a zéro au temps T > 0.

Démonstration. Soient les fonctions py et p; définies dans la relation suivante

polt) = pr (¢ = T) + T)K (g — (T — 1)), (3.11)
1 1
out € {T(l — —2),T] pour tout ¢ > 1 et py étendue sur {O,T(l — —2)] de sort que
q q
T
po € Rr. Fixons Ty, = T — —,V k € N. D’aprés la relation (3.11), nous avons la relation
q
suivante
T
po(Tiya) = po(T — F)
, T T
= p1(*(T - WJFT%LT)K((Q_ 1)(T—T+W))
T T T
=M (T - q_k)K(_qk—i—Z + qk—H)
T T T
= ,01(T— _k)K<_ ;) —T+T+ k+1)
q q q
T T T
=p (T — q—k)K(T — G (T — _qu))v
alors
po(Tir2) = pr(Tis1) K (Tez — Titr)- (3.12)

Nous définissons alors la suite suivante :
Ap+1 = Zl(T];H), VvV k 2 0
Qg = 20,

ou 27 est la solution du systéme

{ a=—Aatf (3.13)
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Alors en utilisant le lemme 2.5 (3], p.25), on a d’aprés la solution z; de (3.13)

1
[ H%O([Tk,TkﬂW{) + I =A22 ||%2([Tk7Tk+1]vj{)§ cllf ||%2([Tk,Tk+1]79f,%)’ V=0
alors

I 22 e 190 < C 1 Niaq oy V&2 0.

En particulier, d’aprés la relation axy; = 2z; on a
a5 C I f “%2([Tk,Tk+1],ﬂ-{7%)> VEZ=0. (3.14)

Enfin, on considére le systéme de controle

) — —Az + B
{ = %+ B, (3.15)

ZQ(T]:_) = Q.

D’aprés la relation (3.9) et la Proposition 1, il existe un controle u € L*([Ty, Tit1],U) tel
que

2(T) =0 et | w e m, 00 K (T — Ti) [ ax [l3, ¥ & > 0. (3.16)

Nous définissons alors z = 2; + 2 et en utilisant la relation de z; et de 2o & T~ et T,
vérifions que z est solution du systéme (3.8).
En effet, on a

2T7) = 2(T;) + (1) = a, et 2(T,7) = 21(T})) + 22(T})) = ay,
alors
2T ) =2(T ) =a, VE=1

donc z est continue a T V k£ > 0. De plus, on a

21+22:—AZ1+f—AZQ+BU
=—A(z1 +22) + Bu+ f
=—-Az+ Bu+ f.

Ainsi, on a le systéme

i=—Az+ Bu+f, t€ T} Til
Z(Tk) = Qyf, k = 0.

Donc z = z; + 23 est la solution du systéme (3.8).
De plus, d’aprés la relation (3.16) on a

I 12 ) < K2 (T2 = Tiegn) || argr I3, ¥ k> 0.
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Ainsi, en utilisant les relations (3.12) et (3.14) on obtient

2
2 Po(Lie+2) 2
K ||L2([Tk+17Tk+2]:U) = P%(Tk-s-l)c I/ ||L2([Tk7Tk+1]vg'C_%)’ V=0

| f ||%2([Tk,Tk+l]v%_%)

| u ’|%2([Tk+1,Tk+2],U)
P5(Tio+2) B p1(Tios1) 7
u |2 f 2
“ o|t |
PO L2([Ths 1 Tii2),U) P1 Lz([TmTkH]ﬂf,%)

alors )
(3.17)

u

PO L2([Ty 41, Ti42).U)
D’apreés les résultats classiques pour le systéme paraboliques on a pour tout k£ > 0

<C I £ Iy e

)+ I = ||%O([Tk+17Tk+2]:g{) +12 ||%2([Tk+17Tk+2]:g{_%)

2
H z ||L2([Tk+1,Tk+2Lf}f%

< C(|| apsr 13 + | w ||%2([Tk+1,Tk+2],U) + 1 f ||%2([Tk+1,:rk+2],g{_%) ) (3.18)

Ainsi, d’aprés les relations (3.14) et (3.16) on a

2 2 C 12
[ HL2([T;€+1,T,€+2},SJ-C%) + 1 2 ||CO([Tk+1,Tk+2],9-C) +1 2 |‘L2([Tk+1,Tk+2],9{7%)

< OO F e misnse ) FEHTera=Ter)C || f |’%2([Tk+1,Tk+2],9{7%) + [ f Hi2([Tk+1,Tk+2},ﬂ-{7%) )

2 2 2112
[ HL2([Tk+1,Tk+2},3{%) + 1 2 ||CO([Tk+1,Tk+2],9{) +1 2 |‘L2([Tk+1,Tk+2],9{7%)
2
Po(T12) 2
S p%(Tk_i_l)C H f HL2([TI€+17TI€+2L%7%)7
2

Y

LQ([Tk,TkH]ﬂ_%)

P1

I 2 ”%2([Tk+17Tk+2]aj{%) +1I = ”%’0([Tk+1,Tk+2}»9{) +12 H%Q([Tkﬂ,Tkumﬁ%)g pg<Tk+2)C‘

alors
2 2 : 112
H < HLQ([TkH:Tkv%L}C%) + H c HCO([Tk+17Tk+2]:g{) + H < HLQ([Tk+17Tk+2]:9{,%)
(3.19)

< po(Tes2)C || f ||%§1([Tk+1,Tk+2},U{_%) :

Puisque pg est décroissante, alors on a

2 2 . 2
z z <
Z | +| = SOHfH%?([T Thia),H_ 1)
Po L2([Trt1,Thr2] 3y ) PONICO ([T 41, Tir2)50) 11 PO L2 (D41, T2l 3 g) T
donc

e

2 = |3 7

2 2, s gy + ol P 1212, (i muatae_pS C 1 F 2 (e maatacy) -
(3.20)
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Une estimation similaire est valable pour tout (Ty,T}), donc on a

2

2 4 ) 2
|2 1o oriony) + Hp— 12 B oS C I I ooy

Co([0,T],5)

alors
2

112 2
o + | 2 HL%O([O,T],?{_%) + |l u HLgO([o,T],U)

12 1Ba oo +]
B e ((0,1,90

<C|f ||%%1([0,T],9{_%) +C |l 20 I3,
d’ou la relation (3.10) :

2
z

2 112 2
P + | 2 HLgO([o,T},U) + | u HLgO([o,T],U)

Co([0,T),H)

[ H%go([o,T},S{%) +

<C(lzo 3+ 11 f H%gl([o,T],ﬂt%) )-

3.1.3 La méthode des perturbations

Dans cette partie, nous rappelons certains résultats afin de déduire I'observabilité de

W = —Aw + AAZw,
y = Cow, (3.21)
w(0) = wp, w = wy,
et 'observabilité de
W= —Aw,
y = Cow, (3.22)
w(0) = wp, w(0) = wy.

considérons un espace de Hilbert H et un opérateur auto-adjoint
A:D(A) C L*0,1) — L*(0,1), strictement positif.

On suppose également que A™! est strictement positif et de plus compact. Nous définissons
la racine carré de A par Az, On considére également un espace de Hilbert U et By €
L(U, @(A%)/) un opérateur admissible. On désigne par o,,n € N*, les valeurs propres de
A. Elles sont réelles positives et on désigne par oy, la plus petite. On obtient le résultat
suivant.

Théoréme 15. ([2]) Supposons que le systéeme (3.22) soit observable et X < \/o1. Alors
le systeme (3.21) est observable ([2], proposition 3.1).
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3.2 Controélabilité

On utilise maintenant le résultat de la section précédente pour obtenir la controlabilité
a zéro de I’équation de K-S.

3.2.1 Cadre abstrait

Nous commengons par introduire des opérateurs afin de réécrire le systéme (3.1). On
défini
D(A) ={y € H'(0,1) :y =y, =0 dans {0,1}}, (3.23)

A:D (A) — L2(0, 1), Yr— —Yrzzx — )‘yxxa (324)

ol A est un opérateur auto-adjoint et —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
parabolique (e™*4),50. Dans ce qui suit, on considére g4 € p(A) tel que Ay := oy + A soit
positif et on fixe

H = D(AT), H™:=D(AT), (s>0) (3.25)

ot H{~* désigne le dual de H* par rapport a I’espace L?(0, 1). On peut considérer A comme
un opérateur défini par

A HH — HE (s €R).
En particulier
Ay HH — 3, (s €R),

est une transformation unitaire. Afin, d’obtenir une formulation faible du systéme (3.1) on
multiplie formellement la premiére équation de (3.1) par une fonction test ¢ € H* pour
tout (¢,x) € (0,7)x(0,1) :

Faisons une intégration par partie sur (0,7")x (0, 1),

T 1
0 0

d d

E@Q) =yq+yqy, = yqg= a(yq) — YGu,

alors

Ty T 1 T 1
/ / —(yq) dxdt—/ / Yaqr dxdt+)\/ / Yerq dxdt
o Jo dt o Jo o Jo
T T 1
+/ / Ypzazq dxdt + / / YY.q dzdt = 0,
o Jo o Jo
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/ / - (v9) d:cdt—/ /yqt dxdt—i—)\/ <[qu]é—/01quxdx>dt
+/O ([yxmq]o /Oyqumd:c)dtjt/ { } /—qxd:v 0,

T 1 d T 1 T 1
/ / E(yQ) dxdt _/ / yq; dxdt — /\/ / Yaols dxdt
0 0 0 0 0 0
T 1 T 1 y2
0 0 0 0 2

T 1 d T 1 T 1
/ / —(yq) dxdt — / / yq; dzdt + \ / / YQze dxdt
0 0 dt 0 0 0 0
T 1
0 0

Ty T 1 T 1 T
/ / —(yq) dxdt —/ / yq; dxdt + )\/ / Youle dxdt —i—/ (—u(t))qee(t,0)dt
o Jo di o Jo o Jo 0
T 1 Tl
—/ / YoweQe drdt — / / =—q, dxdt = 0,
o Jo o Jo 2

T 1 d 1 1 1 1 yQ
/ / —(yq) dv— / Yq da:ﬂ/ Yz dm—ﬂ(t)qm(t,OH/ (1L d:r—/ ¢, dz |dt =0,
0 0 dt 0 0 0 2

1 d 1 1 yQ
0 0

1 d 1
/ dt(yQ) dx +/ yAq dv — %qx dx — u(t)que(t,0) = 0,
0 0

donc
d 1 1 y
@i, v dx +/ yAq dx — g dr = u(t)qes (1, 0). (3.26)
0
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Afin d’écrire I'opérateur de controle correspondant, nous utilisons une approche classique
et définissons opérateur D : U = R — H' = H;(0,1) comme suite : Du = y est la
solution du systéme

y(0) =y(1) =0, (3.27)
Y2(0) = u, (1) =0.
Plus précisément, Du = y est I'unique élément de H' = H;(0, 1) tel que
(D, far g1 = u(A™ f)aa (0). (3.28)

Puisque A;(ﬂ{_l) = H* c H?*(0,1), Du est bien définie et D € L(U,H™'). On définit
alors 'opérateur B par
B:=AuD:R — H> (3.29)

Soit ¢ € H? et u € R, alors on a
(B, Q1508 = 12 0)
Enfin, on définit F : L*(0,1) — H 2 par

(FO)thne = — [ Bae o, (q€90) (3.30)

La fonction F' est bien définie puisque H'(0,1) € L>(0,1). D’aprés la définition si-dessus
nous écrivons la relation (3.26) sous la forme :

<yt7q> + <yA7Q> + <F<y>7Q> = <Bu7Q>7
(ye + yA+ F(y) — Bu,q) =0,

alors
ye+yA+ Fy) — Bu=0. (3.31)
Et si u € L*(0,T), nous considérons des solutions satisfaisant la régularité suivante
y € H'([0,T],H?)NL*([0, 7], 3" )NC([0,T],H ). (3.32)

Notons que si y satisfait la relation (3.32), alors
y € L*([0,T], L*(0,1)),
et en particulier F(y) € L*([0,T],H™?).
Théoréme 16. Supposons que X\ ¢ N. Pour tout yo € H ™', il existe u € L*(0,T) tel que

y(T) = 0. De plus, il existe un opérateur Ly € L(FH ' R) tel que u peut étre donné par
u=Lr(y). On a

| Ly || e < K(T'),

avec
K(T):=Cer,

ou M et T sont deux constantes positives.
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3.2.2 Preuve du théoréme 3

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 3. Nous rappelons l'opéra-
teur de rétroaction K satisfait a la relation (3.6), c’est-a-dire

K(T) = CeT.
On prend
L MT
€ (1,27), a> 4 3.33
1€ (1,2%), 0> g (3.33)
et
(t) = ewp(— ) (3:34)
1 T 1)z .
On définit pg comme suite
Q M
po(t) = exp(—q4<T_t)2 o t)), (t € [0, T]). (3.35)

En particulier, d’aprés (3.33), po est continue et décroissante et satisfait la relation (3.11).
Ainsi, nous avons

2
Po
P1

< C. (3.36)

Démonstration. En appliquant le Théoréme 14 et le Théoréme 16, on en déduit que pour
tout yo € H " et f € L2 ([0,T],H?), il existe u € L2 ([0,7],U) tel que la solution de

Yt + Yozaz + Moz = [, (t,2) € (0,7)%(0,1)
y(t,0) =0, y(t, 1) =0,

(3.37)
Ye(t,0) = u(t), y.(t,1) =0,
y<07 ZZ') = Z/O(@y
satisfait
y 2
2 2 2
|y ||L§0([0,T],9f1) +' P o015, + |l v ||L§O([0,T},J{*3) + | u ”L,%O([O,T},U)
<C(lyoll3er + 11 f ||%gl([o,ﬂ,w$) )- (3.38)

Considérons maintenant la fonction
. 2 -3 2 -3
Z f S Lpl([()?T] 73{ ) — _F(y) € Lpl([oaT] 75{ )
ou (y,u) est la solution de (3.37) et F' est définie par (3.30). On voit que Z est bien définie
et supposons qu’il existe R > 0 tel que

Z(B(0,R)) C B(0,R),
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ot B(0, R) est la boule fermée de L? ([0,T],H?) de rayon R > 0. En utilisant la relation
(3.30), on a

<ﬂwgwwzt/—%ﬂ—<ﬂ)wym2

—/0 dt(%)qu/o yg dz, (q € 3)
ou F(y) =y. Alors 1
(F) PWycsge == [ 97 do,
donc il existe C' > 0 telle que
I E W) lse=< C Ly lserl y llser.

Par conséquent, d’aprés (3.36) et (3.38) on a

| F(y) ”Lgo([O,T],J{ Cllyllsall yllosc

<
<C(llyo llscr + 1 f H%gl([o,ﬂ,ws) )-

Supposons que || yo [|5-1< R, et prenons || f H%,% (0,7],3-3) S R, alors
1 I Y
| F(y) HL,Q,O([O,T],}(—2)§ C(R*+ R*) =2CR*.

Supposons que

R= 1o (3.39)

alors on a
| F(y) |lsc>< C(R? + R*) = 2CR? < R.

On montre ensuite que Z est une contraction de B(0,1).
Soit fU, f® € B(0,1) et considérons les solutions et les controles suivants (yV, uM) et
(y@, u(Q)), et posons

F= fO O =y ) gy = () ),

Nous avons

2
Yy

2 2 2
o + [l v HL%O([O,T]J—C*% + || u HLgO([o,T],U)S cl|f HL%l([O,T]J{*?’) :

(3.40)

meme+‘
CO([O,T},U{_l)

D’aprés la relation (3.30), on a

(F), Fy)) = (FG™), Fy™))

(Fy™M) = F(y®), F(y) = F(y?))

1
(4 =y ) da

1

N

J
J

1
(y)? da —|—/ (y@)? da.
0
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Alors on a
I E@Y) = Fy@) llse-z <l FyD) llsez + | FP) [l

<C Ny lsall ™ llser +C 1 g™ llsall 5 Il
< (19 ool e + 192 o1 e+ )
<19 e + 1192 loo Yy e

Ainsi, en combinant (3.38) et (3.40) on obtient

I Fy™) = F(y®) Nz, (oo < 20R || f |z, om.90-3)
<2CR || y My —yPyP |1z qomyoes)

2 2
<20R || (y)" = (¥)" Iz, (om19c-3)
<2CR ||y +y® ||z o009 v =@ Iz 011.909)
<A4CR ||y = y® ||z (011309,

donc

I Fy™) = Fy™) ll2pe(o.1,902 < ACR? ||y — 5@ 22, (lo.17,9¢-2) -

Alors d’apres la relation (3.39) on a

1
I F(y™) = F(y) [l2p00,11.9¢-2) < 1 Iy = 4@ Iz, qo1.90-2),
d’ott Z est une contraction de B(0,1). O




Conclusion et perspectives

Aprés avoir défini quelques notions de bases et rappelé leurs propriétés, nous avons
étudié la controlabilité de K-S sur un intervalle borné. Tout d’abord, pour le cas linéaire
on a pu montrer que le systéme est controlable a zéro. Ceci est fait en utilisant ’analyse
spectrale et la méthode des moments. De plus, on a utilisé¢ une méthode d’algebre linéaire,
appelée condition de Kalman, pour montrer que le systéme linéaire autonome est contro-
lable. Ainsi, la méthode de placement de péle nous a permis de montrer que ce systéme est
stabilisable. Et dans le cas non-linéaire, nous avons montré que le systéme est contrélable
localement a zéro en utilisant quelques résultats généraux notamment la méthode de Rusell
et la méthode du terme source.

Bien que I’étude de cette équation ait été approfondie, il reste encore quelques perspectives
non résolues qui méritent davantage de recherches. Voici quelques-unes de ces perspectives :
Tout d’abord, il serait intéressant d’étudier la contrélabilité globale de I’équation de K-S en
utilisant des techniques différentes ou en combinant les approches existantes. Mais aussi,
il serait intéressant de faire ’étude dans le cas ot A € N. Ensuite, cette étude pourrait
inclure :

@ Extension a des dimensions supérieures : ’étude a été principalement axé sur I’équa-
tion de Kuramoto-Sivashinsky unidimensionnelle. Une perspective intéressante consisterait
a étendre cette étude a des dimensions supérieures, ce qui permettrait de modéliser des
phénomeénes plus complexes et réalistes, par exemple 'instabilité de flamme (modéliser les
instabilités de flamme dans les systémes de combustion).

@ Des fronts d’ondes : I’étude de la propagation des fronts d’ondes dans 1’équation de
Kuramoto-Sivashinsky est un domaine de recherche actif. Il reste encore a comprendre
comment les fronts se forment, se propagent et interagissent avec d’autres structures dans
le systéme.

@ Méthodes numériques : bien que de nombreuses avancées aient été réalisées dans la
résolution numérique de ’équation de Kuramoto-Sivashinsky, il existe encore des défis a
relever, notamment en ce qui concerne la stabilité, la précision et le cotit computationnel
des méthodes existantes.

@ Applications pratiques : I'’équation de Kuramoto-Sivashinsky est utilisée pour modé-
liser un large éventail de phénomeénes physiques et biologiques, tels que la combustion,
I’écoulement de fluides complexes et la croissance de cristaux. Il reste encore a explorer les
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implications et les applications pratiques de cette équation dans ces domaines.

En somme, I'équation de Kuramoto-Sivashinsky offre de nombreuses possibilités d’étude
et de recherche dans différents domaines de la physique et des mathématiques. Sa com-
plexité et sa richesse permettent de mieux comprendre les phénoménes dynamiques dans
des systémes variés.
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