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INTRODUCTION GENERALE

L’intersection entre le calcul stochastique et la finance représente une avancée décisive
dans la modélisation et la gestion des marchés financiers. Dans un environnement marqué
par l'incertitude et la volatilité, le calcul stochastique offre des outils mathématiques es-
sentiels pour décrypter les comportements aléatoires des variables financieres. Cette fusion
entre la théorie stochastique et la finance a engendré des perspectives inédites, révolutionnant
I’évaluation des instruments financiers complexes, la gestion des risques et la formulation de
stratégies d’investissement éclairées.

Le modele de Black-Scholes, développé par Fischer Black, Myron Scholes et Robert C. Mer-
ton dans les années 1970, est I'un des exemples les plus emblématiques de 'application du
calcul stochastique a la finance. Ce modele a révolutionné la fagon dont les options sont
évaluées et négociées sur les marchés financiers. Il propose une formule mathématique per-
mettant d’estimer la valeur d’une option en fonction de variables telles que le prix de I'actif
sous-jacent, le prix d’exercice, le temps restant jusqu’a ’expiration et la volatilité du mar-
ché. Le modele de Black-Scholes a permis aux investisseurs et aux institutions financieres de
mieux comprendre et évaluer les options, ce qui a eu un impact significatif sur les stratégies
de gestion des risques et d’investissement. En intégrant les concepts du calcul stochastique,
ce modele a montré comment ’analyse mathématique peut aider a décoder les mouvements
aléatoires des marchés, transformant ainsi la maniére dont les actifs financiers sont évalués.
Dans cette optique, notre étude se fixe pour objectif d’explorer de maniere approfondie I’ap-
plication du calcul stochastique & la finance, avec un accent particulier sur le modele de
Black-Scholes en tant qu’exemple emblématique. Pour ce faire, notre démarche sera rythmée
par plusieurs étapes cruciales, chacune contribuant a une compréhension approfondie de la
synergie entre les mathématiques et la finance.

Etape 1 : Ezploration du Calcul Stochastique Une compréhension solide du calcul
stochastique constituera le socle de notre analyse. En explorant les processus stochastiques et
les équations différentielles stochastiques, nous illustrerons concretement comment ces outils
mathématiques donnent forme aux mouvements aléatoires des marchés financiers.

Etape 2 : Présentation des Actifs Financiers Commencer par exposer les concepts
fondamentaux des actifs financiers, des options aux obligations, permettra de jeter les bases
nécessaires pour comprendre les défis financiers qui motivent ’application du calcul stochas-
tique.

Etape 3 : Etude du Modéle de Black and Scholes Le coeur de notre travail résidera
dans I’étude du modele de Black and Scholes. Ce modele, dont la pertinence révolutionnaire
dans I’évaluation des options est indéniable, sera exploré en profondeur, enrichissant ainsi
notre compréhension des outils disponibles.

Etape 4 : Simulations et Mise en Pratique Pour consolider notre compréhension, des
simulations concretes seront réalisées. En créant des scénarios stochastiques, nous évaluerons
le modele étudié et interpréterons les résultats obtenus, ancrant ainsi les concepts théoriques
dans un contexte financier réaliste.

Etape 5 : Conclusion et Perspectives La conclusion synthétisera les enseignements
clés de notre étude, mettant en lumiere les avantages et les limites de I'application du calcul
stochastique a la finance. Nous explorerons également les perspectives futures de ce domaine



en constante évolution, identifiant les défis et les opportunités pour les chercheurs et les
praticiens.

En somme, cette étude vise a éclairer de maniere exhaustive ’application du calcul stochas-
tique a la finance, en utilisant le modele de Black-Scholes comme pivot central. Chaque étape
de notre travail vise & offrir une vision approfondie de cette fusion entre les mathématiques
et les marchés financiers, ouvrant la voie a de nouvelles opportunités de compréhension et
d’innovation dans le domaine financier.
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CHAPITRE |

PROCESSUS ET MARTINGALES

Dans toute la suite on se place suer un espace de probabilité (€2, F,P)

I.1 Processus

Définition I.1.1. Processus [§]
Un processus (aléatoire) sur un espace de probabilité (Q, F,IP) est une famille (X;)icpm de
variables aléatoires a valeurs dans un espace E muni d’une tribu F.

Remarque 1.1.1.

La variable t représente le temps.

On peut voir un processus comme une fonction aléatoire : a chaque w dans §2 on associe une
fonction de [0,T] dans E, t — X(w), appelé trajectoire du processus.

Définition 1.1.2. Filtration [§]
Une filtration sur un espace de probabilité (2, F,P) est une famille croissante (Fi)co.1) de
sous-tribus de F.

La tribu F; représente l'information dont on dispose a I'instant ¢. On dit qu'un processus
(X¢)i>0 est adapté a (F;)i>o, si pour chaque ¢, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.1.3. [§/
Un processus (Xi)i>o est prévisible si Xy est Fo-mesurable et que pour tout t > 1 X, est
Fi_1-mesurable.

Définition 1.1.4. Un temps d’arrét [5]
Un temps d’arrét par rapport d une filtration (F;)i=o est une variable aléatoire T d valeurs
dans Ry U {400} telle que pour tout t >0, {T >t} € F; .

On associe a un temps d’arrét 7 une tribu que 'on note F, définie par :

F.={A € F|pour tout t > 0,AN{r <t} € F}.

Cette tribu représente les informations disponibles avant 'instant aléatoire 7.



Proposition I1.1.1. [j] .

— 51 .S est un temps d’arrét, S est Fs-mesurable.

— S S est un temps d’arrét fini presque sirement, et (Xi)i>o est un processus adapté
continu, alors X, est Fg-mesurable.

— 515 etT sont deux temps d’arrét tels que S < T presque stirement, alors Fs C Fy.

— Si S et T sont deux temps d’arrét, alors SNT = inf(S,T) est un temps d’arrét. En
particulier, si S est un temps d’arrét et t est un temps déterministe, S N'T est un
temps d’arrét.

1.2 Martingales

I.2.1 Temps discret

On considere un espace de probabilité fini (Q2, F,P), avec F = P(£2) et pour tout w € €,
P({w}) > 0, muni d’une filtration (F,)o<n<n-

Définition 1.2.1. Une suite adaptée (M,,),>0 de variables aléatoires réelles est une
— martingale si E(M,1 | F,) = M,, pour tout n < N —1;
— sur-martingale si E(M,11|F,) < M, pour toutn < N —1;
— sous-martingale si (M, 1| F,) > M, pour tout n < N — 1.

Proposition 1.2.1. [j]
Soit (My,)n>0 une martingale et (Hy),>0 une suite prévisible par rapport a la filtration
(Fn)n>o0. On pose AM,, = M, — M,,_1. La suite (X,)n>o définie par

Xo = HoM,

X, = HMy + H{AM,; + ---+ H,AM, pourn > 1,
est une martingale par rapport a la filtration (Fy,)n>o-

La suite (X,,) est parfois appelée la transformée de la martingale (M,) par la suite (H,).

Démonstration 1.2.1. Il est clair que (X,,) est une suite adaptée. De plus, pour n > 0, on
a

E(Xn+1 - Xy ’ "rn) = E<Hn+1<Mn+1 - Mn) ’Fn)
= H, 1 E(AM, 1| F,) (car Hyyq est F,-mesurable)
= 0.
D’ou
E(Xpi1 — Xn | Fn) =0,

ce qui prouve que (X,) est une martingale.

O



Théoréme 1.2.1. Théoréme d’arrét [5].

Si (My)i>o est une martingale continue par rapport a une filtration (Fi)i>o, €t si 7y et 7o sont
deuz temps d’arrét tels que 71 < 7o < K, K étant une constante réelle finie, alors M,,_,, est
intégrable et :

E(M., | Fr) =M, Pp.s.

1.2.2 Temps continu

Définition 1.2.2. Un processus stochastique da valeurs réelles est appelé martingale (resp.
sur-martingale, sous-martingale) si

1. M, est intégrable pour tout t > 0.
2. Pour tous 0 < s <t, E[M; | Fs] < M (resp. E[M;| Fs| > My, E[M,; | Fs] > Ms, p.s).

Proposition 1.2.2. Toute martingale M vérifie E[M,] = E[My], pour tout t > 0.
Démonstration 1.2.2. On a E[M,] = E[E[M, | Fo]] = E[M)], pour toutt > 0.

Proposition 1.2.3. Soit M une F-martingale de carré intégrable (c’est-a-dire E[| M;]?] < oo,
alors

EHMt - Ms|2 |]:8] = ]E[Mt2 - Ms2 |]:S]7
pour tout 0 < s < t.

Démonstration 1.2.3. :

E[|M; — M,[* | F] = E[|My|* | o] — 2E[M, M, | F] + E[|M,|* | F]
E[|]Wt|2 | ]:5] - QMSE[Mt | }_S] + |M5|2

E[[M]* — | M| 7).

On retrouve donc que |M|? est une F-sous-martingale.
on note M? I’ensemble des martingales réelles de carré intégrable, continues & droite, ayant
des limites a gauches (c.a.d.l.a.g.).
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I[.2.3 Inégalités de Doob

Théoréme 1.2.2. [Inégalité maximale de Doob] [6]
Soit X = (X¢)i>0 une sous, sur-martingale réelle continue. Alors, pour tout t,e >0 :

3
P (supm\ > ) < 3 apElX..
€ s<t

s<t

Théoréme 1.2.3. [Inégalité de moment de Doob] [6] Soit p > 1 et X = (X;)i>0 une
martingale réelle continue telle que X; € LP pour tout t > 0. Alors, pour toutt >0 :

E [Sup | X [P
s<t

< quHXt‘p]ﬂ
ot q est le nombre conjugué de p défini comme % + % =1.

Pour la démonstration de ces inégalités voir [6].
Une décomposition de Doob existe aussi.

Théoréme 1.2.4. [Doob-Meyer| [6]
Soit M = (M;)>0 une sous-martingale continue.

1. 1l existe une unique décomposition My = X; + A; pour tout t > 0, ot (X3)i>0 est une
martingale continue et (A¢)i>o est un processus croissant tel que Ay = 0.

2. Dans le cas particulier ou M est une martingale de carré intégrable, son crochet (M)
est 'unique processus continu, croissant et nul en 0, tel que (M7 — (M),),5, soit une
martingale.

On peut aussi définir la notion de crochet,

Définition 1.2.3. (Proposition)[0]

Soit M = (My)i>0 une sur-martingale ou sous-martingale de carré intégrable, c’est-a-dire
que M} est intégrable pour tout t > 0, et que M est continue. Il existe un processus continu,
croissant et nul en 0, noté (M) et appelé crochet de M, tel que lorsque n — oo, on a la
propriété de convergence dans L? suivante :

2"t 2
) My My

k=0

1.2.4 Le mouvement brownien

Définition 1.2.4. [2]
On appelle mouvement brownien un processus stochastique & valeurs réelles, (By)i>o0, qui
est un processus a accroissements indépendants et stationnaires, dont les trajectoires sont
continues. Ce qui signifie que :

— Continuité : P-p.s., la fonction s — By(w) est une fonction continue.

— Indépendance des accroissements : Si s < t, By — By est indépendant de la tribu
Fs =0(By,u < s).
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— Stationnarité des accroissements : St s < t, la loi de By — By est identique a celle de
B,_s — By.

Théoréme 1.2.5. [2/
Si (By)i>o est un mouvement brownien, alors B, — By est une variable aléatoire gaussienne
de moyenne rt et de variance o*t, o r et o étant des constantes réelles.

Remarque 1.2.1. Un mouvement brownien est dit standard si :
By=0 P-p.s.

E[B;] =0, E[B? =t.

Dans la suite, lorsque l’on parlera de mouvement brownien, sans autre précision, il s’agira
d’un mouvement brownien standard. Dans ce cas, la loi de B; prend la forme :

1 22 d
—e 2t dx,
V2rt

ot dx est la mesure de Lebesque sur R.

On peut démontrer une propriété précisant le caractere gaussien du mouvement brownien.
On vient de voir que pour tout ¢, X; est une variable aléatoire gaussienne. On a une propriété
plus forte :

Théoréme 1.2.6. Si (X;)i>o est un mouvement brownien, et si 0 < t; < ... < t,, alors
(X4, .-, Xy,) est un vecteur gaussien.

Démonstration 1.2.4. Soit 0 < t; < ... <t,, alors le vecteur aléatoire
(Xt17Xt2 - ti Yy th - thfl)

est composé de variables aléatoires gaussiennes (d’apres le théorémem et indépendantes
(par définition du mouvement brownien). Ce vecteur est donc un vecteur gaussien. Il en est
donc de méme pour (Xy,, ..., Xy,).

Définition 1.2.5. On appellera (F;)-mouvement brownien un processus stochastique d va-
leurs réelles et a trajectoires continues qui vérifie :

— Pour toutt > 0, B, est Fi-mesurable.

— Si s <t, By — By est indépendant de la tribu F;.

— Si s <t, laloi de By — By est identique a celle de By_s — By.

Définition 1.2.6. (Mouvement brownien issu de X,) [2]
Un mouvement brownien issu de X est un processus de la forme X; = Xo+ B; avec condition
initiale Xy indépendante du brownien B.

Définition 1.2.7. (Mouvement brownien avec dérive)[2]

Un mouvement brownien issu de Xy de dérive (ou tendance) b et de coefficient de diffusion
o est un processus de la forme Xy = Xo + 0By + bt avec condition initiale Xy indépendant
du brownien B.

12



Proposition 1.2.4. Si (B;)i~o est un (F;)-mouvement brownien standard, alors :
1. (By) est une (F;)-martingale.
2. (By —t) est une (F;)-martingale.
3. (exp(oB; — %2 )) est une (F;)-martingale.

Le crochet du mouvement brownien est donc l’'identité.

13



CHAPITRE ||

INTEGRALE STOCHASTIQUE ET CALCUL D’'ITO

II.1 Intégrale stochastique

On veut donner un sens a la variable aléatoire :

T
/ 0.dB..
0

Lorsque I'on integre une fonction g par rapport a une fonction f dérivable, si g est réguliere,
on définit son intégrale comme :

[ o)) = [ a(s'ts)ds

Si jamais f n’est pas dérivable mais simplement a variation bornée, on s’en sort encore en
définissant I'intégrale par :

T n—1
d = 1i t; t; — f(t;)).
| () df(s) = lim_ > 9(t)(J (t) = £(4)
L’intégrale ainsi définie s’appelle intégrale de Stieltjes. Dans notre cas, le mouvement brow-
nien n’est pas a variation bornée, donc on ne peut pas définir cette limite trajectoire
par trajectoire. Par contre, comme il est a variation quadratique finie, il est naturel de dé-
finir 'intégrale par rapport au mouvement brownien comme une limite dans L? (convergence

au sens de la norme || - ||2) de cette variable aléatoire :
T n—1
/0 93 dB, = nLl\Tm g eti(BtH»l - Btz)

Attention, la convergence est au sens de la convergence des variables aléatoires dans
L?(2). Pour cela, nous allons donc devoir imposer au processus 6 d’étre dans L?(Q, [0, 7).
On demandera également a 'intégrant 6 d’étre F-adapté afin que 6, soit indépendant de
By, — By,. En effet, dans les applications en finance, 0; représentera la quantité d’actif risqué
contenue dans notre portefeuille a 'instant ¢ et dB; la variation infinitésimale de cet actif
risqué. Il est donc naturel de vouloir imposer que 6 soit F-adapté.

14



Définition I1.1.1. Processus élémentaire [8]
Un processus (0;)o<i<T est appelé processus élémentaire s’il existe une subdivision 0 =ty <

t1 <...<t, =T et un processus discret (0;)o<i<n—1 avec 0; mesurable par rapport a F, et
dans L*(2) tel que :

n—1
et(w> = Z 9i<w)]l]ti7ti+1](t)'
i=0
On note £ ensemble des processus élémentaires, qui est un sous-espace de L%(€, [0, 7).

Définition I1.1.2. [§/

L’intégrale stochastique entre 0 et t < T d’un processus élémentaire 6 € & est la variable
aléatoire définie par :

t n—1
/0 0,dB, = 3" 0:(B,,,, — By,) + 0:(B, — By,) sur [ty trs],
k=0

soit

t n—1
A QS dBS - Z Q’L‘(Bt/\t“_l - Bt/\ti)'

=0

On associe donc a 0 € & le processus

t
( / 0, st> .
0 0<t<T

Propriété I1.1.1. Propriétés de l’intégrale Stochastique sur &.
Sur l’ensemble des processus élémentaires £, l'intégrale stochastique satisfait les propriétés :

1. 0, — fot 0, dB, est linéaire.

2. t— fg 0s dB; est continue presque surement.
t

3. (Jg 0 st)ogth

E[Jy 0.dB.] =0 et Var[f) 0.dB.] = E[ [} 6% ds|.

Propriété d’isométrie :

est un processus F-adapté.

S

E

(/0T93d33>2

6. De maniere plus générale, on a :

T
:E[/ Hfds].
0
t
E[ 6, dB,

+ 2
E [( 0, dBU>

7] o

IS] :E[(/j@ﬁ@) ‘}"]
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7. On a méme le résultat plus général :

o[ ( [ ) ([ i)

8. (fg 0 st)ogth est une F-martingale.

t 2 t
(/ 6, st) ~ [ezas,
0 0
10. Le crochet de l’intégrale stochastique est donnée par :

</0t05d35>:/0t9§ds.

11. Le crochet entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

t u tAu
</ esst,/ ¢sst> :/ 0,10, ds.
0 0 0

voir ([8]) pour la démonstration de ces propriétés.
Finalement, l'intégrale stochastique d’un élément de £ est une martingale continue de carré
intégrable. Nous noterons M?([0,T]) I'ensemble des martingales continues de carré inté-
grable :

]—“51 —E [( / 6 dv>

7.

9. Le processus

est une Fi-martingale.

M?([0,T)) := {M}"—martingales telles que E[M?] < oo pour tout t € [0, T]} :

Pour le moment, I'intégrale stochastique est une fonction de € x [0, 7] dans M?([0,T7).
On va maintenant, étendre la définition de 'intégrale stochastique a des processus adaptés
ayant un moment d’ordre 2, c’est-a-dire a :

L%(Q,[0,T]) = {(Qt)ogth processus cadlag F-adapté tels que 6 € L*(€2, [0, T])} .

Théoréme I1.1.1. I existe une unique application linéaire I de L(2, [0, T]) dans M?([0,T1])
qui coincide avec l'intégrale stochastique sur l’ensemble des processus élémentaires € et vérifie
la propriété d’isométrie :

E[1(0)2] = E [ / i ds]
pour tout t € [0,T].

Démonstration I1.1.1. .
Approzimation : Soit 0 un processus élément de L%(2,[0,T]). Puisque & est dense dans
L%(Q,[0,TY)), il existe une suite 6,, d’éléments de E telle que :

T 1/2
16 — 67|, = E l/ (es—eg)ms] 0.
0
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Conwvergence : La propriété d’isométrie entre 0 et t < T sur l’intégrale stochastique du
processus (0"P — ™) de € nous donne :

E l(/ot(egﬂo iy stﬂ _E [/Ot(egﬂo _ oy ds] <E V{)T(e’;*ﬁ _ oy ds]

ce qui s’écrit en termes de norme :

t t
H [ orraps - [ oraps
0 0

< 0" — 6"l
2

Comme 6™ converge dans L*(S2,[0,T)), elle est de Cauchy et donc [ 67 dBs est de Cau-
chy dans L*(Q2). Or L*(Q2) muni de || - ||o est un espace de Banach (donc complet), par
conséquent la suitef] 0" dBs converge dans L*(Q). En notant [y 0, dBs sa limite, on obtient

E [(/Otesst—/otegstﬂ :E{/Ot(es_ggyds}.

Unicité : Cette propriété implique que la limite ne dépend pas de la suite approximante
choisie, en effet, si on avait deux suites approrimantes 0,, et ¢,, la condition d’isométrie
donnerait :

t t t 1/2 ,
| [ nans — [ orans| k| [ (00— onydas| <o - onll, — 0.
0 0 2 0

Donc les deuz suites approzimantes donnent la méme limite dans L*(Q2) qui sont donc
égales p.s.

Convergence dans M?*([0,T)) : Le processus limite M est un élément de M?([0,T])
car chaque My s’écrit comme limite dans L*(Q) de M]* avec M"™ une suite de martingales
F-adaptées telles que E[|M|*] < oo pour tout t.

Linéarité et Isométrie : La linéarité est immédiate, reste a prouver la propriété d’iso-
métrie qui s’écrit en passant a la limite la propriété d’isométrie sur les éléments de & :

E [(/Otegstﬂ _E [/Ot(eg)ms] . [(/Otesstﬂ _E Uotegds].

Remarque I1.1.1. Sur L*(Q,[0,T)), lintégrale stochastique satisfait les mémes propriétés
que celles énoncées dans &.

O

11.2 Calcul d’Ito

Voici 'outil qui permet de calculer les intégrales stochastiques sans repasser par des suites
approximantes.Commencons par préciser la définition de la classe de processus pour laquelle
on peut énoncer la formule d’It6.
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11.2.1 Processus d’'Ito

Définition I1.2.1. [9]
Un processus d’Ito est un processus de la forme

t t
Xt:Xo+/ ¢Sds+/ 0, dB,, (IL.1)
0 0

avec Xy mesurable par rapport a Fo, ¢ et 0 deux processus F-adaptés vérifiant les conditions
d’intégrabilité :
T T
/ 0, ds < 0o p.s. et / |ps| ds < 0o p.s.
0 0

On note de maniére infinitésimale :
dXt = (bt dt + et dBt

L’étude que nous avons menée jusqu’a présent nécessitait des conditions d’intégrabilité
plus fortes sur les processus 6 et ¢. Afin de pouvoir présenter ici la démonstration de certains
résultats de cette partie, nous aurons besoin d’imposer les conditions d’intégrabilité (CI)

suivantes : .
E [ / 10,2 ds
0

Proposition 11.2.1. Si M est une martingale continue qui s’écrit sous la forme M; =
Is ¢sds avec ¢ € L*(Q,[0,T)), alors P-p.s.

< 0Q.

T
< oo et El/ |ps|? ds
0

M, =0 pour tout t € [0,T].

Ceci entraine que :
- La décomposition d’un processus d’Ité est unique. Ce qui signifie que si, pour tout t,

t t , t t
X =Xo+ [ ouds+ [ 0.aB,=X;+ [ .ds+ [ 6,aB,
0 0 0 0

Alors, Xog = X(/) dP p.s. 05 = 9; ds x dP p.p. ¢ps = gb; ds x dP p.p.
- 81 (Xi)tepo,m est une martingale de la forme Xo + I3 dsds+ [30,dBs, alors ¢; = 0 dt x dP
pb.p.

Proposition I1.2.2. Le crochet d’un processus d’It6 X donné par (II.1) vaut :

X>t:</0t93dBS> :/Otegds.

Proposition I1.2.3. Le crochet entre deux processus d’Ito X, et Xy donnés par :
dX! = ¢.dt + 0! dB,
vaut :

(X1, X?), /9 62 ds.
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Démonstration I1.2.1.
Par définition, le crochet est donné par :

(X0, %) 1= 5 (X4 X%) — (X') - (x%)

_1 (/ (e;+e§)2ds—/Ot(eg)st—/ot(eg)st)

2
/99%

11.2.2 Formule d’ItO

Définition I1.2.2. La notion d’intégrale stochastique par rapport a un processus d’Ito se
définit de la maniére naturelle suivante. Pour 6 élément de L*(,[0,T]), satisfaisant de
bonnes conditions d’intégrabilité, on définit :

t t t
/ Ps dXs = / Ps des st + / Ps gbs ds.
0 0 0

La formule d’Ito se généralise aux processus d’Ito.

Théoréme I1.2.1. Soit f une fonction C?, on a alors :

FX) = f(Xo)+ [ f(X)dXo+ < [ f1(X)d{X),
° / / (11.2)
X0+/f ¢sds+/f 0dB+2/f 2) 6% ds.
La notation infinitésimale de cette relation est donc :
G(X) = F (X)X, + S (X) (X, (1.3

Démonstration 11.2.2.
La démonstration revient da faire un développement de Taylor :

n n

FOG) = F(Xo) = 32 (X)X = X))+ 5 D0 1 (X)X, = X, )2

i=1 =1

Le premier terme Ua converger vers lintégrale stochastique [ f(X,)dX, et le deuzicme
terme vers le terme 3 [ f'(X,) d(X)s par définition du crochet.
Notons que grice a lextenszon de Vintégrale stochastique d L% ,,.(Q,[0,T]), Uintégrale sto-

chastique fo f (Xs) 05 dBy est bien définie puisque par continuité de X et de f', le processus
f(X) 8 est bien dans L% 1,.(2,[0,T7).
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La formule d’It6 sous toutes ses formes :

1. Pour le mouvement brownien avec f € C*(R) :

FB) = fBo) + [ fByaB o+ [ 1B,

2. Pour un processus d’'Ité avec f € C*(R) :

FO6) = F00) + [ £ (X)X 45 [ () dx),

3. Pour un processus d’Itd avec f € C12([0,T] x R) fonction du temps et de 1'espace :
t 32]0

f(t,Xt):f(0X0+/ (5, X,) d+/a (s, X,) dX, +2 oy, X,) d(X)s.

4. Pour un processus d’Itd6 multidimensionnel avec f € C12(|0, T] X Rd) :

180 = 1050+ 33 [ G axi) + 5325 [ (K )

11—1

Pour démontrer ces formules de plus en plus générales, la méthode est toujours la méme : faire
un développement de Taylor et ne pas négliger les termes provenant de la dérivée seconde
par rapport au mouvement brownien ou au processus d’Ito dans le développement de Taylor
car dB; se comporte comme dt et dX; se comporte comme v/dt. Une des conséquence de la
formule d’It6 est la formule d’intégration par parties stochastique.

Propriété 11.2.1. Formule d’intégration par partie Soient X et Y deux processus
d’Ito, on a :

t t t
XY, = XoYo + [ XodY,+ [ VodX,+ [ a(x.¥),.
0 0 0
Soit en notation infinitésimale :
Démonstration 11.2.3. En appliquant la formule d’It6 a X? et a Y;?, on obtient :
2 2
Et en Uappliquant o (X +Y)?%, on obtient :
2
AX +Y)] =2(X, + V) d(X, +Y,) + 5 d(X +Y),
On obtient donc :
1
d(XY): = 5 (d(X +Y)} — dX} — dY?)
1
= X, dY; + Yy dX; + o (d(X +Y); = d(X), — d(V),)
= X;dY, + Y, dX, +d(X,Y),. O
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11.2.3 Exemple d’utilisation de la formule d’Ito

1
Montrons que : [j B,dB, # §Bt2
Si f(z) = 2% et X; = By, on a ¢s = 0 et , = 1, donc en appliquant la formule d’'Tt6 & B2

¢ 1 gt
33:2/ BSdBS+f/2ds.
0 2 Jo

On obtient )

t
S (B = 1) = / B.dB, + B?.
0

Comme E ( [y B2 ds) < 400, on retrouve le fait que W32 — t est une martingale.
Théoréme I1.2.2. Soit o, u deux nombres réels, (Bi)i>0 un mouvement brownien et T un

réel strictement positif. Pour tout réel xo, il existe un processus d’Ité unique (Sy)o<i<T qui
vérifie, pour tout t < T,

t
Si=w+ [ Si(uds+odB,). (I1.4)
0
Ce processus est donné par :
o2
Sy = xoexp((p — E)t + 0 By). (I1.5)

Démonstration I1.2.4. On a la réécriture de sous la forme
dSt = St(ILL dt + O'dBt), SO = X9-. (116)

Cela signifie que 'on cherche un processus adapté (Si)iso tel que les intégrales f(f Ssds et
f(f SsdB; aient un sens, et qui vérifie, pour chaque t,

t t
S =95 —I—/ S ds —I—/ 0SsdBs, Pp.s.
0 0

Faisons tout d’abord un calcul formel. Posons y, = log(S;) ot S; est une solution de
l’équation .Sy est un processus d’Ité avec ¢y = puSs et 0, = 0Ss. Appliquons la formule
d’Ité a f(x) =log(x). On obtient, en supposant que Sy est positif :

B tdS, 1 =1\ 4.
log(.Sy) = log(Sy) +/O S + 2/0 (SE) oS ds
soit en utilisant

t t
Vi=Yo+ [(u—0*/2)ds+ [ odB,,
0 0

puis
Y; = log(S;) = log(So) + (u — 0 /2)t + o B;.
On a ainsi montré que, si (S, t > 0) est un processus strictement positif vérifiant , on

a bien
o2
Sy = xgexp <<,u - 2) t+aBt> )
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Vérifions maintenant que ce processus est bien solution. On a Sy = f(t, B;), ou

ey =sosn ( (- 2)5).

La formule d’Ité donne

St = f(t7 Bt)
- f(o,WO)+/0t f;(s,Bs)ds+/()t (s, By) st+;/ot £ (s, B,) d(B, B),.

Mais comme d{B, B); =t on peut écrire
2

o t 1/t
)ds +/ SsodBg + 7/ S,o? ds,
0 2 Jo

t
&:%+/&@—
0 2

et finalement
¢ ¢
S, = Xo+/ Ssﬂds+/ S, dB,.
0 0
Montrons maintenant Uunicité d’une solution de l’équation ((I1.4])). Notons que

o2
Sy = xgexp <(,u — ?)t + aBt>

est une solution de ((IL.4])), et supposons que (Xi)i>o en soit une autre. On va chercher d
exprimer la différentielle stochastique de X.S; . Posons

S o?
Zy = gi exp ((—u + ?)t - aBt> )

!/

W =—p+o?eto =—o. Alors, Z, = exp ((u' — %ﬂ)t + O'/Bt) et le calcul fait précédemment
prouve que

t t
Zy =1 +/ Zs(1ds+0'dBs) =1 —I—/ Zy((—p + 0% ds — 0 dB,).
0 0

On peut alors exprimer la différentielle de X, Z; grace a la formule d’intégration par parties
pour les processus d’Ito :
d(Xt, Zt) - XtdZt —|— thXt + <X, Z>t
ict on a .
(X, 7 = / X,0dB,, — / Z.0dB,); = — / 02X, Z,ds.

0 0 0

On en déduit que
d(Xt, Zt> = XtZt((—/,l/ + UZ)dt - O'dBt) + XtZt(/,l/ dt + O'dBt) - XtZtO'Q dt = 0.

X Z; est donc égal a XoZy, ce qui entraine que

Vt > 0,Pp.s. X, =207, ' =S,
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I1.3 Changement de probabilité, Théoreme de repré-
sentation des martingales

I1.3.1 Probabilités équivalentes

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Une mesure de probabilité Q sur (2, F) est dite
absolument continue par rapport a IP si, pour tout A € F, P(A) =0 = Q(A) = 0.

Théoréme 11.3.1. [5/
Une mesure de probabilité Q est absolument continue par rapport a P si, et seulement si, il
existe une variable aléatoire positive Z sur (Q, F) telle que,

VAe F, Q(A)= /A Z(w)dP(w).

. . . ’ oy s \ z d(@
La variable aléatoire Z est appelée densité de Q par rapport a P et est notée .

Les probabilités P et Q sont dites équivalentes si chacune d’elles est absolument continue
par rapport a 'autre. Noter que si Q est absolument continue par rapport a P, de densité
Z, alors P et Q sont équivalentes si et seulement si P(Z > 0) = 1.

I1.3.2 Théoréme de Girsanov

Soit (Q, F, (Fi)o<t<T, P) un espace de probabilité filtré, dont la filtration est la filtration
naturelle d’'un mouvement brownien standard (B;)o<i<r indexé par l'intervalle de temps
[0, 7. Le résultat suivant est connu sous le nom de Théoréme de Girsanov.

Théoréme I1.3.2. [] Soit (6;)o<i<r un processus adapté vérifiant [; 62 dt < oo p.s et tel
que le processus (Li)o<i<r défini par

t 1 ot
L, = exp <—/ 0,8, — 5 [ egds)
0 2 Jo
soit une martingale.

Alors, sous la probabilité P1H) de densité Ly par rapport a P, le processus (Wy)o<i<r défini
par
W, = B, + f(f 0sds est un (F;)-mouvement brownien standard.

Remarque I1.3.1. Une condition suffisante pour que (Li)o<i<r soit une martingale est que

lon ait
1 /T
E [exp (/ 0? dt)
2 Jo

Cette condition est connue sous le nom de critére de Novikov.(cf Karatzas et Shreve (1988)

)

< oQ.
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I1.3.3 Théoreme de représentation des martingales browniennes

Soit(By)o<t<r un mouvement brownien standard, défini sur un espace de probabilité
(Q, F,P) et soit (F;)o<i<r sa filtration naturelle. Rappelons que si (Hy)o<i<r est un pro-
cessus adapté tel que E ( fOT H? dt) < 00, le processus ( fot HdBy) est une martingale de carré
intégrable nulle en 0. Le théoreme suivant montre que toutes les martingales browniennes
peuvent se représenter a ’aide d’une intégrale stochastique.

Théoréme 11.3.3. [J]
Soit (My)o<t<r une martingale de carré intégrable, par rapport d la filtration brownienne

(Fi)o<t<r. Il existe un processus adapté (Hy)o<i<r tel que E (fOT H? ds) < 400 et

t
Vi e [0,T] M, = M, +/ H,dB,, p.s. (IL.7)
0

Il résulte du théoreme que si U est une variable aléatoire Fpr-mesurable, de carré inté-
grable, on peut écrire

T
U:E(U)+/ H.dB,, p.s.
0

ou (Hy) est un processus adapté tel que E ( fOT H? dt) < +oo. 11 suffit, pour montrer cela,
de considérer la martingale M; = E(U | ;). On démontre aussi (cf., par exemple, Karatzas
et Shreve (1988)) que si M est une martingale (non nécessairement de carré intégrable), il
existe une représentation de la forme , mais avec un processus H vérifiant seulement
J& H2dt < 00, p.s.
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CHAPITRE |1

EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

Une équation différentielle stochastique est donnée par :

{dXt = b(t,X;)dt +o(t, X;) dW,, (I11.1)

X() = xI.

avec b et o des applications boréliennes de R x [0, 7] dans R.

Ces équations permettent de construire la plupart des modeles d’actifs utiles en finances,
aussi bien lorsque 'on cherche a modéliser des actifs que des taux d’intérét. Nous allons
étudier quelques propriétés des solutions de ces équations.

Définition I11.0.1. [2/
On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration (F;)i>o. On considére
deuzx fonctions b : QX R — R et o : QxR — R, Z une variable aléatoire Fy-mesurable
et (Wi)i>0 un Fi-mouvement brownien. Une solution d l’équation est un processus
stochastique (X;)i>o continu et Fy-adapté, qui vérifie :
— Pour tout t > 0, les intégrales [{ b(s, X,)ds et [} o(s, X,)dW, ont un sens, c’est-d-
dire :
Jo|b(s, Xo)|ds < 400 et [i |o(s, X,)|>ds < +oo presque sirement sous P.

— (Xy)e=0 vérifie (III.1), c’est-a-dire :
¢ ¢
Vi>0 Pps Xi= Z+/ b(s, Xs) ds+/ o(s, Xs) dWs.
0 0

Remarque I11.0.1. On ré-écrit formellement ’équation (II1.1) sous la forme

dXt = b(t, Xt) dt + U(t, Xt) th,
XO = Z

Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes sur b et o pour avoir un résultat
d’existence et d’unicité pour l'équation (I11.1)).
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Théoréeme II1.0.1. Si b et o sont des fonctions continues telles qu’il existe K < 400 avec
les propriétés suivantes :

Lob(t, ) = b(t,y)[ + [o(t, ) — o(t, y)| < K|z —y|
2. 1b(t, 2)| + |o(t, 2)| < K(1+ |2])
3. E(Z?) < +oo

Alors, pour tout T > 0, Uéquation ([II.1) admet une solution unique dans l’intervalle
[0, T]. De plus, cette solution (Xs)o<s<r vérifie

E ( sup \XS|2> < +o00.

0<s<T

L’unicité signifie que si (Xi)o<i<r €t (Yi)o<t<r sont deuzx solutions de l’équation (I11.1),
alors P-presque strement, pour tout 0 <t < T, X, =Y,.

La démonstration de ce théoreme utilise, comme toujours pour démontrer I'existence et
I'unicité de solutions d’équations différentielles, le théoreme du point fixe.
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CHAPITRE |V

PRESENTATIONS DES ACTIFS FINANCIERS

Le monde de la finance est un paysage dynamique et complexe ou des milliards de dollars
sont échangés chaque jour. Au coeur de cette activité financiere effervescente se trouvent une
multitude d’actifs financiers. Les actifs financiers, en général, sont des instruments qui
ont une valeur monétaire et peuvent étre négociés sur les marchés. Ils englobent une gamme
diversifiée d’entités, notamment des actions, obligations, devises et des produits déri-
vés. Parmi ces produits dérivés, les options se distinguent comme ’'un des exemples les plus
remarquables et puissants de la pertinence des méthodes de calcul stochastique en finance.
Dans le cadre de cette étude nous nous limiterons aux options.

Notation Dans ce chapitre, nous utiliserons toujours ¢ pour désigner le temps, et le temps
est dans le cas continu puisque les modeles étudiés sont continus.

IV.1 Option

Définition IV.1.1. [5/

Une option est un contrat financier qui confére a son détenteur le droit, mais non l’obligation,
d’acheter (option d’achat, également appelée "call") ou de vendre (option de vente, également
appelée "put") un actif sous-jacent a un priz prédéterminé, appelé priz d’exercice, a une date
future spécifiée, connue sous le nom de date d’expiration(ou échéance).

Description d’une Option

La description précise d’une option se fait a partir des éléments suivants :

e L’actif Sous-Jacent : C’est I'actif auquel 'option est liée. Il peut s’agir d’actions,
de devises, de matieres premieres ou d’autres instruments financiers.

e Le Prix d’exercice (ou Strike) : C’est le prix auquel I'actif sous-jacent peut étre
acheté (dans le cas d’une option d’achat) ou vendu (dans le cas d’une option de vente)
a la date d’expiration.

e La Date d’expiration : C’est la date & laquelle Poption expire. A partir de cette
date, 'option perd sa validité.
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e Le Prix de l'option (ou Prime) : C’est le cott initial que 'acheteur de I'option
paie au vendeur. Il est souvent exprimé en termes de pourcentage par rapport au prix
de l'actif sous-jacent.

Ces éléments constituent les caractéristiques fondamentales d’'une option et déterminent
son fonctionnement et sa valeur sur les marchés financiers.

Types d’options

Il existe plusieurs types d’options, chacun avec ses propres caractéristiques et utilisations :

e Options Européennes : Les options qui ne peuvent étre exercées qu’a la date
d’expiration.

e Options Américaines : Les options qui peuvent étre exercées a tout moment entre
la date d’achat et la date d’expiration.

e Options de Style Asiatique : Dans le cas des options de style asiatique, le paiement
dépend du prix moyen de I'actif sous-jacent sur une période donnée plutot que du prix
a un moment précis. Cela peut réduire la volatilité par rapport aux options de style
européen ou ameéricain.

e Options Exotiques : Les options exotiques sont des contrats plus complexes et
personnalisés que les options standard. Elles peuvent avoir des caractéristiques spé-
ciales, telles que des dates d’exercice flexibles ou des mécanismes de paiement non
conventionnels.

e Options Binaires : Les options binaires sont des contrats ou le paiement dépend de
savoir si I'actif sous-jacent atteint ou dépasse un certain seuil a la date d’expiration.
Elles sont souvent utilisées pour les paris sur les marchés financiers.

Dans le cadre de cette étude, nous nous limiterons aux options de type européen et américain.

Exemple 1. Dans le cas d’un call européen d’échéance T', sur une action dont le cours a
l'instant t est Sy, de prixz d’exercice K.

Le détenteur de l'option gagne d l'instant T (St — K). En effet, il gagne St — K par action
en exercant son option si Sy > K (en achetant au priz K et en revendant au priz du marché
St).

Et il ne gagne ni ne perd rien en n’exercant pas son option si Sy < K.

Par un raisonnement analogue, dans le cas d’un put, le gain du détenteur de [’option a
Vinstant T est (K — St)4. Le gain du détenteur (donc de l'acheteur) de l'option est la perte
du vendeur de ['option. La prime est censée compenser cette perte.

IV.2 Arbitrage

De maniere générale, la notion d’opportunité d’arbitrage fait référence a une situation ou

un individu rationnel a la possibilité de prendre une décision qui lui permet de tirer profit
de maniere certaine de ’avenir.
Une des hypotheses que I'on est amené a faire dans 1’étude mathématique des options est
I’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA), c’est-a-dire 'impossibilité de gagner de
I’argent sans risque. Cette hypothese entraine une relation dite de parité entre call et
put européens :
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Proposition IV.2.1. 57 le modéle ne présente pas d’opportunité d’arbitrage, alors les priz
Cy et P, a l'instant t d’une option d’achat et d’une option de vente d’échéance T et de prix
d’exercice K vérifient la relation

Ct - .Pt = St - KQ_T(T_t); (IVl)
ou r est le taux d’intérét du compte rémunéré.

Démonstration IV.2.1. :
Supposons la relation de parité non satisfaite, c’est-a-dire, supposons qu’a l'instant t on ait

par exemple :
Ct — Pt > St — Keir(T*t);

(un raisonnement analogue peut étre fait dans le cas <). On va montrer qu’il existe alors
une opportunité d’arbitrage. A linstant t, on achéte une action (ou obligation, ou ... ) et
un put, et on vend un call. Cette opération dégage un profit net égal a :

Xt:Ct_Pt_St

St Xy > 0, on place X; aux tauz v jusqu’d la date T ; sinon, on emprunte —X; au méme
tauzx jusqu’a la date T

A la date T, deux cas peuvent se présenter :
1. S > K : le call est alors exercé (et on n'exerce pas le put) : on encaisse K, et on solde
le prét (ou l’emprunt), donc on se retrouve avec une richesse égale a :

K4 eT=9(C, — P, —8) >0

2. S < K : on exerce le put (le call n’est pas exercé), et on solde comme ci-dessus, donc on
se retrouve avec la méme richesse que ci-dessus.

Dans les deux cas, on réalise a l'instant T un gain supérieur a 0, avec une mise de fonds nulle
a linstant t : ¢’est un exemple d’arbitrage. 0

IV.3 Stratégie d’investissement et portefeuille

IV.3.1 Actifs financiers

Un modele de marché financier est construit sur un espace probabilisé fini (€2, F, P), muni
d’une filtration, c’est-a-dire d’une suite croissante de sous-tribus de F : Fo, Fi,...,Fr. La
tribu F; représente 'information disponible a l'instant ¢ et est appelée tribu des événements
antérieurs a l’instant t. L’horizon T sera le plus souvent, dans la pratique, la date d’échéance
des options.

Le marché est constitué de (2) actifs financiers, dont les prix a l'instant ¢ sont donnés
par des variables aléatoires S?, S; & valeurs strictement positives, mesurables par rapport a
la tribu F; (les investisseurs ont connaissance des cours actuels et passés, mais pas des cours
futurs).

Le vecteur A; = (S?, S;),est le vecteur des prix a l'instant ¢.
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L’actif numéroté 0 est l’actif sans risque et on pose, par convention, S§ = 1 de sorte que
SY = e, pour t > 0.

Le coefficient (3, =0 apparait comme le coefficient d’actualisation : c¢’est la somme d’argent
qui, investie a l’instrimt 0 dans 'actif sans risque, permet de disposer de 1 euro a l'instant ¢
(si on compte les prix en euros).

L’actif S; est appelé actif risqué.

IV.3.2 Stratégie

Une stratégie d’investissement est définie par un processus aléatoire ¢ = (¢;)o<i<r =
(09, 1), a valeurs dans R?, adapté a la filtration (F;) du mouvement brownien, les compo-
santes ¢? et o; de ¢; représentant respectivement les quantités d’actif sans risque et d’actif
risqué détenues en portefeuille a la date ¢.

La valeur du portefeuille & I'instant ¢ est donnée par le produit scalaire

Vi(g) = ¢ - Ar = @)S) + @1Sh.

Sa valeur actualisée est : ) )
Vi(o) = Bi(oy - Ay) = 902 + 1Sy

ou f; = s%? et Sy = [:S; est le prix actualisé de actifs risqué.

Définition IV.3.1. [3/
Une stratégie de portefeuille V; est dit autofinancée si

En utilisant le calcul d’It6, nous vérifions que

AV, = pPdS) + ¢, dS, + S)dp) + Sidpy + d(¢°, S°), + d{p, S)¢

puisque dV; = pYdS? + p;dS; est la condition d’auto financement, on dira aussi qu'une
stratégie est autofinancée si

Stodgpg + d<9005 S>t + Stdgot + d<907 S>t =0.

Pour que I’égalité ait un sens, on impose la condition fOT | @) | dt < +o00 p.s. et
fOT 2 < +00 p.s. 'égalité s’'interprete de la fagon suivante :

— dV;(¢) représente la variation infinitésimale de la valeur du portefeuille ¢ & la date ¢,
c’est-a-dire le changement instantané de la valeur du portefeuille.

— ¢%dSY représente la variation infinitésimale de la valeur de I'actif sans risque (S)
pondérée par la quantité d’actif sans risque détenue dans le portefeuille (¢Y), indiquant
ainsi comment la détention d’actif sans risque affecte la valeur du portefeuille.

— dS; représente la variation infinitésimale de la valeur de I'actif risqué (.S;) pondérée
par la quantité d’actif risqué détenue dans le portefeuille (¢;), indiquant ainsi comment
la détention d’actif risqué affecte la valeur du portefeuille.
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Ensemble, cette équation reflete la facon dont la valeur du portefeuille évolue au fil du
temps en réponse aux variations des actifs sans risque et risqués. Une stratégie est dite
autofinancée lorsque cette équation est vérifiée, ce qui signifie que la variation de la valeur
du portefeuille est entierement expliquée par les variations des actifs qui le composent, sans
nécessiter d’injection ou de retrait de capital supplémentaire. Cela permet de comprendre
comment une stratégie peut étre construite pour maintenir son équilibre financier sans avoir
besoin de capitaux externes.

Définition IV.3.2. Une stratégie auto-financée est définie par un couple (p?)o<i<1 et (¢t)o<t<T
de processus adaptés vérifiant :

T T
1./0 | o | dt+/0 Qidt < +oop.s.

t t
2.098;0 + ;S = Sy + voSo + / ©2dS? + / ©udSyp.spourtoutt € [0,T]
0 0

Proposition IV.3.1. Soit ¢ = (¢?, ¢¢)o<t<T un processus adapté a valeurs dans R?, vérifiant
JE | HY | dt+ [ H2dt < +oo p.s. On pose Vi(¢) = HYS?+ H,S, et Vi(¢) = e "Vi(¢). Alors,
¢ définit une stratégie auto-financée si et seulement si

Ui(6) = Vo(o) + [ @udSups. (1V.3)

Démonstration IV.3.1. :
Supposons la stratégie ¢ est auto-financée. De l’égalité

dVy(¢) = —rVi(@)dt + e " dVi(9),

qui ésulte de la différenciation du produit des processus (e=™) et (Vi(¢)) (noter que le terme

de crochet d(e™",V (¢)): est nul), on déduit
dVi(¢) = —re " (@fe” + @Syt + e ppd(e") + e pidS,

= QDt(—T'e_rtStdt + e—’r‘tdst)
= Sptdgt

D’ou [’égalité . La démonstration de la réciproque repose sur un raisonnement simi-
laire. [l

Définition IV.3.3. [3/
Une stratégie ¢ est dite admissible si elle est auto-financée et si Vi(¢) > 0 pour tout t €
{0,1,...,T}.i. e, si l'agent qui utilise cette stratégie reste solvable a chaque instant.

Définition IV.3.4. [5]
Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible de valeur initiale nulle Vo(p) = 0 et de

valeur finale non nulle Vi(¢) # 0, ou équivalemment Vo(¢) = 0 et Vp(¢) # 0.
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IV.4 Marchés viables et complets

IV.4.1 Marchés viables

Définition IV.4.1. [5]
On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage.

Le théoreme suivant est appelé en anglais Fundamental Theorem of Asset Pricing

Théoréme 1V.4.1. [5/
Le marché est viable si, et seulement si, il existe une probabilité P* équivalentel a P sous
laquelle les priz actualisés des actifs sont des martingales.

IV.4.2 Marchés complets

Nous définirons une option européenne d’échéance T' par la donnée d'une variable aléa-
toire
h > 0, Fr-mesurable, représentant le profit que permet ’exercice de I'option.
Ainsi, pour une option d’achat ou call sur une unité d’actif au prix d’exercice K, on a
h = (St — K),, et, pour une option de vente ou put sur le méme actif sous-jacent, avec le
méme prix d’exercice K, h = (K — S}) ..
Dans ces deux exemples (les plus importants dans la pratique), la variable aléatoire h est
une fonction de S seulement.

Définition IV.4.2. [5]
On dit que l'option européenne d’échéance T', définie par la variable aléatoire h, est simulable

(ou atteignable) s’il existe une stratégie admissible ¢ dont la valeur a instant T est égale d
h.

Remarque 1V.4.1. Dans un marché viable, pour que l’option h soit simulable, il suffit qu’il
existe une stratégie auto-financée ¢ de valeur égale a h a ['instant T.

En effet,

st ¢ est une stratégie auto-financée et si P* est une probabilité équivalente a P sous laquelle
les priz actualisés sont des martingales, alors, sous P*, (Vi(¢)) est une martingale (comme
transformée de martingale).

On a donc, pourt € {0,...,T},

Vi(¢) = E* [ V()| F] > 0
dés que Vp(¢) >0 (en particulier si V(o) = h > 0).

Définition IV.4.3. [5]
On dit que le marché est complet si toute option européenne d’échéance T est simulable.
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Théoreme 1V.4.2. Un marché viable est complet si, et seulement si, il existe une seule
probabilité P* équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs soient des martin-
gales.

Maintenant que nous avons posé les bases des actifs financiers et des concepts de base en
finance,la théorie mathématique des options traite deux problemes :

1. Fixation du prix de l'option (en anglais pricing), autrement dit du montant de la prime
que l'acheteur de 'option devra régler a son vendeur au moment de la signature du
contrat ;

2. Couverture : comment le vendeur de l’action va pouvoir gérer la prime qu’il encaisse
au moment de la signature du contrat, pour compenser, dans le cas d'une option
européenne une perte de (S — K)4 (resp. (K — Sr)4+).

Alinsi, si les raisonnements par arbitrage fournissent de nombreuses relations intéressantes,
ils ne sont pas suffisants pour obtenir des formules de prix. Pour cela,on a besoin de modé-
liser de fagon plus précise I’évolution des cours. Black et Scholes ont été les premiers a
proposer un modele conduisant & une formule explicite pour le prix d’un call européen sur
une action ne donnant pas de dividendes et a une stratégie de gestion qui, dans le cadre du
modele, permet au vendeur de l'option de se couvrir parfaitement, c¢’est-a-dire d’éliminer
totalement le risque.
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DEUXIEME PARTIE : Etude du
Modele de Black and Scholes
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CHAPITRE V

LE MODELE DE BLACK AND SCHOLES

En quittant le terrain des actifs financiers et des fondements de la finance, notre attention
se tourne désormais vers un domaine essentiel de la théorie financiere : I’évaluation et cou-
verture des options. Ce passage marque le point ou les principes théoriques se transforment
en applications concretes, répondant a deux questions cruciales dans le monde des marchés
financiers : la fixation du prix de I'option et la gestion du risque associé a son détenteur.

L’évaluation des options constitue un défi mathématique complexe, nécessitant un modele
qui puisse capturer de maniere réaliste I’évolution des prix des actifs financiers. Le modele
de Black-Scholes, une percée majeure dans la finance, se profile comme une réponse a cette
problématique. Plutot que de simplement exploiter des raisonnements par arbitrage, Fischer
Black et Myron Scholes ont con¢u un cadre mathématique qui va au-dela, offrant une
formule explicite pour le prix des options européennes sur des actions sans dividendes.

V.1 Hypotheses du modele

Le modele de Black-Scholes repose sur plusieurs hypotheses clés. Voici les principales
hypotheses du modele :

1. Pas de dividendes : Le modele suppose que 'actif sous-jacent ne verse pas de divi-
dendes pendant la durée de vie de 'option. Cela signifie que 'actif génere uniquement
des gains en capital.

2. Volatilité constante : La volatilité du rendement de I'actif sous-jacent est supposée
constante au fil du temps. En d’autres termes, le modele suppose que la distribution
des rendements est stationnaire.

3. Pas de cofits de transaction : Le modele suppose I’absence de cotits de transaction
pour acheter ou vendre 'actif sous-jacent ou 'option.

4. Taux d’intérét constant : Le taux d’intérét sans risque est supposé constant pendant
la durée de vie de l'option.

5. Distribution log-normale des rendements : Les rendements de I'actif sous-jacent
sont supposés suivre une distribution log-normale, ce qui signifie que les fluctuations des
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prix sont symétriques et que les rendements futurs sont indépendants des rendements
passés.

6. Possibilité de vente a découvert : Le modeéle suppose qu’il est possible de vendre
a découvert I'actif sous-jacent, ce qui signifie que les investisseurs peuvent parier sur
une baisse des prix.

V.2 Modélisation probabiliste du marché

Nous réalisons la modélisation des aléas du marché financier via un espace de probabilité
filtré (2, F, F, P).

— () est ’ensemble de tous les scénarios de marché possibles.

— la tribu F représente la structure d’information globale disponible sur le marché.

— les aléas sont générés par un mouvement brownien réel qui engendre une filtration
croissante, décrivant l'information disponible pour tous les acteurs du marché au fil
du temps ( tout le monde a la méme information, pas de délit d’initié).

— la probabilité PP est appelée probabilité historique ou objective.

V.2.1 L’évolution des cours

Nous supposons que notre marché est constitué d'un actif sans risque S° et d’un actif
risqué S sur la période [0, 7.
e Actif sans risque On suppose 1’évolution de S est régie par 1'équation différentielle
(ordinaire)
dS) = rSYdt (V.1)

ou r est une constante positive. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des
placements sans risque est constant et égal a r (noter que r est ici un taux d’intérét
instantané).
On pose S = 1, de sorte que S? = €™ pour ¢ > 0.
e Actif risqué On suppose que I’évolution du cours de I'action est régie par ’équation
différentielle stochastique
dS; = Si(udt + odBy) (V.2)

ou u et o sont deux constantes, appelés respectivement tendance et volatilité de ’actif
S, et B; est un mouvement brownien standard.
I'EDS (\V.2)) peut étre réécrit de la fagon suivante :

t
Sy = Sy + /O S, (udu + 0dB,), t € [0,T] (V.3)

ou Sy est une constante positive.
Ainsi, pour s’assurer qu’un tel modele est bien défini, il nous faut résoudre 'EDS de Black

& Scholes.
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V.2.2 Solution de PEDS de Black and Scholes
Théoreme V.2.1. L’EDS admet une solution unique qui est donnée par :

S, = Spe (h=%) tHoBe P . ps. (V.4)
pour tout t € [0,T).

Démonstration V.2.1. Vérifions tout d’abord que la solution proposée vérifie I’EDS en
appliquant la formule d’Ito a f(t, B;) avec

2
f:(t,x) = Spexp <<u— 02> t—i—a:c) :
On obtient :

(1, B) = fo(t, BB+ fi(t, Bt + 5 foult, BB

0'2 0'2

Ce qui se réécrit donc :
dSt = St(,udt + O'dBt).

Donc S, processus F-adapté, est bien solution de I’EDS Le caractere Lipschitz des
coefficients de I’EDS nous assure ['unicité de la solution, mais, dans notre cas, nous pouvons
également la démontrer : soit' Y un processus solution de I’EDS Remarquons que Sy ne
s’annule jamais si bien que [’on peut appliquer la formule d’Ito pour déterminer la dynamique

1
d .
= 1 1 2
d<St> - S2 dSt 2 S3d<5>
1 1
dt + cdB o2dt.
%, < (pdt + odB;) + s,

Donc la formule d’intégration par parties donne la dynamique de Y;/S; :
Y, 1 1
d Yid —dY, +d(=,Y
(5) v () + 5o+ (¥
Y, Y,
— (0% — p)dt — 0dBy) + = (udt + 0dBy) — oYi—dt
St St St
=0.

Remarquez que 'on aurait pu obtenir directement le résultat en appliquant la formule d’Ito
d la fonction (y,s) — y/s. On a donc :

i Y% t
f:f+/ 0dB, = 1.
St So 0
Donc les processus Y et S sont égaux presque surement et I’EDS admet une unique
solution. O
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V.3 Evaluation et couverture des options

Dans cette section nous nous limiterons a I’étude des options européennes

V.3.1 Probabilité risque neutre

La probabilité risque neutre est la probabilité P* sous laquelle le prix actualisé de
l’actif est une martingale.
Etablissons les dynamiques des prix actualisés des actifs, on a :

ds? = rSdt,
dSt = ll,Stdt ‘I— O'StdBt.

Rappelons que B; est un P-mouvement brownien standard.
Soit les prix actualisé des actifs ci dessous :

— SO
S =g =1L

— St
S, = —
t S,?

= efrtSt.

Alors .
dsy =0,
dS, = d(e™"Sy).
En utilisant la formule d’intégration par partie stochastique pour dS; on a :
dS, = d(e™"™S;)
= —re " Sydt + e " (uS,dt + 0SydBy) + (—re "Vd(.), 1S yd(.) + o S(ydB))s-
Remarquons que (—re"0d(.), uSyd(.) + 0S(ydB)): = 0.

Donc, - - -
dS; = (u — r)Sydt + 05,dBy (V.5)

est la dynamique du prix de 'actif risqué actualisé.
On cherche maintenant :

0
W, = B, + / 0ds, qui est un P*-mouvement brownien,
0
donc dW; = dBy + 0,dt et (V.5)) devient :
dS, = (u — 1 — 00, Sydt + S, dW,. (V.6)

D’apres Girsanov il s’agira ici de rendre nul le coefficient de dérive pour éviter les friction,
donc :

—r
w—r—ob=0=0,= K est ce que l'on appelle la prime de risque.
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—r
Ainsi, a 0; = L, le théoreme de Girsanov (|[1.3.2]) montre que :
o

t —
W, = B+ / (M r> dst € [0, 7] est un mouvement brownien standard sous P* définie par :
0 o

dP* — —r)?
= exp (—'MTBt — (=) t) :
o

dP 202

Par conséquent le processus de prix actualisé donné par
dS, = (u —r)Sydt + 0S,dB, t € [0,T]
dS; = oS, dW,. (V.7)

est une martingale sous P*, donc P* est la probabilité neutre du risque

V.3.2 Pricing (évaluation de ’option)
Approche EDP

Une option européenne est définie par une variable aléatoire positive JF;-mesurable h =
f(S7),(f(x) = (x — K)* dans le cas d’'un call, f(z) = (K — x)* dans le cas d’un put). On
désire trouver son prix.
soit C'2([0,T] x R, ,R) I'ensemble des fonctions f de [0,7] x Ry dans R de classe C' par
rapport a t et C? par rapport a .

On suppose qu’il existe C' € C12([0,T] x Ry, R) telle que;

m(h)e =C(t,5), t<T

f(l’) :O(Tam)a iL‘ER+.
Soit Y; = C(t, S;), d’apres la formule d’It6 on a :

oC oC 190%C
dY, = <t S)dt + (£, 5)dS, + 5 (1, 5)d(S),.
e oC 1 02C
=5 —(t,Sp)dt + — o (t, S;)(uSedt + 0 SydBy) + 2538 ~(t, Sy)dt
>
oC oC 1 0*C oC
4y, = (Mst o (150 + 5 (8.5) + 502&2@(@ st)) dt + 05,5 (1, 5)dB.  (V.8)

Notons £ le générateur infinitésimal de la diffusion S; défini sur C*2([0,T] x R4, R) par

_0C oC 1, ,0%C
EC—ua +8t+ 0T g
On peut réécrire ([V.8)) comme

oC

dY, = LO(t, S1)dt + 05,5

(t, S¢)dB. (V.9)
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Supposons qu’il existe un stratégie ¢ financant h telle que;

¢ = (nga ‘;Dt)0<t<T

ol ¢? représente la quantité d’actif sans risque et ¢; la quantité d’actifs risqué.
On a ainsi, la valeur du portefeuille autofinancé :

Vi(¢) = @05y + @iSi = C(t,9) = Y,
d’ou une nouvelle ecriture de dY; :

d)/t = OdSO + gOtdSt
=1, Sodt + @ Sydt + o Syd By (V.10)
= (T%S + M@t&;) dt + oppSed By

On compare (V.9) et (V.10]), en identifiant les termes en dt on obtient :
LO(t,Sy) = r0S? + pip,S;. (V.11)

En identifiant les termes de dB; on a

oC
O'Sta (t St) = O'QDtSt <V12)
En plus on a toujours
Ainsi, de (V.12)) on tire
oC
—(t, S
th ax( ) t)

que l'on reporte dans (V.13) :

(o) g

+ o

¥

Nous avons ainsi obtenu la stratégie financant A en fonction du prix. En reportant dans

V1)

cos) =riew s) — 525w s+ 15 2 50,

Ox Ox
En explicitant LC' cette derniere égalité s’écrit apres simplification
oC oC 1 0?C
T'St or (t St) ot (t, St) 25152 2 (t,St> = ’f’C(t, St), t e [O,T]ps

A la maturité C(T, St) = f(Sr) p.s appelé pay-off
En résumer le résultat obtenu est illustrer par le théoreme suivant :
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Théoréme V.3.1. Soit SY le priz d’un actif sans risque et Sy le priz de lactif risqué,
vérifiant dSY = rSYdt et dS; = uSydt + 0S;dB;.Soit h = f(St) une option européenne et
7(h); son priz implicite.On suppose qu’il existe C € CV2([0,T] x Ry, R) telle que;

w(h)e=C(t,S:), t<T
flz)=C(T,z), ze€R,.

Alors C' vérifie I’équation parabolique

ac aC 1, .,0%C
TStaSt (t, St) + ot (t, St) + 20' St aStQ

C(Tv ST) = f(ST)-

(t,5) =rC(t, ), te[0,T] (V.14)

Une stratégie ¢ finangant h est donnée par ¢ = (¢°, ) o

oC
ot = 875}(75’ St),

oC 1
SOg = (C(tv Si) — Staist(ta St)) X ST)-

Afin d’aboutir & un une formule explicite du prix nous réinterprétons la solution de ([V.14])
comme une espérance a travers le théoreme suivant :

Théoréme V.3.2. Soit la stratégie ¢ ci dessus financant h. ’EDP étant parabolique
linéaire, on peut déduire donc la solution d’aprés la formule de Feynman-Kac :

C(t, Sy) =E[e " f(S7)|F]

avec IE* espérance sous la probabilité risque neutre P*.

Approche martingale

Définition V.3.1. [5]
Une stratégie ¢ = (09, p1)o<t<r est admissible si elle est autofinancée et si la valeur actua-
lisée Vi(¢) = ¢% + 1Sy du portefeuille correspondant est, pour tout t, positive et telle que

Supepo,r) Vi est de carré intégrable sous P*.

On dira qu'une option est simulable si sa valeur ’échéance est égale a la valeur finale
d’une stratégie admissible. Il est clair avec cette définition que, pour que 'option définie par
h soit simulable, il est nécessaire que h soit de carré intégrable sous P*. Dans le cas du call
(h = (St — K),), cette propriété est bien vérifiée puisque E*[S7] < oo ; notons que dans le
cas du put, h est méme bornée.

Théoreme V.3.3. Dans le modéle de Black-Scholes, toute option définie par une variable
aléatoire C, positive Fy-mesurable, de carré intégrable sous la probabilité P*, est simulable
et la valeur a 'instant t de tout portefeuille simulant est donnée par :

V,=E (e 0C|F). (V.15)
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Démonstration V.3.1. Supposons d’abord qu’il existe une stratégie admissible (¢°, ) si-
mulant [option. La valeur a linstant t du portefeuille (p?, ;) est donnée par

Vi = 0} + oSy,
et on a, par hypothése, Vi = C. Soit V, = Vet la valeur actualisée
V, = o)+ <Pt:9vt-
Puisque la stratégie est auto-financée, on a, d’apres la Proposition IV.3.1 et l’égalité ,
Vi=Vo+ /0 ' pudS,
=V + [ puoBuat,.

Sous la probabilité P*, sup,c( 1y V, est de carré intégrable, d’aprés la définition des stratégies
admissibles, et ’égalité qui précéde fait apparaitre le processus (‘Z) comme une intégrale
stochastique par rapport a (Wy). Il en résulte (cf.[5]. Chapitre 3, Proposition 3.4.4 et Ezxercice
18) que (V;) est une martingale de carré intégrable sous P*. D’ou

f//vt = E*(VT|J—-;§)7

et par conséquent

V, = e "R (C|F).

Nous avons ainsi montré que si le portefeuille ¢ simule [’option définie par C, sa valeur
est donnée par V; = e "TDE*(C|F,) . Pour achever la démonstration du théoréme, il reste
a démontrer que l'option est bien simulable, c¢’est-a-dire a trouver des processus () et (p;)
définissant une stratégie admissible, et tels que

WS + Sy = EX (e "TTIC|F,).

Or, sous la probabilité P*, le processus défini par M, = E*(e""TC|F;) est une martin-
gale de carré intégrable. La filtration (F), filtration naturelle de (By), est aussi la filtration
naturelle de (Wy) et, d’aprés le Théoréme de Représentation des Martingales (cf. Théoréme
11.3.3), il existe un processus adapté (y)o<i<r tel que

T t
E* (/ (¢5)2d3> < +oo et Vte[O,T],Mt:MOJr/ b dW,  p.s.
0 0

La stratégie ¢, avec o, = —2— et 0 = M; — gotgt, est alors, d’apres la Proposition IV.3.1

(05t)
et l’égalité ,, une stratégie auto-financée dont la valeur a l’instant t est donnée par

Vi(g) = "My = E* (e 7T IC|F) .

Il est clair sur cette expression que Vi(¢) est une variable aléatoire positive, que supg ;o Vi(®)
est de carré intégrable sous P*, et que Vp(¢) = C. On a donc bien une stratégie admissible
simulant C. O
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La valeur de I'option a l'instant ¢ est donc définie de fagon naturelle par I’expression
E* (e—T(T—t)CLE) '

En cas ou la valeur V; du portefeuille a I'instant ¢t € [0, 7] est une fonction C(t,S;) de t et
St, elle peut étre calculée a partir de (V.15)) comme

Vi=0C(t,S) = e " TR [f(Sp)|F], 0<t<T,
avec f(x) = (x — K)4 est la pay-off

Proposition V.3.1. Le priz a l'instant t d’une option d’achat européenne avec un pric
d’exercice K et une échéance T est donné par

O(t,S,) = SN (dy) — Ke " TON(d_), te0,T]. (V.16)

ot N est la fonction de répartition de la loi normale standard, et d, et d_ sont définis comme
(%) +(r+%) (T -1
oT —t ’
d_=d, —oVT —1.
Démonstration V.3.2. La preuve de la Proposition découle de et du Lemme V.3.1

ci-dessous.
En utilisant la relation

d+:

Sp = SyelrT=0+eWr=W)=e*(T=0/2) =4 ¢ [0, T].

Selon le théoreme V.3.1, le priz du portefeuille couvrant C' est donné par
% _ e—r(T—t)E* [C|ft]
= "R (Sr - K)*|F]
_ (TR _(Ste(r(T—t)—i—a(WT—Wt)—02(T—t)/2) _ K)+ |]_-t}

_ (TR (xe(r(T—t)—‘ra(WT—Wt)—UQ(T—t)/2) _ K)+

7]
x=_S%

, 0<t<T,

— o r(T-tR* :(em(x)—i-X _ K)+

=S

ot
2T —t
m(x)=r(T —1t)— o(T-1) + log x,
et X = o(Wr — W), une variable aléatoire gaussienne centrée avec une variance

Var[X] = Varlo(Wy — W,)] = o* VarlWy — Wy] = o*(T — t),  sous la probabilité P*.
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Par conséquent, selon le Lemme V.3.1 ci-dessous, nous avons
V, = e—r(T—t)]E* [(em(ac)-i-X _ K)-‘r}
=S¢

= e_T(T_t)em(StH(’Q(T_t)/QN(v + (m(Sy) — logK) Jv)

— Ke "IN ((m(S,) — logK) Jv)
= SN (v + (m(Sy) — logK) /v) — Ke " TN ((m(Sy) — logK) /v)
= Si(dy) — Ke7"T9(d_),

pour) <t <T. 0

Lemme V.3.1. Soit X une variable aléatoire gaussienne centrée avec une variance v>.
Alors, nous avons

E[(e™ — K)*] = ™ SN (0 + (m — logK) /o) — KN ((m — logK)/v).

Pour la démonstration Voir : (cf.[7])
En désignant par

P(t,S;) = e "TIE l(K — Sp)*

7.

le prix de loption de vente avec un prix d’exercice K et une échéance T', nous vérifions
a partir du théoreme V.3.1 que

C(t,S;) — P(t,S;) = e "I UE [(ST - K)+|]-"t] — e "(T-OE" [(K — Sp)*

7|

= " T-OR [(ST —K)t— (K -8p)*t

7|
= e "TIE S — K|F]
= St — K@iT(T*t).

Cette relation est appelée la parité put-call, et elle montre que

P(t,S;) = C(t,S;) — Sy + Ke "0
= SN(d) +e T IVK -8, — Ke "IN (d_)
= —S,(1-N(dy)) +e ™ T DK~ N(d))
= —SN(=dy) +e " T IKN(—d_).
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V.3.3 Hedging(Couverture des calls et des puts)

Dans I'approche martingale de I’évaluation de 'option, nous avons invoqué le Théoreme
de Représentation des Martingales pour montrer I'existence d’un portefeuille simulant ’op-
tion. Dans la pratique, il importe de pouvoir construire effectivement le portefeuille simulant
afin de couvrir l'option et on ne peut se contenter d’un simple théoreme d’existence.

Nous allons voir comment, dans le cas ou 'option est définie par une variable aléatoire po-
sitive de la forme h = f(S7), on peut expliciter le portefeuille de couverture.
on se constitue la stratégie ©°, ¢ On pose :

‘/;5 = C(t, St)
Un portefeuille de simulation doit avoir, a chaque instant ¢, une valeur actualisée égale a
Vi =etC(t, Sy).

qui est une martingale sous P*.
En appliquant la formule d’Ité a C'(t,.S;) on a

oC oC 1 0?C
dC(t, St) = E(t, St)dt + ai‘st(t’ St)</LStdt + UStdBt) + 50’253875?(75, St)dt

En égalant le coefficient du terme de dB; a zéro on retrouve EDS([V.14)).
En décomposant C(t,S;) en
C(t, 51) = @S, + i

on trouve aisément le portefeuille de couverture avec comme processus de couverture

oC
Yt = 875,5(75’ St)
oC 1
go? = (C(t7 Si) — Stafst(ta St)) X Sito'

Remarque V.3.1. Dans le cas du call, on a, avec les notations de la proposition V.3.1,

oC

875,5@’ Sp) = N(d4),
et, dans le cas du put,
OF
87&(75’ Sp) = =N (=dy).

V.3.4 Les grec (Sensibilité du Modeéle)
Le delta d’un call (dépendance de C par rapport a S;)

Il est intéressant de voir comment évolue le prix du call en fonction de l'actif sous-

oC
jacent,c’est a dire d’évaluer la quantité EXh cette quantité est appelé le delta notée A.
t
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c’est la quantité d’actif risqué qui compose un portefeuille de couverture construit sur I'actif
risque et l'actif sans risque.
En dérivant(V.16) on établit que La formule du delta pour une option d’achat (call) est

donnée par :

oC

S,

= N(d—l-) = Acall

La formule du delta pour une option de vente (put) est donnée par :

or _
S,

N(dy) -

1 — Aput

les graphiques si dessous représentent les fonctions de prix et du delta pour une option
d’achat (call) et de vente (put) :
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FIGURE V.1 - les fonctions de prix et du delta pour une option d’achat (call) et de vente

(put)

Analyse

e Pour l'option d’achat (Call) :
— Prix de ’Option (Call) : La courbe du prix de I'option d’achat montre une relation
croissante avec le prix de l'actif sous-jacent. Cela est conforme a 'attente, car le

prix d’une option d’achat augmente généralement avec le prix de I’actif sous-jacent.

— Delta de l'option (Call) : La courbe du delta pour 'option d’achat est comprise
entre 0 et 1, ce qui est conforme aux attentes. Plus le prix de I'actif sous-jacent aug-
mente, plus le delta approche de 1, indiquant une sensibilité accrue aux variations

du prix de l'actif sous-jacent.
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e Pour l'option de Vente (Put) :

— Prix de 'option (Put) : La courbe du prix de I'option de vente montre une relation
décroissante avec le prix de 'actif sous-jacent. Cela est conforme a 'attente, car le
prix d’une option de vente diminue généralement avec le prix de 'actif sous-jacent.

— Delta de l'option (Put) : La courbe du delta pour 'option de vente est comprise
entre -1 et 0, ce qui est également conforme aux attentes. Plus le prix de ’actif sous-
jacent augmente, plus le delta approche de 0, indiquant une sensibilité négative
aux variations du prix de I'actif sous-jacent.

Les deltas montrent la sensibilité des options aux variations du prix de l'actif sous-jacent.
Plus le delta est élevé, plus 'option réagit fortement aux changements de prix. Les opérateurs
peuvent utiliser les deltas pour mettre en ceuvre des stratégies de couverture. Un delta proche
de zéro indique une position delta neutre. La courbe du delta pour I'option de vente (put)
montre une asymétrie par rapport a ’'option d’achat (call). Cela reflete le fait que les options
de vente ont une sensibilité négative aux variations du prix de l'actif sous-jacent.

Interprétation des Résultats :

e Option d’Achat (Call) :

— Prix de I’'Option (Call) : L’augmentation du prix de l'actif sous-jacent conduit
a une augmentation du prix de 'option d’achat. Cela s’explique par le fait que
I'option d’achat donne le droit d’acheter I'actif sous-jacent a un prix fixe, et cette
option devient plus précieuse lorsque le prix de l'actif augmente.

— Delta de I’Option (Call) : Le delta positif indique que I'option d’achat est sensible
aux hausses de prix de ’actif sous-jacent. Un delta de 0,5 signifie que 1'option suit
environ la moitié des variations du prix de l'actif. Plus le prix de 'actif augmente,
plus le delta se rapproche de 1, montrant une sensibilité plus forte.

e Option de Vente (Put) :

— Prix de I’Option (Put) : L’augmentation du prix de P'actif sous-jacent conduit a
une diminution du prix de l'option de vente. Cela est dii au fait que 'option de
vente donne le droit de vendre l'actif sous-jacent a un prix fixe, et cette option
devient moins précieuse lorsque le prix de 'actif augmente.

— Delta de I'Option (Put) : Le delta négatif indique une sensibilité négative aux
hausses de prix de l'actif sous-jacent. Un delta de -0,5 signifie que l'option de
vente réagit environ a la moitié des variations du prix de 'actif. Plus le prix de
I'actif augmente, plus le delta se rapproche de 0, montrant une diminution de la
sensibilité.

Les deltas indiquent la sensibilité relative des options aux variations du prix de ’actif sous-
jacent. Plus le delta est élevé, plus I'option réagit aux mouvements du marché. Les opérateurs
peuvent ajuster leur exposition au marché en utilisant des stratégies de couverture basées
sur le delta. Une position delta neutre peut étre atteinte en combinant des options d’achat
et de vente.

Le gamma

Pratiquement la sensibilité du delta aux variations du cours du support est un parametre
important de la gestion. on introduit le gamma de 'option qui est la dérivée du delta par
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0*C oC

rapport au cours de 'action, soit 8753 comme 95, = N(d,), alors
0*C 1
= = N'(dy),
aStQ Sto_ﬁ ( +)
ou ) P
"dy) = — ——).
N( +> \/%exp( 2 )

Le prix du call est une fonction convexe du prix du sous-jacent.

Le Rho
Le rho mesure la sensibilité du prix de 'option aux changements du taux d’intérét.

e

P="5
ou r est le taux d’intérét.
Sensibilité aux Taux d’'Intérét : Le rho indique comment le prix de 'option réagit aux chan-
gements dans le taux d’intérét sans risque. Un rho positif signifie que le prix de l'option
augmente lorsque le taux d’intérét augmente, et vice versa.
Effet sur le Call et le Put : Pour une option d’achat (call), le rho est généralement positif,
indiquant une sensibilité positive au taux d’intérét. Pour une option de vente (put), le rho
est généralement négatif.

Le Theta
Le Theta mesure la variation du prix de 'option par rapport au temps t.

_oC

ot

Sensibilité au Temps : Le Theta mesure comment le prix de 'option change en fonction du
temps qui passe. Un Theta négatif indique que le prix de 'option diminue avec le temps,
toutes choses égales par ailleurs.

Effet sur le Call et le Put : Le Theta est généralement négatif pour les deux options d’achat
(call) et de vente (put). Cela signifie que le temps qui passe a un effet négatif sur le prix de
I’option.

©

V.4 Options Américaines

C’est a partir de stratégies de gestion avec consommation que nous allons traiter les
options américaines dans le modele de Black-Scholes.

Définition V.4.1. [j]
Une stratégie de gestion avec consommation est la donnée d’un processus adapté ¢ = (Y, ¢t)o<i<r
a valeurs dans R?, vérifiant les propriétés suivant :
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1. JT1Q0dt + [T p2dt < 400 p.s

2. @S2+ Sy = p)SY +g0050+f$ gogd52+f(f ©udS, — P, pour tout t € [0,T], ot (Cy)oci<r
est un processus croissant continu adapté, nul ent = 0, P; représentant la consomma-
tion cumulée jusqu’a l'instant t.

Une option américaine est naturellement définie par un processus adapté, a valeurs posi-
tives (h¢)o<t<r. Pour simplifier, nous nous limiterons a des processus de la forme h; = 1(S;),
ou v est une fonction continue de R™ dans R*, vérifiant ¢)(z) < A+ Bz, pour tout z € RT,
ou A et B sont des constantes positives.Pour un call, on a i(z) = (z — K) et pour un put
b(a) = (K —a),.

Nous dirons que la stratégie de gestion avec consommation ¢ = (¢?, ¢;)o<i<7 couvre 'option
américaine définie par h; = 1(S;) si, en notant V;(¢) = ¢VSP + ¢;S;, on a

Vi€ [0,T], V(o) Z9(S) p-s.

Notons ®¥ l’ensemble des stratégies de gestion avec consommation qui ouvrent I’option
définie par h; = 1(S;).Si le vendeur de l'option suit une stratégie ¢ € ®¥, il dispose, a
chaque instant ¢, d’une richesse au moins égale a 1¥(S;), qui est la somme a fournir en cas
d’exercice de 'option a la date ¢t. Le théoréme suivant caractérise la valeur minimale d’une
stratégie de couverture d’une option américaine.

Théoréme V.4.1. Soit u Uapplication de [0, T] x RT dans R définie par

ut,z) = sup E*fe""p(zexp((r — (02/2))(r — 1) + o (W, = W))))],

T€T, T

ot Ty désigne l'ensemble des temps d’arréts a valeurs dans Uintervalle [t,T]. Il existe une
stratégie ¢ € OV, telle que Vi(¢) = u(t,S;) pour tout t € [0,T]. De plus, pour toute stratégie
¢ € ®Y, on a V(o) > u(t,S;) pour tout t € [0,T).

Voir [4] pour la démonstration

Remarque V.4.1. Soit 7 un temps d’arrét a valeurs dans [0,T]. La valeur a l’instant 0
d’une stratégie admissible au sens de la Définition V.3.1 et de valeur ¥(S;) a linstant T
donnée par E*(e”""(S;)), puisque la valeur actualisée de toute stratégie admissible est une
martingale sous P*. La quantité u(0, Sy) = sup,cz; , E*(e7"7¢(S:)) est donc bien la richesse
initiale minimale permettant de couvrir tous les exercices possibles sur lintervalle [0,T].

Proposition V.4.1. Si, dans le Théoréme V.4.1, la fonction 1 est donnée par p(x) =
(x — K)4 pour tout réel x, alors on a

u(t,x) = C(t, x),
ou C' est la fonction donnant le priz du call européen.

Voir [5] pour la preuve

49



V.5 Cas pratique

V.5.1 Cas1

(NDIOR SMART CAPITAL(NSC)) envisage d’émettre des options sur actions pour ses
employés afin de les inciter a rester et a performer. Cette étude vise a évaluer le cotit potentiel
de I’émission d’une option d’achat en utilisant le modele de Black-Scholes.

Parameétres du Modéle

— Prix actuel de 'action (Sp) : 120 USD

— Prix d’exercice de l'option (K) : 130 USD
— Taux sans risque (r) : 3% par an

— Volatilité (o) : 25% par an

— Durée de l'option (T') : 2 ans

Calcul du Prix de I’Option

In(Sy /K 2T
d, = DS/ )j/g*z) ~ 033
g
d_=d, —oVT ~—1.33

C=Sy-N(dy)— K- N(d.)

En utilisant une table de distribution normale standard,
C ~120-0.37 — 130 - e *%?.0.09 ~ 9.15

Le prix théorique de 'option d’achat est d’environ 9.15 USD.

Interprétation

NSC peut utiliser cette estimation pour prendre des décisions éclairées sur son programme
d’options sur actions et sa politique de rémunération des employés.
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V.5.2 Cas 2

ABC Bank envisage d’émettre des options sur indices pour ses clients et souhaite mettre
en place une stratégie de couverture pour gérer les risques associés a ces positions. Cette
étude vise a évaluer le cotit potentiel de I’émission des options et a discuter d'une stratégie
de couverture delta neutre.

Parameétres du Modéle

— Prix actuel de I'indice (Sp) : 1500 points

— Prix d’exercice de l'option (K) : 1520 points
— Taux sans risque (1) : 2% par an

— Volatilité (o) : 20% par an

— Durée de l'option (T") : 3 mois

— Nombre d'unités d’options émises : 1000

Calcul du Prix de I’Option

g, — In(So/K) + (r + Z)T
oV/T
d_=d —oVT ~ —0.13 (V.17)
C=8-N(dy)—K-e'™ N(d_)
~ 1500 - 0.57 — 1520 - e 20213 . .13 ~ 658.38

Le cotit théorique de I’émission des options sur indices est d’environ 658.38 USD.

~ 0.17

Stratégie de Couverture

ABC Bank maintiendra une position delta neutre en ajustant continuellement sa position
en actifs sous-jacents pour minimiser les risques liés aux mouvements du marché.

Delta = N(dy) ~ 0.57

Conclusion

Cette étude démontre comment ABC Bank peut utiliser le modele de Black-Scholes
pour évaluer le colit de ’émission d’options sur indices et mettre en place une stratégie de
couverture efficace.
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V.6

Limites du Modeéle

Le modele de Black-Scholes est largement utilisé dans la finance, mais il présente certaines
limites et a fait I'objet de critiques. Voici quelques-unes des principales limitations et critiques
associées au modele de Black-Scholes :

Hypotheses simplificatrices : Le modele repose sur plusieurs hypotheses simplifi-
catrices, dont la constance de la volatilité, 'absence de dividendes, et I'hypothese de
rendements continus. Ces hypotheses peuvent ne pas refléter fidelement la réalité des
marchés financiers.

Volatilité implicite non constante : La volatilité implicite observée sur le marché
peut varier au fil du temps, ce qui peut entrainer des erreurs d’estimation dans les
prix des options.

Absence de coiits de transaction et de taxes : Le modeéle ne prend pas en
compte les cotits de transaction ni les implications fiscales, ce qui peut avoir un impact
significatif dans des environnements réels.

Modeéle basé sur le rendement continu : Le modele suppose que les rendements
de l'actif sous-jacent sont continus, alors que dans la réalité, les rendements sont
souvent discrets.

Non-prise en compte des sauts de prix : Le modele ne prend pas en compte
les sauts de prix (jumps) qui peuvent se produire sur les marchés financiers. Certains
actifs, en particulier les actions, peuvent connaitre des mouvements brusques qui ne
sont pas bien représentés par un modele a diffusion géométrique continue.
Non-prise en compte des changements de régime : Le modele suppose que les
parametres du marché, tels que la volatilité, restent constants au fil du temps. Dans
la réalité, ces parametres peuvent changer en réponse a des événements économiques
ou financiers.

Non-prise en compte des distributions asymétriques : Les marchés financiers
réels peuvent présenter des distributions de rendements asymétriques, ce que le modele
de Black-Scholes ne capture pas de maniere précise.

Dépendance a I’égard des taux d’intérét : Le modele suppose un taux d’in-
térét constant, ce qui peut ne pas étre réaliste dans des environnements de marché
changeants.

Problemes liés aux queues épaisses : Le modele peut sous-estimer le risque de
mouvements extrémes du marché, car il est basé sur une distribution normale des
rendements, ce qui ne capture pas efficacement les queues épaisses (fat tails) observées
dans certaines distributions de rendements réelles.

Echec dans la prédiction de la volatilité implicite : Le modele peut parfois
échouer a prédire correctement la volatilité implicite observée sur le marché, en par-
ticulier pendant des périodes de stress financier.

Malgré ces limitations, le modele de Black-Scholes reste un outil important dans la finance,
mais il est crucial de comprendre ses hypotheses et ses limites lors de son utilisation. De
nombreuses extensions et variantes ont été développées pour traiter certaines de ces critiques
et améliorer la précision des évaluations d’options.

La pertinence du modele de Black-Scholes peut étre remise en question dans plusieurs
situations en raison de ses hypotheses simplificatrices. Voici une discussion approfondie sur

52



les situations ou le modele peut ne pas étre applicable de maniere appropriée :

Volatilité non constante : Le modele suppose une volatilité constante, ce qui peut
ne pas refléter la réalité des marchés financiers. Dans des situations ou la volatilité varie
considérablement au fil du temps, le modele peut sous-estimer ou surestimer les prix des
options.

Présence de cotits de transaction : Le modele de Black-Scholes ne prend pas en
compte les colits de transaction associés a ’achat et a la vente d’actifs. Dans des marchés
réels, ces coflits peuvent étre significatifs, en particulier pour les transactions fréquentes, et
peuvent affecter les résultats du modele.

Impact des dividendes : Le modele suppose ’absence de dividendes versés sur l'actif
sous-jacent. Dans le cas d’actions versant des dividendes, I'évaluation précise des options
nécessite la prise en compte de ces paiements, ce que le modele de Black-Scholes ne fait pas.

Evénements extrémes : Le modele repose sur Phypothése de rendements continus, ce
qui signifie qu’il ne capture pas efficacement les sauts de prix ou les mouvements brusques
observés sur les marchés financiers, en particulier pendant des périodes de crise.

Changements de régime : Le modele suppose que les parametres du marché, tels
que la volatilité, restent constants au fil du temps. Dans des environnements ou ces para-
metres changent en réponse a des événements économiques ou financiers, le modele peut étre
inadéquat.

Distributions de rendements asymétriques : Les marchés financiers réels présentent
souvent des distributions de rendements asymétriques, ce que le modele de Black-Scholes ne
capture pas de maniere précise. Les queues épaisses dans la distribution des rendements ne
sont pas bien reflétées par la distribution normale utilisée dans le modeéle.

Options exotiques : Le modele de Black-Scholes est spécifiquement congu pour évaluer
les options européennes simples. Il peut ne pas étre approprié pour les options exotiques avec
des caractéristiques telles que des barrieres, des cliquets, ou des options avec des fonction-
nalités de rachat anticipé.

Taux d’intérét variables : Le modele suppose un taux d’intérét constant, ce qui peut
ne pas étre réaliste dans des environnements de marché ou les taux d’intérét varient.

Faible liquidité du marché : Dans des marchés peu liquides, ou ’achat ou la vente
d’actifs peut avoir un impact significatif sur les prix, le modele peut ne pas fournir des
évaluations précises.

Situations de stress financier : Le modele peut échouer a prédire correctement la
volatilité implicite pendant des périodes de stress financier, ou les marchés peuvent réagir
de maniere imprévisible.

En conclusion, bien que le modeéle de Black-Scholes soit un outil puissant pour I’évaluation
des options dans certaines conditions, il est important de reconnaitre ses limitations et de
I'utiliser avec précaution dans des situations ou ses hypotheses ne sont pas respectées. Des
approches alternatives, telles que les modeles stochastiques plus complexes ou 1'utilisation
de données de marché spécifiques, peuvent étre nécessaires pour des évaluations plus précises
dans des contextes particuliers.
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CHAPITRE VI

SIMULATIONS

L’analyse des modeles financiers requiert souvent une évaluation pratique de leur perfor-
mance et de leur capacité a capturer les dynamiques du marché. Dans cette section, nous
mettrons en ceuvre des simulations pour examiner les implications du modele de Black-
Scholes et du modele de Vasicek dans des scénarios réalistes. Ces simulations nous permet-
tront de générer des trajectoires de prix d’options et de taux d’intérét, offrant ainsi un apercu
dynamique des comportements attendus.

La simulation constitue une approche puissante pour mettre a ’épreuve les modeles théo-
riques en exposant leurs prédictions aux réalités changeantes du marché. Nous adopterons
une approche basée sur la solution analytique du modele de Black-Scholes, ce qui nous per-
mettra d’obtenir directement les prix d’options a différents moments dans le temps. Pour
le modele de Vasicek, nous élaborerons des trajectoires de taux d’intérét en utilisant des
méthodes numériques appropriées.

VI.1 Rappels de quelques méthodes de simulation

VI.1.1 Simulation de variables gaussiennes

Une méthode classique(Algorithme de Box Muller) pour simuler les variables aléatoires
gaussiennes repose sur la constatation que, si (Uy, Us) sont deux variables aléatoires uniformes
sur [0, 1] indépendantes, alors

Z =/ —2log(Uy) cos(2mUs)

suit une loi gaussienne centrée et réduite (c’est-a-dire de moyenne nulle et de variance 1).
Pour simuler des gaussiennes de moyenne p et de variance o2, il suffit de poser

X=p+o2z,

ou Z est une gaussienne centrée réduite.
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VI.1.2 Simulation du mouvement brownien

Il existe plusieurs méthodologies pour simuler le mouvement brownien, souvent utilisé
dans le contexte de modeles financiers stochastiques tels que le modele de Black-Scholes. Deux
des méthodologies les plus couramment utilisées sont la méthode d’Euler et la simulation de
trajectoires.

Méthode d’Euler :

Idée Principale : Diviser le temps en petits intervalles et approximer le processus sto-
chastique par une marche aléatoire.

Algorithme :

1. Choisissez un pas de temps At.
2. Initialisez Sy a la valeur initiale du processus.

3. A chaque itération i, calculez S;jy1 = S; + uS;At + 0S;v/AtZ;, ot Z; est une variable
aléatoire normale standard.

4. Répétez le processus jusqu’a la fin de la période de simulation.

Simulation de Trajectoires :

Idée Principale : Générer plusieurs trajectoires du processus stochastique en utilisant des
réalisations indépendantes du mouvement brownien.

Algorithme :

1. Choisissez le nombre de trajectoires a simuler, N.
2. Pour chaque trajectoire j, initialisez S(()j ) A la valeur initiale du processus.

3. A chaque itération 7, calculez Si(i) = Si(j) + uSZ-(j)At + aSZ-(j)\/ AtZZ-(j), ol ZZ-(j) est une
variable aléatoire normale standard indépendante pour chaque trajectoire.

4. Répétez le processus jusqu’a la fin de la période de simulation pour toutes les trajec-
toires.

Ces méthodologies peuvent étre utilisées pour simuler le mouvement brownien dans le
cadre de modeles financiers, en particulier pour évaluer des instruments financiers tels que
les options. La méthode d’Euler est simple et souvent utilisée pour des simulations rapides,
tandis que la simulation de trajectoires permet de capturer la distribution complete du
processus stochastique.

VI.1.3 Simulation des équations différentielles stochastiques

Pour la simulation des Equations Différentielles Stochastiques (EDS), nous ne parlerons
ici que de la méthode la plus élémentaire : la "méthode d’Euler aléatoire".
Le principe en est le suivant : considérons une équation différentielle stochastique de la

forme :
dXt = b(Xt)dt + U(Xt)th

ou X; est le processus stochastique, b(X;) est la fonction de dérive, o(X;) est la fonction de
volatilité, dW; est une différentielle de Wiener, et t représente le temps.
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Discrétisation du Temps

Choisissons un pas de discrétisation en temps At. Nous allons simuler le processus sto-
chastique a des instants discrets t,, = n - At, ol n est un entier.
Méthode d’Euler Aléatoire

La méthode d’Euler aléatoire est une approche simple. Elle consiste a approximer la
solution de 'EDS entre deux instants discrets. Pour une simulation de ¢,, a .1, la formule
d’Euler aléatoire est donnée par :

Xty = Xt + b(Xt, ) At + o ( Xy, ) (Woyr — W)
ou W11 — W, représente 'accroissement du processus de Wiener entre ¢, et ¢,.1.

Génération de Trajectoires

Répétons le processus d’Euler aléatoire pour chaque intervalle [t,,t,41] pour générer une
trajectoire du processus stochastique.

Répétition

Répétons le processus pour plusieurs trajectoires afin d’obtenir une distribution statis-
tique des solutions.

V1.2 Simulation du modele de Black-Scholes

L’actif risqué est décrit dans le modele de Black et Scholes par la solution de

{dSt = Sy(pdt + odB,) VL)

S():JZ

La valeur de l'actif sans risque est donner par S = e™.
Soient = 0.05%/année, o = 20%/v année = 0.2 et x = 100.

Implémentation sur python de I'algorithme de simulation du modele de Black-Scholes
le programme python (Listing 1) de 'annexe (.1) nous permet de simuler les trajectoires
suivant du modele
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Trajectoire du modéle de Black-Scholes avec mouvement brownien

117.5 ~

115.0 A1

112.5 1

110.0 1

107.5

Prix de I'actif

105.0 1
102.5 1

100.0 1

97.5 -

0.0 0.2 04 0& 08 1a
Emps

Ficure VI.1

Pour des réalisations communes du mouvement brownien, tragons les trajectoires cor-
respondantes du modele de Black et Scholes pour diverses valeurs de o (0 = 0.1, 0 = 0.3,

o = 0.9 par exemple)
Voire le programme (Listing 2) de 'annexe

Trajectoires du modéle de Black-Scholes pour différentes valeurs de o (avec p constant)

250 1
— o=01

o=03
— o=0.9

225

Prix de I'actif

0.0 02 04 06 0.8 10
Emps

F1GURE VI.2

Analyse et interprétation Plus grande volatilité : Une volatilité plus élevée entraine
une probabilité plus élevée de mouvements importants des prix, ce qui augmente la valeur
anticipée de I'option. Par conséquent, lorsque la volatilité est plus élevée, le prix de 1'option

(appelée aussi la prime) augmente.
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Volatilité plus faible : Une volatilité plus faible suggere des mouvements de prix moins
importants, ce qui diminue la valeur anticipée de 'option. Ainsi, lorsque la volatilité est plus
basse, le prix de 'option diminue.

Impact sur la sensibilité du prix de 'option (le delta et le gamma) : La volatilité influence
également la sensibilité du prix de l'option par rapport au prix du sous-jacent (delta) et la
sensibilité de cette sensibilité au mouvement du sous-jacent (gamma). Des valeurs plus élevées
de volatilité augmentent généralement ces sensibilités.

Application pratique

Nous commencons par considérer le cas d'un "call" de "strike" K = Sy = 100 et de date
de maturité T'= lan. Nous fixons At a 1 mois.
La formule de Black-Scholes pour le prix d’un "call" européen est donnée par :

C(t,S)) = SN (dy) — Ke " T=ON(dy), t € [0,T]

Ou:

Siest le prix initial ¢ de 'actif sous-jacent,
K est le prix exercice de 'option ("strike"),
T est ’échéance de I'option en années,
r est le taux d’intérét sans risque,
o est la volatilité,

N est la fonction de distribution normale standard,

(%) 4+ (r+5) (T —1)
B oVl —t ’
dgzdl—U\/T—t.

Supposons que :
So = 100 est le prix initial de I'actif sous-jacent,
K =100,T = lan, r =0.05, 0 = 0.2,
Implémentons la formule de black-scholes donnant le prix d’un call : Résultat apres compi-
lation du programme (Listing 3) :
Le prix du call est : 10.45
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Tracons le graphe du prix de cette option comme fonction de Sy, puis de K, de o et de

Prix du call en fonction de SO

—— Prix du call
25

20

=
A

Prix du call

80 85 90 % 100 105 110 115 120
SO (Prix initial de |'actif sous-jacent)

(a) Graphique 1 : Prix du Call en fonction
de Sy

Prix du call en fenction de Sigma

—— Prix du call

Prix du call

0100 0125 0150 0175 0200 0225 0250 0275 0300
Sigma (Volatilite)

(¢) Graphique 3 : Prix du Call en fonction
de o

Prix du call en fonction de K

—— Prix du call

15

Prix du call

10

80 85 %0 % 100 105 110 115 120
K {Strike)

(b) Graphique 2 : Prix du Call en fonction
de K

Prix du call en fonction de r

—— Prix du call
B

12

-
=]

Prix du call

10

002 002 008 0.08 010
r (Taux d'intérét sans risque)

(d) Graphique 4 : Prix du Call en fonction
de r

FiGure VI.3 — Graphiques du Prix du Call en fonction de différents parametres

1. Graphique du Prix du Call en fonction de Sy(Prix initial de I’actif sous-jacent)
Dans ce graphique, nous avons fait varier Sy tout en maintenant les autres parametres

constants.

Interprétation : L’augmentation de Sy conduit généralement a une augmentation du prix du
call, ce qui est attendu car un prix initial plus élevé signifie un actif sous-jacent potentielle-

ment plus cher a ’avenir.

2. Graphique du Prix du Call en fonction de K (Strike) Ici, nous avons fait varier
K tout en maintenant les autres parametres constants.

Interprétation : En général, une augmentation de K conduit & une diminution du prix
du call. C’est cohérent avec I'idée que si le prix d’exercice est plus élevé, 'option a moins de



valeur.
3. Graphique du Prix du Call en fonction de o (Volatilité) Dans ce graphique, nous
avons fait varier o tout en maintenant les autres parametres constants.

Interprétation : Une augmentation de la volatilité conduit a une augmentation du prix
du call. Une plus grande volatilité implique généralement une plus grande incertitude, ce qui
augmente la valeur de 1'option.

4. Graphique du Prix du Call en fonction de r (Taux d’intérét sans risque) Ici,
vous avez fait varier r tout en maintenant les autres parametres constants.

Interprétation : Une augmentation du taux d’intérét sans risque conduit généralement a
une augmentation du prix du call. le prix d’une option d’achat (call) est influencé positive-
ment par une augmentation du taux d’intérét sans risque parce que la valeur actualisée du
prix d’exercice augmente. Cela peut compenser la diminution de la valeur due a la décrois-
sance exponentielle dans la formule de Black-Scholes.

Ces interprétations sont générales et basées sur les tendances attendues dans le modele de
Black-Scholes.

La théorie du modele de Black et Scholes suggere de changer la composition du portefeuille de
couverture a tout instant. Ceci est, bien siir, impossible en pratique. Nous suggérons ici une
technique de couverture approximative dans laquelle nous changeons la composition du porte-
feuille & des instants discrets régulierement espacés kAt, k = 0, 1, ...(des valeurs typiques de At
etant 1 heure, 1 jour, 1 mois)

L’implémentation de la couverture approximative dans le modele de Black-Scholes :

e Initialisation : La simulation commence avec une valeur initiale du portefeuille égale
a zéro. Les parametres du modele, tels que le prix initial de I'actif sous-jacent (Sp),
le strike (K), 'échéance (T), le taux d’intérét sans risque (), la volatilité (o), et les
intervalles de temps pour les ajustements, sont définis.

ee Boucle sur les intervalles de temps : La simulation est réalisée en bouclant sur des
intervalles de temps réguliers. A chaque intervalle, le delta au début de lintervalle est
calculé en utilisant la formule de Black-Scholes. La quantité d’actif risqué est déter-
minée en fonction du delta, et la valeur du portefeuille est mise a jour en conséquence.

e e o (Calcul de la valeur a l'instant final T : Apres la derniere itération, la valeur du
portefeuille & U'instant final (T') est calculée en utilisant la derniére quantité d’actif
risqué.

e ¢ e¢ Tracé du graphique : Les résultats de la simulation sont tracés graphiquement pour
visualiser I’évolution de la valeur du portefeuille au fil du temps. Des points rouges
indiquent la valeur du portefeuille au début et a la fin de la simulation.

Voir le code python a I'annexe ( Listing 4)

60



Simulation de la valeur du portefeuille avec couverture approximative

) |

20 4

Valeur du portefeuills

10 4

— Valeur du portefeuille
0 1 @ Debut et fin

0.0 02 04 06 08 10
Emps (années)

FiGure V1.4

Interprétation :

*xEvolution de la valeur du portefeuille : L’évolution de la valeur du portefeuille est
observable sur le graphique. L’approche de couverture approximative permet de réduire le
risque du portefeuille en ajustant périodiquement la quantité d’actif risqué.

*Points rouges : Les points rouges aident a évaluer 'impact de la couverture au début et
a la fin de la simulation. Un écart significatif entre ces points peut indiquer 'efficacité ou les
limitations de la stratégie de couverture sur la période.

*Réflexion sur les parametres : Des expériences avec différents parametres, tels que la
fréquence des ajustements ou la volatilité, peuvent aider a comprendre l'influence de ces
facteurs sur la performance de la couverture.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion

En conclusion de cette étude approfondie du modele financier de Black-Scholes, un pilier
incontournable de la finance quantitative, nous avons exploré divers aspects de son applica-
tion et de sa pertinence dans I’évaluation des options financieres. Notre analyse a été guidée
par une démarche méthodique, commencant par I’évaluation de la valeur de l'option via
deux approches distinctes, & savoir ’'Equation aux Dérivées Partielles (EDP) et I’approche
martingale.

La mise en ceuvre d'une stratégie de couverture s’est avérée étre une étape cruciale dans
notre démarche, nous permettant de gérer les risques associés a la détention de l'option.
Cette stratégie, construite avec soin pour neutraliser les fluctuations indésirables du marché,
incarne ’essence méme de la gestion des risques dans le contexte financier.

L’étude de la sensibilité du modele face a divers parametres a mis en lumiere la complexité
des marchés financiers et la nécessité d’'une compréhension approfondie des variables en jeu.
Les simulations que nous avons réalisées ont non seulement généré des trajectoires de prix
d’options, mais ont également offert une perspective dynamique sur la maniere dont la vola-
tilité influe sur ces prix. Les résultats obtenus ont souligné la nécessité de prendre en compte
ces facteurs dynamiques dans 1’élaboration de stratégies de couverture robustes et adapta-
tives.

Enfin, la simulation d’une stratégie de couverture a permis de concrétiser les concepts abs-
traits en une application pratique. Observer la stratégie s’ajuster en temps réel face aux
fluctuations du marché a renforcé notre compréhension des mécanismes de couverture et de
leur importance dans la gestion des risques.

En somme, cette étude va au-dela de la simple exploration du modele de Black-Scholes, en
offrant un apercu complet de son utilisation pratique, de sa sensibilité aux parametres et
de l'efficacité d’une stratégie de couverture bien congue. Elle met en exergue 'importance
continue de la recherche dans le domaine de la finance quantitative pour mieux appréhen-
der les dynamiques complexes des marchés financiers et améliorer les outils qui guident les
décisions financieres cruciales.

Perspectives

Cette étude suggere plusieurs axes de recherche prometteurs pour une recherche appro-
fondie dans le domaine de la finance quantitative :

1. Modeles Multifacteurs : Explorer la mise en place de modeles multifacteurs inté-
grant diverses variables telles que la volatilité implicite, les taux d’intérét sans risque
et d’autres facteurs économiques pertinents pour une compréhension plus holistique
des marchés financiers.

2. Extensions des modeéles : Envisager 'exploration d’extensions ou de variantes des
modeles étudiés, tels que des ajustements pour tenir compte de 'asymétrie dans la
volatilité ou des variations dans les parametres au fil du temps.

3. Machine Learning dans la Finance Quantitative : Examiner la viabilité et I'effi-
cacité de 'intégration de techniques de machine learning pour améliorer la prédiction

62



des prix d’options et des taux d’intérét, en exploitant les vastes ensembles de données
disponibles.

4. Analyse de Risque et Gestion de Portefeuille : Etudier I'application de ces
modeles avancés dans des contextes de gestion de portefeuille, en mettant I’accent sur
la gestion proactive des risques et la maximisation des rendements ajustés au risque.

5. Etudes Empiriques Approfondies : Entreprendre des études empiriques appro-
fondies en utilisant des données réelles de marchés financiers pour valider, ajuster et
améliorer les modeles, en prenant en compte les particularités des différents actifs fi-
nanciers.

En envisageant ces perspectives, une these de doctorat pourrait apporter une contribution
significative a I’évolution des modeles financiers, ouvrant la voie a des avancées tangibles
dans la compréhension et la gestion des risques dans les marchés financiers contemporains.
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.1 Annexe A

Algorithme de simulation du modéle

Implémentation sur python de I'algorithme de simulation du modele de Black-Scholes

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def brownien_mouv_trajectoire(n, h):

# G3n3rer une suite de variables al3atoires gaussiennes centr3es et
r3duites

gaussien_cent = np.random.randn(n)

# Calculer les incr3ments du mouvement brownien
brownien_increments = np.sqrt(h) * gaussien_cent

# Calculer la trajectoire du mouvement brownien
brownien_trajectoire = np.cumsum(brownien_increments)

return brownien_trajectoire

def black_scholes_trajectoire(x, mu, sigma, r, T, n, h):
temps = np.arange(O, T + h, h)

prix = np.zeros(n + 1)

prix [0] = x

for k in range(l, n + 1):
# Simulation du mouvement brownien
brownien_trajectoire = brownian_mov_trajectoire(l, h)

# Calcul de 1’incr3ment pour le mod3le de Black-Scholes
drift = (mu - 0.5 * sigma**2) * h

diffusion = sigma * brownien_trajectoire[-1]

prix[k] = prix[k - 1] * np.exp(drift + diffusion)

return temps, prix

# Param3tres du mod3le

x0 = 100 # Prix initial

mu = 0.05 # Rendement attendu

sigma = 0.2 # Volatilit3

= 0.05 # Taux d’int3r3t sans risque
=1 # Temps total

1000 # Nombre de pas de temps

T / n # Pas de temps

5B AR

# Simulation de la trajectoire du mod3le de Black-Scholes
temps, prix = black_scholes_trajectoire(x0, mu, sigma, r, T, n, h)

# Affichage des r3sultats

plt.plot(temps, prix)

plt.title(’Trajectoire du mod3le de Black-Scholes avec mouvement
brownien’)
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36

plt.xlabel (’Temps’)
plt.ylabel (’Prix de 1\’actif’)
plt.show ()

Listing 1 — Simulation du modele de Black-Scholes

Simulation du modele de Black-Scholes pour differentes valeur de sigma

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def trajectoire_mouv_brow(n, h):

gaussien = np.random.randn(n)
increments_brownien = np.sqrt(h) * gaussien
trajectoire_brownien = np.cumsum(increments_brownien)

return trajectoire_brownien

def black_scholes_trajectoires(x, mu, sigma_val, r, T, n, h):
temps = np.arange(0, T + h, h)

prix = np.zeros((len(sigma_val), n + 1))

prix[:, 0] = x

for k in range(l, n + 1):
# Simulation du mouvement brownien
trajectoire_brownien= trajectoire_mouv_brow(len(sigma_values), h)

# Calcul de 1’incr3ment pour le mod3le de Black-Scholes pour chaque
valeur de sigma

drift = (mu - 0.5 * np.array(sigma_val)**2) * h

diffusion = np.array(sigma_val) * trajectoire_brownien

prix[:, k] = prix[:, k - 1] * np.exp(drift + diffusion)

return temps, prix

# Param3tres du mod3le

x0 = 100 # Prix initial

mu = 0.05 # Rendement attendu

sigma_val = [0.1, 0.3, 0.9] # Diff3rentes valeurs de sigma
= 0.05 # Taux d’int3ret sans risque

=1 # Temps total

1000 # Nombre de pas de temps

T / n # Pas de temps

B AR

# Simulation des trajectoires du mod3le de Black-Scholes pour
diff3rentes valeurs de sigma
temps, prix = black_scholes_trajectoire(x0, mu, sigma_values, r, T,

)

# Affichage des r3sultats
plt.figure(figsize=(10, 6))
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for i in range(len(sigma_val)):
plt.plot(temps, prix[i, :], label=f’$\sigma = {sigma_vall[ill}$’)

plt.title(’Trajectoires du mod3le de Black-Scholes pour differentes
valeurs de $\sigma$ (avec $\mu$ constant)’)

plt.xlabel (’Temps’)

plt.ylabel (’Prix de 1\’actif’)

plt.legend O

plt.show ()

Listing 2 — Simulation du modele de Black-Scholes pour differentes valeur de sigma

La formule de black-scholes donnant le prix d'un call

import numpy as np
from scipy.stats import norm

def black_scholes_call(S, K, T, r, sigma):

dl = (np.log(S / K) + (r + 0.5 * sigmax**2) * T) / (sigma * np.sqrt(T))
d2 = d1 - sigma * np.sqrt(T)

prix_call = S * norm.cdf(dl) - K * np.exp(-r * T) * norm.cdf(d2)
return prix_call

# Param3tres du mod3le

S0 = 100 # Prix initial de 1l’actif sous-jacent
K = 100 # Strike

T =1 # Echeance

r = 0.05 # Taux d’int3ret sans risque

sigma = 0.2 # Volatilit3

# Calcul du prix du call
prix_call = black_scholes_call(S0O, K, T, r, sigma)

print(f’Le prix du call est : {prix_call:.2f}’)

Listing 3 — code de la formule de black-scholes donnant le prix d'un call
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L’implémentation de la couverture approximative dans le modele de Black-Scholes :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import norm

# Fonction pour calculer le prix du call dans le mod3le de Black-Scholes
def black_scholes_call(S, K, T, r, sigma):

dl = (np.log(S / K) + (r + 0.5 * sigmax**2) * T) / (sigma * np.sqrt(T))
d2 = d1 - sigma * np.sqrt(T)

prix_call = S * norm.cdf(dl) - K * np.exp(-r * T) * norm.cdf (d2)

return prix_call

# Fonction pour simuler la valeur du portefeuille avec couverture
approximative

def simul_val_portf(SO, K, T, r, sigma, intervals, dt):

# Initialisation

portfeuil_val = [O0]

time_points = [0]

# Boucle sur les intervalles de temps
for k in range(int(intervals)):

tk = k * dt

tkl = (k + 1) * dt

# Calcul du delta au d3but de 1’intervalle [tk, tkil]

dli = (np.log(SO0 / K) + (r + 0.5 * sigma**2) * (T - tk)) / (sigma * np.
sqrt (T - tk))

delta_initial = norm.cdf (d1)

# Calcul de la quantit3d d’actif risqu3 au d3but de 1l’intervalle [tk, tki1
]

quantite_actif_risq_initial = delta_initial

# Calcul de la valeur du portefeuille a 1’instant tkl en utilisant la
couverture de Black-Scholes

portfeuil_val.append(quantite_actif_risq_initial * SO -
black_scholes_call (SO, K, T - tk, r, sigma))

time_points.append(tkl)

# Valeur du portefeuille a 1l’instant final T
portfeuil_val.append(quantite_actif_risq_initial * SO -

black_scholes_call(S0, K, T, r, sigma))
time_points.append(T)

return time_points, portfeuil_val

# Param3tres du mod3le

SO0 = 100 # Prix initial de 1l’actif sous-jacent
K = 100 # Strike

T =1 # Echeance

r = 0.02 # Taux d’int3ret sans risque

sigma = 0.2 # Volatilit3
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# Param3tres de la couverture approximative

intervals = 12 # Nombre d’intervalles (par exemple, 12 pour des
ajustements mensuels)

dt = T / intervals # Intervalle de temps entre chaque ajustement

# Simulation de la valeur du portefeuille
time_points, portfeuil_val = simul_val_portf (SO, K, T, r, sigma,
intervals, dt)

# Tracer du graphique

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.plot(time_points, portfeuil_val, label=’Valeur du portefeuille’)

plt.scatter ([0, T], [portfeuil_val[O0], portfeuil_val[-1]], color=’red’,
marker=’o0’, label=’D3but et fin’)

plt.xlabel (’Temps (annees)’)

plt.ylabel(’Valeur du portefeuille’)

plt.title(’Simulation de la valeur du portefeuille avec couverture
approximative’)

plt.legend O)

plt.grid(True)

plt.show ()

Listing 4 — Couverture approximente d’une option
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