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Résumé

Les especes de Plasmodium présentent des préférences distinctes pour les globules rouges (GR) de
différents stades. D’un point de vue fondamental, nous élaborons une approche novatrice visant a
démontrer que cette caractéristique écologique particuliere des especes de Plasmodium au sein de
leur hote humain est essentielle pour appréhender la diversité des especes coexistantes au sein d’un
méme hote.

Notre approche a été mise en ceuvre sur un modele de co-infection impliquant deux especes du
paludisme, a savoir Pvivax et Pmalariae, structurées par dge a ’'intérieur de [’hdte et couplées a
un stade discret de maturité dans la production de GR. Nous démontrons que la coexistence a long
terme des deux especes est envisageable sous certaines conditions, dépendant de 1’ordre approprié
des nombres de reproduction de base de chaque espece.

Particulierement, notre analyse révele que la dynamique du modele n’est pas triviale, pouvant varier
de I’extinction totale des especes a la coexistence des deux, en passant par la persistance d’une seule

espece.

Abstract

Species of Plasmodium exhibit distinct preferences for red blood cells (RBCs) of different ages.
From a fundamental perspective, we are developing an innovative approach to demonstrate that
such differential ecological characteristic of Plasmodium species within their human host is crucial
for capturing species diversity within the same host.

We applied this approach to a co-infection model involving two malaria species : P. vivax and P.
malariae, structured by age within the host and coupled with a discrete maturity stage in RBC pro-
duction. We show that with such differences in RBC preferences, long-term coexistence of the two
species is possible under certain conditions based on an appropriate order of the basic reproduc-
tion numbers of each species. In particular, we demonstrate that the dynamic behavior of the model

is nontrivial and can range from the extinction of all species to the coexistence of both species,

including the persistence of a single species.
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% INTRODUCTION GENERALE =

Le paludisme est une maladie parasitaire transmise par des moustiques. A 1’origine, on croyait que cette
maladie provenait des zones marécageuses, d’ou I’appellation "paludisme" dérivée du mot latin "paludis”
qui signifie marais [11, 31]. Elle est aussi appelée Malaria, dérivée du mot italien "malaria" qui veut dire
mauvais air [31]. En 1880, des scientifiques découvrent que I’agent responsable du paludisme est un pa-
rasite unicellulaire appelé Plasmodium. Par la suite, ils ont découvert que le parasite était transmis d’une
personne a une autre par la piqiire d’'un moustique femelle du genre Anophele. Le paludisme est I'une
des trois principales causes de mortalité d’origine infectieuse. L’OMS estime qu’il touche entre 300 et
500 millions de personnes dans le monde, dont 90% en Afrique subsaharienne [2]. Avec le réchauffement
climatique, les zones libérées ou autrefois a 1’abri du paludisme risquent d’étre réinfectées ou infectées.
Par conséquent, prévoir de fagon précise la dynamique de transmission du paludisme est nécessaire. Des
lors que le paludisme est un vrai probleme de santé publique, il est donc impératif de mobiliser tous les
moyens afin d’éradiquer ou de contrdler la transmission et la morbidité de cette maladie. C’est de cet
élan que découlent les nombreux et pertinents résultats de la modélisation mathématique des épidémies.
Un modele mathématique est un outil basé sur des méthodes et outils mathématiques afin de résoudre
un probleme biologique et/ou écologique. Il permet également d’optimiser le choix d’une stratégie de
contrdle ou d’éradication. La modélisation mathématique du paludisme a commencé depuis 1911 avec
le modele de Ross [28], par la suite, d’importantes extensions ont été apportées par MacDonald [20].
L’un des plus grands progres de la modélisation du paludisme est I’inclusion de 1I’'immunité acquise
proposée par Dietz, Molineaux et Thomas [8]. Quelques travaux ont également inclus des effets envi-
ronnementaux [19, 31, 32], la résistance aux médicaments [3, 16, 26], 1’évolution de I’immunité [17],
le traitement et I’impact des stratégies de vaccination [4], ainsi que le délai de la période d’incubation
[29]. Ngwa et Shu [24] et Ngwa [23] ont proposé un modele compartimental pour étudier la propagation
du paludisme en utilisant des équations différentielles ordinaires (ODE) avec un groupe de Susceptible-
Exposé-Infectieux-Récupéré-Susceptible (Susceptible-Exposed-Infectious-Recovered-Susceptible
(EIRS)) pour les humains et un groupe de Susceptible-Exposé-Infectieux (Susceptible-Exposed-Infectious

(SED)) pour les moustiques. Tous ces résultats aussi pertinents vont dans le sens du contrdle de la trans-
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mission entre hote et I’éradication des vecteurs.

L’objet de notre étude est de mettre en place un modele intra-hdte doublement infecté par les parasites
Plasmodium vivax et Plasmodium malariae. Par ailleurs, 1’étude des 5 Plasmodiums du paludisme a été
effectuée par Djidiou et al.[9]. Dans [9], on a un caractere préférentiel des Plasmodiums diftérentiels pour
les globules rouges. C’est dans ce sens qu’une nouvelle approche a été développée pour montrer qu’une
telle caractéristique écologique différentielle des especes de Plasmodium au sein de I’hdte humain est
fondamentale pour capturer la diversité des especes au sein d’un méme hote. Ils ont montré qu’une telle
différence de préférence conduit a une possibilité de coexistence dans le long terme de différentes es-
peces. Cette coexistence est obtenue sur certaines conditions basées sur un ordre approprié du nombre
de reproduction de base de chaque espece.

Dans notre travail, nous étudions les interactions intra-hote entre Plasmodium vivax (P. vivax) et Plas-
modium malariae (P. malariae). Ces deux especes se démarquent en raison de leur coexistence fré-
quente chez les individus infectés. La co-infection par P.vivax et Pmalariae présente des caractéristiques
uniques, qui suscitent I’intérét de la communauté scientifique. Contrairement aux autres especes de Plas-
modium, P.vivax posséde la particularité de pouvoir former des formes dormantes (hypnozoites) dans le
foie de I’hdte, ce qui entraine la persistance de I’infection pendant de longues périodes. En revanche,
Pmalariae est connu pour son aptitude a échapper partiellement a la réponse immunitaire de 1’hote,
conduisant ainsi a des infections chroniques et récurrentes. La co-infection par ces deux parasites sou-
Ieve donc des questions cruciales quant a la complexité de leur interaction au sein de 1’hote et a I’impact
sur la gravité clinique de la maladie. Dans ce contexte, la modélisation mathématique de la dynamique de
co-infection intra-hdte apparait comme un outil puissant pour décrypter les mécanismes complexes qui
régissent ces interactions parasitaires. Cette approche intégrative nous permettra de mieux comprendre
les facteurs qui influencent la persistance, la virulence et la propagation de la co-infection par P.Vivax
et Pmalariae. De plus, une telle modélisation pourrait contribuer au développement de stratégies de
contrdle et de traitement plus efficaces, adaptées a ces particularités spécifiques. L’ objectif principal de
cette étude de recherche initiale est d’étudier en profondeur un modele intra-hote spécifiquement lié au
plasmodium vivax et au Plasmodium malariae qui se concentre sur ce qui se passe a I’intérieur de 1’orga-
nisme hote (exemple de I’€tre humain) lorsqu’il est infecté par ces derniers. Cette exploration permettra
de mieux comprendre ce modele et les mécanismes sous-jacents. Le travail sera composé de deux cha-
pitres, a savoir : le premier chapitre consacré aux rappels d’outils mathématiques dont on fera usage dans
la suite de ce travail. Dans le second chapitre, nous ferons 1’analyse du modele qui sera précédée par
une bréve description de I’épidémiologie du paludisme, de la description du modele et de sa formulation
mathématique.

L’analyse du modele débutera par le caractere bien posé de notre systeme, ¢’est-a-dire 1’existence d’une
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solution unique et positive. Ensuite, nous examinerons le point d’équilibre sans maladie afin de calculer
le nombre de reproduction de base du modele, noté Ry. Nous procéderons ensuite a la détermination des
états d’équilibre du modele et a I’étude de leur stabilité. Nous explorerons également la persistance uni-
forme des deux parasites concernés ainsi que la dynamique adaptative du modele. Enfin, pour compléter

notre analyse, nous proposerons des simulations numériques illustrant le comportement du modele.
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PR Chapitre Un [EETES

PRELIMINAIRES
]

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques définitions et résultats qui seront utilisés dans la

suite.

I Opérateurs linéaires sur un espace de Banach

I.1 Espace de Banach

Définiton I.1.1. Espace de Banach
On appelle espace de Banach, tout espace vectoriel normé complet pour la topologie métrique associée

a la distance induite de sa norme.

Exemple 1.1.1.
i. (R,|.|) estun espace de Banach.

ii. Le R-espace vectoriel C(Q) des fonctions numériques continues et bornées sur un ensemble Q est

un espace de Banach muni de la norme ||.||« définie par ||I|| = sup|I(x)|, VI € C(Q).
XEQ

Proposition 1.1.1.
Si (X,]]-|x) et (Y,]|-||y) sont des espaces de Banach sur K =R ou C, alors (X xY,||.||x +||-||y) est un

espace de Banach sur K.

Définiton 1.1.2.

On appelle Treillis de Banach, tout espace de Banach muni d’une relation d’ordre partiel.

Définiton 1.1.3. Cone positif d’un espace de Banach

Soit X un espace de Banach. On appelle cone positif de X, le sous-ensemble de X noté X, vérifiant :
i Xy +Xp CXy.
ii. YA>0, AX, CX,.

iii. VxeX, (xeXyet—xeX,) = x=0.

MASTER 1II 2022-2023



I Opérateurs linéaires sur un espace de Banach

L2 Opérateurs linéaires
Soient (X, ||.||x) un espace de Banach et By la boule unité ouverte de X.

Définiton 1.2.1. Opérateur linéaire
Un opérateur linéaire sur X est une application linéaire A définie sur un sous-ensemble D(A) C X a

valeurs dans X. D(A) est appelé le domaine de I’opérateur A.
Notation 1.2.1. On note un tel opérateur (A,D(A)) ou tout simplement A lorsque D(A) = X.

Définiton 1.2.2. Opérateur linéaire borné ou continu

Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est borné (ou continu) s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
14x][x < cllxlx, ¥ x € D(A).

Notation L1.2.2. On note par B(X) I’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés sur X muni de la
norme || - || définit par :

IT| = sup [|[Tx]|, VT € A(X)

Ixl[<1

Définiton 1.2.3. Opérateur compact

Un opérateur linéaire A : X — X est dit compact si A(By) est relativement compact dans X.

Proposition 1.2.1.
Un opérateur linéaire A : X — X est compact si et seulement si pour tout borné B de X, A(B) est relati-

vement compact dans X.
Soit Y un treillis de Banach.

Définiton 1.2.4. Opérateur positif [14]
Un opérateur A : Y — Y est positif si

YV x € Y+, Ax € Y+.
Soit Q un ouvert de R" pour tout n € N .

Définiton 1.2.5. Fonction intégrable

On dit qu’une fonction mesurable f : Q — R est intégrable au sens de Lebesgue si / |f] < oo.
Q

Définiton 1.2.6. Fonction mesurable

Une fonction f : QQ — R est dite mesurable si pour tout & € R, I’ensemble
Eq={x€Q: f(x) > o}

est mesurable au sens de Lebesgue.
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I Opérateurs linéaires sur un espace de Banach
Définiton 1.2.7. Espace de Lebesgue
Soit p € R, 1 < p < co. On appelle I’espace de Lebesgue LF (Q) I’ensemble
LP(Q)={f:Q — R /f mesurable et |f|’ intégrable}.

De plus, pour toute fonction f € LP(Q), on pose :

Al = ( / |f(x)|pdx> '

Si p=ocet f: Q— R mesurable, alors on définit || f|| 1~ comme :

[fllz= = inf{e: | f(x)] < o p.p.}.

Définiton 1.2.8. Espace W"?

Pour 1 < p < e etm €N, on définit ’espace de Sobolev WP (Q) par
WP (Q) = {u e LP(Q)/D% € LP(Q) pour tout o € N" tel que |at| < m}.
Noter que pour m =0, I’espace WP (Q) est 'espace de Lebesgue LP ().

Théoreme 1.2.1. Fermeture Compacte [22]
Un ensemble C C LL (R) a une fermeture compacte si et seulement si pour toutes fonctions f € C, les

conditions suivantes sont satisfaites :

~+oo
1. sup fla)da < eo.
fecJ0
+o0
2. lim fla)da — O uniformément dans C.
r—eo [,
~+oo
3. lim | f(a+h)— f(a)||da — O uniformément dans C.
h—0+J0

h
4. lim / f(a)da — 0O uniformément dans C.
h—0+.J0

I.3 Semi-groupes a un parametre d’opérateurs linéaires bornés

Dans cette section, nous présentons quelques notions sur les semi-groupes a un parametre d’opérateurs

linéaires bornés sur un espace de Banach. Dans toute cette section, X désigne un espace de Banach.

Définiton 1.3.1. Semi-groupe [27]
Une famille a un parameétre {T (t) };>0 C B(X) d’opérateurs linéaires bornés est appelée un semi-groupe

d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
i. T(0)=1I(oul est!’opérateur identité de X).

ii. T(t+s)=T()T(s), Vt,5s>0.

MASTER 1II 2022-2023 m



I Opérateurs linéaires sur un espace de Banach

Définiton 1.3.2. Semi-groupe uniformément continu [27]

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément continu sur X si :
lim ||T(¢) —1|| =0.
t—0+

Définiton 1.3.3. Générateur infinitésimal d’un semi-groupe [27]

On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T (t) };>0 C B(X), I'opérateur A défini par :

T(t)x—
D(A) = {x €X: lim (1)x existe dans X}
t—0t 1
et

T _
Ax= lim (”fx,v)c € D(A).

t—0t
Proposition 1.3.1. [27]

Soit A € B(X), alors {e’A} est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés

t>0

sur X et de générateur infinitésimal A.

Définiton 1.3.4. Cy-semi-groupe [27]
On appelle Cy-semi-groupe ou semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X, tout

semi-groupe {T (t)},5 C B(X) qui vérifie la propriété suivante :

lim T(t)x=x,VxeX.

1—0+
Remarque 1.3.1. Puisque ||T(t)x—x|| < ||T(t) —1||||x[|,V x € X,V t >0, il en résulte que tout semi-
groupe uniformément continu est un Cy-semi-groupe. Cependant la réciproque n’est pas vraie. Il vient
que les Cy-semi-groupes sont une classe plus générale que celle des semi-groupes uniformément conti-

nus.

Théoreme 1.3.1. [27]
Soit {T(t)},~q un Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X. Alors il existe deux constantes
o >0etM > 1 telles que :

IT (1) < Me™, ¥ 1 >0.

Corollaire 1. Soit (T(t)),>0 un Co-semi-groupe sur X. Alors pour tout x € X, la fonction t — T (t)x

est continue de R™ dans X.

Définiton 1.3.5. Borne de croissance d’un Cy-semi-groupe
Soit {T(t)},~q un Co-semi-groupe. On appelle borne de croissance de {T(t)},, le réel wo(T) définit

par:
a(T) =inf{® € R: I My > 1,||T(1)|| < Mpe® Vi >0}.
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I Opérateurs linéaires sur un espace de Banach

Définiton 1.3.6. Cy-semi-groupe de contraction [27]
Soit {T(t)},5q un Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X. On dit que {T(t)},-, est un
Co-semi-groupe de contraction si :

1T (1)]] < 1, > 0.

Définiton 1.3.7. Semi-groupe positif [14]
Un semi-groupe d’opérateurs linéaires {T ()}, sur X est dit positif si pour toutt > 0, I’opérateur T (t)

est positif.

1.4 Eléments sur la théorie spectrale des opérateurs linéaires bornés
Soit X un espace de Banach et (A,D(A)) un opérateur linéaire borné sur X.

Définiton 1.4.1. Opérateur inversible

L’opérateur A est dit inversible s’il est bijectif et de bijection réciproque bornée.

Définiton 1.4.2. Ensemble résolvant [27]
L’ensemble

p(A)={A €C:AI—A:D(A) — X est un opérateur inversible}

s’appelle 1’ensemble résolvant de A.

Définiton 1.4.3. Résolvante [27]
L’application
R(-,A):p(A) — A(X)
A = RA,A) =AI—-A)"!

s’appelle la résolvante de A. Pour tout A € p(A), R(A,A) est appelé la résolvante de A en A.

Définiton 1.4.4. Spectre

L’ensemble
o(4)=C\ p(A).

s’appelle le spectre de A.

Définiton 1.4.5. Spectre ponctuel

Le spectre ponctuel est I’ensemble
0,(A):={A €o(A): N/ (AI—-A) #{0}}.

Les éléments du spectre ponctuel 6,(A) sont appelés valeurs propres. Si A € 6,(A), les éléments x €
N (Al — A) sont appelés vecteurs propres ou fonctions propres. La dimension de N (Al —A) est la

multiplicité de A.
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II Probléme de Cauchy

Définiton 1.4.6. Valeur propre, vecteur propre
S’il existe un scalaire A € C et un vecteur non nul u € X tels que A(u) = Au, on dit que A est une valeur

propre de A et u un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Proposition 1.4.1. /4]
Soit A € B(X). Les assertions suivantes sont vérifiées :
i. 6(A)#0.

ii. 0(A) estun ensemble compact dans C.

Définiton 1.4.7. Rayon spectral

Le nombre r(A) = sup |A| s’appelle le rayon spectral de A.
Aco(A)

Théoreme 1.4.1. Hille-Yosida [27]
Un opérateur linéaire (A,D(A)) sur X est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T (t)};>0

vérifiant ||T(t)|| < Me® (M, € R), YV t > 0 si et seulement si :
(i) A est un opérateur fermé et D(A) est dense dans X.

(ii) J@,+o[ C p(A) et ||[R(A,A)"| < VneN", VA > o.

M
(A — )"
Théoreme 1.4.2. [14]
Soit A le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires positif sur X. Pour tout

A € p(A), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. 0<R(A,A).

2. S(A) < A, limite spectrale de I’opérateur A.

II Probleme de Cauchy

Définiton I1.0.1. Probléme de Cauchy

On appelle probleme de Cauchy, la donnée d’une équation différentielle et d’une condition initiale.

Soit X un treillis de Banach. Considérons le probleme de Cauchy de la forme suivante :

do(t) _
— . =A0)+F(t9()), (IL.1)
@(0) = g € X.

Alors le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur A et F' pour que ce probleme admette une

solution.

Théoreme I11.0.1. [2]]
Si:
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III Rappels sur la théorie des systemes dynamiques

1. A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire et il existe M > 1, @ € R tels que

M
oo M — = * .
|, +o[C p(A) et [RAAY| < (7= Vn N, VA >0

2. F:R* xD(A) — X est continue et pour tout C > 0, il existe K(C) >0 tel que ||F(t,x)—F(t,y)| <
K(C)|lx—y|, Vx,y € B(0,C)ND(A), ¥t >0 avec

B(0,C) ={xeX:|jx]| <C}.
1
2K(2C+F(0)) +2°
Alors, pour tout C > 0, pour tout ¢y € X tel que ||@o|| < C, il existe une unique solution de (IL.1),

Q< C([OaTC[7X) mcl([oaTCD'

Pour tout C >0, on pose Tc =

Proposition I1.0.1. [22]
Soit D C R2. Supposons que f; : D — R? est une fonction Lipschitzienne avec une borne k; et un
coefficient de Lipschitz M;. Alors pour i =1, 2 la fonction f| X f» est Lipschitzienne avec le coefficient

kiM> + ko M.

III Rappels sur la théorie des systemes dynamiques

II1.1 Définitions

La théorie des systemes dynamiques est utilisée pour étudier les phénomenes physiques qui évoluent
au cours du temps.
L’observateur d’'un phénomene suppose la connaissance d’un état et d’un instant d’observation. Nous

désignons par X I’ensemble des états possibles et par T I’ensemble des instants d’observations.

Définiton II1.1.1. Systeme dynamique
Un systéeme dynamique est la donnée d’un triplet (X,T, ) ou X est un espace topologique (espace des
phases), T C R un espace temporel (temps réel continu ou bien discret) et
o : TxX — X,
(t,x) +— ¢(t,x).
telle que :
1. ¢(0,x)=x, VxeX.
2. 0(t+s5,x) =0, 9(s,x)), Ve, seT,VxeX;
L’application ¢ est appelée flot du systeme dynamique.
Définiton II1.1.2. Flot d’une équation différentielle
On appelle flot de (111.1), I’application
o : RixX — X,

(t,x)  +— O(t,x);
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III Rappels sur la théorie des systemes dynamiques

ot §(-,x0) est la solution de (111.1) telle que ¢(0,x) = x

Remarque II1.1.1. L’application ¢ de la définition précédente vérifie les propriétés suivantes :
i 9(0,x)=x, VxeX.
i ¢(t+s,x)=¢(t,0(s,x)), Vt,se Ry, VxeX.

1l vient donc que I’équation (111.1) définit un systeme dynamique sur X de flot ¢.

On considere une équation différentielle de type

dx

) = f(0), € Re (I 1)

ou X est un espace normé et f : Ry x X — X est un champ de vecteurs.

1.2 Equilibres

La résolution explicite de (III.1) n’est en général pas facile. Pour comprendre la dynamique d’une telle
équation, on fait souvent recours a une étude qualitative en s’intéressant a une famille de solutions par-
ticulieres dites solutions stationnaires ou équilibres qui sont des points (solutions) ol la dynamique est

constante.

Définiton IIL.2.1. Equilibre
On dit qu’un point xo € X est un équilibre de (I11.1) si f(xo) = 0, ainsi la fonction constante x(-) = x¢ est

solution de (111.1).

On s’intéresse maintenant a la notion de stabilité des équilibres qui traduit le comportement des solutions

de (III.1) au voisinage de ses équilibres.

II1.3 Stabilité des équilibres

Soit xp un équilibre de (III.1). Nous avons les définitions suivantes :

Définiton I11.3.1. Stabilité

On dit que xg est stable si, pour tout € > 0, il existe 6 € Ry U{+oo} tel que :
lx—xo0llx <6 = ||@(t,x) —x0llx <€&,Vt>0.
En particulier; si 8 = oo, on dit que xy est globalement stable sinon, on dit que x( est localement stable.

Définiton I11.3.2. Stabilité asymptotique
On dit que xq est asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe un voisinage V de xy dans X tel
que, pour tout x €V,

tgniwwt,x) = X0.
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III Rappels sur la théorie des systemes dynamiques

Les résultats suivants nous permettent d’étudier la stabilité d’un équilibre. On suppose que f est de classe

C', on considere un équilibre x, et on désigne par Df (xo) la différentielle de f en xg.

Théoreme I11.3.1.
Si toutes les valeurs propres de D f (xo) sont de partie réelle strictement négative, alors xg est un équilibre

localement asymptotiquement stable.
Définiton II1.3.3. Artracteur
Un ensemble o/ C X est un attracteur (local) si
i. o est positivement invariant c’est-a-dire §(t,97) = o/ Nt > 0.

ii. of attire un voisinage de lui-méme, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert # contenant </ tel que pour

tout ouvert N contenant <, il existe ty € R tel que pour tout t > ty, ¢(t,B) C N .

Le bassin d’attraction de <7 est la réunion de tous les ensembles attirés par <.

Définiton I11.3.4. Attracteur global

Un attracteur global est un attracteur dont le bassin d’attraction est I’espace des phases X tout entier.
Les définitions précédentes nous permettent d’énoncer le résultat suivant :

Théoreme I11.3.2.

Si xo est localement stable et le singleton {xo} est un attracteur globale, alors xy est globalement stable.
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Interactions parasitaire Intra-hote : Etude

de la co-infection par Pyvivax et Pmalariae.

I Epidemiologie du paludisme

I.1 Répartition géographique du paludisme dans le monde

Pres de 2 milliards de personnes (34% de la population mondiale), vivent dans des zones ot le paludisme
endémique sévit ou réapparait. La répartition du paludisme dans le monde dépend en partie des caracté-
ristiques intrinseéques du vecteur (compétence vectorielle).

Le paludisme touche une centaine de pays dans le monde, particulierement les zones tropicales défavo-
risées d’ Afrique, d’ Asie et d’ Amérique Latine.

La région Africaine est, de loin, la plus touchée avec 94% des cas de paludisme recensés dans cette ré-
gion [12].

En Europe, la transmission est saisonniere et sporadique de mai a octobre dans le district de Laconie en
Grece. Il n’y a pas de risque dans les zones touristiques. Il s’agit, dans 100% des cas, de P. vivax [2].

En France, on compte environ 5500 cas d’importation chaque année [5].

Au Moyen-Orient, le paludisme sévit en Arabie Saoudite (pré-élimination), en Syrie et a Oman ou la
transmission est sporadique. Au Yémen, la transmission est constante toute I’année. Il n’y a pas eu de
cas en Iran en 2021 [2].

Dans, I’océan Indien, le paludisme est endémique a Madagascar, aux Comores (excepté Mayotte), ot il
est en hausse, 2 Zanzibar. A Mayotte, ol la transmission est sporadique, les cas importés représentent
3/4 des cas, en provenance de 1I’Union des Comores [2].

En Asie, I’OMS estime qu’il y a environ 130 a 390 millions de cas de P. Vivax chaque année, essentiel-
lement en Asie du sud-est (52%), dans les pays de I’est méditerranéen (15%). L’infection est répandue
dans le sous-continent indien, au Sri-Lanka, en Birmanie, dans de larges zones de la Chine méridionale
et dans la quasi-totalité de I’ Asie du sud-est [6].

En Guyane, on note une réduction du nombre de cas enregistrés chaque année : de plus de 4500 cas en
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I Epidemiologie du paludisme

2005 a environ 600 cas en 2017 [13].

1.2 Acteurs : le parasite, le moustique (I’anophele), ’homme

Le parasite : 11 existe de trés nombreuses especes de Plasmodium touchant diverses espéces animales,
mais seulement cinq de ces especes sont retrouvées en pathologie humaine ( Plasmodium falciparum,
Plasmodium vivax, Plasmodium malariae, Plasmodium ovale et Plasmodium knowlesi). Il convient de
souligner I’importance significative du Plasmodium vivax et du Plasmodium malariae parmi ces especes

en pathologie humaine.

1. Plasmodium vivax : 1l est le deuxieme parasite le plus répandu et le deuxieme responsable du palu-
disme apres Plasmodium falciparum. L importance de P.vivax réside dans sa capacité de provoquer
des infections récurrentes en raison de la formation de formes dormantes du parasite dans le foie.

Cette caractéristique rend le controle et 1’élimination du paludisme beaucoups plus complexes.

2. Plasmodium malariae : Bien que moins courant que P.vivax et Pfalciparum, Pmalariae est res-
ponsable d’infections chroniques du paludisme. Ce parasite peut persister dans le sang pendant de

longues périodes, ce qui peut entrainer des problemes de santé a long terme.

Le moustique hote définitif : Parmi plus de 500 especes d’anopheles connues, environ cinquante d’entre
elles sont capables de transmettre exclusivement une maladie strictement interhumaine causée par le
parasite Plasmodium. Ces anopheles femelles sont les seuls vecteurs responsables de la propagation de
cette maladie [2].

L’homme héte intermédiaire : Il est le seul hote réservoir qui héberge un cycle schizogonique ou
asexué, ainsi que des formes sexuées qui sont essentielles pour la transmission et la survie de 1’espece,

tout en permettant I’acquisition d’une immunité [2].

L3 Cycle asexué du paludisme

Les éléments de base du cycle évolutif sont les mémes pour toutes les especes de Plasmodium. La phase
asexuée chez I’ Homme comprend deux étapes essentielles :

L’étape hépatique : 1’anophele par sa piqilire inocule des parasites sous forme de sporozoaires, qui at-
teignent rapidement le foie et pénetrent dans les hépatocytes. Les parasites se transforment en schizontes
tissulaires au sein des hépatocytes. Chaque schizonte produit 10 000 a 30 000 mérozoites, qui sont li-
bérés dans la circulation sanguine 1 a 3 semaines plus tard, lors de la rupture des hépatocytes. C’est la
schizogonie exo-érythrocytaire.

La schizogonie sanguine ou érythrocytaire : Chaque mérozoite peut envahir un globule rouge et s’y
transforme en trophozoite. Les trophozoites grandissent, et la plupart deviennent des schizontes érythro-

cytaires, les schizontes produisent a leur tour des mérozoites, ce qui déclenche 48 heures (P.vivax) a 72
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I Epidemiologie du paludisme

heures (P.malariae) plus tard I’éclatement du globule rouge et sont libérés dans la circulation sanguine.

Ces mérozoites envahissent ensuite rapidement de nouveaux globules rouges, répétant le cycle. Certains

trophozoites se transforment en gamétocytes, qui sont ingérés par les moustiques du genre Anophele.

C’est le cycle intra érythrocytaire.

1- Réservoir du paludisme humain: homme
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FIGURE 1.1 — Cycle des plasmodiums : la phase asexuée chez I’Homme.
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I Epidemiologie du paludisme

1.4 Prévention, diagnostic et traitement du paludisme

Jusqu’a présent, la lutte contre les vecteurs du paludisme a constitué le principal moyen de prévenir et
de réduire la transmission de la maladie. Cela comprend principalement I’utilisation de moustiquaires
imprégnées d’insecticides (MII) et la pulvérisation d’insecticides a effet résiduel a I’intérieur des habita-
tions. Les MII réduisent les contacts entre les moustiques vecteurs et les étres humains a la fois en tant
que barricre physique et grace a I’effet insecticide. La pulvérisation a effet résiduel constitue un autre
moyen tres efficace de réduire rapidement la transmission du paludisme. Elle implique la pulvérisation
de I’intérieur des habitations une ou deux fois par an en général [7, 15]. De plus, des mesures complé-
mentaires, telles que 1’utilisation de larvicides, sont mises en ceuvre, mais elles ne sont recommandées
que dans les zones ou les sites de reproduction des moustiques vecteurs du paludisme sont rares, stables,
identifiables et faciles a localiser, cartographier, et traiter [1].

En outre, la prévention peut étre réalisée a 1’aide d’antipaludiques. Depuis 2012, I’OMS recommande
la chimio-prévention du paludisme saisonnier chez les enfants en tant que stratégie complémentaire de
prévention antipaludique pour le Sahel, une sous-région de I’ Afrique. Cette approche implique I’admi-
nistration d’un traitement d’un mois a base d’amodiaquine et de sulfadoxine-pyriméthamine a tous les
enfants de moins de cinq ans pendant la saison de forte transmission. En effet, ces enfants constituent le
groupe le plus vulnérable en termes de morbidité et de mortalité liées au paludisme, représentant 67%
des déces (soit 272 000) en 2018 [7, 30]. L’acces précoce au diagnostic et au traitement est 1’autre pilier
de la lutte contre le paludisme. En effet, la guérison du paludisme est possible lorsque le diagnostic et
la prise en charge sont réalisés précocement. L’ OMS recommande que, dans tous les cas suspects, le
diagnostic du paludisme soit confirmé par la détection des parasites avant d’administrer un traitement,
généralement une combinaison thérapeutique a base d’artémisinine (ACT). Le diagnostic du paludisme

peut étre effectué par microscopie (frottis sanguin, goutte épaisse) ou par test de diagnostic rapide (TDR).

LI.5 Propagation, Mode de transmission et Impact

Tandis que la reproduction par schizogonie assure le séjour du parasite dans son hote, la persistance de
I’espece a travers le temps et 1’espace est assurée par la transmission de 1’infection d’un individu a I’ autre
par ’intermédiaire d’un moustique vecteur qui s’infecte lui-méme en piquant un individu porteur dans
son sang de formes sexuées du Plasmodium. A 1’intérieur du moustique ces formes du parasite suivront
une série de transformations, cycle sporogonique ou extrinseéque, jusqu’a devenir des sporozoites dépo-
sés dans les glandes salivaires du moustique qui infecteront un autre hdte humain lorsque le moustique
piquera a nouveau un sujet [25]. La transmission de Plasmodium d’un homme a un autre se fait donc par
I’intermédiaire du moustique, le principal en cause étant Anopheles Gambiae sur le continent africain.

La contamination interhumaine est possible, d’une femme enceinte infectée a son enfant (voie transpla-
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centaire) ou par transfusion sanguine.

Ses impacts sur I’économie ainsi que sur la santé publique sont considérables.

Impact économique : Toute maladie est source de pertes économiques, tant directes du fait des dépenses
liées au traitement ou a la prévention qu’indirectes du fait de la baisse de la productivité et I’absentéisme.
Le paludisme a un impact économique majeur dans de nombreuses régions du monde, en particulier dans
les pays de la CEDEAO ot la prévalence du paludisme affecte négativement la productivité agricole de
6,9% [18]. 93% de tous les secteurs de I’économie y compris I’agriculture ont besoin d’un investissement
du secteur privé pour contrdler le paludisme.

Impact sur la santé publique : Le paludisme représente un probléme de santé publique dans le monde
du fait de sa fréquence et de sa forte létalité. Il est responsable de millions de cas de déces chaque année,
en particulier parmi les enfants de moins de cinq ans.

Presque tous les cas et plus de 95% des déces surviennent en Afrique subsaharienne (BM 2008). En plus,
OMS estime 214 millions de cas de paludisme dans le monde avec 438000 de déces dont 90% de déces

sont toujours rapporté en Afrique (OMS 2015) [18].

IT Description du modele

Nous décrivons I’infection paludéenne a I’intérieur de I’hdte associée a la production de globules rouges
(GR). Il s’agit d’un modele compartimental introduit pour comprendre la dynamique de la co-infection
par Pvivax et Pmalariae qui sont deux especes de parasites responsables du paludisme. Pour la dyna-
mique des GR non infectés, nous considérons trois compartiments pour les globules rouges : les réticu-
locytes (Rr), les globules rouges matures (Rm) et les sénescent (Rs). Ici, les R; font référence a la taille
de la population de GR a I’étape i et nous désignons par / I’ensemble des étapes de maturité des GR.
Parmi ces trois compartiments, seules les réticulocytes (Rr) sont vulnérables a Pvivax et les sénescents
(Rs) a Pmalariae. Pour le stade parasité, nous considérons une dynamique structurée par age pour les
globules rouges. Ici, 1’dge est une variable continue qui représente le temps écoulé depuis que le globule
rouge concerné est infecté. Une telle structure d’age continue nous permettra de suivre le développement
et la maturité des globules rouges parasités (GRP) au fil du temps, les interventions et des politiques qui
répondent aux besoins spécifiques de chaque groupe d’age, mais aussi la propagation de I’infection.
Dynamique des globules rouges non infectés. Nous désignons par R,(t), R, (¢) et R(t), respectivement
la densité des réticulocytes, des GR matures et des sénescents a I’instant 7.

Dynamique de ’infection palustre bi-espéces. Nous considérons ici I’interaction entre deux espéces
de Plasmodiums du paludisme (P.vivax et Pmalariae) et les globules rouges en circulation. Nous dé-
signons respectivement par uy(z) et p(t,a) la densité des mérozoites et la densité des globules rouges

parasités a I'instant ¢ induite par la k-ieme espece. La dynamique de ’infection palustre est représentée
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par le diagramme de flux ci-dessous (I1.2) et le modele s’écrit :

S1 : Developpement des GR

Ay Reticulocyte GR mature Hm, GR senescent

— —_— > Mortalité
-I?d'(t) :u’r an(t) Re(t) /”’5
Vulnérable Vulnérable
a P-Vivax a P-Malaria

l

GR vulnérable

Invasion - a l'espece k
ﬁkRj(t)vj =rs
Libération de parasites / riu(2)pi(t, a)da | Infection GR
0
Y
Schizonts Trophozoites Trophozoites
pr(t,a) matures - immatures
pk(t7a) pk(t7a)
Mortalité naturelle 1 Mo Mortalité naturelle 1 Mo Mortalité naturellel Mo

S5 : Developpement des parasites

FIGURE II.2 — Diagramme de flux du modele de co-infection intra-hote par les Plasmodiums vivax et

malariae.

;

Ri(t) = Ao—,Re(1) = Pruv(t) R(t),

invasion des RBCs

Ryu(t) = Ry (1) — R (1),

R(t) = ponRn () — WsRs (1) = Puun(t)  R(1),

invasion des RBCs

pv(£,0) = Bruy (1R (1), @L
P (1.0) = Busuns ()R (1),
(5:+ 50 ) Peta) = (@) + o)l

() = / ret(a) piltoayda — py gug(t), avec k € {V,M}
Jo

Production de mérozoites

avec les conditions initiales R;(0) >0, px(0,.) € L. ((0,0),R?) et ux(0) > 0 avec i € {r,m,s}.
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TABLE II.1 — Variables et parametres du modele

Parametres Description

Variables
R, (1) Densité de réticulocytes au temps ¢
Ry (1) Densité des globules rouges matures au temps ¢
R(1) Densité des globules rouges agés (sénescents) au temps ¢
pr(t,a) Densité des globules rouges parasités par I’espece
k au temps ¢, d’age a
ui (1) Densité des mérozoites au temps ¢ dus a 1’espece k
Parametres
Ag Nombre de reproduction des globules rouges
Uy Taux de croissance des réticulocytes
U Taux de croissance des globules matures
U Taux de croissance des globules sénescents
Uo Taux de mortalité naturelle des globules rouges
My Taux de décroissance de la quantité de mérozoites de ’espeéce k
Tk Nombre de mérozoites produits par globule rouge parasité par I’espece k
Ty Durée du cycle érythrocytaire pour I’espece k
B Taux d’infection de I’espece k

III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

Hypothese 1. Nous supposons que pour toutk € {V,M} eti € {r,m,s}, ona:
() € LL((0.00),Ry), i >0, B >0, Ag>0, to>0 et f,;>0.

III.1 Formulation compacte

L écriture compacte du systeme est donnée par :

R(t) =A—aR—yR—diag(5Bu(r))R(1),
p(1,0) = diag(8"R(t))Bul(t),
(IL.1)
(0 +0da)p(t,a) =—(u(a )+I~lo) (t,a),
\ () / p(t,a)da — pu(r),

ou

p(t.a) = (py(t,a), pu(t,a))", R(t) = (Ry(t), Ru(t), Rs(1))", ult) = (v (¢),upa(1))"
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

A= (A0,0,0)" ,r = diag(ri), p, = diag(u,x), B = diag(By), p(a) = diag(u(a)), k€ {V,M}

0 0 0 0

(@) + o = uy (a) + to =m0 ol
0 Hy(a) + Ho

0 —uwn, O

w 0 0 1 0 Bvuy ()R (t)
=10 w, 0. 8=|0 o], diag(6Bu(t))R(t)= 0 ,
0 0 u 0 1 Brrua (1) Ry (1)
diag(STR(t))ﬁu(t) _ (ﬁvuv(t)Rr(I)) .
Brruna (1)Ry(2)

II1.2 Formulation de Volterra
Formulation de Volterra de py (¢t,a) et py(t,a)

On considere le systéme suivant :

a,pv(l,a)—l-aap‘/(l,a) :—(MV(CZ)+MO)PV(I76’)7
pv(t,0) = Byuy (1)R(1),
pv(0,a) =py(a).
Posons  v(s) = py(t(s),a(s)) avec t(0) =19 et a(0) =ap.Ona:

drz(sS) :t/(s)gtpv(t(s),a(S))+a/(S);aPV(t(S)v“(s))'

{ i (s)=1 { 1(s) = s +1o

, =

a(s)=1, a(s) = s+ao.

d:l(ss) _ ipv(t(s)ﬂ(s)) + ;apv(t(s)’a(s)) = —(uv(a(s))+ po) v(s). La résolution de cette

équation donne :

Par identification on a :

Ainsi,

V(s) = voe Jo (v (aD)+o)dl
Ce qui est équivalent a :

pV (t, a) = pv (l‘o7 ao)eif()b(:uV(a(l))JFH{))dl
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

e Siap=0,0ona:

a= s,
to= t—a >0 sit>a.

Donc,
py(t,a) = py(t —a,0)els ~ W) = By (1 — a)R, (1 — a)e™ i (v () +po)ds,

e Sitg=0,0na

t= s,
ay= a—t>0sia>t.
Donc,

pv (t,a) = py (O’a — t)e—fé(ﬂv(l-&-a—t)—&-uo)dl.

Faisons un changement de variable : si /+a —t =k, alors, si [ =0, alors k =a —t, et si [ =¢, alors
k=a.

D’ou I’expression de Py(f,a) devient

pv(t,a) = py(0,a —t)e Ja-r(v () Fro)ds,

Au final, nous avons

uy(t—a Rr t—a e_jg(IJV(S)—F#o)dS’ sia< ‘,
pv(t,a) = Provit =Rl =a) . (I11.2)
pv(0,a—t)e Ja () tmds g g > g

De la méme maniére on a :

up(t — a)Ry(t — a)e Jo b tro)ds i g ¢
pu(t,a) = Pt = a)Rs(t =) . (I1L.3)
P (0,0 — 1)e™ Ja-tBu(S)Fo)ds i > ¢

Formulation de Volterra de p(z,a)

En se basant sur la formulation de Volterra des équations py et pys, on obtient directement

(t.a) diag(87 R(t — a))Bu(t —a)e Jo W& tr)ds g g <4, »
p 7a == a |
(0,0 —1)e Ji-s WO+ i >y

II1.3 Existence et Unicité

Nous établissons I’existence d’une solution positive globale du systeme (II.1). Premiérement, nous com-
mencons par formuler le systeme (II.1) sous la forme d’un probleme de Cauchy abstrait. Pour se faire,
nous introduisons I’espace de Banach X = R® x R? x L!((0,0), R?) x R? muni de sa norme ||.||x définit
par :

I(a,,e,d) lx =l + 5]+ llelli oz + 1], ¥ (a,byc,d)T € X.
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

ainsi que de son cdne positif X . Le systéme compact peut s’écrire sous la forme suivante :

R(t) A — R — YR — diag(5Bu)R
Oz | —p(0) + diag(8” R)Bu
dpl(t,.) —p (a) — (1(a@) + ko) p(a)
i(r) o+ | ru(@p(@da,
—Ray A — YR —diag(6fu)R
B —p(0) N diag(8” R)Bu
—p'(a) — (u(a) + o) p(a) Ou (000 2)
" | ru@pla)da
Soit A I’opérateur linéaire définit par :
R —Rax
0 —p(0
Al B = , r(0) .V (R,0g2, p,u)" € D(A), (IIL5)
P —p(a) —(u(a) + to)p(a)
u —Uyu

avece
D(A) =R3 x {02} x WH1((0,00), R?) x R

Soit F : D(A) C X — X I’application non linéaire définit par :

R A — YR —diag(5Bu)R
0 diag(57R)Bu _
FI %= , ¥ (R,0g2, p,u)” € D(A). (IIL6)
p OL1((00)R2)
u /Or,u(a)p(a)a’a

En posant Xy = D(A), Xo = Xo N X, et v(t) = (R(t),0p2, p(t,.),u(t))’, le systtme (IL.1) se réécrit

comme le probleme de Cauchy suivant :

dv(r)
o =AW +F(0), >0, (I11.7)
v(()) =V <€ X0+7

ol vp est la condition initiale associée au systeme de départ.

Sous I’hypothese 1, on a la proposition suivante :

Proposition II11.3.1.

Soit A I’opérateur définit en (111.5). Alors A satisfait les propriétés suivantes :

1. A est un opérateur de type Hille-Yosida a domaine non-dense.
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

2. Il exixte une partie Ao de A dans D(A) qui génére un Co-semi-groupe {Ty,(t) }+>o.
Preuve:
1. Ona D(A) = R? x {Og2} x L((0,00), R?) x R? S X. Alors A est non dense dans X.

Montrons a présent que A est de type Hille-Yosida. Cela revient a montrer V A € C,

3 wq € Rtel que:

A—A)"!
3= < 5
Soit (a,b,c,d)" € X. Alors il existe (&,0g2,/h,0)" € D(A) tel que :

(AI—A)(g,0g2,h,0)" = (a,b,c,d)" .

De I’équation (IIL.8), on a le systeme suivant :

(A+wp)e =a,
h(0) =b,

(1£(@) + Ho+A)h(a) + 1 (a) = c(a),
A+u,)0 =d.

Nous déduisons alors :

e =(A+w) 'a
— o Jo () +po+A)dl R(D)+po+A)d!
h(a) =e b+ | c(s)ds,

0 =(A+u) 'd

Alors (AI—A) existe pour tout A > —wy avec wg = min{, Un, Us, Ho;s Hvyv, Mo}

Pour tout A > —wy , il existe (€,0g2,h,0)" € D(A) tel que :
(AI—A)"Y(a,b,c,d)" = (,052,h,0)", ¥ (a,b,c,d)"
On peut donc écrire

|2y @p,c.a) | =||(e,052.1.0) HX

= [e[+ [l ((0,00),r2) +16]-

(I11.8)
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

Orona:
1] 1 ((0.00) 2) = i e Ji (o)l 4 / BP0+ (04 da,
/ o Ji (D) +1o+2) ””|b]da—|—/ / (020l (o) | dsda,
< [T M piday [ [ e bhlele(s) asda
“{)'ljr'fr/ / ~WotA)(@=9)| () |dads,
b
m’la u0+/1/ [c(s)lds,
= (B el oz
Ainsi,

[21=a)" @be.a”| = lel+ =g (1% lellromz) + 61

1
< (A -1 A+w)"d b
<A+ o) lal+ (A + )] ‘+uo+/l‘ |+

|al d| 1
b
T A+ oy l‘i_wA—{—(DA—i-l <| |+HCHL1 ]RZ))

(lal + 1]+ el (022 + 1)

Donc A est de type Hille-Yosida. De plus on a Alim (AI—A)"'x=0, Vx¢&X.]Ilendécoule que
—o0
D(A) = Xp.

2. Soit Ag la partie de A dans D(A) définit par :

R —Rax R
0 0 0

Al Fl=] v | | ey,
p —p (a) — (u(a) + uo)p(a) p
u —Uyu u

D(Ag) = {(R,ORz,p,u)T €D(A): p(0) = 0}.

1
Comme |[(A1 —Ag) ! | 2xy) < (AT —A)"! |l 2x) < T wn Alors Ag génére un Co-semi-groupe

{TAO}’
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Lemme II1.3.1.
Supposons que I’hypothése 1 est vérifié. Soit F I’application définit en (I11.6). Alors F est lipschitzienne

sur tout sous-ensemble borné de Xy. C’est a dire, pour tout & > 0, 3 k(&) tel que :

1F(x) = F)Il < k(S)llx—yll, V x,y € Xo4 NB(0,E).

Preuve:
Soient & >0, x = (Rl, Op2, p', ul)T ety= (Rz, Op2, pz, uz)T avec |lx|]| <&, |y|| <&.

Ona:
YR? — diag(5Bu?)R* — yR' — diag(5Bu' )R

diag(8TR")Bu' — diag(57 R?)Bu?

Fx)=F(y)= :
O re)
| i@ - @da
— (yR" + diag(5Bu")R' — yR* — diag(5Bu*)R?)
diag(57R")Bu' — diag(8” R*) Bu?
|F(x) =F(y)lx = ,

011 ((0,00) Rx?)

| @ =) @da

— |lyR" — diag(8Bu')R' — yR® — diag(SBu?)R
+ |[diag(57R")Bu' — diag(87R?)Bu?| + | /0 r(a)(p — p*)(a)dal
< YR — R)| + | diag(8Bu’ )R" — diag(8Bu*)R?|+
|diag(5” R')Bu' — diag(8” R)Bu]| + [r{ ||l p" — P* 21 ((0.0) 52
< YR — R)| + |diag(8Bu') (R' — R?)| + ||diag(SB (u' — )R]+
|diag(87 (R — R?))Bu' || + ||diag(87 R?)B (u' — )|+
Pl " = PPNl 21 ((0.00) )
< [|[Y(R' — R?)| + |diag(8Bu') (R' — R?)| + ||diag(8 B (u' — )R]+
|diag(87 (R — R?))Bu' | + || diag(87 R?)B (u' — u?)[|+
el P = P21 (0.0 52
Comme ||x|| <&, ||y||<& ona:
V(R = R)|| = |11, R — R2)| + |14] [RY, — B2,

< tmax|R' = R?)|, Mmax = max{ity, thn}.
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

Bruy (R, —R;)
| diag(8Bu")(R' — R?)|| = 0 ;
Buuy (R — RY)
< Broax[u' || (R' = R,
< Bmax|(R' — R|.

B (uy — uy)R;
|diag(5pB (u' —u*)R?|| = 0 ,

Bus (upg — uzy)R;
S ﬁmax’RzH(ul _MZ"
S ﬁmax(é ’ul - uz‘-

2
|diag(6" (R' %)) B ~ BWV((R e
R!

ﬁMuM Rz)
< Brax&|R' —
|diag(8” R*)B(u' —u?)|| = Bty )Ry ;
PBu( ”M_I"M)Rz
< Bunax|RY|| (! —us?],
< Brax€lu' =], Pumax = max{ By, Bu}-
el P! = PPl 1 (000 82) < Fimax Mows 1P = Pl 21 ((000) 2) s Pnax = {1vs 7}

uomax = max{.uV + ‘LIOHLLM + AUO}

On a alors :

1F () = F0)llx < Homax|R' =R+ Brar | (R' = R + Braw ' — u® + B IR' — R? |+
Brnax€ ‘”1 - ”2’ + TimaxHOpa ”Pl - Pszl((o,oo),RZp
< (Momax +2BnaxE) IR = B[+ 2Bax€ ' — 1+ Fnaxblon, [P = PPl 1 (0.0 22)
= max{ thmax + 28 Brax; 28 Bmax: rmaxMon } 1% = llx,

Sk(G) e —yllx ¥ xy € X

Donc F est k(&)-Lipschitz, ot k(&) = max{tmax + 2 Bmaxs 2E Bmax,s Fmaxto,,,, }- W

Lemme II1.3.2.
Supposons que I’hypothese 1 soit vérifiée. Soient A et F les opérateurs définis en (111.5) et (I11.6) respec-

tivement. Alors,
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

1. A est a résolvant positif, ¢’est-a-dire (A —A)"'X, c X, A >0.

2. Pourtout € >0, il existe Ag > 0 tel que Aex+F(x) € Xo4, YV x € Xor NB(0,€).

Preuve:

* Soit A > 0. Montrons que :
A—-A)7X, cXx,.
Soit (R, ot,b,u)’ €X,.Ona:
(A —A) " (R0, b,u)” = (@0 +2A) 'R, 052, p, (A +p1)"ur) ",

avee p(a) = e I rotu() dl+/ ot (D)l ) g

Puisque

(R,a,b,u)” € X; alors ((o+A)""R,0p2,p, (A +11)""u)" € Xos C X,

Donc A est a résolvant positif.

* Soit € > 0. Montons qu’il existe A > 0 tel que :
Aex+F(x) € Xot, V x € X0+ NB(0,€), ||x]| <&.
Soit x = (R,0gz, p,u)" € X0 NB(0,¢), L €R.
Ona:

AR+ A —diag(oBu)R
diag(8"R)Bu
AP‘FOLI )]R )

lu—i—/ ru(a

Ag: sup {ﬁk,}"k}.
ke{v.M}

Ax+F(x) =

Prenons

AR+ A —diag(6Bu)R
diag(57R)Bu
Alors VA > A¢, x € Xo;+ NB(0,€). donc € Xo.
Ap 4001 (0,0, R2)

Au—+ /000 ru(a)p(a)da

Lemme II1.3.3. Les solutions du systeme (11.1) sont bornées.

(IIL.9)
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

Preuve:
Posons :

Y Ri=R.(t)+Ru(t)+R(t) et Y pilt,a)da= py(t,a)+ pu(t,a), 1={rms}, J={V,M}.
iel keJ

Posons k(1) =Y Ri(t)+ Z/ pi(t,a)da. Alors on a :
icl ke /0

k(t) = % (ZRi(t) +Y /0 ) pk(t,a)da> ,

iel keJ

= R{0)+Ro0) + R0+ [ (Orpv(t.0)+ dpu(r. ) da
— Ao — UsRy (1) — By (R, () — ButinRy (1) + /0 " @Gpy(t,a) + dpm(t,a)) da.

Or

oo

| @i +aputa)da=— [ @upy(t.@) +dupu(t.a) da
0 0

/°° Y (u(a) + o) pi(t,a)da,
0 kes

=~ lpvlosa) +pultali = [ ¥ (uala) + ) pr(r e

= py(t.0)+pu(00) + = [ X (ula) + o) pele,a)da
keJ

< By (OR(0) + B R0~ ¥ [ pult.a)da

kel

Donc

k() < M- RO -1 Y, | pelt.a)da
ket 70

< Ao+ s (Ry(1) + R (1)) — (.“sZRi(t) +.UOZ/OOOPk(t>a)da> .

iel keJ

Par ailleurs on a :

. A
i) R(t) <Ap— WwR:(t). Donc limsupR,(r) <limsup (Rr(O)e_”” + 0) .D’ou

oo fryo0 Hr

R,(t) < max { AO,R,(O)} . (IIL.10)

r

i) Ry (t) < R (t) — Ry (t). Donc

limsup Ry, () < limsup

o0 oo ( m

. A
<limsup ( Ry (0)e " + a {O,R,(O)}>
f>o0 m .ur
D’ou
Ru(t) < max{o, Z"R,(O),Rm(O)} . (IIL11)
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iii) Ry(t) < R (t) — UsRs(t). Donc

limsupR,(r) < limsup (RS(O)e_““’ + TRMI)) ,

tryoo tyoo s

. — m AO Hr
< limsup [ Ry(0)e ”S’+“{,Rr 0),R,,(0 })
Hmp(m o {20 B R, (0).Ra(0)

AO Hr Hm }
R,(t) <max< —,—R,(0),—R,,(0),R;(0) ». (II1.12)
() < max{ 20 LR (0. 4R, 0). .0

Del’'itemiona:

k(1) < Ao+ s <max{20,R,(O)} +max{A0, “rR,(o),Rm(o)}) —

r m m

(.USZRi(f) o), /prk(tva)da> :

i€l keJ
<I'—n ZRi+Z/ pi(t,a)da |,
icl kes’0
SF_nK(t)v

A Ao U, )
oir 7= o+ e (max { 2., (0) -+ max { 20, 22 (0),R,(0)} ) et 1 = min . o}

-
Finalement on a

() < max { g K(O)} < max { Z,ZR,(O) LY /prk(o,a)da} . (IIL13)

icl keJ

De plus on sait que pour tout k € J = {V,M},

tig (1) < /(:o riti(a) pe(t, a)da — pgug(t),

< Z /Ow 10y pi(t,a)da — Zﬂv,kuk(f)-

keJ keJ

Posons  ryax = max{ry}, Qmey = max{oy} et pymin = min{p,;} oit k € {V,M}. Donc

Z M(t) < TimaxOmax Z /Oo0 Pk (t,a)da — Wy min Z ”k(t)-

kel kel kel

Donc

a oo
lim sup Z uy(t) < limsup Z uy (0)e ™ Humint 1 T Fmax Z / pr(t,a)da |,
e ke oo \ ke Hvmin 570
o r
<limsup | Y ug(0)e Homin' 4+ Tmax@max 1 ax { -, K(O)} :
t—ro0 kel .u'v.,min n
car

Z /Ooopk(tya)da < maX{Z,ZR,‘(O) + /O°° Zpk(O,a)da} .

keJ iel keJ
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Ainsi,
Q,
Y w4y (1) < max { Zremes ZR +/ Y pe(0,a)da 3, Y w(0) o (IT1.14)
kel Hov,min icl kel kel
Donc V vy € Xo, les solutions du systeme (II.1) sont bornées. m

Le résultat suivant permet d’établir 1’existence, la positivité et la bornitude des solution du systeme (II.1).

Théoréme II1.3.1.

Il existe un unique semi-flor {®(t,.) : X — XO}zzo tel que pour chaque vo € Xyo, I’application v €
€ ((0,00), X0 ) définit par v = D(.,vy) est une solution faible de (11.1) c¢’est-a-dire, il satisfait

/Ol (s)ds € D(A )et/ vo+A/ ds+/ F(v(s))ds pour tout t > 0. De plus le semi-flot {®(z,.)},

vérifie les propriétés suivantes :

1. Soit ®(t,v0) = (R(t),0g2, p(t,.),u(t))". Alors la formulation de voltera suivante est vérifiée

diag(8TR(t — a))Bu(t — a)e Jo (W) +Ho)ds Csia<t,
plt,a) = g(6" R(t—a))Bu(t —a) ,, s
p(0,a—t)e Ja ) tu)ds g g >y

couplée avec les équations de R(t) et u(t) du systeme (IL.1).

2. Pour tout vo € Xoy, ona ¥Vt >0

YR +Z/ pktada<max{n K(O)}

i€l keJ

et

Ymax 04
Zuk <ma e e ax{ } Zuk
ke Hy.min n’ keJ

A A

ou I'=Ao+ s (max { O,R,(O)} +max{0 L +(0), Rm(O)}> 1N =min{;, Uo},

1y TR
Ymax = max{rv, rM}: Olpax = max{(xv, aM} et Wy min = min{.uv,Vy ,uv,M}~

3. Le semi-flot {®(t,.)}, est bornée et dissipative, c’est-a-dire il existe un ensemble borné % C X, tel

que pour tout ensemble borné u C Xy, il existe 7 >0 tel que ®(t,u) C B, Vit >z

III.4 Compacité

Un semi-flot est asymptotiquement lisse si chaque ensemble fermé borné invariant vers 1’avant est attiré
par un ensemble compact non vide. Pour montrer que le semi-flot v(z) = Py (¢,vo) = (Ri(¢), pr(t),ur(t)) est

asymptotiquement lisse, nous avons le résultat suivant :

Théoreme I11.4.1. [22]
Le semi-flot ®; : R>o X Xo1 est asymptotiquement lisse s’il existe les applications T'y,®; : R>g X
Xo+ telles que Dy (t,vo) = Ty (t,v0) + Ok(t,vo) et que les conditions suivantes sont remplies pour tout

ensemble fermé borné qui est invariant sous Py.
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1. lim diam[®(t,C)] = 0.

f——oo

2. Il existe une constante tc > 0 tel que Ty(t,C) a une fermeture compacte pour tout t > tc.

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin d’appliquer au modele le théoeme 1.2.1 et la proposition
I1.0.1 du chapitre précédent. Sous I’hypothese 1, supposons que i (a) < .

De plus, les relations (II1.13) et (III.14) impliquent qu’il existe une constante K tel que

v(t) <K.

Preuve:

Soit C C Xo+, vo € C et K une borne pour C. On considere ®Pi(t,vo) = (Ri(t), pi(t,.), u(t)).

On a pour tout ¢ > 0, ®(t,v9) = Ty (t,vo) + Ok(t,v0) ot Ti(t,v0) = (Ri(t), pi(t,.), ux(t)) et

O(t,v) = (0, p,%(t, s 0) de sorte qu’on ait pour j =r,s et k=V.M

Bruk(t —a)R;(t — a)ef-fg(“"(‘vﬂu")ds si a<t,

Pil(tﬂ):
0 sia>t.

et

0 sia<t
p]%(t (,Z) = s
7 pk(O, a— l‘)eif;—t(lik(s)ﬂio)ds sia>t.

Soit la norme dans L' noté par ||.|[;. Ona:

o y
Ipita)li= [ pu(0,a—p)e i 0B gq,
t

o0
= pk(ov G)e_J
0

s

,uk(s)+,u0)dsda,

oo Gt
< / pi(0,0)eJs " Hodsgg,
0

+o0
< pi(0,0)e M da,
0

~+oo
< Ke ™" car pk(0,0)da <K.
0

Si t — oo, 0n a ||p2(t,a)|; — 0. Cela montre que tErEka(t,vo) =0 et donc IEdeiam[Gk(t,C)] =
0 comme I’exige le théoreme I11.4.1. Il reste 2 montrer qu’il existe #c > 0 tel que I'x(,vp) C Xo+ a une
fermeture compacte V ¢ > tc. Pour se faire, nous prenons f¢c = 0.

Comme R;(r) et uy(t) restent dans 1’ensemble compact [0, K], il reste 2 montrer que p; (f,a) reste dans

un sous-ensemble pré-compact de Lﬁr indépendant de vy. Cela se fait en vérifiant tous les conditions du

théoréme 1.2.1. On sait que pour a <t,ona:
p/]c (t7a) — ﬁkuk(t — a)R](t i a)e_f(;,(“k(s)"r“O)ds'
Comme u,R; < K et e Jo () TH)ds  p=Hoa g0

pi(t,a) < Bk?e Moo,
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III Existence et Unicité, Bornitude, Compacité

En prenant f(a) comme pj(t,a), alors elle vérifie les conditions(1,2 er 4) du théoreme L1.2.1. Il reste
maintenant a vérifier la condition 3.
Comme nous nous intéressons a la limite lorsque 4 — 0™, nous considérons % € [0,¢] et on a

oo t—h
| Ipktam = pla)ida= [ Bl —a=mRy(t —a—h)m(0,a+ )~

we(t — a)R;(t —a)m (0, a)|da+

tih Bruk(t —a)R(t — a)m(0,a)da,

t—h
< / Belug(t —a—h)R;(t —a— h)me(0,a+ h)—
0

t
ur(t —a)R;(t —a)m(0,a)|da+ BiK*e g,

t—h
Donc

+oo t—h
/O |p,1(t,a+h)—p,1(t,a)ydagﬁkK2h+/0 Buatg(t —a — W)R;(t —a— h)|me(0,a+ h)—

t—h
m.(0,a)|da+ A Bemi(0,a)|uk(t —a—h)Rj(t —a—h)—

ur(t —a)R;(t —a)lda,
t—h
< BK2h+ BiK> / 170, 0+ h) — 70.(0,a)|da-+
0
t—h
B (0,a)|ux(t —a—h)Rj(t —a—h) —u(t —a)R;(t —a)|da.

Or

t—h teo
/o |7 (0,a+ h) — m(0,a)|da, S/O |m(0,a+h) — m(0,a)|da,
< h],uk(a) —|—'u0|67 ﬁ;‘(.uk(s)#“uo)ds7
S h((Xk—i—‘u,o)eil‘ioa7

< h(ox+ Ho).

De plus, puisque que |R,| < M, = Ag+ uK + ByK?, |Ry| < My = 11, K + uK + By K et
ik (1)| < T = reog K + 1K, alors, Rj(t) et ui(r) sont Lipschitz sur [0, +eo] avec les coefficients M;
et T} respectivement. D’apres la Proposition I1.0.1, il existe une constante N ; € [0, +oo] tel que le produit

de fonctions R;(.)ux(.) est Nij-Lipschitz avec Ni; = Z Tx +M;.
j=ns; k=V.M
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IV Nombre de reproduction de base

Alorsona:

+oo t—h
/0 \pi(t.a+h) —pp(t,a)|da < ﬁszthﬁsz(ak+.Uo)h+5kaJh/0 m.(0,a)da,

o0
< BiK*h+ Bk (o + o) + ﬁkajh/O e Hida,

Ny ih
< BeK*h+ BeK* (04 + Mo ) + M7

N .
<h <ﬁkK2 —l—ﬁsz(OCk + ,LL()) + ﬁl;J“) .
0
Cette inégalité reste valable V vy € C. Donc la condition.3 du théoréeme 1.2.1 est bien satisfaite.
Par conséquent pj, () reste dans un sous-ensemble pré-compact C' de LL. Alors I'i(z,C) C [0,K] x
c! (une fermeture compact dans Xy ), il s’ensuit que I'y a une fermeture compact et donc la condition.2

du théoréme I11.4.1 est vérifiée. D’ou @y est asymptotiquement lisse. m

IV Nombre de reproduction de base

IV.1 Définition

Le nombre de reproduction de base, également connu sous le nom de Ry (prononcé par "R zéro"), est un
indicateur épidémiologique utilisé pour mesurer la transmission d’une maladie infectieuse au sein d’une
population. Il représente le nombre moyen de nouvelles infections causées par un individu infecté dans
une population totalement susceptible.

Plus précisément, le R( représente le nombre de personnes que 1’on s’attend a ce qu’une personne infectée
transmette la maladie pendant sa période de contagion. Si le Ry est supérieur a 1, cela signifie que chaque
personne infectée en infectera en moyenne plus d’une autre, ce qui indique une progression de la maladie.
En revanche, si le Ry est inférieur a 1, chaque personne infectée transmettra la maladie a moins d’une

autre personne en moyenne, ce qui indique que la maladie aura tendance a diminuer progressivement.

IV.2 Equilibre sans maladie (DFE)

L équilibre sans maladie du systeme est noté par E = (R,, R, Ry,0,0,0,0)7.

Il s’obtient en résolvant le systéme sans maladie suivant :

R =2

AO_HrRr =0 " _,Llr’

— _ — Ao

WR,—u,R =0 << R =—,

e Ho

.umRm - .usRs =0 Rr = 70

Us
— (A Ao A r
L’équilibre sans maladie est E = <O, —0, 0,0,0,0,0> .

Hr Mo Hs
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IV Nombre de reproduction de base

IV.3 Calcul de R,

En linéarisant 1’équation de voltera py(¢,a) au voisinage de 1’équilibre sans maladie on obtient :

Brux(t —a)R;jm(a,0), si a<t,
pk(tva) =
pr(0,a—t)m(a,a—t), si a>t,

oi m(a,b) = e oI p— (v MY et j={rs).

Le nombre de mérozoites produit par P(r,a) a I’instant # noté by(r) est donnée par :

bi(t) = /0oo rli(a) pi(t,a)da.

En remplagant I’expression de I’équation de Volterra (IV.1) dans by (), on a

bi(t) = /Ot etk (a)R ;Bruy (t — a)me(a,0)da + /too rili(a) pr(0,a —t)m(a,a —t)da.

Déterminons u(t —a) :

D’apres le systeme (I1.1), on a I’équation

tige (1) = bie(t) — pojeue(1).

av.y)

av.2)

La solution homogene est donnée par : uy ;(t) = u(0)el*+)  En utilisant la variation de la constante,

on pose u(t) = c(t)exp(—mit) , c € R.

En dérivant on obtient i (1) = ¢ (1)e( ) — 1, xc(t)el M) et par identification a la premiére équation

ona:
€ () — pyge(t)el B0 = by(e) — pe(t)e
() = by(t)et+
/bk e.uvksds
D’ou

4 t
Mk,p (t) = e(_”v,kl‘)/ bk(s)e.uv,ksds — / bk(s)e_“"-"’(t_s)ds.
0 0

Ainsi la solution est donc

(t)_uk “th+/ b —yx(t—s)

On en déduit que

r—
uk(t—a):uk /Jvkl a)‘i’/ H I-hkl a— s)dS.
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IV Nombre de reproduction de base

En remplagant I’expression de u(7) dans (IV.2), on obtient alors
b(t) —/ rePitte(@)R 7 (a,0) [ ~Hali=a +/ ¢ Huali=a= ‘MS} da+
/tw riug(a—1)pr(0,a —t)mi(a,a —t)da,
= /Ot rkBei (@) R (a,0) (/Ota bk(s)eu"”‘(’”s)ds> da+
/too reug(a—1)pi(0,a —t) i (a,a —t)a'a—i—/: reik(a) iR i (a, 0) [uk(O)e_“"*(t_“)] da,
:/Oz kBt (a)R i (a,0) </0ta bk(s)e_“"”‘(t_”_“)ds> da+Ni(t),
:/Oz /Ot_a reBritk (@)R m(a,0)e H+ =4y (s)dsda+ Ni(t),

1) t
avec Ni(t) :/ rkuk(a_t)Pk(Oaa_t)nk(aaa_t)da“‘/ reBeti ()R 7 (@,0)ug (0)e ™+~ da.
0

1
CommeO<a<tetO<s<t—a,alors O<a<t—set 0<s<t.

Ainsi,
t t—s
/o [/0 1Btk (a)Rmi(a,0)e “""‘(tas)ds] bi(s)ds + Ni(t).

Par changement de variable, en posant t —s =1/, on :
t l
/ [ / reBett(@)R jnk(a,O)eM’a)dS] bi(t — s)ds -+ Ni(t).
o [Jo

!
Posons TI(1) :rkﬁkﬁj/ (@) (a,0)e Hxl=) gg.
0

Le nombre de reproduction de base pour chaque espece k, k € {V,M} est:

Rf = / I, (1)dl
0
e I
= / riBiR; / () (a,0)e = dadl,
0 0

”kﬁkﬁj/o / ,uk(a)n'k(a,O)e(_“‘*"(l_“))dlda (d'aprés Fubini).

Rt =%
Lk

En utilisant ce qui précede, nous pouvons déduire le taux de reproduction de base du systeéme global. En

kR/ w(a)my(a,0)da, ke {V.M}, j=r,s.

effet, du modele compact (II.1), la densité des mérozoites nouvellement produit au temps ¢ est :

b(t) = | ru(a)p(t.a)da.
0
La linéarisation de 1’équation de Volterra au voisinage de 1’équilibre sans maladie est :

plt.a) = diag(8R)Bu(t —a)n(a,0) si a<t, av3)
p(0,a—t)w(a,a—t) si a>t.

On procédant de la méme maniere que précédemment on obtient :
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

/n b(t —1)dl +N(t),

i Nt) = [ ru(@p(0,a—1)w(a.a—1)da+ [ ri(a)n(a0)e " diag(6"R)Bu(0)da
et TI(I) = /O me’“"(l’“)ru(a)n(a,0)diag(5Tﬁ)Bb(1)da

Le nombre de reproduction de base du systeme compact est le rayon spectral de la matrice diagonale

/H Ydl = /u )7(a,0)da x diag(8”R)B.

On peut donc déduire que le nombre de reproduction de base du systéme global est :

Ro = max{R{,R}}.

V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

V.1 Existence des équilibres non-triviaux

Soit E* = (R}, R}, R: ,u}y,u}y, pv, i) un point d’équilibre. Alors E* est une solution du systéme.

mi»~ts)

V.1.1 Equilibre sans Pmalariae

Soit I’équilibre E} = (R, R}, R:,uiy,0, piy,0)7 déterminé en résolvant le systéme suivant :

r > *mirttso

Ao — 1Ry — Byuy Ry =0,

1Ry — Ry, =0,

PRy, — UsRS = 0,

py(0) = Bvuy Ry,

dapy(a) = — (v (a) + o) py (a),
/Ow rv ity (a)py(a)da — pyuy = 0.

(V.1)

A partir des trois premieres équations du systéme, nous avons :

A o T
Ur+ ﬁ\/ Uy .um .us
En résolvant I’équation d,py (a) = —(Uyv(a) + to)py (a), nous avons :

py(a) = py(0)7y(a,0) = ByuyR; v (a,0).
De la méme maniére en considérant I’équation / ry iy (a) py (a)da — p,yuy, = 0, nous obtenons

ry

0
= /0 wy (@)1 (a, 0)ul R da.

MASTER 11 2022-2023



V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

o o R*
Or Ry = JVV [3‘//0 Wy (a)my (a,0)R,da. Nous déduisons alors uj, = F—’Rgué
v, -

=

U+ By,

o B W

R ==
R, urﬁLBVuik/

r

En remplacant cette expression dans uy;, on obtient

L

uy = ————uRY. (V.2)
v Wy =+ BV ”;ﬁ/ v
o oy . Wy -
Si uy >0 alors I’équation (V.2) devient : 1 = ————Ry et on obtient uj, = =" [Ry — 1] qui existe
M+ Byuy, Bv

si et seulement si R, > 1. En remplagant I’expression de u}, dans celle de R’ et pj;, on obtient

g

Rj,
= —» Py = - Bvuy v (a,0).
' RO RO

Ainsi, pour R, > 1, nous avons le point d’équilibre Ef = (R}, R%,,R:,uy,0, py,0)7 ot

RY = R,
r - Rg ’7
* Hr R,
Rm == 77‘/7
”mBO
R
R =EZ
Hs Ry
* R” *
Py :RTBVanV(aao)a
0
) :gimg_q.
L v

V.1.2 Equilibre sans Pvivax

C’est I’équilibre E; = R*,R’,,R*,0,u};,0, p},)! déterminé en résolvant le systeme :

Ao — .urRi =0,
:uer: - .uijn = 07

UmR,, — UsRS — BM”‘;\k/IR;k =0,

i} . (V.3)
pM(O) = ﬁMuMRM
9apy(a) = —(ku(a) + ko) pi(a),
| rste(@)pi(@da— iy = 0.
Les cinq premieres équations du systéme donnent
R=R, RE =R R = — D0 ot pt, = BudlyR 7y (a,0).
Ly s + BM ”X/[
En procédant de la méme maniere que précédemment, nous obtenons
R*
iy = =Ry, (V4)

Ry
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

ou RgI: T ﬁM/ HM(CZ)EM(G,O)RSCZICI.
Hy.m 0

>
g
=

s Hs
& =" V.5
Ry s+ Buuy, (-5)

En remplagant (V.4) dans (V.5), on obtient

RMu
Uy = —"— . (V.6)
M s+ ﬁM ”}'{/1 M
. * sz . . _ .us M . * .u's M . .
Si uy; > 0 alors I'équation (V.6) devient 1 = —————Rg et on obtient uy; = - R’ — 1] qui existe
Us + ﬁM Uy, BM

si et seulement si RY > 1. En remplagant u}, dans R} et p},, on obtient

R, R,
Ry = RT} Py = RT}[;MMEFM(G;O)-
0 0

Ainsi, pour R) > 1, nous avons le point d’équilibre E5 = (R, R}, R?,0,u},,0, p};)" ot

R;( = Rra
‘LL —

R;; - E;Rra

* RS

* RS *
P = RwﬁM”M”M(aaO),

0

Wy, = l%; [RY —1].

V.1.3 Equilibre de coexistence des deux infections
Il s’obtient en résolvant le systéme suivant :

Ao — Ry — Pvuy Ry =0,

1Ry — UmR,, =0,

bR, R~ PR =0,
Pi0) = Busik;,

0upi(@) = ~(1(@) + Ho)pi @),
|| ra(@pitarda — g =0.

avec k={V,M} et j={rs} (V.7)

En utilisant les trois premieres équations du systéme (V.7) nous avons

S P (S (V.8)

Ao
R* R;’l r r

" et Buy Han Hs + Buuy

Si on considere 1’équation d,p;(a) = —(ux(a) + Uo)py(a), on obtient
pi(a) = pi(0)m(a,0) = BruyR; m(a,0). (V.9)

De méme si on considere 1’équation / rilx(a) py(a)da — py, guy = 0, nous obtenons :
) ,

MASTER 11 2022-2023



V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

ot Rk =

7 o _
ukkﬁk /0 (@) (a,0)R;da, k=1{V,M} etj={rs}.

R*
e Pour j=retk=V, uy = E—’Rgu{k,. D’apres (V.8),ona:
v

A R
R Mo R w
M +BV”V R, W +ﬁV”V
On déduit alors si Rf > 1ona:
* ,Ur \% * FY * Rr *
uy =— Ry — 1|, R =—, = — PBvuyny(a,o0).
\% ﬁV [ 0 ] Rg Pv RXBV \% V( )
* Pour j=setk=M, ﬁRﬁlu}L]. D’apres (V.8),ona:
i Hr o Ry Hs
Ri=——7——R & —=——7>—.
: s+ BM”[T/I " R RX [.us + ﬁMuX/[]
Nous déduisons alors que :
iy = RO (V.10)
M — —* M. .
Ry (145 + Bruyy]
_— P . R g :
Si up, > 0 alors I’équation (V.10) devient : 1 = ——————— et on obtient
Ry (s + Buuyy]

RY . . .
Uy = g—s L;‘)/ - 1} qui existe si et seulement si R) > R§ > 1.
M 1L R
Par conséquent, nous obtenons

R, R,
RS = RT; Pu= RT}ﬁM“fwﬂM(a,O)
0 0

Ainsi, pour R) > R} > 1, on a I’équilibre de coexistence E; = (R, R}, R, uly, u}y, piv, piy)! ot

;

* Er
Rr :@7
g =R
" .umR(‘)/’
R
b= e Byuym(a.0)
Pv _RV vy iy (a,V),
0
Ry, , .
Pu :RT}ﬁMMMﬂM(a’O)’
0
* ‘u' \%
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

Ry = R

> R(J)V[

FIGURE V.3 — Diagramme d’existence des équilibres

V.2 Stabilité locale des équilibres

Nous nous intéressons dans cette partie a 1I’étude de la stabilité du modele au voisinage des points d’équi-
libres.

. . R - 5 oy AT P
Soit v = (R, 02, p(.),u)" une solution du systéme et ¥ = (R,Og,5(.),) un équilibre quelconque.

Le systeme linéarisé au voisinage de I’équilibre ¥ s’écrit :

—UR, — BV’ZVRr - BVRruV

.u»rRr - .umRm
dv(t) . HmRim — UsRs — ﬁMﬂMRs - ﬁMRsMM
dr —pi(2,0) + BeiixR j + BiR ju

—1:}(“) — (t(a) + Ho) pi(a)
/o rii(a) pr(a)da — W, gux

j=ns; k=V.M

On obtient directement :
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

_ﬁVﬁVRr - ﬁvﬁruv
(_uiRi>i=r,s,m HrR;
A —pk(t,O) . B(”) ,LLmRm _BMﬁMRS _ﬁMRs”M
V= / e V) = _ 5
—pi(a) — (t(a) + Ho) pi(a) (Bk”kR i+ BiR juk> P
i —  Ouiqoepey
(] nutap(aa)
0 k=V.M

Lemme V.2.1.

Soit Q = {)L eC, Re()t) > WA}, WA = min{.uryum7u5aﬂ0a.uv7min}-

Alors le spectre de A+ B(V) noté 6 (A+ B(V)) est égal au spectre ponctuel 6, (A+B(V)) etona :
C(A+B(@)NQ={A €Q:A(A,7) =0},

oii AA,7) = det |diag (Au(A, ﬁ)),{:w}, avec

nBr 5 [t e ,
Ar‘i’,uv,kRj 0 [Jk(a)ﬂk(a)e A da, k= {V7M}a.]: {I’,S}-

Ae(A,7) =1—

Preuve:

Montrons d’abord que le spectre de A + B(V) est égale au spectre ponctuel ¢’est-a-dire que
0(A+B(V)) = 6,(A+B(V)).
Soit Ag : D(Ag C Xo — Xo), la partie de A dans D(A), ou

D(A) = {(R,ORz,p,u)T € D(A) : p(0) = o} .

D’apres la proposition II1.3.1, A est le générateur infinitésimal d’'un Cp-semi-groupe {TAO(t) }t>0

sur Xp . Alors, Vv= (R,ORz,p,u)T, ona:
(e ™"'R,0g2, p(0,a —1)7(a,a— t),e*“"tu)T , a>t,

TAO(I>VZ —wot —us \T
<e wo R’ORZ’OLI(O,OO,RZ)76 Ho M) , a<t.

Alors, V't > agp,ona:

1Ty (t = a0)llx, = e “R| + || p(0,a — t)w(a,a—1)|| + [l H = )ul],
< e Iwolt—an)l|R|y + \|P||L1(oooR2)€7f‘?" (k@) +o)=ao)ll 4 || re =0l

< e min{trtn s} (1=a0) | R oo 4 || pl| 0 (0 Rz)e*fa‘ix [l (t—=ao)l 4

1 o Bt Ho—an)

< it i =) R il + |l 0.5

—- min_p;(t —ap)
<e FEUKO) [Vllxy: 1= {rm,s}, k={V,M}.
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

On déduit alors )
— min (1)

I Tagt |z <€ VR0 T ={rm,s}, k={V,M}.

Soit wq le taux de croissance de Ay définit par

In(||Ty,t
wote) = i "7 i)

Alors wo(Ay) satisfait

— min ()
In (6 ie{lk,0} )
wo(Ap) < tgnw ” = —ier{r}fg}o}ui, I={rm,s}, k={V,M}.

L opérateur B(¥) est compact en effet, V v € Xy, on a B(v¥)v € R® x {Op2} x {0L1((0,400)82) } X R? C Xo.

Alors dim(B(V)) < e, donc B(V) est compact.

De plus, comme A est type Hille-Yosida alors, A + B(V) est de type Hille-Yosida et le taux de croissance

essentiel du Co-semi-groupe 7T(4p(y)),(;) engendré par la partie de (A + B(V))o sur Xp satisfait :

WO,ess((A+B(‘7))O) < WO.,ess(AO) < WO(AO) < min Hi, I= {r,m,s}, k= {V,M}

ie{l,k,0}

Cette derniere inégalité assure que QN o (A+ B(V)) # 0 et se réduit en son spectre ponctuel (c’est 4 dire

o(A+B(V)) = 0,(A+B(V))).

Soit A € p(A+ B(¥)), oii p(A+ B(¥)) est I'ensemble résolvant et ¢ = (S,y,q,w)’ € X de sorte que

(AI—A)v—B(V)v =9,
v=(AI—A)"" ¢+ (AI—A)"" B

(3+a)
A + Hi i=r,s,m

O

Posons (Al —A)v= ¢, alorson a:

(M-4)" 9=

(i)
At Bk ) oy

Puisque ¢ est un vecteur quelconque, on peut déterminer (A1 —A) ™' B(%)v

On obtient alors
—BvivR, — By Ruy
A+ U,
wk,

A+ W 3
,umRm - ﬁMﬁMRs - BMRSMM
(AI—A)"'BE) = A+ g
OL1((0,40)R)

((BkﬂkRj + BeR juy) e m(a, 0))

/ - rieti(a)pr(a)da
0

1
(7L + My

k=V.M

<yke—f§<uk<s>+uo>dse—“ + / ae‘ff?<“k<’>+“°)d’e‘“qk(o)d">
0

j=ns; k=V.M

k=V.M

(V.11)
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

L’équation (V.11) se réécrit donc comme suit :

Sy —BviyR, — By Ryuy
Aty A+ 1y
Sm + .urRr
Adlm Aty
Ss .umRm - BMIZMRS - BMRSMM
Y= A+ A+ U . (V.12)
O
oo ~
(nﬂk(a,o)@_M +/0 m(a,0)qu(0)e *do + (BriixRj + BiR ju) e—laﬂ"k(aao)>
Wi 1 /°°
+ T a a)da
(A'i_.uv,k A+ i Jo chiela)Pi(a) )k—V,M

De I’équation (V.12), on aboutit a ce systeme

R — Sy n —ByiivR, — By Ryuy 7
Ay A+ Uy
R — Sm + .urRr
m 2’ + ‘le k + um ) .
R.— Sy WinRm — ﬁMﬁMRS - ﬁMRsuM
RN A+ ’
+o0 N
pr(a) = yxm(a,0)e +/0 m(a,0)qu(0)e *do + (BriixR j + BiR jur) e_la”k(aa0)> )
Wy 1 /°°
U = + reli(a a)da .
| k Atk A+ Uk Jo ()P (a) >k—v,M
(V.13)
D’apres le systeme (V.13), on trouve facilement les expressions suivantes :
_ Sy _ BVRrMV _ S WR,
" A+u+Briy A+p4Briy " Al A
_ S Ry — .BMRSMM
AU+ Budv A+ s+ By
En remplagant I’expression de pi(a) dans la derniere équation du systéme (V.13), on obtient
L -2
ug [1— R; a)m(a,0)e **da| = Dy(a), V.14
k[ At Jo W (a) 7 (a,0) k(a) (V.14)

ol

Wi 1 /°°
Dy (a) =
Ka) A+ Hyk " A+ i Jo reki(@)

oo
[ykﬂ:kmao)e_ka‘i‘/o me(a,0)qi(0)e *do + (BiiR;) e **m(a,0) | da.

On peut obtenir u; dans (V.14) si et seulement si Ax(A,7) # 0, ou

_ rk.Bk R oo
J
A, + IJ’V,k 0

Ak(l,ﬁ) =1 ,uk(a)ﬂk(a)eilada? k= {VvM};j = {I’,S}.
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

V.2.1 Stabilité locale du DFE

Théoreme V.2.1.
L’équilibre sans maladie E = (E,,Rm,ﬁs,o, 0,0,0) du systeme (I11.1) est :

1. Localement asymptotiquement stable (LAS) si Ry < 1.

2. Instable si Ry > 1.

Preuve:

Soit I’équation caracteristique définit par :

~+oo
riP Ri|  wm(a)m(a)e *da=0. (V.15)

AAR)=1—
k( j) /,L"i_.uv,k 0

1. Supposons que Ry < 1. Supposons par absurde que 1’équation (V.15) admet une valeur propre Ay
tel que : R.(Ap) > 0.

Puisque Ry = max{RS}k:V’M alors, si Ry < 1 alors, Rlé <1, k=V,M.

Ona:
rkBk - /+°° —Aoa
1—-——R; b da=0.
Mo+ o Hela)m(a)e ¢
rkBk ) teo —Aoa
= 1 = mRJ ) [,Lk(a)ﬂk(a)e }'0 d(l = O
Comme R,(Ag) > 0, alors |Ag+ k| = |(Re(Ao) + i) +ilm(Ag)| > Re(Ao) + My
Ona:

~+oo
(@) (a,0)e ™%dal |

1= ’ rkBk RJ
2-0 + My k 0
< rkBk k] teo
Re(ko) + .uv,k 0
_ [t
riP R | wla)m(a,0)da,
My k 0

k
<R},

Wi (a)m(a,0)da,

<

Ona R](‘) > 1 ce qui est absurde. Alors, si Ry < 1, ’équation (V.15) admet que des valeurs propres
a partie réelle négative.
Donc le point d’équilibre sans maladie E = (T?,,Fm,ﬁs,o, 0, 0,0) est localement asymptotique-

ment stable.
2. Supposons que Ry > 1. Deux cas se présentent a savoir Rg > 1ou Rg/[ > 1.

— Cas.1 Rg > 1. Considérons I’équation caractéristique associée suivante :

— I’va — / “Aa
Av(A,R)=1-— R, L b8 da=0.
V( ) V7V 0 V(a) V(a)e a
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

On remarque d’abord que Ay (A, R,) est une fonction croissante par rapporta A € R.

De plus Ay (0,R,) =1—R} <0Oet llim Av(A,R;) =1>0.D’apes le théoreme des valeurs
—r oo

intermédiaires, 1’équation Ay (A1,R,) = 0 admet au moins une solution positive A > 0. Donc

I’équilibre E est instable.

— Cas.2 Rgl > 1. I’équation caractéristique associée est :

Y1 rMﬁM = [t —Aa g,
Ay (A,Rs) =1 7A’+“V,MRSO wp(a)my(a)e”*“da = 0.

De la méme maniére que précédemment, Ay (A,R;) =0 admet au moins une solution posi-

tive A > 0. Conclusion le point d’équilibre E est instable si R > 1.

V.2.2 Stabilité locale des équilibres endémiques
Nous avons deux équilibres de bords Ej et E; et un équilibre de coexistence E3.

Théoreéme V.2.2.

1. Le point d’équilibre E{ est localement asymptotiquement stable si RIOVI <1< Rg.
2. Le point d’équilibre E5 est localement asymptotiquement stable si R(‘)/ <1< R’OVI .

3. Le point d’équilibre E5 est localement asymptotiquement stable si Rg/] > Rg > 1.

Preuve:

1. Supposons que RX > 1. Soit I’équation caratéristique au voisinage du point d’équilibre E}

rVﬁV &
2« + .uv,V R(‘)/

—+oo
Ay(AEF)=1— / ty (@) 7y (a,0)e *da = 0. (V.16)
0

Supposons par absurde que 1’équation (V.16) admet une valeur propre A tel que
R.(Ag) > 0. Alors |+ v | > R.(Ag) + ty,y. Alors on a :
_|_r v By & e
Ao+ ey R Jo

rvBy Ry [t
- Re(AO)‘f‘.qu ROV 0

rVBV Rr /Jro0
— a)ny(a,0)da,
o B Jo v (a)my (a,0)

ty (@) 7y (a,0)e%al

wy (a)my (a,0)da,

< 1 ce qui est absurde.

L’équation (V.16) admet que des valeurs propres a partie réelle négative. Donc E; est localement

asymptotiquement stable.
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V Existence et stabilité local des équilibres non-triviaux

2. Supposons que Rél > 1. Au voisinage de E;, nous avons 1’équation caractéristique suivant :

* rmPu Rs * )
A E)=1- """ ada—=0. 17
M(A, 2) ) y Rg/[ A /.LM(a)nM(a,O)e da=0 (V.17)

En proceédent de la méme maniere, on conclut que E; est localement asymptotiquement stable si
RY > 1.
3. Pour I’équilibre de coexistence, il suffit de remarquer que son équation caractéristique donne le

systéme suivant :

r R, [+ y
e [ @m e Hda o
AR B =0 < r ﬁuwﬁo - (V.18)
MPM s _ia
_7L+.UMRM/0 v (a)my(a)e **da = 0.
v, 0

Or, on sait que la premiere équation de (V.18) admet des valeurs propres négatives que si Rg >1
et la seconde équation si RY > 1. De plus, on sait que R} > R§ > 1 est la condition d’existence
de E3.

Alors E3 est localement asymptotiquement stable si Rg” > Rg > 1.

Ry
‘ Ry = B}

- Ré"[

— e o e o

FIGURE V.4 — Diagramme de stabilité des équilibres
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VI Dynamique adaptative

V.2.3 Interprétation des résultats

— Equilibre sans Pvivax ni Pmalariae : La stabilité de 1’équilibre E signifie une absence totale des
deux parasites (P.vivax et Pmalariae) chez ’hote. C’est la situation dans laquelle de tous les stades
de maturité, les globules rouges ne subissent aucune perturbation et a mesure que le temps passe,

le systéme converge vers cet équilibre.

— Equilibre sans Pmalariae : C’est la situation ou seules les réticulocytes sont vulnérables a cette
maladie. La stabilité de E] pour Rg > 1 indique que I’infection peut se propager, mais cela ne

signifie pas nécessairement qu’elle sera incontrdlable.

— Equilibre sans Pvivax : La stabilité de E; pour R} > 1 signifie que le systtme immunitaire et
les mécanismes de contrdle du corps sont éfficaces pour maintenir I’infection par Pmalariae a un

niveau controlé. Les globules rouges sénescents sont les seuls infectés.

— Equilibre de coexistence : La stabilit¢ de E3 signifie que les deux parasites ont la capacité de
maintenir des infections stables 1’'un en présence de I’autre. La coexistence de ces deux parasites
est stable, car le taux de reproduction de base supérieurs a 1 indiquent que les parasites peuvent se

maintenir dans la population héte sans s’éteindre.

VI Dynamique adaptative

La dynamique adaptative fait référence a la capacité d’un systeéme ou d’un procéssus a s’ajuster et a
évoluer en fonction des perturbations dans son environnement ou ses conditions. Cela implique géné-
ralement la prise de décisions, I’ajustement de parametres ou de comportements afin de répondre aux
variations et aux défis rencontrés. Elle est essentielle pour permettre aux systémes et aux individus de
s’adapter efficacement a un environnement en mutation et de maintenir leur fonctionnement optimal face
a I’incertitude et a la complexité. Pour étudier la propagation de la V-ieme espéce dans un environnement
non infecté (ou exempté de maladie), on utilise généralement le nombre de reproduction de base de la V-
ieme espece Rg = Wy R,. Cette fonction implique 1’équilibre sans maladie des globules rouges R, et la
fonction d’adaptation Wy de la V-ieme espéce donnée par :

_ P

Wy Jo

Yy rvﬂv(a)ﬂv(a,())da. (VL1

La quantité Wy représente la valeur reproductive de la V-ieme espece. Notons que 7y (a,0) est la
probabilité de survie d’un reticulocyte jusqu’a a heures. Une fois multipliée par ry ty (a) et intégrée sur
I’age d’infection des reticulocytes a, on obtient le nombre total de mérozoites réellement produit par le

Plasmodium vivax.

MASTER II 2022-2023 47|



VI Dynamique adaptative

Soit la fonction uy définit par :
0 si a<1y,

by = (V12)
ay si a> Ty.

Alorsona:

v [T — e
lPV _ ﬁ / roge jTV (Otv-i-[.to)dl-‘ravada’
.uV,V Ty

B
.uv,V
- _M [e—(av-*-uo)a'*‘ava]m
vy (0t + Ho)
_ Bvry oy o HoT
tyy (av + Ho)

rvav / e*((lvﬁ»‘,l,o)(ll*fv)*‘ravf\/da’
Ty

)
v

Cette équation traduit que : pendant sa durée de vie , un mérozoite vivax peut infecter un réticulo-
Hyy

cyte a un taux Py, un globule rouge parasité survit a la durée du cycle érythrocytaire avec une probabi-

lité e H0% et produit ry mérozoites avec une probabilité )
Oy + Ho

La propagation d’une nouvelle espece (disons la M-ieme espece) dans un environnement déja infecté
par une espece résidente (disons la V-ieme espece) est généralement étudiée a 1’aide de la dynamique

adaptative[10]. Nous calculons I’aptitude d’invasion f(V,M) de la nouvelle et rare espece M.

Calcul de ’aptitude d’invasion f(V,M)

Supposons que le systeme (II.1), composé de la V-ieme espece, atteigne 1’équilibre Ej; avant qu’une
nouvelle espéce disons M, n’apparaisse. Notons que Ejy; est la rétroaction environnementale de 1’espece

résidente V. D’apres I’équation (IV.3),on a: uj >0 et

R = L * LTQ
"+ Pyug "o+ Byug
* u'r * * .u'r )
R, =—R; & R, =—FT—RK;.
s Uy r s m + BVW{/ X
De plus I’équation (V.2) implique que :
”r \% 53 .ur
l=—F—R) & 1=¥YyR——F—.
.Ur—i-ﬁvu{? 0 v r.ur"i‘ﬁvuik/
D’ou le systeme suivant :
7 R»;V — RrL*7
Hr +BVMV
WV _ 5 Ky
RY =R,————,
+ Pvuy
B V13
pV(‘) = RV TCV('?O)RH
° H
l=WyR— .
! r.ur +BV”T/
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VI Dynamique adaptative

Introduisons une petite perturbation dans (II.1) due a I’espece M, de sorte que 1’évolution du systeme se
lit comme suit : Rr(t) =Ry +B,(t)etY z={V,M}, p.(t,a) = py(a)d;+g(t,a)d;; et
uy = uy 85 + h(t)d;;, oit S est le symbole de Kronecker. Par conséquent, les perturbations g et 4 sont

régies par le systeme d’équation ci-dessous autour de Ey.

§(1,0) = Buh(DR:Y,
(0r+20)8(t,a) = — (o (@) + o) (1),
o) = [ (@) (t.a)da— panh(s).

En notant par b{‘,/[ la densité de mérozoites nouvellement produite a I’instant ¢ par I’espece M dans la

population résidente par 1’especes V, on a par un argument similaire a celui de la section (IV.3),

o r—s
o= [ e Bt ma o Ok da| 51
0 0
t {o'e}
+ / Burruatine (@) T (a,0)e B4 DR h(0)da + / ragtiag (@) T (@0 — 1)g(0,a — )da.
0 t

A partir de 1a, le nombre de merozoites produit, R(M,E;;) de I’espece M dans la population résidente

par 'espece V est donné par :

00 !
R(M,E}) = / [ / ot S”)[}MrMuM(a)nM(a,O)da] dsR,

_/ Burm [ / € “"‘M(S_“)OtMejg(aMWO)doda} dsR;",

Byra Oy _
/ elom+io)(a TM)+OCMTMdSR:V7
™

HV,M
___ Burmon [emkm)(a—w)wmr RV
s (0 + Ho) W
_ Me—ﬂow]g:v_
Mo pr (0 + Uo)
D’apres (VI.3),ona
Ly

R M,E* = ‘PMﬁ‘vi.
( V) SIvlr‘i_ﬁ\/”;ﬁ/

L aptitude d’invasion f(V,M) de la nouvelle espece M dans une population résidente de ’espece V est

alors donné par :

f(V7M) :R(MaE\t)_ 17

— :Ll’r
—wyR—
M ‘.u'r‘i‘ﬁVu;F/
5 Uy o) Uy / N
=¥YyRy——F— —WWR——F—, d'apres (V1.3)),
Y Hr ﬁVw\k/ Y Uy + ﬁVMV (dapres ( )
_ — .
= (YyR; —VYyR,) ————.
( " Y )Nr+l3v“§3
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VII Persistance uniforme

_ _ R*
Comme ¥yR, =RY, W, R, =R) et d’apres (V.8), L:j’.
Mg 0 VI\y 0 p ( ) ,ur‘{'BVMT/ Rr
Ainsi,
R v
f(V,M) = R = (Ry —RO). (VL4)

r

La nouvelle espece M envahit I’espece V si et seulement si f(V,M) > 0. Il en découle que le modele
(II.1) admet un principe d’optimisation basé sur Ry, car le signe de I’aptitude d’invasion f(V,M) dans
(V1.4) est déterminé par le signe de RY — R}, . Inversement, étant donné que les préférences des cibles des
parasites en matiere des globules rouges (GR) different entre les deux especes, le principe d’optimisation

ne s’applique pas. Par conséquent, la coexistence des deux especes V et M est alors Possible.

VII Persistance uniforme

Soit I’espace métrique .# = R x L! ((0,%),R)* x R? muni de la distance induite par la norme dans
R3 x L ((0,00),R)? x R?,

Soit & : .# — R une fonction continue définit pour chaque espece k = {V,M} par

ék(R9psu) = Ug +/O pk(a)da v (R,p,ll) € '/1’

et les sous ensembles
'//(;C - {(R,p,ll) eEM: gk(Rapﬂl) > 0}
aj/(;c = {(Rsp’u) €M : 5k(R9p9u) = 0}
Mo = {(R’psu) S & g( 9p9u Z gk ,p,u O}

ke{V.M}

8%0 = {(R,p,u) €M é(R,p,u) = 0}

Proposition VIL.0.1.

Définissons pour chaque A > —(Uo + o), Uapplication a — Hy(A,a) comme
Hi(A,a) :/ el (s)e M=V (s,a)ds, ¥V a>0. (VIL1)
a

Soit L§ = WiR;, pour tout R; >0, j={r,s}, éu

_ B
:ux k

/ [Jk 7L'k a 0) a. (VH.Z)

Alors, il existe A > —min{ o + O, W, } tel que :

1. X et L§—1 ont méme signe et
Hi(A, 0)BeRj = A+ e (VIL3)

2. Hk(/lk,a)/ = [A+ to + k(@) Hi (A, a) — e (@), a> 0.
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VII Persistance uniforme

3. Si (R,p,u) est la solution faible du systeme (11.1), alors I’applicationt — Qy(t) définit comme

0u(t) = (1) + /0 " He (A, a)pi (1, a)da, (VIL4)
satisfait

t
Qk<l) = elk(l_to)Qk(lo) —|—/ el"(’_s)Hk(lk,O)uk(s)ﬁk (Rj(s) —iéj) ds, Vt>1>0. (VILS)
fo

Preuve:

1. Tl est claire que Hi(A,a) est bien définie pour A > — (o + 04 ). En effet, de 1’équation (VIL.1) on
a:

a

" A A
Hia) = [ (o) 0 mGs,ads — [ (o) O m(s,ads,
e “hs [ ~A(s—a)
= M m(0,a) ril(s)e M me(s,0)ds rily(s)e T (s,a)ds,
0 0

— 7 (0,a)Hy (., 0) — /0“rkuk<s>e—“s-“>nk<s,a)ds,

avec
e A
Hy(2,0) = / repie(s)e 25 m (s, 0)ds.
0

0 sis<Ty
Comme iy (s) = alors, on a :

oy Si s> Ty,

Tk —+o0
Hi(.0) = [ rn(s)e ™ m(s, 0)ds+ | rep(s)e™ (5,00
~+o0
—/ reoge M (s,0)ds,
Tk
Tk

oo
et / o Bt ot 2)dl g
Tk

~+oo
= rkak/ e~ (Gtto+A)s g
Tk

TRt
o+ Uo+ A

Donc Hj(A,a) est convergent pour A > — L.

Posons

ﬁkRj ﬁkrkOCkRj — A
2 = Hu(3.0 _ e~ (Hot+h)n VIL6
P (k) = Hi(& )lk—Hlv,k (0 + Ho + M) (A + Hok) e

Cette fonction est bien définie, positive, décroissante et continue pour

A > —min{ oy + Ho, Mk }-
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VII Persistance uniforme

BiR;

Pour A; = 0 alors la fonction z(A;) = Hk(QLk,O)A yy
k v,k

= L{ et pour A; = oo la fonction

z(Ax) vaut zero.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe 4 > 0 tel que z(A4) =1,

p(0) =L e Jim p(%) =0.

koo
D’6u

Hi(A4,0)BiR;j = A+ M.

La fonction z(A;) étant strictement décroissante, alors p(Ax) < p(4 = 0) ce qui signifie que si

L§>1 = L§—1>0.DoncL{— 1 et A ont méme signe.

2. Le point 2 découle de I’équation (VII.1). En effet, on a

!

(Hi(Ag,a)) = (&kﬂnk(o,a)yk(xk,O)— /O ’ rkuk<s>elk<w>nk(s,a)ds> .

D’une part, on a

!
"a

[ (0,a)] = [elkae—Jo (/-Lk(s)+#0)d5:| ,

— |:ei f(;‘ (ﬂk(s)+ﬂ0+lk)dsj| ' ’
=[pe(a) + po + AyJeMte Jo ) holds,
=[mr(a) + 1o+ lk]ekkun'k(o, a).

D’autre part, on a

I

|:/ rk‘u,k(s)elk(sa)ﬂk(s7a)ds:| — |:/ rkuk(s)efzj(}tk“l’#k(l)“rﬂ())dl] ,
0 0
= [e(a) + o + 2] /0 Febie(s)e MV (5, a)ds
+ itk (a).
Ainsi
(He(Mr @) = [1e(@) + po + ) m(0, @) Hi (F, 0)+
[ (@) + Uo —|—lk]/0 rk,uk(s)efl"(sfa)ﬂk(s,a)ds —rie(a), ¥V a>0,
= [ (a) + o+ AJe* 1. (0,a) Hic (A, 0) —
[t (@) + Ho +/1k]/0 ripig(s)e MV (s,a)ds — (@), ¥ a>0.

D'éu (Hy(M,a)) =[(a)+ to+ AdHi(A,a) — rti(a), ¥ a> 0.
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3. Pour montrer que le point 3 est vrai, il suffit de montrer qu’il est satisfait pour I’ensemble des
conditions initiales pour lesquelles ¢+ — Qy(¢) est différentiable. On observe que pour chaque

t>0,

~+oo
QZEI) =iig (1) +/0 Hy (A, a)o,pi(t,a)da,

oo oo
- /O rebe @) pi(t,a)da = poga(t) = | Helh4.0)3upe(s,0)da

" (A, 0) (@) + o) pilt, @)

Par une intégration par partie, on a :

oo +oo ,
/O Hi(Asa)dupi(t,a)da = —Hy (A, 0)pi(t,0) — /0 H(A.a) pelt. a)da.
D’ou

Ok(t)
dt

oo oo )
:/o reMic(a) pic(t,a)da — py gur (1) + Hi (A4, 0) pi(2,0) + A Hy(Ax,a) pi(t,a)da

- 0+°°Hk<zk,a><uk<a>+uo>pk<r,a>da,

= — My () + Hy (A, 0) B (1) R (1) +
| [Hiansa) — Hilhas) ) + )+ )] s, ),
:uk(l‘)(Hk(l,O)ﬁkRi —),k) +Hk(lk,0)ﬁkuk(Z)Rj(l‘) (d/aprés 1) et 2))+

/0+°° [t (@) + po + A Hi (A, 0) — repie (@) + repie(@)] pi(t, a)da—

" Hy () (1e(a) + o) el 0)da

:)Lkuk(t) —i—Hk()Lk, O)ﬁkuk(t)(Rj(t) — Iéj) + Ak O+°0Hk(lk, a)pk(t,a)da,

—+oco

=M <Mk(t)+ A Hk(/lk,a)l’k(faa)da> + H (A, 0) B (1) (R (1) — R;),
=Qi (1) + Hi (A, 0) By (1) (R (1) — R;).
Alors, V t >ty >0,ona:

Ou(t) = M0 (1) + | M Hy (A, 0) i () Be (R () — R;) ds.

fo

Proposition VIL0.2.
Soit (R,p,u) la solution faible du systeme (IL.1) avec uz(0) >0, pr(0,.) € L1 ((0,%0),R?), k = {V,M} et

i ={r,m,s}. Alors, il existe 3 R,-i >0, j€{r,m,s}, tel que :

R; <Ri(t)<R', ¥V 1>0.
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Preuve:
La borne supérieure de R;(t) découle de la preuve du lemme II1.3.1. En effet, les inégalités (II1.10),
(IIL.11) et (I11.12) impliquent qu’il existe R} tel que R;(t) <R, V1 >0,

AO A0 Wy AO Wy Hn r
R;r: (max{,Rr 0 },max{,Rr 0),R,,(0 },max{,Rr 0),—R,,(0),R,(0 }) .
" RA0) o max {2 TR (0), Ra(0) o i R (0), LR (0), R, (0)

D’apres I'inéquation (IIl.14) ona V¢ > 0,

ri O I }
0<u(t) < max ¢ —, k(0) 7.
() < 5% max { . x0)

Et en utilisant les équations R(z) du systeme (IL.1),ona: V¢ >0, R,(0) >0, R,(0) >0,

R,(0) > 0.

R0 Mo (1) B2 max{ 1 x(0) L 0),

Ryu(t) > R (1) — R (1),
R0) = o Rn(t) ~ R(0) — B2 m{g K<o>}Rs<z>,

v,M

Rr(t) > Ay —der(t),
= Ryn(t) > tonRn (1) — 1R, (1),
Rs(t) > _.umRm<t) _dMRs(t)a

ou

dy =+ By VY max{r, K‘(O)} et dy = ps+ P MM max{r’ K‘(O)}.
my oM W n

On a alors :

o . - Ao _
> dyt _—dyt LN
i) lltnlgler(t) > llmglf (Rr(O)e + - (1—e )), d’ou

Vv
: Ao
R (t) > min {Rr(O), } . (VIL7)
dy
i) iminfR, () > liminf <Rm(0)e”'"’ n “’R,(r)) ,d’ob
t—roo t—ro0 m
Ru(t) > min { Rope ”’Rr(O),Rm<0>} - (VIL8)
dV,um Hm
L o —dyt | Mm [ Aolr M ;o
iii) 11[H_1>glfRs(l‘) > htn_lglf <Rs(0)e + L (dV,um’ umR,(O),R,,,(O))), d’ou
. e W ,urAO }
R(t) > min4{ R;(0), —R,,,(0), —R,(0), , (VIL9)

min{ 0.22)

_ . AO.ur W }
R = min ,—R,(0),R,,(0
{dvlim o © ©

. My Wy .urAO }
min < R;(0), —R,,(0), —R,(0),
{ ( ) Him ( ) H ( ) .ust

MASTER II 2022-2023



VII Persistance uniforme

Proposition VIL0.3.
L’espace métrique M et les sous espaces .///é‘, 8///§ sont positivement invariants pour tout k = {V,M}

par rapport au semi-flot généré par le systeme (11.1), en ce sens que :
u(0) +/ pr(0,a)da>0 = wt) +/ pr(t,a)da>0, V t >0
0 0

et

uk(O)—i-/ pi(0,a)da=0 = uk(t)—i-/ pr(t,a)da=0, ¥V 1 >0.
0 Jo

Preuve:

En raison de I'influx Ag dans I’équation de R,, on a pour chaque condition non-négative donnée

R.(t) >0, V t > 0. Par conséquent, en prenant de maniere successive les équations R,, et Ry, on peut
facilement prouver que V ¢ >0, R,,(t) > 0, Ry(t) > 0. Ceci montre que .# est positivement invariant.
Il reste 2 montrer I’invariance positive de .Z%, 9.4

Soit (R,p,u) la solution faible du systeéme avec une condition initiale dans .#. D apres la proposition

VIIL.0.2, il existe RjF > 0 tel que :

R;gRj(z)gRj YV tr>0.

Soit Rj = R (respectivement R; = R7 ), j = {r,s} et A (respectivement A;") soit le réel tel que la

Proposition VIIL.0.1 soit satisfaite. En utilisant le point.3 de la proposition VII.0.1,on a :

Qf (1) > M1 (0) 120,

avec

Qp (1) = we(t) + A Hy(A",a)pi(t,a)da, t > 0.

Par conséquent
+o0 l*’ +o0
u(t) + H (AL a)pe(t,a)da < e <uk(0) + Hi (A, a) pk(O,a)da> , t>0  (VIL10)
0 0

et

u(t) + 0.+00Hk(7L,:,a)pk(t,a)da > Mt (uk(O) —1—/0+00Hk(lk_,a)pk(0,a)da> , t>0. (VIL11)
L inégalité (VIIL.10) implique que pour tout u(0), pi(0,a) € 0.4, on a u(r),
pi(t,a) € .45 et I'inégalité (VIL11) implique que pour tout u(0), p(0,a) € .4y, ¥Vt >0,0na:
u(t), pr(t,a) € AE, V1 >0.

Pour chaque condition initiale u;(0), px(0,a) dans 9.5 et dans 9./, 1a solution
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u(t) + / pi(t,a)da reste dans 9.} et dans 9.4, t > 0. Donc les ensembles sont positivement inva-
0

riants.

Le résultat suivant permet de prouver 1’extinction des especes et la persistance du systéme sous certaines

conditions. m

Théoréeme VILO0.1.
Soit k = {V,M} et (R,p,u) une solution faible du systéme avec R;(0) >0 pour j = {r,s}.
—+oo
Extinction : Si R < 1 ou u;(0) +/ pi(0,a)da =0, alors
0

tEToouk(t) =0 et tll)rfmpk(t,a)da =0.

Par conséquent si Ry < 1 I’équilibre sans infection E est globalement asymptotiquement stable.
Persistance uniforme : Si Ry > 1, alors I’équilibre sans infection E devient instable et il existe

& > 0 tel que pour toute condition initiale dans ./, on a :

Preuve:
—+oo
Extinction : Si u;(0) + / pi(0,a)da = 0, alors le résultat découle de I’invariance positivité de .z}
0
démontré dans la Proposition VIL.0.3. Supposons que :

+oo Brrk

0 Mk

RE =

t(a)m(a,0)R;da <1 j={rs}.

Soit € >0 tel que L = ¥x(R;+¢€) < 1.
En posant R; = R, + € dans la p roposition VILO.1, il existe A € R tel que L{—1 et A¢ ont méme
signe avec L](j —-1<0.

Rappelons que limsupR;(r) < R;, on peut trouver fp > 0 tel que :
100

Rj(t) <Rj+e& Vi>1. (VIL.12)

Définissons aussi
—+oo
07 (1) = wi (1) + Hi(Af a)pi(t,a)da, Yi>0.
0

D’apres I’item.3 de la proposition VII.0.1, on peut écrire :
0% (1) = M) OF (19) + /t t M UIH(AE,0) i (5)Be (Rj(s) —R;)ds, ¥1>0,
0
< MU (1), V1> 1p.
Alors on en déduit V¢ > 1y,

u(t) < MU (1) = zhrf ur(t) =0, car Af <O. (VIL.13)
—> 00
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Par la formulation de Voltera (II1.3), on a pour ¢ > 1

—+oo l‘—[o o0
/O pilt,a)da = /0 Bemi(a, 0)ux(t — a)R; (1 — a)da + / T(ara—1 +10)pilio,a—1 +10)da.
11—

Combinant les résultats (VII.12) et (VII.13), on obtient

oo

+oo t . B +
/ pr(t,a)da < / Bre 405 (to)elk (t-a) (Rj+¢€)da+ ¢~ Ho(t=10) / pr(to,a)da.
0 0 0

o0
Par passage a la limite en oo, on trouve t 1ir51r / pr(t,a)da=0.
— +o Jo

Persistance uniforme : Remarquons qu’a I’équilibre sans maladie E, si Ry > 1 les fonctions Ay satisfont

Av0,E)=1—RE <Oet llim Ar(A,E) = 1. Ce qui assure I’existence d’une valeur propre strictement

—foo
positive et donc instabilité de E.

Rappelons que par la proposition VILO.3, .4, , d.#, et .# sont positivement invariants par rapport

au semi-flot généré. Alors le semi-flot restreint & .# posseéde un attracteur global compact. Ainsi, pour

prouver la persistance uniforme des parasites par rapport a la décomposition (.#,d.#4), il suffit de

prouver que d.Z est &-éjectif. La proposition suivante permet de prouver cela.

Proposition VIL.0.4.

Si Ry > 1 alors d.# est &-éjectif. Cela revient a dire il existe 1 > 0 de sorte que si

0 <G (R(0), p(0,.), u(0)) <,

alors il existe to > 0 tel que :

g(R(tO)v p(th')> M(l‘o)) > n.

Preuve:
Puisque Ry = max(R§); > 1, alors il existe k € {V,M} tel que R§="¥,R; > 1.

D’abord observons que :
. Ui
RE = lim W
o= Jim¥e 11 witp

i=rji=s "

Rj>1.

Ainsi par continuité, 3 p; > 0 tel que :

Hi —
Y Ri>1, V pel0,pq].
k,.:[,lzsmp j p €[0,p1]

Pour le reste de preuve, on va procéder par contradiction.

-1
Soit pp € (0,p;) fixé et donné tel que V 7 > 0 et pour 1 = py <km%4[3k> ,ona

o0
0<e(R(t),p(t,.),u(t))y<n = 0< Z <uk(t)+/0 pk(t,a)da> <n, Vit>0.

k=V.M

(VIL.14)

(VIL15)
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Alors
Brux(t) < Jmax, Brui (1) < po,
de sorte que
Ro(t) > Ao— R () — poR,(r) 10,
Ru(t) > R (t) — WnR(t), >0,
Ry(t) > R (t) — UsRs(t) — poRs(t), t>0.

Du fait que
‘ui Ej > L Jjo
i=r,s Mi +PO i=rs Hi + pr -
nous déduisons que
A _
liminfR, (1) > 20— _Hr R
f—>oo u-+pr  Ut+pr
liminfRy(r) > —r Hm g - KK
t—+oo -+ p1 Us+p1 Ur+P1 Us+P1

Il existe 79 > 0 tel que pour chaque i = r,m,s on ait :

M 5
Ri(t) > R; V t>1. (VIL.16)
/ l-:l;!,,s wi+po
U
i=r,m,s Hi + p1
(VIL14) que L§ =R ;> 1. Cela signifie que L’5 —1 > 0etale méme signe que A;. De plus I’inégalité

Par conséquent en fixant R i = R; dans la Proposition VIL0.3, il découle de I'inégalité

(VIL.15) implique que I’équation t — @y satisfait :

t A
0(1) = M=), (1) + /, A H (24, 0) i (5) B (R; (5) — R;) dis,

> ekk(titO)Qk(t()).

D’ou,

lim Qk(t) =+e < lim <uk(t)+/OwHk(/'Lk,a)pk(t,a)da> — o0, (VIL.17)

1=5-Foo 1=>+oo

Puisque Hi(A,.) € LT7((0,0),R), alors Iinégalité (VIL.17) contredit I'inégalité (VIL.15). Alors il existe
& >0tel que:

liminf )" (uk(t) +/0+°°pk(t,a)da) >¢.

oo N
Puisque le semi-flot ® est asymptotiquement lisse, les orbites dissipatives ponctuelles et positives des
sous-ensembles compacts de .# sont bornées, nous en déduisons que P a un attracteur global compact

que I’on peut noter &7 dans .. m m
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VIII Simulation numérique

La simulation numérique est un outil précieux dans les études épidémiologiques pour modéliser, com-
prendre et illustrer les résultats théoriques. Cette partie de notre travail sera responsable de sa réalisation.
Nous avons utilisé la méthode des différences finies avec un pas de temps dt = 0.01 et un pas d’espace
da = 1. Pour les valeurs des parameétres on a : Ag = 72083.33, tg = 0.0083, ry = ryy = 16, o = 10,
ur =0.0012, w,, = 1/116.5, ug = 0.0009, v =2, T3y = 3, Uyv = Uym = 1/48. Nous avons écrit le code

avec le logiciel R.

uRBC

i

el
| | | | |

0 200 1000 1500 2000

0.0e+00 8.0e+06

Temps (jours)

FIGURE VIII.5 — Dynamique des globules rouges en fontion du temps avec By = By = 1 x 10"

et (Ry,R}) = (0.4,0.6).

— —

=

.F -

o Um
o

0 2 4 6 B
I

[ I I [ I
0 200 1000 13500 2000

Temps (jours)

. . . . —11
FIGURE VIII.6 — Production de mérozoites en fonction du temps avec fy =1 x 10

Bu=1x10 " et (RY,RY) = (4.7,0.6).

MASTER II 2022-2023



VIII Simulation numérique

— o
-
S Y 7 —_—
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o
— o4 —

o I

| | | |
0 200 1000 1300 2000

Temps (jours)

FIGURE VIII.7 — Production de mérozoites en fonction du temps avec fy = 1 x 10712,

Bu=1x10 " et (Ry,RY)=(04,6.2).
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log10(U)
0 2 4 6 8
|
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FIGURE VIII.8 — Production de mérozoites en fonction du temps avec fy = 1 x 107 = Bu

et (Ry,R)) = (4.7,6.2).
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% CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, notre modele intra-hdte du paludisme offre une approche précieuse pour mieux com-
prendre les interactions parasitaires entre P.vivax et Pmalariae, deux parasites majeurs responsables de
cette maladie affaiblissante. En utilisant ce modele, nous avons pu explorer les interactions complexes
entre ces deux especes de parasites et étudier comment elles affectent la progression de la maladie chez
I’hote.

Théorie et pratique ont été alliées pour s’assurer de 1’authenticité des hypotheses émises et théorémes
énoncés. Nous avons utilisé des données provenant de [9] pour valider certains de nos résultats nu-
mériques, afin de confirmer nos résultats théoriques. Ainsi, notre objectif de recherche nous oriente
vers I’exploration de la dynamique de la co-infection intra-hote impliquant I’interaction entre le parasite
Pvivax et le parasite Pmalariae. Le choix de P.vivax et Pmalariae pour une étude de co-infection intra-
hote est motivée par la prévalence de ces parasites, de leurs caractéristiques biologiques distinctes, de
leur impact sur la santé humaine et de leur pertinence pour le développement des stratégies de contrdle
du paludisme.

Nous avons commencé ce travail par un premier chapitre qui porte sur des rappels d’outils mathéma-
tiques que nous avons utilisés tout au long de ce travail. Il s’agit principalement de quelques notions sur
les opérateurs linéaires sur un espace de Banach, sur le probleme de Cauchy, sur la théorie des systémes
dynamiques et sur la stabilité des points d’équilibres d’un systeéme dynamique.

Le deuxieme chapitre constitue la partie essentielle de notre travail. Dans la premiere section de ce cha-
pitre, nous avons étudié 1’agent pathogene responsable du paludisme dans sa généralité : Plasmodium.
Nous avons constaté que le paludisme est beaucoup plus abondant en Afrique avec 94% de cas recensés.
Nous avons aussi constaté que les éléments de base du cycle évolutif sont les mémes pour toutes les
especes de Plasmodium. Nous avons décri les différents modes de transmission du paludisme, estimer
son impact sur la santé publique, économique, décrire les mesures qui ont été prises pour lutter contre ce
fléau.

Dans la deuxieme section, dédiée a la mise en ceuvre du modele, nous avons exposé les hypotheses qui

ont sous-tendu la construction du modele. Nous avons décrit le modele en insistant sur le diagramme des
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flux (figure 11.2) et les parametres du modele sont aussi donnés et détaillés dans cette partie.

Dans la troisieme section, nous avons déterminé le probléme abstrait de Cauchy du modele dans le but
de montrer I’existence d’une solution unique et positive. Nous avons déterminé 1’équilibre sans mala-
die du modele E pour ensuite donner le nombre de reproduction de base Ry qui s’écrit sous la forme
Ro = max{R} ,R}} oit R} est le nombre de reproduction de base du Pvivax et RY celui du Pmalarie.
Dans la section suivante, nous nous sommes intéressés a I’existence des points d’équilibres endémiques.

Trois cas se présentent :

— L’infection a Pvivax uniquement : nous avons pour Rg > 1 ’existence d’un point d’équilibre E}

qui est localement asymptotiquement stable si R64 <1< Rg.

— L’infection a Pmalariae uniquement : nous avons pour RIOVI > 1 I’existence d’un point équilibre E;

qui devient localement asymptotiquement stable si Rg <1< Rgl .

— Pour la coexistence des deux parasites, nous avons 1’équilibre E3 qui existe et devient localement

asymptotiquement stable si Rgl > RX > 1.

Dans les deux dernieres sections, nous avons d’abord étudié la dynamique adaptative du systéme et nous
avons conclu que la coexistence de ces deux especes (P.vivax, Pmalarie) est bien possible. Ensuite nous

avons étudié la persistance uniforme de I’infection et nous avons abouti aux résultats suivants :
— Si Ry < 1, I’équilibre sans infection E est globalement asymptotiquement stable
— Si Ry > 1, E devient instable et on a la persistance des deux especes, donc I’infection progresse.

Les informations ainsi obtenues peuvent potenticllement contribuer a 1’amélioration des stratégies de
prévention, de diagnostic et de traitement du paludisme.

En perspective, notre modele pourrait étre un outil précieux pour guider la recherche future visant a
mieux comprendre les mécanismes sous-adjacents de la co-infection par ces parasites et a développer

des interventions plus efficaces pour lutter contre le paludisme. On peut envisager :

— Approfondir I’étude de 1’évolution génétique des parasites dans le contexte de la co-infection, en

examinant comment cela peut influencer la dynamique a long terme.

— Inclure des aspects cliniques, tels que la sévérité des symptomes, pour obtenir une perspective

complete de I’'impact de la co-infection sur la santé humaine.

— Appliquer les concepts développés a d’autres types de modeles de co-infections afin d’élargir la

portée des résultats.

En somme, cette étude ouvre la voie a de nouvelles perspectives sur le projet mondiale de santé publique.
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