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bien profitables pour l’avancement de mon travail. Pendant toutes les heures
passées ensemble, j’ai pu apprendre et profiter pleinement de son expérience
et ses qualités scientifiques (bref un ”Hopfiste”).
-Aux membres du jury Professeur Oumar SALL, Docteur Moussa FALL
et Docteur Christophe Lopez NANGO, qui ont l′extrême gentillesse
d’examiner mon travail et de l’enrichir par leurs propositions.
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en particulier Seydi Diamil Diouf, Saliou Diaw, Lamine Diop, Cheikh Kandji
Ngom, Ababacar Ndiaye.

Toute ma reconnaissance à mes petits frères qui m’ont accueilli à l’Uni-
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RÉSUMÉ

Soient K un corps, H une algèbre de Hopf, A et B deux algèbres de H-
dimodule.
On note A#B le produit semi-direct de A et B : c’est le produit tensoriel
A⊗B muni d’un produit particulier.
Dans [1],Caenepeel, S., Oystaeyen, F. Van, Zhang, Yin-huo ont montré que
A#B est une algèbre de H-dimodule en supposant que H est commutative
et cocommutative.
Dans [8], Zhang, L-yun ; Tong, Wen-ting, ont généralisé ce resultat en rempla-
cant la commutativité et la cocommutativité par les conditions (20) et (21).
Si l’algèbre de Hopf H est cocommutative et commutative alors les équations
(20) et (21) sont satisfaites.
Ils ont aussi donné une condition nécessaire et suffissante pour que le produit
semi-direct A#B soit une bialgèbre ou une algèbre de Hopf.Ils ont donné
deux exemples pour montrer la validité des conditions (20) et (21).
Dans ce mémoire, notre but est de comprendre et d’expliquer les resultats de
[1] et [8]
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INTRODUCTION

Dans ce Mémoire de Master nous allons étudier les résultats de l’article de
Liang-yun Zhang et Wen-ting Tong intitulé Produit semi-direct d’algèbres
de H-dimodule (Titre original : ≪ Smash Product Over H-Dimodule
Algbras ≫) paru dans[8].
Dans [1], les auteurs ont introduit la notion d’algèbres de modules de Yang-
Baxter quantiques issues d’un module de Yang-Baxter quantique. Dans [4], si
une algèbre de Hopf sous-jacente est à la fois commutative et cocommutative
alors les algèbres de modules de Yang-Baxter quantiques sont exactement
des algèbres de dimodules. Si l’algèbre de Hopf est de dimension finie, alors
l’algèbre de modules de Yang-Baxter quantiques est équivalente à une algèbre
de D(H)-module où D(H) est le double de Drinfel’d de l’algèbre de Hopf
H. En outre, ils ont défini un produit tressé pour l’algèbre des modules de
Yang-Baxter quantiques de sorte que la catégorie des modules de Yang-Baxter
quantiques devienne une catégorie monöıdale et les groupes de Brauer de
l’algèbre des modules de Yang-Baxter quantiques puissent être construits, ce
qui généralise le groupe de Brauer Long.
Le plan de ce mémoire de Master est le suivant : d’abord dans la partie titrée
Algèbre de Hopf et Algèbre de H-module, nous présentons quelques notions
de base sur les algèbres de Hopf. Ensuite nous allons parler d’Algèbre de
H-comodule. Enfin, nous entrons dans le vif du sujet de ce Mémoire intitulé
produit semi-direct d’algèbres de H-dimodule. Voici les principaux résultats
qui ont fait l’objet de cette étude :

Théorème 0.1
Soient H une algèbre de Hopf, A et B deux algèbres de H-dimodule

Σh1.a⊗ h2 = Σh2.a⊗ h1, pour tous a ∈ A, h ∈ H; (1)

Σx(0) ⊗ x(1)h = Σx(0) ⊗ hx(1), pour tout h ∈ H, x ∈ B; (2)

Le produit semi-direct de A et B noté A#B est defini comme suit :
A#B = A⊗B comme K-module et sa multiplication est donnée par :
(a#x)(b#y) = Σa(x(1).b)#x(0)y.
Alors le produit semi-direct A#B de A et B est une algèbre de H-dimodule,
où l’action et la coaction sont données respectivement par :

h.(a#b) = Σh1.a#h2.b, avec ∆H(h) = Σh1 ⊗ h2. (3)

φ(a#b) = (a0#b0)⊗ a1b1 (4)

7



Théorème 0.2
Si A et B sont deux bialgèbres, alors la structure du produit tensoriel de
coalgèbre sur A#B est compatible avec l’algèbre du produit semi-direct faisant

de A#B une bialgèbre si et seulement si l’application f : A#B −→ A#B
a#x 7−→ Σx(1).a#x(0)

est un morphisme de coalgèbres.

Dans cette situation, si A et B sont deux algèbres de Hopf alors le produit
semi-direct A#B est une algèbre de Hopf avec l’antipode SA#B définie par :

SA#B(a#x) = (1#SB(x))(SA(a)#1).
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I.TRAORE

1 ALGEBRE DE HOPF ET ALGEBRE DE

H-MODULE

1.1 COALGEBRE

1.1.1 Algèbre

Définition 1.1
Soit A un K-module. On considère A⊗K A = A⊗A le produit tensoriel de A
par A sur K.
Une K-algèbre associative unitaire A est un triplet du type (A,mA, µA) où A
est un K-module et les applications

mA : A⊗ A −→ A et µA : K −→ A
a⊗ a′ 7−→ aa′,∀ a, a′ ∈ A λ 7−→ λ1A,∀ λ ∈ K

sont K-linéaires telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A⊗ A⊗ A

mA⊗idA

��

idA⊗mA // A⊗ A

mA

��

A⊗ A

mA

��

K⊗ A

µA⊗idA
99

idA %%

A⊗K

idA⊗µA

ee

idAyy
A⊗ A mA

// A A

c’est-à-dire,
• mA ◦ (mA ⊗ idA) = mA ◦ (idA ⊗mA) : c’est l’associativité,
• et mA ◦ (idA ⊗ µA) = idA = mA ◦ (µA ⊗ idA) : c’est l’unité.

L’application mA est appelée le produit ou la multiplication, l’application µA

est l’application unité et µA(1K) est l’élément unité de A.

1.1.2 Morphisme d’Algèbres

Soient A et B deux algèbres et f : A −→ B une application K-linéaire.
On dit que f est un morphisme d’algèbres si :

mB ◦ (f ⊗ f) = f ◦mA

et

f ◦ µA = µB.
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1.1 COALGEBRE I.TRAORE

1.1.3 Coalgèbre

Pour définir les axiomes de coalgèbres, nous allons dualiser les axiomes
définissant les algèbres.

Définition 1.2
Une coalgèbre (ou cogèbre) co-unitaire C est un triplet (C,∆C , εC), où C est
K-module, ∆C : C −→ C ⊗ C(coproduit) et εC : C −→ K(co-unité) satisfai-
sant les deux axiomes suivants :

• (∆C ⊗ idC) ◦∆C = (idC ⊗∆C) ◦∆C , c’est la co-associativité,
• (idC ⊗ εC) ◦∆C = (εC ⊗ idC) ◦∆C , c’est la co-unité.

La coalgèbe C est dite co-commutative si τ ◦∆ = ∆ où τ est la volte de C⊗C.

1.1.4 Notation de Sweedler-Heyneman

Le co-produit d’un élément est une somme de tenseurs, ainsi pour tout
c ∈ C, on va utiliser la notation suivante (dite notation de Sweedler) :

∆C(c) =
∑

c(1) ⊗ c(2) =
∑

c1 ⊗ c2 = c(1) ⊗ c(2) = c1 ⊗ c2.

Les notations de Sweedler-Heyneman (ou Sweedler) sont très utiles pour faire
les calculs dans les coalgèbres.
Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation ∆C(c) = c1 ⊗ c2.
Avec cette notation, l’axiome de la co-associativité se traduit par :

∆C(c1)⊗ c2 = c1 ⊗∆C(c2),

c’est-à-dire,

c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22 = c1 ⊗ c2 ⊗ c3, ∀c ∈ C.

L’axiome de la co-unité se traduit par :

εC(c1)c2 = c = c1εC(c2), ∀c ∈ C.

1.1.5 Morphisme de coalgèbres

Définition 1.3
La notion de morphisme de coalgèbres est la notion duale de morphisme
d’algèbres. On la définit en renversant les flèches dans la définition de mor-
phisme d’algèbres.
Soient C et D deux coalgèbres. Une application K-linéaire
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1.2 ALGEBRE DE HOPF I.TRAORE

f : C −→ D est un morphisme de coalgèbres si les diagrammes suivants
commutent.

C
∆C //

f

��

C ⊗ C

f⊗f

��

C
f //

εC

��

D

εD

��
D

∆D

// D ⊗D K

c’est-à-dire :

(f ⊗ f) ◦∆C = ∆D ◦ f et εD ◦ f = εC.
autrement dit f est un morphisme de coalgèbres si :

f(c)1⊗f(c)2 = f(c1)⊗f(c2) et εD[f(c)] = εC(c) ∀c ∈ C, avec ∆C(c) = c1⊗c2.

1.1.6 Bialgèbre

Lemme 1.4
Soient (B,mB, µB) une algèbre et (B,∆B, εB) une coalgèbre. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i ) ∆B et εB sont des morphismes d’algèbres,
ii ) mB et µB sont des morphismes de coalgèbres,
iii )Pour tous a, b ∈ B,

∆B(ab) = a1b1 ⊗ a2b2, ∆B(1B) = 1B ⊗ 1B,

εB(ab) = εB(a)εB(b), εB(1B) = 1K.

Définition 1.5
On dit qu’un K-module B est une bialgèbre (ou bigèbre) si B est une algébre
(B,mB, µB) et une coalgèbre (B,∆B, εB) satisfaisant l’une des propriétés du
Lemme (1.4).

1.2 ALGEBRE DE HOPF

Dans cette partie, on va définir la notion d’algèbre de Hopf. C’est une
structure algébrique qui va lier celles d’algèbre et de co-algèbre.
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1.2 ALGEBRE DE HOPF I.TRAORE

1.2.1 Produit de convolution

Soient C une coalgèbre, A une algèbre.

Définition 1.6
Soient f, g ∈ HomK(C,A). La convolution est définie par :

f ⋆ g = mA ◦ (f ⊗ g) ◦∆C , (5)

ce qui se traduit par la commutativité du diagramme :

C ⊗ C
f⊗g // A⊗ A

mA

��
C

∆C

OO

f⋆g
// A

Autrement dit, avec la notation de Sweedler, pour tout c ∈ C on a :

(f ⋆ g)(c) = f(c1)g(c2). (6)

Ce produit est appelé produit de convolution.
Muni du produit de convolution, HomK(C,A) est une algèbre associative
unitaire d’unité µA ◦ εC.

Définition 1.7
Une bialgèbre (H,mH , µH ,△H , εH) est une algèbre de Hopf si l’application
identique idH de HomK(H,H) admet une application inverse notée SH par
rapport au produit de convolution de HomK(H,H). On appelle SH l’antipode
de H.

1.2.2 Formule de l’antipode et Propriétés de l’antipode

Proposition 1.8
Soient (H,mH , µH ,△H , εH , SH) une algèbre de Hopf d’antipode SH , on a :

SH(h1)h2 = εH(h)1H = h1SH(h2).

Preuve :
Par définition, on a :

SH ⋆ idH = µH ◦ εH = idH ⋆ SH . (7)

12



1.2 ALGEBRE DE HOPF I.TRAORE

Ainsi, on a : ∀ h ∈ H,

(SH ⋆ idH)(h) = µH ◦ εH(h)
SH(h1)idH(h2) = µH(εH(h))

SH(h1)h2 = εH(h)µH(1K)

SH(h1)h2 = εH(h)1H .

De même :
(idH ⋆ SH)(h) = (µH ◦ εH)(h)
idH(h1)SH(h2) = µH(εH(h))

h1SH(h2) = εH(h)µH(1K)

h1SH(h2) = εH(h)1H ,

d’où la formule :

SH(h1)h2 = εH(h)1H = h1SH(h2).

Donc :
SH(1H) = 1HSH(1H)

= εH(1H)1H
= 1H
ou bien

SH(1H) = SH(1H)1H
= 1HεH(1H)
= 1H

d’où SH(1H) = 1H . ♣
Proposition 1.9
Soit H une algèbre de Hopf. On a :

εH ◦ SH = εH , ∀ h ∈ H. (8)

Preuve :
Montrons que εH ◦ SH = εH . Soit h ∈ H, on a :

εH(h) = εH(εH(h)1H)
= εH(h1SH(h2))
= εH(h1)εH(SH(h2))
= εH(εH(h1)SH(h2))
= εH(SH(εH(h1)h2))
= εH(SH(h))
= (εH ◦ SH)(h)

d’où εH ◦ SH = εH .♣
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1.3 ALGEBRE DE H-MODULE I.TRAORE

1.3 ALGEBRE DE H-MODULE

Définition 1.10
Soient A une K-algèbre et H une algèbre de Hopf. On dit que A est une
algèbre de H-module à gauche si A est un H-module à gauche tel que :

h · (ab) = (h1 · a)(h2 · b) (9)

où ∆(h) = h1 ⊗ h2 et h · 1A = ε(h)1A.

Remarque 1.11
K est un H-module trivial : h.λ = ε(h)λ.

Définition 1.12
Soient A une K-algèbre et H une algèbre de Hopf. On dit que A est une
algèbre de H-module à droite si A est un H-module à droite tel que :

(ab) · h = (a · h1)(b · h2) (10)

où ∆(h) = h1 ⊗ h2 et 1A · h = 1Aε(h).

Lemme 1.13
Soit H une algèbre de Hopf. Si M et N sont des H-modules à gauche, alors
M ⊗N est un H-module à gauche pour l’action diagonale :

h(m⊗ n) = (h1m)⊗ (h2n), ∀ h ∈ H, m ∈ M, n ∈ N.

1.3.1 Produit semi-direct

Définition 1.14
Soit A une algèbre de H-module à gauche.
Le produit semi-direct de A et H noté A#H est le produit tensoriel A⊗H
muni du produit :

(a⊗ h)(a′ ⊗ h′) = a(h1.a
′)⊗ (h2h

′), ∀ a, a′ ∈ A, h, h′ ∈ H. (11)

A#H est une algèbre associative unitaire (d’unité 1A#1H).
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1.3 ALGEBRE DE H-MODULE I.TRAORE

En effet :
Soient a, a′, a′′ ∈ A, h, h′, h′′ ∈ H. On a :
◦ A#H est un K−module d’après les hypothèses.
◦ La linéarité de mA#H et les propriétés du produit tensoriel donnent :

mA#h[((a#h) + (a′#h′))⊗ (a′′#h′′)]
= mA#H [((a#h)⊗ (a′′#h′′)) + ((a′#h′)⊗ (a′′#h′′))]
= mA#H [(a#h)⊗ (a′′#h′′)] +mA#H [(a

′#h′)⊗ (a′′#h′′)],

mA#H [(a#h)⊗ ((a′#h′) + (a′′#h′′))]
= mA#H [((a#h)⊗ (a′#h′)) + ((a#h)⊗ (a′′#h′′))]
= mA#H [(a#h)⊗ (a′#h′)] +mA#H [(a#h)⊗ (a′′#h′′)].

◦ La commutativité du rectangle donne :
A-t-on [mA#H ◦ (mA#H⊗ idA#H)](a#h⊗a′#h′⊗a′′#h′′) = [mA#H ◦ (idA#H⊗
mA#H)](a#h⊗ a′#h′ ⊗ a′′#h′′)?

[mA#H ◦ (mA#H ⊗ idA#H)](a#h⊗ a′#h′ ⊗ a′′#h′′)
= mA#H [(mA#H ⊗ idA#H)(a#h⊗ a′#h′ ⊗ a′′#h′′)]
= mA#H [(mA#H(a#h⊗ a′#h′)⊗ idA#H(a

′′#h′′)]
= mA#H [(mA#H(a#h⊗ a′#h′)⊗ (a′′#h′′)]
= mA#H [(a#h)(a′#h′)⊗ (a′′#h′′)]
= [(a#h)(a′#h′)](a′′#h′′),

[mA#H ◦ (idA#H ⊗mA#H)](a#h⊗ a′#h′ ⊗ a′′#h′′)
= mA#H [(idA#H ⊗mA#H)](a#h⊗ a′#h′ ⊗ a′′#h′′)]
= mA#h[idA#H(a#h)⊗mA#H(a

′#h′ ⊗ a′′#h′′)]
= mA#H [(a#h)⊗mA#H(a

′#h′ ⊗ a′′#h′′)]
= mA#H [(a#h)⊗ (a′#h′)(a′′#h′′)]
= (a#h)[(a′#h′)(a′′#h′′)].

Ainsi, A#H est associative.
On a : ∀ a#h, a′#h′, a′′#h′′ ∈ A#H,

◦ La commutativité des deux triangles donne :
A-t-on mA#H ◦ (idA#H ⊗ µA#H) = mA#H ◦ (µA#H ⊗ idA#H)?

15
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[mA#H ◦ (idA#H ⊗ µA#H)]((a#h)⊗ λ) = mA#H [(idA#H ⊗ µA#H)]((a#h)⊗ λ)]
= mA#H [idA#H(a#h)⊗ µA#H(λ)]
= mA#H((a#h)⊗ λ)
= (a#h)λ,

[mA#H ◦ (µA#H ⊗ idA#H)](λ⊗ (a#h)) = mA#H [(µA#H ⊗ idA#H)](λ⊗ (a#h))]
= mA#H [µA#H(λ)⊗ idA#H(a#h)]
= mA#H(λ⊗ (a#h))
= λ(a#h).

Ainsi, A#H est unitaire.

mA#H est K-linéaire. A-t-on mA#H(λ(a#h) ⊗ a′#h′)) = mA#H(a#h) ⊗
a′#h′)λ)?

◦ mA#H(λ(a#h)⊗ a′#h′)) = λmA#H(a#h⊗ a′#h′)
= λ((a#h)(a′#h′))
= (λ(a#h))(a′#h′),

mA#h(λ(a#h⊗ a′#h′)) = mA#h((λ(a#h)⊗ a′#h′))
= mA#h((a#h)⊗ λ(a′#h′))
= (a#h)(λ(a′#h′)).

Ainsi, A#H est une K-algèbre associative unitaire, d’où A#H est une algèbre.

2 ALGEBRE DE H-COMODULE

Les notions de comodules et de morphismes de comodules sont des notions
duales de modules et de morphismes de modules. Afin de mieux comprendre
ces deux notions, nous allons définir les modules et les morphismes de modules
par des diagrammes.

2.1 Module

2.1.1 Module sur une algèbre

Définition 2.1
Soit A une algèbre. Un K-module M est un A-module à gauche s’il existe une
application K-linéaire :

16
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ρM : A⊗M −→ M
a⊗m 7−→ a.m = am, ∀ a ∈ A, m ∈ M

telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

A⊗ A⊗M

mA⊗idM

��

idA⊗ρM // A⊗M

ρM

��

K⊗M

f

��

µA⊗idM // A⊗M

ρM

��
A⊗M ρM

//M M

La commutativité du rectangle équivaut à :

ρM ◦ (idA ⊗ ρM) = ρM ◦ (mA ⊗ idM),

(ab)m = a(bm), ∀ a, b ∈ A, m ∈ M.

Celle du triangle équivaut à :

ρM ◦ (µA ⊗ idM) = f,

1Am = m.

On dit alors que A agit à gauche sur M . L’application ρM est l’action sur M .

2.1.2 Morphisme de A-modules

Définition 2.2
Soit A une algèbre et soient M et N deux A-modules à gauche. Un morphisme
de A-modules f : M −→ N est une application K-linéaire qui rend commutatif
le diagramme suivant :

M
f // N

A⊗M

ρM

OO

idA⊗f
// A⊗N

ρN

OO

c’est-à-dire :
f ◦ ρM = ρN ◦ (idA ⊗ f).

Donc ∀ a ∈ A, m ∈ M , on a :

(f ◦ ρM)(a⊗m) = (ρN ◦ (idA ⊗ f))(a⊗m),

c’est-à-dire,
f(a.m) = a.f(m).

17
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2.1.3 Comodule

Un comodule est la notion duale de module. On la définit en renversant
les flèches dans la définition du module.

Définition 2.3
Soit C = (C,∆C , εC) une coalgèbre. Un K-module à gauche M est un C-co-
module (ou C-comodule) à droite s’il existe une application K-linéaire

λM : M −→ M ⊗ C

qui rend commutatif les diagrammes suivants :

M
λM //

λM

��

M ⊗ C

idM⊗∆C

��

M
λM //

f

""

M ⊗ C

idM⊗εC

��
M ⊗ C

λM⊗idC
//M ⊗ C ⊗ C M ⊗K

Ce qui équivaut à :
• (idM ⊗∆C) ◦ λM = (λM ⊗ idC) ◦ λM ,
• (idM ⊗ εC) ◦ λM = f.

L’application λM est appelée la C-coaction ou la coaction de C sur M .

2.1.4 Notation de Sweedler pour les comodules

Soit M = (M,λM) un C−comodule à droite. Pour m ∈ M , on note :

λM(m) = Σm(0) ⊗m(1) = Σm0 ⊗m1 = m0 ⊗m1. (12)

Dans la suite de notre travail, nous utiliserons la notation λM (m) = m0⊗m1.

Avec la notation de Sweedler, la commutativité des diagrammes précédents
équivaut à :

m0 ⊗m11 ⊗m12 = m00 ⊗m01 ⊗m1 = m0 ⊗m1 ⊗m2

et
m0εC(m1) = m = εC(m0)m1.

18
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2.1.5 Morphisme de comodules

On dualise la notion de morphisme de modules pour obtenir un morphisme
de comodules.

Définition 2.4
Soit C une coalgèbre et soient M et N deux C-comodules à droite.
Une application K-linéaire f : M −→ N est un morphisme de C-comodules à
droite ou une application C-colinéaire à droite si le diagramme suivant est
commutatif.

M
f //

λM

��

N

λN

��
M ⊗ C

f⊗idC
// N ⊗ C

c’est-à-dire : λN ◦ f = (f ⊗ idC) ◦ λM . Donc ∀ m ∈ M on a :

(λN ◦ f)(m) = [(f ⊗ idC) ◦ λM ](m)

(f(m))0 ⊗ (f(m))1 = f(m0)⊗ (m1)

f(m)0 ⊗ f(m)1 = f(m0)⊗m1.

Ainsi, f est C-colinéaire si et seulement si

f(m)0 ⊗ f(m)1 = f(m0)⊗m1. (13)

Remarque 2.5
On peut aussi définir un C-comodule à gauche M avec la coaction à gauche
définie par :

λM(m) = m−1 ⊗m0 ∈ C ⊗M.

2.2 Module de Hopf relatif

2.2.1 Algèbre de H-comodule

Définition 2.6
Soit H une algèbre de Hopf. Un K-module A est une algèbre de H-comodule
à droite si A est une K-algèbre et un H-comodule à droite tel qu’on ait :
• λA(aa

′) = (aa′)0 ⊗ (aa′)1 = a0a
′
0 ⊗ a1a

′
1 : la co-action est compatible avec le

produit tensoriel,
• λA(1A) = 1A ⊗ 1H .
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Exemple 2.7
L’algèbre de Hopf H est une algèbre de H-comodule à droite avec λ =△,
c’est-à-dire λ(h) =△ (h) ∀ h ∈ H : on a donc h0 ⊗ h1 = h1 ⊗ h2.

3 PRODUIT SEMI-DIRECT D’ALGEBRES

DE H-DIMODULE

3.1 H-dimodule

Définition 3.1
Un K-module M qui est à la fois un H-module à gauche et un H-comodule à
droite est appelé un H-dimodule gauche-droite si ∀ m ∈ M,h ∈ H, on a la
condition suivante :

(hm)(0) ⊗ (hm)(1) = hm(0) ⊗m(1). (14)

Ici ρ+M(m) = m(0) ⊗ m(1). De facon similaire, nous pouvons définir un H-
dimodule droite-gauche. Soit un K-module M qui est à la fois un H-module à
droite et un H-comodule à gauche, M est appelé un H-dimodule droite-gauche
si ∀ m ∈ M,h ∈ H, on a la condition suivante :

(mh)(−1) ⊗ (mh)(0) = m(−1) ⊗m(0)h. (15)

Ici ρ−M(m) = m(−1) ⊗m(0).

3.2 Algèbre de H-dimodule

Dans cette partie, les H-dimodules sont toujours considérés comme des
H-dimodules gauche-droite.

Définition 3.2
Une algèbre de H-dimodule M est un H-dimodule qui est à la fois une algèbre
de H-module à gauche et une algèbre de H-comodule à droite.

Définition 3.3
Soient A et B deux algèbres de H-dimodule et f : A −→ B une application
K-linéaire. On dit que f est un morphisme d’algèbres de H-dimodules si f
est un morphisme de H-dimodules et un morphisme d’algèbres.
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3.3 Algèbre de Hopf coquasitriangulaire

Définition 3.4
Soit H une algèbre de Hopf. On dit que H est coquasitriangulaire s’il existe
une forme bilinéaire σ : H ⊗H −→ K, qui est inversible pour le produit de
convolution dans Hom(H ⊗H,K) telle que ∀ x, y, z ∈ H,

Σσ(x1, y1)y2x2 = Σx1y1σ(x2, y2) (16)

σ(x, yz) = Σσ(x1, y)σ(x2, z) (17)

σ(xy, z) = Σσ(x, z2)σ(y, z1) (18)

σ(x, 1) = εH(x) = σ(1, x). (19)

Proposition 3.5
Soit (H,σ) une algèbre de Hopf coquasitriangulaire. On définit une

action de H sur H :
H ⊗H −→ H
h⊗ x −→ h ⇀ x = Σσ(h, x1)x2.

Avec cette action, (H,σ) est une algèbre de H−dimodule avec la structure de comodule
∆H : H −→ H ⊗H.

Preuve :
• Montrons que (H,σ) est un H-dimodule :
◦ H-module à gauche.
A-t-on (hh′) ⇀ x = h ⇀ (h′ ⇀ x) et 1H ⇀ x = x?
On a :

(hh′) ⇀ x = σ((hh′), x1)x2

= σ(h, x12)σ(h
′, x11)x2

= σ(h, x2)σ(h
′, x1)x3

h ⇀ (h′ ⇀ x) = h ⇀ [σ(h′, x1)x2]
= σ[h, (σ(h′, x1)x2)1](σ(h

′, x1)x2)2
= σ(h′, x1)σ(h, x21)x22

= σ(h′, x1)σ(h, x2)x3

1H ⇀ x = σ(1H , x1)x2

= εH(x1)x2

= x
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3.3 Algèbre de Hopf coquasitriangulaire I.TRAORE

Alors (H,σ) est un H-module à gauche.
◦ (H,σ) est un H-comodule à droite avec ∆ = λ
◦ A-t-on (h ⇀ x)0 ⊗ (h ⇀ x)1 = h ⇀ x0 ⊗ x1?
On a :

∆H(h ⇀ x) = ∆H(σ(h, x1)x2)

= (σ(h, x1)x2)1 ⊗ (σ(h, x1)x2)2

= σ(h, x1)x21 ⊗ x22

= σ(h, x11)x12 ⊗ x2

= (h ⇀ x1)⊗ x2

= h ⇀ x0 ⊗ x1

Ainsi (H, σ) est un H-dimodule gauche-droite.
•• A-t-on h ⇀ xy = (h1 ⇀ x)(h2 ⇀ y) et εH(h)1 = h ⇀ 1?
On a :

h ⇀ xy = Σσ(h, x1y1)x2y2

= Σσ(h1, x1)σ(h2, y1)x2y2

= Σσ(h1, x1)x2σ(h2, y1)y2

= (h1 ⇀ x)(h2 ⇀ y)

On a :

h ⇀ 1H = Σσ(h, 1H)1H

= σ(h, 1H)

= εH(h)1H

∀ h, x, y ∈ H. Donc (H, σ) est une algèbre de H-module à gauche.
• • • Puisque ∆H est un morphisme d’algébres, (H, σ) est une algébre de
H-comodule à droite. Ainsi l’algébre de Hopf coquasitriangulaire (H, σ) est
une algébre de H-dimodule.■
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3.4 Produit semi-direct d’algèbres de H-dimodule

Soient H une algèbre de Hopf, A et B deux algèbres de H-dimodule telles
que les deux conditons suivantes soient vérifiées :

Σh1.a⊗ h2 = Σh2.a⊗ h1, pour tous a ∈ A, h ∈ H; (20)

Σb(0) ⊗ b(1)h = Σb(0) ⊗ hb(1), pour tout h ∈ H, b ∈ B. (21)

Si H est cocommutative alors la condition (20) est satisfaite .
Si H est commutative alors la condition (21) est satisfaite.
Ainsi, si H est cocommutative et commutative alors les conditions (20) et
(21) sont satisfaites.

Définition 3.6
Le produit semi-direct de A et B noté A#B est defini comme suit :
A#B = A⊗B comme K-module et sa multiplication est donnée par :
(a#x)(b#y) = Σa(x(1).b)#x(0)y.
Notre but est de montrer que A#B est une algèbre de H dimodule sous les
conditions (20) et (21).

Lemme 3.7

1. Muni de l’action h.(a#b) = h1.a#h2.b, le produit semi-direct A#B
est un H-module à gauche.

2. Muni du coproduit ∆A#B(a#b) = (a1#b1)⊗ (a2#b2) et de la counité
εA#B(a#b) = εA(a)εB(b), A#B est une coalgèbre.

3. Muni de la coaction φ(a#b) = (a0#b0)⊗a1b1, A#B est un H-comodule
à droite.

Preuve :

1. A-t-on : (hh′).(a#b) = h[h′(a#b)] et 1H .(a#b) = a#b?
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On a :

* (hh′).(a#b) = (hh′)1.a#(hh′)2.b

= (h1h
′
1).a#(h2h

′
2).b

= (h1(h
′
1.a))#(h2(h

′
2.b))

= h(h′
1.a#h′

2.b)

= h(h′.(a#b)).

On a

* 1H .(a#b) = 1H1 .a#1H2 .b

= 1H .a#1H .b

= a#b.

Donc A#B est un H-module à gauche.

2. Montrons que A#B est une coalgèbre :
◦ Co-associativité
A-t-on (△A#B ⊗idA#B)◦ △A#B= (idA#B⊗ △A#B)◦ △A#B?
Soient a#b ∈ A#Bon a :

((△A#B ⊗idA#B)◦ △A#B)(a#b) = (△A#B ⊗idA#B) △A#B (a#b)
= (△A#B ⊗idA#B)(a1#b1 ⊗ a2#b2)
=△A#B (a1#b1)⊗ idA#B(a2#b2)
= (a11#b11)⊗ (a12#b12)⊗ (a2#b2)
= a1#b1 ⊗ a2#b2 ⊗ a3#b3,

((idA#B⊗ △A#B)◦ △A#B)(a#b) = (idA#B⊗ △A#B) △A#B (a#b)
= (idA#B⊗ △A#B)(a1#b1 ⊗ a2#b2)
= idA#B(a1#b1)⊗ △A#B (a2#b2)
= (a1#b1)⊗ (a21#b21)⊗ (a22#b22)
= a1#b1 ⊗ a2#b2 ⊗ a3#b3.

Ainsi, la propriété de la co-associativité est vérifiée.

◦Co-unité
A-t-on εA#B(a1#b1)(a2#b2) = (a1#b1)εA#B(a2#b2) = a#b?
On a : εA(a1)a2 = a1εA(a2) = a,

24



3.4 Produit semi-direct d’algèbres de H-dimodule I.TRAORE

εA#B(a1#b1)(a2#b2) = (εA(a1)εB(b1))(a2#b2)
= (εA(a1)a2)#εB(b1)(b2)
= a#b,

(a1#a1)εA#B(a2#b2) = (a1#b1)(εA(a2)εB(b2))
= (a1εA(a2))#(b1εB(b2))
= a#b.

Ainsi, la propriété de la co-unité est vérifiée, donc A#B est une
coalgèbre.

3. A-t-on φA#B(a0#b0)⊗(a1b1) = (a0#b0)⊗∆A#B(a1b1)? et (a0#b0)ε(a1b1) =
a#b?
On a

φA#B(a0#b0)⊗ (a1b1) = (a00#b00)⊗ (a01b01)⊗ (a1b1)

= a0#b0 ⊗ (a11b11)⊗ (a12b12)

= (a0#b0)⊗∆A#B(a1b1)

(a0#b0)εA#B(a1b1) = (a0#b0)εA(a1)εB(b1)

= (a0εA(a1))#(b0εB(b1))

= a#b

Donc A#B est un H-comodule à droite.■

Proposition 3.8

1. Le produit semi-direct A#B est une algèbre de H-dimodule.

2. Si A et B sont deux bialgèbres, alors la structure du produit tensoriel
de coalgèbre sur A#B est compatible avec l’algèbre du produit semi-
direct faisant de A#B une bialgèbre si et seulement si l’application

f : A#B −→ A#B
a#b 7−→ b(1).a#b(0)

est un morphisme de coalgèbres.
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3. Dans cette situation, si A et B sont deux algèbres de Hopf, alors le
produit semi-direct A#B est une algèbre de Hopf dont l’antipode SA#B

est définie par :
SA#B(a#b) = (1#SB(b))(SA(a)#1).

Preuve :

1. D’aprés (3.7) A#B est un H-module à gauche et un H-comodule à
droite.
A-t-on (h(a#b))0 ⊗ (h(a#b))1 = h.(a#b)0 ⊗ (a#b)1?

(h(a#b))0 ⊗ (h(a#b))1 = (h1.a#h2.b)0 ⊗ (h1.a#h2.b)1

= (h1.a)0#(h2.b)0 ⊗ (h1.a)1(h2.b)1

= h1.a0#h2.b0 ⊗ a1b1

= h.(a0#b0)⊗ a1b1

= h.(a#b)0 ⊗ (a#b)1

Ainsi A#B est un H-dimodule.

ρA⊗B((a#x)(b#y)) = ρA⊗B(a(x(1).b)#x(0)y)

= (a(x(1).b))(0)#(x(0)y)(0) ⊗ (a(x(1).b))(1)(x(0)y)(1)

= a(0)(x(1).b)(0)#x(0)(0)y(0) ⊗ a(1)(x(1).b)(1)x(0)(1)y(1)
(14)
= a(0)(x(1).b(0))#x(0)(0)y(0) ⊗ a(1)b(1)x(0)(1)y(1)
(21)
= a(0)(x(1).b(0))#x(0)(0)y(0) ⊗ a(1)x(0)(1)b(1)y(1)

= a(0)(x(1)(2).b(0))#x(0)y(0) ⊗ a(1)x(1)(1)b(1)y(1)
(20)
= a(0)(x(1)(1).b(0))#x(0)y(0) ⊗ a(1)x(1)(2)b(1)y(1)

= a(0)(x(0)(1).b(0))#x(0)(0)y(0) ⊗ a(1)x(1)b(1)y(1)

= (a(0)#x(0))(b(0)#y(0))⊗ a(1)x(1)b(1)y(1)

= (a(0)#x(0) ⊗ a(1)x(1))(b(0)#y(0) ⊗ b(1)y(1))

= ρA⊗B(a#x)ρA⊗B(b#y).

Donc A#B est une algèbre de H-comodule à droite.
Montrons que A#B est une algèbre de H-module à gauche
On sait dejà que A#B est une algèbre.
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A− t− on h((a#b)(a′#b′)) = h1.(a#b)h2.(a
′#b′)?

On a

h((a#b)(a′#b′)) = h(a(b(1).a
′)#b(0)b

′)

= h1.(a(b(1).a
′))#h2.(b(0)b

′)

= (h11.a)(h12.(b(1).a
′))#(h21.b(0))(h22.b

′)

(20)
= (h11.a)(h21.(b(1).a

′))#(h12.b(0))(h22.b
′)

(21)
= (h11.a)(b(1).h21.a

′)#(h12.b(0))(h22.b
′)

On a

(h1.(a#b))(h2.(a
′#b′)) = ((h11.a)#(h12.b))((h21.a

′)#(h22.b
′))

= (h11.a)((h12.b)(1).(h21.a
′))#(h12.b)(0)(h22.b

′)

= (h11.a)(b(1).h21.a
′)#(h12.b(0))(h22.b

′)

Ainsi h((a#b)(a′#b′)) = h1.(a#b)h2.(a
′#b′)

h.(1A#1B) = (h1.1A)#(h2.1B)

= (εH(h1)1A)#(εH(h2)1B)

= εH(h)(1A#1B)

Donc A#B est une algèbre de H-module à gauche.
D’aprés ce qui précéde A#B est une algèbre de H-dimodule.

2. On a :

•(∆A#B ◦ f)(a#b) = ∆A#B(f(a#b))

= ∆A#B(b(1).a#b(0))

= (b(1).a)1#(b(0))1 ⊗ (b(1).a)2#(b(0))2

= b(1)1.a1#b1(0) ⊗ b(1)2.a2#b(0)2
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•(f ⊗ f) ◦∆A#B(a#b) = (f ⊗ f)(a1#b1 ⊗ a2#b2)

= f(a1#b1)⊗ f(a2#b2)

= b1(1).a1#b1(0) ⊗ b2(1).a2#b2(0)

Ainsi (∆A#B ◦ f)(a#b) = (f ⊗ f) ◦ ∆A#B(a#b) si et seulement si :
b(1)1#b1(0) ⊗ b(1)2#b(0)2 = b1(1)#b1(0) ⊗ b2(1)#b2(0)
Si f est un morphisme de coalgèbres on a

(εA#B ◦ f)(a#b) = εA#B(f(a#b))

= εA#B(b(1).a#b(0))

= εA(b(1).a)εB(b(0))

= εA(b(1).a)εB(b(0))

= (εA ⊗ εB)(b(1).a⊗ b(0))

= (εA#εB)(f(a#b))

= εA#B(a#b)

On a
1A#B⊗A#B = 1A#B ⊗ 1A#B = ∆A#B(1A#B)
On a

εA#B(1A#B) = εA#B(1A#1B)

= εA(1A)εB(1B).

= 1k1k

= 1k

D’où εA#B(1A#B) = 1k.
On a

∆A#B(a#b)∆A#B(a
′#b′) = [(a1#b1)⊗ (a2#b2)][(a

′
1#b′1)⊗ (a′2#b′2)]

= [(a1#b1)(a
′
1#b′1)]⊗ [(a2#b2)(a

′
2#b′2)]

= [(a1(b1(1).a
′
1)#b1(0)b

′
1]⊗ [(a2(b2(1).a

′
2)#b2(0)b

′
2]
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On a

∆A#B(a#b)(a′#b′) = ∆A#B[ab(1).a
′#b(0)b

′]

= (a(b(1).a
′)1#(b(0)b

′)1 ⊗ (a(b(1).a
′)2#(b(0)b

′)2

= a1b(1)1.a
′
1#b(0)1b

′
1 ⊗ a2b(1)2.a

′
2#b(0)2b

′
2

Ainsi, on a ∆A#B(a#b)∆A#B(a
′#b′) = ∆A#B(a#b)(a′#b′) si et

seulement si :
b(1)1#b1(0) ⊗ b(1)2#b(0)2 = b1(1)#b1(0) ⊗ b2(1)#b2(0)
Si f est un mophisme de coalgèbres, alors on a

εA#B((a#b)(a′#b′)) = εA#B(a(b(1).a
′)#b(0)b

′)

= (εA#B(a(b(1).a
′)#b(0)b

′))

= εA(a(b(1).a
′)εB(b(0)b

′)

= εA(a)εA(b(1).a
′)εB(b0)εB(b

′)

= εA(a)εA#B(a
′#b)εB(b

′)

= εA(a)εA(a
′)εB(b)εB(b

′)

= εA#B(a#b)εA#B(a
′#b′)

Ainsi on peut conclure que A#B est une bialgèbre si et seulement si f
est un morphisme de coalgèbres.

3. Soient A et B deux algèbres de Hopf. Montrons que A#B est une
algèbre de Hopf c’est-à-dire que A#B est une bialgèbre qui posséde
une antipode notée SA#B

A#B est une algèbre de Hopf s’il existe une application S : A#B −→
A#B tel que pour a#b ∈ A#B :
SA#B(a#b) = (1A#SB(b))(SA(a)#1B).
∆A#B(a#b) = (a1#b1)⊗ (a2#b2) et εA#B(a#b) = εA(a)εB(b)
Montrons que SA#B((a1#b1))(a2#b2) = εA#B(a#b)1A#B = (a1#b1)SA#B(a2#b2)
On a :
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SA#B((a1#b1))(a2#b2) =[(1A#SB(b1))(SA(a1)#1B)](a2#b2)

= (1A#SB(b1))(SA(a1)#1B)(a2#b2)

= (1A#SB(b1))[SA(a1)(1B(1).a2)#1B(0)b2]

= (1A#SB(b1))(SA(a1)a2#b2)

= (1A#SB(b1))(εA(a)1A#b2)

= εA(a)(1A#SB(b1))(1A#b2)

= εA(a)1ASB(b1)(1).1A#SB(b1)(0)b2

= εA(a)εH(SB(b1)(1))1A#SB(b1)(0)b2

= εA(a)1A#SB(b1)b2

= εA(a)1A#εB(b)1B

= εA(a)εB(b)1A#1B

= εA#B(a#b)1A#B

De maniére similaire on aura (a1#b1)SA#B(a2#b2) = εA#B(a#b)1A#B.
Donc A#B est une algèbre de Hopf.■

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple pour démontrer que les conditions
(20) et (21) généralisent la commutativité et la cocommutativité de H.

Exemple 3.9
Dans (19), on suppose que H est aussi commutative et I = ⟨{Σσ(h1, x)h2 −
σ(h2, x)h1 | pour tout h, x ∈ H}⟩. Alors I est aussi un coidéal de H. Ceci
est dû au fait que :
∆(Σσ(h1, x)h2 − σ(h2, x)h1) = Σσ(h1, x)h2 ⊗ h3 − σ(h3, x)h1 ⊗ h2

= Σ[σ(h1, x)h2 − σ(h2, x)h1)]⊗ h3 + h1 ⊗ [σ(h2, x)h3 − σ(h3, x)h2]
∈ I ⊗H +H ⊗ I, et ε(Σ(σ(h1, x)h2 − σ(h2, x)h1)) = 0
On suppose que L = H/I, alors L est une algèbre de Hopf. On définit

β : L⊗ L −→ k
ā⊗ ē 7−→ σ(a, e).

Dans ce qui suit nous prouverons que l’application β est bien dèfinie par
χa,h = Σσ(h1, a)h2 − σ(h2, a)h1.
Alors pour tous χa,h, χb,g ∈ I, nous avons :
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σ(χa,h, χb,g)=σ(Σσ(h1, a)h2 − σ(h2, a)h1,Σσ(g1, b)g2 − σ(g2, b)g1)

= Σσ(h1, a)σ(g1, b)σ(h2, g2)− σ(h2, a)σ(h1, g2)σ(g1, b)

− σ(h1, a)σ(g2, b)σ(h2, g1) + σ(h2, a)σ(g2, b)σ(h1, g1)

= Σσ(h, ag2)σ(g1, b)− σ(h, g2a)σ(g1, b)

− σ(h, ag1)σ(g2, b) + σ(h, g1a)σ(g2, b)

= 0 (H est commutative).

En outre, pour tout t ∈ H,

σ(χa,h, t)=σ(Σσ(h1, a)h2 − σ(h2, a)h1, t)

= Σσ(h1, a)σ(h2, t)− σ(h2, a)σ(h1, t)

= σ(h, at)− σ(h, ta) = 0.

D’une manière similaire, σ(t, χa,h) = 0.
Jusqu’à présent tout x = sχa,h, y = tχb, g ∈ I, σ(x, y) = 0 et il existe l’appli-
cation β : L⊗ L −→ K, tel que ∀ ā, ē ∈ L, β(ā, ē) = σ(a, e).
Par la structure de l’application dans (19) il va de soi que (L,β) est une
algèbre de L-dimodule, et ∀ ā, ē ∈ L,Σβ( ¯a1, ē)ā2 = Σβ( ¯a2, ē)ā1, c’est l’equa-
tion (20).
Donc L#L est une algèbre de L-dimodule.

Exemple 3.10
Soit H = L(Rϕ) = k⟨xi|i = 1, 2, ..., 6⟩ une algèbre libre générée par six
générateurs.
Sa comultiplication ∆ et sa counité ε sont données par :

∆(x1)=x1 ⊗ x1,

∆(x2) = x2 ⊗ x2,

∆(x3)=x3 ⊗ x2 + x4 + x3 + (x2 − x3 − x4)⊗ x5,

∆(x4)=x4 ⊗ x4 + (x2 − x3 − x4)⊗ (x2 − x5 − x6),

∆(x5)=x5 ⊗ x2 + (x2 − x5 − x6)⊗ x3 + x6 ⊗ x5,

∆(x6)=(x2 − x5 − x6)⊗ (x2 − x3 − x4) + x6 ⊗ x6,

ε(x1)=ε(x2) = ε(x4) = ε(x6) = 1,

ε(x3) = ε(x5) = 0.

Maintenant, si nous dénotons c11 = x1, c22 = x2, c32 = x3, c33 = x4, c42 =
x5, c44 = x6 et soit ϕ(x1) = 1, ϕ(x2) = ϕ(x3) = ϕ(x4) = 2, σ(civ, cju) =
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δuvδϕ(i)v, alors,
(H, σ) est une bialgèbre de Long d’après [5] ( p.2406). Cest-à-dire pour une
bialgèbre H, il existe une forme bilinéaire σ : H ⊗H −→ K, telle que pour
tout a, b, c ∈ H ,

Σσ(a1, b)a2 = Σσ(a2, b)a1; (22)

σ(a, 1) = ε(a); (23)

σ(a, bc) = Σσ(a1, b)σ(a2, c); (24)

σ(1, a) = ε(a); (25)

σ(ab, c) = Σσ(a, c2)σ(b, c1). (26)

Par l’exemple 3.10 dans [5], on obtient
σ(x1, x1) = 1,
σ(y, x1) = 0 ∀ y ∈ S = {x2, x3, x4, x5, x6} (♠)
Soit ∆(y) = Σy1 ⊗ y2,∀y ∈ S.Puis par ∆,
y1, y2 ∈ S,∀y ∈ S (♠♠).
Supposons que I = ⟨{x1y − yx1| ∀ y ∈ S}⟩ alors I est aussi un coidéal pour
une bialgèbre de Long (H, σ), par conséquent I est un biidéal. Donc L = H/I
c’est encore une bialgèbre.
On définit

γ : L⊗ L −→ k
ā⊗ ē 7−→ σ(a, e).

Dans ce qui suit nous prouverons que l’application γ est bien définie, c’est-à-
dire que nous n’avons qu’à prouver que
σ(u, v) = 0, ∀u, v ∈ I.
En fait, ∀ y, z ∈ S, a(x1y − yx1)b, c(x1z − zx1)d ∈ I,
σ(a(x1y − yx1)b, c(x1z − zx1)d)
= σ(ax1yb, cx1zd)−σ(ayx1b, cx1zd) +σ(ayx1b, czx1d) (♠♠♠).
D’aprés (♠) et (♠♠)

σ(ax1yb, cx1zd) = Σσ(a1x1y1b1, c)σ(a2x1y2b2, x1)σ(a3x1y3b3, z)σ(a4x1y4b4, d)
= σ(a1x1y1b1, c)σ(a2, x1)σ(x1, x1)σ(y2, x1)σ(b2, x1)σ(a3x1y3b3, z)×

σ(a4x1y4b4, d) = 0.

On a σ(ayx1b, cx1zd) = σ(ayx1b, czx1d) = σ(ax1yb, czx1d) = 0. Alors σ(a(x1y−
yx1)b, c(x1z − zx1)d) = 0 d’aprés (♠♠♠).
De même, on a σ(I, I) = 0. Ainsi l’application γ est bien définie et (L, γ) est
une bialgèbre de Long.
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Soient A = L et B = k⟨Ī , x̄1⟩. Donc A et B sont deux algèbres de L-
dimodules par la structure de l’application définie dans (3.5).
(20) est vérifiée par (22). En outre, ∀ā ∈ L, x̄1 ⊗ āx̄1 = x̄1 ⊗ x̄1ā, tel que (21)
est vérifiée. Ainsi A#B est une algèbre de L-dimodule.
Mais L est ni commutative ni cocommutative.■

Corollaire 3.11
Soient A une algèbre de H-dimodule et (H, γ) une algèbre de Hopf co-quasi-
triangulaire commutative. Si la conditon (20) est vérifiée, alors A#H est une
algèbre de H-dimodule.

Preuve :
A est une algèbre de H-dimodule. On sait aussi que H est une algèbre de
H-dimodule. Comme H est commutative, alors la condition (21) est verifiée.
D’après (3.8), A#H est une algèbre de H-dimodule.

Proposition 3.12
Soit (H, σ) une algèbre de Hopf coquasitriangulaire. Si H est une coalgèbre
cocommutative alors H est commutative.

Preuve :
Pour tous x, y ∈ H on a

xy = Σx1y1εH(x2y2)

= Σx1y1σ(x2, y2)σ
−1(x3, y3)

= Σσ(x1, y1)y2x2σ
−1(x3, y3)

= Σσ(x1, y1)y3x3σ
−1(x2, y2) (H est cocommutative)

= Σy1x1εH(y2x2)

= yx

Ainsi H est commutative.■

Corollaire 3.13
Soit A une algèbre de H-dimodule. Si (H, σ) est une algèbre de Hopf co-quasi-
triangulaire cocommutative, alors A#H est une algèbre de H-dimodule.

Preuve :
A est une algèbre de H-dimodule. On sait aussi que H est une algèbre de
H-dimodule. Comme H est cocommutative, alors la condition (20) est verifiée.
D’après le lemme précédant, A#H est une algèbre de H-dimodule.
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CONCLUSION

En somme les théorèmes (0.1) et (0.2) ont joué d’importants rôles dans
l’étude de notre mémoire. Ainsi si une algèbre de Hopf sous-jacente est à la fois
commutative et cocommutative alors les algèbres de modules de Yang-Baxter
quantiques sont exactement des dimodules.
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