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RESUME

Soient K un corps, H une algebre de Hopf, A et B deux algebres de H-
dimodule.

On note A#B le produit semi-direct de A et B : c¢’est le produit tensoriel
A ® B muni d’'un produit particulier.

Dans [1],Caenepeel, S., Oystaeyen, F. Van, Zhang, Yin-huo ont montré que
A#B est une algebre de H-dimodule en supposant que H est commutative
et cocommutative.

Dans [8], Zhang, L-yun; Tong, Wen-ting, ont généralisé ce resultat en rempla-
cant la commutativité et la cocommutativité par les conditions (20) et (21).
Si l'algebre de Hopf H est cocommutative et commutative alors les équations
(20) et (21) sont satisfaites.

Ils ont aussi donné une condition nécessaire et suffissante pour que le produit
semi-direct A# B soit une bialgebre ou une algebre de Hopf.Ils ont donné
deux exemples pour montrer la validité des conditions (20) et (21).

Dans ce mémoire, notre but est de comprendre et d’expliquer les resultats de
[1] et [§]



INTRODUCTION

Dans ce Mémoire de Master nous allons étudier les résultats de I'article de
Liang-yun Zhang et Wen-ting Tong intitulé Produit semi-direct d’algebres
de H-dimodule (Titre original : « Smash Product Over H-Dimodule
Algbras ») paru dans|[8].

Dans [1], les auteurs ont introduit la notion d’algebres de modules de Yang-
Baxter quantiques issues d'un module de Yang-Baxter quantique. Dans [4], si
une algebre de Hopf sous-jacente est a la fois commutative et cocommutative
alors les algebres de modules de Yang-Baxter quantiques sont exactement
des algebres de dimodules. Si I'algebre de Hopf est de dimension finie, alors
I’algebre de modules de Yang-Baxter quantiques est équivalente a une algebre
de D(H)-module ou D(H) est le double de Drinfel’d de I’algebre de Hopf
H. En outre, ils ont défini un produit tressé pour l'algebre des modules de
Yang-Baxter quantiques de sorte que la catégorie des modules de Yang-Baxter
quantiques devienne une catégorie monoidale et les groupes de Brauer de
I’algebre des modules de Yang-Baxter quantiques puissent étre construits, ce
qui généralise le groupe de Brauer Long.

Le plan de ce mémoire de Master est le suivant : d’abord dans la partie titrée
Algebre de Hopf et Algebre de H-module, nous présentons quelques notions
de base sur les algebres de Hopf. Ensuite nous allons parler d’Algebre de
H-comodule. Enfin, nous entrons dans le vif du sujet de ce Mémoire intitulé
produit semi-direct d’algebres de H-dimodule. Voici les principaux résultats
qui ont fait I'objet de cette étude :

Théoreme 0.1
Soient H une algebre de Hopf, A et B deux algébres de H-dimodule

Yhi.a ® hy = Yhs.a ® hy, pour tous a € A, h € H; (1)

Yx ) ® r(yh = Xz (0) ® hxy, pour tout h € H,x € B; (2)

Le produit semi-direct de A et B noté A#B est defini comme suit :
A#B = A® B comme K-module et sa multiplication est donnée par :

(a#tx)(b#y) = Sa(zq).b)#z0)y-
Alors le produit semi-direct A#B de A et B est une algebre de H-dimodule,
ot 'action et la coaction sont données respectivement par :

h.(a#b) = Xhy.a#hy.b,avec Ag(h) = Xhy ® hs. (3)

p(a#b) = (ao#by) ® arby (4)



Théoreme 0.2
Si A et B sont deux bialgébres, alors la structure du produit tensoriel de
coalgebre sur A#B est compatible avec l’algébre du produit semi-direct faisant

de A# B une bialgébre si et seulement si Uapplication f: A#B — A#B
CL#ZL’ — Ex(l).a#x(o)
est un morphisme de coalgéebres.

Dans cette situation, si A et B sont deux algébres de Hopf alors le produit
semi-direct A# B est une algebre de Hopf avec l'antipode Sayp définie par :

Sagslaftr) = (14 5p(x))(Sa(a)#1).



I.TRAORE

1 ALGEBRE DE HOPF ET ALGEBRE DE
H-MODULE

1.1 COALGEBRE
1.1.1 Algebre

Définition 1.1

Soit A un K-module. On considére A ®@x A = A® A le produit tensoriel de A
par A sur K.

Une K-algébre associative unitaire A est un triplet du type (A, ma, pa) ou A
est un K-module et les applications

myg: ARQRA— A etpy: K— A
a®a — ad,V a,d € A A— A4,V AeK

sont K-linéaires telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

AQAR A I Ag A A® A
uAW WA
mA®ida ma K@A ma A®K
ida id A
A@A—

c’est-a-dire,

e myo(my®ida) =mao(idgs @ my) : c’est l'associativité,

o et myo (idg @ pa) =ida =mao (ua®idy) : c’est Vunité.
L’application my est appelée le produit ou la multiplication, ['application pa
est application unité et pua(lg) est U’élément unité de A.

1.1.2 Morphisme d’Algebres

Soient A et B deux algebres et f : A — B une application K-linéaire.
On dit que f est un morphisme d’algebres si :

mpo (f®f)=foma
et

Joua=pup.



1.1 COALGEBRE L TRAORE

1.1.3 Coalgebre

Pour définir les axiomes de coalgebres, nous allons dualiser les axiomes
définissant les algebres.

Définition 1.2

Une coalgébre (ou cogébre) co-unitaire C' est un triplet (C, Ac,ec), ou C est
K-module, A¢ : C — C ® C(coproduit) et e : C — K (co-unité) satisfai-
sant les deuzr aziomes suivants :

o (Ac®ide)oAp = (ide @ A¢) o Ag, c’est la co-associativité,
o (idec ®ec)oAc = (e¢c ®ide) o Ag, c’est la co-unité.
La coalgébe C' est dite co-commutative si ToA = A ou 7 est la volte de C Q@ C.

1.1.4 Notation de Sweedler-Heyneman

Le co-produit d’un élément est une somme de tenseurs, ainsi pour tout
c € C, on va utiliser la notation suivante (dite notation de Sweedler) :

Ac(c) = Z C1) D cp) = Z €1 @y =)@ ) =01 & c.

Les notations de Sweedler-Heyneman (ou Sweedler) sont tres utiles pour faire
les calculs dans les coalgebres.

Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation Ag(c) = ¢1 ® cs.
Avec cette notation, 'axiome de la co-associativité se traduit par :

Ac(c1) ® ca =1 ® Ac(ca),
c’est-a-dire,
Cl1RCla®Ca =01 R Cy Ry =01 Ry ®c3, VeeCl.
L’axiome de la co-unité se traduit par :
ec(cr)ey = ¢ = crec(er), Ve e C.

1.1.5 Morphisme de coalgebres

Définition 1.3

La notion de morphisme de coalgébres est la notion duale de morphisme
d’algebres. On la définit en renversant les fleches dans la définition de mor-
phisme d’algebres.

Soient C et D deux coalgebres. Une application K-linéaire

10



1.2 ALGEBRE DE HOPF L TRAORE

f: C — D est un morphisme de coalgébres si les diagrammes suivants
commutent.

c— 2 _0gC c—71 .p
! fef cc .
D Ao D®D K

c’est-a-dire :

(f®f)OAC:ADOf 6t6DOf:€C.
autrement dit f est un morphisme de coalgebres si :

fleh®f(c)a = fler1)®f(ca) et eplf(c)] =ec(c) Yee O, avec Ac(c)=c1Rcs.

1.1.6 Bialgebre

Lemme 1.4
Soient (B, mg, ug) une algébre et (B, Ap,ep) une coalgébre. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
i ) Ap et e sont des morphismes d’algébres,
it ) mp et up sont des morphismes de coalgébres,
iii )Pour tous a,b € B,

AB(ab):a1b1®a2b2, AB<1B>:1B®1B7
ep(ab) = ep(a)ep(b), ep(lp) = 1k.

Définition 1.5

On dit qu’un K-module B est une bialgébre (ou bigébre) si B est une algébre
(B,mp, i) et une coalgébre (B, Ap,ep) satisfaisant l'une des propriétés du
Lemme (1.4).

1.2 ALGEBRE DE HOPF

Dans cette partie, on va définir la notion d’algebre de Hopf. C’est une
structure algébrique qui va lier celles d’algebre et de co-algebre.

11



1.2 ALGEBRE DE HOPF L TRAORE

1.2.1 Produit de convolution

Soient C' une coalgebre, A une algebre.

Définition 1.6
Soient f,g € Homg(C, A). La convolution est définie par :

frg=mao(f®g)oAc, (5)

ce qui se traduit par la commutativité du diagramme :

CoC—"1% _A%A
Ac ma

C A

f*g

Autrement dit, avec la notation de Sweedler, pour tout c € C on a :

(f *9)(c) = fler)g(ca). (6)
Ce produit est appelé produit de convolution.

Muni du produit de convolution, Homg(C,A) est une algébre associative
unitaire d’unité jia o ec.

Définition 1.7
Une bialgebre (H, mp, pu, Ag,en) est une algébre de Hopf si l'application
identique idg de Homy (H, H) admet une application inverse notée Sy par

rapport au produit de convolution de Homy(H, H). On appelle Sy 'antipode
de H.

1.2.2 Formule de 'antipode et Propriétés de ’antipode

Proposition 1.8
Soient (H, my, g, A, e, Sp) une algébre de Hopf d’antipode Sy, on a :

SH(h1>h2 = gH(h)]-H = hlsH(hQ)

Preuve :
Par définition, on a :

SH*idH:MHOEH:idH*SH. (7)

12



1.2 ALGEBRE DE HOPF

I.TRAORE

Ainsi, on a : ¥ h € H,
Su(h1)idp(he) = pu(eu(h))

Su(h)he = epg(h)pn(1k)
SH(hl)hQ = 5H(h)1H

De meme :
(idg x Su)(h) = (um o em)(h)
idp(h1)Su(he) = pu(en(h))
h1Su(h2) = e (h)pr (1K)
h15H<h2) = gH(h>1H7
d’ou la formule :
SH(hl)hQ = €H(h)1H = hlsH(hQ)
Donc :
Su(ly) =1gSu(ly)
= 5H(1H)1H
ou bien
Su(ly) =Su(lp)ly
=1pen(ly)

Proposition 1.9
Soit H une algébre de Hopf. On a :

5HOSH:€H, VYV heH.

Preuve :
Montrons que eg o Sy =cg. Soith € H, on a :

d’ot SHOSH = SH.*

13



1.3 ALGEBRE DE H-MODULE L TRAORE

1.3 ALGEBRE DE A-MODULE

Définition 1.10

Soient A une K-algébre et H une algebre de Hopf. On dit que A est une

algebre de H-module a gauche si A est un H-module a gauche tel que :
h-(ab) = (h1 - a)(hs - D) (9)

ot A(h) =hy @ hy et h-14=-¢e(h)l,.

Remarque 1.11
K est un H-module trivial : h.X = e(h)\.

Définition 1.12
Soient A une K-algébre et H une algébre de Hopf. On dit que A est une
algebre de H-module a droite si A est un H-module a droite tel que :

(ab) - h = (a-hy)(b- hy) (10)
ot A(h) =hy @ hy et 14-h=14e(h).

Lemme 1.13
Soit H une algébre de Hopf. Si M et N sont des H-modules a gauche, alors
M ® N est un H-module a gauche pour ’action diagonale :

h(m ®n) = (hym) ® (han), YV h € H, m e M, n € N.

1.3.1 Produit semi-direct

Définition 1.14

Soit A une algebre de H-module a gauche.

Le produit semi-direct de A et H noté A#H est le produit tensoriel A ® H
muni du produit :

(a@h)(d @h)=a(h.d)® (hel'), Y a,a € A, h, M € H  (11)

A#H est une algebre associative unitaire (dunité 1a#1y ).

14



1.3 ALGEBRE DE H-MODULE L TRAORE

En effet :

Soient a, a', a”" € A, h, ', K € H. On a :

o A#H est un K—module d’apres les hypotheses.

o La linéarité de maxpm et les propriétés du produit tensoriel donnent :

magn|((a#th) + (a'#K)) @ (a"#h")]
= magn[((a#th) @ (a"#h")) + ((d'#h') @ (a"#h"))]
= mA#H[(CL#h) ® (a”#h”)] + mA#H[(a’#h’) ® (a”#h”)],

magul(a#th) @ ((a'##h') + (a"#0"))]
= magn|((afth) @ (a'#h")) + ((a#h) @ (a"#h"))]
= magn|(afth) @ (a'#H)] + magn|(afth) @ (a"#07)].

o La commutativité du rectangle donne :
A-t-on [magp o (Magn Qidayn)]|(a#FhQdH#N @a"#h") = [magno (idapn ®
magn)](aFth @ a'#h' @ a"#1")?

[Magn © (Maygn @ idagn)|(a#th @ d'#h' @ a"#h")
= Mmagn[(Magn @ idagn)(a#th @ d'#h @ a"#0")]
= moags (Mg (afth © aHH) © idags(a"#h")
= mA#H[(mA#H(a#h X a’#h’) & (a”#h”)]
= magn[(a#th)(a'#h') @ (a"#h")]
= [(agth)(a'#0)](a"#0"),

[Mmagn o (idagn @ magn)](afth @ a'#h' © o"#1")
= mayn|(idagn @ mayn)|(a#h @ a'#h @ a"#£h"))
= Magn[idagn (aFfh) @ magy (d'#h' @ a"#h")]
= mayn((afth) @ magm(ad'#h' @ a"#h")]
= magn|(a#h) @ (a'#E0") (a"#0")]
= (a#h)[(a'#1)(a"#0")).

Ainsi, A#H est associative.
On a : V a#th, d#h', o'#h" € A#H,

o La commutativité des deux triangles donne :
A-t-on MAxH © (idA#H & ,UA#H) = MayH O (,LLA#H & idA#H)?

15



I.TRAORE

[Mmagn o (idagn @ pagn)((a#h) @A) = mayn[(idagn @ pagn)]((a#h) @ A)]
= magnlidagn(aFth) @ pagn(N)]
= magn((a#h) ® \)
= (a#h)A,

[magn © (agn @ idagn)|(A ® (a#h)) = magn((papn ® idagn)|(A ® (a#th))]
= mA#H[ A#H( ) ® @dA#H(a#h)]
(A ® (aith))

= MA#H

= AN a#h).
Ainsi, A#H est unitaire.

magn est K-linéaire. A-t-on mayp(A(a#h) @ d'#h')) = magn(a#th) @
dHN)N)?

o magn(AaF#h) @ d#h')) = Imagu(a#h @ a/#1)
= AM(a#th)(a'#h"))
= (Ala#th))(a'#h"),

magn(Nagth @ a'#h)) = magn(Ma#th) ® d#h'))
= magn((a#th) @ Na'#h'))
= (a#h)(A(a'#1")).

Ainsi, A# H est une K-algebre associative unitaire, d’out A# H est une algebre.

2 ALGEBRE DE H-COMODULE

Les notions de comodules et de morphismes de comodules sont des notions
duales de modules et de morphismes de modules. Afin de mieux comprendre
ces deux notions, nous allons définir les modules et les morphismes de modules
par des diagrammes.

2.1 Module

2.1.1 Module sur une algebre

Définition 2.1
Soit A une algebre. Un K-module M est un A-module a gauche s’il existe une
application K-linéaire :

16



2.1 Module L TRAORE

pv: ARM — M
a@mvr—am=am, Ya€EA meM
telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

AR A®MMEM Ao M Ko M —"N Ao M
maA®idps PM ¥ oM
A M M M

pM
La commutativité du rectangle équivaut a :
par o (ida ® par) = par o (ma @ idyy),
(ab)ym = a(bm), Va, be A, m e M.
Celle du triangle équivaut a :
par o (fta ®idy) = f,
1ym=m.

On dit alors que A agit a gauche sur M. L’application py; est laction sur M.

2.1.2 Morphisme de A-modules

Définition 2.2

Soit A une algébre et soient M et N deux A-modules a gauche. Un morphisme
de A-modules f : M — N est une application K-linéaire qui rend commutatif
le diagramme suivant :

M N

PM PN
c’est-a-dire :
fopu=pnol(idi® f).
DoncYae A, me M, ona :
(fopm)a@m) = (pyo (ida® f))(a®@m),

c’est-a-dire,

flam) =a.f(m).

17



2.1 Module L TRAORE

2.1.3 Comodule

Un comodule est la notion duale de module. On la définit en renversant
les fleches dans la définition du module.

Définition 2.3
Soit C' = (C,Ac,ec) une coalgébre. Un K-module a gauche M est un C-co-
module (ou C'-comodule) a droite s’il existe une application K-linéaire

qui rend commutatif les diagrammes suivants :

M A M®C M—2 _MeC
AM idpy®Ac f idy Qe
MRC———MxCxC MK
A ®ido

Ce qui équivaut a :
o (ZdM ® Ac) e} )\M = ()\M ® ch) o )\M;
[} (’LdM ®€C) e} >\M = f
L’application Ay est appelée la C-coaction ou la coaction de C' sur M.

2.1.4 Notation de Sweedler pour les comodules

Soit M = (M, Apr) un C'—comodule a droite. Pour m € M, on note :

)\M(m) = Zm(o) 0% may = Emo X mp = mg & mj. (12)
Dans la suite de notre travail, nous utiliserons la notation Ay (m) = mo ® m;.
Avec la notation de Sweedler, la commutativité des diagrammes précédents

équivaut a :

mo @ M1 & M2 = Moy ® Mo1 & M1 = My ® M1 ® Mo

et
moec(my) = m = ec(mo)m;.

18



2.2 Module de Hopf relatif I TRAORE

2.1.5 Morphisme de comodules

On dualise la notion de morphisme de modules pour obtenir un morphisme
de comodules.

Définition 2.4

Soit C' une coalgébre et soient M et N deux C-comodules a droite.

Une application K-linéaire f : M — N est un morphisme de C-comodules a
droite ou une application C-colinéaire a droite si le diagramme suivant est

commutatif.
f

M N
Am AN

c’est-a-dire : Ay o f = (f ®idg) o A\pyr. Done ¥ m € M on a :
(An o f)(m) = [(f @ idc) o Ap](m)
(f(m))o ® (f(m))1 = f(mo) ® (m1)
f(m)o® f(m)1 = f(mo) @ my.
Ainsi, [ est C-colinéaire si et seulement si
f(m)o® f(m)1 = f(mo) @ my. (13)

Remarque 2.5
On peut aussi définir un C-comodule a gauche M avec la coaction a gauche
définie par :

/\M(m) =m_1 @My € C® M.

2.2 Module de Hopf relatif
2.2.1 Algebre de H-comodule

Définition 2.6

Soit H une algebre de Hopf. Un K-module A est une algebre de H-comodule
a droite si A est une K-algebre et un H-comodule a droite tel qu’on ait :

o \y(ad) = (aa')y ® (aad’); = apay ® a1l : la co-action est compatible avec le
produit tensoriel,

[ J >\A(1A> == ]-A ® 1H

19
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Exemple 2.7
L’algebre de Hopf H est une algebre de H-comodule a droite avec X =A,
c’est-a-dire A(h) =A (h) Y h € H : on a donc hg @ hy = hy ® hs.

3 PRODUIT SEMI-DIRECT D’ALGEBRES
DE H-DIMODULE

3.1 H-dimodule

Définition 3.1

Un K-module M qui est a la fois un H-module a gauche et un H-comodule a
droite est appelé un H-dimodule gauche-droite si ¥ m € M,h € H, on a la
condition suivante :

(hm)(o) X (hm)(l) = hTR(O) & m(i). (14)

Ici pi;(m) = m(y ® mqy. De facon similaire, nous pouvons définir un H-
dimodule droite-gauche. Soit un K-module M qui est a la fois un H-module a
droite et un H-comodule a gauche, M est appelé un H-dimodule droite-gauche
siVme M,h € H, on a la condition suivante :

(mh) (1) @ (mh) ) = m-1) @ m)h. (15)

Ici py(m) = mZ1) ® myo).

3.2 Algebre de H-dimodule

Dans cette partie, les H-dimodules sont toujours considérés comme des
H-dimodules gauche-droite.

Définition 3.2
Une algebre de H-dimodule M est un H-dimodule qui est da la fois une algebre
de H-module a gauche et une algebre de H-comodule a droite.

Définition 3.3

Soient A et B deux algebres de H-dimodule et f: A — B une application
K-linéaire. On dit que f est un morphisme d’algebres de H-dimodules si f
est un morphisme de H-dimodules et un morphisme d’algébres.

20
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3.3 Algebre de Hopf coquasitriangulaire

Définition 3.4

Soit H une algebre de Hopf. On dit que H est coquasitriangulaire s’il existe
une forme bilinéaire 0 : H ® H — K, qui est inversible pour le produit de
convolution dans Hom(H ® H, K ) telle que ¥ x,y,z € H,

Yo (21, Y1) Y222 = Ex1910(22, Y2) (16)
o(x,yz) = Yo(x1,y)o(xe, 2) (17)
o(zy, z) = Yo(x, z2)0(y, 21) (18)

o(z,1) =ep(x) =0(1,x) (19)

Proposition 3.5

Soit (H,o0) wune algébre de Hopf coquasitriangulaire. On définit une

H®H —H

h®@x — h—x=30(h,z)xs.

Avec cette action, (H,o) est une algébre de H—dimodule avec la structure de comodule
Ay:H— H®H.

action de H sur H :

Preuve :

e Montrons que (H,0) est un H-dimodule :

o H-module a gauche.

A-t-on (hh/) =z =h— (b —=z)et 1y =2 =27
On a :

(hh') — z o((hh'), xq1)xs
U(h, xlg)a(h’, 33’11)372
o

(ha 1’2)‘7<h/> 351)553

h— (W —=2x) =h—[o(h,x1)x]
=olh, (o(h,z1)x2)1] (0 (B, 21)x2)2
=o(h,x1)o(h,x91)T22
= O'(h,, 1’1)0<h, 1'2)1'3

lg —=x :0’(1]{,%1)&32

= €H(JI1>ZE2
=T
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Alors (H,0) est un H-module a gauche.

o (H,o) est un H-comodule & droite avec A = A
oA-t-on (h—=z)y® (h—x); =h— 2y ® 2,7
On a:

Ag(h—z)=Ag(o(h,z1)xs)
= (o(h,z1)x2)1 ® (o(h, x1)xs)2
= 0o(h,x1)x21 ® T2
=o(h,x11)T12 ® T2
= (h — 21) ® 73
=h—129® 11

Ainsi (H,0) est un H-dimodule gauche-droite.
ee A-t-on h — zy = (hy = z)(he = y) et eg(h)l =h —17

On a :
h — xy = Yo (h, z1y1)x2y2
= Yo (hy,xz1)0(he, y1)T2y2
= Yo (hy,x1)xe0(he, y1)ye
= (hl — 13)<h2 — y)
On a:

= U(h, 1H)
= 5H(h)1H

V h,x,y € H. Donc (H, o) est une algebre de H-module a gauche.

e ¢ ¢ Puisque Ay est un morphisme d’algébres, (H, o) est une algébre de
H-comodule a droite. Ainsi 'algébre de Hopf coquasitriangulaire (H, o) est
une algébre de H-dimodule.l
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3.4 Produit semi-direct d’algebres de H-dimodule

Soient H une algebre de Hopf, A et B deux algebres de H-dimodule telles
que les deux conditons suivantes soient vérifiées :

Yhi.a ® hy = Yho.a ® hy, pour tous a € A, h € H; (20)

Eb(o) (9 b(l)h = Zb(o) & hb(l), pour tout h € H, b€ B. (21)

Si H est cocommutative alors la condition (20) est satisfaite .

Si H est commutative alors la condition (21) est satisfaite.

Ainsi, si H est cocommutative et commutative alors les conditions (20) et
(21) sont satisfaites.

Définition 3.6
Le produit semi-direct de A et B noté A#B est defini comme suit :
A#B = A® B comme K-module et sa multiplication est donnée par :

(a#x)(b#y) = Ba(xq).b)#x o)y
Notre but est de montrer que A#B est une algébre de H dimodule sous les
conditions (20) et (21).

Lemme 3.7

1. Muni de l'action h.(a#b) = hi.a#ths.b, le produit semi-direct A#B
est un H-module a gauche.

2. Muni du coproduit A ayp(a#b) = (a1#b1) @ (as#be) et de la counité
capp(a#b) = ca(a)ep(b), A#B est une coalgébre.

3. Muni de la coaction p(a#b) = (ag#bo)@a1by, A#B est un H-comodule

a droite.

Preuve :

1. A-t-on : (hh').(a#b) = h[h/(a#b)] et 1y.(a#b) = a#b?
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On a :

* (hh').(a#b) = (hh')1.a#(hh')2.b
= (hlhll)'a#<h2h/2)'b

= (h1(h}.a))#(ha(hy.b))

= h(h}.a#h}.b)

= h(h'.(a#b)).

On a

* 1H(a#b) = 1H1.a#1H2.b
= a#b.

Donc A#B est un H-module a gauche.

2. Montrons que A#B est une coalgébre :
o Co-associativité
A-t-om (AA#B ®’idA#B)O AauB= (idA#B(X) AA#B)O AA#B?
Soient a#b € A#Bon a :

(A agp ®idayp)o Dayp)(a#b) = (Aagp @idayn) Dayp (a#Db)
= (Mg ®idayp)(a1#b1 @ as#bs)
=Aapp (a1#b1) ® idagyp(as#bs)
= (an#b11) ® (a12#b12) ® (a2#bs)
= a1#b1 ® ax#by @ az#bs,

((idag® Dagp)o Aagp)(a#d) = (idapp® Aagn) Aagp (a#b)
= (idapp® D app)(a17#b1 @ as#bs)
= idapp(a1#b1)® Aayp (as#bs)
= (a1#b1) ® (a2 #ba1) @ (axn#bo)
= a17#b1 ® ax#by @ az#bs.

Ainsi, la propriété de la co-associativité est vérifiée.
oCo-unité
A—t—on 5A#B(a1#b1)(a2#b2) = (al#bl)sA#B(ag#bg) = a#b7

On a : ea(ay)as = ajea(az) = a,
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€A#B(a1#bl)(a2#b2) =(€A(a1)83(51))(62#b2)
= (ea(ar)az)#ep(b1)(be)
= aF#b,

(al#a1)€A#B(a2#bz) Z(a1#b1)(€A(a2)8B(bz))
= (Z;ZA(GZ))#(blEB(bZ))

Ainsi, la propriété de la co-unité est vérifie, donc A#B est une
coalgebre.

3. A-t-on @A#B(ao#bg)(@(albl) = (ag#bo)®AA#B(a1b1)? et (ao#bo)&:(albl) =
a#tb?
On a

©agn(ao#by) @ (a1b1) = (apo#boo) ® (ao1bor) ® (aiby)
= ao#by ® (a11b11) ® (a12b12)
= (ao#bo) ® Aagp(aibr)

(ao#bo)EA#B(albl) = (Go#bo)€A(a1)€B(b1)
= (aoea(a1))#(boep(b1))
= a#b

Donc A#B est un H-comodule a droite.ll

Proposition 3.8

1. Le produit semi-direct A#B est une algébre de H-dimodule.

2. 51 A et B sont deux bialgebres, alors la structure du produit tensoriel
de coalgebre sur A#B est compatible avec l’algébre du produit semi-
direct faisant de A#B une bialgébre si et seulement si l’application

f: A#B — A#B est un morphisme de coalgébres.
a#b — b(l).a#b(o)
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3. Dans cette situation, si A et B sont deux algébres de Hopf, alors le
produit semi-direct A# B est une algébre de Hopf dont l'antipode Sa4p
est définie par :

Sagp(a#b) = (13£55(b)) (Sa(a)#1).

Preuve :

1. D’aprés (3.7) A#B est un H-module a gauche et un H-comodule a
droite.

A-t-on (h(a#b))o @ (h(a#b))1 = h.(a#b)o @ (a#b)1?

(h(a#b))o @ (h(a#b)); = (hy.a#he.b)o @ (hy.aFhs.b);
= (hy.a)o#(ha.b)o ® (hi.a)1(ha.b)q
= hy.ag#ho.by @ a1bq
= h.(ag#bo) ® a1b;
= h.(a#b)o ® (a#b);

Ainsi A# B est un H-dimodule.

pas((a#tx)(b#Yy)) = pass(a(zq).b)#r0)Y)
= (a(z(1).0) ) #(z©0)y)0) @ (a(z@).b)) 1) (z©Y) 1)
:a(o( )-0) @ #T0)(0)¥(©0) @ a@)(T1)-b)1)Z©)1)Y)

2 a (5U<1>-b(o>)#$(o>(o>y<o> ® ag)ba)zo)1)¥a)

= a(o>(f€<1) bo ))#T0)(0)Y(0) ® amyTo)1)ba)ya)

= a(0)(T)(2)-b0)) F#T () ¥(0) @ amyzaymbayya)
(20)
= a<o>(fv<1><1> b( >)#fﬁ<o>y<o>®a<> m@bayya)

= a(o)(z(0 )#x( 0)(0)Y ®a(1)$< LIEOEY
= (a( #fv )( )®a1>$ MY

- (a(o>#$<o>®a<) 1)) (bo)#Y(0) @ bayy())
= paeB(a#T) pacs(b#Y).

Donc A#B est une algebre de H-comodule a droite.
Montrons que A#B est une algebre de H-module a gauche
On sait deja que A#B est une algebre.
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A—t—on h((a#b)(d'#V)) = hy.(a#b)he.(a'#b')?
On a

h((a#b)(a’#b’)) h(a(by.a')#bo)b’)
hi.(a(bq).a ))#hz (bo)b')
( 11- a)(h12 (5(1) a ))#(hzl b(o))(hzz-b/)
2 (h11.0)(hr-(br) @) (aa-b)) (hoo )
(hu.a)(b(l).hgl.a')#(hlg.b(o))(h22.b')

(21

On a

(h1-(a#b))(ha-(a'#V)) = ((h11.@)#(h12.b)) ((ha1.a')# (o2 b))
= (h11.a)((h12.b)1). (ha1.a"))#(h12.b) o) (h22.b')
= (hu.a)(b(l).h21.a,)#(h12.b(0))(hgg.b/)

Ainsi h((a#b)(a’'#V)) = hy.(a#b)hy.(a'#b')

h.(La#1p) = (hy.14)#(ho.15)
= (ex(h1)1a)#(cu(h2)1p)
= en(h)(1a#lp)

Donc A# B est une algebre de H-module a gauche.
D’aprés ce qui précéde A#B est une algebre de H-dimodule.

2. On a:
o(Aayp o f)(a#b) = Aayp(f(a#b))
= Augp(ba)-a#b())

= (by-a)1#£ (b)) @ (bay-a)2# (b(o))2
= b(1)1-a1#b1(0) @ b1)2-a2#0b(0)2
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o(f @ f)oAuup(a#d) = (f ® f)(a1#b1 ® ax#Dby)
= [(a1#b1) ® f(ax#b2)
= bi1).a1#b1(0) ® bag1y.a2#ba(o)

Ainsi (Aaxp o f)(a#b) = (f @ f) o Aapp(a#d) si et seulement si :
b1)1#01(0) @ b1)2#b(0)2 = b1(1)#D1(0) @ ba(1)F#b2(0)
Si f est un morphlsme de coalgebres on a

(eagn o [)(a#b) = cagp(f(a#th))

= ean(bq)-a#tb())

= ea(ba)-a)ep(b))
ea(bay-a)ep (b))

(€A®83)(b a®b(0))

= (eatten)(f(a#b))

= capn(a#b)

On a

lagpoass = lazs @ lagp = Aapp(lapn)
On a

capp(lagnp) = capp(la#lp)
=ca(la)ep(1p).
= 1l
= ]-k

D’ou €A#B(1A#B) = 1k
On a

Apyp(a#b) Apyp(a'#Y) = [(a1#b1) @ (ao#by)][(a)#0)) @ (ay#b))]
[(a19£b1) (@) #07)] @ [(a2#ba) (a5#EDs)]
= [(a1(bir)-ay)#b10)b1] @ [(az(baqry-a5)FFbaoyb)]

28



3.4 Produit semi-direct d’algebres de H-dimodule I.TRAORE

On a

Aayp(a#tb)(a'#) = Aayplabl).a'#be)']
= (a(b(l).a’)l#(b(o)b')l & (a(b(l).a')g#(b(o)b’)z
= (llb(l)l.all#b(o)lbll X agb(l)g.aé#b(o)gb

Ainsi, on a AA#B(CL#I))AA#B(CL/#()/) = AA#B(CL#Z))(CLI#Z)/) si et

seulement si

b1)1#b1(0) @ b1)2#0b(0) (1)#b1(0) @ ba(1)F#bo(0)

Si f est un mophlsme de Coalgebres alors on a

eagn((a#b)(d'#)) = eagn(a(bay.a’)#bo)b)
= (eagn(a(ba).a')#bo)b"))
= ca(a(bay-a’)en(bob)
= cala)ea(bay.a )58(50)53(5)
=ca(a)eagp(ad#b)ep(t)
=ca(a)ea(a)ep(b)ep(d)
= capp(a#b)eayp(a'#b)

Ainsi on peut conclure que A#B est une bialgebre si et seulement si f
est un morphisme de coalgebres.

3. Soient A et B deux algebres de Hopf. Montrons que A#B est une
algebre de Hopf c’est-a-dire que A# B est une bialgebre qui posséde
une antipode notée Saup
A#B est une algebre de Hopf s’il existe une application S : A#B —
A#B tel que pour a#b € A#B :
Saprs(atth) = (Li#tSp(0)(Sala)#1p).
Asup(a#b) = (a1#b1) ® (as#bs) et capp(a#b) = ca(a)ep(b)
Montrons que Sazp((a1#0b1))(as#bs) = capp(a#b)lagp = (a1#b1)Saxp(a2#bs)
On a:
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Sagp((ar1#b1))(a2#bs) =[(La#Sp(b1))(Sa(a1)#15)|(a2#b2)
= (La#Sp(b1))(Sa(a1)#15)(az#bs)
= (La#SB(b1))[Sa(a1)(1sa)-a2)#1p(0)b2]
= (1a#SB(b1))(Sa(a )az#bQ)
= (La#Sp(b1))(

ea(a)la##bo)
ca(a)(1a#Sp(01))(La#b2)
(@)1ASB(51) 1,4#53(61)(0)192
=ca(a)e (SB(bl)(l)lA#SB(bl)(O)bZ
= ca(a)1a#Sp(b1)bs
=¢ea(a)
=cea(a)e

A

ala)la#ep(b)1p
B(b)1a#1p
= £ #B(a#b)lA#B

De maniére similaire on aura (a;#b1)Sazp(aa#tbe) = caxp(a#b)lasp.
Donc A#B est une algebre de Hopf.ll

Dans ce qui suit, nous donnons un exemple pour démontrer que les conditions
(20) et (21) généralisent la commutativité et la cocommutativité de H.

Exemple 3.9

Dans (19), on suppose que H est aussi commutative et I = ({So(hy,x)hy —
o(hg,x)hy | pour tout h,x € H}). Alors I est aussi un coidéal de H. Ceci
est di au fait que :

A(Xo(hy,x)hy — o(hg,z)hy) = Yo (hy,x)he @ hy — o(hg, x)hy @ hy

= Yo (h1,x)hy — o(he,x)h1)] ® hs + hy & [0(he, x)hs — o (hs, x)hs]
€clI®H+H®I, et e(X(o(hy,x)hy —o(he,z)h1)) =0

On suppose que L = H/I, alors L est une algébre de Hopf. On définit

B: LRL—k
a®er— ola,e).

Dans ce qui suit nous prouverons que [’application [ est bien définie par
Xa,h = ZO'(hl, a)hQ - O'(hg, CL)hl.

Alors pour tous Xq,n, Xb,g € I, nous avons :
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U(Xa,h7 Xb,g):O'(EO'(hl, a)hQ - U(h27 a>h17 E0'(917 b)g2 - 0(927 b)gl)
= Yo (hy,a)o(g1,b)o(ha, g2) — o(hg, a)o(hy, g2)o(g1,b)
—0(hy,a)o(g2,b)a(ha, g1) + o(ha,a)o(ga, b)a(h1, g1)

= Yo (h,ag2)o(g1,b) — o(h, g2a)o(g1,b)
—o(h,ag1)o(g2,b) + o(h, gra)o(g2,b)
=0 (H est commutative).
En outre, pour tout t € H,
0 (Xah, t)=0(X0o(h1,a)hy — o(hg, a)hy,t)
= Yo (hy,a)o(ha, t) — o(he,a)o(hy,t)
o(h,at) — o(h,ta) = 0.

D’une maniére similaire, o(t, Xan) = 0.

Jusqu’a présent tout x = Sxan, Yy =txp,g € I,0(x,y) =0 et il existe 'appli-
cation f: L® L — K, tel queV a,e € L, B(a,e) = o(a,e).

Par la structure de Uapplication dans (19) il va de soi que (L,B) est une
algébre de L-dimodule, et ¥ a,e € L,%((aq,€)as = LB (ag, €)dy, c’est l'equa-
tion (20).

Donc L#L est une algebre de L-dimodule.

Exemple 3.10

Soit H = L(R?) = k{z;]i = 1,2,...,6) une algeébre libre générée par siz
générateurs.

Sa comultiplication A et sa counité € sont données par :

Maintenant, st nous dénotons ci1 = x1,Coa = T9,C30 = X3,C33 = T4, Cso =
T5,c44 = T el s0it (1) = 1,(12) = ¢(x3) = P(24) = 2>U(Civacju> =
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duvOg(iyw, alors,

(H,o) est une bialgébre de Long d’apres [5] ( p.2406). Cest-a-dire pour une
bialgebre H, il existe une forme bilinéaire 0 : H @ H — K, telle que pour
tout a, b, c € H ,

20’((11, b)CLQ = EO'(CLQ, b)al; (22)
o(a,1) = &(a); (23)
o(a,bc) = Xo(ar,b)o(az, c); (24)
o(1,a) = e(a); (25)
o(ab,c) = Yo (a,ca)o(b, cy). (26)
Par Uexemple 3.10 dans [5], on obtient
O'(Il, SL’1> = 17
O-(yaxl) :O\V/y €5 = {$2,x3,I4,I‘5,[E6} (‘)
Soit A(y) = Xy; ® yo,Vy € S.Puis par A,
yla?/QGSaV?/GS (..)

Supposons que I = ({x1y —yx1| Y y € S}) alors I est aussi un coidéal pour
une bialgébre de Long (H, o), par conséquent I est un biidéal. Donc L = H/I
c’est encore une bialgebre.

On définit

v: L®L-—k
a®er— oa,e).

Dans ce qui suit nous prouverons que l’application v est bien définie, c’est-a-

dire que mous n’avons qu’a prouver que

o(u,v) =0,Yu,v € I.

En fait, ¥V y,z € S,a(r1y — yx1)b, c(x12 — z21)d € 1,

o(a(r1y — yx1)b, c(x12 — zw1)d)

= o(az1yb, cx1zd)—o(ayx1b, cx12d) +o(ayx,b, czx1d) CYY )
D’aprés (W) et (MW)

U(aﬂflyb, CxIZd) = Za(alxlylbb C)U(ale?hbz?331)0(a3$1y353, 2)0(&43319454, d)
= o(amz1y1b1, ¢)o(ag, x1)0(z1, 21)0 (Yo, 21)0(ba, 1) 0 (a3x1y3bs, 2) X
O'(CL4ZL’1y4b4, d) = 0.

On a o(ayz,b, cxyzd) = o(ayz,b, czad) = o(ax1yb, czad) = 0. Alors o(a(x1y—
yx1)b, c(x12 — zx1)d) = 0 d’aprés (MMW).

De méme, on a o(I,I)=0. Ainsi application v est bien définie et (L,~) est
une bialgebre de Long.
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Soient A = L et B = k{(I,11). Donc A et B sont deux algébres de L-
dimodules par la structure de l'application définie dans (3.5).

(20) est vérifiée par (22). En outre, Va € L, %) ® ax; = 1 @ 114, tel que (21)
est vérifice. Ainsi A#B est une algébre de L-dimodule.

Mais L est ni commutative ni cocommutative.ll

Corollaire 3.11

Soient A une algebre de H-dimodule et (H,~) une algébre de Hopf co-quasi-
triangulaire commutative. Si la conditon (20) est vérifiée, alors A#H est une
algebre de H-dimodule.

Preuve :

A est une algebre de H-dimodule. On sait aussi que H est une algebre de
H-dimodule. Comme H est commutative, alors la condition (21) est verifiée.
D’apres (3.8), A#H est une algebre de H-dimodule.

Proposition 3.12
Soit (H,o) une algébre de Hopf coquasitriangulaire. Si H est une coalgébre
cocommutative alors H est commutative.

Preuve :
Pour tous z,y € H on a

vy = Yr1y1€m(T2y2)
= Sa1y10(22, y2)0 (23, 3)
= Yo (@1, y1)y220 (23, 3)
= Yo(x1,y1)ysr30 (z2,92) (H est cocommutative)
= Z?J1$1€H(y2$2)
=yx
Ainst H est commutative.l

Corollaire 3.13
Soit A une algébre de H-dimodule. Si (H, o) est une algéebre de Hopf co-quasi-
triangulaire cocommutative, alors A#H est une algebre de H-dimodule.

Preuve :

A est une algebre de H-dimodule. On sait aussi que H est une algebre de
H-dimodule. Comme H est cocommutative, alors la condition (20) est verifiée.
D’apres le lemme précédant, A# H est une algebre de H-dimodule.
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CONCLUSION

En somme les théoremes (0.1) et (0.2) ont joué d’importants roles dans
I’étude de notre mémoire. Ainsi si une algebre de Hopf sous-jacente est a la fois
commutative et cocommutative alors les algebres de modules de Yang-Baxter
quantiques sont exactement des dimodules.
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