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Résumé
Dans ce mémoire, il est question de l’expression explicite de l’opérateur ∂-Neumann sur la
boule unité de Cn due à Michael Range. Pour ce faire, l’auteur s’est référé des résultats
de Kohn concernant la résolution de l’équation de Cauchy-Riemann (∂̄g = f) sur un
domaine pseudoconvexe, donnant l’expression du ∂-Neumann en fonction de l’opérateur
solution canonique. Le résultat principal est obtenu grâce au résultat de Lieb qui montre
l’équivalence entre l’opérateur solution canonique Sq = ∂̄Nq+1 et l’opérateur intégral Tq

sur la boule unité de Cn.
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1 Introduction
L’équation de Cauchy-Riemann ∂̄g = f a été longtemps le thème central de l’analyse

complexe à plusieurs variables. Diverses méthodes de résolutions de cette équation ont été
proposées dont celle dite le problème du ∂̄-Neumann.
Soit Ω un domaine pseudoconvexe dans Cn, n ≥ 2. L’opérateur de Cauchy-Riemann
∂̄ : L2

0,q(Ω) → L2
0,q+1(Ω) est linéaire, dense, fermé et satisfait ∂̄2 = 0. Soient ∂̄∗ l’adjoint de

∂̄ et □ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄ le laplacien complexe. Pour 1 ≤ q ≤ n, le potentiel inverse de □ noté
Nq et est appelé opérateur ∂̄-Neumann.
Récemment, Phong dans [10] et Stanton dans [13] ont obtenu des formules de représen-
tations explicites de Nq dans des domaines spéciaux comme le demi espace supérieur de
Siegel et Harvey et Polking dans [4] sur la boule.
Kohn a montré que résoudre le problème du ∂̄-Neumann revient à donner les propriétés
de régularité et exprimer explicitement l’opérateur Nq. Ainsi si f est ∂̄-fermée, il prouve
l’existence d’un opérateur appelé solution canonique noté Sq = ∂̄∗Nq+1 tel qu’on ait
g = ∂̄∗Nqf , solution de l’équation de Cauchy-Riemann. Il a établi le résultat suivant :

Théorème 1.1 Soient Ω un domaine pseudoconvexe relativement compact à bord lisse
d’une variété hermitienne, f une (0,q)-forme différentielle et Hq la projection orthogonale.
Supposons que R(□) est fermé et soit

Sq = ∂̄∗Nq+1 : L2
0,q+1(Ω) → L2

0,q(Ω)

l’opérateur solution canonique, alors

f − Hqf = Sq∂̄f + S∗
q−1∂̄

∗f

pour f ∈ L2
0,q(Ω) ∩ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗) et

Nq = SqS
∗
q + S∗

q−1Sq−1.

Lieb dans [8] a prouvé que si D est la boule unité de Cn, alors l’opérateur intégral Tq

défini de L2
0,q+1(D) à valeur dans L2

0,q(D) est égal à l’opérateur solution canonique ∂̄∗Nq+1

sur R(∂̄). Ainsi nous pouvons énoncer le résultat principal de ce document.

Théorème 1.2 L’opérateur solution canonique ∂̄∗Nq+1 correspond à l’opérateur intégral
Tq sur tout L2

0,q+1(D).

L’objectif de ce mémoire est de donner une expression explicite de l’opérateur Nq sur
la boule unité de Cn due à Michael RANGE dans [12], en partant du résultat de Lieb
appliqué à ceux de Kohn.
Dans la première partie, nous allons commencer par introduire les notions de base néces-
saires pour la compréhension du document. Ensuite, on donnera la formule explicite de
l’opérateur Nq sur un domaine pseudoconvexe relativement compact à bord lisse d’une
variété hermitienne X. Enfin, on va introduire les noyaux régularisants des fonctions à
coefficients dans L2 sur D et faire la preuve du Théorème (1.2), qui permet la déduction
de l’expression de Nq, dans le cas où D est la boule unité dans Cn.
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2 Préliminaires
Dans cette section nous allons définir des notions tirées de [3] que nous utiliserons dans

la suite du document.

2.1 Quelques outils sur la géométrie différentielle
Soient n ∈ N et k ∈ N ∪ {∞, ω}.
Si k ̸= w, on note Ck la classe des fonctions k-fois différentiables et dont la dérivée k-ième
est continue et Cw celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 2.1 (Carte)
Soit M un espace topologique. Une carte sur M est un couple (U, φ) où U ⊂ M et
φ : U −→ φ(U) ⊂ Rn est un homéomorphisme.

Définition 2.2 (Atlas)
Un atlas de classe Ck est une collection d’homéomorphismes φα : Uα → Vα, α ∈ I, appelée
carte différentielle où (Uα)α∈I constitue un recouvrement d’ouverts de M , (Vα)α des ouverts
de Rn tels que pour tous α et β ∈ I, si Uα ∩ Uβ ̸= ∅, alors les fonctions de transition

φαβ = φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ)

sont des difféomorphismes de classe Ck.
Les composantes φα(x) = (xα

1 , ..., xα
n) sont appelées coordonnées locales sur Uα définies

par la carte locale (Uα, φα).

Définition 2.3 (Variété différentiable)
Une variété différentiable X de dimension n et de classe Ck est un espace topologique

séparé muni d’un atlas de classe Ck à valeurs dans Rn.

Définition 2.4 Soit X une variété différentiable de classe Ck et de dimension n, Ω ⊂ X
un ouvert et s ∈ N ∪ {∞, w} tel que 0 ≤ s ≤ k. Une fonction f est de classe Cs sur Ω si
foφ−1

α est de classe Cs sur φα(Uα ∩ Ω) pour tout α ∈ I. L’ensemble des fonctions de classe
Cs sur Ω est noté Cs(Ω,R).

Définition 2.5 (Vecteur tangent)
Un vecteur v, tangent à X au point x0, est par définition un opérateur différentiel de
premier ordre qui agit sur les fonctions,
c’est-à-dire pour tout f ∈ C1(Ω,R), on associe localement v.f =

∑
1≤j≤n

vj
∂f

∂xj

(x0); où les

vj sont des réels.
Dans un système de coordonnées locales (x1, ..., xn) autour de x0 sur Ω,
on écrit simplement

v =
∑

1≤j≤n

vj
∂

∂xj

.

Définition 2.6 (Espace tangent, Espace cotangent)
L’ensemble des vecteurs tangents est appelé espace tangent. Par conséquent, pour tout

x0 ∈ Ω, le n-uplet { ∂

∂xj

}1≤j≤n constitue une base de l’espace tangent à X au point x0 ;
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noté Tx0X. Son dual T ∗
x0X est l’espace vectoriel cotangent à X au point x0.

Si f ∈ C1(Ω,R), sa différentielle au point x0 est une forme linéaire sur Tx0X, définie par :

dfx0(v) = v.f =
∑

1≤j≤n

vj
∂f

∂xj

(x0) ∀v ∈ Tx0X.

En particulier, si vj = dxj(v), alors localement df =
∑

1≤j≤n

∂f

∂xj

dxj.

La famille {dx1, ..., dxn} est la base duale de { ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

}. Donc c’est une base de l’espace
cotangent T ∗

x0X.

Définition 2.7 (Champ de vecteurs)
Soit X une variété différentiable de classe Cs. On appelle champ de vecteur de classe Ck

(s ≥ k) sur un ouvert Ω ⊂ X, toute application s : Ω −→ TX =
⋃

x∈X

TxX de classe Ck

telle que s(x) ∈ TxX pour tout x ∈ X.
On note Γk(X) l’ensemble des champs de vecteurs de classe Ck sur X.

Définition 2.8 Un ouvert Ω ⊂ Rd est dit à bord lisse de classe Ck avec 1 ≤ k ≤ ∞, en
un point p ∈ bΩ s’il existe un voisinage ouvert U de p dans Rd et une fonction de classe
Ck r : U → R tels que

Ω ∩ U = {x ∈ U : r(x) < 0}
bΩ ∩ U = {x ∈ U : r(x) = 0}

r est appelé fonction définissante locale de Ω en p.
Un ouvert Ω ⊂ Rd est dit à bord lisse de classe Ck s’il l’est en tout point p ∈ bΩ.

2.2 Fibrés vectoriels
Définition 2.9 Soient M une variété différentiable de dimension n et K = R ou C un
champ scalaire. Un fibré vectoriel de rang r au-dessus de M est une variété E de classe
C∞ munie d’une application π : E −→ M de classe C∞ appelée projection et d’une
structure de K-espace vectoriel de dimension r sur chaque fibre Ex = π−1(x). Cela veut
dire qu’il existe un recouvrement ouvert (Vα)α∈I de M et des C∞-difféomorphismes θα

appelés trivialisations

θα : E|Vα −→ Vα × Kr où E|Vα = π−1(Vα)

telle que pour tout x ∈ Vα l’application

Ex
θα−→ {x} × Kr −→ Kr

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour chaque α, β ∈ I , l’application

θαβ = θα ◦ θ−1
β : (Vα ∩ Vβ) × Kr −→ (Vα ∩ Vβ) × Kr

peut se mettre sous la forme

θαβ(x, ξ) = (x, gαβ(x).ξ), (x, ξ) ∈ (Vα ∩ Vβ) × Kr

où la famille (gαβ) est inversible à coefficients dans C∞(Vα∩Vβ, Gl(r,K)), d’inverse (gαβ)−1 =
(gβα) et satisfaisant à la condition de cocycle

gαβgβγ = gαγ sur Vα ∩ Vβ ∩ Vγ.
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La collection (gαβ) est appelée système de matrices de transition. Réciproquement, toute
collection de matrices inversibles satisfaisant la condition de cocycle définit un fibré vectoriel
E, obtenu en recollant les cartes Vα × Kr via les identifications θαβ.

Exemple 2.1 Les fibrés tangents TM =
⋃

a∈M

TaM et cotangent T ∗M =
⋃

a∈M

T ∗
a M d’une

variété différentiable M de dimension n sont des fibrés vectoriels localement triviaux de
rang n au-dessus de M .

Définition 2.10 Soient Ω ⊂ M un ouvert, E un fibré vectoriel sur M et k ∈ N ∪
{+∞, ω}. Une section de classe Ck de E|Ω est une application s : Ω −→ E de classe Ck

telle que s(x) ∈ Ex, pour tout x ∈ Ω (i.e π ◦ s = IdΩ).

Exemple 2.2
1. Une 1-forme différentielle est une section du fibré cotangent.
2. Un champ de vecteur est une section du fibré tangent.

Définition 2.11 Soient n et p deux éléments de N et M une variété différentiable de
classe Cr de dimension n, avec r ∈ N ∪ {∞, ω}. Une p-forme différentielle de classe Cr sur
M est une section de classe Cr du fibré vectoriel des p-formes extérieures ΛpT ∗M .
Ainsi, une p-forme différentielle ω associe à tout x dans M , une forme p-linéaire alternée
ωx sur l’espace tangent TxM à M .
On note Ep

r (M) l’ensemble des p-formes différentielles de classe Cr sur M .

On peut effectuer plusieurs opérations avec les p-formes différentielles, par exemple :

•Produit extérieur
Soient u une p-forme différentielle et v une q-forme différentielle définies localement par :

v(x) =
′∑

|J |=q

vJ(x)dxJ et u(x) =
′∑

|I|=p

uI(x)dxI .

Alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p + q) définie localement par :

u ∧ v(x) =
′∑

|I|=p,|J |=q

uI(x)vJ(x)dxI ∧ dxJ avec 0 ≤ p + q ≤ n

I = (i1, .....ip) avec 1 ≤ i1 < ........ < ip ≤ n

J = (j1, ....jq) avec 1 ≤ j1 < ........ < jq ≤ n

dxI = dxi1 ∧ ..... ∧ dxip et dxJ = dxj1 ∧ ..... ∧ dxjq .

•Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d : Ep
r (M) −→ Ep+1

r−1 (M)
défini localement par la formule

du =
′∑

|I|=p

n∑
k=1

∂uI

∂xk

dxk ∧ dxI ,

pour

u(x) =
′∑

|I|=p

uI(x)dxI

et vérifie les propriétés suivantes :
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i) d(u ∧ v) = du ∧ v + (−1)pu ∧ dv (Règle de Leibnitz) ;

ii) d2u = 0 (idem-potence).
Une forme u est dite fermée si du = 0 et elle est dite exacte s’il existe une forme v, telle
que deg(v) = deg(u) − 1 vérifiant u = dv.
•Pull-back
Soit F : X → Y une application C∞ entre deux variétés orientées de dimension respective

n1, n2. Si v(y) =
′∑

|I|=p

vI(y)dyI est une p-forme différentielle sur Y , le pull-back (tiré-en-

arrière) F ∗v est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplaçant y par F (x) dans
l’écriture de v, c’est-à-dire

F ∗v(x) =
′∑

|I|=p

vI(F (x))dFi1 ∧ ... ∧ dFip .

Définition 2.12 (Variété complexe)
Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une

collection (Uα, φα)α∈I où les Uα sont des ouverts de X tels que X =
⋃
α∈I

Uα et

φα : Uα −→ Cn sont des homéomorphismes pour lesquels on a :
si Uα ∩ Uβ ̸= ∅

φαβ = φαoφ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) −→ φα(Uα ∩ Uβ)

sont des biholomorphismes.
(Uα, φα) sont appelées cartes locales.

z ∈ Uα, φα(z) = (zα
1 , zα

2 , ......, zα
n) ∈ Cn.

(zα
1 , zα

2 , ......, zα
n) sont appelés coordonnées locales autour de z.

La collection (Uα, φα)α∈I est appelée atlas complexe.

2.3 Structure complexe
Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n. Considérons X

comme une variété différentiable de dimension 2n. Pour tout z ∈ X, on a l’espace cotangent
T ∗

z X de X en z et la structure complexe Jz de T ∗
z X définie localement par

Jz(dxj) = dyj et Jz(dyj) = −dxj.

Remarque 2.1 Jz est un endomorphisme R-linéaire de T ∗
z X vérifiant

Jz ◦ Jz = −IdT ∗
z X .

Soit T ∗
z XC le complexifié de T ∗

z X, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de la forme

u + iv où u, v ∈ T ∗
z X et i =

√
−1.

Jz se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de T ∗
z XC noté encore Jz tel que

J2
z = −IdT ∗

z XC
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et
Jz(u + iv) = Jz(u) + iJz(v)

pour tous u, v ∈ T ∗
z X.

Jz admet deux valeurs propres i et −i, ce qui permet la décomposition de T ∗
z XC suivant.

T ∗
z XC = T ∗

z1,0X ⊕ T ∗
z0,1X

où

T ∗
z1,0X = {v ∈ T ∗

z XC/Jzv = iv}

T ∗
z0,1X = {v ∈ T ∗

z XC/Jzv = −iv}

T ∗
1,0X =

⋃
z∈X

T ∗
z1,0X et T ∗

0,1X =
⋃

z∈X

T ∗
z0,1X

sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.
Pour p, q ∈ N tels que 1 ≤ p, q ≤ n, notons par ΛpT ∗

z1,0X et ΛqT ∗
z0,1X respectivement les

espaces vectoriels des p-formes alternées sur T ∗
z1,0X et des q-formes alternées sur T ∗

z0,1X.
Dans un système de coordonnées locales (z1, ...., zn),

ΛpT ∗
z1,0X = vect{dzi1 ∧ .... ∧ dzip}1≤i1<....<ip≤n

ΛqT ∗
z0,1X = vect{dz̄j1 ∧ .... ∧ dz̄jq}1≤j1<....<jq≤n

où (dz1, ..., dzn) et (dz̄1, ...., dz̄n) sont des bases locales de T ∗
z1,0X et T ∗

z0,1X
donc

ΛpT ∗
1,0X :=

⋃
z∈X

ΛpT ∗
z1,0X et ΛqT ∗

0,1X :=
⋃

z∈X

ΛqT ∗
z0,1X

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré T ∗
1,0X et des q-formes

extérieures sur le fibré T ∗
0,1X.

On pose
Λ(p,q)T ∗

z XC = ΛpT ∗
z1,0X ⊕ ΛqT ∗

z0,1X

donc

Λ(p,q)T ∗
z XC = vect{dzi1 ∧ .... ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ ..... ∧ dz̄jq}

avec 1 ≤ i1 < .... < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < .... < jq ≤ n.

Définition 2.13
Le fibré Λ(p,q)T ∗XC := ΛpT ∗

1,0X ⊗ ΛqT ∗
0,1X est appelé fibré des (p, q)-formes extérieures

sur le fibré cotangent complexifié

T ∗XC :=
⋃

z∈X

T ∗
z XC.

Définition 2.14 (Formes différentielles)
Soit Ω ⊂ X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p, q) (ou (p, q)-forme

différentielle) et de classe Ck (k ∈ N ∪ {+∞}) sur Ω, toute section sur Ω de classe Ck du
fibré Λ(p,q)T ∗XC.
On note Ck

p,q(X) l’espace des (p, q)-formes différentielles de classe Ck sur X et Ep,q(X)
l’espace des (p, q)-formes différentielles de classe C∞ sur X.
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Dans un ouvert Ω ⊂ X de coordonnées locales (z1, ...., zn), une (p, q)-forme différentielle u
de classe Ck s’écrit

u(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

uIJ(z)dzI ∧ dz̄J ,

où les uIJ sont des fonctions de classe Ck, I = (i1, ..., ip) et J = (j1, ...., jq) sont des
multi-indices d’entiers vérifiant 1 ≤ i1 < i2 < ... < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < .... < jq ≤ n,

dzI = dzi1 ∧ ... ∧ dzip ,

dz̄J = dz̄j1 ∧ .... ∧ dz̄jq

et
′∑

indique que la somme se fait suivant les indices croissants.
On note par Dp,q(Ω) le sous-espace vectoriel de Ck

p,q(X) formé par des (p, q)-formes à
support compact dans Ω (on l’appelle aussi l’espace des formes tests) et par C∞

0 (X) le
sous-espace vectoriel de Ck

p,q(X) formé par des fonctions de classe C∞ à support compact
sur X. Toute fonction f ∈ C∞

0 (X) est appelée fonction test.

Définition 2.15 (Produit scalaire hermitien)
Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Une forme hermitienne sur X est
la donnée en tout point z0 ∈ X d’une application qui varie de manière C∞ en fonction de
z
h : Tz0X × Tz0X → C, définie par :
pour deux vecteurs

u =
n∑

j=1
uj

∂

∂zj

, v =
n∑

k=1
vk

∂

∂zk

appartenant à Tz0X;

h(u, v)(z0) =
n∑

j,k=1
h
(

∂

∂zj

,
∂

∂zk

)
(z0)ujvk =

n∑
j,k=1

hj,k(z0)ujvk

où
hj,k(z0) = h

(
∂

∂zj

,
∂

∂zk

)
(z0)

et qui vérifie les propriétés suivantes :
i) h(λu, v) = λh(u, v), ∀λ ∈ C,

ii) h(u, v) = h(v, u), ∀u, v ∈ Tz0X,

iii) h(u, u) ≥ 0, ∀u ∈ Tz0X,

iV) h(u, u) > 0 ∀ u ̸= 0,

V) h(u + v, w) = h(u, w) + h(v, w), ∀u, v et w ∈ Tz0X.

On note her(Tz0X) l’ensemble des formes hermitiennes sur Tz0X.

Définition 2.16 (Variété hermitienne)
Soient X une variété complexe de dimension n et h une métrique hermitienne sur X. Alors
le paire (X,h) est appelé variété hermitienne sur X.
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2.4 Les opérateurs ∂ et ∂̄

Définition 2.17 (Les opérateurs ∂ et ∂̄) (cf [2])
Soient X une variété complexe et Ω ⊂ X un ouvert. Si f est une fonction de classe C1

sur un voisinage d’un point a ∈ Ω, on a localement

dfa =
n∑

j=1

∂f

∂xj

(a)dxj +
n∑

j=1

∂f

∂yj

(a)dyj,

on pose
∂

∂zj

= 1
2( ∂

∂xj

− i
∂

∂yj

) et ∂

∂z̄j

= 1
2( ∂

∂xj

+ i
∂

∂yj

).

Puisque zj peut s’écrire comme suit :

zj = xj + iyj,

alors on a dzj = dxj + idyj et dz̄j = dxj − idyj, où xj et yj sont des réels.
Cette transformation permet d’écrire dfa sous la forme suivante :

dfa =
n∑

j=1

∂f

∂zj

(a)dzj +
n∑

j=1

∂f

∂z̄j

(a)dz̄j.

Posons
∂fa =

n∑
j=1

∂f

∂zj

(a)dzj et ∂̄fa =
n∑

j=1

∂f

∂z̄j

(a)dz̄j,

donc
df = ∂f + ∂̄f.

La décomposition
d = ∂ + ∂̄

se généralise sur toutes les formes différentielles.
En effet, si

w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

wI,J(z)dzI ∧ dz̄J

est une (p, q)-forme différentielle de classe C1

dw(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

dwI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J =
′∑

|I|=p,|J |=q

(∂wI,J(z) + ∂̄wI,J(z)) ∧ dzI ∧ dz̄J .

On posera

∂w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

∂wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J et ∂̄w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

∂̄wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J .

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

∂ : Cs
p,q(Ω) −→ Cs−1

p+1,q(Ω)

∂̄ : Cs
p,q(Ω) −→ Cs−1

p,q+1(Ω).

Propriétés 2.1
1) d = ∂ + ∂̄ et d2 = 0.
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2) ∂2 = ∂̄2 = ∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂ = 0.

Définition 2.18 [11] Soit (X, ω) une variété hermitienne compacte avec dimCX = n.
L’opérateur de Hodge est un isomorphisme noté ⋆ défini par

⋆ = ⋆ω : C∞
p,q(X,C) −→ C∞

n−q,n−p(X,C)

tel que u ∧ ⋆v =< u, v >ω dVω, avec ω une forme hermitienne et <, >ω un produit scalaire
hermitien.

Lemme 2.1 [11] L’opérateur de Hodge a des propriétés supplémentaires suivantes :
1) ⋆ ⋆ ϕ = (−1)p+pϕ pour ϕ ∈ C∞

p,q(X,C).
2) ⋆dVω = 1 et ⋆1 = dVω.

2.5 Harmonicité & Pseudoconvexité
Les domaines pseudoconvexes sont définis à partir des fonctions harmoniques. Les

definitions de cette partie sont tirées de [7].

2.5.1 Harmonicité

Définition 2.19 (Fonction harmonique)
Une fonction u de classe C2 définie dans un domaine D de C est dite harmonique si

∆u = 0

où ∆ = 4 ∂2

∂z∂z̄
=
(

∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
désigne l’opérateur de Laplace.

Remarque 2.2 En identifiant C à R2, on va voir que les fonctions harmoniques sont très
liées aux fonctions holomorphes.
On rappelle qu’une fonction f : z ∈ Ω 7→ f(z) continue est holomorphe si elle est
différentiable et satisfait l’équation de Cauchy-Riemann ∂f

∂z̄
= 0.

Définition 2.20 (Fonction sous-harmonique)
Une fonction u définie sur un ouvert D de C à valeurs dans [−∞, +∞[ est dite sous-
harmonique si :

i) u est semi-continue supérieurement (s.c.s.), c’est-à-dire {z ∈ D ; u(z) < s} est ouvert
pour tout s ∈ R.

ii) Pour tout compact K ⊂ D et toute fonction h continue sur K, harmonique sur
◦

K,
telle que h ≥ u sur bK, alors h ≥ u sur K.

Définition 2.21 Soient Ω ⊂ Cn un ouvert et φ une fonction de classe C2 sur Ω. On
appelle forme Lévi de φ en z ∈ Ω la Hessienne complexe noté Lzφ de φ, c’est-à-dire

w 7→ Lzφ(w) =
n∑

j,k=1

∂2φ

∂zj∂zk

(z)wjwk.
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Définition 2.22 Une fonction φ de classe C2 sur un domaine Ω ⊂ Cn est dite plurisou-
sharmonique si

n∑
j,k=1

∂2φ

∂zj∂zk

(p)tjtk ≥ 0,

∀ z ∈ Ω, t ∈ Cn.
Une fonction φ de classe C2 sur un domaine Ω ⊂ Cn est dite strictement plurisousharmo-
nique si

n∑
j,k=1

∂2φ

∂zj∂zk

(p)tjtk > 0,

∀ t ̸= 0.

2.5.2 Pseudoconvexité

Définition 2.23 Une fonction φ continue définie sur un ouvert D de Cn, à valeurs réelles
est une fonction d’exhaustion pour D si, pour tout c ∈ R, l’ensemble

Dc =
{

z ∈ Cn | φ(z) < c
}

est relativement compact dans D.

Remarque 2.3 Une fonction d’exhaustion φ vérifie φ(z) −→ ∞ quand z s’approche du
bord de D.

Si Ω n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 2.24 Un domaine Ω ⊂ Cn est dit pseudoconvexe si Ω admet une fonction
d’exhaustion φ plurisousharmonique continue.

Définition 2.25 Soient Ω un domaine borné de Cn et φ une fonction définissante de
classe C2 de Ω. On dit que Ω est pseudoconvexe au point p ∈ bΩ, si la forme de Lévi

n∑
j,k=1

∂2φ

∂zj∂zk

(p)tjtk ≥ 0

∀t ∈ Cn vérifiant
n∑

j=1

∂φ

∂zj

(p)tj = 0. (1)

Le domaine Ω est strictement pseudoconvexe si la forme de Lévi est strictement positive
pour tout t ̸= 0 et ∀t ∈ Cn, la relation (1) est vérifiée.
Ω est dit domaine pseudoconvexe s’il est pseudoconvexe en tout point du bord bΩ.
Ω est dit domaine strictement pseudoconvexe s’il l’est en tout tout point de son bord.

Remarque 2.4 Soient Ω ⊂ Cn un domaine pseudoconvexe et φ une fonction d’exhaustion
lisse et plurisousharmonique sur Ω. Alors

Ω =
⋃
c∈R

Ωc

où Ωc = {z ∈ Ω : φ(z) < c} sont des domaines relativement compacts.
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2.6 Outils d’analyse fonctionnelle
Dans cette partie, on va rappeler quelques notions d’analyse fonctionnelle.

Définition 2.26 Un produit scalaire sur un R- espace vectoriel Ω est une application
affine de Ω × Ω à valeurs dans R bilinéaire, symétrique, définie positive et notée < .; . > .

Définition 2.27 Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace préhil-
bertien.

Définition 2.28 Soit Ω un K-espace vectoriel (K = R ou C ). On appelle norme sur Ω,
l’application notée ∥ . ∥ et définie de Ω dans R+ telle que :

1. ∀ x ∈ Ω : ∥ x ∥= 0 ⇔ x = 0.
2. ∀ x ∈ Ω et ∀ λ ∈ K : ∥ λx ∥= |λ| ∥ x ∥.
3. ∀ (x; y) ∈ Ω2 : ∥ x + y ∥ ≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

Définition 2.29 Un espace vectoriel normé (Ω, ∥ . ∥) est dit complet si toute suite de
Cauchy (pour cette norme) d’éléments de Ω est convergente dans Ω. Un tel espace est
appelé espace de Banach.
Si (Ω, ∥ . ∥) est complet et que la norme est issue d’un produit scalaire, alors (Ω, ∥ . ∥) est
un espace d’Hilbert.

Exemple 2.3 (Espace de Banach)
On note Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, l’espace vectoriel des classes de fonction f, mesurable presque
partout, on note par ||.||Lp la norme associée à Lp(Ω) et est définie par :

||f ||Lp =
( ∫

Ω
|f |pdx

) 1
p

.

Lorsque p = ∞, L∞ est défini par

L∞(Ω) = {f mesurable presque partout : |f(x)| < ∞}

et sa norme par

||f ||L∞ = inf{c ≥, |f(x)| ≤ c, presque partout}.

Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) muni de la norme ||.||Lp est un espace de Banach.

Exemple 2.4 (Espace de Hilbert) Soit Ω ⊂ Cn un domaine.
L2(Ω) muni de la norme

||f ||L2 =
( ∫

Ω
|f |2dx

) 1
2
,

qui provient du produit scalaire : ∀f, g ∈ Ω on a

< f, g >=
∫

Ω
(f × g)dx

est un espace de Hilbert.
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2.6.1 Notion de distribution

Définition 2.30 Soit Ω un ouvert de Rn. On pose

D(Ω) := {φ : Rn −→ C, φ ∈ C∞(Rn) | supp(φ) ⊂ Ω, et supp(φ) compact }

où supp(φ) = {x ∈ Rn|φ(x) ̸= 0}.
Une suite (φj)j∈N d’éléments de D(Ω) converge vers φ dans D(Ω) quand j tend vers +∞ si :

i) ∀ j, le support de φj et celui de φ sont contenus dans un compact K ⊂ Ω,

ii) (Dαφj(x))j∈N converge uniformément vers Dαφ(x) sur K ⊂ Ω,
pour tout multi-indice α = (α1, ....., αn) avec αi ∈ N et

Dα = ∂|α|

∂x1
α1 .....∂xn

αn
est la dérivée d’ordre |α| =: α1 + ..... + αn.

Soit K ⊂ Rn un compact, on désigne par DK l’espace des fonctions φ : Rn −→ C de classe
C∞ à support dans K.

Définition 2.31 Une forme linéaire T sur D(Ω) est dite séquentiellement continue sur
D(Ω) si l’application T : D(Ω) −→ C est continue au sens suivant : pour toute suite (φj)j∈N
d’éléments de D(Ω), si φj converge vers φ dans D(Ω), la suite des nombres complexes
T (φj) converge vers T (φ).

Définition 2.32 Une distribution T sur Ω est une forme linéaire sur D(Ω) séquentiel-
lement continue. On note D

′(Ω) l’espace des distributions sur Ω.

Remarque 2.5 Si T ∈ D
′(Ω) et α ∈ Nn, alors l’application φ 7→ (−1)|α|⟨T, Dαφ⟩ est une

distribution appelée dérivée d’ordre α de T . On la note par DαT .

Exemple 2.5
1) Soient Ω un ouvert de Rn et a ∈ Rn. La fonction

δa : D(Ω) → C définie par δa(φ) = φ(a) = ⟨δa, φ⟩ est une distribution appelée
mesure de Dirac.

2) Soit f une fonction localement intégrable 1 sur Ω ⊂ R. Alors l’application Tf :
D(Ω) → R définie par Tf (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx est une distribution sur Ω.

2.6.2 Théorie des opérateurs

Comme nous essayons d’établir l’expression explicite de l’opérateur inverse du Laplacien
complexe, il est primordial d’énoncer quelques définitions et propriétés sur la théorie des
opérateurs (voir [9], [14] et [15]).

Définition 2.33 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Un opérateur est une appli-
cation linéaire T définie sur un sous-espace vectoriel Dom(T ) ⊂ H1 à valeurs dans H2.
Dom(T ) est le domaine définition de l’opérateur T.

Définition 2.34 Soient X et Y deux espaces de Banach, on note L(X, Y ) l’ensemble
des applications linéaires continues et BX := {x ∈ X : ∥x∥X ≤ 1}.
On dit que T ∈ L(X, Y ) est compact si l’image par T de la boule unité fermée BX de X
est relativement compacte dans l’espace Y (ie T (BX) est compact).

1. Une fonction à valeurs complexes sur un ouvert Ω de Rn est dite localement intégrable si sa restriction
à tout compact de Ω est intégrable au sens de Lebesgue.
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Remarque 2.6
1. T ∈ L(X, Y ) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (xn) dans X, la

suite image (Txn) admet des sous-suites convergentes dans Y .
2. Si T1 , T2 ∈ L(X, Y ) sont compacts, alors a1T1 +a2T2 est compact pour tous scalaires

a1, a2. Ainsi, les opérateurs compacts de X dans Y forment un sous-espace vectoriel
de L(X, Y ). Cet espace des opérateurs compacts sera noté K(X, Y ).

Définition 2.35 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et T : H1 → H2. L’unique
application linéaire T ∗ : H2 → H1 telle que pour tous x ∈ H1 et y ∈ H2 on ait :

< Tx, y >=< x, T ∗y >

est appelée adjoint de T .

Remarque 2.7 Par définition de la norme de l’opérateur et en utilisant un corollaire
d’Hahn-Banach, on a

∥T ∗∥ = sup
y∈H2,∥y∥≤1

∥T ∗y∥ = sup
x∈H1,∥x∥≤1
y∈H2,∥y∥≤1

|⟨x, T ∗y⟩|

= sup
x∈H1,∥x∥≤1
y∈H2,∥y∥≤1

|⟨Tx, y⟩| = sup
x∈H1,∥x∥≤1

∥Tx∥ = ∥T∥.

Ainsi ∥T ∗∥ = ∥T∥.

Proposition 2.1 Soient H1 et H2 des espaces de Hilbert. L’application T 7−→ T ∗ est
une isométrie de L(H1, H2) dans L(H2, H1), elle est linéaire si les espaces sont réels et
sesquilinéaire si les espaces sont complexes. De plus, ∀ T ∈ L(H1, H2),

(T ∗)∗ = T et ∥T ∗T∥ = ∥T∥2.

Enfin (TS)∗ = S∗T ∗ ∀S ∈ L(H2, H1).

Preuve 2.1 Par définition du produit scalaire et de l’adjoint, pour tous x ∈ H1, y ∈ H2,
T1, T2 ∈ L(H1, H2) et λ ∈ C, on a :

⟨x, (T1 + λT2)∗ (y)⟩ = ⟨(T1 + λT2) (x), y⟩
= ⟨T1(x), y⟩ + λ ⟨T2(x), y⟩
= ⟨x, (T1)∗ (y)⟩ +

〈
x, λ̄T ∗

2 (y)
〉

=
〈
x,
(
T ∗

1 + λ̄T ∗
2

)
(y)
〉

.

Ainsi T 7−→ T ∗ est antilinéaire. Elle est isométrique d’après la définition de l’adjoint.
Montrons que (T ∗)∗ = T . Pour cela on montre que pour tous x ∈ H1 et y ∈ H2, on a

⟨T (x), y⟩ = ⟨(T ∗)∗ (x), y⟩ .

On a
⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T ∗(y)⟩

= ⟨T ∗(y), x⟩
= ⟨y, (T ∗)∗ (x)⟩
= ⟨(T ∗)∗ (x), y⟩ .
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Montrons que ∥T ∗T∥ = ∥T∥2. Tout d’abord on rappelle que la norme de l’opérateur est
une norme d’algèbre et donc en particulier,

∥T ∗T∥ ≤ ∥T∥ ∥T ∗∥ = ∥T∥2.

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et la
définition de la norme opérateur, on obtient :

∥T ∗T∥ = sup
∥x∥≤1

∥T ∗T (x)∥

= sup
∥x∥≤1,∥y∥≤1

|⟨T ∗T (x), y⟩|

≥ sup
∥x∥≤1

|⟨T ∗T (x), x⟩|

≥ sup
∥x∥≤1

|⟨T (x), T (x)⟩|

≥ ∥T∥2.

On a donc l’égalité ∥T ∗T∥ = ∥T∥2 d’après les deux inégalités précédentes. Enfin, pour
vérifier que (TS)∗ = S∗T ∗, il suffit de montrer que pour tous x ∈ H1 et y ∈ H2, on a
⟨(TS)∗(x), y⟩ = ⟨S∗T ∗(x), y⟩ . On a, par définition de l’adjoint,

⟨(TS)∗(x), y⟩ = ⟨x, (TS)(y)⟩
= ⟨T ∗(x), S(y)⟩
= ⟨S∗T ∗(x), y⟩ .

Comme ceci est vrai pour tous x et y, on a l’égalité (TS)∗ = S∗T ∗.

Définition 2.36 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Un opérateur T : H1 → H2
est fermé si son graphe noté Γ(T ) et défini par

Γ(T ) = {(x, Tx) : x ∈ Dom(T )} ⊂ H1 × H2

est fermé.

Définition 2.37 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. On dit qu’un opérateur
T : H1 → H2 est à domaine dense si Dom(T ) = H1.

Définition 2.38 Soit H1 un espace de Hilbert. Un opérateur T : Dom(T ) ⊂ H1 → H1 à
domaine dense est auto-adjoint si T ∗ = T .

Proposition 2.2 [3] Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Si T : H1 −→ H2 est un
opérateur fermé et à domaine dense, alors son adjoint est fermé.

Définition 2.39 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés de normes respectives
∥.∥X et ∥.∥Y . Un opérateur linéaire A : X −→ Y est dit borné si,

∃ M ≥ 0 : ∀x ∈ X; ∥A(x)∥Y ≤ M∥x∥X .

Remarque 2.8 Si X = Y = H est un espace de Hilbert, un opérateur T est borné dans
H si Dom(T ) = H et T : H → H est continue.
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Exemple 2.6 L’homothétie vectorielle de rapport k :

Hk : X −→ X

x 7−→ Hk(x) = k • x

∀x ∈ X : ∥Hk(x)∥ = ∥k • x∥ = |k|∥x∥,

est un opérateur linéaire borné.

Dans la suite, nous utiliserons Ker(T ) et R(T ) pour représenter respectivement le
noyau et l’image de T.

Proposition 2.3 (cf [2]) Soit T un opérateur défini de H1 à valeurs dans H2.
1. Si T est fermé, alors Ker(T ) est fermé.
2. Soit R(T ) l’adhérence de R(T ). Par la définition de l’opérateur adjoint, on a

H1 = Ker(T ) ⊕ R(T ∗)

et
H2 = Ker(T ∗) ⊕ R(T ).

Proposition 2.4 Soit T un opérateur fermable à domaine dense sur H, alors

Ker(T̄ )⊥ = R (T ∗) et Ker (T ∗) = R(T )⊥

Ker(T̄ ) = R (T ∗)⊥ et Ker (T ∗)⊥ = R(T ).

Preuve 2.2 Montrons d’abord Ker(T̄ ) = R (T ∗)⊥ .
On a

y ∈ R (T ∗)⊥ ⇒ (⟨y, T ∗x⟩ = 0, ∀x ∈ Dom (T ∗)) ⇒
(
y ∈ Dom(T̄ ) et ⟨Ty, x⟩ = 0, ∀x ∈ Dom (T ∗)

)
⇒ y ∈ Ker(T̄ )
R (T ∗)⊥ ⊂ Ker(T̄ )

y ∈ ker
(
T̄
)

⇒ (⟨Ty, x⟩ = 0, ∀x ∈ Dom (T ∗)) ⇒
(
y ∈ ker(T̄ ) et ⟨y, T ∗x⟩ = 0, ∀x ∈ Dom (T ∗)

)
⇒ y ∈ R(T ∗)⊥

⇒ Ker(T̄ ) ⊂ R (T ∗)⊥ .

Ainsi par ces deux inclusions, on a l’égalité

Ker(T̄ ) = R (T ∗)⊥ .

Montrons maintenant R(T )⊥ = ker(T ∗)

y ∈ R(T )⊥ ⇒ (⟨y, Tx⟩ = 0, ∀x ∈ Dom(T )) ⇒ (y ∈ Dom (T ∗) et ⟨T ∗y, x⟩ = 0, ∀x ∈ Dom(T ))
⇒ y ∈ Ker (T ∗)
⇒ R(T )⊥ ⊂ Ker (T ∗)

y ∈ ker(T ∗) ⇒ (⟨T ∗y, x⟩ = 0, ∀x ∈ Dom(T )) ⇒ (y ∈ Dom (T ∗) et ⟨y, Tx⟩ = 0, ∀x ∈ Dom(T ))
⇒ y ∈ R (T )⊥

⇒ ker(T ∗) ⊂ R (T )⊥ .

Par suite on a :
R(T )⊥ = ker(T ∗).

Les deux autres relations s’obtiennent en prenant l’orthogonale et en remarquant que
Ker(T̄ ) est fermé.
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Lemme 2.2 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et T : H1 → H2 un opérateur
linéaire, fermé et dense.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R(T ) est fermé.
(b) Il existe une constante C telle que :

∥f∥1 ≤ C∥Tf∥2 ∀f ∈ Dom(T ) ∩ R(T ∗).

(c) R(T ∗) est fermée.
(d) Il existe une constante C telle que :

∥g∥2 ≤ C∥T ∗g∥1 ∀g ∈ Dom(T ∗) ∩ R(T ).

Preuve 2.3 Supposons que R(T ) est fermée. De la proposition (2.3), on a :

T : Dom(T ) ∩ R(T ∗) → R(T )

est bijectif et d’inverse
T −1 : R(T ) → Dom(T ) ∩ R(T ∗)

est bien défini et est aussi un opérateur fermé. Ainsi d’après le théorème du graphe fermé,
T −1 est continu et cela prouve (b). En supposant (b) vraie on obtient R(T ) ⊂ R(T ). Ce
qui montre que (b) ⇐⇒ (a).
De façon analogue on montre (c) et (d) sont équivalentes.
Montrons que (b) implique (d). On a

| < g, Tf >2 | = | < T ∗g, f >1 | ≤ C∥T ∗g∥1 ∥Tf∥2,

pour g ∈ Dom(T ∗) ∩ R(T ) et f ∈ Dom(T ) ∩ R(T ∗). Donc

| < g, h >2 | ≤ C∥T ∗g∥1 ∥h∥2, pour g ∈ Dom(T ∗) ∩ R(T ) et h ∈ R(T ),

qui implique (d). Par analogie, on montre que (d) ⇒ (b).

Théorème 2.1 Soit T : X −→ Y un opérateur linéaire. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. T est borné ;
2. T est continu sur tout l’espace X ;
3. T est continu en 0.

Preuve 2.4 L’implication (1 =⇒ 2), découle du fait qu’un opérateur borné est une
application Lipschitzienne donc continue. 2 =⇒ 3 car l’opérateur T est continu sur tout
l’espace X en particulier en 0. Il suffit de démonter l’implication (3 =⇒ 1). Supposons
donc que l’application linéaire T est continue au point 0 de X. On a

∀ε > 0, ∃δε > 0 : ∀x ∈ X et ∥x∥X < δε =⇒ ∥T (x) − T (0X)∥Y = ∥T (x)∥Y < ε.

Soit maintenant x ∈ X vérifiant ∥x∥X ̸= 0. Alors,∥∥∥∥∥δε

2
x

∥x∥X

∥∥∥∥∥
X

= δε

2 < δε =⇒
∥∥∥∥∥T

(
δε

2
x

∥x∥X

)∥∥∥∥∥
Y

= δε

2
∥T (x)∥Y

∥x∥X

< ε.

En d’autres termes,

∀x ∈ X et ∥x∥X ̸= 0 =⇒ ∥T (x)∥Y

∥x∥X

<
2ε

δε

.

Par conséquent,
∀x ∈ X =⇒ ∥T (x)∥Y ≤ 2ε

δε

∥x∥X .

Donc T est borné, d’où l’équivalence des trois propriétés.
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3 La formule explicite de l’opérateur ∂̄-Neumann
On s’intéressera dans cette section à la formule explicite de l’opérateur ∂-Neumann.

Nous commencerons par le cas d’un domaine pseudoconvexe relativement compact à bord
lisse d’une variété hermitienne et finir par le cas de la boule unité de Cn.

3.1 Cas d’un domaine pseudoconvexe relativement compact à
bord lisse d’une variété hermitienne

Soit Ω ⊂ Cn un domaine pseudoconvexe.
Si

f =
′∑

|I|=p,|J |=q

fI,JdzI ∧ dzJ

et
g =

′∑
|I|=p,|J |=q

gI,JdzI ∧ dzJ

sont deux (p, q)-formes différentielles à coefficients dans L2(Ω), nous définissons le produit
scalaire et la norme comme suit :

< f, g >=
′∑

|I|=p,|J |=q

< fI,J , gI,J >, |f |2 =< f, f >=
′∑

|I|=p,|J |=q

|fI,J |2

||f ||2 =
∫

Ω
< f, f > dx =

′∑
|I|=p,|J |=q

∫
Ω

|fI,J |2dx.

L’opérateur de Cauchy-Riemann ∂̄ pour les (p,q)-formes différentielles de classe Ck sur Ω
s’étend aux (p,q)-formes différentielles de carré intégrable sur Ω et est donné par

∂̄ : L2
p,q(Ω) −→ L2

p,q+1(Ω)

avec
Dom(∂̄) = {f ∈ L2

p,q(Ω) : ∂̄f ∈ L2
p,q+1(Ω)}.

Puisque L2
p,q(Ω) est muni d’un produit scalaire, alors ∂̄ admet un adjoint noté ∂̄∗, c’est-à-dire

que
< ∂̄f, g >=< f, ∂̄∗g >,

∀ f ∈ Dom(∂̄) et g ∈ Dom(∂̄∗).
Notons

□ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄,

le laplacien complexe avec

Dom(□) =
{
f ∈ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗) : ∂̄f ∈ Dom(∂̄∗) et ∂̄∗f ∈ Dom(∂̄)

}
.

Nous pouvons ainsi énoncer ces propriétés du laplacien.

Proposition 3.1
Le laplacien □ est un opérateur linéaire, dense, fermé et auto-adjoint.

Preuve 3.1 Soit Dp,q(Ω) l’ensemble des (p,q)-formes différentielles à support compact.
□ est donc linéaire.
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Montrons que □ est dense.
On sait que :

Dp,q(Ω) ⊂ Dom(□) ⊂ L2
p,q(Ω).

Le passage à l’adhérence nous donne les inclusions suivantes :

Dp,q(Ω) ⊂ Dom(□) ⊂ L2
p,q(Ω).

Or
Dp,q(Ω) = L2

p,q(Ω) = L2
p,q(Ω),

donc on a
L2

p,q(Ω) ⊂ Dom(□) ⊂ L2
p,q(Ω),

d’où
Dom(□) = L2

p,q(Ω).
Ce qui montre que Dom(□) est dense.

Montrons que □ est fermé.
Soit fn une suite d’éléments de Dom(□) telle que fn → f , avec f ∈ Dom(□). Montrons
que □fn = □f :

< (□)∗fn, fn > = < (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)fn, fn >
= < ∂̄∂̄∗fn + ∂̄∗∂̄fn, fn >
= < ∂̄∂̄∗fn, fn > + < ∂̄∗∂̄fn, fn >
= < ∂̄∗fn, ∂̄∗fn > + < ∂̄fn, ∂̄fn >
= ||∂̄∗fn||2 + ||∂̄fn||2.

Puisque ∂̄ et ∂̄∗ sont des opérateurs fermés, il existe f ∈ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗) telle que
∂̄∗fn → ∂̄∗f et ∂̄fn → ∂̄f. Il découle à nouveau du fait que ∂̄ et ∂̄∗ sont des opérateurs
fermés que ∂̄∗∂̄fn → ∂̄∗∂̄f et ∂̄∂̄∗fn → ∂̄∂̄∗f .
Nous avons donc prouvé que □ est un opérateur fermé.
Montrons que le laplacien est auto-adjoint. En effet pour f, g ∈ Dom(□) on a :

< (□)∗f, g > = < f,□g >
= < f, (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)g >
= < f, ∂̄∂̄∗g + ∂̄∗∂̄g >
= < f, ∂̄∂̄∗g > + < f, ∂̄∗∂̄g >
= < ∂̄∂̄∗f, g > + < ∂̄∗∂̄f, g >
= < (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)f, g >
= < □f, g > .

Donc □ est auto-adjoint. ■

Théorème 3.1 [2] Soit Ω un domaine pseudoconvexe borné de Cn, pour tout f ∈
L2

p,q(Ω) ∩ ker(∂̄) avec 0 ≤ p ≤ n et 0 < q ≤ n, il existe u ∈ L2
p,q−1(Ω) tel que ∂u = f et :

q
∫

Ω
|u|2dV ≤ eδ2

∫
Ω

|f |2dV,

où δ := sup
z,z′ ∈Ω

|z − z
′| le diamètre de Ω.

Lemme 3.1 Si Ω ⊂ Cn est un domaine pseudoconvexe borné, alors

Ker(□) = {0}.
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Preuve 3.2 Soit α ∈ Ker(□), ainsi α ∈ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗) et

< α,□α > = < α, (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)α >

= ||∂̄∗α||2 + ||∂̄α||2

= 0.

∂̄∗α = 0 et ∂̄α = 0 ⇒ α ∈ Ker(∂̄) ∩ Ker(∂̄∗), on a donc Ker(□) ⊂ Ker(∂̄) ∩ Ker(∂̄∗).
On a aussi d’autre part, si α ∈ Ker(∂̄) ∩ Ker(∂̄∗) ⇒ α ∈ Dom(□), ∂̄α = 0 et ∂̄∗α = 0, il
s’en suit ∂̄∗∂̄α = 0 et ∂̄∂̄∗α = 0, donc α ∈ Ker(□).

Ker(□) = Ker(∂̄) ∩ Ker(∂̄∗).

Soit α ∈ Ker(∂̄) ∩ Ker(∂̄∗) ⇒ α ∈ Ker(∂̄) et α ∈ Ker(∂̄∗) ⇒ ∂̄α = 0 et ∂̄∗α = 0 .
Puisque Ω est pseudoconvexe borné, alors il existe u tel que ∂̄u = α,

⇒ ∂̄u = α

⇒ ∂̄∗∂̄u = ∂̄∗α = 0

⇒ < ∂̄∗∂̄u, u >= 0

⇒ < ∂̄u, ∂̄u >= 0

⇒ ||∂̄u||2 = 0

⇒ ∂̄u = 0

⇒ α = 0.

Ainsi Ker(∂̄) ∩ Ker(∂̄∗) = {0}, donc Ker(□) = {0}.

Lemme 3.2 Si Ω ⊂ Cn est un domaine pseudoconvexe borné de Cn, alors R(□) est
fermée.

Preuve 3.3 Puisque Ω est un domaine pseudoconvexe borné de Cn, d’après le théorème
(3.1), pour tout f ∈ L2

p,q(Ω) ∩ ker(∂̄) il existe un u ∈ L2
p,q−1(Ω) tel que ∂u = f , et u

satisfait

q
∫

Ω
|u|2dV ≤ eδ2

∫
Ω

|f |2dV

||u||2 ≤ eδ2

q
||∂̄u||2.

Ainsi en posant C =
√

eδ2

q
, on a

||u|| ≤ C||∂̄u||.

D’après le lemme(2.2), R(∂̄) est fermé, par conséquent R(∂̄∗) est aussi fermé et R(∂̄) =
ker(∂̄). Ainsi nous avons la décomposition orthogonale suivante :

L2
p,q(Ω) = ker(∂̄) ⊕ R(∂̄∗) = R(∂̄) ⊕ R(∂̄∗).
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Pour tout f ∈ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗), on a :

f = f1 + f2 où f1 ∈ R(∂̄) et f2 ∈ R(∂̄∗).
On a f1, f2 ∈ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗) et

∂̄f = ∂̄f2 , ∂̄∗f = ∂̄∗f1.

Toujours d’après le Lemme (2.2), on a les estimations suivantes :

1) ∥f∥1 ≤ C∥∂̄f∥2 pour tout f ∈ Dom(∂̄) ∩ R(∂̄∗).

2) ∥f∥2 ≤ C∥∂̄∗f∥1 pour tout f ∈ Dom(∂̄∗) ∩ R(∂̄).
D’après le théorème (3.1), on a :

∥f1∥2 ≤ Cq∥∂̄∗f1∥2 et ∥f2∥2 ≤ Cq+1∥∂̄f2∥2

où Cq = e
δ2

q
est une constante.

Puisque
∂̄f = ∂̄f2 , ∂̄∗f = ∂̄∗f1,

on a
∥f1∥2 ≤ Cq∥∂̄∗f∥2 et ∥f2∥2 ≤ Cq+1∥∂̄f∥2.

Par conséquent, on a :

∥f∥2 = ∥f1∥2 + ∥f2∥2 ≤ Cq∥∂̄∗f∥2 + Cq+1∥∂̄f∥2.

Or Cq = e
δ2

q
, donc Cq > Cq+1 . Ainsi, on a

∥f∥2 ≤ Cq(∥∂̄∗f∥2 + ∥∂̄f∥2) ∀f ∈ Dom(∂̄∗) ∩ Dom(∂̄).

Pour tout f ∈ Dom(□), on a

∥f∥2 ≤ Cq(< ∂̄f, ∂̄f > + < ∂̄∗f, ∂̄∗f >) = Cq(< ∂̄∗∂̄f, f > + < ∂̄∂̄∗f, f >) = Cq < □f, f > .

De plus, l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous permet d’écrire :

Cq < □f, f >≤ Cq∥□f∥∥f∥.

Ainsi

∥f∥2 = ≤ Cq∥□f∥∥f∥

⇒ ∥f∥ = ≤ Cq∥□f∥.

D’où, d’après le lemme (2.2), R(□) est fermée. ■

Définition 3.1 Le problème du ∂-Neumann ( resp. le problème du ∂-Neumann avec
poids) consiste à chercher un opérateur inverse du laplacien, appelé l’opérateur ∂̄-Neumann
et noté Np,q : L2

p,q(Ω) → L2
p,q(Ω) (resp. inverse du laplacien à poids, appelé l’opérateur

∂̄-Neumann à poids et noté Nϕ p,q : L2
p,q(Ω, ϕ) −→ L2

p,q(Ω, ϕ).)
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Remarque 3.1 Puis que L2
p,q(Ω) est un espace de Hilbert et □ un opérateur auto-adjoint

sur L2
p,q(Ω), alors on a la décomposition de Hodge suivante :

L2
p,q(Ω) = Ker(□) ⊕ R(□). (2)

Si Ω est borné, d’après le lemme (3.1) et le lemme(3.2), Ker(□) = {0} et
R(□) = R(□) = Lp,q(Ω), donc □ bijectif.

Théorème 3.2 Soit Ω un domaine pseudoconvexe borné dans Cn, n ≥ 2. Pour tous
0 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ n, il existe un opérateur Np,q : L2

p,q(Ω) → L2
p,q(Ω) tel que :

1. R(Np,q) ⊂ Dom(□).
2. Np,q□ = □Np,q = I où I désigne l’application identité.
3. Pour toute f ∈ L2

p,q(Ω),
f = ∂̄∂̄∗Np,qf ⊕ ∂̄∗∂̄Np,qf.

4. ∂̄Np,q = Np,q+1∂̄, ∀ 1 ≤ q ≤ n − 1 sur Dom(∂̄).
5. ∂̄∗Np,q =Np,q−1∂̄

∗, ∀ 2 ≤ q ≤ n sur Dom(∂̄∗).
6. Soit

δ := sup
z,z

′ ∈Ω
|z − z

′|

le diamètre de Ω, pour toute f ∈ L2
p,q(Ω), on a les estimations suivantes :

∥Np,qf∥ ≤ eδ2

q
∥f∥

∥∂̄Np,qf∥ ≤
√

eδ2

q
∥f∥

∥∂̄∗Np,qf∥ ≤
√

eδ2

q
∥f∥.

Preuve 3.4 On a
□ : Dom(□) ⊂ L2

p,q(Ω) → L2
p,q(Ω).

Par définition, l’opérateur Np,q est l’inverse de □, avec

Np,q : L2
p,q(Ω) → Dom(□) ⊂ L2

p,q(Ω).

Par conséquent, on a (1) et (2).
C’est-à-dire R(Np,q) ⊂ Dom(□) et Np,q□=□Np,q=I.
Montrons la relation (3).
Comme L2

p,q(Ω) est un espace de Hilbert et que ker(□) = {0}, la décomposition de Hodge
nous permet d’avoir la relation suivante :

L2
p,q(Ω) = R(□) = ∂̄∂̄∗(Dom(□)) ⊕ ∂̄∗∂̄(Dom(□)).

Donc ∀f ∈ L2
p,q(Ω) on a

f = ∂̄∂̄∗Np,qf ⊕ ∂̄∗∂̄Np,qf.

Montrons la relation (4).
Soit f ∈ Dom(∂̄), on a :

f = ∂̄∂̄∗Np,qf ⊕ ∂̄∗∂̄Np,qf

∂̄f = ∂̄∂̄∗∂̄Np,qf car ∂̄∂̄∂̄∗Np,qf = 0
Np,q+1∂̄f = Np,q+1∂̄∂̄∗∂̄Np,qf

Np,q+1∂̄f = Np,q+1(∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)∂̄Np,qf
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or Np,q+1(∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄) = I d’après la relation (2).
Donc

Np,q+1∂̄f = ∂̄Np,qf ∀f ∈ Dom(∂̄),
ainsi on a établi

Np,q+1∂̄ = ∂̄Np,q.

Pour obtenir la relation (5), on utilise le même procédé. C’est-à-dire :
soit f ∈ Dom(∂̄∗), on a

f = ∂̄∂̄∗Np,qf ⊕ ∂̄∗∂̄Np,qf

∂̄∗f = ∂̄∗∂̄∂̄∗Np,qf car ∂̄∗∂̄∗∂̄Np,qf = 0
Np,q−1∂̄

∗f = Np,q−1∂̄
∗∂̄∂̄∗Np,qf

Np,q−1∂̄
∗f = Np,q−1(∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)∂̄∗Np,qf

or Np,q−1(∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄) = I d’après la relation (2).
Donc

Np,q−1∂̄
∗f = ∂̄∗Np,qf ∀f ∈ Dom(∂̄∗),

ainsi on a établi
Np,q−1∂̄

∗ = ∂̄∗Np,q.

Enfin montrons la relation(6).
Comme Ω est pseudoconvexe borné alors R(□) fermée, d’après le lemme (2.2) on a :

∥f∥ ≤ Cq∥□f∥ ∀f ∈ Dom(□)

=⇒ ∥Np,qf∥ ≤ Cq∥□Np,qf∥ = Cq∥f∥.

Donc on a la relation suivante :

∥Np,qf∥ ≤ Cq∥f∥.

On a aussi :

∥∂̄Np,qf∥2 + ∥∂̄∗Np,qf∥2 = < ∂̄Np,qf, ∂̄Np,qf > + < ∂̄∗Np,qf, ∂̄∗Np,qf >

= < ∂̄∗∂̄Np,qf, Np,qf > + < ∂̄∂̄∗Np,qf, Np,qf >

= < □Np,qf, Np,qf >

= < f, Np,qf >

≤ ∥f∥∥Np,qf∥.

Or ∥Np,qf∥ ≤ Cq∥f∥, donc

∥∂̄Np,qf∥2 + ∥∂̄∗Np,qf∥2 ≤ Cq∥f∥2. (3)

D’après (3) on a :

∥∂̄Np,qf∥2 ≤ Cq∥f∥2 et ∥∂̄∗Np,qf∥2 ≤ Cq∥f∥2.

Ainsi, on obtient les deux résultats suivants :

∥∂̄Np,qf∥ ≤
√

Cq∥f∥ et ∥∂̄∗Np,qf∥ ≤
√

Cq∥f∥ ∀f ∈ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗).

Remarque 3.2 Puisque f est quelconque dans L2
p,q(Ω), alors ∂̄Np,q et ∂̄∗Np,q sont des

opérateurs bornés.
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Remarque 3.3 1) Si l’opérateur Np,q existe avec les propriétés du Théorème (3.2),
alors pour tout u ∈ L2

p,q(Ω) ∩ ker(∂̄), il existe v ∈ L2
p,q−1(Ω) telle que ∂̄v = u sur Ω.

En effet

u = ∂̄∂̄∗Np,qu + ∂̄∗∂̄Np,qu
= ∂̄∂̄∗Np,qu + ∂̄∗Np,q+1∂̄u
= ∂̄∂̄∗Np,qu

car Np,q+1∂̄u = 0.
2) L’opérateur Nϕ p,q a des propriétés analogues à celles de l’opérateur Np,q énumérées

au Théorème (3.2) et on obtient une solution canonique v = ∂̄∗Nϕ p,qu de l’équation
∂̄ v = u ∀u ∈ L2

ϕ,p,q(Ω) ∩ ker(∂̄).

Dans la suite, la donnée f est une (0, q)-forme différentielle et on notera Nq au lieu de N0,q

l’opérateur ∂̄-Neumann.

Définition 3.2 Soit T un opérateur sur L2
0,q(Ω).

On appelle projection orthogonale noté Hq, l’application définie de L2
0,q(Ω) à valeurs dans

Ker(T ).
Si q = 0, on l’appelle la projection de Bergman.

Théorème 3.3 Sous les hypothèses du théorème (3.2), on a les égalités suivantes dans
L2

0,q(Ω) :
i) □Nq = Nq□ = I − Hq,

ii) HqNq = NqHq = 0,

Preuve 3.5 La preuve est une conséquence du Théorème (3.2). Du fait que le domaine
est pseudoconvexe borné alors ker(□) = {0}, donc la projection orthogonale est dans ce
cas l’application nulle.

Théorème 3.4 Soient X une variété Hermitienne et Ω ∈ X un domaine pseudoconvexe
relativement compact. Supposons que R(□) est fermé et soit

Sq = ∂̄∗Nq+1 : L2
0,q+1(Ω) → L2

0,q(Ω)

l’opérateur solution canonique. Alors

f − Hqf = Sq∂̄f + S∗
q−1∂̄

∗f

pour tout f ∈ L2
0,q(Ω) ∩ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗).

Nq = SqS
∗
q + S∗

q−1Sq−1.

Preuve 3.6 D’après le théorème (3.2), Sq est un opérateur borné, pour 0 ≤ q ≤ n − 1.
Son adjoint est donné par :

S∗
q = (∂̄∗Nq+1)∗ = Nq+1∂̄ = ∂̄Nq.

Soit f ∈ L2
0,q(Ω) ∩ Dom(∂̄) ∩ Dom(∂̄∗). On sait que

Nq□ = □Nq = I − Hq,
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alors

(I − Hq)f = □Nqf

f − Hqf = (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)Nqf

= ∂̄∂̄∗Nqf + ∂̄∗∂̄Nqf

= ∂̄Nq−1∂̄∗f + ∂̄∗Nq+1∂̄f

= S∗
q−1∂̄

∗f + Sq∂̄f

= (S∗
q−1∂̄

∗ + Sq∂̄)f. (4)

En remplaçant f par Nqf dans l’égalité (4), on a

(I − Hq)Nqf = (S∗
q−1∂̄

∗ + Sq∂̄)Nqf

Nqf − HqNqf = S∗
q−1∂̄

∗Nqf + Sq∂̄Nqf

Nqf = S∗
q−1Sq−1f + SqS

∗
q f, car HqNqf = 0

= (S∗
q−1Sq−1 + SqS

∗
q )f

donc

Nq = S∗
q−1Sq−1 + SqS

∗
q . ■ (5)

On a ainsi une expression de l’opérateur ∂̄-Neumann en fonction de l’opérateur solution
canonique et de son adjoint dans un domaine pseudoconvexe relativement compact à bord
lisse d’une variété hermitienne.

3.2 Cas de la boule unité de Cn.
Nous allons dans cette partie réécrire l’expression de l’opérateur ∂̄-Neumann de la

relation (5) dans le cas où le domaine est la boule unité de Cn.
Soit D la boule unité de Cn, alors

D = {z ∈ Cn : |z| < 1},

avec r(z) = |z|2 − 1 la fonction définissante.

Définition 3.3 [2] Soit D un domaine de Cn. On note H(D) l’ensemble des fonctions
holomorphes de carré intégrable. L’ensemble H(D) est un sous espace de L2(D), et est lui
même un espace de Hilbert. Si D est borné, on a

∧ω : H(D) −→ C

f 7−→ f(ω)

avec ω ∈ C.
Selon l’estimation de Cauchy

|f(ω)| = cd(ω)−n||f ||L2(D)
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où c est une constante qui ne dépend que de n et d(ω) une distance sur D. Ainsi d’après le
théorème de représentation de Riez, il existe un élément unique, noté KD(., ω) dans H(D)
tel que

f(ω) = ∧ω(f) = (f, KD(., ω)) =
∫

D
f(z)KD(z, ω)dVz

pour tout f ∈ H(D).
La fonction KD(z, ω) ainsi définie est appelée fonction noyau de Bergman sur D.

Dans le but d’écrire les expressions des (0, q)-formes différentielles dans L2(D), nous
rappelons d’abord les formules de base et les noyaux introduits dans [8].
Soient W une (1,0)-forme différentielle donnée par

W = ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >) , (6)

et Ω0(W ) une double forme différentielle donnée par

Ω0(W ) = (2iπ)−nW ∧ (∂̄ξW )n−1

= (2iπ)−nW ∧
(

∂̄(∂r(ξ))(1− < z, ξ >) − ∂̄ξ(1− < z, ξ >) ∧ ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >)2

)n−1

= (2iπ)−nW ∧
( ∂̄∂r(ξ)(1− < z, ξ >) +∑n

j=1 zjdξ̄j ∧ ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >)2

)n−1

= (2iπ)−n ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >) ∧

(
∂̄∂r(ξ)

(1− < z, ξ >) +
∑n

j=1 zjdξ̄j ∧ ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >)2

)n−1
.

On sait que (a + b)n =
n∑

k=0
Ck

nakbn−k (la formule du binôme de Newton).

On note aussi ∀ t ∈ N et r ∈ N∗ tel que t + r = n − 1.

∂r(ξ)
(1− < z, ξ >) ∧

(
∂̄∂r(ξ)

(1− < z, ξ >)

)t

∧
(∑n

j=1 zjdξ̄j ∧ ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >)2

)r

= 0

si r ̸= 0 du fait du caractère alterné du produit vectoriel (∂r(ξ) ∧ ∂r(ξ) = 0). Si r = 0
c’est-à-dire t = n − 1, alors

Ω0(W ) = (2iπ)−n ∂r(ξ)
(1− < z, ξ >) ∧

(
∂̄∂r(ξ)

(1− < z, ξ >)

)n−1
,

d’où

Ω0(W ) = (2iπ)−nW ∧ (∂̄ξW )n−1 = (2iπ)−n ∂r ∧ (∂̄∂r(ξ))n−1

(1− < z, ξ >)n
. (7)

Avec ces choix de W et Ω0(W ), le noyau de Bergmann KD est donné par

KD(z, ξ) = ⋆∂ξΩ0(W )

où ⋆ est l’isomorphisme de Hodge.
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Ω0(W ) =
(

(2iπ)−n
∂r(ξ) ∧ (∂̄∂r(ξ))n−1

(1− < z, ξ >)n

)

= (2iπ)−n ∂̄r(ξ) ∧ (∂∂̄r(ξ))n−1

(1− < ξ, z >)n

On a

∂̄r(ξ) =
n∑

k=1
ξkdξ̄k

∂∂̄r(ξ) =
n∑

j=1

n∑
k=1

εj
kdξj ∧ dξ̄k

et d’après [8]

(∂∂̄r(ξ))n−1 = (
n∑

j=1

n∑
k=1

εj
kdξj ∧ dξ̄k)n−1

= (n − 1)!
′∑

|J |=n−1

′∑
|K|=n−1

εJ
KdξJ ∧ dξ̄K

en remplaçant ces expressions dans Ω0(W ), on a

Ω0(W ) = (2iπ)−n ∂̄r(ξ) ∧ (∂∂̄r(ξ))n−1

(1− < ξ, z >)n

= (2iπ)−n

∑n
k=1 ξkdξ̄k

(1− < ξ, z >)n
∧ (n − 1)!

′∑
|J |=n−1

′∑
|K|=n−1

εJ
KdξJ ∧ dξ̄K

(1− < ξ, z >)n

= (2iπ)−n(n − 1)!
′∑

|J |=n−1

′∑
|K|=n

∑n
k=1 εJk

K ξkdξJ ∧ dξ̄

(1− < ξ, z >)n

∂ξΩ0(W ) = ∂ξ

(
(2iπ)−n(n − 1)!

′∑
|J |=n−1

′∑
|K|=n

∑n
k=1 εJk

K ξkdξJ ∧ dξ̄

(1− < ξ, z >)n

)

= (2iπ)−n(n − 1)!
′∑

|J |=n

′∑
|K|=n

∑n
j,k=1 εJ

Kεj
kdξ ∧ dξ̄(1− < ξ, z >)n

(1− < ξ, z >)2n

+(2iπ)−n(n − 1)!n
∑n

j=1 z̄jdξj(1− < ξ, z >)n−1

(1− < ξ, z >)2n
∧

′∑
|J |=n−1

′∑
|K|=n

∑n
k=1 εJk

K ξkdξJ ∧ dξ̄

(1− < ξ, z >)2n

= (2iπ)−n(n − 1)!
′∑

|J |=n

′∑
|K|=n

∑n
j,k=1 εJ

Kεj
kdξ ∧ dξ̄

(1− < ξ, z >)n

+(2iπ)−n(n − 1)!n
′∑

|J |=n

′∑
|K|=n

∑n
j,k=1 εJ

Kεj
kz̄jξkdξ ∧ dξ̄

(1− < ξ, z >)n+1 .

Or
′∑

|J |=n

′∑
|K|=n

ϵJ
Kdξ ∧ dξ̄ = (2i)ndV,
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l’expression devient

∂ξΩ0(W ) = (2iπ)−n(n − 1)!( n(2i)ndV

(1− < ξ, z >)n
+ n < ξ, z > (2i)ndV

(1− < ξ, z >)n+1

= π−nn! (1− < ξ, z >)dV + < z, ξ > dV

(1− < ξ, z >)n+1

= π−nn! dV

(1− < ξ, z >)n+1

KD(z, ξ) = ⋆∂ξΩ0(W )

= ⋆( n!
πn

dV

(1− < ξ, z >)n+1 )

= n!
πn

⋆dV

(1− < ξ, z >)n+1 .

D’où

KD(z, ξ) = n!
πn

1
(1− < ξ, z >)n+1 , car ⋆ dV = 1.

Soit Lq une forme différentielle donnée par

Lq =
n−q−2∑

µ=0
γµ,qCµ,q

avec

Cµ,q =
′∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

ξjzjdξijq ∧ dzq

(1− < ξ, z >)µ+1 [|ξ − z|2 + r(ξ)r(z)]n−µ−1

et γµ,q une constante réelle convenablement choisie.
Soit ωq une forme différentielle donnée par

ωq = 2−qω
′∑

|J |=q

dξ̄J ∧ dzJ (8)

avec

ω(ξ, z) =


− 1

2π
log|ξ − z|2 si n = 1

(n − 2)!
2πn

1
|ξ − z|2n−2 si n > 1

la solution fondamentale du laplacien ou encore appelé le noyau de Green.
On pose

Cµ,q =
′∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

mijd ¯ξijQdzQ

où
mij = ξizjϕ̄−(µ+1)b−(n−µ−1)

avec
ϕ̄ = (1− < ξ, z >) et b = |ξ − z|2 + r(ξ)r(z).

Posons

mijkl = ∂2

∂ξl∂ξ̄k

mij et pijkl = ∂2

∂zl∂ξ̄k

mij . (9)

Pour démontrer le Lemme principal, on a besoin des résultats suivants :
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Lemme 3.3 Pour Q et K fixes, avec |Q| = q et |K| = q + 2

SK,Q =
∑
L

i,j,k,l

εijQ
lL εK

kLmijkl = 0. (10)

Preuve 3.7 On remarque que εijQ
lL εK

kL ̸= 0, si |Q ∩ K| ≥ q − 1.
Il n’y a donc que deux cas non triviaux à considérer :
Cas A : Si Q ⊂ K, on a comme ensemble K = {α, β} ∪ Q
Cas B : Si Q ∩ K = J où |J | = q − 1, K = {α, β, ν} ∪ J et Q = {λ} ∪ J où λ ̸∈ {α, β, ν}.

Considérons d’abord le Cas A.
Après permutation, on peut supposer que K = αβQ. Dans la somme (10), on sépare les termes
avec k = l de ceux avec k ̸= l.
Si k = l,

0 ̸= εijQ
lL εαβQ

lL = εαβ
ij .

Pour l ∈ K, L est alors complètement déterminé par l ; ces termes donnent donc∑
l∈K

i,j

εαβ
ij mijkl =

∑
l∈K

(mαβll − mβαll). (11)

Si k ̸= l,
0 ̸= εijQ

lL εαβQ
kL = −εlαβ

ijk .

Pour l ̸∈ K, L est alors complètement déterminé par i et j ; donc les termes avec k ̸= l conduisent
à : ∑

l ̸∈K

l ̸=k

i,j

−εlαβ
ijk mijkl =

∑
l ̸∈K

(mαlβl + mlβαl − mlαβl − mβlαl). (12)

Calculons maintenant mijkl.
On a :

mijkl = ∂2

∂ξl
∂ξ̄k

mij

= ∂

∂ξl

∂

∂ξ̄k

ξizjϕ̄−(µ+1)b−(n−µ−1)

= −(n − µ − 1) ∂

∂ξl

[
ξizj

(
(ξk − zk) − ξk(|z|2 − 1)

)
ϕ̄−(µ+1)b−(n−µ−1)−1

]
= (−n + µ + 1) ∂

∂ξl

[(
ξizjξk − ξizjzk + ξizjξk|z|2 − ξizjξk

)
ϕ̄−(µ+1)b−(n−µ)

]
= (−n + µ + 1)

(
− δilzjzk + δilzjξk|z|2 + δlkξi|z|2

)
ϕ̄−(µ+1)b−(n−µ)

+(−n + µ + 1)(µ + 1)z̄l

(
− ξizjzk + ξizjξk|z|2

)
ϕ̄−(µ+2)b−(n−µ)

−(−n + µ + 1)(n − µ)
(
ξ̄l − z̄l + ξ̄l(|z|2 − 1)

)(
− ξizjzk + ξizjξk|z|2

)
ϕ̄−(µ+2)b−(n−µ)

= (n − µ − 1)
(
δilzj(zk − ξk|z|2) − ξizjδkl|z|2

)
ϕ̄−(µ+1)b−(n−µ)
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+(n − µ − 1)(µ + 1)
(
z̄lξizjzk − z̄lξizjξk|z|2

)
ϕ̄−(µ+2)b−(n−µ)

+(n − µ − 1)(n − µ)
(
ξizj(zkz̄l − zkξ̄l|z|2 − z̄lξk|z|2 + ξkξ̄l|z|4)

)
ϕ̄−(µ+1)b−(n−µ+1).

Posons

H1 = n − µ − 1
ϕµ+1bn−µ

H2 = (µ + 1)(n − µ − 1)
ϕµ+2bn−µ

H3 = (n − µ)(n − µ − 1)
ϕµ+1bn−µ+1 , (13)

alors

mijkl = H1
[
δilzj(zk − ξk|z|2) − ξizjδkl|z|2

]
+H2

[
z̄lξizjzk − z̄lξizjξk|z|2

]
+H3

[
ξizj(zkz̄l − zkξ̄l|z|2 − z̄lξk|z|2 + ξkξ̄l|z|4)

]
,

(14)

où δij est le symbole de Kronecker.
Pour k=l

SαβQ,Q =
∑
l∈K

(mαβll − mβαll) (15)

en remplaçant les mijkl par leurs valeurs de la relation (14) dans la relation (15) et en combinant
les termes avec H1, H2 resp H3, et comme ils sont constants par rapport à l, on peut donc poser :

SαβQ,Q = H1S1 + H2S2 + H3S3.

Déterminons les termes S1, S2, et S3 :

S1 =
∑

l

(δαl(zβzl − zβξl|z|2) − δllξαzβ|z|2 − δβl(zαzl − zαξl|z|2) + δllξβzα|z|2)

=
∑

l

(δαl(zβzl − zβξl|z|2) − δβl(zαzl − zαξl|z|2)) +
∑

l

(δllξβzα|z|2 − δllξαzβ|z|2)

=
∑

l

(δαl(zβzl − zβξl|z|2) − δβl(zαzl − zαξl|z|2)) + (ξβzα|z|2 − ξαzβ|z|2)
∑

l

(1).

= (zβzα − zβξα|z|2) − (zαzβ − zαξβ|z|2) + n(ξβzα|z|2 − ξαzβ|z|2)
= −ξαzβ|z|2 + ξβzα|z|2 + n(ξβzα|z|2 − ξαzβ|z|2)
= (n + 1)(ξβzα|z|2 − ξαzβ|z|2)
= −(n + 1)(ξαzβ|z|2 − ξβzα|z|2).

NB : l parcourt l’ensemble K, comme α et β sont des éléments de K, si l coïncide avec α et avec
β alors δαl = δβl = 1 et sinon δαl = δβl = 0.

S2 =
∑

l

(z̄lξαzβzl − z̄lξαzβξl|z|2 − z̄lξβzαzl + z̄lξβzαξl|z|2)

= (ξαzβ − ξβzα)
∑

l

(z̄lzl − z̄lξl|z|2)

= (ξαzβ − ξβzα)(|z|2 − |z|2
∑

l

z̄lξl)
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= |z|2(ξαzβ − ξβzα)(1− < ξ, z >)

= |z|2(ξαzβ − ξβzα)ϕ̄,

et

S3 =
∑

l

(ξαzβ − ξβzα)(z̄lzl − zlξ̄l|z|2 − z̄lξl|z|2 + ξ̄lξl|z|4)

= (ξαzβ − ξβzα)
(∑

l

z̄lzl − |z|2
∑

l

(zlξ̄l + z̄lξl) + |z|4
∑

l

ξ̄lξl

)
= (ξαzβ − ξβzα)

(
|z|2 − |z|2

∑
l

(zlξ̄l + z̄lξl) + |ξ|2|z|4
)

= |z|2(ξαzβ − ξβzα)
(
1 + |ξ|2|z|2 −

∑
l

(zlξ̄l + z̄lξl)
)

= |z|2(ξαzβ − ξβzα)
(
1 + |ξ|2|z|2 + |ξ − z|2 − |ξ|2 − |z|2

)
= |z|2(ξαzβ − ξβzα)

(
|ξ − z|2 + (|ξ|2 − 1)(|z|2 − 1)

)
= |z|2(ξαzβ − ξβzα)

(
|ξ − z|2 + r(ξ)r(z)

)
= |z|2(ξαzβ − ξβzα)b.

Ainsi, on a :

SαβQ,Q = −(n + 1)|z|2(ξαzβ − ξβzα)H1 + |z|2(ξαzβ − ξβzα)ϕ̄H2 + |z|2(ξαzβ − ξβzα)bH3

= |z|2(ξαzβ − ξβzα)
(

− (n + 1)H1 + ϕH2 + bH3
)
.

(16)

Or (
− (n + 1)H1 + ϕH2 + bH3

)
=

(
− (n + 1)n − µ − 1

ϕ
µ+1

bn−µ
+ ϕ

(µ + 1)(n − µ − 1)
ϕ

µ+2
bn−µ

+b
(n − µ)(n − µ − 1)

ϕ
µ+1

bn−µ+1

)
=

(−(n + 1)(n − µ − 1)
ϕ

µ+1
bn−µ

+ (µ + 1)(n − µ − 1)
ϕ

µ+1
bn−µ

+(n − µ)(n − µ − 1)
ϕ̄µ+1bn−µ

)
=

(
− (n + 1)(n − µ − 1) + (µ + 1)(n − µ − 1)

+(n − µ)(n − µ − 1)
)
ϕ

−(µ+1)
b−(n−µ)

= 0,

d’où
SαβQ,Q = 0.
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Pour k ̸= l, on a :

SαβQ,Q =
∑
l ̸∈K

l ̸=k

i,j

−εlαβ
ijk mijkl

=
∑

l

(mαlβl + mlβαl − mlαβl − mβlαl)

=
∑

l

(mαlβl − mlαβl) +
∑

l

(mlβαl − mβlαl).

Ici on a deux sommations presque identiques avec celui du cas k = l, par analogie

SαβQ,Q = 0.

Ce qui prouve la relation (10) dans le cas A.

Considérons maintenant le cas B. Après permutation on peut supposer

K = αβνJ, Q = λJ et λ ̸∈ K.

Cela implique que
εijλJ

lL εαβνJ
kL ̸= 0

seulement pour l = λ, alors

SK,Q =
∑
i,j,k

L

εijλJ
λL εαβνJ

kL mijkλ

=
∑

i,j ̸=λ

k ̸=λ

εαβν
kij mijkλ.

=
∑

λ

(mβναλ − mνβαλ + mναβλ − mανβλ + mαβνλ − mβανλ). (17)

Calculons mijkλ. D’après la relation (14) on voit que pour i, j, k ̸= λ

mijkλ = H1
[
δiλzj(zk − ξk|z|2) − ξizjδkλ|z|2

]
+ H2

[
z̄λξizjzk − z̄λξizjξk|z|2

]
+H3

[
ξizj(zkz̄λ − zkξ̄λ|z|2 − z̄λξk|z|2 + ξkξ̄λ|z|4)

]
= H2z̄λξizjzk − H2z̄λξizjξk|z|2 + H3ξizjzkz̄λ − H3ξizjzkξ̄λ|z|2

−H3ξizj z̄λξk|z|2 + H3ξizjξkξ̄λ|z|4

= zjzk(H2z̄λξi + H3ξiz̄λ − H3ξiξ̄λ|z|2) + ξiξk(H3zj ξ̄λ|z|4 − H2z̄λzj |z|2 − H3zj z̄λ|z|2)

= zjzkfλi + ξiξkgλj , (18)

avec

fλi = H2z̄λξi + H3ξiz̄λ − H3ξiξ̄λ|z|2 et gλj = H3zj ξ̄λ|z|4 − H2z̄λzj |z|2 − H3zj z̄λ|z|2.

On a, fλi est indépendante de j et de k. Et aussi gλj est indépendante de i et de k. Donc la
relation (18) montre que mijkλ est la somme d’un terme symétrique entre j, k et d’un terme
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symétrique entre i, k.
Ainsi de la relation (17) devient :

SK,Q =
∑

λ

(
(zνzαfλβ + ξαξβgλν) − (zβzαfλν + ξνξαgλβ) + (zαzβfλν + ξνξβgλα)

−(zνzβfλα + ξαξβgλν) + (zβzνfλα + ξαξνgλβ) − (zαzνfλβ + ξβξνgλα)
)

=
∑

λ

(
zνzαfλβ + ξαξβgλν − zβzαfλν − ξνξαgλβ + zαzβfλν + ξνξβgλα

−zνzβfλα − ξαξβgλν + zβzνfλα + ξαξνgλβ − zαzνfλβ − ξβξνgλα

)
= 0 (19)

Ceci achève la preuve du lemme (3.3). ■

Lemme 3.4 Pour L et K fixes, avec |L| = q + 1 et |K| = q + 3

RK,L =
∑
Q

i,j,k,Q

εK
kijQεL

lQpijkl = 0. (20)

Preuve 3.8 En faisant le changement de variable L=Q, on voit que le lemme (3.4) est identique
au lemme (3.3) mais avec l’augmentation des longueurs des ensembles Q et K. Ainsi la preuve
est similaire à celui du lemme (3.3).

Définition 3.4 [8] L’adjoint formel de l’opérateur de Cauchy-Riemann ∂̄ pour les formes
différentielles de classe C1 à support compact noté ϑ est défini par

ϑ : L2
0,q(Ω) → L2

0,q−1(Ω)

et vérifie
(∂̄f, g) = (f, ϑg).

On a :
ϑ(
∑
A

fAdz̄A) = −2
∑
A,k

εA
kK

∂fA

∂zk
dz̄K .

Lemme 3.5 [8] Soient ξ, z ∈ Ω et ωq une double forme différentielle définie par la relation (8),
pour n > q ≥ 1 alors :

ϑξωq = ∂zωq−1.

Preuve 3.9 Soit

ωq(ξ, z) = 2−qω
∑

|J |=q

dξ̄J ∧ dzJ = 2−q
∑

|J |=q

(n − 2)!
2πn

1
|ξ − z|2n−2 dξ̄J ∧ dzJ .

En lui appliquant l’adjoint formel, on a :

ϑξωq(ξ, z) = 2−q (n − 2)!
2πn

ϑξ(
∑

|J |=q

1
|ξ − z|2n−2 dξ̄J ∧ dzJ)

= 2−q (n − 2)!
2πn

(−2)
∑

|J |=q

∑
1≤k≤n

∂

∂ξk
( 1
|ξ − z|2n−2 )εJ

jKdξ̄K ∧ dzJ

= 2−q (n − 2)!
2πn

(−2)
∑

|J |=q

∑
1≤k≤n

εJ
jK

∂

∂ξk
(|ξ − z|2(|ξ − z|2)−n)dξ̄K ∧ dzJ
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= 2−q (n − 2)!
πn

∑
|J |=q

∑
1≤k≤n

εJ
jK

(
− (ξ̄k − z̄k)(|ξ − z|2)−n

+n((ξ̄k − z̄k)|ξ − z|2(|ξ − z|2)−n−1
)
dξ̄K ∧ dzJ

= 2−q (n − 2)!
πn

∑
|J |=q

∑
1≤k≤n

εJ
jK

(
(n − 1)(ξ̄k − z̄k)|ξ − z|−2n

)
dξ̄K ∧ dzJ

= 2−q (n − 1)!
πn

∑
|J |=q

∑
1≤k≤n

εJ
jK

(
(ξ̄k − z̄k)|ξ − z|−2n

)
dξ̄K ∧ dzJ .

Par analogie à ωq, on connaît la formule de ωq−1, ainsi

∂zωq−1(ξ, z) = 2−q+1 (n − 2)!
2πn

∂z

∑
|J |=q−1

1
|ξ − z|2n−2 dξ̄J ∧ dzJ

= 2−q+1 (n − 2)!
2πn

∑
|J |=q−1

∑
1≤k≤n

∂

∂zk

(|ξ − z|2(|ξ − z|2)−n)dzK ∧ dξ̄J ∧ dzJ

= 2−q (n − 2)!
πn

∑
|J |=q

∑
1≤k≤n

εJ
jK

(
(n − 1)(ξ̄k − z̄k)|ξ − z|−2n

)
dξ̄K ∧ dzJ

= 2−q (n − 1)!
πn

∑
|J |=q

∑
1≤k≤n

εJ
jK

(
(ξ̄k − z̄k)|ξ − z|−2n

)
dξ̄K ∧ dzJ .

On obtient ainsi l’égalité du lemme (3.5). ■

Nous pouvons ainsi énoncer le lemme principal.

Lemme 3.6 (principal)
∂̄ξ(ϑξLq) = ∂̄ξ(∂zLq) = 0

sur D × D pour tout q.

Preuve 3.10 Rappelons que

Lq =
n−q−2∑

µ=0
γµ,qCµ,q,

avec γµ,q une constante réelle convenablement choisie.
La démonstration du lemme principal revient à montrer que

∂̄ξ(ϑξCµ,q) = ∂̄ξ(∂zCµ,q) = 0.

En fixant µ et q dans la suite, on écrit

Cµ,q =
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

mijdξ̄ijQdzQ

où
mij = ξizjϕ̄−(µ+1)b−(n−µ−1).

Calculons alors ∂̄ξ(ϑξCµ,q) et ∂̄ξ(∂zCµ,q).

∂̄ξϑξCµ,q = ∂̄ξϑξ

( ∑
|Q|=q

1≤i,j≤n

mijdξ̄ijQdzQ
)
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= ∂̄ξ

∑
|Q|=q

1≤i,j≤n

(−2
∑

l

εijQ
lL

∂

∂ξl
mijdξ̄L ∧ dzQ)

= −2
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

εijQ
lL

∂

∂ξ̄k

∂

∂ξl
mijdξ̄k ∧ dξ̄L ∧ dzQ

= −2
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

εijQ
lL εL

kK

∂2

∂ξl∂ξ̄k

mijdξ̄K ∧ dzQ

d’après la relation (9)

∂̄ξϑξCµ,q = −2
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

εijQ
lL εK

kLmijkldξ̄K ∧ dzQ. (21)

Et

∂̄ξ∂zCµ,q = ∂̄ξ∂z

∑
|Q|=q

1≤i,j≤n

mijdξ̄ijQdzQ

= ∂̄ξ

∑
|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l

∂zl
mij ∧ dξ̄ijQdzQ

= ∂̄ξ

∑
|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

( ∂

∂zl
mijdzl ∧ dξ̄ijQ ∧ dzL)

= ∂̄ξ

∑
|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l

(εL
lQ

∂

∂zl
mijdξ̄ijQ ∧ dzL)

=
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

εL
lQ

∂

∂ξ̄k

∂

∂zl
mijdξ̄k ∧ dξ̄ijQ ∧ dzL

=
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

εK
kijQεQ

lL∂ξ̄∂zmijdξ̄K ∧ dzL.

D’après la relation (9)

∂̄ξ∂zCµ,q =
∑

|Q|=q

1≤i,j≤n

∑
l,k

εK
kijQεL

lQpijkldξ̄K ∧ dzL. (22)

Les sommes sont prises sur tous les indices strictement croissants l, k ⊂ (1, · · · , n) avec |Q| = q,
|L| = q + 1 et |K| = q + 2 dans (21), respectivement |K| = q + 3 dans (22). Et i,j sont entre 1 et
n.
Ainsi ∂̄ξϑξCµ,q = 0 et ∂̄ξ∂zCµ,q = 0, respectivement d’après le lemme (3.3) et le lemme (3.4).
■
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Définition 3.5 [8] Un noyau Γ(ξ, z) sur D̄ × D̄ est dit admissible simple de classe C1 si Γ est
de classe C1 sur D̄ × D̄ − {(ξ, z) : ξ = z ∈ bD}, et si pour chaque p ∈ bD, il existe un voisinage
U de p tel que Γ ait une représentation

Γ = εjr(ξ)s1r(z)s2

bt0ϕt1 ϕ̄t2ϕ∗t3 ϕ̄∗t4
sur (U × U) ∩ (D̄ × D̄) (23)

pour certains entiers naturels j, s1, s2, t0, · · · , t4. Si t0 = 0, on dit que Γ est pur.

Définition 3.6 [8] Un noyau admissible simple Γ est d’ordre λ, si pour tout p ∈ bD il a une
représentation (23) avec les propriétés suivantes :

1. si m =
4∑

j=1
tj − s1 − s2 ≥ 0, alors

2n + min(2, m) + j − 2(t0 + m) ≥ λ.

2. si m < 0, alors
2n + j + |m| − 2t0 ≥ λ.

Remarque 3.4 Un noyau Γ est dit admissible s’il peut s’écrire sous la forme d’une somme finie
de noyaux admissibles simples. Γ est de classe C1 s’il est une somme de termes de classe C1. Une
forme double est admissible si tous ses coefficients sont admissibles.

Théorème 3.5 [8]
i) Si f ∈ C1(D̄), alors

f = (∂̄f, ϑξL0 − ∗Ω0(W ) + ∂̄ω0) + (f, KD);

ii) Si q ≥ 1 et f ∈ C1
0,q(D̄) ∩ Dom∂̄∗, alors

f = (∂̄f, ϑξLq − ∂zLq−1 + ∂̄ξωq) + (∂̄∗f, ϑ̄ξL∗
q−1 + ϑzωq−1).

Définition 3.7 L’opérateur intégral

Tq : L2
0,q+1(D) −→ L2

0,q(D)

est défini par :
Tn = 0,

T0f =
(
f, ϑξL0 − ∗Ω0(W ) + ∂̄ξω0

)
D

(24)

et pour 1 ≤ q < n, par

Tqf =
(
f, ϑξLq − ∂zLq−1 + ∂̄ξωq

)
D

. (25)

Corollaire 3.1 (cf [8]) Soit Tq : L2
0,q+1(D) −→ L2

0,q(D) un opérateur linéaire défini par

Tqf(z) = (f, Γ(., z))D

où Γ est une forme double sur D × D, dont tous les coefficients sont des noyaux admissibles de
classe C1. Alors

1. si Γ est pur, Tq se prolonge en un opérateur borné,

2. si ordre de Γ ≥ 1, Tq est borné en norme L2, et lisse d’ordre 1
2 dans le sens suivant :

|(Tqf)(z) − (Tqf)(z′)| = c|f |L∞ |z − z′|
1
2 , z, z′ ∈ D.
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Le corollaire (3.1) montre que le noyau de Tq est composé de termes admissibles d’ordre ≥1, et
de ∂̄ξωq.

D’après le théorème (3.5) et la relation (24) respectivement (25), on a la formule de représentation
suivante, pour f ∈ C1

0,q(D̄) ∩ Dom∂̄∗

si q = 0

f = (∂̄f, ϑξL0 − ∗Ω0(W ) + ∂̄ξω0) + (f, KD)

f = T0∂̄f + (f, KD)

f − (f, KD) = T0∂̄f ; (26)

et si 1 ≤ q

f = (∂̄f, ϑξLq − ∂zLq−1 + ∂̄ξωq) + (∂̄∗f, ϑ̄ξL∗
q−1 + ϑzωq−1)

= Tq∂̄f + (∂̄∗f, ϑ̄ξL∗
q−1 + ϑzωq−1). (27)

Nous voulons maintenant mettre la relation (27) sous la forme plus symétrique, par analogie
avec la formule générale de la relation (4).

Lemme 3.7 Si q ≥ 1 et f ∈ C1
0,q(D̄) ∩ Dom∂̄∗, alors

f = Tq∂̄f + T ∗
q−1∂̄∗f. (28)

Preuve 3.11 Soit T ∗
q−1 l’adjoint de Tq−1. T ∗

q−1 est un opérateur intégral et son noyau est donné
par :

ϑ̄ξL∗
0 − ∗zΩ∗

0(W ) + ∂zω0, si q = 1

et
ϑ̄zL∗

q−1 − ϑ̄ξL∗
q−2 + ∂zωq−1, si q ≥ 2.

De la relation (6), on a

Ω∗
0(W ) = (2πi)−n (∂∂̄r) ∧ ∂̄r

(1− < ξ, z >)n
,

est holomorphe en ξ, par conséquent si f ∈ Dom∂̄∗ alors

(∂̄∗f, ∗zΩ∗
0(W )) = (f, ∂̄ξ∗zΩ∗

0(W )) = 0,

de plus
(∂̄∗f, ∂̄L∗

q−2) = (f, ∂̄ξ∂̄ξL∗
q−2) = 0.

T ∗
q−1 est défini par :

T ∗
q−1f = (f, ϑzL∗

q−1 + ∂ξωq−1),

ainsi

T ∗
q−1∂̄∗f = (∂̄∗f, ϑzL∗

q−1 + ∂ξωq−1),

d’après le lemme (3.5) ∂zωq−1 = ϑξωq

T ∗
q−1∂̄∗f = (∂̄∗f, ϑzL∗

q−1 + ϑξωq). (29)

D’après les relations (25) et (27), on a :

f = Tq∂̄f + (∂̄∗f, ϑ̄ξL∗
q−1 + ϑξωq)

= Tq∂̄f + T ∗
q−1∂̄∗f ; (30)

d’où l’égalité (28). ■
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Comme dans un domaine pseudoconvexe la projection orthogonale du laplacien est une application
nulle ; en comparant les relations (4) et (28), on a Tq = Sq, et d’après la relation (28), Tq = ∂̄∗N
sur l’image R(∂̄). En effet, en remplaçant f par ∂̄∗N∂̄f dans la relation (30), on a :

∂̄∗N∂̄f = Tq∂̄(∂̄∗N∂̄f) + T ∗
q−1∂̄∗(∂̄∗N∂̄f)

= Tq(∂̄∂̄∗N∂̄f) + T ∗
q−1(∂̄∗∂̄∗N∂̄f)

= Tq(∂̄∂̄∗N∂̄f) car ∂̄∗∂̄∗ = 0

= Tq(∂̄∂̄∗N∂̄f) + Tq(∂̄∗∂̄N∂̄f) − Tq(∂̄∗∂̄N∂̄f)

= Tq((∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)N∂̄f) − Tq(∂̄∗N∂̄∂̄f)

= Tq(□N∂̄f) car ∂̄∂̄ = 0

= Tq∂̄f.

On obtient l’égalité sur R(∂̄).
Le cas général est de montrer l’égalité sur l’espace L2. Le résultat est le suivant :

Théorème 3.6 L’opérateur ∂̄∗Nq+1 correspond avec l’opérateur intégral Tq, défini par les
relations (24), resp (25) sur tout L2

0,q+1(D).

Preuve 3.12 D’après [6], L2
0,q+1(D) = R(∂̄) ⊕ R(∂̄∗). Puisque Tq = ∂̄∗Nq+1 sur R(∂̄), il suffit

de prouver que ∂̄∗Nq+1 est nul sur R(∂̄∗), c’est-à-dire

Tq∂̄∗f = ∂̄∗N∂̄∗f = 0. (31)

Pour f ∈ L2
0,q+2(D) ∩ Dom(∂̄∗)

T0∂̄∗f = (∂̄∗f, ϑξL0 − ∗Ω0(W ) + ∂̄ξω0)

= (∂̄∗f, ϑξL0) − (∂̄∗f, ∗Ω0(W )) + (∂̄∗f, ∂̄ξω0))

et pour q ≥ 1

Tq∂̄∗f = (∂̄∗f, ϑξLq − ∂zLq−1 + ∂̄ξωq)

= (∂̄∗f, ϑξLq) − (∂̄∗f, ∂zLq−1) + (∂̄∗f, ∂̄ξωq).

On sait que
(∂̄∗f, ∂̄ξωq) = (∂̄∗∂̄∗f, ωq) = 0;

et puisque ∗Ω0(W ) est holomorphe en ξ, on a (∂̄∗f, ∗Ω0(W )) = 0 au cas où q = 0. Une intégration
par partie et le Lemme principal (3.6) implique que :

(∂̄∗f, ϑξLq) = (∂̄∗f, ∂zLq−1) = 0.

Ainsi Tq est nul sur R(∂̄∗) pour tout q.
Comme L2

0,q+1(D) est la somme directe de R(∂̄) et R(∂̄∗), donc Tq = ∂̄∗Nq+1 sur tout L2
0,q+1(D).

■

Ainsi de la relation (5), nous avons la formule explicite de l’opérateur ∂̄-Neumann sur la boule
unité de Cn.
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4 Conclusion
Ce travail porte sur un article de Michael RANGE intitulé "The ∂̄-Neumann operator on the
unit ball in Cn". Après avoir énoncé quelques notions préliminaires, nous avons pu à travers
le Théorème (1.1), donner une expression explicite de l’opérateur ∂̄-Neumann en fonction de
l’opérateur solution canonique et ses propriétés de régularités sur un domaine pseudoconvexe
relativement compact à bord lisse d’une variété hermitienne. Et à travers le Théorème (1.2), en
déduire la formule de Nq sur la boule unité de Cn.
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