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Résumé

Le travail de ce mémoire porte essentiellement sur le théoreme d’Abel-Jacobi dont 1’objectif est
d’énoncer le théoreme, de rappeler les outils nécessaires pour la compréhension de la démonstra-
tion du théoreme et d’en donner un exemple d’application. L’application donnée dans ce mémoire
conserne la détermination explicite des points algébriques de degré donné sur un cas particulier d’une

courbe algébrique.

théoreme d’ Abel- Jacobi 6



Introduction

La géométrie algébrique est un domaine des mathématiques qui s’intéresse a I’étude des en-
sembles algébriques, c’est-a-dire ceux qui sont définis par 1’annulation d’un ou de plusieurs poly-
nomes. L attention particuliere est accordée aux variétés algébriques. Il existe deux types de catégo-
ries essentielles de variétés algébriques, celles qui sont affines et celles qui sont projectives. Dans ce

présent mémoire on s’est intéressé au théoreme d’ Abel-Jacobi.

L’objectif de ce travail de mémoire est d’énoncer le théoreme, de rappeler les outils necessaires
pour la compréhension de la démonstration du théoreme et d’en donner un exemple d’application, le

théoréme est énoncé comme suit :

Théoreme 1. ( Abel-Jacobi)
Soit C une courbe lisse projective de genre § > 1. Il existe une variété abélienne Jac(C), appelée la

jacobienne de C, et une injection j : C — Jac(C) ayant les propriétés suivantes :

1. Sil’on étend j linéairement au groupe des diviseurs sur C, on obtient un isomorphisme
Pic®(C) = Jac(C).
2. Pour tout r > 0, on définit une sous-variété W, C Jac(C) par
W, = j(C) + ...+ j(C) (r copies).

Alors dim(W,) = min(r,g), Wy = Jac(C) etdim(Jac(C)) = g.

3. Soit 0 = Wy _1. Alors 0 est un diviseur irréductible et ample de Jac(C).

Ce mémoire comprend deux chapitres et est structuré comme suit :
Dans le premier chapitre, nous introduisons les notions de base essentielles pour la compréhension
du sujet abordé ainsi que les définitions et notations qui concerneront tout le reste du manuscrit. Les
propositions et théoremes utilisé€s pour ces notions considérées comme rappels ne sont pas en général
démontrés. Parmi ces notions de base on privilégie les ensembles algébriques affines, les ensembles
algébriques projectifs, les diviseurs et la loi de groupe sur une courbe elliptique. Ce chapitre rassemble
des propriétés essentielles qui seront beaucoup utilisées dans la suite. Pour les preuves, on peut se

référer par exemple a [5] ou a [6].

Le deuxieme et dernier chapitre qui est le coeur du sujet, est consacré a 1’étude du théoreme

d’ Abel-Jacobi qui est facilité par les notions comme la jacobienne d’une courbe, le genre d’une courbe

7



Introduction

et le théoreme de Riemann-Roch. Nous allons présenter a la fin un exemple d’application pouvant

intéresser des chercheurs dans leurs domaines a travers plusieurs branches des mathématiques.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons d’abord les variétés (les variétés affines, les variétés projectives
et les diviseurs) qui sont des éléments essentiels de la géométrie algébrique, le lecteur pourra consul-
ter [5] pour plus d’informations; et en fin la loi de groupe sur une courbe elliptique (définitions et

construction de la loi de groupe sur I’ensemble des points d’une courbe elliptique) ; voir [6].

1.1 Variétés

1.1.1 Variétés affines

1.1.1.1 Ensemble algébrique affine

On considere un corps K commutatif.

Donnons quelques exemples d’ensembles définis par I’annulation d’un polyndme.

Pr={(xy) eR*| x*+y*+1=0},
Pr={(xy) €C | +y*+1=0},
Ps={(xy2) Q| x"+y" =2"} (n>1),

Définition 1.

On appelle espace affine de dimension n, et on note A" (K) ou encore A", I’ensemble K", produit

cartésien itéré n fois du corps K.

Les éléments de 1’espace affine sont appelés points.
Al et A? sont appelés respectivement droite et plan affine.
Un point a de A" estdit zérode P € K[Xy,..., Xy] si P(a) = 0.

Définition 2.

Soit S une partie quelconque de K [Xy, ..., X,| . L’ensemble noté V(S) défini par
V(S)={ac A" |V PeS,Pa) =0},
est appelé I’ensemble algébrique affine défini par S.

9



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 1. On remarque que V(S) est [’ensemble des zéros communs a tous les polynomes de S.

On notera souvent, dans le cas d’un ensemble fini, V (P, ..., P;) aulieude V ({Py,..., P }).
Soit S = (P;);.; une famille d’éléments de K [X, ..., X,];ona V(S) = _ﬂIV (P;).
1€
Définitions 1.

1. On appelle hypersurface définie par P, et on note V(P), I’ensemble des zéros de P ( pour P
non constant et K algébriquement clos ). Le degré de V (P) est le degré de P.

2. Une courbe algébrique plane est une hypersurface du plan affine.

3. Une courbe algébrique plane est dite conique, cubique, quartique,... si le degré est respective-
ment2,3,4,...

4. Un hyperplan est une hypersurface définie par P de degré 1. Une droite est un hyperplan de
AZ

Remarque 2. Tout ensemble algébrique affine peut étre défini par I’annulation d’un nombre fini de
polynomes.
Proposition 1.
1. Le vide et I’espace tout entier sont des ensembles algébriques affines.
2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques affines est un ensemble algébrique affine.

3. Une réunion finie d’ensembles algébriques affines est un ensemble algébrique affine.

De cette proposition on peut conclure I’existence d’une topologie sur A" (K) dont les fermés sont

des ensembles algébriques affines : cette topologie est appelée topologie de Zariski.

1.1.1.2 Irréductibilité

Définition 3.

On dit qu’un espace topologique E est irréductible s’il n’est pas vide et s’il n’est pas la réunion

de deux fermés distincts de E.
Définitions 2.

1. Un ensemble algébrique est irréductible s’il est irréductible pour la topologie de Zariski.

2. On appelle variété algébrique affine tout ensemble algébrique affine irréductible.

Définition 4.

Soit A une partie de A". On appelle idéal de A dans A", I’ensemble noté I(A) défini par :
J(A)={Pe K[Xi,...,Xs] |Vac A, Pa)=0}.
On voit que J(A) est I’ensemble des polyndmes nuls sur A.

théoreme d’ Abel- Jacobi 10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Théoreme 2.

Tout ensemble algébrique non vide A se décompose de facon unique (a permutation prés) en une
réunion finie d’ensembles algébriques irréductibles A1, ..., A, non contenus ’'un dans [’ autre.

Les Aq, ..., Ay sont appelés les composantes irréductibles de A.

Démonstration.

Existence
Nous allons raisonner par 1’absurde. Pour cela supposons que A ne peut pas se décomposer en une
réunion finie d’ensembles algébriques irréductibles non contenus I’'un dans I’autre. Soit (A;); la fa-
mille des ensembles algébriques non vides qui ne se décomposent pas en une réunion finie d’en-
sembles algébriques irréductibles non contenus I’un dans 1’autre. Puisque K [X, ..., Xj,| est noethé-
rien, la famille (J (A;)); posséde un élément maximal c’est-a-dire 3 j = 1,....,7, Vi =1,...,7; on

a
Ainsi,
dj=1..,rnVi=1,..,r Aj CA;.

Donc (A;); admet un élément minimal V qui est forcément réductible.
On peut écrire V = V; U V5, avec V; fermé non vide distinct de V. Par minimalité V; est réunion finie

d’irréductibles, d’ou la contradiction.
Unicité

Supposons qu’on ait deux écritures :
V=Viu---UV, =Wy U---UW,.

On écrit
Vl-:VF‘IVl-:(WlLJ---UWg)ﬂVi:(WlﬂVi)U--- U(WgF‘IVi).

Puisque V; est irréductible, il existe un j tel que V; = W; N'V;; d’ou

V; C W, (1.1)

De méme, on peut écrire

W,=VNWi=WU---UV,)nW;= (VinW,)U---U(V,NW).

Comme W]- est irréductible, il existe [ tel que W]- =VN Wj; d’ou

W; C V. (1.2)

Les inégalités (1.1) et (1.2) montrent que V; C V}, ce qui par hypothese impose que i = . Donc
Vi = V}. Par conséquent, V; C W; C V; =V}, c’est-a-dire V; = W;.

]

théoreme d’ Abel- Jacobi 11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 5. Soient V. C K" et W C K™ des sous-variétés affines. Une application V. — W est
dite réguliere si c’est la restriction a V d’une application K" — K" dont les composantes sont des

fonctions polynémiales.

Exemple 1. Supposons K infini. Soit C I’hypersurface plane d’équation Y = X2 L’application
f:C — K
(x,y) — «x

est réguliére et bijective; et son inverse x — (X, x2) est aussi réguliére : on dit que f est un

isomorphisme.

1.1.2 Variétés projectives

Considérons le corps de base K qui a servi a définir A" = K" et la relation qu’on notera R définie

sur K"\ {0} par : pour tous vecteurs non nuls x, y de K™, on a: xRy si et seulement si, il existe
A €K' 1y =Ax.

On remarque que R est une relation de colinéarité qui est une relation d’équivalence. Ainsi, deux

vecteurs x et i sont équivalents si et seulement si, ils sont colin€aires.

1.1.2.1 Ensembles algébriques projectifs

Définition 6.
On appelle espace projectif de dimension n sur K et I’on note P" (K) ou <IP(K”+1) ou encore P"

s’il n’y a pas risque de confusion sur K), I’ensemble des classes d’équivalences définies par R :
P" = (K"*1\ {0})/R.

En d’autres termes P"* est ’ensemble des droites vectorielles de K", Si un point P € P" a pour

vecteur directeur (représentant) (xg, ...., Xn) € K"\ {0}, on  écrit P = (xq: ..t Xy).

P! et P? sont appelés respectivement droite projective et plan projectif sur K.

Définition 7.

Soit S une partie de K [Xy, ..., Xu] formée de polynomes homogénes. L’ensemble noté V(S)
défini par
V(S)={P=(xp:...:x4) € P" |VFeS, F(P)=0}

est appelé I’ensemble algébrique projectif défini par S.

Remarque 3.

On remarque que V(S) est Iensemble des zéros communs a tous les polynomes de S.

théoreme d’ Abel- Jacobi 12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définitions 3.
1) On appelle hypersurface définie par un polynéme F homogeéne, et on note V(F), I’ensemble

des zéros de F (pour F non constant et K algébriquement clos ). Le degré de V (F) est le degré
de F.

2) Une courbe projective plane est une hypersurface du plan projectif.

3) Une courbe projective plane est dite conique, cubique, quartique, quintique, ... si le degré est
respectivement 2,3,4,5, . ..

4) Un hyperplan est une hypersurface définie par un polynéme homogene de degré 1.

Remarques 1.

1) Les résultats obtenus dans A" sont pareils que dans le cadre projectif. On peut en citer

quelques uns :
a) Tout V(S) peut étre défini par I’annulation d’un nombre fini de polynomes.
b) L’intersection quelconque et ’'union finie d’ensembles algébriques projectifs en est un.

c) Les ensembles @, P" sont algébriques projectifs.
Donc on peut définir une topologie de Zariski comme on [’a fait en affine dont les fermés sont

des ensembles algébriques projectifs.

2) La notion d’irréductibilité et ses propriétés en affine se comportent de la méme fagon que dans

le cadre projectif.

Définitions 4.

1. On appelle variété projective, tout ensemble algébrique projectif irréductible.

2. On appelle variété quasi-projective, tout ouvert (de Zariski) d’une variété projective.

Remarque 4. Lorsque nous dirons que X est une variété, il sera toujours sous-entendu que X est

quasi-projective.

Définition 8. (Application réguliere)

Soient X et Y des variétés quasi-projectives.
On dit qu’une application u : X — Y est réguliere si elle est continue et si, pour tout ouvert U de

Y et toute fonction réguliére f : U — K, la composée f o u est réguliére sur u! u).

Définition 9. (Application rationnelle)

Soient X etY des variétés. On considére les couples (u,U) et (v,U), ou U et V sont des ouverts
densesde X etu: U — Y, v:V — Y des applications régulieres.

On dit que les couples (u, U) et (v, V') sont équivalents si u et v coincident sur UNV.

On appelle application rationnelle de X surY, une classe d’équivalence pour cette relation. On note

u : X --+ Y une application rationnelle de X surY.

théoreme d’ Abel- Jacobi 13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Remarque 5.

Une application rationnelle n’est pas une application. En particulier, il n’est pas toujours possible

de composer des applications rationnelles, ou de les restreindre a des sous-variétés.

1.1.2.2 Courbe lisse, courbe elliptique

Courbe lisse :

Définitions 5.

Considérons une courbe projective plane C définie par I’équation F(Xq,X3,X3) = 0 et soit
PeC.

1. Un point P de C est dit singulier si

oF oF OF
(55 (P (P) 32 (P)) = (0,0,0),

2. Ondit qu’un point P de C est lisse (ou non singulier ou régulier) si

oF oF oF
(53 (P) 55, (P) 55 (P) # (0,0,0).

3. Une courbe C est lisse (ou non singuliére ou réguliere) si elle I’est en chacun de ses points.

Courbe elliptique :

Définition 10.

Soit K un corps. Une courbe elliptique est une cubique irréductible, non singuliére, définie comme

I’ensemble des solutions dans le plan IP2(K) de I’équation de Weierstrass homogeéne suivante :
E:Y’X4+mXYZ+a3YZ? = X2+ 0y X?Z + ay XZ? + a6 Z> (1.3)

avec a; € K.

Une courbe elliptique doit étre non singuliere, c’est-a-dire si on écrit 1’équation (1.3) sous la
forme d’une équation F(X,Y,Z) = 0, alors les dérivées partielles de F ne doivent pas s’annuler
simultanément en un point de la courbe.

On remarque qu’une telle courbe admet un unique point de coordonnée Z nulle, le point a I’infini
(0:1:0) il sera noté dans la suite par O.
Dans ce qui suit nous utiliserons la représentation affine de 1’équation de Weierstrass sur K une telle
équation est du type :

E :y2—|—a1xy—|—a3y: X3+ apx? 4 agx + ag (1.4)

avec a; € K.

Pour Z # 0 un point (X : Y : Z) solution de I’équation (1.3) correspond a un point (x,y) =
XY
7' Z

a I’union des solutions de 1’équation (1.4) et du point O.

solution de I’équation (1.4). Ainsi, I’ensemble des solutions de I’équation (1.3) correspond

théoreme d’ Abel- Jacobi 14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1.3 Diviseurs

1.1.3.1 Dimension

En général, une variété algébrique ne contient pas d’ouvert non vide isomorphe a un ouvert d’un
espace affine.
Définition 11.

Soit X un espace topologique. La dimension de X est le maximum des entiers n pour lesquels il
existe des parties irréductibles fermées Xy, ..., Xy, vérifiant Xo & ... & X,. La dimension de X est
donc un entier positif, ou +00, ou —oo si X est vide.

Remarque 6.

Si X est réunion de fermés Xy, ..., X;, on a dim(X) = max(dim(X;)). On voit donc que la di-
mension d’un ensemble algébrique est le maximum des dimensions de ses composantes irréductibles.
Proposition 2.

Un ensemble algébrique est de dimension O si et seulement si il consiste en un nombre fini de

points.

Démonstration.

Soit x un ensemble algébrique de dimension 0. Tout fermé irréductible contenant un point est

réduit a ce point, donc les composantes irréductibles de X sont des points. 0

Définition 12.

On dit qu’un ensemble algébrique est de dimension pure n, ou équidimensionnelle de dimension

n, si chaque composante irréductible est de dimension n.

Si x est un point de X, on appelle dimension de X en x, et I’on note dim, X, le maximum des

dimensions des composantes irréductibles de X passant par x.
Exemples 1.

1. dimA"™ = n; dimP" = n.
2. Le produit P" x P™ contient un ouvert dense isomorphe & A" x A™, donc a A"T™, il est

alors de dimension n + m.

1.1.3.2 Diviseurs de Weil, diviseurs de Cartier

Soit X une variété.

Diviseurs de Weil :
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Définition 13. (Diviseur de Weil)
On appelle diviseur de Weil sur X une somme formelle finie a coefficients entiers d’hypersurfaces
irréductibles de X.

Ainsi, un diviseur de Weil D sur X s’écrit D = ZmiYi ou les m; sont des entiers presque tous

1
nuls et les Y; représentent des hypersurfaces irréductibles de X.

Diviseurs de Cartier :

Définition 14. (Diviseur de Cartier)

Un diviseur de cartier sur X est la donnée d’un recouvrement (U;) de X par des ouverts, et sur chaque
U; on définit une fonction rationnelle f;, avec la condition de compatibilité : pour tout U;, U; € (u;)
si U NU;j # @ alors la fraction fij = fi,/ f] est une fonction a valeurs dans K* (C’est-a-dire sans

zéro ni pole).

De ces deux notions, on obtient une proposition qui nous permet d’identifier les deux diviseurs.

Ainsi, nous pouvons les écrire de fagcon simple.

Proposition 3.

Sur une variété lisse les notions de diviseurs de Weil et diviseur de Cartier coincident.

Cette proposition nous permet de conclure qu’un diviseur sur une courbe lisse est la somme for-

melle finie de points affectés de coefficients entiers.

1.1.3.3 Diviseurs principaux et diviseurs canoniques

Diviseurs principaux :

Dans cette sous-partie on va supposer que la courbe est affine et irréductible de maniere a avoir un
anneau K[C] integre.

Soit C une courbe plane affine irréductible de sorte que I’anneau des polyndémes K|[C] est intégre.

Définition 15.

Le corps des fractions de I’anneau K[C] est appelé le corps des fonctions rationnelles sur C; il

est noté K(C).

Remarque 7.

Tout polynéme, de degré supérieur ou égal a 1, appartenant a K[C| posséde un diviseur irréduc-

tible.

Définitions 6.

Soit C une courbe plane affine irréductible, f € K(C) et P € C.
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1. Ondit que f est réguliére (ou est définie) au point P s’il existe g, h € K[C| avec h(P) # 0 telle

que f = %
L’ensemble des fonctions réguliéres en P est noté Op(C) et appelé I’anneau local de C en P.

2. L’ensemble des points de C pour lesquels f n’est pas réguliere est appelé I’ensemble des poles

de f.

Si f est réguli¢re au point P € C et f(P) = 0, on dit que P est un zéro de f.

3. L’ensemble des fonctions réguliéres en P et qui s’annulent en P est noté Mp(C) est appelé

l’idéal maximal de C en P.

Si P = (a,b) alors Mp(C) = {f € Op(C) | f(P) =0} estde la forme (x —a,y — b) : c’est
I’idéal engendré par x — a ety — b. Les éléments inversibles de Op(C) sont ceux qui n’appartiennent

pas & Mp(C), on les appelle les unités de Op(C) et ils forment un groupe multiplicatif.

Définition 16.

On dit que Op(C) est un anneau de valuation discrete s’il existe unt € Op(C), t # 0, t €
Mp(C), tel que tout élément non nul f € Op(C) s’écrit de maniére unique f = u.t", u unité de
Op(C), n € IN.

L’entier n est appelé la valuation ou I'ordre de f noté ordp(f); il ne dépend pas du choix de t qu’on

appelle uniformisante.

Définition 17.

Soit C une courbe projective lisse et irréductible, f une fonction non nulle de K(C). On associe a
f le diviseur noté div(f) défini par :

div(f) = ) ordp(f)P.

pPeC

Un tel diviseur est appelé diviseur principal.

Diviseurs canoniques :

Considérons une variété algébrique X de dimension 7. Essayons d’introduire les formes différentielles

régulieres.

Définition 18.

Une p-forme différentielle w réguliere sur X est une forme qui dans un voisinage de chaque point
x € X s’écrit
w=Y fidg
[I[=p
ou I = (i1, ....,ip) est un multi-indice d’entiers avec 1 < iy < ip < .. < ip < n, fi =
fir.i, €t g1 = {g,-l,....,g,-p}; f1 et gp sont des fonctions régulicres en x et dg; = dg;, Ndgi, N
v A dgip-
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Une n-forme différentielle w réguliere s’écrit w = fdg; Ndg;, N ... ANdg;,

Définition 19.

Une p-forme différentielle rationnelle sur X est la donnée d’une p-forme réguliere w sur un ouvert

7

de X, modulo la relation d’équivalence ” ~ " définie comme suit :

(w,U) ~ (w',u") si et seulement si w=w" sur UNU.

Aprés avoir défini les formes différentielles on peut donc pouvoir définir un diviseur canonique.

Pour cela on doit considérer notre X comme étant une variété projective lisse de dimension 7.

Définition 20. (Diviseur canonique)

Un diviseur canonique sur X est un diviseur d’une n-forme différentielle rationnelle sur X.

Un tel diviseur est noté Kx ou simplement K.

Proposition 4.

Siw et w' sont deux n-formes différentielles rationnelles sur X alors

K=K.

Autrement dit, il existe une fonction rationnelle non nulle telle que w = f w'.
De cette proposition on peut dire que les diviseurs des formes différentielles rationnelles non nulles
forment une seule classe de diviseurs, appelée classe canonique. Ainsi, sur X tous les diviseurs cano-

niques ont le méme degré. De ce fait intéressons nous au cas d’une courbe.

Définition 21.

Soit C une courbe irréductible définie sur K. L’espace des formes différentielles sur C noté
Q¢ (K), est le K-espace vectoriel engendré par les symboles de la forme dx pour x € K(C) vé-

rifiant les relations usuelles :
1. d(x+y) = dx + dy pour tous x,y € K(C),
2. d(xy) = xdy + ydx pour tous x,y € K(C),
3. da = 0 pour tout « € K(C).

Remarque 8. L’espace vectoriel Q¢ (K) est de dimension 1 sur K(C). Si t est une uniformisante

en un point lisse de C, alors dt est une base de Q¢ (K).

1.2 Loi de groupe sur une courbe elliptique

1.2.1 Définition et construction
La loi de composition interne va étre définie a I’aide du théoreme suivant :
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Théoreme 3. (Regle de la sécante tangente)
Soient E une courbe elliptique et D une droite, toutes deux définies sur un corps K. Si D coupe E en

deux points alors D coupe E en trois points.

De ce théoréme une premiere loi de composition interne que nous noterons * peut étre déduite.

Elle servira a construire la loi de groupe sur 1’ensemble des points d’une courbe elliptique.

Définition 22. (Loi de composition interne de la sécante tangente)
Soit E une courbe elliptique définie sur un corps K. D’aprés le théoreme précédent, puisqu’une
courbe elliptique est irréductible et non singuliére on a :
1 ) Soient deux points distincts P, Q € E, P # Q, alors la droite (PQ) recoupe la courbe E
en un troisieme point noté P x Q (la régle de la sécante).
2 ) Soit un point P € [E alors on peut définir P x P comme le point d’intersection de la courbe

[E avec sa tangente au point P(regle de la tangente).

Sur la figure ci-dessus on constate qu’une droite verticale coupant la courbe C ne semble pas couper
en un troisieme point. Ceci est lié a la difficulté de représenter IP? sur un plan. Ce troisieme point

existe belle et bien, et appartient a IP. Pour une courbe elliptique il correspond au point O.

1.2.2 Laloi de groupe sur I’ensemble des points d’une courbe elliptique

Proposition 5.

Soient K un corps et IE une courbe elliptique. Pour tous points Py, P>, Qq, et Q> de IE nous avons :

(PrxPy) % (Q1%Q2) = (Prx Q1) * (P Q2).

Pour la preuve voir [1].

Théoreme 4.

Soient un corps K et [E une courbe elliptique définie sur K.
Soient P et Q deux points de cette courbe.
Alors Uopération P+ Q = O x (P x Q) définit une structure de groupe commutatif ayant O comme

élément neutre.
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Démonstration.

1. Laloi + est interne car P + Q est I’intersection d’une droite et d’une cubique, c’est-a-dire un

point de la courbe.

2. Laloi + est associative .

En effet si P, Q et R sont trois points de la courbe on a :

*(Q+R) =Px(0*(Q*R))

((P*Q) Q)+ (0 +((Q*R)) carP = ((P+Q)+Q)
(P+Q)*O)*((Q=*((Q=R))) voir la proposition 5
(O*(PxQ)*R)

(P+Q)*R

d’ou I’associativité.

En appliquant O sur les deux membres de 1’égalité, nous trouvons
+(Q+R)=(P+Q)+R
3. L’élément O est neutre pour la loi +. En effet :

P+O=0x(Px0O)=P

et

O4+P=0x(0OxP)="P
4. Tout point P possede un inverse pour la loi +. Vérifions que le point
=(O0Ox0)*P
est 'inverse de P :
P+ (—=P)=0%x(Px((Ox0O)xP))=0x(0x0)=0+0=0.

De la méme maniére on montre que (—P) + P = O.

5. Enfin la loi 4 est commutative. Si P et Q sont deux points de la droite, alors

P+Q=0%(Q+P)=Q+P.
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Chapitre 2
Application du théoréme d’Abel-Jacobi

Dans ce chapitre qui est le but du sujet, nous allons d’abord donner quelques outils pour pouvoir

énoncer le théoreme, ensuite parler du théoréeme proprement dit (énoncé, preuve et application).
2.1 Quelques outils
Dans cette section les définitions, théorémes et propositions font référence a [2].

2.1.1 Jacobienne d’une courbe

Diviseur sur une courbe lisse :

Soit C une courbe plane lisse.

Définition 23. Un diviseur D sur C est une somme formelle de points appartenant a C

D=)Y npP
PeC

ol les np sont des entiers presque tous nuls.

L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), ol la loi de groupe est

1’addition formelle des points :

D= )Y npPetD'=) npPalors (D+D') =) (np+np)P.
peC peC peC

Le degré d’un diviseur est la somme de ses coefficients :
deg (Z in) = Z np.
peC PeC

Le support de Z npP est ’ensemble des points P € C tels que np # 0.
PeC
L’application deg définie par

deg : Div(C) — Z
D +—— deg(D)
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est un homomorphisme de groupes.

En effet, Div(C) et Z sont des groupes et de plus si on prend deux diviseurs D et D" dans Div(C)
ona:

deg(D + D') = deg(D) + deg(D'). D’ott deg est un morphisme de groupes.

Le noyau de cet homomorphisme est I’ensemble des diviseurs de degré 0, noté DivO(C ) qui est un
sous-groupe de Div(C).

Ainsi, Div®(C) = Kerdeg.

Définition de la jacobienne :

On dit que les diviseurs D1 et Dy sont linéairements équivalents, not€¢ D1 ~ Ds, si le diviseur
D1 — D est principal.

L’ensemble des diviseurs principaux sur C est un sous-groupe de Div(C) noté Prin(C).

Définition 24.

On appelle groupe de picard de C noté Pic(C) le quotient de Div(C) par Prin(C) :

Pic(C) = Div(C)/Prin(C).

Le quotient de Div’(C) par Prin(C) sera noté pic’(C), c¢’est I’ensemble des classes de diviseurs
de degré 0 dans Pic(C).

Définition 25. La jacobienne d’une courbe C est le sous - groupe des éléments de degré 0 dans
Pic(C).
2.1.2 Genre d’une courbe et théoreme de Riemann-Roch

La complexité d’une courbe est mesurée par un invariant appelé genre et qu’on notera g. Nous

verrons que cela s’exprime par le fait que la jacobienne d’une courbe est de dimension g.

Définition 26. Soit C une courbe projective plane lisse de degré d.

d—1)(d—-2
L’entier ( )2< ) est appelé le genre de la courbe C que [’on note g.
d—1)(d—-2
Ainsi g = ( )2( )

Définition 27. (Systeme linéaire complet)
Soit D un diviseur sur C. On appelle systeme linéaire complet d’un diviseur D noté |D| I’ensemble

de tous les diviseurs effectifs linéairement équivalents a D défini par

ID| = {D' € Div(C) | D’ > 0etD ~ D'}.
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Soient C une courbe lisse et D un diviseur sur C. On associe a D 1’ensemble
L(D) = {f € K(C)| div(f)+D >0} U {0}.

L(D) est un K-espace vectoriel de dimension finie et on note /(D) sa dimension c’est-a-dire
(D) = dimgL(D). Le systeme linéaire complet | D| a une structure naturelle d’espace projectif, et
peut étre paramétré par IP(L(D)).
Par construction, on a
dim(|D|) = dimgL(D) —1
dim(|D|) = 1(D) — 1.

Toute partie | D| correspondant a un sous-espace projectif de dimension  est appelée systeme linéaire

de dimension r. Le degré du systeme linéaire est le degré de ses diviseurs.

Définition 28. Un point P € C est dit point base d’un systeme linéaire s’il apparait dans chacun de

ses diviseurs.

Théoréme 5. (Riemann-Roch)

Soit C une courbe lisse projective de genre g. Pour tout diviseur D de Div(C), on a
I(D) —I(Kc — D) =deg(D) — g+ 1.

Corollaire 1. Soient C une courbe lisse projective de genre g et D € Div(C).
1. I(Kc) = gerdeg(Kc) =2¢ — 2.
2. Sideg(D) < 0, alors I(D) = 0.
3. D est ample si et seulement si deg(D) > 0.
4. Sideg(D) > 2g, alors D est sans point base.
5. Sideg(D) > 29 —lalorsl(D) =deg(D) — g+ 1.

2.1.3 Morphismes

Nous aurons par la suite besoin de la notion de plongement de Segre, donc nous allons d’abord

parler des morphismes. Dans notre cas on parle de morphisme entre variétés .

Définition 29.

Soient X,Y C P" deux variétés. Une application continue ¢ : X — Y est un morphisme de
variétés si pour tout ouvert V.C Y et toute fonction réguliere f : V — K
la fonction f o ¢ : ¢ (V) — K est réguli¢re sur ¢~ 1(V).

S’il existe un morphisme réciproque P : Y — X tel que P o ¢ = idx et ¢ o ¢ = idy, on dit que

@ est un isomorphisme de variétés.
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Proposition 6.

Soient X, Y et Z C P" des variétés, ¢ : X — Y et P : Y — Z deux morphismes de variétés.
Alors Yo ¢ : X — Z est un morphisme de variétés.

Définition 30.

Soit f : Z — X un morphisme de variétés algébriques. On dit que f est un plongement fermé si

f se factorise a travers une sous variété fermée Y C X par un isomorphisme g : Z — Y.

Remarque 9. Soit f : X — Y un morphisme de variétés algébriques. L’image réciproque d’un

point y € Y est une sous-variété fermée de X, qu’ On appelle la fibre de f en x.

Considérons une courbe projective et lisse C et notons Jac(C) sa jacobienne. On désigne par [D]

la classe dans Pic’ (C) d’un diviseur D. Choisissons le point base co € C pour définir I’application

j:C —> Jac(C)
P +—— [P— o]
appelée plongement jacobien.

Parlons maintenant du plongement de Segre.

Définition 31. (Plongement de Segre)
Le plongement de Segre de degré r et s est :
Prs P xPS — PN

(XO,..., xr) X (yo,...,ys) — ( . Xi]/]' : ) 0<i<r0<j<s

ot N=(r+1)(s+1)—1=rs+r+s.

2.2 Théoreme d’Abel-Jacobi

Les définitions, théoremes, propositions et lemmes énumérés dans cette section font référence a

[3].

2.2.1 Variétés abéliennes

Définitions 7.

1. En géométrie algébrique, un point rationnel de variété algébrique peut étre défini comme étant

un point dont les coordonnées appartiennent a un domaine donné.

2. Un groupe algébrique est une variété algébrique munie d’une loi de groupe compatible avec sa

structure de variété algébrique.
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Corollaire 2. Une variété abélienne est un groupe algébrique commutatif.
Définition 32.

Une variété abélienne est un ensemble possédant une structure de groupe et une structure de

variété algébrique projective, ces deux structures étant compatibles.

On notera t, I’application de translation (¢,(x) = a + x) et [n] I’application de multiplication
définie par : n([n](x) = x + ... + x).
Dans une telle situation une variété abélienne est nécessairement lisse car elle contient un ouvert lisse,

la translation est un isomorphisme donc on peut recouvrir la variété par des ouverts lisses.

Proposition 7. (Lemme de rigidité)

Soit X une variété projective, Y et Z deux variétés quelconques, et f : X X Y — Z un morphisme.
S’il existe un point yo de Y tel que f restreint @ X X {yo} est constant, alors f est constant sur toute
tranche X x {y}.

Si f est de plus constant sur une tranche de la forme {xo} X Y alors f est constant.

On donne un théoreme tres utile pour décrire les applications a valeurs dans une variété abélienne.

Théoréme 6. (Weil)

Une application rationnelle d’une variété lisse dans une variété abélienne s’étend en un mor-

phisme.

En ce qui concerne les applications d’une variété abélienne sur une autre variété, on a la proposi-

tion ci-dessous.
Proposition 8.

Soient A une variété abélienne et f : A — Y un morphisme. Alors il existe une sous-variété
abélienne B de A telle que pour tout x € A, la composante connexe de f~1(f(x)) contenant x soit
égala B + x.

Démonstration.

Soit Cy la composante connexe de f!(f(x)) contenant x, et soit B = Cg. On considere I’appli-

cation
(a, u) —— f(a+u)

f est constante sur {0} x C, donc constante sur toute tranche {a} x Cy, ce qui reveint a dire
fla+Cy) = f(a+x).

D’autre part a — x 4+ C, est connexe et contient a donc, par symétrie a — x + C, = C,. Poura =0
cela donne C, = x + B.

Il reste qu’a prouver que B est un sous-groupe de A. Sib € B, alors C_, = —b+ B donc 0 € C_,

puis C_;, = B ou encore —b + B C B ce qui termine la preuve. ]
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Remarque 10. Une variété abélienne peut étre définie comme étant la jacobienne d’une courbe

algébrique C. La dimension de la variété Jac(C) est le genre de la courbe C.

Dans la suite on notera Jac par J.

2.2.2 Variétés jacobiennes

Nous allons avant cela parler des produits symétriques de courbes, non simplement parce que nous
en aurons besoin plus loin, mais aussi parce qu’ils interviennent directement dans la preuve de notre

théoréme.

Lemme 1.

Un produit de variétés projectives peut étre canoniquement muni d’une structure de variété pro-

Jjective a l’aide du plongement de Segre.

Définition 33.

Soit E un ensemble. On appelle groupe symétrique de E [’ensemble des applications bijectives de

E sur E muni de la composition d’applications ( la loi o ), on le note G(E).

Un cas particulier courant est le cas out E est ’ensemble fini {1, 2, ..., n}, n étant un entier naturel
strictement positif, on note alors G,, ou S, le groupe symétrique de cet ensemble. Les éléments de G,
sont appelés permutations et G, est appelé groupe des permutations de degré n ou groupe symétrique

d’indice n.
Définition 34.

Soit G un groupe algébrique agissant algébriquement sur une variété algébrique projective X.
Un quotient géométrique de X par G est la donnée d’une variété algébrique projective Y et d’un

morphisme 71 : X — Y exposés aux conditions suivantes :
a) w1 (rt(x)) = G.x pour tout x € X.

b) Si f : X — Z est un morphisme G—_équivariant de variétés, il se factorise par 7 en un

morphisme § 1Y — Z tel que f = go .

Cette définition étant, un théoréeme d’algébre commutative de Hilbert traduit géométriquement,

elle nous assure que les quotients géométriques par des groupes finis existent.

Fixons-nous alors une courbe lisse projective C et prenons sa r'“™® puissance. Le lemme précédent

nous dit que ¢’est une variété projective. Le ¥ '™ goupe symétrique S, agit sur cette variété, et comme

il est fini, le théoreme de Hilbert nous dit que son quotient géométrique par S, existe. On note alors

Sym'(C) = (C x..xC)/S,

et est appelé 7 ™ produit symétrique.

théoreme d’ Abel- Jacobi 26



CHAPITRE 2. APPLICATION DU THEOREME D’ ABEL-JACOBI

2.2.3 Enoncé, preuve et application du théoreme d’Abel-Jacobi

Nous commengons cette sous-section par donner des résultats qui vont nous permettre de démon-

trer la troisieme partie de notre théoréeme.

Définition 35. (Diviseur ample)
Un diviseur est trés ample si I’application rationnelle associée au systeme linéaire |D| est un plon-
gement.

Un diviseur D est ample si un multiple positif de D est tres ample.

Le diviseur 0
Le diviseur 6 est donné avec la jacobienne et a plusieurs propriétés intéressantes, notamment celle de

caractériser, avec la jacobienne, la classe d’isomorphisme de la courbe dont il provient.

Théoreme 7. (Torelli) La courbe C est caractérisée ( a isomorphisme prés ) de maniére unique par
le couple (], 0 ).

Aprés avoir donné ces résultats on peut maintenant énoncer le théoreme.

2.2.3.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 8. ( Abel-Jacobi)
Soit C une courbe lisse projective de genre § > 1. Il existe une variété abélienne [(C), appelée la
jacobienne de C, et une injection j : C — J(C) ayant les propriétés suivantes :
1. Sil’on étend j linéairement au groupe des diviseurs sur C, on obtient un isomorphisme
Pic®(C) = J(C).
2. Pour tout r > 0, on définit une sous-variété W, C J(C) par
W, = j(C) + ... +j(C) (r copies).

Alors dim(W,) = min(r,g), Wy = J(C) etdim(J(C)) = g.

3. Soit 0 = Wy _1. Alors 0 est un diviseur irréductible et ample de |(C).

2.2.3.2 Preuve du théoréme

Montrons d’abord 1’existence d’une variété abélienne J(C) appelée la jacobienne de C.
Considerons Sym™ (C) pour un certain 7, pour cela on va supposer qu’en C on a un point rationnel
Py € C(K)

Ensuite, si on choisit un entier n > 2¢ — 1 de sorte que pour tout diviseur D de degré n, on ait

I(D) = deg(D) — g + 1. Sur la variété Sym"(C), dont on identifie les points avec les diviseurs
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effectifs de degré n sur C, on pose Dy = n(DPy), que I’on utilisera comme point base sur Sym" (C).

Soit | I’ensemble de tous les systemes linéaires de degré n sur C, et 7t ’application définit par :

mw:Sym"(C) — ]
D —— |D|.
A ce point | n’est qu'un ensemble et on a les fibres de 7t sont isomorphes a IP" 7€, nous pouvons

utiliser notre point base D pour définir une application d’addition sur I’ensemble |, cette construction

utilise des familles de systemes linéaires ; soit m cette application définit par :

m:[x] — ]
(ID1],[Dy[) = [D1+ D2 — Dy|.
Puisque | est un ensemble et est muni d’une loi de groupe, donc on peut le munir d’une structure
d’ensemble algébrique pour laquelle 7t est un morphisme, et dans ce cas m est aussi un morphisme.

Sym"(C) étant une variété projective et que 7T est surjective, donc | est aussi une variété projective.

Comme les fibres de 7t sont isomorphes a IP"~$, la dimension de | est :

dim(]) = dim(Sym"(C)) —dim(P" &) =n—(n—g) =g.

Maintenant essayons de montrer que m définit une loi de groupe sur J. Pour cela on va vérifier les
propriétés suivantes :
Vérifions ’existence d’un élément neutre et d’un inverse :
Ona:
m(|D|,|Dol|) = |[D + Do — Do| = |D| 2.1

et
m(|Dol,|D|) = [Do+ D — Do| = [D. (2.2)

Les relations (2.1) et (2.2) nous montrent I’existence d’un élément neutre qui est | Dy|.
m(|D|,|2Do — D|) = |D +2Dg — D — Do| = |Dy|. (2.3)

et
m(|2Dg — D|,|D|) = |2Dg — D + D — Do| = |Dy| (2.4)

(2.3) et (2.4) montrent I’existence d’un élément inverse qui est |2Dy — D|.

Vérifions I’associativité : On a
m(m(|D1],|D2l), |Ds|) = m(|D1 + D2 — Dy, |D3|) = |Dq + Dy — Do + D3 — Dy.

Donc
m(m(|D1|,[Dz|),|Ds|) = |D1+ D2 + D3 —2Dy|. (2.5)
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On a aussi

Donc

m(|D1|,m(| D3|, |D3|)) = m(|D1|,|D2 + D3 — Dy|) = |D1 + Dy 4+ D3 — Dy — Do|.

m(|D1|,m(|D2l,|Ds[)) = [D1 + D + D3 — 2Dg|. (2.6)

D’aprés les relations (2.5) et (2.6) on voit que

m(m(|D1|,[Da),|Ds|) = m(|D1],m(|Da|,|Ds]))

d’ou I’associativité.

Ainsi,

on peut conclure que | est bien une variété abélienne.

Passons maintenant a la démonstration des trois parties du théoreme.

1.

Démontrons que si on étend linéairement 1’application j au groupe des diviseurs sur C, on
obtient un isomorphisme entre Pic?(C) et J(C).

Considerons 1’application

j:C — ]
P [(P)+(n = 1)k

et on I’étend linéairement pour obtenir

j:Pic®(C) — ]
([D]) ¥ [D+ Dyl.

Montons que j : Pic’(C) — J est un isomorphisme.

Soit D un diviseur de degré n. A-t-on j([D — Dy]) = |D|?

Onaj([D — Dy]) = |D — Dy + Dy| = |D| donc j est surjective.

Supposons maintenant que j([D]) = Dy, cela signifie que |D + Dy| = |Dy
deg(|D -+ Do) = deg(|Do|), or deg(|D + Do|) = deg(|D]) + deg(|Do]) done deg(|D]) = 0
d’ou D est un diviseur principal par conséquent j est injective.

,ainsi on a :

Ce qui met fin a la démonstration de la premiére partie.

Essayons de prouver que dim(W,) = min(r,g), We = J(C) et dim(J(C)) = g, pour tout
r> 0.

Lensemble W, = j(C) + .... + j(C) est I'image dans J de la variété projective C x C X ... x C,
donc I’ensemble est de dimension au plus .

Cependant, W, C W, + j(C) = W,,1, soient W, 1 = W, et dim(W,,1) = dim(W,) + 1.
Mais s’il existe un r tel que W, 1 = W,, il s’ensuit par récurrence que Wy = W, pour tout
s>r.

En effet,

x) Pours = ronaW, = W, c’est vrai aurang s = r.

*) Supposons que W, = W; et montrons que W, ;1 = W1,
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ona: W, =W,

W, 4 j(C) = Ws + j(C), par suite W, 1 = Ws1 donc c’est vrai au rang r + 1 d’ol pour tout
s>rWs =W,

Comme I’application j : Pic®(C) — J est surjectivité, on a Im(j) = J ce qui implique que la
réunion des W, est égale a ], qui est de dimension g. Il en résulte que dim(W,) = r pour tout
r < g et que dim(W,) = g pour tout r > ¢. Donc dim(W,) = min(r, g) et par suite on a :
Wy = J(C) etdim(J(C)) = g: d’olt la preuve de la deuxiéme partie.

3. D’aprés le théoreme (7) on peut conclure que 6 est ample.

2.2.3.3 Application du théoreme d’Abel-Jacobi

Le théoreme d’ Abel-Jacobi est beaucoup utilisé dans la détermination des degrés de points algé-
briques, sur certains courbes.

Par exemple, considerons la courbe affine

Théoréme 9.

L’ensemble des points quadratiques sur C1(5) est

1 1 *
E:{(Ei\/y5+z,y) ly €Q }

Démonstration. Pour plus de détaille le lecteur pourra consulté [4].

Soit R € C1(5)(Q) avec [Q(R) : Q] = 2 (le degré), avec Q corps des nombres algébriques.
Notons Ry, R; les conjugués de Galois de R, et travaillons avec f = [Ry + Ry — 2P qui est un
point de J1(5) = {m;(Py), 0 < m < 4};donct = m;(Py) avec 0 < m < 4. On remarque que
R & {Ps, Py, P1 }.

Pour le cas m = 0
t =0 = [Ry+ Ry — 2P| = 0, d’aprés le théoreme d’Abel-Jacobi, il existe alors une fonction

rationnelle f définie sur Q telle que
div(f) = Ry + Ry — 2Pw;

donc f € L(2Px) et par suite f(x,y) = aj + apy avec ap # 0 sinon un des R; devrait étre a co .

1 1
Aux points R;,onaa; +ay = 0,d’oy = Z—l. On sait que y° = x(x — 1), donc (x — 5)2 =y’ + 1
2

et on obtient les solutions
1 [ a2 1 o 1 2 1 a4
Ri. R, = - 1, -4 - _ -,z _4 )
{ 1, 2} {(2+ ag+4 a2>/(2 ag+4 [12)
Pourm =1

t = ](Po) = [Rl + Ry — ZPOO] = ](P() = [PO — Poo] = _j(Pl) = _[Pl — Poo] = [_pl + Poo] donc
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[Rl + Ry + Py — 3P0°] = 0, d’aprés le théoreme d’ Abel-Jacobi, il existe une fonction rationnelle ff

définie sur Q telle que
div(f) = R{+ Ry + P; — 3P;

donc f € L(3P) etcomme f € L(2Ps) = f € L(3Px) alors un des R; devrait étre égal a co ce

qui est absurde.
Ainsi I’ensemble des points quadratiques sur C est donné par R et Rj.
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Conclusion

Dans ce mémoire, apres avoir défini les outils nécessaires et rappelé leurs propriétés, nous avons
abordé la preuve du théoreme d’ Abel-Jacobi qui est scindée en quatres parties.
Dans la premiére partie de la preuve, nous avons montré 1’existence d’une variété abélienne J(C)
appelée la jacobienne de C. Dans la deuxieme partie, nous avons montré que si I’on étend linéairement
I’application j au groupe des diviseurs sur C, on obtient un isomorphisme entre Pic?(C) et J(C). Dans
la troisieme partie, nous avons prouvé que dim(W,) = min(r,g), Wy = J(C) et dim(J(C)) = g,
pour tout r > (. Dans la quatrieme et derniere partie, la preuve est facilitée par le théoréme (7) qui
nous a permis de conclure que 6 est ample. Nous avons terminé ce document par une application
du théoréme d’ Abel-Jacobi sur la détermination des points quadratiques sur la courbe affine C1(5) :
v =x(x—1).
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