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Résumé

Dans les calculs numériques des tsunamis dus aux séismes sous-marins, il est fréquemment supposé que le

déplacement initial de la surface de l’eau est égal au déplacement permanent du fond marin et que le champ

de vitesse initial est égal à zéro, et les équations de Saint-Venant sont souvent utilisées pour simuler la

propagation des tsunamis. Dans cet exposé, nous donnons une justification mathématiquement rigoureuse de

ce modèle de tsunami à partir du problème complet en comparant les solutions du problème complet et celle

du modèle de tsunami. On montre aussi que dans certains cas on doit imposer un champ de vitesse initial

non nul, ce qui se produit comme un effet non linéaire.
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Notations

I un multi-indice α est un d-uplet d’entiers : α = (α1, · · · , αd); αj ∈ N

I Sa longueur |α| est définie comme la somme des αi et on définit enfin la multi-factorielle : α! =
n∏
j=1

(αj)! = α1!× · · · × αn!

I ∂
αj

j : est la dérivée partielle d’ordre αj par rapport à la coordonnée xj
I ∂α : sont les dérivées partielles, d’ordre globale |α|

I Dj = −ı∂j = −ı ∂
∂j

: est l’opérateur différentiel du premier ordre

I Dα : sont les opérateurs différentiels, d’ordre globale |α|

I D(Ω) : est l’espace des fonctions infiniment différentiables sur Ω dont le support est compact et inclus

dans Ω

I D′(Ω) : est l’espace des distributions sur Ω

I S(Rd) : espace de Schwartz

I S ′(Rd) : L’ensemble des distributions tempérées

I C(Rd) : est l’espace des fonctions continues sur Rd à valeur réelle

I Ck(Rd) : est l’espace des fonctions continues sur Rd à valeur réelle avec des dérivées continues jusqu’à

l’ordre k

I Lp(Rd)(1 ≤ p < ∞) : est l’espace de Lebesgue sur (Rd) associé avec la norme ‖f‖p =
(∫

Rd

|f |p
)1/p

quand p <∞

I Hs(Rd) (s ∈ R) : espace de Sobolev fractionnaire

I Hm(Rd) (m ∈ N) : espace de Sobolev

I ΛDN : est l’opérateur de Dirichlet-Neumann

I ΛNN : est l’opérateur de Neumann-Neumann

I ΛDD : est l’opérateur de Dirichlet-Dirichlet

I ΛND : est l’opérateur de Neumann-Dirichlet

I F : est la transformée de Fourier

I F−1 : est l’inverse de la transformée de Fourier

I d : est la dimension de l’espace

I x ∈ Rd : est la variable horizontale

I z : est la variable verticale notée (xd+1)

I ∇ = (∂x, ∂y)T : quand d = 2 et ∇ = ∂x quand d = 1

I ∆ = ∂2
x + ∂2

y : quand d = 2

I ∇x,z noté à (d+ 1)-dimension sont les gradients respectifs par rapport à x et z

I Iδ : est la matrice de (d+ 1)× (d+ 1)

I Ed : est la matrice d’unité d× d

I Ω(t) : est le domaine du fluide occupé par l’eau au temps t

I Γ(t) : est la surface libre

I Σ(t) : est le fond
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I Soit f ∈ L∞(Rd), le multiplicateur de Fourier f(D) : L2(Rd)→ L2(Rd) est défini par

∀u ∈ L2(Rd), ∀ξ ∈ Rd, ̂f(D)u(ξ) = f(ξ)û(ξ)

I L’opérateur ΛDN (0, 0, δ) est défini par ΛDN (0, 0, δ) : H1(Rd)→ L2(Rd)

I On pose ∂j = ∂

∂xj
, ∂ij = ∂i∂j et ∂ijk = ∂i∂j∂k

I L’opérateur pseudo-différentiel P (D), D = (D1, · · · , Dd) et Dj = −i∂j , avec le symbole P (ξ) est défini

par

P (D)u(x) = (2π)−d
∫
Rd

P (ξ)û(ξ)eix·ξdξ

On pose J=1+|D|, de sorte que ‖u‖s = ‖Jsu‖ et J désigne l’opérateur de dérivation d’ordre 1.

I Pour les opérateurs A et B, on note [A,B] = AB −BA le commutateur.

I Si X est un espace de Banach quelconque, et T > 0, l’espace C([−T, T ];X) est l’ensemble des fonctions

continues de [−T, T ] dans X, muni de la norme sup
−T≤t≤T

‖f‖X , avec ‖ · ‖X une norme sur X.
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INTRODUCTION

Les tsunamis sont parmi les phénomènes les plus désastreux des ondes de surface de l’eau et qui se

caractérisent par une très grande longueur d’onde. Ils sont principalement générés par une déformation

soudaine du fond marin suite à un tremblement de terre sous-marin. Le mouvement des tsunamis peut

être modélisé comme un écoulement irrotationnel d’un fluide idéal incompressible délimité au-dessus par

une surface libre et délimité en-dessous par un fond mobile sous le champ gravitationnel. Le modèle est

généralement appelé problème des ondes de surface de l’eau. En raison de sa complexité, plusieurs modèles

simplifiés ont été proposés et utilisés pour simuler des tsunamis. L’un des modèles les plus courants de

propagation des tsunamis est le modèle des eaux peu profondes sous l’hypothèse que le déplacement initial de

la surface de l’eau est égale au déplacement permanent du fond marin et que le premier champ de vitesse est

égal à zéro. A savoir, dans les calculs numériques des tsunamis dus aux tremblements de terre sous-marins,

on utilise généralement les équations de Saint-Venant : ∂tη +∇ · ((h+ η − b1)u) = 0,

∂tu + (u · ∇)u + g∇η = 0
(1)

avec les conditions initiales particulières suivantes :

η|t=0 = b1 − b0, u|t=0 = 0, (2)

où η est l’élévation de la surface de l’eau, u est la vitesse de l’eau dans les directions horizontales, g est

la constante gravitationnelle, h est la profondeur moyenne de l’eau, b0 est la bathymétrie du fond avant le

séisme sous-marin et b1 est la bathymétrie du fond après le séisme. Le but de ce travail est de donner une

justification mathématiquement rigoureuse de ce modèle en eau peu profonde à partir du problème des ondes

de surface de l’eau, en particulier la justification des conditions initiales (2).

Dans ce manuscrit, deux paramètres adimensionnels δ et ε jouent des rôles importants, où δ est le rapport

de la profondeur moyenne de l’eau h à la longueur caractéristique λ et ε est le rapport de la durée t0 du

séisme sous-marin à la période du tsunami λ√
gh
. On remarque que

√
gh est la vitesse de propagation des

ondes linéaires en eaux peu profondes et que la durée de la déformation du fond marin est très courte par

rapport à la période du tsunami en général. Par conséquent, ε devrait être un petit paramètre. On sait que les

équations de Saint-Venant (1) sont dérivées du problème des ondes de surface de l’eau lorsque la limite δ → 0.

La dérivation remonte à Airy [1]. Puis, Friedrich [10] a systématiquement dérivé les équations en utilisant

un développement de la solution par rapport à δ2 (voir aussi Lamb [17] et Stoker[23][22]). Une justification

mathématiquement rigoureuse de l’approximation des eaux peu profondes pour les ondes de surface de l’eau

bidimensionnelles (d = 1) sur un fond plat a été donné par Ovsjannikov [20][21] sous la condition aux limites

périodique par rapport à la variable spatiale horizontale, puis par Kano et Nishida [15] dans une classe de

fonctions analytiques (voir aussi [15][14]. La justification dans les espaces de Sobolev était donnée par Li [19]

pour les ondes de surface de l’eau bidimensionnelles sur un fond plat, puis les travaux de Alvarez- Samaniego

et Lannes [2] et Iguchi [12] pour les ondes de surface de l’eau dans le cas général (d = 1 ou d = 2) avec un

fond non plat (mais régulier).
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Nous montrerons que, avec les conditions sur les données initiales et la bathymétrie du fond, la solution

du problème complet peut être approchée par la résolution du modèle de tsunami (1) et (2) quand δ, ε −→ 0

sous la restriction δ2

ε
−→ 0. Cela signifie que si la vitesse de déformation du fond marin est rapide mais pas

trop rapide, alors le modèle du tsunami serait une bonne approximation au problème des ondes de surface.

De plus, nous montrons également que, quand δ, ε −→ 0 et δ2

ε
−→ σ avec σ une constante positive, les

conditions initiales (2) devraient être remplacées par

η|t=0 = b1 − b0, u|t=0 = ∇
(

1
2

∫ t0

0
bt(·, t)2dt

)
, (3)

où b = b(x, t) est la bathymétrie du fond lors de la déformation du fond marin. L’une des parties les plus

difficiles de l’analyse est la dérivation d’une borne uniforme de la solution par rapport aux petits paramètres

δ et ε avec ses dérivées pour le problème des ondes de surface, et en particulier lorsque la déformation du

fond marin a lieu sur l’intervalle de temps 0 ≤ t ≤ ε. Enfin, nous adoptons et étendons les techniques utilisées

à Iguchi [12].

Il convient ici de mentionner que l’équation de Korteweg-de-Vries est également connue comme modèle

pour les ondes de surface de l’eau et que l’applicabilité de cette modélisation à la propagation des tsunamis a

été étudiée, par exemple, par Craig [8], Segur [22], Lakshmanan [16], Constantin et Johnson [6], Constantin

[5] et Stuhlmeier [24].

Ce mémoire est organisé comme suit :

I Dans le chapitre 1, on commence d’abord par présenter les éléments d’analyse vectorielle et nous

définissons les distributions et leurs propriétés. Ensuite, nous donnons les espaces de Lp et les trans-

formations de Fourier. Et enfin, nous terminons ce chapitre par les espaces de Sobolev.

I Dans le chapitre 2, dans un premier temps nous formulons le problème, nous réécrivons le problème

sous une forme sans dimension, nous le transformons en un problème équivalent sur la surface libre, et

donnons un des principaux résultats, qui affirme l’existence de la solution avec une bornitude uniformes

dans les espaces de Sobolev. Dans un second temps, nous dérivons les équations en eaux peu profondes

à partir du problème des ondes de surface de l’eau et enfin, nous faisons une analyse sur la condi-

tion de signe de Rayleigh-Taylor et donnons un autre résultat principal, qui justifie rigoureusement

l’approximation en eaux peu profondes.

I Dans le chapitre 3, nous définissons et analysons les opérateurs de Dirichlet-Neumann, Neumann-

Neumann, Dirichlet-Dirichlet et Neumann-Dirichlet pour les équations de Laplace. Dans l’analyse,

nous transformons le problème de Laplace dans le domaine fluide Ω(t) en un problème elliptique posé

sur un domaine fixe Ω0 := Rd × [0, 1] en utilisant un difféomorphisme convenable Θ : Ω0 → Ω(t)

et donnons quelques estimations de la solution. Ensuite, nous donnons les propriétés de base des

opérateurs et dérivons des formes explicites de leurs dérivées de Fréchet par rapport à la variation de

surface η et la bathymétrie du fond b. Enfin, nous dérivons des estimations uniformes par rapport à δ

dans les espaces de Sobolev pour les opérateurs de ΛDN , ΛDN et opérateurs associés et des dérivées

au sens de Fréchet par rapport à la fonction qui représente l’élévation de la surface.

I Dans le chapitre 4, nous linéarisons d’abord les équations, puis nous définissons une fonction d’éner-
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gie pour le problème linéarisé. Ensuite, nous réduisons les équations non-linéaires complètes en un

système d’équations quasi-linéaires. Enfin, en appliquant les estimations d’énergie aux équations quasi-

linéaires, nous démontrons les principaux théorèmes.

.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Éléments d’analyse vectorielle

1.1.1 Convention de l’indice muet

Tout indice littéral répété deux fois dans un monôme implique que ce monôme doit être compris comme

la somme des termes obtenus en donnant successivement à cet indice les valeurs de 1 à d dans ce monôme

où d est la dimension de l’espace de travail.

Remarque 1.1. On écrira 〈x, x 〉 = xixi

1.1.2 Opérateurs différentiels

I Divergence : Soit le champ de vecteurs w : Rd −→ Rd et la matrice d×d donnée par P = (Pij)1≤i,j≤d

Le produit scalaire de l’opérateur "nabla" ∇ par un vecteur définit la divergence du vecteur. La

divergence d’un vecteur est un scalaire. On appelle divergence de w le réel noté div(w) et donné par

∇ · w = div(w) = ∂wi
∂xi

= ∂iwi =
d∑
i=1

∂wi
∂xi

.

On appelle divergence de la matrice P le vecteur noté div(P ) et donné par

div(P )i = ∂Pij
∂xj

=
d∑
j=1

∂Pij
∂xj

et,

divP =

 d∑
j=1

∂P1j

∂xj
, · · · ,

d∑
j=1

∂Pdj
∂xj

t

∈ Rd est un vecteur.

I Opérateur nabla : Soient u : Rd −→ Rd et v : Rd −→ R et on appelle gradient de u la matrice

donnée par

(∇u)ij = ∂ui
∂xj

=


∂u1

∂x1
· · · ∂u1

∂xd
...

. . .
...

∂ud
∂x1

· · · ∂ud
∂xd

 est la matrice Jacobienne de u, 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ d.
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On a ∇v =
(
∂v

∂x1
, · · · , ∂v

∂xd

)
∈ Rd est le gradient de v (un vecteur).

(u · ∇)u = ui∂juj =
d∑
i=1

ui
∂uj
∂xi
∈ Rd est un vecteur.

I Laplacien : Le laplacien de u est noté ∆u et est donné par

∆u = div(∇u) = ∂j∂jui =
d∑
i=1

∂2u
∂x2

i

.

I Rotationnel : Le produit vectoriel de l’opérateur "nabla" ∇ par un vecteur définit le rotationnel du

vecteur. Le rotationnel (également noté rot) d’un vecteur est un vecteur. Pour le vecteur u, il s’écrit :

en coordonnées cartésiennes

∇∧u = rotu = det


~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

ux uy uz

 =
(
∂

∂y
uz −

∂

∂z
uy

)
~i+
(
∂

∂z
uu −

∂

∂x
uz

)
~j+

(
∂

∂x
uy −

∂

∂y
ux

)
~k.

1.1.3 Quelques relations de base

Soient p et q deux fonctions scalaires et u et v deux fonctions vectorielles. On a

∇ · (pu) = (u · ∇)p+ p(∇ · u),

∇ · (∇∧ u) = 0 soit div(rotu) = 0,

∇∧ (∇p) = 0 soit rot(gradp) = 0.

1.2 Distributions

1.2.1 Définitions et propriétés générales

Definition 1.1. (support d’une fonction) Le support d’une fonction f défini d’un espace topologique X à

valeur dans un corps K est le plus petit ensemble fermé de X en dehors duquel la fonction f est identiquement

nulle. C’est donc la fermeture de l’ensemble des points x tels que f(x) 6= 0.

suppf := {x ∈ X|f(x) 6= 0}.

Definition 1.2 (sous-ensemble compact). Un sous-ensemble K ⊂ Rd est un compact de Rd muni d’une

norme s’il est fermé et borné par rapport à cette norme.

Exemple 1.1. Soit la fonction :

f(x) =

|x| si x ∈ (−1, 1)

0 ailleurs

a comme support l’intervalle fermé [−1, 1] qui est un ensemble compact.

Un ensemble compact A contient donc tous ses points frontières et de plus, puisqu’il est borné, il existe une

constante M telle que :

A ⊂ {x| ‖x‖2 ≤M}.
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où ‖x‖2 désigne la norme euclidienne du vecteur x = (x1, x2, · · · , xd) :

‖x‖2 =
(

d∑
i=1

x2
i

)1/2

.

Le compact A est ainsi inclus dans un disque de rayon M, pourvu que M soit suffisamment grand.

Definition 1.3 (Espace D(Ω)). On appelle D(Ω) l’espace des fonctions infiniment différentiables sur Ω et

dont le support est compact et inclus dans Ω.

Definition 1.4 (Fonctions tests). Soit Ω un ouvert et D(Ω) l’ensemble des fonctions qui sont C∞ sur Rd

de support compact inclus dans Ω.

On notera D(Ω) l’ensemble des restrictions à Ω d’éléments de D(Rd).

Exemple 1.2. La fonction θ(x) = e−
1
x 1R+ est C∞ sur R donc θn(x) = θ(1− ‖x‖2) est C∞ sur Rd.

Definition 1.5 (Distributions). On dit que T est une distribution (réelle) dans l’ouvert Ω ⊂ Rd (d > 1) si

T est une forme linéaire sur D(Ω)

T : ϕ ∈ D(Ω) 7→ 〈T, ϕ〉

qui vérifie la propriété de continuité suivante : pour tout K compact Ω, il existe un entier m et une constante

CK tels que :

∀ϕ ∈ D(Ω) avec supp(ϕ) ⊂ K, |〈T, ϕ〉| ≤ CK sup
|α|≤m,x∈K

|∂αϕ(x)|.

On note D′(Ω) l’espace (vectoriel) des distributions dans Ω.

Remarque 1.2. Lorsque l’entier m peut être choisi de manière indépendante de K, on dit que la distribution

T est d’ordre fini, et la plus petite valeur de m possible est appelée l’ordre de T.

1.2.2 Dérivation au sens des distributions

Definition 1.6. Soit u ∈ D′(Ω). Pour 1 ≤ i ≤ d, on note ∂u

∂xi
la distribution définie par

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈 ∂u
∂xi

, ϕ〉 = −〈u, ∂ϕ
∂xi
〉.

Pour u ∈ D′(Ω), on note

∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, · · · , ∂u

∂xd

)
∈ D′(Ω)d.

De même, si α est un multi-entier, on note ∂αu la distribution

∀ϕ ∈ D(Ω), 〈∂αu, ϕ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αϕ〉.

1.3 Espaces de Lp et transformation de Fourier

1.3.1 Espaces de Lp

Definition 1.7 (Espace de Lp). Soit p ∈ [1,+∞[. On note Lp(Ω) l’ensemble des fonctions mesurables à

valeurs réelles, qui sont définies presque-partout (p · p) sur Ω, et qui vérifient∫
Ω
|f(x)|pdx < +∞.
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L’espace Lp(Ω) muni de la norme

‖f‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1/p
,

est un espace vectoriel normé complet (i.e un espace de Banach).

Pour p =∞, on note l’espace L∞ par

L∞(Ω) = {f mesurable et ∃ une constante C telle que : |f(x)| 6 C p.p sur Ω} .

Muni de la norme

‖f‖L∞(Ω) = inf{C > 0 : |f(x)| ≤ C p.p}

Théorème 1.1 (Inégalité de Hölder). Soient f , g : Ω → R des fonctions mesurables et p, q > 1 deux

nombres réels tels que 1
p

+ 1
q

= 1. Alors, on a :

∣∣∣∣∫
Ω
f(x)× g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω
|f(x)|pdx

)1/p(∫
Ω
|g(x)|qdx

)1/q
.∣∣∣∣∫

Ω
f(x)× g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Théorème 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Si u et v sont des fonctions de L2(Ω), alors∣∣∣∣ ∫
Ω
uvdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω
u2dx

)1/2(∫
Ω
v2dx

)1/2
.

1.3.2 Transformation de Fourier

Dans cette sous-section, nous utilisons la transformation de Fourier dans le but de construire un espace

fonctionnel dans lequel nous ferons des estimations uniformes de la solution du problème des ondes de surface.

La transformation de Fourier d’une fonction u ∈ L1(Rd) est la fonction F(u) ∈ L∞(Rd) définie par

F(u)(ξ) =
∫
Rd

e−ix·ξu(x)dx, avec ‖F(u)‖L∞ ≤ ‖u‖L1 .

Le rôle majeur que joue la transformation de Fourier dans l’étude des EDP est lié au fait que, lorsque ces

objets sont bien définis,

F(∂ju)(ξ) = iξjF(u)(ξ)

Autrement dit, F transforme l’action d’un opérateur différentiel à coefficients constants en produit par un

polynôme. Ce fait n’aurait aucun intérêt sans une formule d’inversion permettant de retrouver la fonction u

connaissant F(u) :

u(x) = 1
(2π)d

∫
Rd

eix·ξF(u)(ξ)dξ.

Malheureusement, cette formule n’a de sens que lorsque F(u) ∈ L1(Rd), et ce n’est en général pas le cas pour

u ∈ L1(Rd). On commence donc par introduire une classe de fonctions (suffisamment grande) qui est stable

par F , et pour lesquelles les deux propriétés ci-dessus sont vraies.
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1.3.3 Espace S(Rd)

Definition 1.8. On dit que ϕ est dans la classe de Schwartz, S, et on note ϕ ∈ S(Rd), si ϕ ∈ C∞(Rd) et si

pour tout n et tous multindices α ∈ Nd et β ∈ Nd tels que |α| ≤ n et |β| ≤ n, on ait

|xα|∂βϕ(x)→ 0 quand ||x|| → +∞.

On exprime aussi ces relations en disant que ϕ et toutes ses dérivées sont "à décroissance rapide"

Alors : S(Rd) =
{
ϕ ∈ C∞(Rd) / ∀(α, β) ∈ Nd, sup

x∈Rd

|xα∂βϕ(x)| < +∞
}
.

Definition 1.9 (Distribution tempérée). On appelle distribution tempérée toute forme linéaire T sur

S(Rd) continue.

L’ensemble des distributions tempérées est noté S ′(Rd) sur Rd

T ∈ S ′(Rd)⇔ T est forme linéaire sur S(Rd) et ∀φ ∈ S(Rd)

∃α, β ∈ Nd, ∃ C > 0 tels que |〈T, φ〉| ≤ C sup
x∈Rd

|xα∂βu(x)|(φ).

1.3.4 Transformation de Fourier dans S(Rd)

1.3.5 Définitions, propriétés

Pour u ∈ S(Rd), on a u ∈ L1(Rd), donc F(u) est bien défini et appartient à L∞(Rd).

Definition 1.10. Pour tout u ∈ S(Rd), on note û, F(u) la fonction de L∞(Rd) définie par

û(ξ) = F(u)(ξ) =
∫
e−ix·ξu(x)dx.

Où x ·ξ = x1 ·ξ1 + · · ·+xd ·ξd et dx = dx1 · · · dxd L’application linéaire u 7→ F(u) est appelée transformation

de Fourier.

Definition 1.11 (Formule d’inversion de Fourier). Soit u ∈ S(Rd). Pour tout x dans Rd, on a l’identité

u(x) = 1
(2π)d

∫
Rd

eix·ξû(ξ)dξ

On rassemble dans la proposition qui suit quelques propriétés de la transformation de Fourier sur S(Rd).

1.3.6 propriétés

Soit u ∈ S(Rd)

i. La fonction F(u) est C1 et ∂jF(u)(ξ) = Fx→ξ(−ixju(x))

ii. Pour tout j ∈ {1, · · · , d}, on a F(∂ju)(ξ) = iξjF(u)(ξ)

iii. Pour a ∈ Rd, Fx→ξ(u(x− a)) = e−ia·ξF(u)(ξ)

iv. Pour a ∈ Rd, Fx→ξ(eia·xu(x)) = F(u)(ξ − a).
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Definition 1.12. On dit que la suite fn d’éléments de S converge dans S vers 0 si et seulement si pour tous

α, β ∈ N

lim
n→∞

sup
x∈Rd

|xαf (β)
n (x)| = 0.

Le résultat important sur les fonctions de S est le suivant :

Théorème 1.3. La transformée de Fourier est un opérateur linéaire et continu de S dans S. En d’autres

termes, si f ∈ S(Rd), alors f̂ ∈ S(Rd) et si la suite fn tend vers 0 dans S alors f̂n tend également vers 0

dans S.

Théorème 1.4. La transformée de Fourier est une application linéaire et bijective et bi-continue, c’est-à-dire

continue ainsi que sa réciproque, de S dans S. Son inverse est F−1 = F (F est la transformée de Fourier

conjuguée).

1.3.7 Transformation de Fourier dans L2(Rd)

Proposition 1.1. La transformée de Fourier sur L1 et celle sur L2 coïncident sur L1 ∩ L2.

En d’autres termes si f est une fonction de carré intégrable et si elle est de plus, intégrable elle-même

alors sa transformée de Fourier vaut bien

F[f ] : ξ 7→
∫
f(x)e−iπξxdx.

Proposition 1.2.

1. L’espace S est un sous espace vectoriel dense de l’espace L2.

2. F[f ] :

S → Sf 7→ f̂ est une isométrie.

L’isométrie signifie que pour toutes fonctions f et g de S :∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ.

La proposition précédente permet de prolonger sur L2 l’opérateur transformée de Fourier qui reste linéaire

et continu. On obtient :

Théorème 1.5 (PARSEVAL-PLANCHEREL). La transformée de Fourier F[·] est une isométrie sur

L2 : si f et g sont deux fonctions de L2 alors f̂ et ĝ le sont aussi et on a∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ.

De plus, pour tout f ∈ L2, on a F [F[f]] = F[F̂ [f ]] = f presque partout. La transformée de Fourier inverse est

donc donnée par F−1[·] = F [·].

Definition 1.13 (Transformation de Fourier dans S ′(Rd)). Soit T ∈ S ′(Rd). Alors la transformée de

Fourier de T , notée T̂ est définie par

∀ φ ∈ S(Rd) 〈T̂ , φ〉 = 〈T, φ̂〉.
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1.4 Espaces de Sobolev

1.4.1 Espaces de Sobolev sur un ouvert de Rd

Dans cette section, Ω est un ouvert de Rd, sans propriété particulière de régularité.

Definition 1.14. Soit Ω un ouvert de Rd. On dit que u ∈ H1(Ω) si u ∈ L2(Ω) et si, pour tout i ∈ 1, · · · , d,

la distribution ∂u

∂xi
appartient aussi à L2(Ω) (ou, de façon équivalente, si la distribution ∇u appartient à

L2(Ω)d).

On considère sur cet espace le produit scalaire

(u, v)H1 =
∫

Ω
uvdx+

n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx =

∫
Ω
uvdx+

∫
Ω
∇u · ∇vdx

et la norme induite

‖u‖H1 =
(
‖u‖2L2 +

n∑
i=1
‖ ∂u
∂xi
‖2L2

)1/2
=
(
‖u‖2L2 + ‖∇u‖2L2

)1/2

L’existence des intégrales dans le produit scalaire est assurée par le fait que u,v, ∇u et ∇v sont dans L2(Ω).

Théorème 1.6. L’espace H1(Ω) est un espace de Hilbert.

On définit plus généralement les familles d’espaces suivants :

I Les espaces Hm(Ω), définis pour m ∈ N par

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : ∀ α multi-entier tel que |α| ≤ m, ∂αu ∈ L2(Ω)

}
.

Munis du produit scalaire

(u, v)Hm =
∑
|α|≤m

∫
Ω
∂αu∂αvdx.

et de la norme

‖u‖Hm =
( ∑
α≤m

‖∂αu‖2L2

)1/2
,

ce sont des espaces de Hilbert.

I Les espaces Wm,p(Ω), définis pour m ∈ N, 1 ≤ p ≤ +∞, par

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) : ∀ α multi-entier tel que |α| ≤ m, ∂αu ∈ Lp(Ω)

}
Munis de la norme

‖u‖Wm,p =
∑
α≤m

‖∂αu‖Lp , pour p < +∞.

Ou

‖u‖Wm,+∞ = max
|α|≤m

‖∂αu‖L∞ ,

ce sont des espaces de Banach. Dans le cas p = 2, les normes ‖ · ‖Wm,2 et ‖ · ‖Hm sont équivalentes.
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Remarque 1.3. Quand Ω = Rd, on peut définir les espaces de Sobolev en utilisant la transformée de Fourier.

Ainsi, sur Ω = Rd, on dit que u ∈ Hm(Rd) si et seulement si u ∈ L2(Rd) et (1 + |ξ|2)m/2û(ξ) ∈ L2(Rd),

où û(ξ) =
∫
e−ix·ξu(x)dx est la transformée de Fourier de u. Remarquer que cette définition a bien un sens

pour m non entier.

Lemme 1.1. Soit f ∈ Hm(Rd). Alors pour tout multi-indice α avec |α| ≤ m nous avons

F(∂αf) =
[
ξ 7→ ı|α|ξαf̂(ξ)

]
.

Lemme 1.2. Il existe des constantes c1 et c2 telles que pour tout x ∈ Rd,

c1(1 + ‖x‖2)m ≤
∑
|α|≤m

(xα)2 ≤ c2(1 + ‖x‖2)m.

Lemme 1.3. Soit u ∈ L2(Rd). Nous avons u ∈ Hm(Rd) si et seulement si l’application

ξ 7→ (1 + |ξ|2)k/2û

est dans L2(Rd) pour tout k ≤ m. Ici |ξ| est la norme euclidienne de ξ dans Rd.

Pour la démonstration de ces trois lemmes ci-dessus voir (https ://laurent.claessens-donadello.eu/pdf/lefrido.pdf)

Definition 1.15 (Espace de Hs). Soit s > 0 nous définissons l’espaces de Sobolev Hs(Rd) par

Hs(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd) tel que (1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rd)

}
.

Notons ainsi que pour s > 0, Hs(Rd) ⊂ L2(Rd). Ceci n’est plus vrai pour s < 0. Nous y mettons le produit

scalaire

〈u, v〉Hs =
∫
Rd

û(ξ)v̂(ξ)(1 + |ξ|2)sdξ.

Cela a bien un sens car on intègre le produit dans L2(Rd) de deux distributions de L2(Rd) égales respective-

ment à (1 + |ξ|2)s/2û et (1 + |ξ|2)s/2v̂. On vérifie facilement que 〈·, ·〉Hs est un produit scalaire sur Hs(Rd).

On désigne par ‖ · ‖Hs la norme associée, c’est-à-dire

‖u‖Hs =
(∫

Rd

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ
)1/2

, avec u ∈ Hs(Rd)

〈u, v〉 = 〈u, v〉0, ‖u‖ = ‖u‖0,

où û est la transformée de Fourier de u.

Proposition 1.3. [Interpolation] Soit s0 ≤ s ≤ s1 trois réels. Pour u ∈ Hs0(Rd)∪Hs1(Rd) on a u ∈ Hs(Rd)

et

‖u‖s ≤ ‖u‖(1−θ)s0
‖u‖θs1

,

où θ ∈ [0, 1] est défini par s = (1− θ)s0 + θs1.

Proposition 1.4.

1. Pour tout s ∈ R, S(Rd) est dense dans Hs(Rd)

2. Pour tout s ∈ R, C∞0 (Rd) est dense dans Hs(Rd)

Pour la preuve de cette proposition se référer à (https ://laurent.claessens-donadello.eu/pdf/lefrido.pdf).
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1.4.2 Trace d’une fonction

Considérons d’abord le demi-espace

Ω = Rd+ = {(x′, xd) ∈ Rd−1 × R, xd > 0}

pour laquelle nous avons

∂Ω = {(x′, 0), x′ ∈ Rd−1}

qui sera identifié à Rd−1.

Definition 1.16. Nous définissons la trace d’une fonction par

γ0 : D(Rd)→ D(Rd−1)

(γ0v)(x1, · · · , xd−1) = v((x1, · · · , xd−1, 0).

Definition 1.17. Soit Ω un ouvert de classe C1, de frontière bornée. On note

H1/2(∂Ω) = {v ∈ L2(∂Ω) : ∃V ∈ H1(Ω) tel que v = γ0V }

l’image de H1(Ω) par l’application trace γ0. Muni de la norme

‖v‖ = inf{‖V ‖H1 où V ∈ H1(Ω) est tel que v = γ0V },

c’est un espace de Banach.

Théorème 1.7 (Trace). Soit s > 1
2 alors γ0 accepte une unique extension en opérateur linéaire borné

γ0 : Hs(Rd)→ Hs−1/2(Rd−1).

Pour la preuve voir (https ://laurent.claessens-donadello.eu/pdf/lefrido.pdf).

1.4.3 Théorème de plongement

L’objet des théorèmes de plongement de Sobolev est de montrer que si s > 1
2d + k alors les éléments de

Hs(Rd) possèdent des représentants de classe Ck. Avant de démontrer le théorème, pour alléger, nous allons

donner deux lemmes.

Lemme 1.4. Soit (uj) une suite de S(Rd) telle que

uj
Hs(Rd)−→ u

avec s > 0. Alors nous avons aussi la convergence

uj
L2(Rd)−→ u.

Lemme 1.5. Soient des fonctions uj ∈ S(Rd) telles que

uj
(C0

0 (Rd),‖·‖∞)−→ v.
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Alors nous avons la convergence ∫
Rd

ujϕ→
∫
Rd

vϕ

pour tout ϕ ∈ S(Rd).

Théorème 1.8 (Théorème de Sobolev avec k = 0). Soit s > 1
2d et u ∈ Hs(Rd). Alors u possède un

représentant dans C0
0 (Rd) (les fonctions continues et qui s’annulent à l’infini). Nous écrivons cela Hs(Rd) ⊂

C0
0 (Rd).

Théorème 1.9 (Théorème de plongement de Sobolev). Soit k ∈ N et s > 1
2d+ k. Alors

Hs(Rd) ⊂ Ck0 (Rd).

Remarque 1.4. L’espace Ck0 (Rd) est l’ensemble des fonctions de classe Ck qui s’annulent à l’infini.

Pour la preuve de ce théorème et des deux lemmes ci-dessus se référer à (https ://laurent.claessens-

donadello.eu/pdf/lefrido.pdf) pour plus de détaille.

Théorème 1.10 (Lemme de Gronwall : inégalité différentielle). Soit I ⊂ R un intervalle non vide et

t ∈ I 7→ x(t) ∈ R une fonction continue. Soit y : I 7→ R est une application de classe C1.

Si y vérifie l’inégalité différentielle suivante :

y′(t) ≤ x(t)y(t), ∀ t ∈ I,

alors on a

y(t) ≤ y(s) exp
(∫ t

s

x(τ)dτ
)
, ∀ t, s ∈ I, tq t > s,

et

y(t) > y(s) exp
(∫ t

s

x(τ)dτ
)
, ∀ t, s ∈ I, tq t ≤ s.

Un des outils fondamentaux dans la théorie des équations différentielles est le résultat suivant, qui stipule

essentiellement que le résultat du théorème précédente persiste si l’inégalité différentielle est satisfaite sous

forme intégrale à condition toutefois que la fonction x soit positive. Bien que son nom usuel soit Lemme de

Gronwall, il mérite d’être présenté comme un théorème.

Théorème 1.11 (Lemme de Gronwall : forme intégrale). Soit I un intervalle non vide, t ∈ I 7→ x(t) ∈

R une fonction positive et C ∈ R une constante. Si y : I 7→ R est une fonction continue qui vérifie, pour un

certain s ∈ I, la propriété suivante :

y(t) ≤ C +
∫ t

s

x(τ)y(τ)dτ, ∀ t ∈ I, t > s,

alors nous avons l’inégalité

y(t) ≤ C exp
(∫ t

s

x(τ)dτ
)
, ∀ t ∈ I, t > s.

A propos de ce mémoire : Nous avons essayé de comprendre et de détailler quelques calculs dans

l’article intitulé : A mathematical analysis of tsunami generation in shallow water due to seabed deformation.

Nous rappelons que ce papier est écrit par Ighuchi.
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Chapitre 2
Le problème des ondes de surface et modèle de

tsunami

2.1 Le problème des ondes de surface

2.1.1 Équations générales

Dans cette section, nous rappellerons les bases de la mécanique des fluides. Ainsi nous partirons des

équations les plus générales puis nous reprendrons les hypothèses qui nous permettent de simplifier ces

équations.

Nous commencerons par écrire l’équation exprimant la loi de conservation de la matière :

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, (2.1)

qui est l’équation de continuité, t représente le temps, ρ la densité du fluide et u le champ de vitesse.

Ensuite, nous écrivons l’équation décrivant le mouvement d’un fluide visqueux :

ρ

[
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
]

= −∇p− ρg + µ∆u + (ς + µ

3 )∇(div(u)), (2.2)

où µ et ς sont les coefficients de viscosité (µ viscosité dynamique en cisaillement et en compression du fluide),

g représente la force de gravité et p la pression.

I µ∆u et (ς + µ

3 )∇(div(u)) : désignent les termes de diffusion visqueuse,

I ρ(u · ∇)u : est le terme de convection de quantité de mouvement ;

I ∇p : désigne les forces de pression ;

I
∂u
∂t

: désigne l’accélération eulérienne du fluide.

Si l’on considère le fluide comme incompressible, ρ est alors constant et ces équations deviennent :

div(u) = 0, (2.3)

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = −1
ρ
∇p− g + ν∆u (2.4)

où ν = µ/ρ est la viscosité cinématique. Cette équation (2.4) est appelée équation de Navier-Stokes.
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2.1.2 Écoulements potentiels

Hypothèse et équations

Nous supposons maintenant que le fluide est soumis à un mouvement irrotationnel, qu’il est non visqueux,

en plus de l’hypothèse d’incompressibilité. Sous ces conditions le champ de vitesse u du fluide est un gradient

car son rotationnel est nul, c’est-à-dire qu’elle dérive d’un potentiel scalaire Φ = Φ(X, t) : Rd+1 × [0, T ]→ R

tel que

u = ∇x,zΦ, (2.5)

où ∇x,z désigne le gradient pris par rapport à x et à z.

En introduisant ce potentiel dans l’équation (2.3), on constate que celui-ci est régi par l’équation de Laplace :

∆XΦ = 0 dans Ω(t), (2.6)

où ∆X est le Laplacien pris par rapport à X où X = (x, z), c’est-à-dire,

∆X = ∆ + ∂2
z et ∆ =

d∑
j=1

∂2

∂x2
j

= ∂2
1 + · · ·+ ∂2

d .

Sous les mêmes hypothèses, les équations du mouvement se réécrivent :

∂(∇x,zΦ)
∂t

+ (∇x,zΦ · ∇)∇x,zΦ = −1
ρ
∇p− g. (2.7)

Elles peuvent être intégrées en espace :

∂Φ
∂t

+ 1
2(∇x,zΦ)2 = −p− p0

ρ
− g(z − h) dans Ω(t). (2.8)

Cette équation est appelée équation de Bernoulli.

2.1.3 Conditions aux limites

Pour clore ce système d’équations, nous devons donner les conditions aux bords satisfaites par la vitesse

au fond et à la surface ; elles sont obtenues en traduisant l’hypothèse physique qu’aucune particule de fluide ne

traverse la surface ni ne pénètre le fond. Le domaine considéré comprend la surface libre et une condition sur

le fond (Figure1). Soit x = (x1, x2, · · · , xd) la variable spatiale horizontale et z la variable spatiale verticale.

Nous notons les variables spatiales par X = (x, z) = (x1, · · · , xd, z). Nous allons prendre en compte une onde

d’eau dans un espace de (d + 1)-dimensions et supposons que le domaine occupé par l’eau au temps t est

Ω(t), la surface de l’eau par Γ(t) et le fond par Σ(t) sont données par :

Ω(t) = {X = (x, z) ∈ Rd+1; b(x, t) < z < h+ η(x, t)},

Γ(t) = {X = (x, z) ∈ Rd+1; z = h+ η(x, t)}

Σ(t) = {X = (x, z) ∈ Rd+1; z = b(x, t)}, où

I h est la profondeur moyenne de l’eau,

I b est la bathymétrie du fond définie par b : Rd × [0, T ]→ R (T > 0).
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I η est l’élévation de la surface définie par η : Rd × [0, T ]→ R (T > 0).

Dans ce manuscrit, b est une fonction donnée, tandis que η est l’inconnue. En fait, notre principal intérêt est

le comportement de cette fonction η, à savoir la surface de l’eau.

Un moyen simple d’assurer que le domaine fluide est simplement connexe est de supposer la condition sui-

vante :

∃hmin > 0, ∀(t,X) ∈ [0, T ]× Rd, h+ η − b > hmin.

Nous ferons cette hypothèse dans toute la suite du manuscrit.

Condition sur la surface libre

Les conditions aux limites à la surface de l’eau sont données par
∂tη +∇Φ · ∇η − ∂zΦ = 0

Φt + 1
2 |∇XΦ|2 + gη = 0 sur Γ(t),

(2.9)

où ∇ = (∂1, · · · , ∂d)T et ∇X = (∂1, · · · , ∂d, ∂z)T sont les gradients respectifs par rapport à x = (x1, · · · , xd)

et à X = (x, z), et g est la constante gravitationnelle. La première équation est la condition cinématique et

la seconde est la restriction de la loi de Bernoulli sur la surface de l’eau.

Condition sur le fond : la condition cinématique sur le fond est donnée par

∂tb+∇Φ · ∇b− ∂zΦ = 0 sur Σ(t). (2.10)

Condition initiale : les conditions initiales sont données par

η(x, 0) = η0(x),Φ(x, 0) = Φ0(x) à t = 0. (2.11)

Le système (2.6), (2.9) et (2.10) est appelé les équations de base pour le problème des ondes de surface.

Nos inconnues sont maintenant la surface η et le potentiel des vitesses Φ. Cependant, Φ est défini dans le

domaine fluide Ω(t) qui dépend de la surface η et qui varie au cours du temps. Cela complique l’analyse

mathématique. Un moyen de fixer le domaine est d’utiliser la reformulation suivante.
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2.1.4 Reformulation des équations

Nous transformons de manière équivalente le problème de Cauchy (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) à un

problème à la surface. Pour cela, nous introduisons une nouvelle fonction inconnue définit par

φ(x, t) = Φ(x, h+ η(x, t), t) = Φ|Γ (2.12)

qui est la trace du potentiel des vitesses sur la surface libre. Les vitesses verticales et horizontales sur la

frontière libre, à savoir

Z = ∂zΦ
∣∣
z=h+η et v = (∇Φ)

∣∣
z=h+η

sont définies par le système suivant :
∂tφ = (∂tΦ + (∂zΦ)∂tη) |Γ

∇φ = (∇Φ + ∂zΦ∇η) |Γ

∂zΦ
∣∣
z=h+η = ∇η · ∇Φ + ∂tη

h+ |∇η|2 .

(2.13)

La connaissance de la position de la surface, donnée par η, et de la trace du potentiel à la surface donnée par

(2.12) déterminent les valeurs du potentiel des vitesses dans tout le fluide. En effet, en utilisant les équations

(2.6), (2.10) et (2.12) et en voyant le potentiel Φ comme l’unique solution du problème de Laplace donné par

le système suivant : 
∆Φ + ∂2

zΦ = 0 dans Ω,

Φ = φ sur Γ,

−∂zΦ +∇b · ∇Φ = ∂tb sur Σ.

(2.14)

Nous décomposons le potentiel Φ en un composant « au fond fixe » et un composant « au fond mobile » de

la façon suivante :

Φ = Φff + Φfm.

Nous obtenons les deux problèmes de Laplace suivant :
∆Φff + ∂2

zΦff = 0 dans Ω(t)

Φff = φ sur Γ

∇Φff · ∇b− ∂zΦff = 0 sur Σ(t).

(2.15)

et 
∆Φfm + ∂2

zΦfm = 0 dans Ω(t)

Φfm = 0 sur Γ

∇Φfm · ∇b− ∂zΦfm = ∂tb sur Σ(t).

(2.16)

Notons ici que n est le vecteur normal qui pointe vers le haut

n =


1√

1 + |∇η|2
× (−∇η, 1)T à la surface

1√
1 + |∇b|2

× (∇b,−1)T au fond.
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Nos inconnues sont maintenant la trace du potentiel des vitesses φ qui est définie sur Rd et l’élévation de la

surface η. Il s’agit alors de trouver deux équations d’évolution sur φ et η. Pour décrire cette évolution, nous

introduisons les opérateurs linéaires ΛDN = ΛDN (η, b) et ΛNN = ΛNN (η, b) agissant sur φ et β respectivement

et dépendant de (η, b) et appelé le Dirichlet-Neumann et le Neumann-Neumann associés aux problèmes de

Laplace (2.15) et (2.16). Se référer à la définition 3.1 du chapitre 3 pour plus de détails sur la construction des

opérateurs de Dirichlet-Neumann et Neumann-Neumann (2.17) et (2.18). Nous introduisons les opérateurs

suivants : l’opérateur de Dirichlet-Neumann

ΛDN (η, b) : φ 7→ ∂nΦff |Γ, (2.17)

où Φff satisfait le système (2.15), et l’opérateur de Neumann-Neumann

ΛNN (η, b) : ∂tb 7→ ∂nΦfm|Γ, (2.18)

où Φfm satisfait le système (2.16), avec ∂nΦ = (∂zΦ−∇Φ · ∇η) |Γ. D’après (2.17) et (2.18) on a la relation

suivante :

ΛDN (η, b)φ+ ΛNN (η, b)β = (∂zΦ−∇Φ · ∇η) |Γ.

Nous pouvons alors reformuler la première équation de (2.9) en

∂tη = ΛDN (η, b)φ+ ΛNN (η, b)β. (2.19)

Pour obtenir une deuxième équation d’évolution, on utilise les équations de (2.13) que l’on injecte dans la

deuxième équation de (2.9). Nous obtenons alors le système d’équations suivant, appelé équations des ondes

de surface de l’eau,
∂tη − ΛDN (η, b)φ− ε−1ΛNN (η, b)βτ = 0

∂tφ+ η + 1
2 |∇φ|

2 − 1
2
(
1 + |∇η|2

)−1 (∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b)φ+ ε−1ΛNN (η, b)βτ
)2 = 0.

(2.20)

Malgré les hypothèses simplificatrices faites sur la nature du fluide, les équations des ondes de surface (2.20)

ont une structure particulièrement riche et admettent des solutions aux comportements radicalement diffé-

rents. Face à cette complexité, une approche intéressante, aussi bien du point de vue de l’analyse mathéma-

tique que de celui de la simulation numérique, consiste à rechercher des modèles plus simples permettant de

décrire le mouvement des ondes de surface. Pour ce faire, on utilise le principe d’adimensionnalison suivant.

2.1.5 Adimensionnalisation

Introduisons tout d’abord les quantités suivantes :

I h et λ les dimensions caractéristiques pour l’axe z et x respectivement,

I c =
√
gh la vitesse des ondes caractéristiques.

On définit alors le paramètre δ par δ = h

λ
.

Pour adimensionner les équations (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) on utilise des quantités caractéristiques : soient
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T = λ

c
pour le temps, u = λ

T
= c pour la vitesse horizontale. On introduit alors les quantités adimensionnées

de variables dépendantes et indépendantes suivantes :

x̃ = x

λ
, z̃ = z

h
, t̃ =

√
gh

λ
t, Φ̃ = Φ

λ
√
gh
, η̃ = η

h
, b̃ = b

h
. (2.21)

I Pour l’équation ∆Φ + ∂2
zΦ = 0. On a 1

λ2 × λ×
√
gh×

(
∂2

∂x̃2

)
Φ̃ + λ×

√
gh

h2 × ∂2

∂z̃2 Φ̃ = 0

√
gh

(
1
λ
·
(
∂2

∂x̃2

)
Φ̃ + λ

h2 ×
∂2

∂z̃2 Φ̃
)

= 0,

On divise l’équation ci-dessus par
√
gh, on a

1
λ
×
(
∂2

∂x̃2

)
Φ̃ + λ

h2 ×
∂2

∂z̃2 Φ̃ = 0.

Puis en multipliant par h
2

λ
on a

δ2
(
∂2

∂x̃2

)
Φ̃ + ∂2

∂z̃2 Φ̃ = 0. En laissant tomber le tilde on a δ2∆Φ + ∂2
zΦ = 0.

I Pour l’équation ∂tη +∇Φ · ∇η − ∂zΦ = 0 on a

h
√
gh

λ
· ∂
t̃
η̃ + h

√
gh

λ
× ∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
η̃ − λ

√
gh

h

∂

∂z̃
Φ̃ = 0.

En divisant l’équation par
√
gh on a

h

λ

(
∂
t̃
η̃ + ∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
η̃

)
− λ

h

∂

∂z̃
Φ̃ = 0.

Puis en multipliant l’équation par h
λ

on a

δ2
(
∂
t̃
η̃ + ∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
η̃

)
− ∂

∂z̃
Φ̃ = 0.

En omettant le tilde on a le résultat

δ2 (∂tη +∇Φ · ∇η)− ∂zΦ = 0.

I Pour l’équation ∂
t̃
Φ̃ + 1

2

∣∣∣∣( ∂

∂x̃
+ ∂

∂z̃

)
Φ̃
∣∣∣∣2 + gη̃ = 0. On a

√
gh

λ
λ
√
gh∂

t̃
Φ̃ + λ2gh

2

∣∣∣∣ ∂∂x̃ Φ̃
∣∣∣∣2 + λ2gh

2h2 |
∂

∂z̃
Φ̃|2 + ghη̃ = 0.

En divisant par gh on a

∂
t̃
Φ̃ + η̃ + 1

2

∣∣∣∣ ∂∂x̃ Φ̃
∣∣∣∣2 + λ2

2h2

(
∂

∂z̃
Φ̃
)2

= 0.

En multipliant par h
2

λ2 on a

δ2

(
∂
t̃
Φ̃ + η̃ + 1

2

∣∣∣∣ ∂∂x̃ Φ̃
∣∣∣∣2
)

+ 1
2

(
∂

∂z̃
Φ̃
)2

= 0.

En omettant le tilde on a le résultat

δ2
(
∂tΦ + η + 1

2 |∇Φ|2
)

+ 1
2(∂zΦ)2 = 0.
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I Pour l’équation ∂tb+∇Φ · ∇b− ∂zΦ = 0. On a

∂
t̃
b+ ∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
b− ∂

∂z̃
Φ̃ = 0.

h
√
gh

λ
∂
t̃
b̃+
√
ghh

λ

∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
b̃−
√
ghλ

h

∂

∂z̃
Φ̃ = 0

√
gh

(
h

λ

(
∂
t̃
b̃+ ∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
b̃

)
− ∂

∂z̃
Φ̃
)

= 0.

En divisant par
√
gh et puis en le multipliant par h

λ
on a δ2

(
∂
t̃
b̃+ ∂

∂x̃
Φ̃ · ∂

∂x̃
b̃

)
− ∂

∂z̃
Φ̃ = 0. En

omettant le tilde on a

δ2 (∂tb+∇Φ · ∇b)− ∂d+1Φ = 0.

Après adimensionnement des équations (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) on obtient les équations suivantes :

δ2∆Φ + ∂2
zΦ = 0 dans Ω(t) (2.22)

δ2 (∂tη +∇Φ · ∇η)− ∂zΦ = 0

δ2
(
∂tΦ + η + 1

2 |∇Φ|2
)

+ 1
2 (∂zΦ)2 = 0 sur Γ(t)

(2.23)

δ2 (∂tb+∇Φ · ∇b)− ∂zΦ = 0 sur Σ(t). (2.24)

η(x, 0) = ηδ0(x), Φ(x, 0) = Φδ0(x) où

Ω(t) =
{
X = (x, z) ∈ Rd+1; b(x, t) < z < 1 + η(x, t)

}
,

Γ(t) =
{
X = (x, z) ∈ Rd+1; z = 1 + η(x, t)

}
Σ(t) =

{
X = (x, z) ∈ Rd+1; z = b(x, t)

}
.

∃Hmin > 0, ∀X ∈ Rd, 1 + η − b > Hmin, avec Hmin = hmin
h

= c0.

Supposons que le fond marin se déforme seulement sur l’intervalle de temps [0, t0] dans la variable dimen-

sionnelle t, de sorte que la fonction b = b(x, t), qui représente la bathymétrie du fond, peut être écrite sous

la forme b(x, t) = β(x, t
t0

), en posant τ = t

ε

β(x, τ) =

b0(x) pour τ 6 0

b1(x) pour τ > 1,
(2.25)
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dans la variable adimensionnelle, où ε est un paramètre adimensionnel défini par

ε = t0
√
gh

λ
. (2.26)

Dans cette variable de temps adimensionnelle, nous remarquons que le fond ne se déforme que sur l’intervalle

de temps court 0 6 t 6 ε et que bt = ε−1βτ . Puisque nous sommes intéressés à l’étude du comportement

asymptotique de la solution lorsque δ, ε→ 0, on suppose toujours que 0 < δ, ε ≤ 1, dans ce qui suit.

En utilisant les équations (2.22), (2.24) et (2.12) nous obtenons le problème de Laplace adimensionné suivant :
δ2∆Φ + ∂2

zΦ = 0 dans Ω,

Φ = φ sur Γ,

−∂zΦ + δ2∇b · ∇Φ = β sur Σ

(2.27)

Nous obtenons les deux problèmes de Laplace suivant
δ2∆Φff + ∂2

zΦff = 0 dans Ω(t)

Φff = φ sur Γ

δ2∇Φff · ∇b− ∂zΦff = 0 sur Σ(t).

(2.28)

et 
δ2∆Φfm + ∂2

zΦfm = 0 dans Ω(t)

Φfm = 0 sur Γ

δ2∇Φfm · ∇b− ∂zΦfm = β sur Σ(t).

(2.29)

On peut également définir un opérateur de Dirichlet-Neumann adimensionné

ΛDN (η, b, δ) : φ 7→ ∂nΦff |Γ, (2.30)

où Φff satisfait le système (2.28), et l’opérateur de Neumann-Neumann adimensionné

ΛNN (η, b, δ) : ∂tb 7→ ∂nΦfm|Γ, (2.31)

où Φfm satisfait le système (2.29). Notons que ∂n est ici la dérivée conormale pointant vers le haut

∂nΦ = δ−2(∂zΦ)(·, 1 + η(·))−∇η · ∇(Φ)(·, 1 + η(·)).

ΛDN (η, b, δ)φ+ ΛNN (η, b, δ)β = δ−2(∂zΦ)(·, 1 + η(·))−∇η · ∇(Φ)(·, 1 + η(·)).

ΛDN (η, b, δ)φ+ ΛNN (η, b, δ)β = δ−2(∂zΦ−∇η · ∇Φ
)∣∣

Γ.

Par contre, il résulte de (2.22), (2.24) et (2.12) que Φ satisfait le problème de Laplace (2.27) avec β remplacé

par bt = ε−1βτ , donc nous avons

ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ =
(
δ−2(∂zΦ)−∇Φ · ∇η

)
|Γ(t) (2.32)

Il résulte de la première équation en (2.23) et (2.32) que

∂tη − ΛDN (η, b, δ)φ− ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ = 0.
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Par adimensionnalisation de la relation (2.13) on a

λ
√
gh

h

∂

∂z̃
Φ̃|
z̃=1+η̃ =

h
√
gh

λ

(
∂

∂x̃
η̃ · ∂

∂x̃
Φ̃ + ∂

t̃
η̃
)

1 + δ2| ∂
∂x̃
η̃|2

en divisant par
√
gh et en multipliant par h

λ
on a la relation suivante

∂

∂z̃
Φ̃|
z̃=1+η̃ = δ2

(
1 + δ2

∣∣∣∣ ∂∂x̃ η̃
∣∣∣∣2
)−1(

∂

∂x̃
η̃ · ∂

∂x̃
Φ̃ + ∂

t̃
η̃

)
.

En omettant le tilde on a

∂zΦ|z=1+η = δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇Φ + ∂tη).

Le système (2.13) devient :
∂zΦ|Γ = δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ )

∇Φ = ∇φ− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ )∇η

∂tΦ = ∂tφ− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDNφ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )∂tη.

(2.33)

Injectons (2.33) dans la deuxième équation de (2.23)

δ2
(
∂tφ− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1

(
(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )

× (ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )
))

+ δ2(1
2 |∇φ− δ

2(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )∇η|2)

+ δ2η + δ2

2 ((δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ ))2 = 0.

En développant on obtient

δ2∂tφ− δ4(1 + δ2|∇η|2)−1
(

(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )

× (ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )
)

+ δ2

2 |∇φ|
2 − δ4((1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )

+ δ6

2 (1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )∇η)2 + δ2η

+ δ4

2 ((1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )2 = 0.

− δ4((1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )2

+ δ4

2 ((1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )2 + δ2∂tφ+ δ2η + δ2

2 |∇η|
2 = 0.

Ainsi,

∂tφ+ η + 1
2 |∇φ|

2 − δ2

2 (1 + δ2|∇η|2)−1(∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ )2 = 0.
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Les équations des ondes de surface s’adimensionnent alors de la façon suivante :
∂tη − ΛDN (η, b, δ)φ− ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ = 0

∂tφ+ η + 1
2 |∇φ|

2 − δ2

2
(
1 + δ2|∇η|2

)−1 (∇η · ∇φ+ ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ
)2 = 0.

(2.34)

η = ηδ0, φ = φδ0 à t = 0. (2.35)

Où la donnée initiale φδ0 est déterminée par φδ0 = Φδ0(·, 1 + ηδ0(·)). Le système (2.34) et (2.35) est appelé le

problème de Cauchy. C’est avec ce système que nous travaillerons dorénavant dans ce mémoire.

D’un point de vue mathématique, ces équations (2.34) sont complètement non linéaires et liées à un problème

de surface libre, ce qui rend leur étude délicate. Lannes ([18]) montre le premier résultat d’existence locale.

Sa preuve repose sur un schéma de Nash-Moser. Puis, Iguchi ([12]) montre que l’on peut quasi-linéariser et

symétriser ces équations et obtient un temps d’existence indépendant de δ dans le cas d’un fond fixe. Dans

([2]), Alvarez-Samaniego et Lannes montrent l’existence locale du système (2.34) dans le cas d’une pression

constante à la surface et d’un fond fixe et obtiennent un temps d’existence mais avec un adimensionnement

un peu différent de celui de Iguchi. Tous les résultats donnés précédemment font l’hypothèse d’une pression

à la surface constante et d’un fond fixe.

Pour finir sur cette partie, notons que nous avons réduit les équations d’Euler à surface libre à une équation

à la surface. Nous sommes partis d’une solution d’Euler pour obtenir une solution des équations des ondes

de surface de l’eau sans dimension.

2.2 Modèle asymptotique pour les équations des ondes de surface

Le système (2.34) est en général trop compliqué pour étudier la propagation des ondes de surface de l’eau.

Nous allons donc le simplifier en supposant que les deux paramètres adimensionnelles ε et δ sont petits. On

parle alors de régime asymptotique.

2.2.1 Approximation en eau peu profonde

Lorsque δ est petit, on parle de régime d’eau peu profonde. Ce régime est bien connu des physiciens. Il

revient à supposer que la longueur caractéristique de notre phénomène λ est très grande devant la hauteur

d’eau caractéristique h. On peut alors simplifier les équations des ondes de surface de l’eau en ne négligeant

que les termes d’ordre O(δ2).

Nous commençons à donner le développement asymptotique des opérateurs ΛDN (η, b, δ) et ΛNN (η, b, δ) puis

étudier formellement le comportement asymptotique de la solution (ηδ,ε, φδ,ε) au problème de Cauchy

(2.34) et (2.35) lorsque δ, ε→ 0. Nous dérivons également les équations d’eau peu profonde avec des conditions

initiales appropriées, dont la solution se rapproche de (ηδ,ε,∇φδ,ε). Enfin, nous analysons ce que l’on appelle

condition de signe de Rayleigh-Taylor qui est importante pour la bonne pose du problème de Cauchy.

2.2.2 Développement asymptotique de l’opérateur Dirichlet-Neumann(ΛDN)

Dans ce qui suit, nous omettons la dépendance du temps t dans la notation.
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Cas βτ = 0

Tout d’abord, nous considérons le cas βτ = 0 où le fond marin est fixe dans le temps. On sait que

l’opérateur de Dirichlet-Neumann ΛDN = ΛDN (η, b, δ) peut être approximé par l’opérateur différentiel du

second ordre jusqu’à l’ordre O(δ2). Pour une fonction φ donnée sur Γ, on note Φ la solution du problème de

Laplace 
δ2∆Φ + ∂2

zΦ = 0 dans Ω,

Φ = φ sur Γ,

−∂zΦ + δ2∇b · ∇Φ = 0 sur Σ

(2.36)

∫ z

b(x)
∂2
zΦ(x, y)dy = (∂zΦ)(x, z)− ∂zΦ(x, b(x))

(∂zΦ)(x, z) = ∂zΦ(x, b(x)) +
∫ z

b(x)
∂2
zΦ(x, y)dy

or, ∂zΦ(x, b(x)) = δ2∇b(x) · ∇Φ(x, b(x)) et ∂2
zΦ(x, z) = −δ2∆Φ(x, z)

∂zΦ(x, z) = δ2
[
∇b(x) · ∇Φ(x, b(x))−

∫ z

b(x)
∆Φ(x, y)dy

]
(2.37)

ce qui implique que (∂zΦ)(X) = O(δ2) et que (∇∂zΦ)(X) = O(δ2) ceci donne la relation

(∇Φ)(x, z) = (∇Φ)(x, 1 + η(x)) +
∫ z

1+η(x)
(∇∂zΦ)(x, y)dy

donc,

(∇Φ)(X) = (∇Φ)(x, 1 + η(x)) +O(δ2).

La condition limite de Dirichlet de la deuxième équation de (2.33) est donnée par

∇φ(x) = (∇Φ)(x, 1 + η(x)) + (∂zΦ)(x, 1 + η(x))∇η(x)

∇φ(x) = (∇Φ)(x, 1 + η(x)) +O(δ2),

∇φ(x) = (∇Φ)(X) +O(δ2).

De façons similaire on obtient

∆φ(x) = ∆Φ(X) +O(δ2).

En injectant ces deux dernières équations dans (2.37) nous obtenons

∂zΦ(x, 1 + η(x)) = δ2∇b(x) · ∇φ(x, b(x))− δ2
∫ 1+η(x)

b(x)
∆φ(x, y)dy +O(δ4)

∂zΦ(x, 1 + η(x)) = −δ2(1 + η(x))∆φ(x) + δ2∇ · (b(x)∇φ(x)) +O(δ4).

On sait que ∇η(x) · ∇φ(x) = ∇ · (η(x)∇φ(x))− η(x)∆φ(x), et par (2.32) avec βτ = 0, on a

ΛDN (η, b, δ)φ = −(1 + η(x))∆φ(x) +∇ · (b(x)∇φ(x))−∇ · (η(x)∇φ(x)) + η(x)∆φ(x) +O(δ2).

ΛDN (η, b, δ)φ = −∇ ·
(
(1 + η − b)∇φ

)
+O(δ2).

(2.38)
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2.2.3 Développement asymptotique de l’opérateur Neumann-Neumann (ΛNN)

Cas βτ 6= 0 :

Considérons le cas général où le fond marin peut se déformer avec le temps. Nous procédons au développement

de l’opérateur de Neumann-Neumann ΛNN = ΛNN (η, b, δ) par rapport à δ2. Pour une fonction donnée β sur

Σ, on note Φ la solution du problème de Laplace
δ2∆Φ + ∂2

zΦ = 0 dans Ω,

Φ = 0 sur Γ,

−∂zΦ + δ2∇b · ∇Φ = δ2β sur Σ

(2.39)

(∂zΦ)(x, z) = ∂zΦ(x, b(x)) +
∫ z

b(x)
∂2
zΦ(x, y)dy

or ∂zΦ(x, b(x)) = −δ2β(x) + δ2∇b(x) · ∇Φ(x, b(x)) et ∂2
zΦ(x, z) = −δ2(∆Φ(x, z)

∂zΦ(x, z) = δ2

[
−β(x) +∇b(x) · ∇Φ(x, b(x))−

∫ z

b(x)
∆Φ(x, y)dy

]
. (2.40)

ce qui implique que (∂zΦ)(X) = O(δ2) et que (∇∂zΦ)(X) = O(δ2) ceci donne la relation

(∇Φ)(x, z) = (∇Φ)(x, 1 + η(x)) +
∫ z

1+η(x)
(∇∂zΦ)(x, y)dy (2.41)

donc,

(∇Φ)(X) = (∇Φ)(x, 1 + η(x)) +O(δ2).

La condition limite de Dirichlet est donnée par Φ(x, 1 + η(x)) = 0 sur Γ, donc on a

(∇Φ)(x, 1 + η(x)) = −(∂zΦ)(x, 1 + η(x))∇η(x) (2.42)

Par conséquent, on a (∇Φ)(X) = O(δ2) et aussi ∆Φ(X) = O(δ2). D’après ces relations on a

(∂zΦ)(X) = −δ2β(x) +O(δ4)

lequel on injecte dans (2.42)

(∇Φ)(x, 1 + η(x)) = δ2β(x)∇η(x) +O(δ4).

Ainsi, par (2.41) on obtient

∇Φ(x, z) = δ2β(x)∇η(x) + δ2(1 + η(x)− z)∇β(x) +O(δ4) et (2.43)

∆Φ(x, z) = δ2∇ · (β(x)∇η(x)) + δ2∇η(x) · ∇β(x) + δ2∇ · (1 + η(x)− z)∇β(x) +O(δ4).
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Injectons ces deux dernières équations dans (2.40) on a

(∂zΦ)(x, z) =− δ2β(x) + δ2∇b(x) · (δ2β(x)∇η(x) + δ2(1 + η(x)− b(x))∇β(x))

− δ2
∫ z

b(x)

(
δ2∇ · (β(x)∇η(x)) + δ2∇η(x) · ∇β(x) + δ2(1 + η(x)− y)∆β

)
dy +O(δ6).

(∂zΦ)(x, z) =− δ2β(x) + δ4∇b(x) · (β(x)∇η(x) + (1 + η(x)− b(x))∇β(x))

− δ4(z − b(x))(∇ · (β(x)∇η(x)) +∇η(x) · ∇β(x))

− δ4∆β(x)
∫ z

b(x)
(1 + η(x)− y)dy +O(δ6)

or,
∫ z

b(x)
(1 + η(x)− y)dy =− 1

2
[
(1 + η(x)− y)2]z

b(x) = −1
2
[
(1 + η(x)− z)2 − (1 + η(x)− b(x))2]

donc, on a finalement

(∂zΦ)(x, z) =− δ2β(x) + δ4∇b(x) · [β(x)∇η(x) + (1 + η(x)− b(x))∇β(x)]

− δ4(z − b(x))(∇ · (β(x)∇η(x)) +∇η(x) · ∇β(x))

+ δ4

2
[
(1 + η(x)− z)2 − (1 + η(x)− b(x))2]∆β(x) +O(δ6).

On sait que

∇b · ∇Φ = ∇ · (b∇Φ)− b∇ · ∇Φ et ∇η · ∇Φ = ∇ · (η∇Φ)− η∇ · ∇Φ.

D’après la relation (2.32) avec φ = 0 on a

ΛNN (η, b, δ)β =− β + δ2∇ · (bβ∇η)− δ2b∇ · (β∇η)− δ2(1 + η − b)∇ · (β∇η)

− δ2∇ · (ηβ∇η) + δ2η∇ · (β∇η)− δ2

2 (1 + η − b)2∆β +O(δ4)

ΛNN (η, b, δ)β =− β + δ2(∇ · ((b− η)∇ηβ)− δ2∇ · (β∇η)− δ2

2 ∇ · (1 + η − b)2∇β +O(δ4).

ΛNN (η, b, δ)β = −β − δ2∇ · ((1 + η − b)(∇η)β + 1
2(1 + η − b)2∇β) +O(δ4). (2.44)

Remarque 2.1. ΛNN (η, b, δ)β = −β +O(δ2).

En remplaçant (2.38) et (2.44) dans (2.34) on obtient :

∂tη +∇ · ((1 + η − b)∇φ)− 1
ε

[
βτ − δ2

(
∇ · ((1 + η − b)(∇η)βτ + 1

2(1 + η − b)2∇βτ ) +O(δ2)
)]

= 0

∂tφ+ η + 1
2 |∇φ|

2 − 1
2δ

2(1 + δ2|∇η|2)−1
(
∇η · ∇φ−∇ · ((1 + η − b)∇φ)

− 1
ε2

[
βτ − δ2

(
∇ · ((1 + η − b)(∇η)βτ + 1

2(1 + η − b)2∇βτ ) +O(δ2)
)])2

= 0.

Nous scindons les équations (2.34) en deux parties :

D’une part, les équations (2.34) peuvent être approximées par les équations différentielles ordinaires. En

posant β = 1
ε
βτ et la condition sur la surface de l’eau avec φ = 0, on obtient

∂tη = 1
ε
βτ + 1

ε
O(ε+ δ2)

∂tφ = 1
2

(
δ

ε

)2
β2
τ + 1

ε2O(ε2 + δ4).

(2.45)
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En résolvant ces équations dans les conditions initiales de (2.35), nous obtenons
∫ t

0
∂tηdt =

∫ t/ε

0

(
1
ε
βτ + 1

ε
O(ε+ δ2)

)
dτ∫ t

0
∂tφdt =

∫ t/ε

0

(
1
2

(
δ

ε

)2
β2
τ + 1

ε2O(ε2 + δ4)
)
dτ.


η(x, t) = η0(x) + β(x, t

ε
)− b0(x) +O(ε+ δ2)

φ(x, t) = φ0(x) + δ2

2ε

∫ t
ε

0
βτ (x, τ)2dτ + 1

ε
O(ε2 + δ4).

(2.46)

En particulier, sur l’intervalle de temps 0 6 t 6 ε, on obtient
η(x, ε) = η0(x) + (b1(x)− b0(x)) +O(ε+ δ2)

φ(x, ε) = φ0(x) + δ2

2ε

∫ 1

0
βτ (x, τ)2dτ + 1

ε
O(ε2 + δ4).

(2.47)

Passage à la limite

Nous considérons le comportement asymptotique d’une solution (ηδ,ε, φδ,ε) au problème de Cauchy

(2.34) et (2.35) avec la limite

δ, ε→ 0, δ
2

ε
→ σ. (2.48)

D’autre part, notant que βτ = 0 et b = b1 pour t ≥ ε, on voit que les équations de (2.34) peuvent être

estimées par les équations différentielles partielles suivantes :
∂tη +∇ · ((1 + η − b1)∇φ) = O(δ2),

∂tφ+ η + 1
2 |∇φ|

2 = O(δ2).
(2.49)

Par conséquent, en prenant la limite (2.48) de (2.49) et (2.47) pour t ≥ ε, nous obtenons
∂tη

0 +∇ · ((1 + η0 − b1)∇φ0) = 0,

∂tφ
0 + η0 + 1

2 |∇φ
0|2 = 0

avec les conditions initiales

η0 = η0 + (b1 − b0), φ0 = φ0 + σ

2

∫ 1

0
βτ (·, τ)2dτ à t = 0.

Enfin, en posant u0 := ∇φ0 et en prenant le gradient de la deuxième équation du système ci-dessus, on a les

équations de Saint-Venant (Shallow water equation) ∂tη
0 +∇ · ((1 + η0 − b1)u0) = 0

∂tu0 + (u0 · ∇)u0 +∇η0 = 0,
(2.50)

avec les conditions initiales 
η0 = η0 + (b1 − b0),

u0 = ∇φ0 +∇
(
σ

2

∫ 1

0
βτ (·, τ)2dτ

)
à t = 0.

(2.51)
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De plus, u0 satisfait la condition irrotationnelle

rotu0 = 0, (2.52)

où rot(u) est le rotationnel du vecteur u = (u1,u2,u3)T .

Ici nous notons que dans le cas où (η0, φ0) = 0, et en réécrivant (2.50) et (2.51) dans les variables dimension-

nelles et en utilisant la relation (2.21), on obtient les équations (1) et (3) :

I Pour la première équation de (2.50) on a

λ√
gh
× 1
h
∂tη + λ× 1√

gh
∇ ·
((

1 + η

h
− b1
h

)
u
)

= 0.

λ√
gh
× 1
h
∂tη +∇ · ((h+ η − b1)u) = 0.

En divisant cette équation par λ√
gh
× 1
h

on a ∂tη +∇ · ((h+ η − b1)u) = 0.

I la deuxième équation de (2.50) on a

λ√
gh
× 1√

gh
∂tu + λ√

gh
× 1√

gh
∇u · u + λ

h
∇η = 0.

λ

[
1
gh

(∂tu + (u · ∇)u) + 1
h
∇η
]

= 0.

En divisant cette équation par λ et puis en le multipliant par gh on a ∂tu + (u · ∇)u + g∇η = 0.∂tη +∇ · ((h+ η − b1)u) = 0

∂tu + (u · ∇)u + g∇η = 0

I l’équation de (2.51) on a 1
h
η = 1

h
(b1− b0) en multipliant par h on a η = b1− b0. On sait que b(·, t)2 =

β(·, t
ε

)2, λ2

h2√gh
b(·, t)2 = λ2

ε2√gh
β(·, t

ε
)2 ⇒ β(·, t

ε
)2 = ε2

h2 b(·, t)
2, or, τ = t/ε donc dτ = λ

ε
√
gh
dt.

1√
gh

u = λ∇ ·
(
σ

2

∫ 1

0

ε2

h2 ×
λ

ε
√
gh
b(·, t)2dt

)
.

En multipliant cette équation par
√
gh on a u = λ∇ ·

(
h2

2λ2ε

∫ t0

0

ε2

h2 ×
λ

ε
b(·, t)2dt

)
. On obtient les

conditions initiales suivantes

u = ∇ ·
(

1
2

∫ t0

0
b(·, t)2dt

)
, η = b1 − b0.

Ainsi, dans les variables dimensionnelles on obtient les équations de Saint-Venant données par le

système suivant : ∂tη +∇ · ((h+ η − b1)u) = 0

∂tu + (u · ∇)u + g∇η = 0.

La dérivation remonte à Airy [1]. Puis, Friedrich [10] a systématiquement dérivé les équations en utilisant

un développement de la solution par rapport à δ2 (voir aussi Lamb [17] et Stoker[23][22]). Une justification
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mathématiquement rigoureuse de l’approximation des eaux peu profondes pour les ondes de surface de l’eau

bidimensionnelles (d = 1) sur un fond plat a été donné par Ovsjannikov [20][21] sous la condition aux limites

périodique par rapport à la variable spatiale horizontale, puis par Kano et Nishida [15] dans une classe de

fonctions analytiques (voir aussi [15][14]. La justification dans les espaces de Sobolev était donnée par Li [19]

pour les ondes de surface de l’eau bidimensionnelles sur un fond plat, puis les travaux de Alvarez- Samaniego

et Lannes [2] et Iguchi [12] pour les ondes de surface de l’eau dans le cas général (d = 1 ou d = 2) avec un

fond non plat (mais régulier).

2.3 Condition de signe de Rayleigh-Taylor généralisée

Avant de donner notre principal résultat, nous devons analyser une condition de signe de Rayleigh–Taylor

généralisée. On sait que la bonne pose du problème de Cauchy (2.34)-(2.35) pour les ondes de surface de

l’eau peut être rompue à moins qu’une condition de signe de Rayleigh–Taylor généralisée − ∂p

∂N
≥ c0 > 0 à

la surface de l’eau ait satisfaite, où p est la pression et N est le vecteur normal dirigé vers l’extérieur à la

surface de l’eau.

Wu [25][26] a montré que cette condition est toujours valable pour toute surface lisse non auto-sécante dans le

cas de profondeur infinie. Dans le cas à fond variable, Lannes [18] a donné une relation entre cette condition

et la bathymétrie du fond. Constantin et Strauss [7] ont étudié sur la pression des ondes de Stokes sur un fond

plat et ont également prouver que cette condition est valable pour les ondes de Stokes. On mentionne aussi

le résultat d’Ebin [9], où un mouvement proche à une rotation rigide d’un fluide idéal incompressible entouré

d’une surface libre a été pris en considération. Il a été montré que le problème de Cauchy correspondant

est mal posé. Dans ce cas, un signe de Rayleigh-Taylor généralisé n’est pas satisfait. On peut penser que

le tourbillon brise la condition, même dans le cas irrotationnel, la condition ne tient pas dans une certaine

situation. En fait, Iguchi [11] considérait un écoulement irrotationnel d’un fluide idéal incompressible circulant

autour d’un obstacle rigide et a montré que si la circulation est plus étrange que la gravité, alors le signe de

Rayleigh-Taylor généralisé n’est pas satisfait et le problème est mal posé. Dans ce qui suit, nous considérons

cette condition importante dans la limite (2.48).

2.3.1 Équation de Bernoulli

I Dans les variables dimensionnelles, nous avons

∂tΦ + 1
2 |∇Φ|2 + 1

2 |∂zΦ|
2 + 1

ρ
(p− p0) + g(z − h) = 0 dans Ω(t) (2.53)

où ρ est une densité constante et p0 est une pression atmosphérique constante. Cette équation est

obtenue en intégrant la conservation de mouvement, c’est-à-dire l’équation d’Euler

ρ(∂tv + (v · ∇X)v) +∇Xp+ ρgez = 0

ρ∇X
(
∂tΦ + 1

2 |∇Φ|2 + 1
2 |∂zΦ|

2 + 1
ρ

(p− p0) + g(z − h)
)

= 0
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où v = ∇XΦ est la vitesse et ez est le vecteur unitaire dans la direction verticale.

On redimensionne la pression p par p = p0 + ρghp̃.
√
gh

λ
λ
√
gh∂

t̃
Φ̃ + gh

2 |
∂

∂x̃
Φ̃|2 + λ2gh

h2 ( ∂
∂z̃

Φ̃)2 + ghp̃+ g(hx̃n+1 − h) = 0

gh

[
∂
t̃
Φ̃ + 1

2 |
∂

∂x̃
Φ̃|2 + λ2

h2 ( ∂
∂z̃

Φ̃)2 + p̃+ (z̃ − 1)
]

= 0

En divisant par gh et en laissant tomber le tilde dans la notation, on obtient

∂tΦ + 1
2 |∇Φ|2 + δ−2

2 (∂zΦ)2 + (z − 1) = −p. (2.54)

I De plus, dans les variables adimensionnelles, le signe de Rayleigh-Taylor généralisé peut être écrite

sous la forme a ≥ c0 > 0, où

a : = −(1 + δ2|∇η|2)−1(∂zp− δ2∇η · ∇p)|Γ(t)

= −(∂zp)|Γ(t)

= 1 +
{
∂z

(
∂tΦ + 1

2
(
|∇Φ|2 + δ−2(∂zΦ)2))} |Γ(t).

a = 1 + (∂zΦt +∇Φ · ∇∂zΦ− (∂zΦ)∆Φ)|Γ(t) (2.55)

où, nous avons utilisé la relation (∇Q)|Γ(t) = ∇(Q|Γ(t)) − (∂zQ)|Γ(t)∇η , sur la condition au bord de

la surface de l’eau (2.23) et l’équation de Laplace (2.22).

2.3.2 Comportement asymptotique

Considérons maintenant le comportement asymptotique de cette fonction a dans la limite (2.48), de sorte

que nous pouvons supposer δ2 = O(ε). On note que Φ satisfait (2.22), (2.24) et (2.12), et que nous avons

(2.25). D’après la relation (2.43) et en posant β(x) = ε−1βτ

∇Φ = ∇φ− δ2

ε
βτ∇η −

δ2

ε
(1 + η − z)∇βτ +O(δ2),

et que

∂zΦ =δ2

ε
βτ + δ2∇b ·

(
∇φ− δ2

ε
βτ∇η −

δ2

ε
(1 + η − b)∇βτ

)
− δ2(z − b)

(
∇ · (∇φ− δ2

ε
βτ∇η)− δ2

ε
∇η · ∇βτ

)
− δ2

2
δ2

ε

(
(1 + η − z)2 − (1 + η − b)2∆βτ

)
+O(δ4).

Il résulte que (2.45) devient 
∂tη = 1

ε
βτ +O(1)

∂tφ = 1
2

(
δ

ε

)2
β2
τ +O(1)

∇∂tφ−
δ2

ε
βτ∇∂tη = O(1),
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∂zΦt|Γ(t) =∂t
{
− δ2∇ · (1 + η − b)∇φ+ β + δ2∇ ·

(
(1 + η − b)(∇η)β + 1

2(1 + η − b)2∇β
)

+ δ2∇φ · ∇η
}

=− δ2∇ · (1 + η − b)∇φt − δ2∇ · (∂tη − ∂tb)∇φ+ (δ
ε

)2βττ + δ2

ε
∇ · (∂tη − ∂tb)βτ∇η

+ δ4

ε
∇ · (1 + η − b)∇∂tηβτ +

(
δ2

ε

)2

∇ · (1 + η − b)∇ηβττ + 1
2

(
δ2

ε

)2

∇ · (1 + η − b)2∇βττ

+ δ4

ε
∇ · (∂tη − ∂tb)(1 + η − b)∇βτ + δ2∇∂tη · (∇φ−

δ2

ε
βτ∇η)− δ4

ε
βτ∇∂tη · ∇η

+ δ2(∇∂tφ−
δ2

ε
βτ∇∂tη −

δ2

ε2 βττ∇η) · ∇η.

Or, δ
4

ε
∇ · (1 + η − b)∇∂tηβτ = δ2∇ · (1 + η − b)∇φt +O(1), ∂tη − ∂tb = O(1)

δ4

ε
βτ∇∂tη · ∇η =

(
δ2

ε

)2

βτ∇βτ · ∇η +O(1). Donc,

∂z∂tΦ|Γ(t) =
(
δ

ε

)2
(1− δ2|∇η|2)βττ + δ2

ε
∇ · βτ

(
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η)

)
−
(
δ2

ε

)2

βτ∇η · ∇βτ

+
(
δ2

ε

)2

∇ ·
(

(1 + η − b)βττ∇η + 1
2(1 + η − b)2∇βττ

)
+O(δ2). Or,

∇Φ · ∇∂zΦ =δ2

ε
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η) · ∇βτ ,

∂zΦ∆Φ =δ2

ε
βτ∇ · (∇φ−

δ2

ε
βτ∇η)−

(
δ2

ε

)2

βτ∇η · ∇βτ

δ2

ε
∇ · βτ ((∇φ− δ2

ε
βτ∇η)) =δ2

ε
βτ∇ · (∇φ−

δ2

ε
βτ∇η) + δ2

ε
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η) · ∇βτ .

En mettant ces équations dans (2.55), on obtient

a =1 +
(
δ

ε

)2
(1− δ2|∇η|2)βττ + 2δ

2

ε
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η) · ∇βτ

+
(
δ2

ε

)2

∇ ·
(

(1 + η − b)βττ∇η + 1
2(1 + η − b)2∇βττ

)
+O(δ2).

(2.56)

D’autre part, compte tenu de (2.46) et (2.48), nous définissons une solution approchée (η(0), φ(0)) avec τ = t

ε
par 

η(0)(x, τ) = η0(x) + β(x, τ)− β(x, 0),

φ(0)(x, τ) = φ0(x) + 1
2σ
∫ τ

0
βτ (x, τ̃)2dτ̃ .

(2.57)

Alors, pour tout (x, t) ∈ Rd × [0, ε], on a la relation suivante :

η(x, t) = η(0)(x, t
ε

) +O(ε); φ(x, t) = φ(0)(x, t
ε

) +O(1).

Prenant ceci et (2.56) en compte, nous définissons une fonction a(0) = a(0)(x, τ) par

a(0) = σ∇ ·
(

(1 + η(0) − β)(∇η(0))βττ + 1
2(1 + η(0) − β)2∇βττ

)
+ 2
(
∇φ(0) − σβτ∇η(0)) · ∇βτ , (2.58)

où (η(0), φ(0)) est la solution approchée définie dans (2.57). Nous notons que cette fonction a(0) est écrite

explicitement en fonction des données initiales (η0, φ0), la bathymétrie du fond β et la constante σ dans la
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limite (2.58). Alors, par (2.56), on voit que

a(x, t) =1 +
(
δ

ε

)2
(

1− δ2

(∣∣∣∣∇η(0)(x, t
ε

)
∣∣∣∣2 + C

))
βττ

(
x,
t

ε

)
+ σ

(
a(0)

(
x,
t

ε

)
+ Cσβττ

(
x,
t

ε

))
+O(1),

(2.59)

où C > 0 est une constante arbitraire. Par conséquent, la condition de signe de Rayleight-Taylor est satisfaite

si les conditions suivantes sont remplies. Ces conditions dépendent des relations entre δ et ε.

Hypothèse 2.1. Il existe des constantes C, c > 0 telles que, pour tout (x, τ) ∈ Rd×]0, 1[, les conditions

suivantes sont satisfaites :

1. dans le cas où δ

ε
→ 0, aucune condition n’est satisfaite

2. dans le cas où δ

ε
→ ν, 1 + ν2βττ (x, τ) > c

3. dans le cas où δ

ε
→∞ et δ2

ε
→ 0, βττ (x, τ) > 0

4. dans le cas où δ

ε
→∞ et δ

2

ε
→ σ, βττ (x, τ) > 0, 1 + σ(a(0) + Cσβττ )(x, τ) > c.

D’un point de vue technique, nous imposons également la condition suivante.

Hypothèse 2.2. Pour tout (x, τ) ∈ Rd×]0, 1[, les conditions suivantes sont satisfaites :

1. dans le cas où δ

ε
→ ν, aucune condition n’est satisfaite

2. dans le cas où δ

ε
→∞, βτττ (x, τ) 6 0.

Le théorème suivant est l’un des principaux résultats de ce mémoire et affirme l’existence de la solution

du problème de Cauchy pour le problème des ondes de surface avec des bornes uniformes de la solution

indépendantes de δ et ε sur l’intervalle de temps [0, ε].

Théorème 2.1. SoitM0, c0 > 0, r > d

2 et s > 1
2(d+9). Sous les hypothèses 2.1 et 2.2, il existe des constantes

C0, δ0, ε0, γ0 > 0, telles que, pour tout δ ∈]0, δ0], ε ∈]0, ε0], (η0, φ0) ∈ Hs+4 et b satisfait
∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣ 6 γ0 et

 ‖β(τ)‖s+ 9
2

+ ‖βτ (τ)‖s+5 + ‖βττ (τ)‖s+1 + ‖βτττ (τ)‖r+2 6M0,

‖∇φ0‖s+3 + ‖η0‖s+4 6M0, 1 + η0(x)− b0(x) > c0 pour (x, τ) ∈ Rd×]0, 1[,

le problème de Cauchy (2.34)-(2.35) a une solution unique (η, φ) = (ηδ,ε, φδ,ε) sur l’intervalle de temps

[0, ε] satisfaisant∥∥∥∥ηδ,ε(t)− η(0)
(
t

ε

)∥∥∥∥
s+2

+
∥∥∥∥φδ,ε(t)− φ(0)

(
t

ε

)∥∥∥∥
s+2

6 C0

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) ,
‖∇φδ,ε(t)‖s+2 + ‖ηδ,ε(t)‖s+3 6 C0,

1 + ηδ,ε(x, t)− b(x, t) > c0
2 pour (x, τ) ∈ Rd × [0, ε],

où (η(0), φ(0)) est la solution approchée dans la variable de temps τ = t

ε
défini par (2.57).

Le théorème suivant est un autre résultat principal de ce mémoire et donne une justification mathémati-

quement rigoureuse de l’approximation en eaux peu profondes pour le problème des ondes de surface.

32



Une fois que nous avons obtenu ce type de théorème d’existence pour la solution avec des bornes uniformes,

en combinant ce résultat d’existence obtenu dans [12] où le cas d’un fond fixe a été donné, on peut facilement

considérer la solution (ηδ,ε, φδ,φ) lorsque les limites δ, ε→ 0.

Théorème 2.2. Sous les mêmes hypothèses que le théorème 2.1, il existe un temps T > 0 indépendamment

de δ ∈]0, δ0] et ε ∈]0, ε0] telle que la solution (ηδ,ε,φδ,ε) obtenue dans le théorème 2.1 peut être étendu sur

l’intervalle de temps [0, T ] et satisfait

∥∥ηδ,ε(t)− η0(t)
∥∥
s−1 +

∥∥∇φδ,ε(t)− u0(t)
∥∥
s−1 6 C0

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) pour ε 6 t 6 T,

où (η0,u0) est une solution unique des équations de Saint-Venant (2.50) sous les conditions initiales (2.51)

et u0 satisfait la condition irrotationnelle (2.52).
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Chapitre 3
Définition et analyse des opérateurs ΛDN ,

ΛNN , ΛDD et ΛND pour l’équation de

Laplace dans les espaces de Sobolev

Dans ce chapitre, nous définissons et analysons les opérateurs de Dirichlet-Neumann, Neumann-Neumann

et opérateurs associés ΛDD et ΛND par les équations de Laplace. Nous donnons une définition précise de ces

opérateurs et leurs propriétés. Nous étudions la forme des dérivées des opérateurs (c’est à dire des dérivées par

rapport à η à la surface). Nous donnons ensuite quelques résultats techniques (estimations de commutateurs)

qui serons nécessaire à la résolution des équations des ondes de surface. On donne alors enfin, des estimations

des normes des opérateurs, qui sont nettes par rapport à la régularité de l’élévation de la surface par rapport

à η et δ.

Tout au long de cette section, le temps t est fixé arbitrairement, de sorte que Ω(t), Γ(t), Σ(t), η(x, t) et b(x, t)

sont simplement désignés respectivement par Ω, Γ, Σ, η(x) et b(x).

3.1 Définition

3.1.1 L’équation de Laplace dans le domaine fluide

Le domaine fluide Ω est donné par

Ω :=
{

(x, z) ∈ Rd × R, b(x) < z < 1 + η(x)
}
.

Introduisons une matrice Iδ de (d+ 1)× (d+ 1) par :

Iδ =

Ed 0

0 δ−1

 ,∇δ = Iδ∇X,z =
(
∂x, δ−1∂z

)T
, ∆δ = ∇δ · ∇δ = ∂2x+ δ−2∂2z pour d = 1,
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où Ed est la matrice d’unité d× d, nous transformons le problème de Laplace (2.27) sous la forme suivante :
∇X · I2

δ∇XΦ = 0 dans Ω

Φ = φ sur Γ

(∇b,−1)T · I2
δ∇XΦ = β sur Σ

=


∆δΦ = 0 dans Ω

Φ = φ sur Γ

∂nΦ = β sur Σ

(3.1)

Notons ici que n est le vecteur normal qui pointe vers le haut

n =


1√

1 + |∇η|2
× (−∇η, 1)T , à la surface

1√
1 + |∇b|2

× (∇b,−1)T , au fond

Notons que ∂nΦ est ici la dérivée conormale pointant vers le haut ∂nΦ|z=b(x) = Iδn · ∇δΦ|z=b(x).

3.1.2 Existence et unicité de la solution

Théorème 3.1. Sous les hypothèses appropriées sur η et b, pour toute fonction φ sur la surface de l’eau Γ

et β sur le fond marin Σ, il existe une unique solution Φ du problème de Laplace donné par
∇X · I2

δ∇XΦ = 0 dans Ω

Φ = φ , sur Γ

(∇b,−1)T · I2
δ∇XΦ = β, sur Σ.

(3.2)

Démonstration. On cherche une solution au problème de Dirichlet avec conditions aux limites non homogènes,

où φ ∈ H1/2(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω) sont des fonctions données. On rappelle que

H1/2(∂Ω) =
{
φ ∈ L2(∂Ω) : ∃Φ ∈ H1(Ω) telle que γ(Φ) = φ, dans L2(∂Ω)

}
.

On montre que ce problème admet une unique solution (faible) Φ ∈ H1(Ω). Notons d’abord qu’en raisonnant

comme dans le cas homogène, on multiplie l’équation aux dérivées partielles (3.2) par une fonction ϕ ∈ H1
0 (Ω)

(pour annuler le terme sur le bord), on obtient∫
Ω
∇δΦ · ∇δϕdX =

∫
∂Ω
βϕdS,

via la formule de Green. La formulation variationnelle est

Trouver Φ ∈W, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω
∇δΦ · ∇δϕdX =

∫
Ω
βϕdS

W =
{

Φ ∈ H1(Ω) : γ0(Φ) = φ ∈ L2(∂Ω)
}

et γ0 est l’application trace. Comme l’espace des solutions n’est pas le même que celui des fonctions ϕ, alors

pour pouvoir utiliser le théorème de Lax-Milgram, on va "symétriser" le problème. Comme Ω est un ouvert

borné de classe C1 et φ ∈ H1/2(∂Ω), alors l’application trace γ0 sur ∂Ω de H1(Ω) dans L2(∂Ω) est telle que :

γ0(ω) = φ, ω ∈ H1(Ω).
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En posant ψ = Φ− ω, le problème ci-dessus se ramène à celui-ci
∆δψ = −∆δω dans Ω

ψ = 0 sur Γ

−∂nψ = ∂nω sur Σ.

Pour établir la formulation variationnelle de ce problème et appliquer les résultats obtenus précédemment,

on va raisonner un peu différemment (il faut noter que pour ω ∈ H1(Ω), on a ∇ω ∈ L2(Ω) et donc ∆ω =

div(∇ω) ∈ H−1(Ω) d’où ∆ω ∈ D′(Ω) où D′(Ω) est l’espace des distributions). Pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω),

on a

〈∆δψ,ϕ〉 = −〈∆δω, ϕ〉

c’est-à-dire (en tenant compte de la dérivation au sens des distributions),

∀ϕ ∈ D(Ω),−
d∑
i=1
〈 ∂ψ
∂xi

,
∂ϕ

∂xi
〉 =

d∑
i=1
〈 ∂ω
∂xi

,
∂ϕ

∂xi
〉 − 〈∂nω, ϕ〉

ou encore (les termes dans les crochets appartiennent à L2(Ω)),∫
Ω
∇δψ · ∇δϕdX =−

∫
Ω
∇δω · ∇δϕdX +

∫
Σ

(β)ϕdS ∀ϕ ∈ W.

La formulation variationnelle retenue consiste donc à trouver ψ ∈ W telle que a(ψ,ϕ) = L(ϕ) pour tout

ϕ ∈W, où

a(ψ,ϕ) =
∫

Ω
∇δψ · ∇δϕdX

L(ϕ) =
∫

Σ
βϕdS −

∫
Ω
∇δω · ∇δϕdX.

I Montrons que a est continue

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|a(ψ,ϕ)| 6
(∫

Ω
|∇δψ|2

)1/2(∫
Ω
|∇δϕ|2

)1/2

|a(ψ,ϕ)| 6 ‖∇δψ‖L2‖∇δϕ‖L2

|a(ψ,ϕ)| 6 ‖ψ‖H1‖ϕ‖H1

|a(ψ,ϕ)| 6 ‖ψ‖H1‖ϕ‖H1 ,

d’où la continuité.

I Montrons que la forme a est coercive ∀ ϕ ∈W
a(ϕ,ϕ) =

∫
Ω
|∇δϕ|2 = ‖∇δϕ‖2W

a(ϕ,ϕ) > ‖ϕ‖2W ,

d’où la coercitivité. D’après 1 et 2 a est bilinéaire.

I Montrons que L est continue
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|L(ϕ)| =
∣∣∣∣∫

Σ
(β)ϕdS −

∫
Ω
∇δω · ∇δϕdX

∣∣∣∣
|L(ϕ)| 6

(
‖β‖L2(∂Ω)‖ϕ‖L2(Ω) + ‖∇δω‖L2(Ω)‖∇δϕ‖L2(Ω)

)
6
(
‖ω‖H1(Ω) + ‖β‖L2(∂Ω)

)
‖ϕ‖H1(Ω).

Mais, l’application trace étant continue de H1(Ω) dans L2(∂Ω), il existe C, ne dépendant que de Ω telle que

‖ω‖H1(Ω) 6 C‖φ‖L2(∂Ω)

et ainsi

|L(ϕ)| 6
(
C‖φ‖L2(∂Ω) + ‖β‖L2(∂Ω)

)
‖ϕ‖H1(Ω).

Ce qui montre bien la continuité de L.

D’après le théorème de Lax-Milgramm on peut conclure que l’équation admet une unique solution. Comme

Φ = ψ + ω, alors Φ est une solution (faible) du problème proposé. En outre, cette solution est unique

En effet, si Φ1,Φ2 ∈ H1(Ω) avec γ0(Φ1) = γ0(Φ2) = φ ∈ L2(∂Ω) et ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),∫

Ω
∇δΦ1 · ∇δϕdX =

∫
Ω
∇δΦ2 · ∇δϕdX =

∫
Σ
βϕdS,

alors, Φ1 − Φ2 ∈ H1
0 (Ω) et on a

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω
∇δ(Φ1 − Φ2) · ∇δϕdX =

∫
Σ
βϕdS.

Le théorème de Lax-Milgram affirme que ce problème possède une solution unique et comme 0 est solution,

alors Φ1 − Φ2 = 0.

Definition 3.1. La solution Φ du problème (3.1) sera notée (φ, β)~. Utilisons cette solution Φ pour définir les

opérateurs linéaires ΛDN = ΛDN (η, b, δ), ΛNN = ΛNN (η, b, δ), ΛDD = ΛDD(η, b, δ) et ΛND = ΛND(η, b, δ).

L’application Dirichlet-Neumann associée au problème de Laplace (2.36) est l’application

ΛDN : H1/2(∂Ω)→ H−1/2(∂Ω)

φ 7→ ∂n+Φff |Γ, avec ∂n+Φ|Γ = (−∇η, 1)T · I2
δ∇XΦ = ∂zΦ− δ2∇η · ∇Φ.

ΛDN (η, b, δ)φ = (−∇η, 1)T · I2
δ∇XΦ = ∂zΦ− δ2∇η · ∇Φ.

L’application Neumann-Neumann associée au problème de Laplace (2.39) est l’application

ΛNN : L2(∂Ω)→ H−1/2(∂Ω)

β 7→ ∂n+Φfm|Γ = (−∇η, 1)T · I2
δ∇XΦ = ∂zΦ− δ2∇η · ∇Φ

ΛNN (η, b, δ)β = (−∇η, 1)T · I2
δ∇XΦ = ∂zΦ− δ2∇η · ∇Φ.ΛDN (η, b, δ)φ+ ΛNN (η, b, δ)β = (−∇η, 1)T · I2

δ (∇XΦ)(·, 1 + η(·))

ΛDD(η, b, δ)φ+ ΛND(η, b, δ)β = Φ(·, b(·))

qui sont respectivement appelés Dirichlet-Neumann (DN), Neumann-Neumann (NN), Neumann-Dirichlet

(ND) et Dirichlet-Dirichlet (DD).

Dans ce qui suit, nous écrivons

ΛDN0 = ΛDN (0, 0, δ), ΛNN0 = ΛNN (0, 0, δ), ΛDD0 = ΛDD(0, 0, δ) et ΛND0 = ΛND(0, 0, δ).
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Remarque 3.1. L’espace H−1/2(∂Ω) est le dual topologique de H1/2(∂Ω), i.e. l’espace vectoriel des formes

linéaires continues sur H1/2(∂Ω).

3.1.3 Propriétés des opérateurs

Proposition 3.1. Nous avons

ΛDN0 = |D|
δ

tanh(δ|D|); ΛND0 = δ

|D|
tanh(δ|D|); −ΛNN0 = ΛDD0 = 1

cosh(δ|D|

Démonstration. Dans le cas (η, φ) = 0, la solution de (3.1) peut s’écrire explicitement en termes de multipli-

cateurs de Fourier comme

Φ(·, z) = cosh(δ|D|z)
cosh(δ|D|) φ+ δ sinh(δ|D|(1− z))

|D| cosh(δ|D|) β,

afin d’obtenir facilement les expressions souhaitées.

Proposition 3.2. Les opérateurs ΛDN et ΛND sont symétriques pour le produit scalaire dans L2 et l’opérateur

adjoint de ΛNN dans L2 est égale à −ΛDD. Pour tout φ, ψ ∈ H1 et pour tout β, γ ∈ L2, on a

(ΛDNφ, ψ) = (φ,ΛDNψ), (ΛNDβ, γ) = (β,ΛNDγ), (ΛNNβ, ψ) = −(β,ΛDDψ).

Démonstration. soient Φ = (φ, β)~ et Ψ = (ψ, γ)~. En utilisant les équations (3.1) et en multipliant par une

fonction Ψ. Selon la formule de Green, nous avons∫
Ω

(∇X · I2
δ∇XΦ)ΨdX =

∫
Ω

(
(∇X · I2

δ∇XΦ)Ψ− Φ(∇X · I2
δ∇XΨ)

)
dX

0 =
∫
∂Ω

((N · I2
δ∇XΦ)Ψ− Φ(N.I2

δ∇XΨ))dS

0 =(ΛDNφ+ ΛNNβ, ψ)− (φ,ΛDNψ + ΛNNγ)

+ (β,ΛDDψ + ΛNDγ)− (ΛDDφ+ ΛNDβ, γ)

(φ,ΛDNψ)− (β,ΛDDψ) + (φ,ΛDDγ) + (ΛNDβ, γ) =(ΛDNφ, ψ) + (ΛDDβ, ψ) + (β,ΛNDψ)− (ΛDDφ, γ).

où N est l’unité normale dirigée vers extérieure à la frontière ∂Ω. Dans le calcul ci-dessus, nous avons

utilisé la condition aux limites sur le fond Σ. Puisque Φ = φ, Ψ = ψ,
√

1 + |∇η|2N · I2
δ∇XΦ = ΛDNφ,√

1 + |∇η|2N · I2
δ∇XΨ = ΛDNψ et dS =

√
1 + |∇η|2dx sur Γ. En fixant (β, γ) = 0, (φ, ψ) = 0 et (φ, γ) = 0

dans l’égalité ci-dessus, nous obtenons respectivement les identités souhaitées.

Lemme 3.1. Pour φ ∈ H1 et β ∈ L2, il suit que (ΛDNφ, φ) = ‖Iδ∇XΦ‖2L2(Ω) avec Φ = (φ, 0)~ et que

(ΛNDβ, β) = ‖Iδ∇XΨ‖2L2(Ω) avec Ψ = (0, β)~.

Démonstration. En prenant Φ dans H1 et en utilisant la formule de Green et la définition 3.1, nous voyons

que ∫
Ω

(
∇X · I2

δ∇XΦ
)

ΦdX =
∫
∂Ω

(
N · I2

δ∇XΦ
)

ΦdS −
∫

Ω
Iδ∇XΦ · Iδ∇XΦdX∫

∂Ω

(
N · I2

δ∇XΦ
)

ΦdS =
∫

Ω
|Iδ∇XΦ|2dX

(ΛDNφ, φ) =‖Iδ∇XΦ‖2L2(Ω).
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En prenant Ψ dans H1 et en utilisant la formule de Green et la définition 3.1, nous voyons que∫
Ω

(
∇X · I2

δ∇XΨ
)

ΨdX =
∫
∂Ω

(
N · I2

δ∇XΨ
)

ΨdS −
∫

Ω
Iδ∇XΨ · Iδ∇XΨdX∫

∂Ω

(
N · I2

δ∇XΨ
)

ΨdS =
∫

Ω
|Iδ∇XΨ|2dX

(ΛDNβ, β) =‖Iδ∇XΨ‖2L2(Ω).

3.1.4 Dérivées de formes des opérateurs

La linéarisation des équations (2.34) requiert entre autres la linéarisation de ΛDN et ΛNN . En d’autres

termes, nous aurons besoin d’une formule explicite des dérivées de formes des opérateurs ΛDN et ΛNN par

rapport à η. La dérivée de forme ΛDN a été donnée dans [18] et nous généralisons la formule comme suit :

Théorème 3.2. Les dérivées au sens de Fréchet de ΛDN (η, b, δ) et ΛNN (η, b, δ) par rapport à η sont de la

forme suivante

DηΛDN (η, b, δ)[η̃]φ+DηΛNN (η, b, δ)[η̃]β = −δ2ΛDN (η, b, δ)(Zη̃)−∇ · (vη̃). Z = (1 + δ2|∇η|2)−1 (ΛDN (η, b, δ)φ+ ΛNN (η, b, δ)β +∇η · ∇φ
)

v = ∇φ− δ2Z∇η.
(3.3)

Démonstration. Prenons φ, ψ et β ∈ C∞0 (Rd) et soient Φ = (φ, β)~ et Ψ = (ψ, 0)~ les solutions des problèmes

de Laplace suivants :
∇X · I2

δ∇XΦ = 0 dans Ω

Φ = φ sur Γ

(∇b,−1)T · I2
δ∇XΦ = β sur Σ


∇X · I2

δ∇XΨ = 0 dans Ω

Ψ = ψ sur Γ

(∇b,−1)T · I2
δ∇XΨ = 0 sur Σ

(3.4)

Ces solutions dépendent non seulement de X mais aussi de η, de sorte que nous les notons également solutions

par Φ = Φ(X) = Φ(X, η) et Ψ = Ψ(X) = Ψ(X, η). Ici, nous notons que

(
DηΛDN (η, b, δ)[η̃]φ, ψ

)
= d

dh

(
DΛDN (η + hη̃, b, δ)φ, ψ

) ∣∣∣∣
h=0

. (3.5)

Par la formule de Green et la proposition 3.2, nous voyons que∫
Ω
Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨdX = −

∫
Ω

(∇X · I2
δ∇XΦ)ΨdX +

∫
∂Ω

(N · I2
δ∇XΦ)ΨdS

= (ΛDNφ+ ΛNNβ, ψ) + (β,ΛDDψ)

= (ΛDNφ, ψ) + (ΛNNβ, ψ) + (β,ΛDDψ)

Or, (ΛNNβ, ψ) + (β,ΛDDψ) = 0 ∫
Ω
Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨdX = (ΛDNφ, ψ). (3.6)
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De sorte que

(
ΛDN (η + hη̃, b, δ)φ, ψ

)
=
∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
Iδ∇XΦ(X, η + hη̃) · Iδ∇XΨ(X, η + hη̃)dz

)
dx.

Nous élargissons formellement les solutions Φ(X, η + hη̃) et Ψ = (X, η + hη̃) par Φ(X, η + hη̃) = Φ(X, η) + Φ1(X)h+O(h2)

Ψ(X, η + hη̃) = Ψ(X, η) + Ψ1(X)h+O(h2).
(3.7)

Alors

d

dh

(
DΛDN (η + hη̃, b, δ)φ, ψ

) ∣∣∣∣
h=0

=
∫

Ω
(Iδ∇XΦ1 · Iδ∇XΨ + Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ1) dX

+
∫
Rd

(Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ) |Γη̃dx

=J1 + J2.

(3.8)

Il en résulte de la condition aux limites sur la surface de l’eau et du développement (3.7) que

φ(x) =Φ(x, 1 + η(x) + hη̃(x); η + hη̃)

=Φ(x, 1 + η(x); η) + h{(∂zΦ)(x, 1 + η(x); η)η̃(x) + Φ1(x, 1 + η(x))}+O(h2).

Ce qui implique que Φ1|Γ = −(∂zΦ)|Γη̃. De même nous avons Ψ1|Γ = −(∂zΨ|Γη̃ (voir annexe pour la

justification de (3.7)).

En revanche, en prenant la trace du développement de (3.7) sur le fond Σ et en utilisant la définition de

l’opérateur ΛDD, nous obtenons :

ΛDD(η + hη̃, b, δ)ψ = ΛDD(η, b, δ)ψ + hΨ1|Σ +O(h2).

En dérivant ceci par rapport à h et en utilisant la proposition 2 on voit que

Ψ1|Σ = DηΛDD[η̃]ψ = −DηΛNN [η̃]ψ.

Par conséquent, par la formule de Green, nous avons

J1 =−
∫

Ω

(
Φ1(∇X · I2

δ∇XΨ) + (∇X · I2
δ∇XΦ)Ψ1)

)
dX +

∫
∂Ω

(
Φ1(N · I2

δ∇XΨ) + (N · I2
δ∇XΦ)Ψ1

)
dS

=−
∫
Rd

(
(∂zΦ)|Γ(ΛDNψ) + (ΛDNφ+ ΛNNβ)(∂zΨ)|Γ

)
η̃dx− (DηΛNN [η̃]β, ψ).

En revanche compte tenu des résultats

(∇Q)|Γ = ∇(Q|Γ)− (∂zQ)|Γ∇η ♣

J2 =
∫
Rd

(
∇φ · ∇ψ − (∂zΦ)|Γ∇η · ∇ψ − (∂zΨ)|Γ∇η · ∇φ+ δ−2(1 + δ2|∇η|2)(∂zΨ∂zΦ)|Γ

)
η̃dx.

Ainsi, par les relations

(∂zΦ)|Γ =δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+ ΛNNβ +∇η · ∇φ) = δ2Z

(∂zΨ)|Γ =δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNψ +∇η · ∇ψ)

40



On a (DηΛDN [η̃]φ+DηΛNN [η̃]β, ψ) =−
∫
Rd

δ2Z(ΛDNψ)η̃ +
∫
Rd

∇φ · ∇ψη̃ −
∫
Rd

δ2Z∇η · ∇ψη̃

−
∫
Rd

δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNψ +∇η · ∇ψ)(ΛDNφ+ ΛNNβ)η̃

−
∫
Rd

δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNψ +∇η · ∇ψ)∇η · ∇φη̃

+ δ2Z(ΛDNψ +∇η · ∇ψ)η̃

(DηΛDN [η̃]φ+DηΛNN [η̃]β, ψ) =
∫
Rd

(∇φ · ∇ψη̃ − δ2Z(ΛDNψ +∇η · ∇ψ)η̃)dx.

D’après la relation (3.3) on a le résultat(
DηΛDN [η̃]φ+DηΛNN [η̃]β, ψ

)
= −

(
δ2ΛDN (Zη̃) +∇ · (vη̃), ψ

)
,

où nous avons utilisé la propriété symétrique de ΛDN donnée dans la proposition 3.8. Pour tout ψ ∈ C∞0 (Rd),

nous obtenons la formule souhaitée.

Théorème 3.3. Les dérivées au sens de Fréchet de ΛDN (η, b, δ) et ΛNN (η, b, δ) par rapport à b sont de la

forme

DbΛDN (η, b, δ)[̃b]φ+DbΛNN (η, b, δ)[̃b]β = −ΛNN (η, b, δ)(∇ · (wb̃))

où 
W = (1 + δ2|∇b|2)−1

(
− β +∇b · ∇

(
ΛDDφ+ ΛNDβ

))
w = ∇(ΛDDφ+ ΛNDβ)− δ2W∇b

(3.9)

Démonstration. Pour la démonstration de ce théorème, nous nous référons sur la preuve du théorème précé-

dent. Nous prenons φ, β, ψ ∈ C∞0 (Rd) et soient Φ et Ψ les solutions limites du problème (3.4). Puisque nous

considérons une variation des applications par rapport à b, nous notons les solutions par

Φ = Φ(X) = Φ(X; b) et Ψ = Ψ(X) = Ψ(X; b)

et les étendre  Φ(X, b+ hb̃) = Φ(X, b) + Φ1(X)h+O(h2)

Ψ = (X, b+ hb̃) = Ψ(X, b) + Ψ1(X)h+O(h2)
(3.10)

Ensuite, à la place de (3.8), nous avons

(ΛDN (η, b+ hb̃, δ)φ, ψ) =
∫
Rd

(∫ 1+η(x)

b(x)+h̃b(x)
Iδ∇XΦ(X, b+ hb̃) · Iδ∇XΨ(X, b+ hb̃)dz

)
dx

d

dh
(ΛDN (η, b+ hb̃, δ)φ, ψ)

∣∣
h=0 =

∫
Ω

(Iδ∇XΦ1 · Iδ∇XΨ + Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ1)dX

−
∫
Rd

(Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ)|Σb̃dx

:=J1 + J2

(3.11)

En prenant la trace du développement de (3.10) sur la surface de l’eau Γ et en utilisant la condition limite,

nous obtenons Φ1|Γ = Ψ1|Γ = 0. En prenant la trace de (3.10) sur le fond Σ et en utilisant la définition de

41



l’opérateur ΛDD, on voit que

(ΛDD(η, b+ hb̃, δ)ψ)(x) =Ψ(x, b(x) + hb̃(x); b+ hb̃)

=(ΛDD(η, b, δ)ψ)(x) + h((∂zΨ)(x, b(x); b)̃b(x) + Ψ1(x, b(x))) +O(h2) ♣♣

On dérive cette relation par h puis on l’applique sur le fond

d

dh
(ΛDD(η, b+ hb̃, δ)ψ)(x) =((∂zΨ)(x, b(x); b)̃b(x) + Ψ1(x, b(x)))

DbΛDD [̃b]ψ =∂zΨ|Σb̃+ Ψ1|Σ

DbΛDD [̃b]ψ − ∂zΨ|Σb̃ =Ψ1|Σ , or DbΛDD [̃b]ψ = −(DbΛNN [̃b])ψ.

D’après la proposition (3. 3) on a

Ψ1|Σ = −(DbΛNN [̃b])ψ − ∂zΨ|Σb̃.

Donc, par la formule de Green on a

J1 =−
∫

Ω
Φ1(∇X · I2

δ∇XΨ) + (∇X · I2
δ∇XΦ)Ψ1)dX +

∫
∂Ω

(Φ1(N · I2
δ∇XΨ) + (N · I2

δ∇XΦ)Ψ1)dS

En remplaçant Ψ1|Σ dans J1 on a

J1 = −(DbΛNN [̃b]β, ψ)−
∫
Rd

β(∂zΨ)|Σb̃dx.

D’autre part, on utilise la relation ♣ pour calculer J2

J2 =−
∫
Rd

(∇(Φ|Σ) · ∇(Ψ|Σ − (∂zΦ)|Σ∇b · ∇(Ψ|Σ)− (∂zΨ)|Σ∇b · ∇(Φ|Σ)

+ δ−2(1 + δ2|∇b|2)(∂zΦ∂zΨ)|Σ)̃bdx.

Au vu des relations Ψ|Σ = ΛDDψ, Φ|Σ = ΛDDφ+ ΛNDβ et (∂zΦ)|Σ = (1 + δ2|∇b|2)−1(−β +∇b · ∇(ΛDDφ+ ΛNDβ)) = δ2W

(∂zΨ)|Σ) = δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛDDψ))

J2 =−
∫
Rd

∇(ΛDDφ+ ΛNDβ) · ∇(ΛDDψ)̃b+
∫
Rd

δ2W∇b · ∇(ΛDDψ)̃b

+
∫
Rd

δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛDDψ))∇b · (ΛDDφ+ ΛNDβ)̃b− δ2W (∇b · ∇(ΛDDψ))̃b

(DbΛDN [̃b]φ, ψ) = J1 + J2 =− (DbΛNN [̃b]β, ψ)−
∫
Rd

β(∂zΨ)|Σb̃dx−
∫
Rd

∇(ΛDDφ+ ΛNDβ) · ∇(ΛDDψ)̃b

+
∫
Rd

δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛDDψ))∇b · (ΛDDφ+ ΛNDβ)̃b

(DbΛDN [̃b]φ+ (DbΛNN [̃b]β, ψ)) =−
∫
Rd

∇(ΛDDφ+ ΛNDβ) · ∇(ΛDDψ)̃b− δ2W (∇b · (ΛDDψ))̃bdx.

Or, ∇(ΛDDφ+ ΛNDβ) = w + δ2W∇b et ΛDDψ = −ΛNNψ

Ainsi, on a le résultat

(DbΛDN [̃b]φ+ (DbΛNN [̃b]β, ψ)) = −(ΛNN (∇ · (wb̃)), ψ)
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Théorème 3.4. Les dérivées au sens de Fréchet de ΛDD(η, b, δ) et ΛND(η, b, δ) par rapport à η sont de la

forme suivantes

DnΛDD(η, b, δ)[η̃]φ+DnΛND(η, b, δ)[η̃]β = −δ2ΛDD(η, b, δ)(Zη̃)

où Z est donné par la relation (3.3).

Démonstration. Nous prenons φ,β,γ ∈ C∞0 (Rd) et soient Φ = (φ, β)~ et Ψ = (0, γ)~. Alors, à la place de (3.

5), nous avons d’après la formule de Green∫
Ω
Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨdX = −

∫
Ω

Φ(∇X · I2
δ∇XΨ)dX +

∫
∂Ω

Φ(N · I2
δ∇XΨ)dS

∫
Ω
Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨdX = −(φ,ΛNNγ) + (ΛDDφ+ ΛNDβ, γ) = (ΛNDβ, γ) (3.12)

De sorte que

(
ΛND(η + hη̃, b, δ)β, γ

)
=
∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
Iδ∇XΦ(X, η + hη̃) · Iδ∇XΨ(X, η + hη̃)dz

)
dx

nous élargissons formellement les solutions Φ(X, η + hη̃) et Ψ = (X, η + hη̃) par la relation (3.7) on a alors

d

dh
(ΛND(η + hη̃, b, δ)β, γ)|h=0 =

∫
Ω

(Iδ∇XΦ1 · Iδ∇XΨ + Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ1)dX

+
∫
Rd

(Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ)|Γη̃dx

=J1 + J2.

Il résulte de la condition aux limites de la surface de l’eau et de l’expression (3.7) que

φ(x) =Φ(x, 1 + η(x) + hη̃(x); η + hη̃)

=Φ(x, 1 + η(x); η) + h((∂zΦ)(x, 1 + η(x); η)η̃(x) + Φ1(x, 1 + η(x))) +O(h2)

Ce qui implique que

Φ1|Γ = −(∂zΦ)|Γη̃.

De même nous avons

Ψ1|Γ = −(∂zΨ|Γη̃.

En revanche, en prenant la trace de l’expression (3.7) sur le fond Σ et en utilisant la définition de l’application

DD de ΛDD, nous obtenons

ΛND(η + hη̃, b, δ)γ = ΛND(η, b, δ)γ + hΨ1|Σ +O(h2)

(ΛDD(η + hη̃, b, δ)φ+ ΛDD(η + hη̃, b, δ)β, γ)) = Φ1|Σ + ΛDD(η, b, δ)φ+ ΛDD(η, b, δ)β +O(h2)

En dérivant ceci par rapport à h et la proposition 2 on voit que

Ψ1|Σ = DηΛND[η̃]γ.

Φ1|Σ = DηΛDD[η̃]φ+DηΛND[η̃]β
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Par conséquent, par la formule de Green, nous avons

J1 =−
∫

Ω
Φ1(∇X · I2

δ∇XΨ) + (∇X · I2
δ∇XΦ)Ψ1)dX

+
∫
∂Ω

(Φ1(N · I2
δ∇XΨ) + (N · I2

δ∇XΦ)Ψ1)dS

=−
∫
Rd

(∂zΦ)|Γ(ΛNNγ) + (ΛDNφ+ ΛNNβ)(∂zΨ)|Γ + Φ1|Σγ + Ψ1|Σβ)η̃dx.

En revanche compte tenu des résultats ♣

J2 =
∫
Rd

(∇φ · ∇γ − (∂zΦ)|Γ∇η · ∇γ − (∂zΨ)|Γ∇η · ∇φ+ δ−2(1 + δ2|∇η|2)(∂zΨ∂zΦ)|Γ)η̃dx.

Ainsi que les relations (∂zΦ)|Γ = δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+ ΛNNβ +∇η · ∇φ) = δ2Z

(∂zΨ)|Γ = δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNψ +∇η · ∇ψ)

(DηΛND[η̃]β, γ)− Φ1|Σγ −Ψ1|Σβ =−
∫
Rd

((∂zΦ)|Γ(ΛNNγ) + (ΛDNφ+ ΛNNβ)(∂zΨ)|Γ)η̃ + J2

(DηΛDD[η̃]φ+DηΛND[η̃]β, γ) =
∫
Rd

((∂zΦ)|Γ(ΛNNγ) + (ΛDNφ+ ΛNNβ)(∂zΨ)|Γ)η̃ − J2

(
DηΛDD[η̃]φ+DηΛND[η̃]β, γ

)
=δ2Z(ΛNNγ)η̃ +

(
ΛDNφ+ ΛNNβ

)
δ2(1 + δ2|∇η|2)−1 (ΛNNγ +∇η · ∇γ

)
η̃

− δ2Z
(
(ΛNNγ +∇η · ∇γ)η̃

)
+ δ2Z∇η · ∇γη̃

+ δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛNNγ +∇η · ∇γ)∇η · ∇φη̃ − (∇φ · ∇γ)η̃(
DηΛDD[η̃]φ+DηΛND[η̃]β, γ

)
=δ2Z(ΛNNγ)η̃ + δ2Z(∇η · ∇γ)η̃ − (∇φ · ∇γ)η̃

D’après cette relation , on pose v = 0 donc on a δ2Z(∇η) = ∇φ, or ΛNN = −ΛDD. Ainsi,

(DηΛDD[η̃]φ+DηΛND[η̃]β, γ) = −δ2(ΛDD(Zη̃), γ)

Pour tout γ ∈ C∞0 (Rd) nous avons le résultat souhaité.

Théorème 3.5. Les dérivées au sens de Fréchet de ΛDD(η, b, δ) et ΛND(η, b, δ) par rapport à b sont de la

forme suivantes :

DbΛDD(η, b, δ)[̃b]φ+DbΛND(η, b, δ)[̃b]β = δ2Wb̃− ΛND(η, b, δ)(∇ · (wb̃)).

Où W et w sont donnés par la relation (3.9).

Démonstration. Nous prenons φ, β, γ ∈ C∞0 (Rd) et soient Φ = (φ, β)~ et Ψ = (0, γ)~. Nous élargissons

formellement les solutions Φ(X, b + hb̃) et Ψ(X, b + hb̃). En utilisant les relations (3.10) et (3.12) et avec le

même raisonnement que le théorème précédent.

(ΛND(η, b+ hb̃, δ)γ)(x) =Ψ(x, b(x) + hb̃(x); b+ hb̃)

=(ΛND(η, b, δ)γ)(x) + h((∂zΨ)(x, b(x); b)̃b(x) + Ψ1(x, b(x))) +O(h2)
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On dérive cette relation par h puis on l’applique sur le fond

d

dh
(ΛND(η, b+ hb̃, δ)γ)(x) =((∂zΨ)(x, b(x); b)̃b(x) + Ψ1(x, b(x)))

DbΛND [̃b]γ =∂zΨ|Σb̃+ Ψ1|Σ

DbΛND [̃b]γ − ∂zΨ|Σb̃ =Ψ1|Σ,

De façon analogue on aura la solution pour Φ

DbΛDD [̃b]φ+DbΛND [̃b]β =∂zΦ|Σb̃+ Φ1|Σ

Φ1|Σ =DbΛDD [̃b]φ+DbΛND [̃b]β − ∂zΦ|Σb̃

Sur la surface libre Γ on a Φ1|Γ = Ψ1|Γ = 0. En utilisant la relation (3.11)

d

dh
(ΛND(η, b+ hb̃, δ)β, γ)|h=0 =

∫
Ω

(Iδ∇XΦ1 · Iδ∇XΨ + Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ1)dX

−
∫
Rd

(Iδ∇XΦ · Iδ∇XΨ)|Γη̃dx

=J1 + J2

Par conséquent, par la formule de Green, nous avons

J1 =−
∫

Ω
Φ1(∇X · I2

δ∇XΨ) + (∇X · I2
δ∇XΦ)Ψ1)dX +

∫
∂Ω

(Φ1(N · I2
δ∇XΨ) + (N · I2

δ∇XΦ)Ψ1)dS

=−
∫
Rd

(∂zΦ)|Γ(ΛNDγ) + (ΛDDφ+ ΛNDβ)(∂zΨ)|Γ + Φ1|Σγ + Ψ1|Σβ)̃bdx

En revanche compte tenu des résultats ♣

J2 =
∫
Rd

(∇(Φ|Σ) · ∇(Ψ|Σ)− (∂zΦ)|Σ∇η · ∇(Ψ|Σ)− (∂zΨ)|Σ∇η · ∇(Φ|Σ)

+ δ−2(1 + δ2|∇η|2)(∂zΨ∂zΦ)|Σ)̃bdx

Au vu des relations Ψ|Σ = ΛNDγ, Φ|Σ = ΛDDφ+ ΛNDβ et (∂zΦ)|Σ = (1 + δ2|∇b|2)−1(−β +∇b · ∇(ΛDDφ+ ΛNDβ)) = δ2W

(∂zΨ)|Σ) = δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛNDγ))

(DbΛND [̃b]β, γ)− Φ1|Σγ −Ψ1|Σβ =−
∫
Rd

((∂zΦ)|Γ(ΛNNγ) + (ΛDNφ+ ΛNDβ)(∂zΨ)|Γ)η̃ + J2

(DbΛDD [̃b]φ+DbΛND [̃b]β, γ) =
∫
Rd

((∂zΦ)|Σγ) + (β∂zΨ)|Σ)̃b− J2

J2 +
∫
Rd

((∂zΦ)|Σγ) + (β∂zΨ)|Σ)̃b =
∫
Rd

∇(ΛDDφ+ ΛNDβ) · ∇(ΛNDγ)̃b−
∫
Rd

δ2W∇b · ∇(ΛNDγ)̃b

−
∫
Rd

δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛNDγ))∇b · (ΛDDφ

+ ΛNDβ)̃b+ δ2W (∇b · ∇(ΛNDγ))̃b

+
∫
Rd

(δ2Wγ + βδ2(1 + δ2|∇b|2)−1∇b · ∇(ΛNDγ))̃b

J2 +
∫
Rd

((∂zΦ)|Σγ) + (β∂zΨ)|Σ)̃b =− δ2W∇b · ∇(ΛNDγ)̃b

((ΛDDφ+ ΛNDβ)− δ2W∇b) · ∇(ΛNDγ)̃b =w∇(ΛNDγ)̃b
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Ainsi

(DbΛDD [̃b]φ+DbΛND [̃b]β, γ) = (δ2Wb̃− ΛND(∇(wb̃)), γ) pour tout γ ∈ C∞0 (Rd).

En réduisant les équations non linéaires complètes (2.34) à un système d’équations quasi-linéaires, nous

aurons également besoin de formules explicites des dérivées du second ordre des opérateurs ΛDN et ΛNN

suivants :

Théorème 3.6. Les dérivées au sens de Fréchet du second ordre de ΛDN (η, b, δ) et ΛNN (η, b, δ) par rapport

à η sont de la forme suivante :

D2
ηΛDN (η, b, δ)[η̃1, η̃2]φ+D2

ηΛNN (η, b, δ)[η̃1, η̃2]β

=δ2((ΛDN (η, b, δ)(1 + δ2|∇η|2)−1(∆φ)η̃1η̃2)

−∇ · ((1 + δ2|∇η2)−1(∆φ)η̃1η̃2) + ∆(Zη̃1η̃2))

+ δ4(ΛDN (η, b, δ)((1 + δ2|∇η2)−1(η̃2ΛDN (η, b, δ)(Zη̃1)

+ η̃1ΛDN (η, b, δ)(Zη̃2) + Z∇η · ∇(η̃1η̃2)− η̃1η̃2Z∆

−∇ · (((1 + δ2|∇η|2)−1(η̃2ΛDN (η, b, δ)(Zη̃1) + η̃1ΛDN (η, b, δ)(Zη̃2)))

+ Z∇η · ∇(η̃1η̃2)− η̃1η̃2Z∆η)∇η)))

Où Z est donné par la relation (3.3)

Démonstration. D’après le théorème 3.2 on a

DηΛDN [η̃1]φ+DηΛNN [η̃1]β =− δ2ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1((ΛDNφ+ ΛNNβ +∇η.∇φ)η̃1)

−∇ ·
[(
∇φ− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+ ΛNNβ +∇η.∇φ)∇ηη̃1

)] (3.13)

En prenant la dérivée au sens de Fréchet de (3.13) par rapport à η, nous obtenons encore

D2
ηΛDN [η̃1, η̃2]φ+D2

ηΛNN [η̃1, η̃2]β =− δ2DηΛDN [η̃](Zη̃1)

− δ2ΛDN
[
(−2δ2(1 + δ2|∇η|2)−1Z(∇η · ∇η̃2))η̃1

+ (1 + δ2|∇η|2)−1[− δ2ΛDN (Zη̃2)

−∇ · (∇φ− δ2Z∇η)η̃2 +∇η̃2 · ∇φ
]
η̃1

]
−∇ ·

[
2δ4(1 + δ2|∇η|2)−1Z(∇η · ∇η̃2)∇ηη̃1

− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(−δ2ΛDN (Zη̃2)

−∇ · (∇φ− δ2Z∇η)η̃2 +∇η̃2 · ∇φ)∇ηη̃1 − δ2Z∇η̃2η̃1

]
or,

∇η̃1η̃2 · ∇φ = ∇ · (η̃1η̃2∇φ)− η̃1η̃2∆φ, avec ∇φ = δ2Z∇η

∇η̃1η̃2 · ∇φ = δ2Zη̃1η̃2∆η + δ2Z∇η · ∇(η̃1η̃2)− η̃1η̃2∆φ
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Ici, nous utilisons à nouveau le théorème 3.2.

DηΛDN [η̃2](Zη̃1) =− δ2ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1(η̃2ΛDN (Zη̃1)) +∇η · ∇Zη̃1η̃2)

−∆(Zη̃1η̃2) + δ2∇ · ((1 + δ2|∇η|2)−1(η̃2ΛDN (Zη̃1)∇η +∇η · ∇(Zη̃1η̃2)∇η)).

Ensuite, un simple calcul donne l’identité souhaitée.

Théorème 3.7. Les dérivées au sens de Fréchet du second ordre de ΛDN (η, b, δ) et ΛNN (η, b, δ) par rapport

à η et b sont de la forme :

DηDbΛDN (η, b, δ)[η̃, b̃]φ+DηDbΛNN (η, b, δ)[η̃, b̃]β

=δ2ΛNN (η, b, δ)∇ ·
{
b̃(∇(ΛDD(Zη̃))

− δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇ΛDD(Zη̃)))∇b)
}

+ δ2ΛDN (η̃(1 + δ2|∇η|2)−1ΛNN∇ · (wb̃))

− δ2∇ · (η̃(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛNN∇ · (wb̃))∇η),

où Z et w sont donnés respectivement par (3.3) et (3.9).

Démonstration. En prenant la dérivée de (3.13) par rapport à b, on a :

DηDbΛDN (η, b, δ)[η̃, b̃]φ+DηDbΛNN (η, b, δ)[η̃, b̃]β

=− δ2DbΛDN [̃b](Zη̃)− δ2ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1 × (DbΛDN [̃b]φ+DbΛNN [̃b]β)η̃)

−∇ ·
{

(−δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(DbΛDN [̃b]φ+DbΛNN [̃b]β)∇η)η̃
}
.

D’après le théorème 3.5 et en remplaçant φ par Zη̃ et β = 0 on a,

w = ∇(ΛDD(Zη̃))− δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛDD(Zη̃)))∇b

DbΛDN [̃b](Zη̃) = −ΛNN (∇ · (wb̃))

DηDbΛDN (η, b, δ)[η̃,̃b]φ+DηDbΛNN (η, b, δ)[η̃, b̃]β

= +δ2ΛNN∇ ·
{
b∇(ΛDD(Zη̃))− δ2(1 + δ2|∇b|2)−1(∇b · ∇(ΛDD(Zη̃)))∇b

}
+ δ2ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1ΛNN (∇ · (wb̃))η̃)

− δ2∇ ·
{
η̃(1 + δ2|∇b|2)−1(ΛNN (∇ · (wb̃)))∇η

}
.

3.2 Analyse des opérateurs

Dans cette section, nous préparons des estimations elliptiques de la solution, en notant en particulier

la dépendance de δ et la régularité de η. Pour cela, il conviendrait de transformer le problème (3.1) sur la

région d’eau Ω dans un problème de domaine simple fixe Ω0 := Rd×]0, 1[ en utilisant un difféomorphisme

Θ = (Θ1, · · · ,Θd,Θz) : Ω0 → Ω, qui est conforme aux directions tangentielles et normales sur la frontière.
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3.2.1 Transformation de l’équation de Laplace

Nous définirons un tel difféomorphisme comme suit. On prend les fonctions θ = (θ1, · · · , θd, θz) satisfaisant

les conditions suivantes :

θj(x, 0) = θj(x, 1) = 0,

∂zθj(x, 0) = −∇b(x), ∂zθj(x, 1) = −∇η(x) pour 1 6 j 6 d

θz(x, 0) = b(x), θz(x, 1) = η(x)

∂zθz(x, 0) = ∂zθz(x, 1) = 0

(3.14)

et le difféomorphisme est défini par Θj(X) = xj + δ2θj(X) pour 1 6 j 6 d,

Θz(X) = z + θz(X)
(3.15)

∂Θ
∂X

=

Ed + δ2 ∂(θ1, · · · , θd)
∂(x1, · · · ., xd)

δ2∂z(θ1, · · · , θd)T

(∇θz)T 1 + ∂zθz




Θ(x, 0) = (x, b(x)), Θ(x, 1) = (x, 1 + η(x)),

∂Θ
∂X

(x, 0) =

 Ed −δ2∇b(x)

(∇b(x))T 1


∂Θ
∂X

(x, 1) =

 Ed −δ2∇η(x)

(∇η(x))T 1

 .

Nous posons Φ̃ = Φ ◦Θ

P := det
(
∂Θ
∂X

)
I−1
δ

(
∂Θ
∂X

)−1
I2
δ

((
∂Θ
∂X

)−1
)T

I−1
δ

:= det
(
∂Θ
∂X

)((
I−1
δ

∂Θ
∂X

Iδ

)T (
I−1
δ

∂Θ
∂X

Iδ

))−1 (3.16)

I−1
δ

∂Θ
∂X

Iδ =

Ed + δ2 ∂(θ1, · · · , θd)
∂(x1, · · · , xd)

δ∂z(θ1, · · · , θd)T

δ(∇θz)T 1 + ∂zθz


(
I−1
δ

∂Θ
∂X

Iδ

)T
=

Ed + δ2 ∂(θ1, · · · , θd)
∂(x1, · · · , xd)

δ(∇θz)T

δ∂z(θ1, · · · , θd)T 1 + ∂zθz


Sur la surface libre z = 1, on a det

(
∂Θ
∂X

)
= 1 + δ2|∇η|2

P = 1 + δ2|∇η|2
 Ed δ∇η

−δ(∇η)T 1

 Ed −δ∇η

δ(∇η)T 1

−1
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P = 1 + δ2|∇η|2
Ed + δ2(∇η)T (∇η) 0

0 1 + δ2|∇η|2

−1

P = 1 + δ2|∇η|2

(1 + δ2|∇η|2)(Ed + δ2(∇η)T (∇η))

1 + δ2|∇η|2 0

0 Ed + δ2(∇η)T (∇η)


Sur le fond z = 0, on a

P (x, 0) =

∗ 0

0 1

 P (x, 1) =

∗ 0

0 1

 (3.17)

Ce qui signifie que le difféomorphisme Θ est conforme dans la direction tangentielle et normale sur la frontière,

de sorte que la condition aux limites de Neumann sur le fond est à nouveau transformée avec un vecteur

normal très simple N = (0, · · · , 0,−1)T .

En introduisant Φ̃ = Φ◦Θ, il est facile de voire que le problème de Laplace (3.1) satisfait par Φ se transforme

en un problème elliptique sur Ω0 pour Φ̃ :
∇X · IδPIδ∇XΦ̃ = 0 dans Ω0

Φ̃ = φ sur Γ0

−δ−2∂zΦ̃ = β sur Σ0,

(3.18)

où P est une matrice symétrique définie positive ne dépendant que du difféomorphisme choisi et Γ0 et Σ0

sont les bords à la surface libre et la bathymétrie du fond de Ω0. De plus, on a ΛDN (η, b, δ)φ+ ΛNN (η, b, δ)β = δ−2∂zΦ̃(·, 1)

ΛDD(η, b, δ)φ+ ΛND(η, b, δ)β = Φ̃(·, 0).
(3.19)

Où

Ω0 =
{
X = (x, z) ∈ Rd×]0, 1[; 0 < z < 1

}
,

Γ0 =
{
X = (x, z) ∈ Rd×]0, 1[; z = 1

}
,

Σ0 =
{
X = (x, z) ∈ Rd×]0, 1[; z = 0

}
.
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Nous imposerons les conditions suivantes à la surface de l’eau et au fond.

Hypothèse 3.1.

(A1) : Il existe un C1-difféomorphisme Θ : Ω0 → Ω satisfaisant (3.14), (3.15) et les conditions

det
(
∂Θ
∂X

(X)
)

> c > 0 et |∇Xθ(X)| 6M pour X ∈ Ω0.

(A2) : ‖∇Xθ(·, z)‖q 6M pour 0 6 z 6 1.

(A3) : ‖Jq+ 1
2∇X θ‖L2(Ω0) 6M.

(A4) : ‖∇X
(
D(η,b)

)
θ[η̃, b̃])(·, z)‖s̃ + ‖J s̃+ 1

2∇X(D(η, b)θ[η̃, b̃])‖L2(Ω0 6M(‖η̃‖s̃+1 + ‖b̃‖s̃+1)

pour 0 6 z 6 1, s̃ ∈ R et θ dépend linéairement de (η, b).

La construction d’un difféomorphisme Θ satisfaisant les conditions ci-dessus a été donnée dans [12]. Plus

précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3. Soient r > 1
2d et c1,M1 et on suppose que η, b ∈ H1+r satisfait les conditions

‖η‖1+r + ‖b‖1+r 6M1, 1 + η(x)− b(x) > c1 pour x ∈ Rd.

Alors, il existe une constante δ1 = δ1(M1, c1, r) > 0 pour tout δ ∈ (0, δ1), nous pouvons construire un

difféomorphisme Θ satisfaisant les conditions dans (A1). De plus, pour tout s ∈ R et k ∈ N, nous avons : ‖J
s∇Xθ‖L2(Ω0) 6 C1(‖η‖s+ 1

2
+ ‖b‖s+ 1

2
)

sup ‖∂kz θ(., z)‖s 6 C2(‖η‖s+k + ‖b‖s+k)
(3.20)

où C1 = C1(c1) et C2 = C2(c1, k) > 0.

Dans le cas où η et b dépendent aussi du temps, pour tout l ∈ N, nous avons ‖J
s∇X∂ltθ(t)‖L2(Ω0) 6 C1

(
‖∂ltη(t)‖s+ 1

2
+ ‖∂ltb(t‖s+ 1

2

)
sup ‖∂kz ∂ltθ(., z, t)‖s 6 C2

(
‖∂ltη(t)‖s+k + ‖∂ltb(t‖s+k

)
.

(3.21)

Nous allons donner des estimations elliptiques pour (3.18) dans les espaces de Sobolev. Bien que la théorie

des équations elliptiques pourrait fournir une estimation de la solution, par exemple l’estimation de la solution

dépend fortement du paramètre δ et ne donne pas une borne uniforme de la solution par rapport au petit

paramètre δ. Par conséquent, nous allons effectuer une estimation de la solution avec un soin particulier sur la

dépendance du paramètre δ et sur la régularité de η. Les six lemmes suivants étaient de légères modifications

de ceux donnés dans [12].

Lemme 3.2. Sous l’hypothèse (A1), il existe une constante C = C(M, c) > 1 indépendante de δ telle que

C−1‖Iδ∇XΦ‖L2(Ω) 6 ‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C‖Iδ∇XΦ‖L2(Ω),

où Φ̃ = Φ ◦Θ.

Le lemme suivant est l’une des parties cruciales de ce mémoire et conduit à des estimations uniformes de

l’opérateur ΛDN .
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Lemme 3.3. Sous l’hypothèse (A1), il existe une constante C = C(M, c) > 1 indépendante de δ telle que,

pour tout φ ∈ H1, on a

C−1‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖2 6 (ΛDNφ, φ) 6 C‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖2.

Remarque 3.2. Le point le plus important du lemme ci-dessus est que (ΛDNφ, φ) est équivalent à ‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖2

uniformément par rapport à δ.

Lemme 3.4. Soit r > 1
2d, il existe une constante C = C(r) > 0 indépendante de δ telle que∥∥∥[(ΛDN0 ) 1

2 ,a
]
u
∥∥∥ 6 C ‖∇a‖r ‖u‖ ;

∥∥∥[(ΛDN0 ) 1
2 ,a
]
u
∥∥∥
r
6 C ‖∇a‖r ‖u‖r .

Lemme 3.5. Soit s ∈ R, nous avons

‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖s 6 min{‖∇φ‖s, δ−

1
2 ‖φ‖s+ 1

2
}, ‖∇φ‖s 6

√
2(1 + δ)‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s+ 1
2
.

Lemme 3.6. Pour tout s ∈ R et r > 1
2d, il existe une constante C = C(s, r) > 0 indépendante de δ telle que

‖(ΛDN0 ) 1
2 (φψ)‖s 6C

(
‖φ‖r‖(ΛDN0 ) 1

2ψ‖s + ‖φ‖s‖(ΛDN0 ) 1
2ψ‖r + ‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s‖ψ‖r + ‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖r‖ψ‖s

)
.

Lemme 3.7. Pour tout s ∈ R et r >
1
2d, il existe une constante C = C(s, r) > 0 indépendante de δ telle

que

‖(ΛDN0 ) 1
2 [Js, ψ]∇φ‖ 6 C

(
‖∇ψ‖r+1‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s + ‖∇ψ‖s‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖r+1

)
.

Lemme 3.8. Pour toute fonction Φ̃ définie sur Ω0 on a
∥∥∥(ΛDN0 ) 1

2 Φ̃(·, 0)
∥∥∥ 6

∥∥∥Iδ∇XΦ̃
∥∥∥
L2(Ω0)

.

Démonstration. Nous prenons ψ ∈ H0 arbitrairement et Ψ̃ défini par Ψ̃(·, z) = cosh(δ|D|(1− z))
cosh(δ|D|) ψ


∇X · I2

δ∇XΨ̃ = 0 dans Ω0

∂zΨ̃ = 0 sur Γ0

Ψ̃ = ψ sur Σ0

Alors, on a

−δ−2∂zΨ̃(·, 0) = ΛDN0 ψ

D’après la formule de Green nous voyons que∣∣∣(ΛDN0 Φ̃, ψ)
∣∣∣ =

∣∣∣(Φ̃(·, 0),ΛDN0 ψ
)∣∣∣ .∣∣∣∣∫

Ω0

(∇X · I2
δ∇XΨ̃)Φ̃dX

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−∫

Ω0

Iδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΨ̃dX
∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫

Σ0

Φ̃(N · I2
δ∇XΨ̃)dS

∣∣∣∣ = 0∣∣∣(ΛDN0 Φ̃(·, 0), ψ
)∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω0

Iδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΨ̃dX
∣∣∣∣

6 ‖(ΛDN0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)‖(ΛDN0 )− 1

2 Iδ∇XΨ̃‖L2(Ω0)

= ‖Iδ∇X((ΛDN0 ) 1
2 Φ̃)‖L2(Ω0)‖ψ‖

‖(ΛDN0 Φ̃(·, 0)‖ 6 ‖Iδ∇X((ΛDN0 ) 1
2 Φ̃)‖L2(Ω0).

Si nous remplaçons (ΛDN0 ) 1
2 Φ̃ par Φ̃ dans cette inégalité on obtient le résultat.
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3.2.2 Préliminaires

Dans cette sous-section, nous donnons quelques lemmes utiles pour prouver des estimations elliptiques de

la solution.

Nous considérons le problème elliptique suivant :
∇X · IδPIδ∇XΦ̃ = ∇X · IδF + f dans Ω0,

Φ̃ = 0 sur Γ0,

−δ−2∂zΦ̃ = β + (ΛDN0 ) 1
2 γ sur Σ0,

(3.22)

où P est la matrice donnée par (3.16).

Lemme 3.9. Sous l’hypothèse (A1), il existe une constante C = C(M, c) > 0 indépendante de δ telle que la

solution Φ̃ de (3.22) avec Fd+1(·, 0) = 0 satisfait

‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C(‖F‖L2(Ω0) + ‖J−1f‖L2(Ω0) + δ‖β‖+ ‖γ‖).

Démonstration. Prenons le produit scalaire de la première équation dans (3.22) avec Φ̃ comme solution et

en utilisant la formule de Green et la limite au bord, nous obtenons

C−1‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 ∇X · IδPIδ∇XΦ̃ = ∇X · IδF + f∫
Ω0

(∇X · IδPIδ∇XΦ̃)Φ̃dX =
∫

Ω0

(∇X · IδF + f)Φ̃dX

−
∫

Ω0

PIδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΦ̃dX +
∫

Σ0

(N · PIδ∇XΦ̃)Φ̃dS = −
∫

Ω0

F · Iδ∇XΦ̃dX +
∫

Ω0

fΦ̃dX∫
Ω0

PIδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΦ̃dX =
∫

Ω0

F · Iδ∇XΦ̃dX −
∫

Ω0

fΦ̃dX +
∫
Rd

(β + (ΛDN0 ) 1
2 γ)Φ̃(·, 0)dx

C−1‖Iδ∇XΦ̃‖2L2(Ω0) =
∫

Ω0

F · Iδ∇XΦ̃dX −
∫

Ω0

fΦ̃dX +
∫
Rd

(β + (ΛDN0 ) 1
2 γ)Φ̃(·, 0)dx.

C−1‖Iδ∇XΦ̃‖2L2(Ω0) 6‖F‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖JJ−1fΦ̃‖L2(Ω0) + ‖β‖‖Φ̃(·, 0)‖+ ‖γ‖‖(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃(·, 0)‖

C−1‖Iδ∇XΦ̃‖2L2(Ω0) 6‖F‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖J−1f‖L2(Ω0)‖JΦ̃‖L2(Ω0) + ‖β‖‖Φ̃(·, 0)‖+ ‖γ‖‖(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃(·, 0)‖.

Ici, nous obtenons facilement ∥∥∥Φ̃(·, 0)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ z

1
∂zΦ̃(·z)dy

∥∥∥∥ 6 δ
∥∥∥Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

‖JΦ̃‖L2(Ω0) 6 ‖Φ̃‖L2(Ω0) + ‖∇Φ̃‖L2(Ω0) 6 (1 + δ)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Par conséquent, en appliquant le lemme 3.8 au dernier terme de l’estimation ci-dessus, nous obtenons le

résultat.

Lemme 3.10. Soit s >
1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.22) avec Fd+1(·, 0) = 0 satisfait

‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C(‖JsF‖L2(Ω0) + ‖Js−1f‖L2(Ω0) + δ‖β‖s + ‖γ‖s).
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Démonstration. Il est facile de voir que JsΦ̃ satisfait
∇X · IδPIδ∇XJsΦ̃ = ∇X · Iδ(JsF − [Js, P ]Iδ∇XΦ̃) + Jsf dans Ω0,

JsΦ̃ = 0 sur Γ0,

−δ−2∂zJ
sΦ̃ = Jsβ + (ΛDN0 ) 1

2 Jsγ sur Σ0

et que N · [Js, P ]Iδ∇XΦ̃ = 0 sur ∂Ω0. Par conséquent, en se basant sur la démonstration précédente on a∫
Ω0

∇X · IδPIδJsΦ̃ =
(∫

Ω0

JsFIδ∇XΦ̃− [Js, P ]Iδ∇XΦ̃− Js−1JfΦ̃
)
dX + (Jsβ + (ΛDN0 ) 1

2 Jsγ)Φ̃

‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C‖JsF‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js−1f‖L2(Ω0)‖JΦ̃‖+ ‖β‖s‖Φ̃‖

+ ‖(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃‖‖γ‖s + ‖[Js, P ]Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Le dernier terme à droite peut être évalué par une estimation de commutateur

‖[Js, a]u‖ 6 C‖∇a‖s−1‖u‖s−1 et une inégalité d’interpolation ‖u‖s−1 6 ε‖u‖ + Cε‖u‖ pour ε > 0, et le

lemme 3.8, nous obtenons le résultat.

Lemme 3.11. Soit s >
1
2d. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 1, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.22) avec Fd+1(·, 0) = 0, on ait

‖Js(ΛDN0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C(‖Js(ΛDN0 ) 1

2F‖L2(Ω0) + ‖Js−1(ΛDN0 ) 1
2 f‖L2(Ω0)

+ ‖β‖s + ‖(ΛDN0 ) 1
2 γ‖s + ‖F‖L2(Ω0) + ‖J−1f‖L2(Ω0) + ‖γ‖).

(3.23)

Démonstration. Il est facile de voir que (ΛDN0 ) 1
2 Φ̃ satisfait

∇X · IδPIδ∇X(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃ = ∇X · Iδ((ΛDN0 ) 1

2F − [(ΛDN0 ) 1
2 , P ]Iδ∇XΦ̃) + (ΛDN0 ) 1

2 f = 0 dans Ω0

(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃ = 0 sur Γ0

−δ−2∂z(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃ = (ΛDN0 ) 1

2 (β + (ΛDN0 ) 1
2 γ) sur Σ0

et que N · [(ΛDN0 ) 1
2 , P ]Iδ∇XΦ̃ = 0 sur ∂Ω0. En appliquant le lemme 3.10 on obtient

‖Js(ΛDN0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C

(
‖Js(ΛDN0 ) 1

2F‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js[(ΛDN0 ) 1
2 , P ]Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

+ ‖Js−1(ΛDN0 ) 1
2 f‖L2(Ω0)‖JΦ̃‖L2(Ω0)

+ ‖β‖s‖(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃‖+ ‖(ΛDN0 ) 1

2 Φ̃‖‖(ΛDN0 ) 1
2 γ‖s

)
.

Ici, l’inégalité d’interpolation et le lemme 3.5 impliquent que

‖u‖s 6 ε‖∇u‖s− 1
2

+ Cε‖u‖ 6 2ε‖(ΛDN0 ) 1
2u‖s + Cε‖u‖.

Grâce à cela et le lemme 3.4, le deuxième terme à droite de l’estimation ci-dessus peut être évalué comme

‖Js[(ΛDN0 ) 1
2 , P ]Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 ε‖Js(ΛDN0 ) 1

2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + Cε‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Ces estimations et le lemme 3.9, nous obtenons le résultat.
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Lemme 3.12. Pour tout s ∈ R, la solution Φ̃ de (3.22) avec Fd+1(·, 0) = Fd+1(·, 1) = γ = 0 vérifie

δ−2‖∂zΦ̃(·, 1)‖s 6‖Js(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js(ΛDN0 ) 1

2F‖L2(Ω0) + ‖Jsf‖L2(Ω0) + ‖β‖s.

Démonstration. Nous prenons ψ ∈ H0 arbitrairement et Ψ̃ défini par Ψ̃(·, z) = cosh(δ|D|z)
cosh(δ|D|) ψ qui est une

solution au problème des limites 
∇X · I2

δ∇XΨ̃ = 0 dans Ω0

Ψ̃ = ψ sur Γ0

∂zΨ̃ = 0 sur Σ0

nous avons aussi que

‖(ΛDN0 )− 1
2 Iδ∇XΨ̃‖L2(Ω0) = ‖ψ‖L2(Ω0) et ‖Ψ̃‖L2(Ω0) 6 ‖ψ‖.

En utilisant les relations (3.18) et (3.19), on a d’après la formule de Green∫
Ω0

(Js∇X · IδPIδ∇XΦ̃)Ψ̃dX =
∫

Ω0

Js(∇X · IδF + f)Ψ̃dX

−
∫

Ω0

JsPIδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΨ̃dX +
∫

Σ0

(d · JsIδPIδ∇XΦ̃)Ψ̃dS = −
∫

Ω0

JsF · Iδ∇XΨ̃ + JsfΨ̃dX∫
Ω0

JsPIδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΨ̃dX =
∫

Ω0

JsF · Iδ∇XΨ̃− JsfΨ̃dX + (δ−2Js∂zΦ̃(·, 1), ψ) + (Jsβ,ΛDD0 ψ)

Par conséquent, en utilisant les propositions 3.1 et 3.2, nous obtenons∣∣∣(δ−2Js∂zΦ̃(·, 1), ψ)
∣∣∣ =

∣∣∣(Js(ΛDN0 ) 1
2 (PIδ∇XΦ̃− F ) · (ΛDN0 )− 1

2 Iδ∇XΨ̃ + JsfΨ̃)dX + (JsΛDD0 β, ψ)
∣∣∣∣∣∣(δ−2Js∂zΦ̃(·, 1), ψ)

∣∣∣ 6‖Js(ΛDN0 ) 1
2 (PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖β‖s‖ψ‖

+ ‖Js(ΛDN0 ) 1
2F‖L2(Ω0))‖Js(ΛDN0 )− 1

2 Iδ∇XΨ̃‖+ ‖Jsf‖L2(Ω0)‖Ψ̃‖

δ−2‖∂zΦ̃(·, 1)‖s 6(‖Js(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js(ΛDN0 ) 1

2F‖L2(Ω0) + ‖Jsf‖L2(Ω0) + ‖β‖s).

Lemme 3.13. Soit s > 1
2d. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 1, il existe une constante C =

C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.22) avec f = 0 et Fd+1(·, 0) = Fd+1(·, 1) = γ = 0

satisfait

δ−2‖∂zΦ̃(·, 1)‖s 6 C(‖Js(ΛDN0 ) 1
2F‖L2(Ω0) + ‖β‖s + ‖F‖L2(Ω0)).

Démonstration. Par le lemme 3.6 nous avons

‖Js(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C(‖Js(ΛDN0 ) 1

2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Ceci et les lemmes 3.10-3.12 donnent l’estimation souhaitée.
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3.2.3 Estimations de la solution du problème elliptique

Nous donnons maintenant des estimations de la solution du problème elliptique (3.18).

Proposition 3.4. Sous l’hypothèse (A1), il existe une constante C = C(M, c) > 0 indépendante de δ telle que

la solution Φ̃ de (3.18) vérifie

‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C(‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖+ δ‖β‖).

Démonstration. Soient Φ1 = (φ, 0)~, Φ2 = (0, β)~, Φ̃1 = Φ1 ◦Θ et Φ̃2 = Φ2 ◦Θ, alors les solutions peuvent

être décomposer par Φ̃ = Φ̃1 + Φ̃2. En utilisant le lemme 3.9, on a

‖Iδ∇XΦ̃2‖L2(Ω0) 6 Cδ‖β‖.

Il découle des lemmes 3.2 et 3.3 que

‖Iδ∇XΦ̃1‖L2(Ω0) 6 C‖Iδ∇XΦ1‖L2(Ω) = C(ΛDNφ, φ) 1
2 6 C‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖.

Proposition 3.5. Soit s > 1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) vérifie

‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C
(
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s + δ‖β‖s
)
. (3.24)

Démonstration. Soit Φs := (Jsφ, 0)h et Φ̃s := Φs ◦Θ. Alors, nous obtenons
∇X · IδPIδ∇X(JsΦ̃− Φ̃s) = −∇X · Iδ[Js, P ]Iδ∇XΦ̃ dans Ω0

(JsΦ̃− Φ̃s) = 0 sur Γ0

−δ−2∂z(JsΦ̃− Φ̃s) = Jsβ sur Σ 0

Par conséquent, par le lemme 3.9 et par une inégalité d’interpolation, nous obtenons

‖Iδ∇X(JsΦ̃− Φs)‖L2(Ω0) 6C
(
‖[Js, P ]Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + δ‖β‖s

)
6 ε‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + Cε(‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + δ‖β‖s).

(3.25)

Par contre, par la proposition 3.4, on a ‖Iδ∇XΦ̃s‖L2(Ω0) 6 C‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖s. Ces estimations et la proposition

3.4 donnent l’estimation souhaitée.

Proposition 3.6. Soit s > 1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 1, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) vérifie

‖Js(ΛDN0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C

(
‖(ΛDN0 )φ‖s + ‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s + ‖β‖s
)
.

Démonstration. Soit Φ1 = ((ΛDN0 ) 1
2φ, 0)~ et Φ̃1 = Φ1 ◦Θ. Alors, nous avons

∇X · IδPIδ∇X
(

(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃− Φ̃1

)
= −∇X · Iδ

[
(ΛDN0 ) 1

2 , P
]
Iδ∇XΦ̃ dans Ω0(

(ΛDN0 ) 1
2 Φ̃− Φ̃1

)
= 0 sur Γ0

−δ−2∂z

(
(ΛDN0 ) 1

2 Φ̃− Φ̃1

)
= (ΛDN0 ) 1

2 β sur Σ0
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En multipliant la relation ci-dessus par JsΦ̃ et en utilisant la formule de Green et par les lemmes 3.10 et 3.4

nous obtenons

‖JsIδ∇X((ΛDN0 ) 1
2 Φ̃− Φ̃1)‖L2(Ω0) 6C

(
‖Js

[
(ΛDN0 ) 1

2 , P
]
Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖β‖s

)
.

D’après la proposition 3.5 et le lemme 3.4 on a

‖Js
[
(ΛDN0 ) 1

2 , P
]
Iδ∇XΦ̃‖ 6 C‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) et ‖JsIδ∇XΦ̃1‖L2(Ω0) 6 C‖(ΛDN0 )φ‖s

‖Js(ΛDN0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C

(
‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖(ΛDN0 )φ‖s + ‖β‖s

)
‖Js(ΛDN0 ) 1

2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C
(
‖(ΛDN0 )φ‖s + ‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s + ‖β‖s
)
.

3.2.4 Estimations de décroissance de la norme L∞

On va donner une L∞-estimation de ∇XΦ̃ afin d’obtenir un ordre correct de δ et l’estimation sous une

hypothèse plus faible sur la surface de l’eau et le fond.

A :=
(
Iδ
∂Θ
∂X

I−1
δ

)(
Iδ
∂Θ
∂X

I−1
δ

)T
= A1 + δ2A2

où A2 est une matrice dont les éléments sont des polynômes de ∇Xθ avec des coefficients qui sont aussi

polynômes de δ2, et A1=

Ed δaT

δa b

 où

a = ∂zθ + (1 + ∂zθz)∇θz

b = (1 + ∂zθz)2.

A2 =

δ
2
(
∂(θj)
∂(xj)

)
+ 2∂ (θj)

∂(xj)
+
(
(∇θz)2)T δ

∂(θj)
∂(xj)

∂zθj

δ
∂(θj)
∂(xj)

∂zθj (∂zθj)2

 .

Par définition, on a P =
(

det
(
∂Θ
∂X

))−1
Ã, où Ã est la matrice adjointe de A qui s’écrit de la forme

Ã = Ã1 + δ2A3, où A3 est une matrice dont les éléments sont des polynômes de ∇Xθ. De plus, on voit que

Ã1 =

(b− δ2|a|2)Ed + δ2aTa −δaT

−δa 1


(

det
(
∂Θ
∂X

))−1
= 1

1 + ∂zθz + δ2
(

(1 + ∂zθz) ∂(θj)
∂(xj) )− (∇θz)T∂z(θj)

) .
Par ces relations ci-dessus on voit que la matrice P est donnée sous la forme suivante :

P =

(1 + ∂zθz)Ed + δ2P11 δpT12

δp12 (1 + ∂zθz)−1 + δ2p22
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où P11, p12 et p22 sont des matrices d× d, 1× d et 1× 1 dont les éléments sont des fonctions rationnelles de

∇Xθ et dont les dénominateurs sont définis positifs sous l’hypothèse (A1). De plus, p12 peut s’écrire sous la

forme p12 = p0
12 + δ2p̃12, où chaque élément de p̃12 est aussi une fonction rationnelle de ∇Xθ et

p0
12 = −(1 + ∂zθz)−1(∂z(θ1, · · · , θn)T + (1 + ∂zθz)∇θz). (3.26)

Nous notons qu’il résulte de (3.17) que

p12(x, 0) = p12(x, 1) = 0, p22(x, 0) = p22(x, 1) = 0. (3.27)

En utilisant cette notation, nous pouvons réécrire la première équation de (3.18) comme

∂z
(
δ−2(1 + ∂zθz)−1 + p22

)
∂zΦ̃ =−∇ ·

(
(1 + ∂zθz)Ed + δ2P11

)
∇Φ̃−∇ ·

(
p12∂zΦ̃− ∂z(p12 · ∇Φ̃

)
.

En intégrant ceci par rapport à z et en utilisant (3.14), (3.27) et une condition aux limites dans (3.18), on

voit que

∂zΦ̃ =
∫ z

0
∂z
(
(1 + ∂zθz)−1 + δ2p22

)
∂zΦ̃dy

=− δ2β − δ2
∫ z

0
∇ · (((1 + ∂zθz)Ed + δ2P11)∇Φ̃)dy − δ2

∫ z

0
∇ · (p12∂zΦ̃)dy − δ2p12 · ∇Φ̃.

(3.28)

On a aussi

∇Φ̃ = ∇φ−
∫ 1

z

∇∂zΦ̃dy. (3.29)

Corollaire 3.1. Soit s >
1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) avec φ = 0 satisfait

‖Js∂zΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js−1∇Φ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖β‖s.

Démonstration. Il découle de la proposition 3.5 que

‖Js∂zΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖β‖s.

Ceci et (3.29) montrent que

‖Js−1∇Φ̃‖L2(Ω0) 6 ‖Js∂zΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖β‖s.

Corollaire 3.2. Soit s >
1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) avec β = 0 satisfait

‖Js∇Φ̃‖L2(Ω0) 6 C‖(ΛDN ) 1
2φ‖s, ‖Js−1∂zΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖(ΛDN ) 1

2φ‖s.

Démonstration. La première estimation vient directement de la proposition 3.5. Donc,

‖Js∇Φ̃‖L2(Ω0) 6 C‖(ΛDN ) 1
2φ‖s.

57



Il découle de la relation (3.28) que ‖Js−1∂zΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖Js∇XΦ̃‖L2(Ω0). Ceci et la proposition 3.5 donnent

la seconde estimation d’où

‖Js−1∂zΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖(ΛDN ) 1
2φ‖s.

Proposition 3.7. Soit r > 1
2d. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = r + 1, il existe une constante

C = C(M, c, r) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) satisfait ‖∇Φ̃‖L∞(Ω0) 6 C
(
‖∇φ‖r + δ‖(ΛDN ) 1

2φ‖r+1 + δ2‖β‖r+1

)
‖∂zΦ̃‖L∞(Ω0) 6 Cδ2

(
‖(ΛDN ) 1

2φ‖r+1 + ‖β‖r+1

)
.

Démonstration. Notons que ces hypothèses impliquent la délimitation uniforme de P11,p22, p12 et leurs

premiers dérivés par rapport à x. Il découle de (3.29) et l’inégalité de Sobolev que

‖∇Φ̃‖L∞(Ω0) 6 C(‖∇φ‖r + δ‖Jr+1Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Ceci, avec la proposition 3.5 donne la première estimation de cette proposition. De même, il résulte de (3.28)

que

‖∂zΦ̃‖L∞(Ω0) 6 Cδ2
(
‖β‖r+1 + ‖Jr+1Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖∇Φ̃‖L∞(Ω0)

)
.

La proposition 3.5 et le lemme 3.5, donne la deuxième estimation. D’où le résultat.

Corollaire 3.3. Soit s > 1
2(d + 3). Sous les hypothèses (A1)-(A3) avec q = s − 1

2 , il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) satisfait (3.24).

Démonstration. La preuve est la même que celle de la proposition 3.5, sauf que le premier terme sur le côté

droit de (3.25) est évalué comme :

‖[J, P ]Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C
(
‖∇P‖L∞(Ω0)‖Js−1Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖JsP‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L∞(Ω0)

)
‖[J, P ]Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6ε‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + Cε

(
‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Iδ∇XΦ̃‖L∞(Ω0)

)
.

Le dernier terme peut être évaluée par la proposition 3.7 et le lemme 3.5. D’où le résultat.

3.2.5 Estimations de la solution Φ̃ par rapport à (η, b)

La solution Φ̃ du problème elliptique (3.18) dépend de (η, b) coefficient de la matrice P .

Proposition 3.8. Soit s > 1
2d+1 et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1)−(A4) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) satisfait∥∥∥JsIδ∇X (Dm
η Φ̃ [η̃1, · · · , η̃m]

)∥∥∥
L2(Ω0)

6 C ‖η̃1‖s+ 1
2
· · · ‖η̃m‖s+ 1

2

(∥∥∥(ΛDN ) 1
2φ
∥∥∥
s

+ δ ‖β‖s
)
.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.

58



Démonstration. Nous ne montrons l’estimation que dans le cas m = 1, et le cas général peut être prouvé

de la même manière. Pour simplifier, nous écrivons Φ̃η = DηΦ̃[η̃] et Pη = DηP [η̃]. En prenant la dérivée de

Fréchet de (3.18), nous obtenons
∇X · IδPIδ∇XΦ̃η = −∇X · IδPηIδ∇XΦ̃ dans Ω0

Φ̃η = 0 sur Γ0

−δ−2∂zΦ̃η = 0 sur Σ0

Par conséquent, par les lemmes 3.10 et 3.5 et les propositions 3.5 et 3.7, nous voyons que

‖JsIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6C‖JsPηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖JsIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6C
(
‖Pη‖L∞(Ω0)‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖JsPη‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L∞(Ω0)

)
Or, ‖Pη‖L∞(Ω0) + ‖JsPη‖L2(Ω0) 6 C‖η̃‖s+ 1

2

‖JsIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6 C‖η̃‖s+ 1
2

(
‖(ΛDN ) 1

2φ‖s + δ‖β‖s
)

ce qui donne l’estimation souhaitée.

Corollaire 3.4. Soit s > 1
2d+ 1 et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) avec φ = 0 satisfait

‖Js∂z(Dm
η Φ̃[η̃1, · · · , η̃m])‖L2(Ω0)+‖Js−1∇(Dm

η Φ̃[η̃1, · · · , η̃m])‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖η̃1‖s+ 1
2
· · · ‖η̃m‖s+ 1

2
‖β‖s.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.

Démonstration. Le premier terme de l’estimation vient directement de la proposition 3.8. D’autre part, il

découle de la relation (3.29) que

∇DηΦ̃ = −
∫ 1

z

∇∂zDηΦ̃dy.

Donc,

‖Js−1∇DηΦ̃‖L2(Ω0) 6C‖Js∂zDηΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖η̃‖s+ 1
2
‖β‖s

Corollaire 3.5. Soit s > 1
2d et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s+ 1, il existe une constante

C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que la solution Φ̃ de (3.18) avec β = 0 satisfait

‖Js∂z(Dm
η Φ̃[η̃1, · · · , η̃m])‖L2(Ω0)+‖Js−1∇(Dm

η Φ̃[η̃1, · · · , η̃m])‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖η̃1‖s+ 3
2
· · · ‖η̃m‖s+ 3

2
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s+1.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.

Démonstration. Nous ne montrons l’estimation que dans le cas m = 1. Pour simplifier, nous écrivons Φ̃η =

DηΦ̃[η̃]. En prenant la dérivée de Fréchet de (3.28) d’une part et les propositions 3.5, 3.7 et 3.8 et le lemme
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3.5, nous voyons que

‖Js∂zΦ̃η‖L2(Ω0) 6Cδ
2
(
‖Js+1∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖Js+1∇X(Dηθ[η̃])‖L2(Ω0)‖∇XΦ̃‖L∞(Ω0)

+ ‖∇X(Dηθ[η̃])‖L∞(Ω0)‖Js+1∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
Or, ‖Js+1∇X(Dηθ[η̃])‖L2(Ω0) + ‖∇X(Dηθ[η̃])‖L∞(Ω0) 6 C‖η̃‖s+ 3

2

‖Js∂zΦ̃η‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖η̃‖s+ 3
2
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s+1.

D’autre part, par la relation (3.29) on a ∇Φ̃η = −
∫ 1

z

∇∂zΦ̃η et aussi

‖Js−1∇Φ̃η‖L2(Ω0) 6 ‖Js∂zΦ̃η‖L2(Ω0).

Ce qui donne l’estimation souhaitée.

3.3 Estimations uniformes des opérateurs

Dans cette section, nous donnerons les normes des opérateurs ΛDN , ΛNN , ΛDD et ΛND et ses commuta-

teurs dans les espaces de Sobolev. Nous analysons surtout la dépendance du petit paramètre δ pour obtenir

des estimations uniformes par rapport à δ. De plus, ces opérateurs dépendent de la fonction inconnue η, nous

devons également examiner avec précision la dépendance à la régularité de η.

3.3.1 Norme de l’opérateur ΛDN

Les quatre propositions suivantes sur l’opérateur ΛDN = ΛDN (η, b, δ) ont été données dans [12].

Proposition 3.9. Soit s > 1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 1, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖(ΛDN )φ‖s 6 C(‖(ΛDN0 )φ‖s + ‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖s).

En particulier, on a

‖ΛDNφ‖s 6 Cδ−1‖φ‖s+1.

Proposition 3.10. Soit s >
1
2d + 2. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s, nous supposons que

‖(η, b)‖s+1 6M , alors il existe une constante C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛDNφ‖s 6 Cδ−
1
2 ‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s+ 1
2
.

La proposition suivante est une justification mathématiquement rigoureuse du développement de l’opéra-

teur ΛDN par rapport à δ2.

Proposition 3.11. Soit s >
1
2d. Sous les hypothèses (A1)-(A3) avec q = s + 5

2 , il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que∥∥ΛDNφ+∇ · ((1 + η − b)∇φ)
∥∥
s
6 Cδ2

(∥∥∥(ΛDN0 ) 1
2φ
∥∥∥
s+3

+ ‖∇φ‖s
)
.
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Démonstration. Soit Φ := φ~ et Φ̃ := Φ ◦Θ. On utilise la relation (3.18) et puisque

∂zΦ̃(·, 0) = 0 et δ−2∂zΦ̃(·, 1) = ΛDNφ.

On voit que

ΛDNφ =
∫ 1

0
∂z

((
δ−2(1 + ∂zθz)−1 + p22

)
∂zΦ̃

)
dy

= −
∫ 1

0
∇ ·
(
(1 + ∂zθz)Ed + δ2P11

)
∇Φ̃dy −

∫ 1

0
∇ · ((p12∂zΦ̃))dy.

Où nous avons utilisé (3.27) et (3.28). Par (3.26) nous avons

Φ̃(·, z) = φ−
∫ 1

z

∂zΦ̃(·, y)dy et
∫ 1

0
(1 + ∂zθz)dy = 1 + η − b et aussi

ΛDNφ+∇ · ((1 + η − b)∇φ) =
∫ 1

0
∇ · ((1 + ∂zθz)

∫ 1

z

∇∂zΦ̃(·, y)dy)dy

− δ2
∫ 1

0
∇ · ((P11∇Φ̃dy −

∫ 1

0
∇ · ((p12∂zΦ̃))dy.

Par conséquent, on a

‖ΛDNφ+∇ · ((1 + η − b)∇φ)‖s 6C
(
δ2‖Js+2∇Φ̃‖L2(Ω0) + ‖Js+2∂zΦ̃‖L2(Ω0)

)
.

En utilisant la relation (3.28) on obtient

‖Js+2∂zΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖Js+3∇Φ̃‖L2(Ω0).

Proposition 3.12.
∣∣(ΛDNφ, ψ)∣∣ 6√(ΛDNφ, φ)

√
(ΛDNψ,ψ).

Proposition 3.13. Sous l’hypothèse (A1), il existe une constante C = C(M, c) > 0 indépendante de δ telle

que

‖ΛDNφ‖−1 6 C‖∇φ‖.

Démonstration. Soit Φ = (φ, 0)~ et Φ̃ = Φ ◦Θ. Alors, Φ̃ satisfait (3.18) avec β = 0 et δ−2∂zΦ̃(·, 1) = ΛDNφ.

Par conséquent, d’après des lemmes 3.12 et 3.5 que

‖ΛDNφ‖s 6 ‖Js(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Pour s = −1 on a

‖ΛDNφ‖−1 6 ‖J−1(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 ‖PIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 C‖∇φ‖.

Par les lemmes 3.2, 3.1 et 3.3 on obtient l’estimation souhaitée.
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3.3.2 Estimations sur les commutateurs

Pour obtenir des estimations d’énergie sur le linéarisé des équations (2.34), il faudra contrôler plusieurs

commutateurs.

Proposition 3.14. Soit r > 1
2d. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = r + 1, il existe une constante

C = C(M, c, r) > 0 indépendante de δ telle que∥∥[∇,ΛDN]φ∥∥−1 6 C ‖∇φ‖ .

Démonstration. Soit Φ = (φ, 0))~, Φi = (∂iφ, 0)~, Φ̃ = Φ ◦Θ, Φ̃i = Φi ◦Θ. Alors,
∇X · IδPIδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)) = −∇X · Iδ(∂iP )Iδ∇XΦ̃ dans Ω0

(∂iΦ̃− Φ̃i) = 0, δ−2∂z(∂iΦ̃− Φ̃i) = [∂i,ΛDN ]φ sur Γ0

−δ−2∂z(∂iΦ̃− Φ̃i) = 0 sur Σ0

(3.30)

En utilisant la formule de Green on a

−
∫

Ω0

J−1(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)·Iδ∇XΦ̃dX + [∂i,ΛDN ]φ

=
∫

Ω0

J−1(ΛDN0 ) 1
2 (∂iP )Iδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΦ̃dX.

∥∥[∂i,ΛDN]φ∥∥−1 6
∥∥∥J−1(ΛDN0 ) 1

2PIδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)
∥∥∥
L2(Ω0)

+
∥∥∥J−1(ΛDN0 ) 1

2 (∂iP )Iδ∇XΦ̃
∥∥∥
L2(Ω0)

.

D’après les lemmes 3.12 et 3.5, nous avons∥∥∥J−1(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)

∥∥∥
L2(Ω0)

6 C
∥∥∥Iδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)

∥∥∥
L2(Ω0)∥∥∥J−1(ΛDN0 ) 1

2 (∂iP )Iδ∇XΦ̃
∥∥∥
L2(Ω0)

6 C
∥∥∥(∂iP )Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

.

D’autre part, par le lemme 3.9, nous avons∥∥∥Iδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)
∥∥∥
L2(Ω0)

6 C
∥∥∥(∂iP )Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

6 C
∥∥∥Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

.

D’où d’après les lemmes 3.2, 3.1 et 3.3 nous obtenons∥∥[∂i,ΛDN]φ∥∥−1 6 C
∥∥∥Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

6 C ‖∇φ‖ .

Proposition 3.15. Soit r > 1
2d. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = r + 1, il existe une constante

C = C(M, c, r) > 0 indépendante de δ telle que∥∥[ΛDN ,a]φ∥∥−1 6 C ‖∇a‖r+2 ‖φ‖ .

Démonstration. Soit Φ = (φ, 0)~, A = (a, 0)~, Φa = (aφ, 0)~, Φ̃ = Φ ◦Θ, Ã = A ◦Θ et Φ̃a = Φa ◦Θ. Alors,
∇X · IδPIδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃) = −2PIδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃ dans Ω0

(Φ̃a − ÃΦ̃) = 0, δ−2∂z(Φ̃a − ÃΦ̃) = [ΛDN ,a]φ− φΛDNa sur Γ0

−δ−2∂z(Φ̃a − ÃΦ̃) = 0 sur Σ0
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Par conséquent, d’après les lemmes 3.12 et 3.5 nous avons

‖[ΛDN ,a]φ− φΛDNa‖ 6‖(ΛDN0 ) 1
2PIδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) + 2‖PIδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖[ΛDN ,a]φ− φΛDNa‖ 6C
(
‖JIδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) + ‖Iδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
.

Par le lemme 3.9 nous avons

‖Iδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) 6 C‖Iδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

En outre, notons que aussi
∇X · IδPIδ∇XJ(Φ̃a − ÃΦ̃) = −2JPIδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃−∇X · Iδ[J, P ]Iδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃) dans Ω0

J(Φ̃a − ÃΦ̃) = 0, sur Γ0

−δ−2∂zJ(Φ̃a − ÃΦ̃) = 0 sur Σ0

le lemme 3.9 nous donne aussi

‖JIδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) 6C(‖[J, P ]Iδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) + ‖PIδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0))

‖JIδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) 6C
(
‖Iδ∇X(Φ̃a − ÃΦ̃)‖L2(Ω0) + ‖Iδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
.

Ainsi, en utilisant les propositions 3.9, 3.7 et les lemmes 3.2, 3.1, 3.3 et 3.5, nous obtenons

‖[ΛDN ,a]φ‖ 6 ‖φΛDNa‖+ C‖Iδ∇XÃ · Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

6 C
(
‖φ‖‖ΛDNa‖r + ‖Iδ∇XÃ‖L∞(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
6 C‖∇a‖r+2‖φ‖1.

Proposition 3.16. Soit s > 1
2d + 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 1, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

∥∥[Js,ΛDN]φ∥∥ 6 C
∥∥∥(ΛDN0

) 1
2 φ
∥∥∥
s
.

Proposition 3.17. Soit r > 1
2d. Sous l’hypothèse (A1), il existe une constante C = C(M, c, r) > 0 indépendante

de δ telle que ∣∣[∂t,ΛDN]φ, φ∣∣ 6 C ‖(ηt, bt)‖r+1
(
ΛDNφ, φ

)
.

Proposition 3.18. Soit r >
1
2d. Sous l’hypothèse (A1) et ‖(η, b)‖r+2 6 M , il existe une constante C =

C(M, c, r) > 0 indépendante de δ telle que

∣∣(ΛDNφ, v · ∇φ)∣∣ 6 C ‖v‖r+1
(
ΛDNφ, φ

)
.

La preuve de ces trois propositions ci-dessus sur l’opérateur ΛDN ont été données dans [12].
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3.3.3 Normes sur les opérateurs ΛNN , ΛND et ΛDD

Nous donnons maintenant les estimations des opérateurs.

Proposition 3.19. Soit s > 1
2d. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 1, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛNNβ‖s 6 C‖β‖s.

Démonstration. Soit Φ = (0, β)~ et Φ̃ = Φ ◦Θ. Alors, Φ̃ satisfait (3.18) avec φ = 0 et δ−2∂zΦ̃(·, 1) = ΛNNβ.

Ainsi, par le lemme 3.13 on a

δ−2‖∂zΦ̃(·, 1)‖s = ‖ΛNNβ‖s 6 C‖β‖s.

Le lemme suivant nous permet d’obtenir les normes des opérateurs associés.

Lemme 3.14. Pour toute fonction Φ̃ définie dans Ω0, on a∥∥∥Φ̃(·, 0)
∥∥∥ 6

∥∥∥(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

+
∥∥∥ΛDD0 Φ̃(·, 1)

∥∥∥ .
Démonstration. Prenons γ ∈ H0 arbitrairement et soit Ψ̃(·, z) = δ

|D|
sinh(δ|D|(1− z))

cosh(δ|D|) γ qui est une solution

du problème de Laplace suivant 
∇X · I2

δ∇XΨ̃ = 0 dans Ω0,

Ψ̃ = 0 sur Γ0,

−δ−2∂zΨ̃ = γ sur Σ0

‖(ΛND0 )− 1
2 Iδ∇XΨ̃‖L2(Ω0) = ‖γ‖. Par la formule de Green, on voit que∫

Ω0

(∇X · Iδ∇XΨ̃)Φ̃dX =
∫

Ω0

Iδ∇XΨ̃ · Iδ∇XΦ̃dX =
∫
∂Ω0

Φ̃(N · I2
δ∇XΨ̃)dS.∫

Ω0

(ΛND0 )− 1
2 Iδ∇XΨ̃ · (ΛND0 ) 1

2 Iδ∇XΦ̃dX =(Φ̃(·, 0), γ) + (Φ̃(·, 1),ΛNN0 γ).

‖Φ̃(·, 0), γ‖ 6‖(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)‖γ‖ − ‖Φ̃(·, 1),ΛNN0 γ‖.

Or, d’après la proposition 3.3

−‖Φ̃(·, 1),ΛNN0 γ‖ = ‖ΛDD0 Φ̃(·, 1), γ‖.

Ainsi, ∥∥∥Φ̃(·, 0)
∥∥∥ 6

∥∥∥(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃

∥∥∥
L2(Ω0)

+
∥∥∥ΛDD0 Φ̃(·, 1)

∥∥∥ .

Proposition 3.20. Soit s > 1
2(d + 5). Sous les hypothèses (A1)-(A3) avec q = s − 1, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖∇ΛDDφ‖s−1 6 C‖∇φ‖s−1 et ‖ΛDDφ‖s 6 C‖φ‖s.
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Démonstration. Soit Φ = (φ, 0)~ et Φ̃ = Φ ◦ Θ. Alors, Φ̃ satisfait(3.18) avec β = 0, Φ̃(·, 1) = φ et Φ̃(·, 0) =

ΛDDφ. Par conséquent, en utilisant le lemme 3.14 et la proposition 3.1, nous obtenons

‖∂iΛDDφ‖s−1 6 ‖Js−1(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇X∂iΦ̃‖L2(Ω0) + ‖ΛDD0 ∂iφ‖s−1.

‖∂iΛDDφ‖s−1 6 2δ 1
2 ‖Js− 3

2 Iδ∇X∂iΦ̃‖L2(Ω0) + ‖∂iφ‖s−1.

Ici, on pose aussi Φi := (∂iφ, 0)~ et Φ̃i = Φi ◦Θ. Alors, (3.30) est vérifié. Par conséquent, par le lemme 3.10,

on voit que

‖Js− 3
2 Iδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)‖L2(Ω0) 6C‖Js−

3
2 (∂iP )Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖Js− 3
2 Iδ∇X(∂iΦ̃− Φ̃i)‖L2(Ω0) 6C

(
‖Js− 3

2 (∂iP )‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L∞(Ω0) + ‖(∂iP )‖L∞(Ω0)‖Js−
3
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
Or ‖(∂iP )‖L∞(Ω0) + ‖Js− 3

2 (∂iP )‖L2(Ω0) 6 C∥∥∥Js− 3
2 Iδ∇X

(
∂iΦ̃− Φ̃i

)∥∥∥
L2(Ω0)

6 C ‖∇φ‖s− 3
2
.

Où nous avons utilisé les propositions 3.5 et 3.7 et le lemme 3.5. En outre, on obtient aussi

δ
1
2 ‖Js− 3

2 Iδ∇XΦ̃i‖L2(Ω0) 6 Cδ
1
2 ‖(ΛDN0 ) 1

2 ∂iφ‖s− 3
2
6 C‖∂iφ‖s−1.

Ainsi,

‖∂iΛDDφ‖s−1 6 C‖∂iφ‖s−1.

On déduit du résultat ci-dessus que

‖ΛDDφ‖s 6 C‖φ‖s.

Proposition 3.21. Soit s > 1
2d + 2. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛNDβ‖s 6 C min
{
δ2‖β‖s, δ‖β‖s−1

}
.

Démonstration. Soit Φ = (0, β)~ et Φ̃ = Φ ◦ Θ. Alors, Φ̃ satisfait (3.18) avec φ = 0 et Φ̃(·, 0) = ΛNDβ. Par

conséquent, en utilisant le lemme 3.14 et les propositions 3.1 et 3.5, nous obtenons

‖ΛNDβ‖s 6 ‖Js(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ‖JsIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖β‖s.

D’après le lemme 3.14 et les propositions 3.1, 3.4 et 3.6, nous voyons que

‖ΛNDβ‖s 6‖Js(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖ΛNDβ‖s 6C
(
‖Js−1|D|(ΛND0 ) 1

2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖(ΛND0 ) 1
2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
‖ΛNDβ‖s 6Cδ

(
‖Js−1(ΛDN0 ) 1

2 Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
‖ΛNDβ‖s 6Cδ‖β‖s−1.

Où, nous avons utilisé la relation

|D|2ΛND0 = δ2ΛDN0 .
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Les deux propositions suivantes sont des justifications mathématiquement rigoureuses du développement

asymptotique de (2.38).

Proposition 3.22. Soit s > 1
2d − 1. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 2, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛNNβ + β‖s 6 Cδ2‖β‖s+2.

Démonstration. Soit Φ = (0, β)~ et Φ̃ = Φ ◦ Θ. Alors, Φ̃ satisfait (3.17) et ΛNNβ = δ−2∂zΦ̃(·, 1). Par

conséquent, en utilisant les relations (3.14) et (3.27), nous avons

ΛNNβ = −β −∇ ·
∫ 1

0
((1 + ∂zθz)∇Φ̃ + p12∂zΦ̃ + δ2P11∇Φ̃)dy . (3.31)

D’après (3.31) et le corollaire 3.1, on a ‖ΛNNβ + β‖s 6 Cδ2‖β‖s+2.

Proposition 3.23. Soit s > 1
2d − 2. Sous les hypothèses (A1) et (A2) avec q = s + 4, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛNNβ + β + δ2∇ · ((1 + η − b)(∇η)β + 1
2(1 + η − b)2∇β)‖s 6 Cδ4‖β‖s+4.

Démonstration. Soit Φ := (0, β)~ et Φ̃ := Φ ◦Θ. Il résulte de (3.17) que

∂zΦ̃ + δ2(1 + ∂zθz)β =− δ2(1 + ∂zθz)×
{
p22∂zΦ̃ + p12 · ∇XΦ̃

+∇ ·
∫ z

0

(
(1 + ∂zθz)∇Φ̃ + p12∂zΦ̃ + δ2P11∇Φ̃

)
dy

}
.

(3.32)

Pour que

‖Js+2(∂zΦ̃ + δ2(1 + ∂zθz)β)‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖Js+3∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Au vu de la relation

Φ̃ + δ2(z + θz − 1− η)β =
∫ z

1
(∂zΦ̃ + δ2(1 + ∂zθz)β)dy. (3.33)

on a

‖Js+1∇(Φ̃ + δ2(z + θz − 1− η)β)‖L2(Ω0) 6 Cδ2‖Js+3∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Par conséquent, par le corollaire 3.1, on a

‖Js+1∇(Φ̃ + δ2(z + θz − 1− η)β)‖L2(Ω0) 6 Cδ4‖β‖s+4. (3.34)

Par contre, par (3.14) et (3.26) on voit que∫ 1

0

{
(1 + ∂zθz)∇(−z − θz + 1 + η)β)− p0

12(1 + ∂zθz)β
}
dy

=
∫ 1

0
∂z

{
(z + θz)∇(1 + η)β)− 1

2(z + θz)2∇β + (θ1, · · · θd)Tβ
}
dy

=(1 + η − b)(∇η)β + 1
2(1 + η − b)2∇β.
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Par conséquent, nous réécrivons (3.31) comme

ΛNNβ =− β − δ2∇ ·
(

(1 + η − b)(∇η)β + 1
2(1 + η − b)2∇β

)
− δ2∇ ·

∫ 1

0
(p̃12∂zΦ̃ + P11∇Φ̃)dy

−∇ ·
∫ 1

0

{
(1 + ∂zθz)∇(Φ̃ + δ2(z + θz − 1− η)β)

+ p0
12∂z(Φ̃ + δ2(z + θz − 1− η)β)

}
dy.

(3.35)

D’après (3.35), le corollaire 3.1 et la relation (3.34), on obtient l’estimation souhaitée.

3.3.4 Estimations sur les dérivées de formes des opérateurs

Nous donnons les estimations des dérivées au sens de Fréchet des opérateurs de ΛDN et ΛNN .

Proposition 3.24. Soit s > 1
2d et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1), (A2) et (A4) avec q = s+ 1, il existe une

constante C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que

∥∥Dm
η ΛDN [η̃1, · · · , η̃m]φ

∥∥
s
6 C ‖η̃1‖s+ 3

2
· · · ‖η̃m‖s+ 3

2

∥∥∥(ΛDN0 ) 1
2φ
∥∥∥
s+1

.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet de ΛDN par rapport à b.

Démonstration. Nous ne montrons l’estimation que dans le cas m = 1. Soit Φ = (φ, 0)~ et Φ̃ = Φ ◦Θ. Alors,

on a 
∇X · IδPIδ∇XΦ̃ = 0 dans Ω0

Φ̃(·, 1) = 0, δ−2∂zΦ̃(·, 1) = ΛDNφ sur Γ0

−δ−2∂zΦ̃(·, 0) = 0 sur Σ0.

Posons ΛDNη φ = DηΛDN [η̃]φ, Φ̃η = DηΦ̃[η̃] et Pη = DηP [η̃]. En prenant la dérivée de Fréchet de l’équation

ci-dessus, nous obtenons 
∇X · IδPIδ∇XΦ̃η = −∇X · IδPηIδ∇XΦ̃ dans Ω0

Φ̃η(·, 1) = 0, δ−2∂zΦ̃η(·, 1) = ΛDNη φ sur Γ0

−δ−2∂zΦ̃η(·, 0) = 0 sur Σ0 (a)

Nous prenons ψ ∈ H0 arbitrairement et Ψ̃ définie par Ψ̃(·, z) = e−δ|D|(1−z)ψ. En prenant le produit scalaire

de l’équation et JsΨ̃ ∈ L2(Ω0) et en utilisant la formule de Green, nous avons

(JsΛDNη φ, ψ) =
∫

Ω0

JsPηIδ∇XΦ̃ · Iδ∇XΨ̃dX +
∫

Ω0

JsPIδ∇XΦ̃η · Iδ∇XΨ̃dX.

Au vu de ‖(ΛDN0 )− 1
2 Iδ∇XΨ̃‖L2(Ω0) 6 C‖ψ‖L2(Ω0), on a

‖ΛDNη φ‖s 6C(Js(ΛDN0 ) 1
2PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖(ΛDN0 ) 1

2 JsPIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0))

‖ΛDNη φ‖s 6C
(
‖Js+1PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js+1PIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0)

)
(b)
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En prenant le produit scalaire de la première équation dans (a) et J2(s+1)Φ̃η ∈ L2(Ω0) et en utilisant la

formule de Green∫
Ω0

PJs+1Iδ∇XΦ̃η · Js+1Iδ∇XΦ̃ηdX =−
∫

Ω0

[Js+1, P ]Iδ∇XΦ̃η · Js+1Iδ∇XΦ̃ηdX

−
∫

Ω0

Js+1PηIδ∇XΦ̃ · Js+1Iδ∇XΦ̃ηdX.

Où [Js+1, P ]u = Js+1Pu− PJs+1u⇒ Js+1Pu = [Js+1, P ]u+ PJs+1u

Ce qui implique que

‖Js+1Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6 C(‖[Js+1, P ]Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖Js+1PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0))

‖Js+1Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6 C(‖JsIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖Js+1PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)). (c)

En prenant cette fois ci Φ̃η ∈ L2(Ω0) dans (a) on a

‖Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6 ‖PηIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0)

Par l’inégalité d’interpolation on obtient

‖Js+1Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6C‖Js+1PηIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0)

‖Js+1Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6C‖Js+1Pη‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃η‖L∞(Ω0) + ‖∇Pη‖L∞(Ω0)‖Js+1Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0)

‖Js+1Iδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) 6C‖η̃‖s+ 3
2
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s.

Où nous avons utilisé les lemmes 3.5 et la proposition 3.7.

Proposition 3.25. Soit s > 1
2(d + 1) et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1), (A2) et (A4) avec q = s + 1

2 , il

existe une constante C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que∥∥Dm
η ΛDN [η̃1, · · · , η̃m]φ

∥∥
s
6 Cδ−

1
2 ‖η̃1‖s+1 · · · ‖η̃m‖s+1

∥∥∥(ΛDN0 ) 1
2φ
∥∥∥
s+ 1

2

.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.

Démonstration. En utilisant la relation (b) on a

‖ΛDNη φ‖s 6C(‖Js+1PIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖Js+1PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0))

‖ΛDNη φ‖s 6Cδ−
1
2 (‖Js+ 1

2PIδ∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖Js+ 1
2PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0))

Par conséquent, par les mêmes argument de la preuve de la proposition précédente, nous obtenons l’estimation

souhaitée.

La proposition suivante est une modification de l’estimation de la proposition 3.24. Plus précisément, on

améliore la norme de (η̃1, · · · , η̃m) et l’hypothèse sur la régularité de la surface de l’eau et le fond.

Proposition 3.26. Soit s > 1
2d+2 etm ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s+ 1

2 et ‖η‖s+1+‖b‖s+ 3
2
6

M , il existe une constante C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que∥∥Dm
η ΛDN [η̃1, · · · , η̃m]φ

∥∥
s
6 C ‖η̃1‖s+1 · · · ‖η̃m‖s+1

∥∥∥(ΛDN0 ) 1
2φ
∥∥∥
s+1

.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.
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Démonstration. Nous montrons seulement l’estimation dans le casm = 1. Il suffit d’évaluer ‖DηΛDN [η̃]φ‖s−1

et ‖∇(DηΛDN [η̃]φ)‖s−1. Par la proposition 3.24 on a

‖DηΛDN [η̃]φ‖s−1 6 C‖η̃‖s+ 1
2
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s.

Soit T jh un opérateur de translation par rapport à la variable spatiale, qui s’écrit

(T jh(u))(x) = u(x1, · · · , xj−1, xj + h, xj+1, · · · , xd).

Alors, il est claire que

T jhΛDN (η, b, δ) = ΛDN (T jhη, T
j
hb, δ)T

j
h

et que

∇ΛDNφ = ΛDN∇φ+DηΛDN [∇η]φ+DbΛDN [∇b]φ.

Par conséquent, nous voyons que

∇(DηΛDN [η̃]φ) = Dη(∇ΛDNφ)[η̃].

∂j(DηΛDN [η̃]φ) = DηΛDN [η̃]∂jφ+Dη(DηΛDN [∂jη]φ)[η̃] +DηDbΛDN [η̃, ∂jb]φ.

Ici, par la proposition 3.24 nous avons

‖DηDbΛDN [η̃, ∂jb]φ‖s−1 6 C‖η̃‖s+ 1
2
‖∂jb‖s+ 1

2
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s.

‖DηΛDN [η̃]∂jφ‖s−1 6 Cδ2‖η̃‖s+ 1
2
‖∂j(ΛDN0 ) 1

2φ‖s.

Il découle du théorème 3.2 que

DηΛDN [∂jη]φ =− δ2ΛDN{(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+∇η · ∇φ)(∂jη)}

− ∇ · {(∇φ− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+∇η · ∇φ)∇η)(∂jη)}

Dη(DηΛDN [∂jη]φ)[η̃] =− δ2DηΛDN [η̃]{(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+∇η · ∇φ)(∂jη)}

− δ2ΛDN{(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+∇η · ∇φ)(∂j η̃)

+ (1 + δ2|∇η|2)−1(DηΛDN [η̃]φ+∇η̃ · ∇φ)(∂jη)

− 2δ2(1 + δ2|∇η|2)−2(∇η · ∇η̃)(ΛDNφ+∇η · ∇φ)(∂jη)}

− ∇ · {(∇φ− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+∇η · ∇φ)∇η)(∂j η̃)

− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(DηΛDN [η̃]φ+∇η̃ · ∇φ)(∂jη)∇η

− δ2(1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+∇η · ∇φ)(∂jη)∇η̃

+ 2δ4(1 + δ2|∇η|2)−2(∇η · ∇η̃)(ΛDNφ+∇η · ∇φ)(∂jη)∇η}.

Par conséquent, par les propositions 3.25, 3.9 et 3.10 et le lemme 3.5 nous voyons que

‖Dη(DηΛDN [∂jη]φ)[η̃]‖s−1 6C
{
‖η̃‖s+1(δ‖ΛDNφ‖s + ‖∇φ‖s) + δ‖DηΛDN [η̃]φ‖

}
‖Dη(DηΛDN [∂jη]φ)[η̃]‖s−1 6C‖η̃‖s+1‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s+ 1
2
.

Donc, on obtient

‖∇(DηΛDN [η̃]φ)‖s−1 6 C‖η̃‖s+1‖(ΛDN0 ) 1
2φ‖s+1.

Où nous avons utilisé les propositions 3.24 et 3.9 et le lemme 3.5. D’où le résultat.
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Nous allons donner les estimations des dérivées au sens de Fréchet de l’application ΛNN = ΛNN (η, b, δ).

Proposition 3.27. Soit s > 1
2(d+ 1) et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s+ 1 et il existe une

constante C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que

∥∥Dm
η ΛNN [η̃1, · · · , η̃m]β

∥∥
s
6 Cδ

1
2 ‖η̃1‖s+1 · · · ‖η̃m‖s+1‖β‖s+ 1

2
.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.

Démonstration. Nous montrons seulement l’estimation dans le cas m = 1 et le cas général peut être prouver

de la même manière. Soit Φ = (0, β)~, Φ̃ = Φ◦Θ. Alors, Φ̃ satisfait (3.18) avec φ = 0 et δ−2∂zΦ̃(·, 1) = ΛNNβ.

Pour simplifier, on écrit

ΛNNη β = DηΛNN [η̃]β, Φ̃η = DηΦ̃[η̃] et Pη = DηP [η̃].

Prenant la dérivée de Fréchet de (3.18) par rapport à η, on obtient
∇X · IδPIδ∇XΦ̃η = −∇X · IδPηIδ∇XΦ̃ dans Ω0

Φ̃η = 0, δ−2∂zΦ̃η(·, 1) = ΛNNη β sur Γ0

−δ−2∂zΦ̃η(·, 0) = 0 sur Σ0

Par conséquent, par les lemmes 3.13 et 3.5, on obtient

‖ΛNNη β‖s 6C
(
‖Js(ΛDN0 ) 1

2PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
‖ΛNNη β‖s 6Cδ−

1
2 ‖Js+ 1

2PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

(3.36)

Comme dans la preuve de la proposition 3.2, on a

‖Js+ 1
2PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6C‖Pη‖L∞(Ω0)‖Js+1Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js+1Pη‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖Js+ 1
2PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0) 6Cδ‖η̃‖s+1‖β‖s+ 1

2
. Donc

‖ΛNNη β‖s 6 Cδ1/2‖η̃‖s+1‖β‖s+ 1
2
.

Afin d’obtenir l’estimation de l’opérateur ΛNN dans la proposition 3.19 sous une hypothèse plus faible

sur la surface de l’eau et le fond, on donne le corollaire de la proposition précédente.

Corollaire 3.6. Soit s >
1
2(d + 3). En plus des hypothèses (A1)-(A4) avec q = s, nous supposons que

‖(η, b)‖s+1 6M . Alors, il existe une constante C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛNNβ‖s 6 C‖β‖s.

Démonstration. Il suffit d’évaluer ‖ΛNNβ‖s−1 et ‖∇ΛNNβ‖s−1. Nous avons dans la proposition 3.19 que

‖ΛNNβ‖s−1 6 C‖β‖s−1. Soit T jh un opérateur de translation par rapport à la variable spatiale. Alors, il est

claire que T jhΛNN (η, b, δ) = ΛNN (T jhη, T
j
hb, δ)T

j
h et que

∂jΛNNβ = ΛNN∂jβ +DηΛNN [∂jη]β +DbΛNN [∂jb]β. (3.37)
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Par conséquent, par les propositions 3.19 et 3.27, nous obtenons

‖∇ΛNNβ‖s−1 6 C
(
‖∇β‖s−1 + ‖(∇η,∇b)‖s‖β‖s− 1

2

)
6 C‖β‖s.

Ainsi on obtient l’estimation souhaitée.

Proposition 3.28. Soit s > 1
2d et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s+1, il existe une constante

C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que

‖Dm
η ΛNN [η̃1, · · · , η̃m]β‖s 6 Cδ‖η̃1‖s+ 3

2
· · · ‖η̃m‖s+ 3

2
‖β‖s+1.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet par rapport à b.

Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrons l’estimation que dans le cas m = 1 et utilisons la même

notation que dans la preuve de la proposition 3.27. Il découle de la relation (3.36) et le lemme 3.5 que

‖ΛNNη β‖s 6C‖Js+1PηIδ∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖ΛNNη β‖s 6C‖Js+1Pη‖L2(Ω0)‖Iδ∇XΦ̃‖L∞(Ω0) + ‖Pη‖L∞(Ω0)‖Js+1Iδ∇XΦ̃‖L2(Ω0).

Ceci avec les propositions 3.5 et 3.7 donnent l’estimation souhaitée.

Proposition 3.29. Soit s > 1
2d − 1 et m ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s + 2 , il existe une

constante C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que

‖Dm
η ΛNN [η̃1, · · · , η̃m]β‖s 6 Cδ2‖η̃1‖s+ 5

2
· · · ‖η̃m‖s+ 5

2
‖β‖s+2.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet de ΛNN par rapport à b.

Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrons l’estimation que dans le cas m = 1 et utilisons la même

notation que dans la preuve de la proposition 3.27. En prenant la dérivée de Fréchet de (3.31) nous voyons

que

‖DηΛNN [η̃]β‖s 6C‖Js+1∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖∇X(Dηθ[η̃])‖L∞(Ω0)‖Js+1∇XΦ̃‖L2(Ω0)

‖DηΛNN [η̃]β‖s 6Cδ2‖η̃‖s+ 5
2
‖β‖s+2.

Où nous avons utilisé les corollaires 3.1 et 3.4. D’où le résultat.

La proposition suivante est une modification de l’estimation de la proposition ci-dessus. En particulier,

nous améliorons la norme de (η̃1, · · · , η̃m) et l’hypothèse sur la régularité de la surface de l’eau et du fond.

Proposition 3.30. Soit s > 1
2d+2 etm ∈ N. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s+1 et ‖η‖s+2+‖b‖s+ 5

2
6

M , il existe une constante C = C(M, c, s,m) > 0 indépendante de δ telle que

‖Dm
η ΛNN [η̃1, · · · , η̃m]β‖s 6 Cδ2‖η̃1‖s+2 · · · ‖η̃m‖s+2‖β‖s+2.

Une estimation similaire vaut pour la dérivée de Fréchet de ΛNN par rapport à b.
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Démonstration. Pour simplifier, nous ne montrons l’estimation que dans le cas m = 1. Il suffit d’évaluer

‖DηΛNN [η̃1]β‖s−1 et ‖∇(DηΛNN [η̃1]β)‖s−1.

Par la proposition 3.29 on a

‖DηΛNN [η̃]β‖s−1 6 Cδ2‖η̃‖s+ 3
2
‖β‖s+1.

Au vu de (3.37), on voit que

∇(DηΛNN [η̃]β) = Dη(∇ΛNNβ)[η̃]

∇(DηΛNN [η̃]β) = Dη(DηΛNN [∇η]β)[η̃] +DηDbΛNN [η̃,∇b]β +DηΛNN [η̃]∇β.

‖DηDbΛNN [η̃,∇b]β‖s−1 6 Cδ2‖η̃‖s+ 3
2
‖∇b‖s+ 3

2
‖β‖s+1. Et

‖DηΛNN [η̃]∇β‖s−1 6 Cδ2‖η̃‖s+ 3
2
‖∇β‖s+1

Il découle du théorème 3.2 que

DηΛNN [∇η]β = −δ2ΛDN{(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η)ΛNNβ}+ δ2∇ · {(1 + δ2|∇η|2)−1((∇η)ΛNNβ)∇}.

Dη(DηΛNN [∇η]β)[η̃] =− δ2DηΛDN [η̃]{(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η)ΛNNβ}

− δ2ΛDN{(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η̃)ΛNNβ + ((∇η)DηΛNN [η̃]β)

− 2δ2(1 + δ2|∇η|2)−2(∇η · ∇η̃)(∇η)ΛNNβ}

+ δ2∇ · {(1 + δ2|∇η|2)−1(∇η̃)ΛNNβ + ((∇η)DηΛNN [η̃]β)∇η

− 2δ2(1 + δ2|∇η|2)−2(∇η · ∇η̃)(∇η)(ΛNNβ)∇η

+ (1 + δ2|∇η|2)−1(∇η)(ΛNNβ)∇η̃}.

Par conséquent, par les propositions 3.24, 3.9 et 3.28, le lemme 3.5 et le corollaire 3.6, on voit que

‖Dη(DηΛNN [∇η]β)[η̃]‖s−1 6C(δ2‖η̃‖s+2‖ΛNNβ‖s+1 + δ‖DηΛNN [η̃]β‖s)

‖Dη(DηΛDD[∇η]β)[η̃]‖s−1 6Cδ2‖η̃‖s+2‖β‖s+1.

De sorte que nous obtenons

‖∇(DηΛNN [η̃]β)‖s−1 6 Cδ2‖η̃‖s+2‖β‖s+2. D’où le résultat.

En corollaire de cette proposition, on peut obtenir l’estimation de l’opérateur ΛNN dans la proposition

3.22 sous une hypothèse plus faible sur la surface de l’eau et le fond.

Corollaire 3.7. Soit s > 1
2d + 3. En plus les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s + 1, nous supposons que

‖(η, b)‖s+2 6M . Alors, il existe une constante C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖ΛNNβ + β‖s 6 Cδ2‖β‖s+2.
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Démonstration. Il suffit d’évaluer ‖ΛNNβ + β‖s−1 et ‖∇(ΛNNβ + β)‖s−1. Par la proposition 3.22 on a

‖ΛNNβ + β‖s−1 6 Cδ2‖β‖s+1. Donc, par (3.36) et les propositions 3.22 et 3.30, nous obtenons

‖∂j(ΛNNβ + β)‖s−1 6‖ΛNN∂jβ + ∂jβ‖s−1 + ‖DηΛNN [∂jη]β‖s−1 + ‖DbΛNN [∂jb]β‖s−1

‖∂j(ΛNNβ + β)‖s−1 6Cδ2 (‖∂jβ‖s+1 + (‖∂jη, ∂jβ)‖s+1‖β‖s+1) .

Par conséquent, nous obtenons l’estimation souhaitée.

Nous terminons cette section en donnant des développements des dérivées au sens de Fréchet des opéra-

teurs ΛDN et ΛNN avec des estimations des termes d’erreur.

Proposition 3.31. Soit s > 1
2d − 1. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avecq = s + 3, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que∥∥∥DηΛDN [η̃]φ+DbΛDN [̃b]φ+∇ ·
((
η̃ − b̃

)
∇φ
)∥∥∥

s
6 Cδ2

∥∥∥(η̃, b̃)∥∥∥
s+ 7

2

∥∥∥(ΛDN0
) 1

2 φ
∥∥∥
s+3

.

Démonstration. Nous montrons seulement l’estimation pourDηΛDN . L’estimation deDbΛDN peut être prou-

vée de la même manière. Soit Φ = (φ, 0)~ et Φ̃ = Φ ◦Θ. On a alors (3.18) avec β = 0, et à la place (3.31),

ΛDNφ+∇ · ((1 + η − b)∇φ) = ∇ ·
∫ 1

0

{
(1 + ∂zθz)∇

∫ 1

z

∂zΦ̃(·, y)dy − p12∂zΦ̃− δ2P11∇Φ̃
}
dy.

Pour simplifier, on écrit Φ̃η = DηΦ̃[η̃]. Prenant la dérivée de Fréchet de l’équation ci-dessus par rapport à η,

on obtient

‖DηΛDN [η̃]φ+∇ · (η̃∇φ)‖s 6C(‖Js+2∂zΦ̃η‖L2(Ω0) + δ2‖Js+1∇Φ̃η‖L2(Ω0)

+ C‖η̃‖s+2(‖Js+2∂zΦ̃‖L2(Ω0) + δ2‖Js+1∇Φ̃‖L2(Ω0))

‖DηΛDN [η̃]φ+∇ · (η̃∇φ)‖s 6Cδ2‖η̃‖s+ 7
2
‖(ΛDN0 ) 1

2φ‖s+3.

Où nous avons utilisé les corollaires 3.2 et 3.5. D’où le résultat.

Proposition 3.32. Soit s > 1
2d − 1. Sous les hypothèses (A1)-(A4) avec q = s + 4, il existe une constante

C = C(M, c, s) > 0 indépendante de δ telle que

‖DηΛNN [η̃]β +DbΛNN [̃b]β + δ2∇ · ((1 + η − b)(∇η̃)β + (η̃ − b̃)(∇η)β

+ (1 + η − b)(η̃ − b̃)(∇β)‖s 6 Cδ4‖(η̃, b̃)‖s+ 9
2
‖β‖s+4.

Démonstration. Nous ne montrons que l’estimation pour DηΛNN . L’estimation pour DbΛNN peut être prou-

vée de la même manière. On pose Φ = (0, β)~ et Φ̃ = Φ ◦Θ. En prenant la dérivée de Fréchet de (3.35) par

rapport à η on obtient

‖DηΛNN [η̃]β + δ2∇ · ((1 + η − b)(∇η̃)β + η̃(∇η)β + (1 + η − b)(η̃)(∇β)‖s

6C
(
δ2‖Js+1∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖Js+1∇X(Φ̃η + δ2(Dηθz[η̃]− η̃)β)‖L2(Ω0)

)
+ C‖η̃‖s+2

(
δ2‖Js+1∇XΦ̃‖L2(Ω0) + ‖Js+1∇X(Φ̃ + δ2(z + θz − 1− η)β)‖L2(Ω0)

)
.

Ici, en prenant la dérivée de Fréchet de (3.32) et (3.33) par rapport à η, on voit que

‖Js+1∇X(Φ̃η + δ2(Dηθz[η̃]− η̃)β)‖L2(Ω0) 6Cδ
2
(
‖Js+3∇XΦ̃η‖L2(Ω0) + ‖η̃‖s+4‖Js+3∇XΦ̃‖L2(Ω0)

)
.

Par les estimations ci-dessus, (3.34) et les corollaires 3.1 et 3.4, nous obtenons l’estimation souhaitée.
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Chapitre 4
Le caractère bien posé du problème de Cauchy

Dans ce chapitre, nous montrons le bien posé du problème de Cauchy associé aux équations des

ondes de surface. D’abord, nous transformons les équations non linéaires en un système d’équations quasi-

linéaires.Ensuite, nous linéarisons les équations des ondes de surface et donnons une estimation d’énergie.

Enfin, nous terminons par prouver les principaux théorèmes.

4.1 Équations quasi-linéaires

Réduisons les équations non-linéaires complètes (2.34) à un système d’équations quasi-linéaires. Supposons

(η, φ) une solution de (2.34). Au vu du théorème 3.2, on définit Z et v par Z = (1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDN (η, b, δ)φ+ ε−1ΛNN (η, b, δ)βτ +∇η · ∇φ)

v = ∇φ− δ2Z∇η.
(4.1)

On dérive la deuxième équation de (2.34) par rapport à xi, on obtient

φt + η + 1
2 |∇φ|

2 − δ2

2 (1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ +∇η · ∇φ)2 = 0.

∂iφt + ∂iη +∇∂iφ · ∇φ+ δ4∇∂iη∇ηZ2 − δ2Z∂i(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ )− δ2Z(∇∂iη · ∇φ)− δ2Z(∇η · ∇∂iφ) = 0.

∂iφt + ∂iη + (∇∂iφ− δ2Z∇∂iη) · ∇φ− δ2Z(∇∂iφ− δ2Z∇∂iη) · ∇η − δ2Z∂i(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = 0.

∂iφt + ∂iη + v · (∇∂iφ− δ2Z∇∂iη)− δ2Z∂i(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = 0.

En dérivant cette dernière équation ci-dessus par rapport à xj et xk, on a

∂ijkφt + ∂ijkη + v ·
{
∇∂ijkφ− δ2(Z∇∂ijkη + (∂jkZ)∇∂iη + (∂jZ)∇∂kiη + (∂kZ)∇∂ijη)

}
+ ∂jv ·

{
∇∂kiφ− δ2(Z∇∂kiη + (∂kZ)∇∂iη)

}
+ (∂kv) ·

{
∇∂ijφ− δ2(Z∇∂ijη + (∂jZ)∇∂iη)

}
+ (∂jkv) ·

{
∇∂iφ− δ2Z∇∂iη

}
− δ2

{
Z∂ijk(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) + (∂jZ)(∂ki)(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ )

+ (∂kZ)∂ij(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) + (∂jkZ)∂i(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ )
}

= 0.
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Par la définition (4.5) de Z et v nous avons v = ∇φ− δ2Z∇η ⇒ ∇φ = v + δ2Z∇η,

(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = Z(1 + δ2|∇η|2)−∇η · ∇φ

(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = Z − v · ∇η.

Par conséquent, on a

∂ki(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = ∂kiZ − v · ∇∂kiη − (∂kiv) · ∇η − (∂kv) · ∇∂iη − (∂iv) · ∇∂kη.

∂ij(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = ∂ijZ − v · ∇∂ijη − (∂ijv) · ∇η − (∂iv) · ∇∂jη − (∂jv) · ∇∂iη.

∂jk(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = ∂jkZ − v · ∇∂jkη − (∂jkv) · ∇η − (∂jv) · ∇∂kη − (∂kv) · ∇∂jη.

Pour que

(∂ijkφ− δ2Z∂ijkη)t + v · ∇(∂ijkφ−δ2Z∂ijkη) + (1 + δ2Zt + δ2v · ∇Z)∂ijkη

= δ2((∂jZ)(∂kiZ) + (∂kZ)(∂ijZ) + (∂iZ)(∂jkZ)) + f ijk3 où
(4.2)

f ijk3 =− (∂jv) · (∇∂kiφ− δ2Z∇∂kiη)− (∂kv) · (∇∂ijφ− δ2Z∇∂ijη)

− (∂jkv) · (∇∂iφ− δ2Z∇∂iη)− δ2
{

(∂jZ)
(

(∂kiv) · ∇η + (∂iv) · ∇∂kη
)

+ (∂kZ)
(

(∂ijv) · ∇η + (∂iv) · ∇∂jη
)

+ (∂jkZ)(∂iv) · ∇η
}
.

Nous écrivons maintenant u = (η, b) et notons par ΛDNm et ΛNNm les m ième dérivées de Fréchet de DN de

l’application ΛDN et NN de l’application ΛNN par rapport à u respectivement. Alors

∂ijk(ΛDNφ− ε−1ΛNNβτ ) =f ijk4 + ΛDN∂ijkφ− ε−1ΛNN∂ijkβτ + ΛDN1 [∂ijku]φ− ε−1ΛNN1 [∂ijku]βτ

+ ΛDN1 [∂iu]∂jkφ+ ΛDN1 [∂ju]∂kiφ+ ΛDN1 [∂ku]∂ijφ

− ε−1
(

ΛNN1 [∂iju]∂kβτ + ΛNN1 [∂jku]∂iβτ + ΛNN1 [∂kiu]∂jβτ
)

+ ΛDN2 [∂iju, ∂ku]φ+ ΛDN2 [∂jku, ∂iu]φ+ ΛDN2 [∂kiu, ∂ju]φ

− ε−1
(

ΛNN2 [∂iju, ∂ku]βτ + ΛNN2 [∂jku, ∂iu]βτ + ΛNN2 [∂kiu, ∂ju]βτ
)
, où

f ijk4 =− ε−1
(

ΛNN1 [∂iu]∂jkβτ + ΛNN1 [∂ju]∂kiβτ + ΛNN1 [∂ku]∂ijβτ
)

+ ΛDN1 [∂iju]∂kφ+ ΛDN1 [∂jku]∂iφ

+ ΛDN1 [∂kiu]∂jφ+ ΛDN2 [∂iu, ∂ju]∂kφ+ ΛDN2 [∂ju, ∂ku]∂iφ+ ΛDN2 [∂ku, ∂iu]∂jφ

− ε−1
(

ΛNN2 [∂iu, ∂ju]∂kβτ + ΛNN2 [∂ju, ∂ku]∂iβτ + ΛNN2 [∂ku, ∂iu]∂jβτ
)

+ ΛDN3 [∂iu, ∂ju, ∂ku]φ− ε−1ΛNN3 [∂iu, ∂ju, ∂ku]βτ .

En utilisant le théorème 3.2, on obtient

ΛDN∂ijkφ+ ΛDN1 [∂ijku]φ− ε−1ΛNN1 [∂ijku]βτ = ΛDN (∂ijkφ− δ2Z∂ijkη)−∇ · (v∂ijkη) + f ijk5 ,
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ε−1ΛNN1 [∂iju]∂kβτ = −ε−1δ2ΛDN ((ΛNN∂kβτ )∂ijη) + f ijk6 ,

ε−1ΛNN1 [∂jku]∂iβτ = −ε−1δ2ΛDN ((ΛNN∂iβτ )∂jkη) + f jki6 ,

ε−1ΛNN1 [∂kiu]∂jβτ = −ε−1δ2ΛDN ((ΛNN∂jβτ )∂kiη) + fkij6 , où

f ijk5 =DbΛDN [∂ijkb]φ− ε−1DbΛNN [∂ijkb]βτ ,

f ijk6 =ε−1δ4ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1|∇η|2(∂ijη)(ΛNN∂kβτ ))

+ ε−1δ2∇ · ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂ijη)(ΛNN∂kβτ )∇η) + ε−1DbΛNN [∂ijb]∂kβτ .

f jki6 =ε−1δ4ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1|∇η|2(∂jkη)(ΛNN∂iβτ ))

+ ε−1δ2∇ · ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂jkη)(ΛNN∂iβτ )∇η) + ε−1DbΛNN [∂jkb]∂iβτ .

fkij6 =ε−1δ4ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1|∇η|2(∂kiη)(ΛNN∂jβτ ))

+ ε−1δ2∇ · ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂kiη)(ΛNN∂jβτ )∇η) + ε−1DbΛDD[∂kib]∂jβτ .

Par les théorèmes 3.2, 3.3, 3.6 et 3.7, nous voyons que

ΛDN1 [∂ku]∂ijφ+ ΛDN2 [∂iju, ∂ku]φ− ε−1ΛNN2 [∂iju, ∂ku]βτ = f ijk7 .

ΛDN1 [∂iu]∂jkφ+ ΛDN2 [∂jku, ∂iu]φ− ε−1ΛDD2 [∂jku, ∂iu]βτ = f jki7 .

ΛDN1 [∂ju]∂kiφ+ ΛDN2 [∂kiu, ∂ju]φ− ε−1ΛNN2 [∂kiu, ∂ju]βτ = fkij7 , où

f ijk7 =DηDbΛDN [∂kη, ∂ijb]φ− ε−1DηDbΛNN [∂kη, ∂ijb]βτ +D2
bΛDN [∂ijb, ∂kb]φ

− ε−1D2
bΛNN [∂ijb, ∂kb]βτ + ΛDN1 [∂ku](∂ijφ− δ2Z∂ijη)

+ δ2ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂kη)(∂ijη)∆φ)

+ δ2∇ · ((∂ijη)Z∇∂kη)− δ2∇ · ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂kη)(∂ijη)∆φ)∇η)

+ δ4ΛDN
{

(1 + δ2|∇η|2)−1(∂ijη)× (ΛDN (Z∂kη) + Z∇η · ∇∂kη − (∂kη)∇ · (Z∇η)
}

− δ4∇ ·
{

(1 + δ2|∇η|2)−1(∂ijη)× (ΛDN (Z∂kη) + Z∇η · ∇∂kη − (∂kη)∇ · (Z∇η))∇η
}

− δ2ΛDN (1 + δ2|∇η|2)−1(∂ijη)(DbΛDN [∂kb]φ− ε−1DbΛNN [∂kb]βτ ))

+ δ2∇ · ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂ijη)(DbΛDN [∂kb]φ− ε−1DbΛNN [∂kb]βτ ))∇η).

f jki7 et fkij7 s’obtiennent de la même façon que f ijk7 . Donc, on a

∂ijk(ΛDNφ− ε−1ΛNNβτ ) =ΛDN (∂ijkφ− δ2Z∂ijkη)− v · ∇∂ijkη − Lijkη + ε−1∂ijkβτ + f ijk1 (4.3)

où Lijk est un opérateur linéaire ne dépendent que de (η, b, δ, ε−1βτ ) défini par

Lijkη̃ = ε−1δ2ΛDN
(
(ΛNN∂kβτ )∂ij η̃ + (ΛNN∂iβτ )∂jkη̃ + (ΛNN∂jβτ )∂kiη̃

)
,

f ijk1 =f ijk4 − ε−1(ΛNN∂ijkβτ + ∂ijkβτ )− (∇ · v)∂ijkη + f ijk5 − f ijk6 − f jki6 − fkij6 + f ijk7 + f jki7 + fkij7 .

Ainsi, nous introduisons deux nouvelles fonctions ζijk et ψijk par ζijk = ∂ijkη;

ψijk = ∂ijkφ− δ2Z∂ijkη.

(4.4)
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D’après les relations (4.2), (4.3) et (4.4) nous obtenons le système d’équations quasi-linéaires suivant : ∂tζijk + v · ∇ζijk − ΛDNψijk + Lijkη = ε−1∂ijkβτ + f ijk1

∂tψijk + v · ∇ψijk + aζijk = ε−1gijk2 + f ijk2 ,

(4.5)

où a, f ijk2 et gijk2 sont données par

a = 1 + δ2Zt + δ2v · ∇Z (4.6)

f ijk2 =f ijk3 + δ2
{

(∂jZ)∂ki(Z − ε−1βτ ) + ∂j(Z − ε−1βτ )ε−1∂kiβτ + (∂kZ)∂ij(Z − ε−1βτ )

+ ∂k(Z − ε−1βτ )ε−1∂ijβτ + (∂iZ)(∂jk(Z − ε−1βτ ) + ∂i(Z − ε−1βτ )ε−1∂jkβτ

}
,

gijk2 =ε−2δ2
(

(∂jβτ )(∂kiβτ ) + (∂kβτ )(∂ijβτ ) + (∂iβτ )(∂jkβτ )
)
.

Nous allons donner quelques estimations uniformes des coefficients v et a, et le reste des termes f1 = f ijk1 et

f2 = f ijk2 . Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante ∂φ = ∂jφ, ∂
2φ = ∂ijφ, ∂

3φ = ∂ijkφ, ∂
3φ− δ2Z∂3η = ∂ijkφ− δ2Z(∂ijkη)

E = ‖η‖s+3 + ‖∇φ‖s+2 + ‖(ΛDN0 ) 1
2 (∂3φ− δ2Z∂3η)‖s

et on posera δ2 = δ1(M1,a, s+ 1) la constante apparaissant dans la proposition 3.3.

Lemme 4.1. Soit s > 1
2d+ 3, M1, c1 > 0 et supposons que ‖η‖s+2 + ‖∇φ‖s+1 6M1, ‖b‖s+5 + ‖βτ‖s+5 6M1

1 + η(x)− b(x) > c1 pour x ∈ Rd.
(4.7)

Alors, il existe une constante C = C(M1, c1, s) > 0 telle que pour tout δ ∈]0, δ2] et ε ∈]0, 1] vérifiant

ε−1δ2 6M1, on a

‖f1‖s 6 C(E + 1 + δ2‖Z‖s+2).

Démonstration. Par la proposition 3.1, pour tout δ ∈]0, δ2] on peut construire un difféomorphisme Θ vérifiant

les hypothèses (A1)− (A4) avec q = s+ 1 et une constante M indépendante de δ. On peut donc directement

évaluer f5 et f6 par les propositions 3.9, 3.24, 3.30, le lemme 3.5 et le corollaire 3.6, de sorte que

‖(f5, f6)‖s 6 C(‖η‖s+3 + ‖∇φ‖s+1 + 1).

On peut réécrire symboliquement f4 comme

f4 =− ε−1(3ΛNN1 [∂u]∂2βτ + 3ΛNN2 [∂u, ∂u]∂βτ + ΛNN3 [∂u, ∂u, ∂u]βτ )

+ 3ΛDN1 [∂2u]∂φ+ 3ΛDN2 [∂u, ∂u]∂φ+ ΛDN3 [∂u, ∂u, ∂u]φ,

pour que nous ayons

∂f4 =− ε−1(3ΛNN1 [∂u]∂3βτ + 3ΛNN1 [∂2u]∂2βτ + 6ΛNN2 [∂u, ∂u]∂2βτ

+ 6ΛNN2 [∂2u, ∂u]∂βτ + 4ΛNN3 [∂u, ∂u, ∂u]∂βτ + 3ΛNN3 [∂2u, ∂u, ∂u]βτ

+ ΛNN4 [∂u, ∂u, ∂u, ∂u]βτ ) + 3ΛDN1 [∂2u]∂2φ+ 3ΛDN1 [∂3u]∂φ

+ 3ΛDN2 [∂2u, ∂u]∂φ+ ∂(3ΛDN2 [∂u, ∂u]∂φ+ ΛDN3 [∂u, ∂u, ∂u]φ).
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Par conséquent, par les propositions 3.26 et 3.30 et le lemme 3.5, on obtient

‖f4‖s 6 ‖f4‖s−1 + ‖∇f4‖s−1 6 C(‖η‖s+3 + ‖∇φ‖s+2 + 1).

Concernant f7, on utilise la proposition 3.26 et le lemme 3.5, on voit que

‖ΛDN1 [∂ku](∂ijφ− δ2Z∂ijη‖s

6 C‖(ΛDN0 ) 1
2 (∂ijφ− δ2Z∂ijη‖s+1

6 C
(
‖(ΛDN0 ) 1

2∇(∂ijφ− δ2Z∂ijη)‖s + ‖∇(∂ijφ− δ2Z∂ijη)‖s
)

6 C
(
‖(ΛDN0 ) 1

2 (∇∂ijφ− δ2Z∇∂ijη)‖s + δ2‖(∇Z)∂ijη‖s+1 + ‖∇φ‖s+2 + δ2‖Z∂ijη‖s+1

)
.

Ici, il découle que

δ2‖∇Z∂ijη‖s+1 6 Cδ2 (‖∇Z‖s+1‖∂ijη‖s−1 + ‖∇Z‖s−1‖∂ijη‖s+1)

6 Cδ2 (‖Z‖s+2 + ‖Z‖s‖η‖s+3) .

De même, on a

δ2‖Z∂ijη‖s+1 6 Cδ2 (‖Z‖s+1 + ‖Z‖s‖η‖s+3) .

De plus, par la définition (4.1) de Z et les propositions 3.9 et 3.19, le lemme 3.5 et le corollaire 3.7, on a

‖Z − ε−1βτ‖s 6 C(‖∇φ‖s+1 + 1),

ce qui donne aussi

δ2‖Z‖s 6 C(‖∇φ‖s+1 + 1).

Par conséquent, on obtient

‖ΛDN1 [∂ku](∂ijφ− δ2Z∂ijη‖s 6 C(E + 1 + δ2‖Z‖s+2).

Les autres termes de f7 peuvent être évalués par les propositions 3.10, 3.24 et 3.30 et le lemme 3.5. Par

exemple, par la proposition 3.10 et le lemme 3.5, on a

δ4‖ΛDN ((1 + δ2|∇η|2)−1(∂ijη)ΛDN (Z∂kη))‖s

6 Cδ3 (‖(∂ijη)ΛDN (Z∂kη)‖s+1
)

6 Cδ3 (‖∂ijη‖s+1‖ΛDNZ∂kη‖s−1 + ‖ΛDN (Z∂kη)‖s+1
)

6 Cδ2 (‖η‖s+3‖Z∂kη‖s + ‖Z∂kη‖s+2)

6 C
(
‖η‖s+3 + δ2‖Z‖s+2

)
et par la proposition 3.24 on a

‖DbΛDN [∂kb]φ‖s+1 6‖DbΛDN [∂kb]∇φ‖s + ‖DbΛDN [∇∂kb]φ‖s + ‖DuDbΛDN [∇u, ∂kb]φ‖s + ‖DbΛDN [∂kb]φ‖s

6C(‖η‖s+3 + ‖∇φ‖s+2).

Par conséquent, on obtient

‖f7‖s 6 C(E + 1 + δ2‖Z‖s+2).

Ces estimations, ainsi que le corollaire 3.7, on obtient l’estimation souhaitée.
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Proposition 4.1. Soit s > 1
2(d + 7),M1, c1 > 0 et supposons les conditions dans (4.7). Alors, il existe une

constante C = C(M1, c1, s) > 0 telle que, pour tout δ ∈]0, δ2] et ε ∈]0, 1] vérifiant ε−1δ2 6M1, on a

‖Z − ε−1βτ‖s+2 + δ‖(ΛDN0 ) 1
2 (Z − ε−1βτ )‖s+2 6 C(E + 1),

‖v‖s+2 + ‖(ΛDN0 ) 1
2 v‖s+2 6 CE.

Démonstration. Notons que nous avons le difféomorphisme Θ satisfaisant les hypothèses (A1)-(A4) avec

q = s+ 1 et l’estimation

‖Z − ε−1βτ‖s + δ2‖Z‖s 6 C(‖∇φ‖s+1 + 1).

Afin d’évaluer les dérivées supérieurs de Z − ε−1βτ , nous allons dériver une expression de Z.

(1 + δ2|∇η|2)Z = ΛDNφ− ε−1ΛNNβτ +∇η · ∇φ

et en utilisant (4.2) et la définition (4.1) de v, on voit que

(1 + δ2|∇η|2)∂ijkZ =(ΛDN +∇η · ∇)(∂ijkφ− δ2Z∂ijkη)− Lijkη + ε−1∂ijkβτ

− δ2
(

2Z(∇∂iη · ∇∂jkη +∇∂jη · ∇∂kiη +∇∂kη · ∇∂ijη)

+ (∂iZ)∂jk|∇η|2 + (∂jZ)∂ki|∇η|2 + (∂kZ)∂ij |∇η|2 + (∂jkZ)∂i|∇η|2

+ (∂kiZ)∂j |∇η|2 + (∂ijZ)∂k|∇η|2
)

+∇∂iη · ∇∂jkφ+∇∂jη · ∇∂kiφ+∇∂kη · ∇∂ijφ

+∇∂jkη · ∇∂iφ+∇∂kiη · ∇∂jφ+∇∂ijη · ∇∂kφ+ δ2(∇η · ∇Z)∂ijkη + f ijk1 .

Donc, par les propositions 3.9 et 3.19, les lemmes 3.5, 3.6 et 4.1 et une inégalité d’interpolation, on obtient

‖∂ijk(Z − ε−1βτ )‖s−1+δ‖(ΛDN0 ) 1
2 ∂ijk(Z − ε−1βτ )‖s−1

6 C(E + 1 + δ2‖(ΛDN0 ) 1
2Z‖s+1 + δ

1
2 ‖f1‖s− 1

2
)

6 C(E + 1 + δ2‖(ΛDN0 ) 1
2Z‖s+1 + δ2‖Z‖s+ 3

2
)

6 ε(‖(ΛDN0 ) 1
2 (Z − ε−1βτ )‖s+2 + ‖Z − ε−1βτ )‖s+2) + Cε(E + 1) pour tout ε > 0.

Cela donne les estimations souhaitées pour Z − ε−1βτ , de sorte que nous avons également

δ2‖Z‖s+2 + δ2‖(ΛDN0 ) 1
2Z‖s+2 6 C(E + 1).

Puisque v = ∇φ− δ2Z∇η, on obtient ‖v‖s+2 6 CE. De plus, d’après le lemme 3.6 on a

‖(ΛDN0 ) 1
2 ∂2v‖s 6 ‖(ΛDN0 ) 1

2 (∂3φ− δ2Z∂3η)‖s + δ2(‖(ΛDN0 ) 1
2 ((∂2Z)(∂η))‖s + 2‖(ΛDN0 ) 1

2 ((∂Z)(∂2η)‖s

6 E + Cδ2(‖(ΛDN0 ) 1
2Z‖s+2 + ‖Z‖s+2 + ‖Z‖s‖η‖s+3).

Par conséquent, nous obtenons l’estimation souhaitée pour v.

Proposition 4.2. Soit s > 1
2(d+ 7), M1, c1 > 0 et supposons tenir la condition dans (4.7). Alors il existe une

constante C = C(M1, c1, s) > 0 telle que, pour tout δ ∈]0, δ2] et ε ∈]0, 1] vérifiant ε−1δ2 6M1, on a

‖f1‖s 6 C(E + 1), ‖(ΛDN0 ) 1
2 f2‖s 6 Cε−1δ(E + 1).
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Démonstration. L’estimation de f1 est une conséquence directe du lemme 4.1 et de la proposition 4.1. Il

découle des lemmes 3.5 et 3.6 et de la proposition 4.1 que ‖(ΛDN0 ) 1
2 f3‖s 6 CE. Ceci et la proposition 4.1

donnent l’estimation souhaitée pour f2.

Proposition 4.3. Soit s > 1
2(d+ 7), M1, c1 > 0. En plus des conditions dans (4.7) on suppose que ‖βττ‖s+1 6

M1 et ‖(ηt, φt)‖s 6 M1ε
−1. Alors il existe une constante C = C(M1, c1, s) > 0 telle que pour tout δ ∈]0, δ2]

et ε ∈]0, 1] vérifiant ε−1δ2 6M1, la fonction a définie dans (4.6) satisfait

‖a− 1‖s−1 6 Cε−1, ‖a− 1‖s+1 6 C
(
ε−1(E + 1) + ‖(ηt, φt)‖s+2

)
.

Démonstration. Au vu de la proposition 4.1 on a

‖v‖s + δ2‖Z‖s 6 C, ‖v‖s+2 6 CE et δ2‖Z‖s+2 6 C(E + 1).

Dérivons la relation suivante par rapport à t

(1 + δ2|∇η|2)Z = ΛDNφ− ε−1ΛNNβτ +∇η · ∇φ on a

(1 + δ2|∇η|2)Zt =− 2δ2(∇η · ∇ηt)Z + ΛDNφt − ε−2ΛNNβττ + ΛDN1 [ut]φ

− ε−1ΛNN [ut]βτ +∇η · ∇φt +∇ηt · ∇φ.
(4.8)

Par conséquent, par les propositions 3.9, 3.19, 3.26, 3.29 et le lemme 3.5, nous voyons que

δ2‖Zt‖s−1 6 Cε−1

et que

δ2‖Zt‖s+1 6 δ2(‖∇Zt‖s + ‖Zt‖s) 6 C
(
ε−1(E + 1) + ‖(ηt, φt)‖s+2

)
.

Puisque a− 1 = δ2v · ∇Z + δ2Zt, nous obtenons les estimations souhaitées.

Remarque 4.1. Les fonctions Z et v dans (4.1) sont liées au potentiel de vitesse Φ par δ2Z = (∂zΦ)|Γ(t) et

v = (∇Φ)|Γ(t), de sorte que la fonction a dans (4.6) puisse être écrit en termes de pression p dans (2.54)

comme

a = −(1 + δ2|∇η|2)−1(∂zp− δ2∇η · ∇p)|Γ(t).

La proposition suivante assure la positivité de cette fonction a, à savoir la condition de signe de Rayleight-

Taylor. Soit δ3 = δ1(M1, c1, r + 4) la constante apparaissant dans la proposition 3.3

Proposition 4.4. Soit r > 1
2d,M1, c1 > 0 et supposons que

‖βτ‖r+ 9
2

+ ‖βττ‖r+4 + ‖βτττ‖r+2 + ‖(η, b)‖r+5 + ‖∇φ‖r+3 6M1,∥∥∥∥ηt(t)− ε−1βτ

(
t

ε

)∥∥∥∥
r+ 9

2

+

∥∥∥∥∥∇
(
φt(t)−

1
2

(
δ

ε

)2
βτ

(
t

ε

)2
)∥∥∥∥∥

r+3

6M1,

‖ηtt‖r+ 5
2

+ ‖∇φtt‖r+1 6M1ε
−2,

1 + η(x, t)− b(x, t) > c1.

(4.9)
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Alors, il existe une constante C = C(M1, c1, r) > 0, telle que pour tout δ ∈]0, δ3] et ε ∈]0, 1] vérifiant

ε−1δ2 6M1, la fonction a définie dans (4.6) satisfait

∥∥∥∥∥a(t)−
(

1 +
(
δ

ε

)2 (
1− δ2 |∇η(t)|2

)
βττ

(
t

ε

)
+ σa(0)

(
t

ε

))∥∥∥∥∥
r

6 C

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣)

∥∥∥∥at(t)− ε−3δ2βτττ

(
t

ε

)∥∥∥∥
r

6 Cε−1 pour 0 < t 6 ε,

(4.10)

où a(0) est la fonction définie par (2.58). En particulier, si l’on suppose de plus les hypothèses 2.1 et 2.2 alors,

il existe de petites constantes ε0, γ0 > 0 telles que

1
2c 6 a(x, t) 6 Cε−1, at(x, t) 6 Cε−1 tant que 0 < ε 6 ε0 et

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣ 6 γ0.

Démonstration. Notons que sous notre hypothèse nous avons le difféomorphisme Θ satisfaisant les hypothèses

(A1)-(A4) avec q = r + 4 et que l’on a ∂kt = ε−k∂kτ β et
∥∥∥∥η(t)− η(0)

(
t

ε

)∥∥∥∥
r+ 9

2

+
∥∥∥∥∇(φ(t)− φ(0)

(
t

ε

))∥∥∥∥
r+3

6 C

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) ,
‖ηt(t)‖r+ 9

2
+ ‖∇φt(t)‖r+3 6 Cε−1 où 0 < t < ε,

(4.11)

où (η(0), φ(0)) est la solution approchée définie par (2.57). Par la définition de a, on a

at = δ2(Ztt + v · ∇Zt + vt · ∇Z).

De la même manière que dans la preuve de la proposition précédente, on obtient facilement

δ2‖Z‖r+1 + ‖v‖r+1 6 C et δ2‖Zt‖r+1 + ‖vt‖r+1 6 Cε−1.

Dérivée second de la relation suivante par rapport à t

(1 + δ2|∇η|2)Z = ΛDNφ− ε−1ΛNNβτ +∇η · ∇φ, on a

(1 + δ2|∇η|2)(Ztt − ε−3βτττ ) =− 4δ2(∇η · ∇ηt)Zt − 2δ2(∇η · ∇ηtt + |∇ηt|2)Z

− ε−3δ2|∇η|2βτττ + ΛDNφtt − ε−3(ΛNNβτττ + βτττ )

+ ΛDN1 [utt]φ− ε−1ΛNN1 [utt]βτ + 2ΛDN1 [ut]φt

− 2ε−2ΛNN1 [ut]βττ + 2∇ηt · ∇φt + ΛDN2 [ut, ut]φ

− ε−1ΛNN2 [ut, ut]βτ +∇η · ∇φtt +∇ηtt · ∇φ.

Ce qui, avec les propositions 3.9, 3.24 et 3.29, impliquent que

δ2‖Ztt − ε−3βτττ‖r 6 Cε−1.

Par conséquent, nous obtenons la deuxième estimation en (4.10). Pour montrer la première estimation nous

notons d’abord que

‖Z − ε−1βτ‖r 6 C et ‖Zt − ε−2βττ‖r 6 Cε−1.
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Au vu de (4.8), on peut réécrire Zt comme Zt = Z
(0)
t + Z

(1)
t , où

δ2Z
(0)
t =δ2∂t

{
−∇ · ((1 + η − b)∇φ) +∇η · ∇φ+ 1

ε
(1− δ2|∇η|2)βτ

+ δ2

ε
∇ · ((1 + η − b)(∇η)βτ + 1

2(1 + η − b)2∇βτ )
}

=
(
δ2

ε

)
(1− δ2|∇η|2)βττ + δ2

ε
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η) · ∇βτ

+
(
δ2

ε

)2

∇ ·
(

(1 + η − b)(∇η)βττ + 1
2(1 + η − b)2∇βττ

)
+ δ2

{
−∇ · ((1 + η − b)∇(φt −

1
2δ

2b2t ) + (ηt − bt)∇φ) +∇(ηt − bt) · ∇φ

+∇η · ∇(φt −
1
2δ

2b2t )− 2δ
2

ε
βτ∇η · ∇(ηt − bt)

+ δ2

ε
∇ · ((ηt − bt)(∇η)βτ + (1 + η − b)∇((ηt − bt)βτ ))

}
et

Z
(1)
t =− δ2|∇η|2(Zt − ε−1βττ )− 2δ2(∇η · ∇ηt)(Z − ε−1βτ )

+
{

ΛDNφt +∇ · ((1 + η − b)∇φt
}

+
{

ΛDN1 [ut]φ+∇ · ((ηt − bt)∇φ)
}

− ε−2
{

ΛNNβττ + βττ + δ2∇ · ((1 + η − b)(∇η)βττ + 1
2(1 + η − b)2∇βττ

}
− ε−1

{
ΛNN1 [ut]βτ + δ2∇ · ((1 + η − b)(∇ηt)βτ + (ηt − bt)(∇η)βτ + (1 + η − b)(ηt − bt)∇βτ )

}
.

Ici, par hypothèse, on a

‖ηt − bt‖r+4 6M1 et
∥∥∥∥∇(φt − 1

2δ
2b2t

)∥∥∥∥
r+4

6M1.

Par les propositions 3.11, 3.23, 3.31 et 3.32 on a aussi ‖Z(1)
t ‖r 6 C.

D’autre part, on peut réécrire δ2v · ∇Z comme

δ2v · ∇Z = δ2

ε
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η) · ∇βτ + δ2

(
v · ∇(Z − ε−1βτ )− δ2

ε
(Z − ε−1βτ )∇η · ∇βτ

)
.

Par conséquent, on obtient∥∥∥∥a− (1 +
(
δ

ε

)2 (
1− δ2|∇η|2

)
βττ + α(0)

)∥∥∥∥
r

6 Cδ2, où

α(0) := 2δ
2

ε
(∇φ− δ2

ε
βτ∇η) · ∇βτ + δ2

ε
∇ · ((1 + η − b)(∇η)βττ + 1

2(1 + η − b)2∇βττ ).

Compte tenu de (2.58) et (4.11), nous obtenons
∥∥∥α(0) − σa(0)

∥∥∥
r
6 C

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣). Ceux-ci montrent la

première estimation en (4.10). La dernière assertion de la proposition suit directement à partir de (4.10) et

de l’inégalité de Sobolev. D’où le résultat.
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4.2 Linéarisation des équations

On dérive la deuxième équation de (2.34) par rapport à ∂, on obtient

φt + η + 1
2 |∇φ|

2 − δ2

2 (1 + δ2|∇η|2)−1(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ +∇η · ∇φ)2 = 0.

∂φt + ∂η +∇∂φ · ∇φ+ δ4∇∂η∇ηZ2 − δ2Z∂(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ )− δ2Z(∇∂η · ∇φ)− δ2Z(∇η · ∇∂φ) = 0.

∂φt + ∂η + (∇∂φ− δ2Z∇∂η) · ∇φ− δ2Z(∇∂φ− δ2Z∇∂η) · ∇η − δ2Z∂(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = 0.

∂φt + ∂η + v · (∇∂φ− δ2Z∇∂η)− δ2Z∂(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ) = 0.

On sait que ∂ηt = ∂(ΛDNφ+ ε−1ΛNNβτ ), on a

∂φt + ∂η + v · (∇∂φ− δ2Z∇∂η)− δ2Z∂ηt = 0

(∂φ− δ2Z∂η)t + v · ∇(∂φ− δ2Z∂η) + (1 + δ2Zt + δ2v · ∇Z)∂η = 0.

Par le théorème 3.2, on a

∂ηt = ΛDN (∂φ− δ2Zη̃)−∇ · (vη̃) +DbΛDN [∂b]φ+ ε−1DbΛNN [∂b]βτ.

Introduisons de nouvelle fonctions ζ et ψ par ζ := η̃ et ψ := ∂φ− δ2Z∂η. Nous obtenonsζt +∇ · (vζ)− ΛDNψ = DbΛDN [∂b]φ+ ε−1DbΛNN [∂b]βτ

ψt + v · ∇ψ + aζ = 0.

4.2.1 Estimations d’énergie

Considérons le système ci-dessus dans le cas où v = 0. ∂tζijk − ΛDNψijk = 0

∂tψijk + aζijk = 0

qui peut être écrit sous la forme matricielleζ
ψ


t

+

0 −ΛDN

a 0

ζ
ψ

 = 0

On considère maintenant le système d’équations linéaires de la forme

Ut +AU = 0, avec A =

0 −ΛDN

a 0

 , U = (ζ, ψ)T .

Trouvons un opérateur matriciel A0 défini positif tel que l’opérateur matriciel A1 = A0A soit anti-symétrique,

on dit que l’opérateur A0 est un symétriseur pour le système(équation linéarisée). Posons

A0 =

 0 1

−1 0

 0 −ΛDN

a 0

 =

a 0

0 ΛDN
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A1 = A0A =

a 0

0 ΛDN

 0 −ΛDN

a 0

 =

 0 −aΛDN

ΛDNa 0


de sorte que la fonction énergétique correspondante est définie par

E(t) := (A0U,U) = (aζ, ζ) + (ΛDNψ,ψ).

Considérons maintenant le système d’équations linéaires suivants : ∂tζijk + v · ∇ζijk − ΛDNψijk + Lijkη = ε−1∂ijkg1 + f ijk1 , ζijk = ∂ijkη

∂tψijk + v · ∇ψijk + aζijk = ε−1gijk2 + f ijk2

(4.12)

Où, a, v = (v1, · · · , vn)T , f1 = (f ijk1 ), f2 = (f ijk2 ) sont des fonction de x et t et peuvent dépendre de δ et ε,

alors que g1 et g2 = (gijk2 ) sont des fonction de x et τ = t

ε
,ΛDN = ΛDN (η, b, δ) est l’application de DN et

Lijk sont des opérateurs linéaires défini par

Lijkη = ΛDN
(
pk∂ijη + pi∂jkη + pj∂kiη

)
Où p = (p1, · · · , pd) sont des fonction de x et t et peuvent dépendre de δ et ε.

En dérivant E(t) par rapport à t et en utilisant la relation (4.1) on a

d

dt
E(t) =(atζ, ζ) + 2(aζ, ζt) + ([∂t,ΛDN ]ψ,ψ) + 2(ΛDNψ,ψt).

=(atζ, ζ) + ((∇ · (av))ζ, ζ) + 2(aζ, f1)− 2(aζ, Lη)

+ ([∂t,ΛDN ]ψ,ψ)− 2(ΛDNψ, v · ∇ψ) + 2(ΛDNψ, f2).

(4.13)

Remarque 4.2. Il résulte de la proposition 3.9 que ‖Lijkη‖s 6 Cδ−1‖p‖s+1‖η‖s+3 donc nous pouvons

considérer Lijk dans (4.12) comme un opérateur d’ordre inférieur en fixant le paramètre δ. Ce pendant,

pour obtenir une estimation uniforme de la solution par rapport à δ nous devons utiliser l’estimation

‖Lijkη‖s 6 C‖p‖s+2‖η‖s+4, de sorte que Lijkη ne peut pas être considérer comme un terme d’ordre inférieur.

Notons que ‖η‖s+4 dans la dernière estimation est optimale car ΛDN fait converger un second opérateur

différentiel d’ordre lorsque δ passe à zéro.

La proposition suivante est l’une des estimations uniformes de la solution pour les équations linéarisées.

Proposition 4.5. Soit r > 1
2d. En plus des hypothèses (A1) et (A2) avec q = r + 1, on suppose que‖(η, b)‖r+2 6M, ‖(ηt, bt)‖r+1 6Mε−1, ‖v‖r+1 6M, ‖p‖r+3 6M

M−1 6 a(x, t) 6Mε−1; at(x, t) 6Mε−1; ‖∇a‖r+2 6Mε−1.

(4.14)

Alors, il existe une constante C = C(M, c, r) > 0 indépendante de δ et ε telle que, pour toute solution lisse

(η, ζ, ψ) de (4.12), on a

‖ζ(t)‖2 +
∥∥∥(ΛDN0

) 1
2 ψ(t)

∥∥∥2
6CeCt/ε

{
‖η(0)‖24 + ‖(ΛDN0 ) 1

2ψ(0)‖2

+
(∫ t

ε

0

(
‖g1(τ)‖4 + ‖(ΛDN0 ) 1

2 g2(τ)‖
)
dτ

)2

+
∫ t

0
e−C

t̃
ε

(
ε−1 (‖f1(t̃)‖2 + ‖η(t̃)‖2

)
+ ε‖(ΛDN0 ) 1

2 f2(t̃)‖2
)
dt̃

}
.
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Démonstration. Ici, en utilisant la relation (4.13) et par définition nous avons

(aζ, Lη) =
d∑

ijk=1

{
(a∂ijkη,ΛDN (pk∂ijη) + (a∂ijkη,ΛDN (pi∂jkη) + (a∂ijkη,ΛDN (pj∂kiη)

}
.

En utilisant l’intégration par partie, les propositions 3.12, 3.14 et 3.15 et les lemmes 3.3 et 3.5 nous avons

2
(
a∂ijkη,ΛDN (pk∂ijη)

)
=−

(
∂ijη, (∂ka)ΛDN (pk∂ijη) + a[∂k,ΛDN ](pk∂ijη)

+ aΛDN ((∂kpk)∂ijη) + [a,ΛDN ](pk∂ijkη) + [ΛDN , pk](a∂ijkη)
)
.

2
∣∣∣∣ (a∂ijkη,ΛDN (pk∂ijη)

) ∣∣∣∣ 6√(ΛDN ((∂ka)∂ijη), (∂ka)∂ijη)
√

ΛDN (pk)∂ijη, (pk)∂ijη)

+ ‖a∂ijη‖1‖[∂k,ΛDN ](pk∂ijη‖−1

+
√

ΛDN (a∂ijη),a∂ijη)
√

ΛDN ((∂kpk)∂ijη, (∂kpk)∂ijη)

+
(
‖[a,ΛDN ](pk∂ijkη‖−1 + ‖[ΛDN , pk](a∂ijkη)‖−1

)
‖∂ijη‖1

6C
(
‖∇a‖r+2 + ‖a‖L∞(Rd)

)
‖p‖r+3‖η‖23.

Les autres termes de droite de (4.13) peuvent être évalués par les propositions 3.17, 3.18 et 3.12 et le lemme

3.3, donc
d

dt
E(t) 6 Cε−1E(t) + C

(
ε−1(‖f1(t)‖2 + ‖η(t)‖2) + ε‖(ΛDN0 )1/2f2(t)‖2

)
.

Ainsi, avec l’inégalité croissante de Gronwall on a

E(t) 6 CeCt/εE(0) +
∫ t

0
e−Ct̃/ε

{
ε−1 (‖f1(t̃)‖2 + ‖η(t̃)‖2

)
+ ε‖(ΛDN0 )1/2f2(t̃)‖2dt̃

}
et la relation

‖ζ(t)‖2 + ‖(ΛDN0 )1/2ψ(t)‖2 6 CE(t), E(0) 6 C‖(ΛDN0 )1/2ψ(0)‖2 on a

‖ζ(t)‖2 + ‖(ΛDN0 )1/2ψ(t)‖2 6CeCt/ε
{
‖(ΛDN0 )1/2ψ(0)‖2

+
∫ t

0
e−Ct̃/ε

(
ε−1(‖f1(t̃)‖2 + ‖η(t̃)‖2) + ε‖(ΛDN0 )1/2f2(t̃)‖2

)
dt̃

}
.

(4.15)

D’autres part, nous considérerons le cas général. Soit (η, ζ, ψ) une solution lisse de (4.12) et définissons

(η(0), ζ(0)) et (η, ζ) par

η(0)(x, t) :=η(x, 0) +
∫ t/ε

0
g1(τ)dτ ; ζ

(0)
ijk := ∂ijkη

(0)

η :=η − η(0) , ζ := ζ − ζ(0).

Alors  ∂tζijk + v · ∇ζijk − ΛDNψijk + Lijkη = f
ijk

1 , ζijk = ∂ijkη

∂tψijk + v · ∇ψijk + aζijk = f
ijk

2 ,

et η|t=0 = 0, où

f
ijk

1 = f ijk1 − v · ∇ζ(0)
ijk − L

ijkη(0), f
ijk

2 = ε−1gijk2 + f ijk2 − aζ(0)
ijk.
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Donc, en appliquant l’estimation obtenu dans le cas précédent (4.15) on a

‖ζ(t)‖2 + ‖(ΛDN0 )1/2ψ(t)‖2 6CeCt/ε
{
‖(ΛDN0 )1/2ψ(0)‖2

+
∫ t

0
e−Ct̃/ε

(
ε−1 (‖f1(t̃)‖2 + ‖η(t̃)‖2

)
+ ε‖(ΛDN0 )1/2f2(t̃)‖2

)
dt̃

}
.

Il est facile de voir que

‖ζ(t)‖ 6 ‖ζ(t)‖+ ‖η(0)‖3 +
∫ t/ε

0
‖g1(τ)‖3dτ et

ε−1 (‖f1(t)‖2 + ‖η(t)‖2
)

+ ε‖(ΛDN0 )1/2f2(t)‖2 6C

{
ε−1
(
‖f1(t)‖2 + ‖η(t)‖2 + ‖η(0)‖24

)
+ ε‖(ΛDN0 )1/2f2(t)‖2

+ ε−1
(∫ t/ε

0
‖g1(τ)‖4 + ‖(ΛDN0 )1/2g2(τ)‖dτ

)2}
.

En résumant ces estimations ci-dessus nous obtenons les résultats.

4.3 Preuves des principaux théorèmes

Cette section est consacrée à la justification complète du système asymptotique du modèle de tsunami en

eaux peu profondes. Plus précisément, nous prouvons que les solutions aux équations des ondes de surface

existent sur l’échelle de temps pertinente associée au régime asymptotique et nous montrons que ces solutions

restent proches de l’approximation fourni par le modèle de tsunami.

4.3.1 Preuve du théorème 2.1

Soit (η, φ) la solution de (2.34)-(2.35) et posons

ξ(t)2 := ‖η(t)‖2s+3 + ‖∇φ(t)‖2s+2 + ‖(ΛDN0 )1/2(∂3φ(t)− δ2Z∂3η(t)
)
‖2s,

où Z est déterminé dans (4.5). Supposons que la solution (η, φ) satisfait
ξ(t) 6 N1, ‖η(t)‖s+2 + ‖∇φ(t)‖s+1 6 N2,

1 + η(x, t)− b(x, t) > 1
2c0 pour x ∈ Rd, 0 6 t 6 ε, 0 < δ 6 δ0,

(4.16)

où les constantes positives N1, N2 et δ0 seront déterminées plus tard. Par la proposition 3.3, il existe une

constante δ1 = δ1(M1, N2, c0, s) indépendante de N1 telle que pour tout δ ∈ (0, δ1] on peut construire un

difféomorphisme Θ vérifiant les hypothèses (A1)-(A4) avec r = s+ 1 et une constante M indépendante de δ

et N1 mais dépend de N2.

Soit δ0 := min{δ1, δ2, δ3}, où δ2, δ3 > 0 sont les constantes apparaissant dans les propositions 4.1-4.4. Dans ce

qui suit, nous écrivons simplement les constantes dépendantes uniquement de (M0, N1, c0, s) et (M0, N2, c0, s)

respectivement par C1 et C2. En ajoutant ε−1βτ dans (2.34) on obtient
ηt − ε−1βτ = (Z − ε−1βτ ) + δ2|∇η|2Z −∇η · ∇φ,

φt −
1
2

(
δ

ε

)2
β2
τ = −η − 1

2 |∇φ|
2 + 1

2
(
δ4|∇η|2Z2 + δ2(Z + ε−1βτ )(Z − ε−1βτ )

)
.

(4.17)
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Par la proposition 3.9, le lemme 3.5 et le corollaire 3.7 on obtient∥∥Z − ε−1βτ
∥∥
s
≤ C2,

∥∥ηt(t)− ε−1βτ (t/ε)
∥∥
s

+

∥∥∥∥∥φt(t)− 1
2

(
δ

ε

)2
βτ (t/ε)2

∥∥∥∥∥
s

≤ C2.

‖ηt(t)‖s + ‖φt(t)‖s ≤ C2ε
−1.

De plus, on a

ηtt = ΛDNφt + ΛDN1 [ut]φ− ε−2ΛNNβττ − ε−1ΛNN1 [ut]βτ

φtt = δ2Zηtt − ηt − (∇φ− δ2Z∇η) · (∇φt − δ2Z∇ηt)

qui, avec les estimations précédentes, les propositions 3.9, 3.26, 3.19 et 3.27 et le lemme 3.5 donnent

‖ηtt‖s−1 + ‖φtt‖s−1 ≤ C2ε
−2.

Par conséquent, par les propositions 4.3 et 4.4, il existe de petites constantes ε0, γ0 > 0 telles que la fonction

a définie par (4.6) vérifie

‖∇a(t)‖s−2 ≤ C2ε
−1,

1
2c ≤ a(x, t) ≤ C2ε

−1

et

a(x, t) ≤ C2ε
−1 tant que 0 < ε ≤ ε0 et

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣ ≤ γ0.

Donc

‖v(t), p(t)‖s ≤ C2 où p = ε−1δ2ΛNN (∇βτ ).

Par conséquent, nous avons vérifié toutes les conditions de la proposition 4.5.

Maintenant, en appliquant l’opérateur Js aux équations (4.5), on a ∂t(Jsζ)ijk + v · ∇(Jsζ)ijk − ΛDN (Jsψ)ijk + Lijk(Jsη) = ε−1∂ijk(Jsβτ ) + f̃ ijk1 ,

∂t(Jsψ)ijk + v · ∇(Jsψ)ijk + a(Jsζ)ijk = ε−1(Jsg2)ijk + f̃ ijk2 ,

(4.18)

où

f̃ ijk1 =Jsf ijk1 − [Js, v] · ∇ζijk + [Js,ΛDN ]ψijk − [Js,ΛDN ]
(
pk∂ijη + pi∂jkη + pj∂kiη

)
− ΛDN ([Js, pk] ∂ijη + [Js, pi] ∂jkη + [Js, pj ] ∂kiη) ,

f̃ ijk2 =Jsf ijk2 − [Js, v] · ∇ψijk − [Js,a]ζijk.

Par les propositions 3.9 et 3.16 et les lemmes 3.5 et 3.7 on a

‖f̃1(t)‖ ≤ C2 (ξ(t) + ‖v(t)‖s + ‖p(t)‖s+2 + ‖f1(t)‖s)

‖(ΛDN0 )1/2f̃2(t)‖ ≤ C2

(
ξ(t) + ‖v(t)‖s+1 + ‖∇a(t)‖s + ‖(ΛDN0 )1/2f2(t)‖s

)
.

Nous pouvons évaluer ces estimations ci-dessus par les propositions 4.1-4.3 sauf le terme ‖p(t)‖s+2 puisque

p = ε−1δ2ΛNN (∇βτ ).

∂jkpi = ε−1δ2 (ΛNN∂ijβτ + ΛNN1 [∂ku]∂ijβτ + ΛNN1 [∂ju]∂kiβτ + ΛNN1 [∂jku]∂iβτ + ΛNN1 [∂ju, ∂ku]∂iβτ
)
.
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De sorte que, on peut aussi évaluer ‖p(t)‖s+2 par les propositions 3.19 et 3.27, et obtenir

ε−1
∥∥∥f̃1(t)

∥∥∥2
+ ε

∥∥∥(ΛDN0 )1/2f̃2(t)
∥∥∥2
≤ C2

(
ε−1ξ(t)2 + 1

)
.

Ainsi, en appliquant l’estimation d’énergie de la proposition 4.5 à la relation (4.18), nous obtenons

‖ζ(t)‖2s +
∥∥∥(ΛDN0 )1/2ψ(t)

∥∥∥2

s
≤ C2 + C2

ε

∫ t

0
ξ(t̃)2dt̃ pour 0 ≤ t ≤ ε

‖∇φ(t)‖s+2 ≤ ‖∇φ(t)‖s+1 + ‖∇(∂3φ(t)− δ2Z∂3η(t))‖s−1 + δ2‖Z∂3η(t)‖s

‖∇φ(t)‖s+2 ≤ C2

(
1 + ‖(ΛDN0 )1/2ψ(t)‖s− 1

2
+ ‖ζ(t)‖s

)
.

D’après ces deux estimations ci-dessus, nous avons

ξ(t)2 ≤ C2 + C2

ε

∫ t

0
ξ(t̃)2dt̃ pour 0 ≤ t ≤ ε

et par l’inégalité de Gronwall on a

ξ(t) ≤ C2 pour tout 0 ≤ t ≤ ε. (4.19)

D’autre part, compte tenu de (4.17) et de la proposition 4.1, on a∥∥ηt(t)− ε−1βτ (t/ε)
∥∥
s+2 +

∥∥∥∥∥φt(t)− 1
2

(
δ

ε

)2
β2
τ (t/ε)2

∥∥∥∥∥
s+2

≤ C1.

Soit (η(0), φ(0)) la solution approchée définie dans (2.57)

∥∥∥η(t)− η(0)(t/ε)
∥∥∥
s+2

+
∥∥∥φ(t)− φ(0)(t/ε)

∥∥∥
s+2
≤
∫ t

0

(∥∥ηt(t̃)− ε−1βτ (t̃/ε)
∥∥
s+2

+

∥∥∥∥∥φt(t̃)− 1
2

(
δ

ε

)2
βτ (t̃/ε)2

∥∥∥∥∥
s+2

)
dt̃

∥∥∥η(t)− η(0)(t/ε)
∥∥∥
s+2

+
∥∥∥φ(t)− φ(0)(t/ε)

∥∥∥
s+2
≤C1

(
t+ t

ε

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣)∥∥∥η(t)− η(0) (t/ε)
∥∥∥
s+2

+
∥∥∥φ(t)− φ(0)(t/ε)

∥∥∥
s+2
≤C1

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) pour 0 ≤ t ≤ ε. (4.20)

En particulier, on obtient

‖η(t)‖s+2 + ‖∇φ(t)‖s+1 ≤ max
0≤τ≤1

(‖η(0)(τ)‖s+2 + ‖∇φ(0)(τ)‖s+1) + C1(ε+ |δ
2

ε
− σ|) pour 0 ≤ t ≤ ε. (4.21)

De plus, on voit que

1 + η(x, t)− b(x, t) = 1 + η0(x)− b0(x) +
∫ t

0

(
ηt(x, t̃)− ε−1βτ (x, t̃/ε)

)
dt̃

> c0 − C
∫ t

0
‖ηt(t̃)− ε−1βτ (t̃/ε‖s+2dt̃

> c0 − C1t > c0 − C1ε pour 0 ≤ t ≤ ε. (4.22)

Au vu des relations (4.19), (4.21) et (4.22) nous définissons les constantes N1, N2, ε0 et γ0 par
N2 := 2 max

0≤τ≤1

(
‖η(0)(τ)‖s+2 + ‖∇φ(0)(τ)‖s+1

)
, N1 := C2

ε0 := (2C1)−1 min{c0, N2}, γ0 := (2C1)−1N2.

Enfin, nous voyons que les estimations de (4.16) tiennent. Par conséquent, par (4.20), nous obtenons l’esti-

mation d’erreur. Ce qui met fin la preuve du théorème 2.1.
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4.3.2 Preuve du théorème 2.2

Nous allons prouver le théorème 2.2. En utilisant le théorème 2.1 nous avons

‖ηδ,ε(ε)‖s+3 + ‖∇φδ,ε(ε)‖s+2 ≤ C0

1 + ηδ,ε(x, ε)− b1(x) > 1
2c0 pour x ∈ Rd

et ∥∥∥ηδ,ε(ε)− η(0)(1)
∥∥∥
s+2

+
∥∥∥∇φδ,ε(ε)−∇φ(0)(1)

∥∥∥
s+1
≤ C0

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) . (4.23)

Puisque b(x, t) = b1(x) pour t > ε, les résultats dans [12] impliquent que la solution (ηδ,ε, φδ,ε) obtenue dans

le théorème 2.1 peut être étendue sur un intervalle de temps [0, T ] indépendant de δ ∈]0, δ0] et ε ∈]0, ε0] et

satisfait ‖η
δ,ε(t)− ηε(t)‖s−1 + ‖∇φδ,ε(t)− uε(t)‖s−1 ≤ Cδ2

‖ηδ,ε(t)‖s+2 + ‖∇φδ,ε(t)‖s+1 ≤ C pour ε ≤ t ≤ T,
(4.24)

où (ηε,uε) ∈ C([−T, T ], Hs+2 ×Hs+1) est une solution unique des équations de Saint-Venantη
ε
t +∇ · ((1 + ηε − b1)uε) = 0

uεt + (uε · ∇)uε +∇ηε = 0,

sous les conditions initiales ηε = ηδ,ε(·, ε), uε = ∇φδ,ε(·, ε) à t = ε et satisfait

‖(ηε(t),uε(t))‖s+2 + ‖(ηεt (t),uεt (t))‖s+1 ≤ C pour − T ≤ t ≤ T.

En particulier, en intégrant ‖(ηεt (t),uεt (t))‖s+1 ≤ C sur [0, ε] nous avons

‖ηε(ε)− ηε(0)‖s+1 + ‖uε(ε)− uε(0))‖s+1 ≤ Cε. (4.25)

Soit (η0,u0) l’unique solution du problème de Cauchy pour les équations de Saint-Venant (2.50) et (2.51).

Puisque η(0)(1) = η0(0) et ∇φ(0)(1) = u0(0) et la relation (4.23) implique que

∥∥ηε(ε)− η0(0)
∥∥
s+2 +

∥∥uε(ε)− u0(0))
∥∥
s+1 ≤ C0

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) ,
qui, avec (4.25), donne

∥∥ηε(0)− η0(0)
∥∥
s+1 +

∥∥uε(0)− u0(0))
∥∥
s+1 ≤ C

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) .
Puisque (ηε,uε) et (η0,u0) satisfont les mêmes équations de Saint-Venant et leurs données initiales satisfont

l’estimation ci-dessus, d’où on a

∥∥ηε(t)− η0(t)
∥∥
s+1 +

∥∥uε(t)− u0(t))
∥∥
s+1 ≤ C

(
ε+

∣∣∣∣δ2

ε
− σ

∣∣∣∣) pour − T ≤ t ≤ T,

qui, avec (4.24), donne l’estimation souhaitée.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons fait l’étude d’une analyse mathématique de la génération du tsunami en

eau peu profonde due à la déformation du fond marin.

En partant des équations des ondes de surface sans dimension à la surface de l’eau nous avons rappelé la

dérivation du modèle de tsunami. Pour trouver ce modèle, nous avons fait une approximation en régime

d’eau peu profonde sous l’hypothèse que la longueur typique de notre phénomène λ est très grande devant

la hauteur d’eau typique h et à partir des approximations asymptotiques des développements ΛDN et ΛNN

par rapport à δ jusqu’à l’ordre de O(δ2).

Dans la deuxième partie de ce mémoire, nous avons prouvé l’existence et des bornes uniformes de la solution

du problème de Cauchy par les méthodes des estimations d’énergie dans les équations linéarisées et quasi-

linéaires du problème complet grâce à une analyse sur les opérateurs dans les espaces de Sobolev afin d’obtenir

la justification mathématique du modèle de tsunami.

D’une manière générale, le théorème 2.3 nous assure que le modèle de tsunami standard (1) et (2) est

une bonne approximation dans le régime d’échelle δ2 � ε � 1. De plus, dans le régime d’échelle critique

δ2 ' ε� 1, nous devons prendre en compte l’effet du champ de vitesse initial dans (3).
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Annexe

Nous justifierons l’argument formel (3.7). Par conséquent, nous devons donner une bonne définition de

Φ1(X) et Ψ1(X) pour obtenir la formule (3.8). Ainsi, nous utilisons un difféomorphisme X = Ξ(Y ; η) à partir

d’un domaine simple Ω0 := Rd×]0, 1[ dans la région d’eau Ω = {X ∈ Rd+1; b(x) < z < 1 + η(x)} défini par

xj = yj ; 1 < j < d ; z = b(y) + yn+1(1 + η(y)− b(y))

Pour toute fonction f = f(X; η) définie dans Ω, nous fixons f̃(Y ; η) := f(Ξ(Y ; η); η), qui est une fonction

dans le domaine fixe Ω0, de sorte que la dérivée de Fréchet de cette fonction f̃(Y ; η) par rapport à η ait un

sens. Pour plus de simplicité, nous écrivons f̃η = Dη f̃ [η̃]. Alors, nous voyons que∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f(X; η + hη̃)dy

)
dx =

∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f̃(Ξ−1(X; η + hη̃); η + hη̃)dy

)
dx

=
∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f̃(Ξ−1(X; η + hη̃); η)dy

)
dx

+ h

∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f̃η(Ξ−1(X; η + hη̃))dy

)
dx+O(h2)

Ceci, associé à la simple identité∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f̃(Ξ−1(X; η + hη̃); η)dy =(1 + hη̃(x)

1 + η(x)− b(x) )
∫ 1+η(x)

b(x)
f̃(Ξ−1(X; η); η)dy.

h

∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f̃η(Ξ−1(X; η + hη̃))dy =(h+ h2η̃(x)

1 + η(x)− b(x) )
∫ 1+η(x)

b(x)
f̃η(Ξ−1(X; η))dy

d

dh

∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f(X; η + hη̃)dy

)
dx

∣∣∣∣
h=0

=
∫
Rd

(∫ 1+η(x)

b(x)
(f̃η(Ξ−1(X; η))

+ η̃(x)
1 + η(x)− b(x) f̃(Ξ−1(X; η); η))dy

)
dx

Ici, en utilisant l’intégration par parties, nous avons∫ 1+η(x)

b(x)

η̃(x)
1 + η(x)− b(x) f̃(Ξ−1(X; η); η))dy =−

∫ 1+η(x)

b(x)

η̃(x)(z − b(x))
(1 + η(x)− b(x))2 (∂z f̃)(Ξ−1(X; η); η))dy

+ η̃(x)f̃(x, 1; η)

=η̃(x)f(x, 1 + η(x); η)

−
∫ 1+η(x)

b(x)

η̃(x)(z − b(x))
(1 + η(x)− b(x)) (∂zf)(X; η)dy

Par conséquent, nous obtenons

d

dh

∫
Rd

(∫ 1+η(x)+hη̃(x)

b(x)
f(X; η + hη̃)dy

)
dx

∣∣∣∣
h=0

=
∫
Rd

η̃(x)f(x, 1 + η(x); η)dx+
∫

Ω
f1(X)dX. (4.26)

où

f1(X) = f̃η(Ξ−1(X; η))− η̃(x)(z − b(x))
(1 + η(x)− b(x)) (∂zf)(X; η). (4.27)
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Maintenant, pour les fonctions Φ = Φ(X; η) et Ψ = Ψ(X; η) définies par (3.3), nous définissons Φ1 et Ψ1

comme dans (4.27) et appliquons la formule (4.26) à la fonction f(X; η) = Iδ∇XΦ(X; η) · Iδ∇XΨ(X; η).

Ensuite, par un calcul simple, nous voyons que

f1(X; η) = Iδ∇XΦ1(X) · Iδ∇XΨ(X; η) + Iδ∇XΦ(X; η) · Iδ∇XΨ1(X),

de sorte que nous récupérons la formule (3.8). De plus, compte tenu des relations

Φ̃(·, 1; η) = φ , Ψ̃(·, 1; η) = ψ et Ψ̃(·, 0; η) = ΛDD(η, b, δ)ψ ,

nous avons Φ̃η(·, 1) = 0, Ψ̃η(·, 1) = 0, Ψ̃η(·, 0) = DηΛDD[η̃]ψ

Il résulte donc de (4.27) que

Φ1|Γ = −(∂zΦ)|Γη̃ , Ψ1|Γ = −(∂zΨ)|Γη̃ ; Ψ1|Σ = DηΛDD[η̃]ψ
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