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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons résolu les problèmes de la gestion optimale des finances pu-

bliques. Il s’agit pour un Gouvernement, de gérer de façon optimale les ressources de son État

afin de contribuer à l’amortissement des oscillations économiques et de favoriser le maintien

d’une économie progressive assurant un degré élevé d’emploi et affranchie de toute poussée

excessive d’inflation. C’est donc un problème très important. Nous nous sommes basés sur

le modèle de Jean François. L et al. dans [6] pour décomposer le problème en huit (8) sous-

problèmes dont chacun traduit une réalité donnée. Les résultats théoriques et numériques de

ces problèmes sont satisfaisants et reflètent la réalité.
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Sigles

PIB : Produit intérieur brute.

CBI :Contrainte Budgétaire intertemporelle
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Introduction générale

Dans la plupart des secteurs d’activité (entreprise, administration classique, groupement

économique privé ou publique) le concept de l’optimisation est de plus en plus incontournable

dans l’étude de prise de décision. Avec l’optimisation on peut résoudre un problème complexe

de décision en se focalisant sur un objectif de son choix pour évaluer la performance ou

mesurer la décision [ Stephen M. Pollock, Michael D. Maltz [11], ( 1994)]. Par exemple, on

peut mesurer, le bénéfice ou la perte dans le cadre économique, l’énergie ou la distance dans

le cadre physique. On peut maximiser la vitesse ascensionnelle d’un aéronef ou d’un véhicule

spatial en fonction de la longueur de la piste, du poids de décollage, du taux de consommation

de carburant et la limite des déformations structurelles dans le domaine aéronautique. On

peut aussi maximiser le revenu attendu dans un environnement incertain d’investissement.

En bref un problème d’optimisation consiste à maximiser ou à minimiser une fonction objectif

selon la formulation du problème sous les contraintes des variables de la décision. Dés lors,

en présence de problèmes du monde réel, les aptitudes à modéliser, à cerner les éléments

essentiels d’un problème et à faire un choix judicieux dans l’interprétation des résultats,

sont nécessaires pour obtenir une meilleure conclusion. Ces capacités ne s’acquièrent qu’avec

des expériences pratiques et une compréhension profonde des théories correspondantes. D’où

l’importance de pouvoir distinguer les modèles résolubles de ceux qui ne le sont pas en

se basant sur les techniques disponibles. Comme exemple la gestion optimale des finances

publiques qui consiste à élaborer une bonne politique budgétaire, apprécier l’acceptabilité

d’un déficit et des marges de manœuvre en fonction du cycle économique et de la dette

publique accumulée est l’un des aspects capitaux pour la bonne gouvernance d’un État. La

politique budgétaire active est le processus consistant à manipuler les impôts et les dépenses

publiques afin de : contribuer à amortir les oscillations économiques, favoriser le maintien

d’une économie progressive assurant un degré élevé d’emploi et affranchie de toute poussée

excessive d’inflation [Jean Koudi[5], (2018)]. L’État est ainsi confronté à la résolution d’un

problème d’optimisation afin de trouver la bonne décision à prendre en ce qui concerne les
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finances publiques. Ce problème dépend de plusieurs paramètres tels que le taux d’imposition,

le taux d’intérêt, le taux de croissance de l’économie en part de PIB par habitant etc.

Le mémoire est organisé comme suit : le chapitre 1 est consacré à la programmation non

linéaire, le chapitre 2 est consacré à la gestion optimale des finances publiques et le chapitre

3 présente les résultats numériques des différents problèmes.

Nous terminons par la conclusion et les perspectives.
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Chapitre 1

Programmation non linéaire

1.1 Introduction

La programmation non-linéaire regroupe un ensemble de sujets dans l’étude de problèmes

d’optimisation. Parfois tous les points de Rn sont candidats( on parle d’optimisation sans

contraintes), parfois, des contraintes limites le domaine de recherche( on parle d’optimisa-

tion avec contraintes). On suppose qu’au moins une des fonctions (cout,contraintes) est non

linéaire. En général, on suppose que toutes ces fonctions sont continues et même différen-

tiables. Les méthodes classiques d’optimisation non-linéaires permettent d’obtenir un maxi-

mum local, mais pas nécessairement le maximum global. On utilise des résultats d’analyses

mathématiques pour caractériser les points candidats. Un premier pas consiste donc à obtenir

des conditions vérifiables satisfaites pour les minima ou les maxima recherchés. Lorsqu’un

point ne satisfait pas à ces conditions d’optimalités, on en déduit une manière de calculer

un point meilleur, et finalement un algorithme itératif réduisant (pour la minimisation )

progressivement la fonction [7].

1.2 Optimisation

Soit E un espace vectoriel normé, muni de la norme ‖.‖, on s’intéresse au problème suivant,

noté :

(P) : inf f(x)

x ∈ S
(1.1)

où S ⊂ E et f : S −→ R désigne la fonction objectif (appelé aussi fonction cout ou

critère).
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• Si S = E, on dit que (P) est un problème d’optimisation sans contraintes.

• Si S ( E, on dit que (P) est un problème d’optimisation avec contraintes.

• Si dim.S < +∞ (resp dim. S = +∞), on dit que (P) est un problème d’optimisation à

dimension finie (resp. dim. infinie).

Remarque 1. Ce formalisme englobe tous les problèmes d’optimisation, y compris les pro-

blèmes de maximisation puisque maximiser une quantité revient à minimiser son opposé.

Nous adopterons la convention suivante : si l’on veut indiquer que la valeur du minimum

est atteinte, on écrira :

min f(x)

x ∈ S
(1.2)

tandis que nous utiliserons la notation << inf >> quand on ne sait pas à priori si la valeur

de la borne inférieure est, ou non atteinte.

Enfin, rappelons que toute partie minorée non vide de R admet une borne inférieure, carac-

térisée de la façon suivante :

Théorème 1. Soit X une partie minorée non vide de R. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. m=inf{ x, x ∈ X }.

2. ∀ ε > 0,∃ x ∈ X | m ≤ x < m+ ε.

3. m est un minorant de X et il existe (xn) ∈ X appelée suite minimisante convergente

vers m.

1.2.1 Existence et unicité des solutions

Nous rappelons que la compacité fournie des résultats d’existence, et la convexité un cadre

favorable pour l’unicité.

Dans cette partie, on suppose que f : S ⊂ Rn −→ R est continue, S désignant une partie

quelconque de Rn. On considère le problème noté toujours (P) :

min f(x)

x ∈ S
(1.3)

Remarque 2. L’existence n’est pas toujours assurée comme le montre l’exemple de la fonc-

tion f : x −→ exp(x) sur R.
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Théorème 2. (Existence en dimension finie)

On suppose qu’il existe x0 ∈ Rn tel que {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x0)} soit borné. Alors le problème

(P) a au moins une solution globale x∗.

Démonstration. Le problème (P) équivaut à minimiser f sur l’ensemble compact

S = {x ∈ Rn : f(x) 6 f(x0)}

Or, une fonction continue sur un compact atteint sa borne inférieure.

Remarque 3. On obtient immédiatement l’existence (donc le théorème reste vérifié) si :

1. Si l’on suppose que f est semi continue inférieurement, c’est à dire ∀ α ∈ R, {f ≤ α}

est fermé dans Rn.

2. L’ensemble S est compact, en utilisant la continuité de f.

3. la fonction f est coercive (on dit aussi infini à l’infini), c’est à dire

lim
‖x‖−→+∞

f(x) = +∞

et S est fermée.

Théorème 3. Soit le problème (P) avec f convexe et S convexe (éventuellement en dimension

infinie). Alors,

1. Tout minimum local est un minimum global.

2. Si f est strictement convexe, il y a au plus un minimum.

Démonstration. Soit x∗, un minimum local pour le problème (P).

1. Par l’absurdité supposons qu’il existe y ∈ S tel que { f(y) < f(x*)}.

Soit z = ty + (1− t)x∗, avec t ∈]0; 1[.

Alors f(z) > f(x*) si t est suffisamment petit.

la convexité de f implique que f(x*) 6 f(z) 6 tf(y) + (1 − t)f(x*), ce qui montre que

f(y) < f(x*) 6 f(y). C’est absurde et il s’en suit que x* minimise f sur S.

2. Si x1 et x2 sont deux solutions globales de (P), alors x1 6= x2,

f(x1 + x2

2 ) < 1
2f(x1) + 1

2f(x2) = f(x1)

ce qui est absurde. Cela implique donc l’unicité.

13



1.3 Optimisation sans contraintes

On s’intéresse dans cette section au problème noté (Psc) dans [7].

min f(x)

x ∈ Rn
(1.4)

où f : Rn −→ R.

Théorème 4. (Conditions nécessaires)
Soit x∗ un minimum local pour le problème (Psc).

1. Si f est différentiable en x∗. Alors ∇f(x*) = 0. On dit que x∗ est un point stationnaire

ou critique.

2. Si f est deux fois différentiables en x∗ alors Hessf(x*) est semi définie positive.

Démonstration. On écrit :

1.

f(x∗) 6 ∇f(x∗ + εh) = f(x∗) + 〈∇f(x∗), εh〉+ |εh|φ(εh)

avec φ(εh) tend vers 0 quand ε tend vers 0. On divise par ε > 0 puis on fait tendre ε

vers 0+. Ensuite en choisissant dans le développement précédent ±h pour h ∈ Rn, la

conclusion s’ensuit.

2. On utilise un développement de Taylor-Young à l’ordre 2 et on utilise les mêmes nota-

tions que précédemment. On a :

f(x∗ + h) = f(x∗) + 〈∇f(x*), h〉+ 1
2 〈Hessf(x∗)h, h〉+ ‖h‖2ϕ(h)

= f(x∗) + 1
2 〈Hessf(x∗)h, h〉+ ‖h‖2ϕ(h)

Comme précédemment, on remplace h par ε, h quelconque, ε petit puis on divise par

ε2 et on fait tendre ε vers 0

Remarque 4. L’exemple f(x) = x3 montre que ce théorème est une condition nécessaire

mais pas suffisante.

Théorème 5. (Conditions suffisantes)
Soit f deux fois différentiables en x∗ ∈ Rn, tel que ∇f(x*) = 0 et de plus :

1. Soit Hess f(x*) est définie positive.
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2. Soit f(x) deux fois différentiables au voisinages de x∗, et la Hess f(x*) est semi définie

positive dans ce voisinage.

Alors x∗ est un minimum local pour f.

Démonstration. 1. Hess f(x*) est définie positive, par conséquent, il existe α > 0 tel que

〈Hess f(x*)h,h〉 > α‖ h‖2

pour tout h ∈ Rn (rappelons que α doit être inférieure à la plus petite valeur propre

de la matrice hessienne en x*). On écrit alors d’après Taylor-Young à l’ordre 2 en x*

f(x∗ + h) = f(x∗) + 1
2 〈Hessf(x∗)h, h〉+ ‖h‖2ϕ(h) > f(x∗) + [α2 + ϕ(h)]‖h‖2 > f(x∗)

pourvu que h soit choisit assez petit, puisque ϕ(h) tend vers 0 quand h tend 0

2. f étant supposée deux fois différentiable, au voisinage de x∗, on écrit la formule de

Taylor-Mac Laurin. Ainsi il existe t ∈ [0, 1] tel que

f(x*+h) = f(x*) + 1
2 〈Hess f(xt)h,h〉 > f(x*)

où xt = x∗ + th est proche de x∗ si h est petit

Remarque 5. Le caractère semi-définie positive de la hessienne en x∗ ne suffit pas pour

conclure, comme en atteste l’exemple f(x) = x3. En revanche le caractère définie positive de

la hessienne n’est pas nécessaire comme en témoigne l’exemple f(x) = x4.

Remarque 6. Un point critique qui n’est pas un extremum local porte le nom de point selle.

Théorème 6. (Condition nécessaire et sufisante C.N.S, cas convexe)
Soit f convexe et différentiable sur Rn. Une condition nécessaire et suffisante pour que x∗ soit

un minimum local (donc global) de f est que x∗ soit un point critique de f, autrement dit, que

∇f(x∗) = 0.

Démonstration. La condition nécessaire résulte immédiatement du Théorème 4 tandis que

l’équivalence local-globale résulte du Théorème 3. Quant à la condition suffisante , elle résulte

de l’application du Théorème. En effet pour tout x ∈ Rn,

f(x) > f(x*) + 〈∇f(x∗), x− x∗〉 = f(x*).

On en déduit que x∗ est bien un minimum.
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1.4 Optimisation avec contraintes

Dans cette section, on cherche à énoncer des conditions d’optimalité au premier ordre pour

des problèmes d’optimisation avec contraintes noté (Pac) du type :

min f(x)

s · c

hi(x) = 0, ∀ i = 1, . . . , p

gj(x) 6 0,∀ j = 1, . . . , q

(1.5)

où

f : Rn −→ R. (1.6)

hi : Rn −→ R ∀i = 1, . . . , p. (1.7)

gj : Rn −→ R ∀ j = 1, . . . , q. (1.8)

où p et q désignent deux entiers naturels non nuls.

En posant

S = {x ∈ Rn : hi(x) = 0 ∀ i = 1, . . . , p et gj(x) 6 0 ∀ j = 1, . . . , q}

le problème peut alors s’écrire :

min f(x)

x ∈ S
(1.9)

1.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Le théorème de Karus -Kunh et Tucker joue un rôle essentiel dans la pratique. Il permet

de caractériser les optimum locaux d’un problème non linéaire. Son application impose une

condition dite condition de qualification des contraintes que nous énonçons ci-dessous.

Définition 1. (Contrainte active, Qualification des Contraintes)

Soit x ∈ Rn.

1. L’ensemble I(x)=

j ∈ {1, . . . , q}, gj(x) = 0

 est appelé ensemble des contraintes

actives en x.

2. On dit que les contraintes sont qualifiées en x ∈ Rn si, et seulement si il existe une

direction d ∈ Rn telle que l’on ait pour tout i ∈ {1, . . . , p} et j ∈ I(x),

〈∇hi(x), d〉 = 0
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et

〈∇gj(x), d〉 < 0

et si les vecteurs ∇hi(x), i ∈ {1, . . . , p} sont linéairement indépendants.

Remarque 7. (Une autre condition de qualification des contraintes)
Il est intéressant de constater que les principales Conditions suffisantes connues pour que

(QC) soit vérifiée sont :

Les fonctions gj(x), j ∈ {1, . . . , q} sont convexes, les fonctions hi(x), i ∈ {1, . . . , p} linéaires

ou affines et il existe x̄ ∈ S telles que les gj ¯(x) < 0 ∀j ∈ I et hi ¯(x) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , p}.

En x̄ ∈ S,∇hi ¯(x), i ∈ {1, . . . , p} et les ∇gj ¯(x), i ∈ {1, . . . , q} sont linéairement indépendants.

Définition 2. Le lagrangien L du problème (Pac) est une fonction définie par :

L(x) = f(x) +
p∑
i=1

λihi(x) +
q∑
j=1

µjgj(x) (1.10)

Théorème 7. (Karush-Kuhn-Tucker)

Soit x∗ un minimum local pour le problème (Pac). On suppose que les contraintes sont quali-

fiées en x∗.

Alors il existe (λ1, . . . , λp) ∈ Rp et (µ1, . . . , µq) ∈ R+
q tel que :

∇f(x*) +
p∑
i=1

λi∇hi(x∗) +
q∑
j=1

µj∇gj(x∗) = 0 (condition du gradient)

hi(x∗) = 0 et gj(x∗) 6 0 ∀ i = 1, . . . , p ∀j = 1, . . . , q (condition d′admissibilité

µjgj(x∗) = 0 ∀j = 1 . . . , q (condition de complémentarité).

pour la preuve voir [5]

Les nombres λi ∀i = 1, . . . , p et µj ∀j = 1, . . . , q s’appellent les multiplicateurs de KKT

du problème d’optimisation avec contrainte.

Lorsqu’il n’y a pas de contrainte d’inégalité q = 0 les multiplicateurs s’appellent "multiplica-

teurs de Lagrange".

Le multiplicateur associé à une contrainte d’inégalité doit être positif ou nul, un multiplica-

teur associé à une contrainte d’égalité est de signe quelconque.

1.4.2 Conditions suffisantes : la convexité

Le théorème de KKT fournit des conditions nécessaires d’optimalité locale. Cela signifie

que ces conditions :
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1. sont vérifiés en des points qui sont des minima, des maxima ou encore des points selles.

2. ne permettent pas de savoir si on a affaire à un optimum global.

L’étude de la convexité (ou de la concavité) des fonctions intervenant dans les modèles per-

mettent de résoudre ces questions en établissant des conditions suffisantes d’optimalité glo-

bale.

Remarque 8. Il faut savoir que les problèmes non convexes sont difficiles à résoudre, no-

tamment pour les problèmes de grande taille(rencontrés en entreprise), il vaut mieux dans

une approche se limiter à une bonne connaissance des problèmes convexes, pour lesquels les

conditions de KKT constituent des conditions suffisantes.

Définition 3. Le programme (Pac) est dit convexe si la fonction f est convexe, si les fonctions

gj sont convexes et les fonctions hi affines.

Théorème 8. Si la fonction f : Rn −→ R est différentiable et convexe, alors

f(x)− f(y) > ∇f(y)(x− y) ∀ x ∈ Rn (1.11)

pour la preuve voir [5]

Théorème 9. (Condition Suffisante : la convexité)

Lorsque le problème d’optimisation est convexe, les conditions de Karush-Kunh-Tucker ca-

ractérisent l’optimum global. Celui-ci est unique si la fonction f est strictement convexe.

Démonstration. Pour plus de simplicité, nous nous limiterons au cas où il n’y a pas des

contraintes d’inégalités (p = 0). Considérons x ∈ Rn qui satisfait aux conditions du théorème

de KKT. Alors, il existe µ > 0 tel que :

a) ∇f(x) +
q∑
j=1

µj∇gj(x) = 0

b) gj(x) 6 0, ∀j = 1, . . . , q

c) µjgj(x) = 0 ∀j = 1, . . . , q

En appliquant le théorème 8 aux fonctions f et g, on obtient les inégalités :

f(y)− f(x) > ∇f(x)(y − x) (1.12)

gj(y)− gj(x) > ∇gj(x)(y − x) ∀, gj(y) 6 0 (1.13)
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On en déduit la suite d’inégalités :

f(y)− f(x) > ∇f(x)(y − x) = −
q∑
j=1

µj∇gj(x)(y − x) (1.14)

>
q∑
j=1

µj(gj(x)− gj(y)) (1.15)

=
q∑
j=1

µjgj(x)−
q∑
j=1

µjgj(y) = 0−
q∑
j=1

µjgj(y) > 0 (1.16)

tel que la valeur de la fonction f en y est supérieure à la valeur prise en x. D’où l’optimalité

globale du point x.

Lorsque la fonction f est strictement convexe l’inégalité (8) est stricte et ceci assure

l’unicité de l’optimum en x.

Exemple 1. soit f(x) = −24x1 + x2
1 − 10x2 + x2

2

Soit le modèle de programmation suivant :

minf

sc

x1 6 8 (1.17)

x2 6 7

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Utiliser les conditions de KKT pour déterminer une solution optimale. Est t-elle globale ?
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On a p = 0 et q = 4 avec g1 = x1 − 8 , g2 = x2 − 7, g3 = −x1 et g4 = −x2. Et les

conditions de KKT donnent :

−24 + 2x1 + µ1 − µ3 = 0 (1.18)

−10 + 2x2 + µ2 − µ4 = 0 (1.19)

µ1(x1 − 8) = 0 (1.20)

µ2(x2 − 7) = 0 (1.21)

µ3x1 = 0 (1.22)

µ4x2 = 0 (1.23)

0 6 x1 6 8 (1.24)

0 6 x2 6 7 (1.25)

µ1 > 0, µ2 > 0, µ3 > 0, µ4 > 0 (1.26)

Dans (1.20) si µ1 = 0 alors x1 6= 8, alors (1.18) donne :

−24 + 2x1 = µ3 (1.27)

L’équation (1.22) =⇒ µ3 = 0 ou x1 = 0

Si x1 = 0 alors (1.27) donne µ3 = −24 contradiction d’aprés (1.24). Donc, on en déduit que

µ1 > 0

Pour µ1 > 0 l’équation (1.20) =⇒ x1 = 8. Alors dans (1.22) on tire la valeur de µ3 c’est à dire

que µ3 = 0 ( Au passage, on remarque si µ3 = 0, si l’on remplace dans (1.18) =⇒ x1 = 12

qui est n’est pas réalisable d’aprés (1.24))

Dans (1.21), si µ2 = 0 alors (1.19) donne .

−10 + 2x2 = µ4 (1.28)

L’équation (1.23) =⇒ µ4 = 0 ou x2 = 0

Si x2 = 0 alors (1.28) =⇒ µ4 = −10, contradiction d’aprés (1.26) donc µ4 = 0

L’équation (1.23) donne µ4 = 0 et x2 6= 0 ( même remarque : (1.21) =⇒ x2 = 7 et on le

met dans (1.19) qui donne −10 + 14 + µ2 = 0 =⇒ µ2 = −4, contradiction d’aprés (1.26),

d’où x2 6= 7).

L’équation (1.29) donne −10 + 2x2 = 0 =⇒ x2 = 5. Dans les équations (1.18) et (1.19) nous

pouvons en déduire µ1 et µ2.
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(1.18) =⇒ -24+16+µ1=0 =⇒ µ1 = 8 .

(1.19) =⇒ -10+10+µ2=0 =⇒ µ2 = 0.

La solution optimale est le point (x∗1, x∗2) = (8, 5) et la valeur optimale est z = f(8, 5) = −153

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons établi les théorèmes qui nous permettent de résoudre les

problèmes d’optimisation avec ou sans contrainte. Le chapitre suivant présente les différents

problèmes issus de la gestion optimale des finances publiques et leurs résolutions théoriques.
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Chapitre 2

Gestion optimale des finances

publiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons résoudre des problèmes issus de la recherche d’une méthode

optimale de gestion des finances publiques.

En effet, la conduite de la politique budgétaire et l’appréciation du déficit acceptable et des

marges de manœuvre en fonction du cycle économique et de la dette publique accumulés

sont des sujets récurrents de controverses. La littérature économique est relativement riche

d’articles comme ceux de Dietsch et Garnier [2] (1989), explique la nature de la contrainte

budgétaire ou encore ceux d’Hamilton et Flavin ( [3](1986)) testent la ténacité de la politique

budgétaire (Wilcox [14], (1989) ; Trehan et Walsh [12, 13], 1988 et 1991).

Par politique budgétaire active, nous entendons le processus consistant à manipuler les impôts

et les dépenses publiques afin de contribuer à un amortissement des oscillations économiques

et au maintien d’une économie progressive assurant un degré élevé d’emploi et affranchie de

toute poussée excessive d’inflation.

En ce qui concerne l’optimalité de la politique budgétaire et les contraintes auxquelles elle

est soumise les débats ont été essentiellement centrés sur la question du lissage des impôts

(Tax Smoothing) à partir du modèle proposé par Barro (1979) [1] partant de l’hypothèse

que l’impôt introduit des distorsions dont le coût est une fonction convexe du taux global

d’imposition. En effet Barro montre que la politique de taxation optimale consiste à fixer

un taux d’imposition constant juste suffisant pour satisfaire la contrainte budgétaire inter-

temporelle de l’État. Roubini et Sachs (1989) [8] remettent en cause le réalisme de cette
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approche en constatant qu’elle n’apparait pas corroborée par les faits : depuis le premier

choc pétrolier, la dette publique a augmenté beaucoup plus vite que le PIB dans la plupart

des pays de l’OCDE (Organisation de Coopération et de Développement Economique ), les

taux d’imposition s’ajustant avec retard à une dépense publique croissante en part de PIB.

L’ajustement au niveau de la politique budgétaire se traduit par la détermination de niveau

et structure de dépenses de même, pour les recettes, par un nouveau taux de taxation.

2.2 Exposé théorique du modèles

On suppose que le gouvernement a un objectif à la fois sur les recettes et les dépenses

exprimées en pourcentage du PIB (g∗ , t∗). L’existence de coûts d’ajustements importants

conduit le gouvernement à corriger progressivement sa situation de façon à tendre vers son

objectif, en l’absence de contraintes. On admet ici un ajustement exponentiel des recettes de

la forme :

topts = θ1ts−1 + (1− θ1)t∗ (2.1)

avec 0 6 θ1 6 1

ts : est la recette publique exprimée en pourcentage du PIB à la date s.

De la même manière, on admet un ajustement exponentiel des dépenses de la forme :

gopts = θ0gs−1 + (1− θ0)g∗ (2.2)

avec 0 6 θ0 6 1 ;

gs : est la dépense publique exprimée en pourcentage du PIB à la date s.

Le gouvernement supporte sur les recettes un coût instantané quadratique en écart à cette

trajectoire qui s’écrit à la date s :

Ct(s) = (1− c)[ts − topts ]2

= (1− c)[ts − θ1ts−1 − (1− θ1)t∗]2

= (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗)]2
(2.3)

De manière analogue le gouvernement supporte sur les dépenses un coût symétrique à celui

sur les recettes publiques, qui s’écrit à l’instant s par :

Cg(s) = c[gs − gopts ]2

= c[gs − θ0gs−1 − (1− θ0)g∗]2

= c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2
(2.4)
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Le gouvernement finance sa dépense publique par l’impôt et par émission d’emprunt. Comme

Barro en (1979), nous ignorons les ressources issues de l’émission monétaire, ce qui revient à

les assimiler à une ressource fiscale.

Ainsi, la fonction de cout du gouvernement s’écrit donc :

f(s, gs, ts) =
∞∑
s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗]2

]
(2.5)

où : (1 + n)
(1 + τ) est le facteur d’actualisation exprimé en pourcentage du PIB.

τ est le taux d’actualisation.

n est le taux de croissance de l’économie à long terme supposé constant pour tout s > 0.

Sans coût d’ajustement la fonction objectif est :

f(s, gs, ts) =
∞∑
s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)]2

]
(2.6)

On suppose que le gouvernement est soumis à deux contraintes :

2.2.1 Les contraintes

Les contraintes sont multiples. Le gouvernement est soumis à des contraintes sur les dé-

penses g et sur les recettes t : la dépense publique est toujours positive et le taux d’imposition

inférieur à 1. De plus, un niveau de dépense publique trop faible aura pour conséquence une

baisse du taux de croissance, de même qu’un taux d’imposition trop élevé. L’objet de ce

travail n’étant pas d’étudier ces interdépendances, on suppose qu’elles sont négligeables au

voisinage de la cible auquel on se situe. On admet donc pour simplifier qu’il existe un niveau de

dépense publique incompressible ginf et un taux d’imposition maximal tsup, ce dernier étant,

par exemple, le taux qui maximise les recettes dans la courbe de Laffer. Ainsi à la date s on a :

 ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
(2.7)

En plus de tout ceci, le gouvernement est aussi soumis à des contraintes budgétaires inter-

temporelles (CBI). A l’instant s cette contrainte dans le cas où tout est parfait, s’écrit :

Bs −Bs−1 = Gs − Ts + rBs−1 (2.8)

= Ds + rBs−1 (2.9)
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où : Ds = Gs − Ts
Bs la dette publique à l’instant s

Ts la recette publique à l’instant s

Gs la dépense publique à l’instant s

r est le taux d’intérêt sur la dette publique.

Suite à cela la contrainte budgétaire intertemporelle (CBI) du gouvernement en part de PIB

s’écrit :

Bs

PIBs

− 1
1 + n

Bs−1

PIBs

= Ds

PIBs

+ r

1 + n

Bs−1

PIBs−1
(2.10)

où

PIBs = PIBs−1 + nPIBs−1 = (n+ 1)PIBs−1 (2.11)

En posant : Bs

PIBs

= bs et
Ds

PIBs

= ds, on a :

bs −
bs−1

1 + n
= ds + r

1 + n
bs−1 (2.12)

Ce qui donne

bs = ds + r + 1
n+ 1bs−1 (2.13)

En résolvant par récurrence l’équation (2.13) ∀ s > 0, on a :

b0 = d0 + r + 1
n+ 1b−1 (2.14)

b1 = d1 + r + 1
n+ 1b0 = d1 + r + 1

n+ 1d0 +
(
r + 1
n+ 1

)2
b−1 (2.15)

b2 = d2 + r + 1
n+ 1b1 (2.16)

... (2.17)

bm =
m∑
s=0

(
r + 1
n+ 1

)m−s
ds +

(
r + 1
n+ 1

)m+1
b−1 (2.18)

En multipliant chaque membre de l’équation (2.18) par
(
r + 1
n+ 1

)−m
, nous obtenons quand

n < r.

(
n+ 1
r + 1

)m
bm =

m∑
s=0

(
n+ 1
r + 1

)s
ds +

(
r + 1
n+ 1

)
b−1 (2.19)
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En posant α = n+ 1
r + 1 , nous obtenons à l’infini la relation :

b−1

α
=
∞∑
s=0

αs(−ds) =
∞∑
s=0

αs(ts − gs) (2.20)

En réalité on peut distinguer trois cas de contraintes budgétaires intertemporelles.

1. Le Gouvernement n’est pas solvable

Cette situation s’écrit :
∞∑
s=0

αs(tsup − ginf ) <
b−1

α
(2.21)

Même en se plaçant immédiatement dans la situation la plus favorable (impôt maxi-

mal, dépense minimale) le gouvernement est incapable de rembourser son endettement

initial. On exclura bien sûr par la suite cette situation d’insolvabilité.

2. Le gouvernement est assez riche pour réaliser immédiatement ses objectifs

Cette condition s’écrit :
∞∑
s=0

αs(t∗ − g∗) > b−1

α
(2.22)

En se plaçant immédiatement à sa cible le gouvernement parvient a rembourser inté-

gralement sa dette initiale. Son comportement n’est donc soumis en pratique à aucune

contrainte.

3. Le gouvernement n’est pas riche et la CBI est active

Nous avons :
∞∑
s=0

αs(ts − gs) = b−1

α
(2.23)

Ce cas est le plus intéressant car il pose la question de la politique optimale, le com-

portement du gouvernement n’étant pas à priori déterminer. On peut aussi distinguer

un quatrième cas qui peut généraliser le premier et le troisième cas comme suit :

4. Le gouvernement n’est pas riche et CBI n’est pas nécessairement active

Nous avons :
∞∑
s=0

αs(ts − gs) 6
b−1

α
(2.24)

Ce dernier cas est juste une combinaison du premier et du troisième cas. Il traduit une si-

tuation beaucoup plus courante que les cas précédents.
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En résumé les problèmes à résoudre se répartissent en deux catégories : le cas où le Gouver-

nement ne possède pas un coût d’ajustement et le cas où le Gouvernement en possède. Selon

la contrainte budgétaire intertemporelle, chaque type de problème possède quatre types de

sous-problèmes. Les problèmes se présentent alors comme suit :

2.2.2 Présentation des problèmes

Nous présentons ici les problèmes sous forme de tableaux dans lesquels Nv désigne le

nombre de variable et Nc désigne le nombre de contraintes.

Le Gouvernement ne possède pas de coût d’ajustement :

Problème N◦1

Type de CBI Le gouvernement n’est pas solvable

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑
s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)]2

]

contrainte



ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑
s=0

αs(tsup − ginf)−
b−1

α
< 0 (condition de faisabilité)

Table 2.1 – sous-probl1 : absence de coût d’ajustement et insolvabilité du Gouvernement
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Problème N◦2

Type de CBI Le gouvernement est assez riche

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑
s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)]2

]

contraintes



ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑
s=0

αs(t∗ − g∗)− b−1

α
> 0 (condition de faisabilité)

Table 2.2 – sous-probl2 : absence de coût d’ajustement et le Gouvernement est assez riche
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Problème N◦3

Type de CBI Le gouvernement n’est pas riche et la CBI est active

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑
s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)]2

]

contraintes


ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑

s=0
αs(ts − gs)− b−1

α
= 0

Table 2.3 – sous-probl3 : absence de coût d’ajustement, le Gouvernement n’est pas riche et CBI active
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Problème N◦4

Type de CBI Le gouvernement n’est pas riche et la CBI est active ou non.

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑
s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)]2

]

contraintes



ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑
s=0

αs(ts − gs)−
b−1

α
6 0

Table 2.4 – sous-probl4 : absence de coût d’ajustement, le Gouvernement n’est pas riche et CBI active ou

non
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Le Gouvernement possède un coût d’ajustement

Problème N◦5

Type de CBI Le gouvernement n’est pas solvable

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑

s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗)]2

]

contraintes



ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑
s=0

αs(tsup − ginf)−
b−1

α
< 0 (condition de faisabilité)

Table 2.5 – sous-probl5 : présence de coût d’ajustement, le Gouvernement n’est pas riche
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Problème N◦6

Type de CBI Le gouvernement est assez riche

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑

s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗)]2

]

contraintes


ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑

s=0
αs(t∗ − g∗)− b−1

α
> 0 (condition de faisabilité)

Table 2.6 – sous-probl6 : présence de coût d’ajustement, le Gouvernement est assez riche

32



Problème N◦7

Type de CBI Le gouvernement n’est pas riche et la CBI est active

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑

s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗)]2

]

contraintes



ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑
s=0

αs(ts − gs)−
b−1

α
= 0

Table 2.7 – sous-probl7 : présence de coût d’ajustement, le Gouvernement n’est pas riche et CBI active
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Problème N◦8

Type de CBI Le gouvernement n’est pas riche et la CBI n’est pas nécessairement active

Nv ∞

Nc ∞

objectif :f(x) f(s, gs, ts) =
∞∑

s=0

(1 + n

1 + τ

)s[
c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗)]2

]

contraintes



ts − tsup 6 0

−gs + ginf 6 0
∞∑
s=0

αs(ts − gs)−
b−1

α
6 0

Table 2.8 – sous-probl8 : présence de coût d’ajustement, le Gouvernement n’est pas riche et CBI active ou

non

2.3 Résolution théorique des Problèmes

Pour la résolution de ces problèmes, nous allons définir une taille limite N qui peut être

choisie très grande selon que l’on décide de connaitre les valeurs optimales par an ou par mois

ou par jour de l’année. Rappelons que topts représente la valeur optimale à la date s. Chacun

de ces problèmes est basé sur deux grandeurs qui sont la recette t et la dépense g. Définissons

une nouvelle grandeur x = (t, g). Nos problèmes dépendrons uniquement de cette grandeur

x. Plaçons nous dans le cas d’horizon fini où le temps est discrétisé.

S = {0, 1, . . . , N − 1}, t = {t0, t1, . . . , tN−1},g = {g0, g1, . . . , gN−1}

et x = {t0, t1, . . . , tN−1, g0, g1, . . . , gN−1}. Donc x = {x0, x1, . . . , x2N−2}. Avec ce changement

de variables, la fonction objectif du problème N◦1 devient :

f(x) =
N−1∑
s=0

γs
(

(1− c)(xs − t∗)2 + c(xN+s − g∗)2
)

(2.25)

où

γ = 1 + n

1 + τ
(2.26)
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f est une fonction quadratique. Elle est différentiable et son gradient est :

∇f(x) =



2(1− c)(x0 − t∗)

2γ(1− c)(x1 − t∗)

2γ2(1− c)(x2 − t∗)
...

2γN−1(1− c) ∗ (x0 − t∗)

2c(xN − g∗)

2γc(xN+1 − g∗)

2γ2c(x0 − g∗)
...

2γN−1c(x2∗N−1 − g∗)



. (2.27)

Les contraintes sont linéaires et définies par :

hi(x) = xi − tsup ∀ i ∈ {0, 1, . . . , N − 1} (2.28)

hi(x) = −xi + ginf ∀ i ∈ {N,N + 1, . . . , 2N − 1} (2.29)

En posant I = {0, 1, . . . , 2N − 1} et h1(x) = (hi(x))i ∈ I et on a :

∇h1(x) =

IN 0

0 IN

 (2.30)

où IN est la matrice unitaire d’ordre N

L’inégalité
N−1∑
s=0

αs(tsup − ginf )−
b−1

α
< 0 (2.31)

n’est pas une contrainte dans le problème. Mais c’est une condition de faisabilité que les

données initiales doivent vérifiées.

L’expression de la fonction objectif du problème N◦5 après le changement de variables.

f(x) =
[
(1− c)(x0 − t∗)−Θ1(t−1 − t∗

]2
+ c[(xN − g∗) + θ0(g−1 − g∗)]2

+
N−1∑
s=1

γs
[
c[(gs − g∗)− θ0(gs−1 − g∗)]2 + (1− c)[(ts − t∗)− θ1(ts−1 − t∗)]2

]
(2.32)

Nous notons ici que t−1 et g−1 ne sont pas des variables, ils représentent respectivement la

recette initiale et la dépense initiale.

f est une fonction quadratique. Elle est différentiable et son gradient est défini par :
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∇f(x) =



∂f(x)
∂x0

= 2(1− c)[(x0 − t0)− θ1(t−1 − t0)]

∂f(x)
∂xk

= 2γk(1− c)
[(xk − t∗)− θ1(xk−1 − t∗) + θ1γ[(xk+1 − t∗)− θ1(xk − t∗)]


∀ 1 6 k 6 N − 2
∂f(x)
∂xN−1

= 2γN−1(1− c)
[(xN−1 − t∗)− θ1(xN−2 − t∗)]


∂f(x)
∂xN

= 2c
[(xN − g∗)− θ0(g1 − g0) + θ0[xN+1 − g0 − (xN − g∗)]


∂f(x)
∂xk

= 2γk−N
xk − g∗ − θ0(xk−1 − g∗) + γθ0[(xk+1 − g∗)− θ0(xk − g∗)]


∀ N + 1 6 k 6 2N − 2
∂f(x)
∂x2N−1

= 2γ2N−1c

x2N−1 − g∗ − θ0(x2N−2 − g∗)


(2.33)

En dehors des conditions de faisabilité, les problèmesN◦1, 2, 5, et 6 ont les mêmes contraintes.

Les problèmes N◦3, 7 ont en plus celles des problèmes N◦1, 2, 5, et 6, la contrainte d’égalité

définie par :

h2(x) =
N−1∑
s=0

αs(ts − gs)−
b−1

α
= 0 (2.34)

c’est a dire

h2(x) =
N−1∑
s=0

αs(xs − xN+s)−
b−1

α
= 0 (2.35)

et

∇h2(x) =



.

1

α

α2

...

αN−2

αN−1

−1

−α

−α2

...

−αN−2

−αN−1



. (2.36)
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Rappelons en dehors des conditions de faisabilité, les problèmes N◦1, 2, 5, et 6 ont les mêmes

contraintes. De mêmes les problèmes N◦3 et 7 ont les mêmes contraintes ainsi que les pro-

blèmes N◦4 et 8

En appliquant les conditions d’optimalité de KKT à chaque catégorie de problèmes on ob-

tient les systèmes suivants :

Condition d’optimalité de KKT des problèmes N◦1, 2, 5, et 6
∇f(x∗) +

2N−1∑
s=0

λs∇h1
s(x∗) = 0

λsh
1
s(x∗) = 0 s ∈ I

λs > 0 ∀ s ∈ I

(2.37)

Condition d’optimalité de KKT des problèmes N◦3 et 7

∇f(x∗) +
2N−1∑
s=0

λs∇h1
s(x∗) + µh2

s(x∗) = 0

λsh
1
s(x∗) = 0

h2
s(x∗) = 0

λs > 0 ∀ s ∈ I

µ ∈ R

(2.38)

Condition d’optimalité de KKT des problèmes N◦4 et 8

∇f(x∗) +
2N−1∑
s=0

λs∇h1
s(x∗) + λ

′
h2
s(x∗) = 0

λsh
1
s(x∗) = 0

λ
′
h2
s(x∗) = 0

λs > 0 ∀ s ∈ I

λ
′
> 0

(2.39)

Les hypothèses formulées par Jean-Francois et Jondeau Eric en 1992 dans [4] sur les pro-

blèmes N◦3 et 7 sont telles que h1
s < 0 ∀ s ∈ I ne sont jamais actives pour tout s ∈ I. Avec

cette hypothèse nous pouvons résoudre les problèmes car λs = 0 ∀ s ∈ I.

Mathématiquement, ces solutions sont des points intérieurs. Ainsi, le système (2.38) devient :

En posant γ = 1 + n

1 + τ
, on a :



2cγs(gs − g∗)− µαs = 0

2(1− c)γs(ts − t∗) + µαs = 0∑
s∈I

αs(ts − gs)−
b−1

α
= 0

(2.40)
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Ce qui donne

gs − g∗ = µ

2c

(
α

γ

)s
(2.41)

ts − t∗ = − µ

2(1− c)

(
α

γ

)s
(2.42)

ts − gs = µ

2c(c− 1)

(
α

γ

)s
+ t∗ − g∗ (2.43)

En remplaçant ts − gs dans le système (2.40), nous obtenons l’équation :

∑
s∈I

αs

 µ

2c(c− 1)

(
α

γ

)s
+ t∗ − g∗

− b−1

α
= 0 (2.44)

et

µ

2c(c− 1)
∑
s∈I

α 2s

γs
= b−1

α
− (t∗ − g∗)

∑
s∈I

αs (2.45)

µ = 2c(c− 1)

b−1
α
− (t∗ − g∗)

∑
s∈I

αs

∑
s∈I

α2s

γs

(2.46)

µ =
2c(c− 1)

[
b−1 − (t∗ − g∗)

∑
s∈I

αs+1
]

∑
s∈I

α2s+1

γs

(2.47)

Donc ts et gs sont déterminées par :

ts = t∗ −

(
α
γ

)s
2c(c−1)

[
b−1−(t∗−g∗)

∑
s∈I

αs+1
]

∑
s∈I

α2s+1

γs

2(1− c) (2.48)

ts = t∗ +
c(α

γ
)s
[
b−1 − (t∗ − g∗)

∑
s∈I

αs+1
]

∑
s∈I

α2s+1

γs

(2.49)
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gs = g∗ +

(
α
γ

)s
2c(c−1)

[
b−1−(t∗−g∗)

∑
s∈I

αs+1
]

∑
s∈I

α2s+1

γs

2c (2.50)

gs = g∗ +
(c− 1)(α

γ
)s
[
b−1 − (t∗ − g∗)

∑
s∈I

αs+1
]

∑
s∈I

α2s+1

γs

(2.51)

Rappelons que 0 < α < 1,
∞∑
s=1

αs = α

1− α (2.52)

∞∑
s=1

α2s+1

γs
= α3

γ − α2 (2.53)

En outre
(
α

γ

)s
converge vers 0. Cela conduit à la conclusion que les recettes et les dépenses

tendent vers leurs cibles (t∗, g∗) à l’horizon infini.

Notons qu’en laissant les hypothèses faites par Jean-François Loué et Eric Jondeau sur l’insa-

turation des contraintes budgétaires et sur les recettes, les contraintes du types 6 0 génèrent

des conditions d’exclusions d’après le système de KKT. Notons que N contraintes d’inéga-

lités engendrent 2N sous systèmes à résoudre pendant la résolution manuelle. Raison pour

laquelle la résolution dans ce cas devient compliquer surtout que la taille du problème dépend

du nombre de subdivision périodique de l’année. Nous pouvons définir une subdivision tri-

mestrielle(par trois mois), mensuelle(mois), hebdomadaire (par semaine)ou journalière (par

jour). Ainsi la résolution de ces problèmes devient incontournable.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé théoriquement les modèles d’une part. D’autres part

nous avons présenté et résolu théoriquement les différents problèmes. Le chapitre suivant

présente les résolutions numériques de ces problèmes dans les cas trimestriels, mensuels et

journaliers.
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Chapitre 3

Simulations numériques

3.1 Résultats numériques

Pour les simulations, nous prenons comme données de base : taux de croissance n = 7%,

le taux d’intérêt r = 11%, le taux d’actualisation τ = 7%, la dette initiale b−1 = 12%, les re-

cettes initiales t−1 = 31%, les dépenses initiales g−1 = 43%. La cible des dépenses g∗ = 47%,

la cible du taux d’imposition est t∗ = 50%. Le choix de poids de la dette a été pris en fonction

ginf = 40% et de tsup = 60%. Nous supposons que θ1 = θ0 = 0.9, c’est à dire on ajuste les

recettes et les dépenses avec le même rythme. c = 1− c = 0.5.

Le gouvernement peut choisir de déterminer les prévisions optimales par semestre, par tri-

mestre, par mois, par semaine ou par jour de l’année. La discrétisation du temps dépend

de l’option choisie. Pour une option trimestrielle choisie le nombre de variable est Nv = 8

et le nombre de contrainte pour les problèmes N◦1, 2, 5 et 6 est Nc = 8 et pour les autres

problèmes le nombre de contraintes est Nc = 9. Dans le cas d’une option mensuelle Nv = 24

et Nc = 24 pour les problèmes N◦1, 2, 5 et 6 et Nc = 25 pour le reste. Pour une option

journalière Nv = 730 .

Pour chaque problème, le vecteur topt est composé des valeurs optimales des recettes et gopt
est composé des valeurs optimales des dépenses pour une période d’un an. Lorsque le gou-

vernement fait le choix topt sur les recettes et gopt sur les dépenses il supporte un coût annuel

fopt. Les résultats de la résolution de chaque problème se présentent sous forme d’un tableau.

3.1.1 Cas d’une option trimestrielle

— Problème N◦1

40



topt = [ 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000 ]

gopt = [ 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000]

f(xopt)= 5.1189e-13

— Problème N◦3

topt = [55.7169, 53.8113, 52.5408, 51.6939 ]

gopt = [ 41.2831, 43.1887, 44.4592, 45.3061]

f(xopt)= 56.5337

— Problème N◦4

topt = [ 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000]

gopt = [ 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000 ]

f(xopt)= 5.1503e-13

— Problème N◦5

topt = [ 60.0000, 41.0000, 58.1000, 42.7100]

gopt = [50.6000, 43.7600, 49.9160, 44.3756 ]

f(xopt)= 25.2050

— Problème N◦7

topt = [60.0000, 48.8774, 53.7743, 51.2098]

gopt = [42.1421, 43.4947, 47.3908, 42.0416 ]

f(xopt)= 151.8878

— Problème N◦8

topt = [48.9183, 50.9735, 49.1238, 50.7885]
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gopt = [46.7793, 47.1986, 46.8212, 47.1609]

f(xopt)= 3.4841e-13

3.1.2 Cas d’une option mensuelle

— Problème N◦1

topt = [50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000,

50.0000, 50.0000, 50.0000 ]

gopt = [47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000,

47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000 ]

f(xopt)= 1.5357e-12

— Problème N◦3

topt = [47.5191, 48.3461, 48.8974, 49.2649, 49.5099, 49.6733, 49.7822, 49.8548, 49.9032,

49.9355, 49.9570, 49.9713 ]

gopt = [49.4809, 48.6539, 48.1026, 47.7351, 47.4901, 47.3267, 47.2178, 47.1452, 47.0968,

47.0645, 47.0430, 47.0287 ]

f(xopt)= 11.0779

— Problème N◦4

topt = [ 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000, 50.0000,

50.0000, 50.0000, 50.0000 ]

gopt = [ 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000, 47.0000,

47.0000, 47.0000, 47.0000 ]

f(xopt)= 1.5368e-12
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— Problème N◦5

topt = [ 48.6659, 51.2007, 48.9193, 50.9726, 49.1247, 50.7878, 49.2910, 50.6381, 49.4257,

50.5169, 49.5348, 50.4187 ]

gopt = [ 46.7714, 47.2058, 46.8148, 47.1667, 46.8500, 47.1350, 46.8785, 47.1093, 46.9016,

47.0886, 46.9203, 47.0717]

f(xopt)= 2.3720e-12

— Problème N◦7

topt = [60.0000, 46.7972, 56.7101, 46.5540, 54.7841, 46.8672, 53.5447, 47.3563, 52.6736,

47.8679, 52.0151, 48.3467]

gopt = [41.9546, 45.7437, 44.3031, 46.8341, 45.4666, 47.2072, 46.0884, 47.2739, 46.4592,

47.2126, 46.7125, 47.0985 ]

f(xopt)= 122.7864

— Problème N◦8

topt = [ 60.0000, 41.0000, 58.1000, 42.7100, 56.5610, 44.0951, 55.3144, 45.2170, 54.3047,

46.1258, 53.4868, 46.8619]

gopt = [ 50.6000, 43.7600, 49.9160, 44.3756, 49.3620, 44.8742, 48.9132, 45.2781,

48.5497, 45.6053, 48.2552, 45.8703]

f(xopt)= 25.2050

3.1.3 Cas d’une option journalière

Le gouvernement peut décider d’évaluer pour chaque journée le niveau optimal de ses

recettes et le niveau optimal de ses dépenses.

Rappelons que la taille du problème ici est telle que le nombre de variables est Nv = 730 et

le nombre de contraintes est Nc = 730 pour les problèmes N◦1, 2, 5 et 6 et Nc = 731 pour les

problèmes N◦3, 7 et 8.
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— Problème N◦1
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f(xopt) = 0.1645

— Problème N◦3

f(xopt)= 45
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— Problème N◦4

fopt = 2.0427e-09
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— Problème N◦5

fopt= 8.3620e+03
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— Problème N◦7

f(xopt)= 614.8179
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— Problème N◦8

f(xopt)= 640.8417
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3.2 Analyse des résultats théoriques

Les solutions obtenues par calcul sous les hypothèses de Loué Jean-François, Jondeau

Éric dans [4] qui stipulent que les recettes n’atteindront jamais leurs niveaux supérieurs fixés

et que les dépenses également ne seront jamais en dessous de leurs niveaux inférieurs fixés

(c’est-à-dire hs1(x) < 0 pour tout s ∈ I) , montrent en effet que les choix optimaux du

gouvernement proposé par le modèle tendent vers l’objectif visé par ce dernier (voir (2.49),

(2.51)). Cette hypothèse peut être rapidement influencée par des phénomènes naturels parfois

imprévisibles. Aussi, dans les pays du tiers-monde où le budget est principalement basé sur

les taxes fiscales, les recettes sont souvent inférieures au niveau espéré. Pour éviter de se livrer

davantage à des endettements le gouvernement doit réduire ses dépenses au niveau inférieur

possible à certaines périodes de son exercice. Il est donc préférable de se placer dans les cas

où les recettes peuvent atteindre leurs niveaux supérieurs fixés ou non et que les dépenses

peuvent atteindre leurs niveaux inférieurs fixés ou non.

3.3 Analyse des Résultats Numériques

Les résultats dans ces différents cas sont ceux des tests numériques. Les tests numériques

ont été réalisés en utilisant le logiciel Matlab.

Sans coût d’ajustement

Option Trimestrielle

On constate dans les problèmes N◦1 et N◦4 que les recettes et les dépenses s’établissent au

niveau de leurs cibles (t∗, g∗) avec des minima respectifs de f(xopt) = 5.1189.10−13 et f(xopt) =

5.1503.10−13. En se plaçant immédiatement à sa cible (t = t∗, g = g∗), le Gouvernement

parvient à rembourser intégralement son endettement initial, son comportement n’est donc

soumis, en pratique, à aucune contrainte.

On constate dans le problème N◦3, que les recettes décroissent vers la cible de recettes du

gouvernement tandis que les dépenses croissent vers la cible de dépenses avec un minimum

f(xopt) = 56.5337. Le gouvernement réalise un solde budgétaire de 39.5258% en part de pib.

Elle indique que la somme actualisée des surplus primaires futurs (ts − gs) doit permettre le

remboursement de la dette publique initiale.

Option Mensuelle

Dans les problèmes N◦1 et N◦4, On constate que les recettes et les dépenses s’établissent au
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niveau de la cible de recettes et de dépenses du gouvernement pour un coût optimal respectif

f(xopt) = 1.5357.10−12 et f(xopt) = 1.5368.10−12. Dans ce cas le gouvernement parvient à

rembourser intégralement sa dette initiale. Son comportement n’est donc soumis, en pratique,

à aucune contrainte.

Dans le problème N◦3, on constate que les recettes croissent vers la cible de recettes du

gouvernement tandis que les dépenses décroissent vers la cible de dépenses avec un coût

minimal de f(xopt) = 11.0779. Au cours des 3 premier mois le déficit mensuel atteint 1.4748%

en part du Pib. Ceci est dû à la dette initiale. Á partir du quatrième mois, le solde mensuel

est positif et atteint 21.2224% en part du pib. Cette équilibre est dû à la contrainte budgétaire

intertemporelle qui indique que la somme actualisée des surplus primaires futurs (ts − gs)

permet le remboursement de la dette publique initiale.

3.3.1 En présence de coûts d’ajustement

Option trimestrielle

Dans les problèmes N◦5, 7 et 8, on constate une oscillation économique des recettes et des

dépenses du gouvernement.

Dans le problème N◦5 le gouvernement réalise un solde annuel de 13, 1584% en part du pib

avec un coût minimal de f(xopt) = 25.2050.

Dans le problème N◦7 le solde annuel du gouvernement est 38, 7923% en part du pib avec un

coût minimal f(xopt) = 151.8878.

Dans le problème N◦8 le gouvernement réalise un solde annuel de 11.8441% en part du pib

avec un coût minimal f(xopt) = 3.4841.10−13.

Option Mensuelle

Dans le problème N◦5, on a une forte concentration des recettes et des dépenses autour

de l’ajustement et convergeant vers la cible de recettes et de dépenses du gouvernement.

Dans ce cas le gouvernement réalise un solde annuel de 35.5825% avec un coût minimal de

f(xopt) = 2.3720.10−12.

Dans le cas du problème N◦7, le gouvernement réalise un solde de 61.12625% en part de pib

avec un coût minimal f(xopt) = 122.7864.

Dans le cas du problème N◦8, le gouvernement réalise un solde égale à 38, 4171% en part de

pib avec un coût minimal f(xopt) = 25.2050.

Outre le remboursement de sa dette et son déficit budgétaire de long terme, le gouvernement

doit maintenant financer l’incidence de son désajustement initial.
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En comparant les résultats obtenus dans le cas où le gouvernement a un coût d’ajustement

par rapport au cas où il n’en a pas, on constate immédiatement que les choix sont concentrés

autour de l’ajustement et convergent vers l’objectif fixé ; ce qui n’est pas le cas dans les cas

où le gouvernement n’a pas de coût d’ajustement.

En observant l’évolution de la recette sur les problèmes N◦7 et N◦8, nous notons une forte

concentration des données autour d’un ajustement que dans les autres cas. Cela montre

que dans la pratique, le choix de cette option minimisera les fluctuations sur l’économie du

pays.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié la programmation non linéaire : optimisation sans

contrainte et l’optimisation avec contrainte d’une part. D’autre parts, les problèmes issus

de la recherche d’une méthode optimale de gestion des finances publiques. L’objectif est de

trouver des solutions qui tendent vers la cible (t∗, g∗) à moindre coût en présence de coût

d’ajustement. Les résultats trouvés sont satisfaits et reflètent la réalité. Ce que montre les

résultats théoriques (voir Eqs. (2.49) et (2.51)). La résolution numérique nous a donné les

mêmes types de résultats et montre aussi la différence entre les solutions en présence de coût

d’ajustement et sans ajustement. Les résultats de ces problèmes sont plus concentrés autour

de l’ajustement que dans les autres cas. Cela montre que dans la pratique, le choix de cette

option minimisera les fluctuations sur l’économie du pays. Néanmoins, nous envisageons de

perfectionner leur convergence et de les développer de sorte qu’ils s’adaptent aux problèmes

différentiables ou non différentiables en utilisant le sous différentiel. Bien que les résultats

obtenus sur les problèmes de grande taille soit satisfaisants, nous étudierons la complexité de

nos algorithmes afin de les raffiner.
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