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ACRONYMES & MOTS

Convection ! : désigne 'ensemble des mouvements internes (verticaux ou ho-
rizontaux) qui animent un fluide et qui impliquent alors le transport des
propriétés des particules de ce fluide au cours de son déplacement [1].

Diffusion : C’est le mouvement résultant des forces d’interaction entre parti-
cules dans un fluide. Elle se caractérise par le mouvement des particules
le long d’un gradient de concentration. Ainsi, les particules se mélangent
jusqu’a ce qu’elles soient uniformément réparties. Le terme « diffusion »
vient du mot latin diffundere, qui signifie « s’étaler » .

Plancton ? : Ensemble des animaux et végétaux flottant passivement dans les
milieux aquatiques. On distingue le plancton végétal, ou phytoplancton, et
le plancton animal, ou zooplancton. En allemand Plankton, du grec plagktos
qui signifie errant [26].

Chaine Trophique Ensemble des relations qui s’établissent entre des orga-
nismes en fonction de la facon dont ceux-ci se nourrissent. Comprend des
producteurs (phytoplanctons), des consommateurs primaires (herbivores) et
secondaires (carnivores) et des "recycleurs" (bactéries);

Proie : Individu animal vivant, en tant que victime et nourriture d’un animal
d’une autre espece;

Prédation ® : Exprime le fait de se saisir de quelqu’un ou de capturer une proie
déterminée par sa poursuite. C’est une interaction trophique directe, de na-
ture antagoniste, entre deux organismes, par laquelle une espece dénommeée
prédateur, consomme entierement ou partiellement une a plusieurs especes
dénommeées proies, généralement en les tuant, pour s’en nourrir ou pour

alimenter sa progéniture [2].

Upwelling : C’est un processus océanique ou les eaux profondes et froides
montent en surface le long des cotes.

Cycle Limite : C’est une orbite périodique isolée i.e, les trajectoires voisines ne
sont pas périodiques; Elles spiralent en s’en éloignant ou en s’en approchant.
Dans le cas ou elles s’approchent de l'intérieur comme de 'extérieur, on dit
que le cycle est stable; Sinon, le cycle est dit instable . Dans les rares cas
ou les trajectoires voisines s’approchent de 'extérieur mais s’éloignent de
I'intérieur ou vice versa, on parle de cycle semi-stable.

EDO Equations Différentielles Ordinaires.

EDP Equations aux Dérivées Partielles.

ENS Equations de Navier-Stockes.

ABM Agent-Based-Model (Modele Centré Individu).
SPP Self-Propelled-Particles (Particules Auto-Propulsés).

CLES



Résumé XV

SUR LES SYSTEMES D’ADVECTION-DIFFUSION : ETUDE DE QUELQUES MODELES DE POPULATIONS DE
LA CHAINE TROPHIQUE.

Résumé

Nous abordons dans cette thése la dynamique d’évolution des nutriments, des phytoplanc-
tons et zoo-planctons (NPZ) sous trois approches axées sur des modeles de convection et de
diffusion. Ce sont les équations différentielles ordinaires (EDO) , les équations aux dérivées
partielles (EDP) et les modeéles basés sur individu (ABM ou SPP). Nous avons dans un
premier temps proposé un modele d’EDO d’évolution des nutriments, des phytoplanctons,
et des zoo-planctons. Dans notre modele d’EDO, nous montrons l'existence et 1'unicité
des solutions puis nous établissons des résultats sur la stabilité des points d’équilibre.
Les simulations numériques de ce modele mettent en évidence l’existence de solutions
périodiques et de cycles limites. Nous déterminons numériquement 1’espace des parametres
admissibles pour que le systéeme présente des solutions périodiques ou des cycles limites.
Par la suite, en intégrant dans le modele EDO la diffusion dans l’espace des composantes
de la chaine trophique , nous obtenons un modele EDP de la dynamique d’évolution des
nutriments, des phytoplanctons et zoo-planctons. Nous prouvons I’existence et I'unicité de
solutions faibles de ce modele EDP en utilisant respectivement la méthode de monotonie
et des estimations apriori. Enfin, nous mettons en évidence des simulations du modéle de
type Lotka-Voltera en utilisant I’approche de I’algorithme ABM; cette derniére partie a était
réalisée en tenant compte de la dimension stochastique dans les hypotheses.

L’analyse mathématique des modeles que nous avons proposé fait appel a des outils mathé-
matiques tels que les méthodes de Lyapunov, de monotonie ou les mouvements Browniens.

Mots clés : diffusion, convection , plancton, nutriment, edo, edp, ens, abm, upwelling,
proie & prédateur

ON THE ADVECTION-DIFFUSION SYSTEMS: STUDY OF SOME TROPHIC CHAIN’S POPULATION
Abstract

We studied Dynamic of nurtients, plaktons and zooplanktons (NPZ) under three approaches
based on convection-diffusion models. These are dynamical systems (ODEs), partial
differential equations (PDEs) & individual based model (ABM or SPP).

For analysis, we used mathematical tools such as methods of Lyapunov, Monotonie or
Brownian motions. Some simulations were formulated thanks to technics of numerical
resolution of differential equations ; We used in particular, "numpy" & "matplotlib" packages
from "Python" language.

In the case of ODEs, one showed existence and unicity of solutions then some results
on stability of equilibria. Afeter that, we observed periodic solutions which conjectures
existence of limit cycles. To justify this fact, it would be wise to optimize parameter space
in order to sharpen hypotheses. Regarding PDEs, we prooved existence and uniqueness of
weak solutions by using respectively monotonie method and a priori estimates. Questions
about regularity and stability open up perspectives that still require optimization of
parameters. Finally, we highlighted similarities between Lotka-Voltera and ABM type
models; This was possible by adding stochastic dimensions to assumptions.

Keywords: diffusion, convection, plakton, nutrient, ode, pde, nse, abm, upwelling,
prey & predatory

Laboratoire de Mathématiques et Applications
UEFR des Sciences et Technologies — Département de Mathématiques — Université
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La vie est comme un livre, ne sautez aucun chapitre et
continuez de tourner les pages, tot ou tard vous

comprendrez pourquoi chaque chapitre était important.

Cheikh Amadou Bamba, 1853-1927

| INTRODUCTION

Sil’on dépose des carreaux de sucre dans 1’eau, on observe une dilution apres une
certaine période. Ce processus anodin peut se complexifier si on change certaines
conditions comme la température, la pression ou si on ajoute d’autre composante
comme le café. Sans entrer dans les détails, il s’agit d’'un phénomeéne de convection-
réaction-diffusion. Ce processus a suscité I'intérét des scientifiques depuis belle
lurette, nous retenons le modéle de morphogenése * d’Alan Turing vers 1952 [60].Ce
modele déclencha ainsi la multiplication des modeles de réaction-diffusion dans
diverses domaines aussi théoriques que pratiques. Dans les cas ou la matiere évolue
dans un fluide, on considere le transport des particules diluées : c’est le phénomene

de convection °. On peut représenter formellement un tel systéme ¢ par I’EDP :

%(t,x)—i—cl)u(t,x):F(u(t,x)). (0.0.1)
Ou u(t, x) est la concentration de matiere a I'instant f a la position x, ®@ est 'opéra-
teur de convection-diffusion et F(u) est la réaction (ou source); ces fonctions sont
généralement non-linéaires comme l'illustre ’équation de Smoluchowski [14].

En suivant le méme paradigme, Boltzmann a formalisé au XIXe siecle les
concepts d’équations cinétiques introduites comme moyen d’unifier diverses pers-
pectives comme en biologie avec des applications au mouvement cellulaire (chi-
miotaxie). Elles sont caractérisées par une fonction de densité qui satisfait une EDP
dans l'espace des phases. L'un des premiers succes de la théorie cinétique a été de
récupérer des équations macroscopiques a partir de descriptions microscopiques
et ainsi de pouvoir théoriquement calculer des coefficients de transport. Bien que
la modélisation de ces systemes est issue des hypotheéses trés simples ou des lois

classiques, la complexité de leur analyse mathématique a suscité le développement

4. ") Wikipépia- La morphogenése (https://fr.wikipedia.org/wiki/Morphogenése) estl’en-
semble des lois qui déterminent la forme, la structure des tissus, des organes et des organismes.

5. ) Wikiptpia-La convection (https://fr.wikipedia.org/wiki/Convection) désigne I’en-
semble des mouvements internes (verticaux ou horizontaux) qui animent un fluide et qui impliquent
alors le transport des propriétés des particules de ce fluide au cours de son déplacement.

6. Systeme de Convection-diffusion



2 Introduction

de plusieurs branches comme la théorie des EDO, la théorie spectrale, I’analyse
fonctionnelle et I'analyse numérique des équations différentielles déterministes ou
stochastiques.

Ces modéles sont aussi fréquemment utilisés en Biomathématique pour simuler
I'interaction des phénomeénes comme la propagation d’une maladie "intra-sujet"’
, des épidémies ou encore la dynamique des populations de la chaine trophique
[55, 51, 42, 66, 45]. En regardant avec plus de détails ces dernieres références , l'on
remarque qu’il y a plusieurs approches de modélisation dont celui des EDO est le
plus souvent utilisé. Le pléthore et la différence d’échelle des parametres sont des
points communs a ces modeles; ce qui souléve la question de 'optimisation et de
I’adimentionnement de ces parametres. I1 y a aussi la non-linéarité qui complique
I’étude et la classification de tels systemes.

Cette these s’inscrit dans le cadre de la modélisation mathématique des phéno-
menes de convection-diffusion avec 'approche eulérienne ou lagrangienne. Pour
I’approche eulérienne, nous commencons par représenter la dynamique d’évolution
dans le temps des composantes d’une chaine trophique par un systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires. Puis en tenant compte de la diffusion spatiale, nous
proposons un modele d’EDP de type convection-diffusion de la dynamique de
I’évolution de la chaine trophique. Pour ce qui est de 'approche lagrangienne,
nous présentons des simulations numériques du modele de type Lotka-Voltera en
utilisant I'approche de l'algorithme ABM; cette derniére partie a était réalisée en
tenant compte de la dimension stochastique dans les hypotheses.

Les questions abordées dans cette these sont réparties en trois parties dont la

premiere se consacre a I’étude qualitative d’'un modele du type NPZ (0.0.2 ) [65].

) _
= S(ng—n) = £+ o (T2 + pop + 22,

dp _ Bnp _ ep _
\ @t T ken Teqp*  PpPs (0.0.2)
dz _ aypz

@ = Tnp Mz

Il s’agit d’un systéeme dynamique non linéaire "ultra-paramétré"; nous mettons
en exergue l’espace de parametres admissibles puis, étudions quelques propriétés
intrinseques du systéeme comme la caractérisation des points d’équilibres et les
solutions périodiques. Cela a été possible par la construction d’une fonction de
Lyapunov et en utilisant le critere de Sylvester. La difficulté majeur est 'interpré-
tation de parametres et les résultats qui y sont liées. Cette partie est composée de

deux chapitres, le chapitre 1 ou nous faisons un rappel de quelques notions sur les

7. intra-sujet : évolution de la maladie dans le corps du sujet.
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EDO utilsées dans le chapitre 2 ou nous présentons le modele EDO et faisons son
analyse qualitative.

Dans la deuxieme partie, nous ajoutons des effets de convection-diffusion au
modele NPZ étudié au chapitre 2, ainsi le systéeme devient une EDP ( 0.0.3) et se

complexifie davantage avec cette prise en compte des dimensions spatiales.

%+u-Vn =Fi(n,p,z)+0An;
a—lz+u-Vp =F,(n,p,z)+ 0Ap; (0.0.3)
%+u-Vz =F3(n,p,z)+ 0Az.

Ou Fy(n,p,z),Fy(n,p,z), F3(n,p, z) sont les champs de vecteur du modele d’EDO.
u = (uq(t,x1,x2,x3), U (t, X1, X2, x3), u3(t, X1, X2, x3) représentent les champs de vitesse
de l’eau et 0 la constante de diffusion. En simplifiant les conditions aux bords et aux
limites et en utilisant des techniques d’interpolation et la méthode de compacité
[31, 10, 32], nous démontrons l’existence et I'unicité de solutions faibles ( voir
Chapitre 4 ). Cette partie est aussi composée de deux chapitres,le chapitre 3 dans
lequel nous rappelons quelques notions sur les EDP utilisées au chapitre 4 ou nous
présentons I’analyse qualitative de notre modele EDP.

Si les deux premieres parties sont relativement liés, la troisieme et derniere
partie est indépendante des deux premiéres parties en ce sens que nous abordons
le sujet sous I'approche des "Agent Based Model " ou " Self-Propelled Particles " .
Ce sont des modeles Lagrangiens ou 'on décrit les interactions locales entre les
individus avec des propriétés simples pour simuler le comportement asymptotique
global du systeme [63, 59, 57, 62, 48]. On a notamment développé un modele
("framework") du type proie-prédateur ou la mobilité et I’évolution des especes
sont régies par quelques principes de convection-diffusion en y ajoutant quelques
dimensions stochastiques. Nous avons alors observé plusieurs propriétés classiques
liés aux modeles Eulériens du type Lotka-Volterra; ce fait garantit ’adaptation
du modele a un contexte différent de la dynamique collective. Cette partie est

consacrée au chapitre 5 de notre document.
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Among all mathematical disciplines, the theory of
differential equations is the most important... It furnishes
the explanation of all those elementary manifestations of

nature which involve time.

Sophus Lie, 1895
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Introduction

Une équation ou un systéme d’équations fonctionnelles dont les dérivées sont

liées avec une seule variable indépendante est une équation différentielle ordinaire.
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8 CHAPITRE 1. Sur les Equations Différentielles Ordinaires

La théorie des systémes dynamiques est la mieux adaptée pour I’étude de ces genres
d’équations.

Nous survolerons le long de ce chapitre, quelques lignes utiles pour ’étude
du Modele NPZ développé au chapitre 2. Aprés quelques définitions et notations,
nous donnerons les résultats préliminaires avec une bréve présentation de trois
approches : géométriques, numériques et analytiques.

On insistera ensuite sur I'approche analytique des EDO non linéaires. Sur ce, on
présentera des résultats classiques sur la stabilité a savoir les méthodes de Lyapunov
et Lasalle. On bouclera par une description de la théorie de bifurcation liée aux

systéemes dynamiques avec un accent particulier sur les solutions périodiques.

1.1 Deéfinition, Vocabulaire et Résultats Préliminaires

Soient E et G deux IR- espaces vectoriels normés et n € IN*, (Q un ouvert non
vide de Rx E"*! et F: Q — G une application C¥, k € N U {+co} . On note (1.1.1)
I’équation :

F(t,p(1),y'(1), -+, 9" (1) = 0g (1.1.1)
Elle est appelée équation différentielle d’ordre n en I’inconnue y, non résolue en

p". Chercher une solution de (1.1.1) c’est chercher un intervalle I de R et une

application n fois dérivable y : I — E telle que :
(i) {(£9(), 9" (1), p"(1) e IxE™} CQ;
(i) Ytel, F(t,p(t),y'(t),--,9"(t) =0 .

L’équation (1.1.1) est la forme générale, on peut la ramener dans certains cas grace

au théoreme des fonctions implicites a la forme résolue en y(”) ,l.e:

v () = ot p(1), v (), y" (1)) (1.1.2)

En posant

Y(t)= (1,92, 9u)
F&YE) = (v293 9w G (8), (1), -+, 3" (1))

On peut réécrire I’équation résolue (1.1.2) en une équation du premier ordre sous
la forme
Y'(t)= f(t,Y(t)) ou Z'(t)=F(Z(t)) (1.1.3)

ou F appelée champ de vecteurs et 'EDO Z’(t) = F(Z(t)) est dite autonome. Ce ré-
sultat nous permet de restreindre I’étude théorique sur les équations différentielles

du premier ordre dont la définition est la suivante.
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Définition 1.1.1 (Equation différentielle Ordinaire du 1¢* ordre). Soit f : U/ — E
une application au moins continue, avec E un espace vectoriel normé réel et U

ouvert de R x E. On note (1.1.4) I’équation différentielle suivante en I'inconnue p :

y'(t) = f(ty(t)) (1.1.4)

Chercher une solution de (1.1.4), c’est chercher un intervalle I de R et une applica-
tion dérivable y : I — E telle que :

— {(t,y(t)) e I x E} U, appelé graphe de (1.1.4) ou courbe intégrale ;

— ¥ () =f(ty() Vel
En couplant I’équation (1.1.4) avec une condition initiale, on obtient ce qu’on

appelle Probléme de Cauchy '.

Deéfinition 1.1.2 (Ensemble invariant). On dit qu'un ensemble IM est positivement

invariant pour le systeme y = f(y) si pour tout point yo € Mona:
y(ty)eM V t>0

En d’autres termes, l'orbite positive du flot de I’'ODE est contenue dans IM (
PR, (M) C M).
De méme, M est dit négativement invariant si ¢ (M) C M.

En somme, IM est dit invariant, s’il est négativement et positivement invariant.

Définition 1.1.3 (Ensemble w— limite ). Un point p appartient a ’ensemble w-
limite de l'orbite y(y,), s’il existe une suite (¢,),en C R strictement croissante telle
que:

lim y(t,vo)=p, Y o

n—>+00
On note A*(y) , 'ensemble des points w—limites de la demi-orbite y, (p).
On définit de fagon analogue I’ensemble a— limite pour le systeme y = f(y) en

considérant le flot correspondant a y = —f ().

Théoreme 1.1.1 (Caractérisation de I’ensemble w— limite). (i) Ona
A @)= 7 ($:@),  oit di(30) = ¥(t,0,30). (1.1.5)
£>0

(ii) Sil’orbite positive y*(y,) est bornée, alors I'ensemble A*(y) des points w— limites

est un ensemble non vide, compact, connexe et invariant.

1. Connue dans la littérature comme "Initial Value Problem (IVP)" signifiant "Probléme a Valeur
Initiale"
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Théoreme 1.1.2 (de Barriere). Soit une fonction V : R" — IR. On suppose qu’en tout
point y tel que V(y)=0,0na:

VV(y) =0
f@IVV(y)) <0
Alors I'ensemble G = {y e R" / V(y) < 0} est positivement invariant par le champ

f®).

Note 1.1.1. L’idée de la preuve consiste a montrer qu’aucune trajectoire ne peut
quitter le demi-espace par 'ensemble des points de la frontiere ou : (f(y)|VV(y)) <
0.

Théoreme 1.1.3. Soit ID un ouvert contenant yq de la frontiére de G , dG = {y €
On suppose qu’en tout point y de IGUIDD ,on a:

VV(y) =0
(fW)IVV(y))y <0

Alors aucune trajectoire de y ne sort de G par dGUD
On peut regrouper les EDO en deux catégories : linéaires si f en est et non linéaires
sinon. Ces derniéres ont rarement des solutions analytiques néanmoins, il existe plusieurs
approches abordant la résolution des EDO.
Succintement, l'approche géométrique s’interpete ainsi :
Supposons que u est solution de y’(t) = f(t,y(t)) et soit M = (t;,y;) un point situé
sur la graphe de u . On a p;(#;) = u(ty), donc u’(t;) = f(t1,y1(t1)) est un nombre qui
ne dépend que de M. Puisque la tangente en M du graphe de u a pour pente u’(t),
on en déduit les propriétés suivantes :
(i) En tout point (¢,y) du graphe d’une solution , la tangente a pour pente f(t,7)
, i.e elle appartient au champs de direction.
(ii) Dans une région ou f(t,x) > 0 , les solutions sont croissante; Dans une
région ou f(t,x) <0, elles sont décroissantes.

Si on dessine des pentes sur quelques isoclines >

,on aura un aper¢u du champ
de direction et de I'allure des solutions.

Les figures (1.1.1a-1.1.1b ) montrent les isoclines pour les valeurs de p sur (-5, 6)
(lignes barrées) et champs de direction.

L'approche géométrique est limitée en ce sens ou il est impossible de visualiser

I’espace de phases au dela de dimension 3. Méme en dimension 1, des difficultés

2. Sip est un nombre donné, les points (¢,y) ou les solutions ont une tangente de pente p vérifiant
f(t,y) = p . Clest I'équation d’une courbe appelée isocline pour la pente p , car le long de cette
courbe , le champ de direction garde la pente p.
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y(t)”

Ficure 1.1.1 — Isoclines

peuvent surgir si ’équation de la pente présente des singularités. Ces types d’insuf-
fisances ont conduit au développement de 'approche numérique dont la méthode

d’Euler en est une parmi tant d’autres.

Elle consiste a discrétiser I'intervalle de temps I en {ty;t;;---;¢,} . Comme dans
un probléme de Cauchy, la valeur de y en t est fixé, alors f(ty,7() est connue. on
cherche a évaluer la valeur de y en t; en utilisant une approximation de la dérivée.
On note h le pas de la discrétisation. Partant de y, , Le schéma d’Euler consiste a
construire une solution locale approximative y; en suivant la pente jusqu’au point

t; . On répete 'opération jusqu’au point t,,. Le Schéma d’Euler explicite est

{ Yust = Ynthf(twpn) (1.1.6)

tn+l_tn =h VYnelN

Cette méthode est dite explicite car la solution a I'instant ¢,,; ne dépend que de la
solution a I'instant ¢t,. Il y a aussi des méthodes implicites qui sont numériquement
performante et sont intégrés dans les solveurs de logiciels.

En somme, 'approche numérique constitue un domaine vaste regroupant plusieurs
méthodes comme : Différences finies (Euler, Runge-Kutta, ...); éléments finis ,
volumes finis etc. Pour quelques équations du premier ordre dans R, il existe des

méthodes analytiques de résolution.

Prenons I’exemple du Modele de Dilution 1 — D (forme normalisée) pour pré-
senter I’approche analytique,

Y'(t) + ky(t) = k. (1.1.7)

La Méthode de variation de la constante est I’'une des technique utilisée pour la
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résolution des EDO du type :
v'(1) + p(t)y(t) = g(t). (1.1.8)

t
1. Lasolution de I’équation homogene associée est de la forme yy(t) = Ae Jio ple)ds.

t
2. Une solution particuliere de (1.1.8) est de la forme : y,(¢) = /\(t)e_LO pls)ds

donc , en insérant Yp dans (1.1.8) on trouve I’équation :

t
X(#) = q(t)eho P
Une fois A(t) déterminée, on a la solution particuliere;
3. La solution générale de I’équation est y(t) = py(t) + yg(t).

Elle est limitée en ce sens ou L p(s)ds n’est pas toujours analytique; C’est
0

généralement le cas quand p(t) n’est pas linéaire néanmoins, pour les équations de

la forme
y'(t)=f(y)g(t) (1.1.9)
on peut utiliser la Méthode de séparation des variables dont la solution est déter-
minée par
s(t) d t
2y :J (7)dt (1.1.10)
Lm o~ J,°

Pour quelques équations particulieres comme celle de Riccati ou Bernouilli,
on a des techniques de solutions adaptées. Ainsi, les approches géométriques et
analytiques listées ci-haut ne couvrent qu’'une partie infime des EDO. Les méthodes
numériques font I’'exception mais nécessitent une légitimité théorique. La suite du

chapitre s’articulera dans ce sens.

1.2 Probleme de Cauchy : Existence, Unicité et Com-

portement des Solutions

Onnote E=R", pour n>1ety=(y1,¥2,--+,v,) € E de norme |[y||¢ . Soient I un
intervalle de R , &/ un ouvert de de E et f : I xU{/ — E une fonction continue de

I’équation suivante
y'(t) = f(t, (1) (1.2.1)

est une EDO du 1°' ordre sous forme résolue. Une solution de (1.2.1) est un couple
(J,¢) ou ] est unintervalle de Ret ¢ : ] — IR" telle que ¢ dérivable et (t, p(t)) € IxU
etVite], ¢'(t)=f(t¢(t). En intégrant entre ft; et t le probleme de Cauchy



1.2. Probléeme de Cauchy : Existence, Unicité et Comportement des Solutions 13

associé, on a :

t t
o(t) = y<t0>+£ £(5,9(5)ds = v, +£ £(5,(s))ds (1.2.2)

Réciproquement, toute fonction vérifiant (1.2.2) vérifie aussi le probleme de Cauchy

associé.

1.2.1 Résolution Théorique du Probleme de Cauchy

Théoréme 1.2.1 (Cauchy-Lipschitz). On suppose f Lipshitzienne > ou de classe C sur
IxU, ou I est un intervalle ouvert de R et U un ouvert de R".
Pour tout (ty, ) € I xU, il existe T > 0 et une unique fonction y € C1 ([tg— T3ty + T|;U)
tel que :

v =flLyn) ¥ eltg-Titg+ ] 123
y(to) =20

En d’autres termes, le probléeme de Cauchy admet une unique solution si f est de classe

cl.

Note 1.2.1. 1. Le théoreme (1.2.1) reste vraie si l'on a f continue sur un voisi-
nage de (tg,yo) dans I x U et localement lipschitzienne par rapport a y. C’est

une hypothese optimale;

2. Si f est simplement continue, on a ’existence de solution mais pas 'unicité;

C’est le théoréeme de Cauchy-Arzela-Peano.

3. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz ( 1.2.1 ) fournit des solutions locales. L'uni-
cité de ces solutions permet de montrer grace au théoréeme de Recollement
que le prolongement d’une solution locale est unique et permet de défi-
nir une unique solution au probléme de Cauchy dite solution maximale *.

C’est-a-dire qu’on ne peut prolonger au dela d’un intervalle ouvert J C I.

4. La convergence a l'infini des solutions en temps fini est décrite par le théo-
reme des "bouts" ( A.3.2).

3. On dit que f : I xU{ — R est L— Lipschitzienne par rapport a y si et seulement si il existe
L > 0 telle que pour tout y1,y, € Eette] CRonallf(t,y1)— f(tv2)ll < Lllyy —vallg f est dite
localement lipschitzienne par rapport a y si et seulement si V(tg,y9) € I xU , il existe un voisinage
V de (g, y9) et une constante L(tg,7) telle que f est L(t(, yo)— lipschitzienne sur V.

4. Soit I'EDO de Riccati % = p2().
la solution explicite (séparation des variables) du probleme de Cauchy pour y(tg) = yo est : y(t) =

1 . . . . 7t . 1 . 1 .
T oD Ainsi, la solution maximale est définie sur | — oo, o + y_o[ siyg>0etsur |ty + %,+oo[ sinon.
0
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des EDO "linéaires" L'une des conséquence du théoreme des bouts (A.3.2) et le

lemme de Gronwall (A.3.1) est que les équations "linéaires" de la forme :

d
d_}t) =A(t)y(t)+b(t), A, b continuessur [ (1.2.4)

n‘admettent que des solutions globales. La preuve de cette affirmation s’obtient
en utilisant le théoréeme du point fixe de Banach-Picard (A.3.1). L’équation du
type (1.2.4) n’est pas linéaire car il y a b(t) appelée terme source ou de forcage.
L’équation linéaire est de cette forme : % = A(t)y(t) On est tenté d’exprimer les
solutions sous forme d’exponentielle des matrices. Ceci n’est possible que si toutes

les matrices A(t) commutent entre elles, ce qui est fort peu probable en dehors des

t
. . < . 2s e e . A(o)d
cas particuliers ou A(t) est constante et la solution s’écrit ainsi : y(t) = eLO ©) Uy(to).

1.2.2 Deépendance des solutions par rapport aux conditions ini-
tiales

Proposition 1.2.1. Soient vy, v, deux solutions de y’(t) = f(t,v(t)) avec f L-Lipschitzienne

. Alors, pour touttel,ona:

1 (t) = p2(t)llg < eH=tl]ly, (£9) —v2(to)lle

Théoréme 1.2.2. Pour tout € >0, le tube® G, est un compact de I xU , la restriction
de f(t,v) sur G est alors lipschitzienne par rapport a la variable d’espace. En d’autres

termes, f(t,y) est localement lipschitzienne sur le compact Ge.

Théoréeme 1.2.3. Soit ([a,b], y(t)) la solution du probléme de Cauchy. Pour tout € > 0
tel que le e-tube autour de x(t) soit inclus dans I xU, il existe 0 < 11 < € tel que x(t) est

une solution maximale du probléme de Cauchy de condition initiale (to,yo) € G,
(1) x(t) est définie sur un intervalle ouvert contenant [a,b];

(ii) Vte[a,b], ona (t,x(t)) € Gei.e: sup ||x(t)—y(t)||<e
tela,b]

1.3 Etude qualitative des EDO non Linéaires

Comme il est souvent impossible de déterminer les solutions analytiques des EDO non

linéaires, on s’intéresse a I'étude qualitative des solutions , i.e chercher des informations

5. Soit ([a,b], p(t)) la solution du probléeme de Cauchy. le graphe G, de y est I'ensemble G :=
{(t,p(t)), te€[ab]} CcIxU Pourtoute >0,on définitle e— tube autour de G par G :={(¢,x), ||y(f)—
xl|<e, (t,y(t)) e GICIXE
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sur la solution qu’on ne peut établir explicitement. L'étude qualitative tourne autour des
champs de vecteur, point d’équilibre et leur stabilités et les techniques de linéarisation.
Notre focus est sur les résultats de Lyapunov © et Lasalle en considérant le probléme de

Cauchy autonome dans du type :

1.3.1 Notion de Stabilité

Systeme dynamique : Une EDO autonome sans second membre de la forme :

y=f(1)
ot f : ID — IR" une application localement Lipschitzienne avec ID un sous
ensemble de IR" ouvert et connexe.

Point d’équilibre : (ou point critique ) du systéme est un point y, € ID tel que :
f(®e) =0.

Systéme linéarisé : Pour un systéme autonome y’(t) = f(y(t)) , on introduit la
variable locale u(t) = y(t) — ¥; En utilisant un développement de Taylor d’ordre 1

au voisinage de I'équilibre, on obtient le systéme linéarisé suivant
u’(t) ~ Mu(t); (1.3.1)

Ou M est la matrice jacobienne de f au point 7.

Point d’équilibre hyperbolique : v, est dit hyperbolique, si toutes les valeurs

propres du linéarisé (1.3.1) autour de y, sont de partie réelle non-nulle.

Ensemble Ouvert : Un ensemble A € R" est un ouvert si

V ueA, dB(u,r)CcA

Ensemble Connexe : un ensemble A C R" est dit connexe s’il ne peut étre repré-
senté comme union de deux ou plusieurs sous ensemble ouverts non vides disjoints.

Intuitivement, c’est un ensemble constitué d’un seul morceau.

6. Lyapunov ou Alexandre Liapounov (1857-1918), était un mathématicien russe ayant travaillé
sur I’évolution des systemes dynamiques. Sa contribution sur I’étude de la stabilité de ces systemes
est incontournable.

7. I’étude du systéme linéarisé nous donne des informations locales sur le systéme non linéaire
par exemple, si 0 est asymptotiquement stable pour le linéarisé alors, le point d’équilibre ¢ est
asymptotiquement localement stable pour le systéme non linéaire. Pour les systemes 2 — D, la
connaissance du déterminant et de la trace de M suffit largement pour I’étude de la stabilité.
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Equilibre stable : un équilibre y, est stable si Ve > 0, il existe 5(€) > 0 tel que :
19(0)=pcll <d(e) = llp(t)=pll<e Vt=0

Il faut noter que o(€) dépend de € mais pas forcement plus petit que € .

Equilibre instable : Si la condition ci-dessus n'est pas satisfaite, 'équilibre v, est
dit instable.

Equilibre convergent : v, est dit convergent s’il existe 5> 0 tel que :

19(0)=%ll<o = lim p(t) =y,

Equilibre asymptotiquement stable : Si v, est d la fois stable et convergent alors

on dit qu’il est asymptotiquement stable ( ou "puits” ou "attracteur” )

Equilibre exponentiellement stable :

Ja,A> 00 |p(t) = vell < allp(0) = p,lle™ V¢t > Olorsque |[p(0) - v,/

Note 1.3.1. Sans perte de généralité, on considérera par convention y, = 0 car si
v, # 0, On pose z(t) = y(t) —y, , on aura : Z(t) = y(t) = f(y(¢)) = f(2(t) + y.). Alors en
posant g(z(t)) = f(z(t) + v.) , on a le systeme Z(t) = g(z(t)). Ce systéme a pour point
d’équilibre z, =0 car g(z) =0 & f(z+v,)=0 < z+y.=y, & z=0.
Ainsi, on peut se restreindre a I’étude de 1’équilibre 0 car systeme transformé est

qualitativement équivalent a y(t) = f(y(t)).

Stabilité par linéarisation

Théoreme 1.3.1 (Linéarisation). Soit le systéme non linéaire (E) v’(t) = f(y(t))
admettant Y comme point critique ( i.e équilibre ) tel que dét(M) # 0 o1t M est la matrice
jacobienne associée au systéme au point Y. Alors dans son voisinage, le portrait de phases
du systeme est qualitativement équivalent d celui du systeme linéarisé u’(t) = Mu(t) si

le systeme linéarisé n'admet que des équilibres hyperboliques.

Théoreme 1.3.2 (Conditions de stabilitée d’un systeme linéaire). Soit M une matrice

carré d'ordre n > 2 et (E): v’(t) = My(t) un systeme différentiel linéaire. Alors :

(i) Le systéme (1.1.4) est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les

valeurs propres de M sont de partie réelle strictement négatives.

(ii) Il est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de M satisfont Re(A;) < 0.

Pour les valeurs propres avec Re(A;) = 0, les blocs de Jordan sont de dimension 1.
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Dans le cas ol le linéarisé admet un centre ((0,0)) comme le systéme

Y ==+ 91V +93)
! S (1.3.2)
Y2 = Y1 +92(yi +33)-
Qui est équivalent en utilisant les coordonnées polaires a :
‘(1) =1(t);
() =) (1.3.3)
0'(t) =1.

On conclut que les trajectoires spiralent en s’éloignant de l'origine qui est ainsi instable.
Cela prouve que dans le cas ou le systéme linéarisé admet un centre, le systéme non
linéaire ne lui est pas forcement équivalent. Cependant, la transformation polaire n’est
pas suffisante si 'on augmente la dimension ou si l'on a des systéme du type Lotka-
Volterra
N’(t) =aN(t)-bN(t)P(t) =N(a-bP)
{ P’(t) =-dP(t)+cN(t)p(t) =P(cN-d)

Ot a,b,c,d > 0 sont des paramétres biologiques. Ses équilibres notés (N,ﬁ) sont (0,0) et
(%, #) qui est un non-hyperbolique. Ce systéme admet une intégrale premiére® qui est

la fonction g donnée par :

% = aa—f].N’(t) + g—ig).P’(t) = (% —c¢)N(a—bP)+ (% -b)(cN-d)=0
Donc le systéme est conservatif9 (1.3.2b ) L'autre exemple d’un modéle 2 — D dont
'étude qualitative révéle beaucoup des caractéristiques des systémes dynamiques comme
les cycles limites, chaos ... est I oscillateur de Van Der Pol. C'est un systéme dynamique
a temps continu a un degré de liberté. 1l est décrit par une coordonnée x(t) vérifiant une
équation différentielle faisant intervenir deux parameétres : une pulsation propre w et
un coefficient de non-linéarité €. Lorsque € = 0, cet oscillateur se réduit a un oscillateur

harmonique pur. Elle s’écrit :

d%x(t)
dt?

dx(t)
dt

—ewy(1-x%(t)) + wox(t) = wopcos(wt)

L'oscillateur est dit libre si y = 0 et forcé sinon. Il est équivalent au systéme

o J v =X =)
vy(t) =x"(t) =ewo(l-yf(1)ya(t) — woy1(t) + wopcos(wt)

8. Une fonction g : D € R? — IR continiment dérivable est dite intégrale premiére du systéme
(E): v'(t)= f(y(t)) dans la région D C R? si g(y(t)) reste constante pour toute solution du systeme.
Yy(t), v(0)=yp solution de (1.1.4) ona g(y(t)) =g(yo)=C, CeR, VteR

9. Un systeme qui posséde une intégrale premiere est dit conservatif.
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Trajectoire de N(t) et P(t)

Plan des Phases N(t) -P(t)

254 1 ——- Proies N
14 1 Predateur P
124 204

104

P(t)

o 5 10 15 20 25
N(t) t

(a) portrait des phases et I’évolution des  (b)
densités des proies ( N(t) ) et prédateurs  phases.
(P(t) ). Les parametres sont (a,b,c,d) =
(1.56,0.3,0.2,2.06).

Trajectoires associés du portrait de

Ficure 1.3.1 — Portrait de Modele de Lotka-Volterra

Pour loscillateur libre, (0,0) est I'unique point d’équilibre. Les figures ci dessus
montrent respectivement quelques trajectoires de l'oscillateur libre ( dans le portrait des
phases ) et I’évolution des y,(t) et v,(t) . Les parameétres sont (e,omegay) = (1,1). On
constate ( numériquement ) que toutes les trajectoires convergent vers une unique courbe

dans le plan des phases. Cette courbe s’appelle cycle limite dont 'existence est assurée

par le Théoreme de Poincaré-Bendixson.

Trajectoire de y1(t) et y2(t)

Plan des Phases y1(t) y2(t)

I 4

Y2
2 ‘I“‘ :’\‘\ 1 ;A ‘\‘ ‘I’ \“ yr\‘ ‘
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- L 0 Az LY \ \/

,3_‘
-4 -3 -2 fll 0 1 2 3 4 o .'; l‘O 1‘5 2‘0 25 36 35 4‘0 45
yi(t) t
(a) Plan de phases de l'oscillateur de Van (b) Les trajectoires associés.
der Pol.

Ficure 1.3.2 — Portrait de Modéle de Van der Pol

Analyse de Stabilité des Systemes Non-linéaires par la Théorie de Lyapunov

Les techniques d’analyse de systémes de controle non-linéaire sont : Analyse de I'espace
de phases; Géométrie différentielle (Linéarisation ); Théorie de Lyapunov; Techniques
intelligentes : Réseaux neronal , logique de Fuzzy, algorithme de la génétique etc. Etant
donné que 'analyse spectrale ( i.e I'étude des valeurs propres ) n’est pas adéquat pour
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les systémes non-linéaires qui peuvent avoir plusieurs point d’équilibre et des cycles
limites; Compte tenu du fait que la stabilité des équilibres n’a pas besoin d’étre toujours
globale. Vu le besoin d’une approche systématique pouvant étre exploitée pour le design
du controle des systémes linéaires; la théorie de Lyapunov vient combler le vide et les

besoin exprimeés ici.

Théoréemes de stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.3.1 (Fonction de Lyapunov). Une fonction f : ID ¢ R” — IR de classe
C! est une fonction de Lyapunov pour y, = 0 si et seulement si :

(i) V(0)=0et V(y)>0dans ID\{0},i.e V est définie positive;

(i) V(0)=0et V() < 0dans D\{0},i.e V est semi définie négative .
En plus de cela, si V est définie négative, i.e V(0) = 0 et V() < 0 dans ID\{0}, alors

on dit que V est une fonction strict de Lyapunov

Note 1.3.2. V désigne la dérivée par rapport au temps et est déterminée grace a la

regle de chaine par :

Vo = v =5 ) Z SiAW=IVAe) 3
Théoreme 1.3.3 (Stabilité de Lyapunov).

Stabilité : S’il existe une fonction de Lyapunov pour y, = 0; alors y, est stable;
Stabilité asymptotique S’il existe une fonction strict de Lyapunov pour y, = 0,

alors cet équilibre est asymptotiquement stable.

Remarque 1.3.1. Le théoreme de Lyapunov donne une condition suffisante de
stabilité. Dans ce cas, la détermination d’une fonction de Lyapunov n’obéit pas a

des méthodes prédéfinis néanmoins, il existe des techniques fréquents comme :
~> Le choix de I’énergie total dans les systemes électro-mécaniques;

~> Le choix de V(y) = %yTPy pour les systemes linéaires, Cela abouti a une

équation dite de Lyapunov;

~> Le choix d’une fonction quadratique comme :

(}’1'“23’2: ":an%%)

NIP—*

V(y)=

Preuve du théoreme de Lyapunov 1.3.3

Soit U un ouvert contenant l'origine, B(0,€) une boule fermée, centrée en 0

contenu dans U.
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On pose 6 = min|x|=c V(¥);
Comme V est définie positive sur ID, alors 0 > 0;
Soit Wy ={y e B(0,e) : V(y)<9d};

Comme V est décroissante sur les trajectoires ( car V(y) < 0) , alors par le
théoreme de la barriere(voir 1.1.2 ) toute solution démarrant dans Wy ne peut
atteindre la frontiere de la boule B(0, €) et par conséquent reste dans cette boule.
Ainsi, y, = 0 est stable .

Maintenant, supposons que V est définie positive i.e V < 0 sur ID\{0};

Soit y(t) une solution du systeme démarrant dans ¢/\{0} et supposons que y(t,,) —
2y € B(0, €) pour une suite ¢, — +oo. Alors z5 = y, = 0 En effet :

On observe que V(y(t)) > V(zg) V t > 0 Car V décroit et V(y(t,)) — V(zq) par
continuité de V.

Si zy # 0, Soit z(t) la solution démarrant en z;; Pour tout 0 >0, on a: V(z(s)) < V(zq).

Alors, pour toute solution Y (s) démarrant suffisamment pres de z;, on a :
V(Y(s)) < V(zo)

En posant Y(0) = y(t,) pour n suffisamment grand , on a V(y(t, +5) < V(z() c’est
une contradiction.
D’ou zj =y, = 0 est 'unique limite de la solution y(¢) quand t — +co m

Autre maniere de prouver la stabilité asymptotique Soit une suite f; — +co
yona (¢ (v)k C B(0,€) et Y, sa valeur d’adhérence. Supposons que y, # Yy; On
aurait alors V(Y;) > 0. Soient s > s’ > 0 fixés, on a :

V(s(Yo)) < V(s (Yy)) < V(Yo)

Par continuité de V, on aura donc pour k =~ +c0

V(4 (¥) < V(dssy (Yo)) < V(g (Yo))

En passant a la limite, on aura
V(Yy) < V(gs(Yg)) < V(Yo)

Ce qui est une contradiction Ainsi, X, = Yy = 0 est I'unique valeur d’adhérence de

toute suite ¢,

Exemple 1.3.1 (Pendule sans frottement). Un pendule simple de masse unité, sans

force de frottement est régi par le systeme :

Y1 =¥2
: . (1.3.5)
{ Yo =—fsin(y;)
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Pendule Simple ¢g=9.8, =8

I’—'
i

T T T
—10 ] —}' 5 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Ficure 1.3.3 — Courbes de niveau de la fonction de Lyapunov, Champs de vecteur
F(y) en noir et V(V(y)) en rouge; On voit que VV.F(y) = 0; Les points d’équilibre
sont en rouge.

V. = (0,0) est un point d'équilibre
On pose V(y)=E.+E, = 23)1 0 t-8 §sin(y)dy = y + %(1 —cos(yy)); Alors V est de
classe C! etona:
(i) V(0,0)=0et V(y) = 0 sur tout 'espace IR? mais si on choisit D = {y € R?
|y1| < 21} alors V() > 0 sur ID\{0} , donc V est définie positive;
(i) V(y)= gro1+ 579, = Fsin(vi)ys — Fsin(v1)ys = 0; alors V(y) = 0¥y € R?
donc Yy € ID ( On dit qu’il s’agit d’un systeme conservatif )
Ainsi, V est une fonction de Lyapunov, donc l'origine est stable . Il faut noter que
cette stabilité est locale ( 1.3.3) .

Exemple 1.3.2 (Pendule avec frottement). Un pendule de masse unité soumis a
une force de frottement (force dissipative) est régi par le systeme :

V1 =W
. . (1.3.6)
{ Y2 = —% sin(y;) — %}’2

V. = (0,0) est un point d’équilibre

On pose V(y) = E.+E, = 2y1 -3 &sin(y)dy = 1X22 + %(1 —cos(yy)); Alors V est

0
de classe C' eton a:
(i) V(0,0)=0et V()= 0 sur tout 'espace IR? mais si on choisit ID = {y € R?

|y1] < 27} alors V(y) > 0 sur ID\{0} , donc V est définie positive;
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(i) V(y)=—ky3;

Il faut noter que V est semi-définie négative mais pas définie négative car :

V(y1,00=0 V y; € D\{0}

Ainsi, l'origine est stable, donc pour conclure la stabilité asymptotique, on
doit chercher une autre fonction de Lyapunov ou utiliser le théoreme de
Lasalle ( 1.3.5)
Les résultats suivant donnent une alternative aux méthode de Lyapunov qui
sont da a J. P. Lasalle. Elles sont connues comme Principes d’invariance de Lasalle
( Ref [Lasalle1960, 27, 9] ) .

Théoréeme 1.3.4. Soit G € D un compact invariant par les solutions du systéme. V :
G «— R une fonction de classe C! telle que V(y) < 0 sur G.
Soit E={X € G, V(y) = 0} et M le plus grand ensemble invariant contenu dans (1.1.4).

Alors M est attractif pour les solutions démarrant dans G.

Théoreme 1.3.5.
Soit
(i) G={yeD : V(y) <)
(ii) G est borné et V(y) <0surG
Alors M ( définit en 1.3.4 ) est est attractif pour les solutions démarrant dans G.

Théoreme 1.3.6.
Soit
(i) V(y)>0Vy=y,
(i) V(y)<0Vy
Alors M ( définit en 1.3.4 ) est est attractif pour les solutions bornées.

Preuve similaire au Theoréme 1.3.4

Stabilité globale

Exemple 1.3.3. Soit le systeme 1D :

y:ax—x3

On montre que si a <0, 'origine est localement exponentiellement stable et instable

sia>0; dans le cas oua=0on a le systéeme :
y=-X

La méthode direct de Lyapunov ne peut nous renseigner sur la stabilité globale, en

effet choisissons la fonction de classe C! V(y) = %xz ,ona:
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(i) V(0)=0et V(y)>0siX=0(V estdéfinie positivesur D=R);
(i) V()= 9%y
sur D = R.

—3x* < 0six=0et V(0)=0alors V(y) est définie négative

Ainsi y, = 0 est localement asymptotiquement stable selon le théoreme direct
de Lyapunov ( 1.3.1 ). On montrera grace au résultat suivant que l'origine est

globalement asymptotiquement stable.

Deéfinition 1.3.2 (radialement non bornée). Une fonction V : R” — IR est radiale-

ment non bornée si et seulement si :

IX[| — 400 = V(y)— 40 (1.3.7)

Théoréeme 1.3.7 (Stabilité asymptotique globale). S’ il existe une fonction strict de
Lyapunov V : R" — R pour y, = 0 telle que V est radialement non bornée ; Alors

V. = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Note 1.3.3. De l'exemple 1.3.3 ,0on a

1 1
V(y) = —x2 = —||x||2 - lim V(y) — +c0
2 2 [|x[|—>+o0

Remarque 1.3.2. Si une fonction de classe C! V est :

Définie positive : Alors les surfaces deniveau({x : V(y)=rc})sontfermées

pour des petites valeurs de c;

Radialement bornée : Alors les surfaces de niveau sont fermées quel que soit

c.

Si les surfaces de niveau ne sont pas fermées, on peut avoir ||x|| — +oco méme si

V < 0; Regardons 'exemple 1.3.4 pour l'illustration.

Exemple 1.3.4. Soit la fonction C!

Vi) = s x3
y_(1+X12) 2

V n’est pas radialement bornée car pour X = (X;,0), on a [|X|| — +oo alors que
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2
Courbes de niveau : V(X) Z%Hr X2

— N ——

T
-10.0 -75 =50 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

V(y) — 1. ( Voir Fig X1

Théoréme 1.3.8 (Stabilité exponentielle). S’il existe une fonction de classe C' V :
ID ¢ R" — R et des constantes a, ki, ky, ks > 0 telles que pour tout yeDona :
(i)
klyll* < V(y) < kaliyll
(ii)
V(y) < —ksllyll*
Alors y, = 0 est exponentiellement stable .

En plus de cela, si ces conditions sont satisfaites sur R", alors I'origine est globalement

exponentiellement stable .

Remarque 1.3.3. (a) D’apres (i) ona: V(y) > kq||y||%, ce qui implique que V(p)
est définie positive;
(b) D’apreés (ii), on a V(y) < —ks|[y||?, ce qui stipule que V est définie négative.
Ainsi, la stabilité exponentielle implique la stabilité simple.
D’autres part, d’apres (i), V est radialement non bornée i.e si |[y|| — +o0, on a

nécessairement V(y) — +oo

Proposition 1.3.1 (Taux de convergence). Si le systéme satisfait les conditions de

stabilité exponentielle (1.3.8 ) , alors on a :

e (%) (Ol " (1.3.8)

Exemple 1.3.5. Soit y = —x — x>

L’'unique équilibre y, = 0 est globalement exponentiellement stable, en effet en
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choisissant V() = %xz = %llxllz, on montre les conditions de stabilité exponentielle

avec:a =2,k :kzz%,k;;:let

Il < lly(0)lle™".

1.3.2 Théorie de bifurcation sur les systemes dynamiques

Définition 1.3.3 (Bifurcation). Soit le systeme différentiel y = f(x, 1) , A parametre
. On dit qu’il y a bifurcation en A si en une valeur de A arbitrairement proche de

Ao , il existe une dynamique topologiquement non-équivalente a celle de A .

1.3.3 Orbites périodiques et Cycles Limites

Définition 1.3.4 (Orbite périodique). Une orbite y(y,) est dite périodique si elle
est fermée c’est a dire dire que le flot commengant sur cette orbite retourne sur

celle-ci apres une période T';i.e ¢4(vg) = Ps7(V0)-

Définition 1.3.5 ( Cycle limite). Un cycle limite est une orbite périodique isolée.
Isolée signifie que les trajectoires voisines ne sont pas périodiques; Elles spiralent
en s’en éloignant ou en s’en approchant. Dans le cas ou elles sapprochent de
I'intérieur comme de 'extérieur, on dit que le cycle est stable. Sinon, le cycle est dit
instable . Dans les rares cas ou les trajectoires voisines s’approchent de l’extérieur

mais s’éloignent de I'intérieur ou vice versa, on parle de cycle semi-stable.

Note 1.3.4. Les cycles limitent émergent des systémes a oscillations auto-entretenues,
c’est a dire qu’il n’y a pas des forces extérieures périodiques stimulant ces oscil-
lations. On peut citer comme exemple, les battement du coeur , les réactions chi-
miques qui oscillent spontanément , les vibrations d’un pont ou des ailes d’un
avion. Dans tous les cas, il y a une oscillation standard a une fréquence et une
amplitude donnée et si le systeme est perturbé , il revient au cycle limite. Les cycles

limites sont des phénomenes non linéaires.

Remarque 1.3.4. La définition d’un cycle limite ne retient pas les solutions constantes
asymptotiquement stable qui correspondent a une trajectoire réduite a un point
vers lequel convergent les orbites adjacentes. Le point n’est pas un cycle fermé. Ces
situations sont présentes dans les systemes linéaires. Dans un tel systeme, 'ampli-
tude d’une oscillation est entierement déterminée par les conditions initiales et s’il

une légere perturbation, la nouvelle amplitude persistera indéfiniment.
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Ficure 1.3.4 — En haut, quelques trajectoires dans le plan de phases convergents
vers le cercle unité. En bas, le signal d’une solution avec r(0) = 1.7 et 0y = 5

Exemple 1.3.6. Soit le systeme 2D

X =x-y-—x(x
v o=x+y-y(x*+y?) 0 =1

Les variations de r et 6 ne sont pas liées ( pour I’équation 7, ’équilibre 0 est
instable et ’équilibre 1 est stable) . On a méme une solution analytique :

1 1
— . 0t =t+0), a=1-——
1+ae?t (®) o 4 r2(0)

r2(t) =
On voit dans l'espace des phases (y(t) = r(t)cosO(t),y(t) = r(t)sinO(t)) que les
trajectoires excepté de I’équilibre r = 0 tendent vers le cercle de rayon r = 1. Sachant
que la vitesse en 6 est constante , on en déduit que les trajectoires spiralent pour

s’en rouler autour du cercle (Voir 1.3.4 ). [37]

Conclusion

Bien que définie comme une fonctionnelle y = f(y), ’étude des EDO non li-
néaires a générés des théories riches (bifurcation, cahos , controle --- ) On a survolé
quelques aspects intéressant dans ce chapitre comme les résultats d’existence et
d’unicité, I’étude de la stabilité par les techniques de linéarisation ou celle de

Lyapunov-Lasalle.
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CHAPITRE 2

ETUDE QUALITATIVE D’UN MODELE NPZ
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Résumeé 2.0.1. L’étude qualitative des systemes dynamiques fortement non-linéaires
est un défi de taille et une expérience enrichissante. Ce chapitre a pour ambition
d’appréhender les interactions entre nutriments, phytoplanctons et zooplanctons
en construisant un modele du type NPZ. Nous avons utilisé des méthodes clas-
siques (Lyapunov, Hopf, etc.) pour examiner l’existence, la positivité, la bornitude
et la stabilité des solutions.

Notre contribution majeur est la construction d’un espace des parametres ad-
missibles garantissant simultanément l’instabilité des équilibres aux bords et la
stabilité de I’équilibre intérieur. Dans le cas d’instabilité de 1’équilibre intérieur,
nous avons observeé I’émergence d’un cycle limite qui signifie ’existence des solu-
tions périodiques.

Mots-Clés : Planctons; Upwelling; Systemes Dynamiques; Cycle-Limite; Stabilité.
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Introduction

Les expériences et les observations effectuées dans les zones d'upwelling montrent
une importante production primaires (i.e phytoplanctons et zooplanctons) dans
lesdits zones. Cette surproduction due a ’afflux des nutriments du fond de l'océan
vers la couche d’Ekman (couche surfacique) favorise la croissance de populations

animales vivant dans cette couche, les sardines par exemple.

L’étude de la dynamique des especes vivantes dans les milieux aquatiques fait
intervenir des phénomenes biologiques comme la prédation ou la compétition
inter-especes; il y a aussi des phénomenes physico-chimiques comme 1’écoule-
ment, la température ou la salinité des eaux. Ces phénomenes sont étroitement
liés et font l'objet d’importantes investigations scientifiques pluridisciplinaires :
Océanographie, écologie, biomathématiques et physiques.

Treés récemment, plusieurs modeles déterministes régissant la dynamiques des
especes de la chaine trophique ont émergé. Notamment l'interaction entre les
nutriments, phytoplanctons et zooplanctons ([66, 21, 40, 45, 3, 58]) .

On peut regrouper de maniere non exhaustive, ces études en deux catégories. La
premiere est celle des systémes dynamiques ou les observables sont les densités (ou
nombre) des especes vivantes. Dans le cas continu, I’évolution temporelle est décrite
par une EDO !. La seconde catégorie est celle des systémes de réaction-diffusion ou
I’évolution des observables est spatio-temporelle; on utilise les EDP 2. On ajoute
parfois l'effet du transport pour tenir compte du champ de vitesse de 1’eau. Notons
que des systemes algébriques sont maniés dans les cas discret.

Parmi ces systéemes,il y a un modele pertinent régissant la dynamique des trois
especes de la chaine trophique mentionnées ci-haut. Il est initié en 1981 par Steele
et Henderson ([54], [55]) puis étudié par Baretta et Ebenho en 1997 [8]). Bien
qu’ils aient donné une description parfaite de la modélisation et les simulations
numériques; leurs études ne nous renseigne pas assez sur la description de l'espace
des parametres et les propriétés des solutions. Nous estimons que cela est di1 au
pléthore des parameétres et a la forte non-linéarité des équations. C’est pourquoi,
nous dérivons un modele qu'on appellera Modele-NPZ, c’est un systeme dynamique
3-D. Notre étude s’articule d’abord sur l’espace des parametres admissibles, c’est-a-
dire I'ensemble des conditions garantissant l’existence, la positivité et la bornitude
des solutions. Ensuite, nous appréhendons rigoureusement la stabilité des points
d’équilibres en utilisant la méthode de Lyapunov et le principe d’invariance de
Lasalle. Dans le cas d’instabilité, nous examinons la bifurcation dans laquelle on

a découvert une bifurcation de Hopf supercritique; c’est I'’émergence d’un cycle

1. Systéeme d’Equations Différentielles Ordinaires
2. Systéme d’Equations aux Dérivées Partielles
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limite stable.

2.1 Modele-NPZ & Notations

Pour décrire la dynamique de phytoplanctons 3, nutriments 4 et zooplanctons >,
nous allons ajusté un modele développé en 1992 par Steele et Henderson (cf. [55])
et modifié par Edwards et Brindley en 1996 (cf. [19]) puis Oschlies et Gargon en
1999 (cf. [42]).

Le modele décrit l'interaction de trois especes de la chaine trophique : Les
nutriments n(t), les phytoplanctons p(t) et les zooplanctons z(¢). On considere ici
les concentrations qui évoluent en fonction du temps dans un milieu aquatique

(océan, lac, etc.). On a le systéeme d’équations suivantes :

c;fz L n(a(l—y)npz

dar k,+n a +np? Z+”pp+ﬂzzz)'

dp _ Bnp  anp’
Yt Shyen aegpr P S
dz anp? 5
E_Va+17p22 p=2

La premiere équation du systeme (2.1.1) exprime I’évolution des nutriments.
Celle ci est déterminée par un apport des nutriments due au mixage vertical,
recyclés par les bactéries et consommeés par les phytoplanctons.

Le mixage vertical transporte les nutriments de la couche profonde de 'eau a la

couche de mélange (couche d’Ekman), ce transport est exprimé par le flux &,, .
&n = S(x,9,).(ng —n); (2.1.2)

ou la fonction S désigne l'intensité d’'upwelling. Elle dépend essentiellement de la
position horizontale (x,y) et de la vitesse de I’eau 7' issue du phénomeéne d’upwel-
ling.

Avant de coupler le systeme (2.1.1) a une équation de convection-diffusion, nous
considérons que l'intensité S(x,y,7) est constante. Cette simplification élimine

I’'aspect spatial et néglige la vitesse de l’eau.

3. Ensemble des organismes aquatiques chlorophylliens du plancton, les uns microscopiques,
les autres de grande taille

4. comme nitrate, phosphate ou silicate

5. Ensemble des espéces animales faisant partie du plancton
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Les nutriments sont consommés par les phytoplancton avec une saturation
_Bnp )

k,+n
Leur recyclage par les bactéries est modélisé par les trois derniers termes entre

caractéristique décrite par une fonction de réponse du type Holling I1° (

parentheses de la premiere équation du systeme (2.1.1). Notons qu’'une partie
seulement est recyclée en tenant compte de l'efficacité de régéneration des nutri-
ments u,.

Une partie de tous les déchets organiques ainsi que ’exsudation de zooplanctons
sont recyclés par les bactéries, cependant la dynamique des bactéries n’est pas

incluse dans le modéle.

La dynamique de phytoplanctons est considérée dans la deuxiéme équation du

systeme (2.1.1) . Leur concentration dépend de la consommation des nutriments
prp

qui constituent une source d’alimentation ( P
n
n

). Elle est aussi réduite par la
anp?

talité naturelle (- t 1 ¢dation d lancton |- i est
mortalité naturelle (—p,p) et par la prédation des zooplanc on( a+11p22) qui es

une réponse fonctionnelle du type Holling III.

Le paturage est considéré aussi comme terme de croissance des zooplanctons
moyennant le facteur y%z — u,z% (3°™€ équation de (2.1.1). Ce facteur est la
pour tenir compte du fait que seulement une partie des nutriments est convertie
en biomasse des zooplanctons. L'autre part (1 —y) est recyclé. La mortalité des
zooplanctons est supposée quadratique. Cette hypothése sous entend l'existence
d’un prédateur agissant sur les zooplanctons dont la dynamique n’est pas considé-
rée explicitement [18]; ou bien il peut s’agir d’'une compétition inter-espece. Les
parametres (Voir Tab 4.1.2a) sont décrites comme dans le travail de Pasquero et al.
[43]. Leurs valeurs numériques seront discutée le long du papier a travers l’espace

des parametres admissibles (2.2.1).

Comme la réponse fonctionnelle de type Holling-II est I'une des formes les plus
réalistes de représentation du taux d’attaque des prédateurs sur leurs proies [24],

nous changeons le type Holling-III par une fonctionnelle du type Holling II de la

ap
forme Tralp"

Nous supposons ensuite qu’il n’y a ni prédation implicite ” sur le zooplanctons
ni compétition inter-espéce; on fait aussi I’hypothése que la constante de mi-
saturation pour recrutement des nutriments k,, est supérieure a concentration des

nutriments sous la couche de mixage n (i.e k, > ng). Alors le systeme devient ce

6. Qui prend en compte le temps de consommation des nutriments. Le taux de capture décroit
donc avec 'augmentation de la densité de nutriments.
7. On tient compte de I'effet du prédateur sans considérer explicitement son équation d’évolution.
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Parameétre Description

S Intensité d’Upwelling

B Taux de conversion de paturage (préda-
tion)

)4 Coefficient de paturage

a Taux d’attaque des zooplanctons

h= g Temps moyen de manipulation

k, Constante de mi-saturation pour recrute-
ment des nutriments

Ha Efficacité de régénération des nutriments

Hp Taux de mortalité naturelle de phytoplanc-
tons

U Taux de mortalité naturelle de zooplanc-
tons

ng Concentration constante des nutriments
sous la couche de mixage

TABLEAU 2.1 — Description des paramétres du Modéle-NPZ

(*\\ Diagramme du Modéle NPZ
g

S Efficacité de régénération

s M N 1-p
o n : P Hn
A ONve,g
age

Coefficient de P
paturage “Uos

Figure 2.1.1 — Diagramme du Modele NPZ

qu’on nommera Modéle-NPZ :

dn  _ ﬁ”P
En +l’ln 1+ahp +l’lpp+l’lz ’
dp _ pnp _ _ap
{ dt — k,+n 1+ahpz ,Mpp,
dz _ aypz
dt — l+ahp ~H2Z-

(2.1.3)

Pour réduire le nombre d’occurrences de a dans le Modéle-NPZ, on pose 1 = a.h.
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On pose ensuite €, =y, —1, ¥ =1 -, alors le Modéle-NPZ (2.1.3) devient :

d
= Stng =)~ £

dp _ Bnp ap
it~ ko 1igp? ~ HpPs

dz _ aypz
dt — 1+np ]42

On pose
_ _ . Bnp aypz
Fimp,2) = S(ng—n) =l 710
pnp __ap
F = — — ,
_aypz
F3(1’l,p,2) - 1+17p Hz-
Alors le Modéle-NPZ (2.1.4) s’écrit :
dn - —F (n,p,2)
7 =Fi(np.2),
dd
8 —Fy(np2), o (= F(@(1)

% =F3(n,p,z).

Oulona:
D(t) = (n(t), p(t), z(t)",
et
Fi(R) — (Ry)’
D +—  (F (D), F5(D),F3(P))"

(1+17p+'upp+”2 )

+ Upp + U2 )

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

(2.1.7)
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En notant F; , la dérivée partielle de F; par rapporta x,on a:

k
Py, =-§- PSP
(k, +n)
pn ap,yz
F = - ,
Lp kn-tn+(1+17p)2+ﬂ”ﬂp
apu,yp
F = — ,
1,z 1+1/]p +,un,uz
F _ ﬁkﬂp
2n 27
(k,, +n) ( )
az pn 2.1.8
Fpp =- 2T % ~ Hp
(1+np)” Kuth
ap
FZz - ’
’ 1+np
F3,n :0,
ayz
_ayp?
3,z 1+17p ze

Ainsi, la matrice jacobienne du champ F s’écrit :
]F(n,p,z) = Fz’n Pz’p PZ,Z . (219)

Nous avons ainsi les principales notations qu’on utilisera pour l’étude qualitative
du Modéle-NPZ. Notez que des notations intermédiaires seront définies en fonction

du besoin.

2.2 Etude qualitative du Modéle-NPZ

2.2.1 Propriétés des solutions

Proposition 2.2.1. (Existence, unicité, positivité & bornitude.)
Le Systéme (2.1.4) associé avec une condition initiale a une unique solution positive et

bornée.

Démonstration. (Proposition 2.2.1)
Les éléments de la matrice jacobienne du champ F (2.1.9) sont toutes continues;
alors la fonction F est de classe C!, donc localement lipschitzienne. Ainsi, d’apres

le théoréme de Cauchy-Lipschitz [23], le systéme admet une unique solution.
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Pour montre I'invariance positive de IR?, considérons ces éléments de bord :
I ={0} xR, xR,, [, =R, x {0} xR, et [3 =R, xR, x {0}. Note that R? = {(n,p,z) €

R3: -n<0;—p <0et—z<0}.On a aussi

a
Fyr, = Sng+ (e, + 1)((1 - V)ﬁz+ pop + ,uzz) >0,

Fz/rz =0,
F3/I~3 = O,

Ainsi, en choisissant la fonction L(n, p,z) = —n, on voit que (F,VL) < 0. Par consé-
quent, on peut déduire par le théoreme de la barriére (theoréeme 16.9 dans [6]) que
le champ de vecteur pointe a I'intérieur du domaine le long de I et par analogie le
long de T}, et T5. Alors, R? est un domaine positivement invariant, i.e., pour toute

condition initiale positive, les solutions demeurent positives.

Pour prouver la bornitude, définissons
O(t) =an(t)+ap(t)+2z(t) ,

avec

1
14 -<a<—,

a> Otel que
L= pny Hn

O(t) =an(t)+ap(t)+2(t)
prp . Bnyapz pnp apz

:aSno—aSn—akn+n T+ +a;4nypp+aynyzz+akn+n—al+17p
aypz
_ pz
=aSny—aSn+ (aap,y —aa+ay) —ap,(1—pu,)p—u,(1—au,)z.
0 HnY )4 1+1p Hp Hun)P — M K
Ona
_ )4
ny = <0 -
aap,y —aa+ay car 1—l/ln7/<a

ce qui implique

O(t) < —aSn- a:up(l - Vn)p - I’lz(l - aﬂn)z"' aSn.

Posons

T = min{S; Vp(l = Ha); pz(1 —apy)}.
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Alors

O(t) < —1O(t) +aSny.
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient :
O(t) < e el @(ty) +aSnge .

Ainsi, pour t assez grand, ©(t) < e"0@(t;) + aSnge™'0, et les solutions sont majorées.

Comme on établit la positivité, alors elles sont bornées. ]

2.2.2 Points d’équilibres et stabilité.

Proposition 2.2.2 (Existence et positivité des équilibres). Le systéme (2.1.4) admet
quatre points d’équilibres qu’on appellera ey, e, e3,e4 (équations (2.2.3) & (2.2.4)). e

est inconditionnellement positif. Si on note

k, +
Rl _ I/lp( nO)}
Bng
R2 — ]/’”Z’
ay
R. = /36,1]/!2 _ ﬁen/”lz <2'2'1)
T S(k, —ngy)A - aVS(kn—no)(l—Rz),

_ Saykup, + Saypyng+ SPrpLno + Py + Huip
SaByng+ Snkuppp, + Sppptg + PHnkphz + HpHs

4

et en faisant I'hypothése que
(Ry,Rp, R3, Ry) €] =00, 1[%,

Alorson a:
e, e3 € IRi eteg & IRi.

C’est-a-dire que le deuxiéme et troisiéme points d’équilibres sont dans l'orthant positif

(i.e., IRi) et le quatrieme ne lest pas.

Démonstration. (Proposition 2.2.2)

Pour faire le calcul des points d’équilibre, on remplace la premiéere équation par la
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somme de trois autres et on obtient le systéme suivant :

apz(-y +1)
5("0—")+€n(17pT+#pP+ﬂzz =0,
az pn
- —u,|=0, 2.2.2
p( 17p+1+kn+n Ho| =0 ( )
ayp |\ _
Z(WPH e) =0
De la troisieme équation du systeme (2.2.2),onaz=0oup = ay’izwz.
En traitant le cas ou z = 0, On a deux points d’équilibres :
€1 :(nlypllz) Z(HO,O,O),
e e | Ry S(knﬂp—no(ﬁ—ﬂp)) 0 (2.2.3)
€ —(”2;172:22) = ,01.

Bty py(B—pyp)en

Mz

&y On détermine deux autres points d’équilibres
4

En traitant le cas ou p =
e3 = (n3,p3,23) et
ey = (134,;*)4, 24) (apres substitution de p dans les deux premiéres équations du

systeme (2.2.2)), ou :

. -B+VA . ~B, -VA

ny = ’ ng = ’
’ 25(ay ~ ) * 25(ay ~ )
p = —Z) p = —Z,
P ay-np t o ay-np (2.2.4)
. =By+VA . -B,-VA
% = 2eppy _ ¢ Z4 = 2enp, _ '
——(ay —1p) = (ay —np)

Avec les relations :

A = S(OC)/—H,MZ),
By =Sayk,—Sayng—Snkyp, +Snpng—pe,p,
By =Sayk,+Sayng—Snkyp,—Snpzng—penpz+ 2€npppz
= S(ky —19)A - Benpiz, (2.2.5)
C =-Sayk,nyg+Snk,p,ng=—-k,ngA
= 2(Ang + €, pppz) + By,
A =B?-4AC = B? + 4k,nyA? > 0.
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Notons que 0 < p,, <1, alors €,, = p,, —1 < 0. D’apres I'hypothése R; <1,on a:

B>y, quiimplique que

* knl’tp
Ny =
? B- Hp

’ . . * * * A
Par conséquent, R; <1 implique e, =(n,,p,,23) € R3. De méme

>0etk,p, <ng(p—p,) alors p, > 0.

THz <1, on déduit ;)3 = A

R, = =
ay ay—np;

>0

En considérant I’hypothese

Benp,
Ry= —012 o
3 Sk, —ng)A

et le faitque A>0carR,<1,ona:

By =S(k,—ng)A—pPe,p, >0 et C=-k,nyA<O.

Alors
B><A=B?-4AC donc -B;+VA>0.
D’ou
_Bl + \/Z
——>0.
25(ay —npz)
Ainsi
R; <1 implique que 1% > 0.
On a aussi
R4 <1,
i.e.,
Sayhﬂp+&mwwm+Sﬁma%+ﬁﬂﬂa+mmﬁu<1
Sapyng+ Snkupppz + Snpppzng + Buupiphts + pppz
d’ou
de, p,(SaBfyny— Saykn,up - Sayypno - SBnung+ qunypyz .
+Snpp o + PEnpippz — enl"gﬂz) <0
alors
— Bz + \/K > 0;
ainsi

R4<1 = §3>0.
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Par ailleurs

*
e4€1RJ3r car ny <0

du fait que
. ~B; - VA
Ny=———— et 25(a ,)>0-B; - VA <O,
25(ay —1ipiz) ay =K b
car
Bl > 0.
|
Définition 2.2.1 (Espace des parametres admissibles).
On définit I’'espace des parametres admissibles P,; par :
Pat = { (@0t p i 110, ) € (RS)PX10, 12
(2.2.6)

Ny <kn; Rl,Rz,R3,R4 < 1}

Remarque 2.2.1. Alors P,; est non vide et le tableau 2.2 donne des exemples de
parametres admissibles. On a en plus vérifier la positivité des points d’équilibre

avec les parameétres admissibles standard ( 1a premiere ligne du tableau), on a :

e = (ﬁz,pz,iz) = (051,0078, 0)
ey = (7’_[3,}33,23) = (069,158, 032) (227)
ey = (1’_14,[54,24) = (—087, 158,1333)

Ces calculs sont effectués dans le programme NPZ_ Prog.py Ou l'on teste les
conditions (2.2.6) sur les parametres possibles et 1'on retient les parametres

admissibles .
Proposition 2.2.3 (Stabilité de e; et e,). Le point d’équilibre e, (2.2.3) est toujours
instable, et si \JAg > by , e, est instable aussi.

Démonstration. (Proposition 2.2.3)

En substituant e; sur la matrice jacobienne (2.1.9),on a:

=S~y i
JE(np,0,00=| 0 kﬁfﬁo — tp 0o | (2.2.8)
0 0 —H,
Les valeurs propres sont
Bno
_SJ - ’ t - .
Ha ¢ kn + Ny Pp
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a [0.33[094] 0.52
B 1084]0.89] 047
y 10.85]0.88| 0.30
n [ 0.15]0.24] 0.13
iy | 0.66 [ 0.88 ] 0.71
pp | 0197038 0.07
W, | 0.820.41 | 0.43
k, | 0.55]0.23] 0.95
no | 0.8210.69 | 0.98
S 1092078 0.40
R, | 038057 | 0.34
R, | 0.46 | 0.11 | 0.35
R; [ 0.01 | 0.01 | —-6.8¢7%
Ry | 092077 0.82

TABLEAU 2.2 — Quelques parametres admissibles avec les conditions Ry, R;, R3, Ry.

L'une des valeurs propres est strictement positive, c’est kffzo —Hp = Hp (%) > 0.

Alors, d’apres le théoreme indirect de Lyapunov, le point d’équilibre e; est instable.

D’autre part, le polyndome caractéristique du systeme linéarisé autour de e,
s’écrit :
Fe,(A) = (A= 10)Qe, (1), (2.2.9)

Ou Q,,(A) est la forme quadratique donnée par (2.2.10).
agA? + by A + co, (2.2.10)

Avec

ag = kupp,

by =R,Sp3e,ny— 3R15ﬁ2enypn0 + 3R15[3’€Hy5n0 — Rlsenygnon ~SB3e,ng+ 3Sﬁzen//tpn0
—3SBenppto + Seuppng + Skypy,

co = —R15ﬁ3e,%]/tpn0 + 3R15[j’26,%;4§n0 - 3R15ﬁe%ygn0 + RlSe%ygno + 5/536,%;4,]110 - 35/526,21;4’2,710-
+3S Beqpang — Sep .

Apres simplification

ao = knl’lp’ X
by =Seung(Ry—1)(B=pp) + Skupty,
Co = €nﬂp(sao —bo).

On observe que ag > 0, c¢g < 0 car Ry <1 . Donc le discriminant de la forme
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quadratique Q,,(A) is
AO = b(z) - 4a0c0 > 0.

Les deux racines réelles de Q,, (A1) sont

—by— VA,

-b A

t A, =
2 A

(2.2.11)

Comme A est inconditionnellement positive car YAj > by, on conclut d’apres le

théoréme indirect de Lyapunov [23] que le point d’équilibre e, est instable O

Théoréme 2.2.1. (Stabilité de e3) Posons

S kn* aw
Hllzz+ Prup — Hj = LI
n(k, +n)(k, +n) (L+#np)(1+1p)
= Mt pr _ + fuyaz —
=21 _3(k, +n)(k,+n)  —2n(1+np)(1+np)

_ # oy —«
T=%(ﬂz+7a(1+np)p), W= Y ~
(L+np)(1+np)

f(n,p,z) = H1Hyy -1, g(n,p,z) = -W2H;, —T*H,, + 2ITVT,

(wo +112)p — 1Pz — wop
(1+7p)(1+1p)
G={(np,z) e IRi / f(n,pz)>0,g(npz)>0C(np,z) <0}

C(npz)=a

Ot wg>0et 6 € R*, A, B, C sont des constantes auxiliaires définies précisément dans la
preuve (Voir équations (2.2.14) & (2.2.15)).
SiA=B?>-AC>0,alorsona:

(i) G est un ensemble borné contenant I’équilibre intérieur es,

(i) I'équilibre e3 est asymptotiquement stable sur G.

Démonstration. (Theoréme 2.2.1)

Nous allons directement montrer la stabilité globale avant de vérifier la condition
(i) ' * * * * kX

Soit e3 = (13, p3,23) = (n,p, z) le point d’équilibre intérieur,

On note XT = (n—i*q,p—i;,z—z) et V : G — R définie par :

%
‘o-z
do,

n _3(- p _*
V(n,p,z):f g ndG-I—J g pd0+6f
vo0 ;oo 0
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ou 0 > 0 Alors V est une fonction positive ou nulle, de classe C I et radialement non
bornée. En plus V(1,p,z) = 0; c’est une fonction candidate de Lyapunov. Etudions a

présent le signe de V. On a

_dv_n—fld_n+p—;§d_p+5z—§@

yodv _ .
dt — n dt p dt P TR

, _n=mn Bnp  ap.ypz

V) = —Sn-

1 n Snyg—Sn kn+n+ 1+1p T WnlpP + Hukp2

Comme (1*1,;7, z) est un équilibre, alors de la premiére équation du systéme (2.1.4)

ona: - .
Sg=Sh PP CHVPE L st
kp+n 1+np

En injectant cette égalité dans V;, on obtient :

o = iy 22 )

n kn+n ko4

Z *; * *
P P *]"'/"n/"p(p_p)"'/’ln/’lz(z_z)]

+tu,ya -
¥ (1""717 1+np

Posons : V; = My + M, + M3 + My + M5 avec

M3:al'lﬂ77( _*)[ pZ _ ;7; )
n 1+np 1+’7;7 ’
My =220 iy p),
Ms = ”"T”Z(n- 1) (z-2).
Alors,
. |ku(np —np) - nn(p - p)
My = B ltp D)= mitp—p)
n (k, + n)(k, + n) _
_ g (n=n)(p—p) _ pky(n—n)(np—np)
(k,+n)(k,+n) ™ (k,+n)k,+n)
On a

np—np = np—np+np—np = n(p—p)+p(n—n)
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s (n=i)p=p) _pkp__(n-#> . (n=n)(p-p)

(ky+n)(ky+1) 1 (ky+n)(ky 1) (ky+ 1) (ky+ 1)

(n=mp-p) _pkp__(n-n
(ky+m)(ky+m) ™ (ky+n)(k, + 1)

_mre, |pz+nppz—pz-npp7|
L (1+yp)(1+np)

On a aussi

.;,)+pz pz
= npp(z—2)+pz—pz+pz—pz
—ﬂpp(z §)+P(z 2)+2(p—p)
= (L +np)p(z—2)+2(p - p).

PZ+’7PPZ PZ WPPZ _UPP(Z

)2 (n-iz=2) 2 (1=i)p-p)
(1 +np)(1+1np) (1 +np)(1 +np)

M3z =p,ya(l+np

Ainsi, on peut réécrire V| comme :

. knp . n—k jaz
Vi :—1(8+ Phup . ](n—n)2+[ypﬂn+ pln ”)* + PV @2
n (k, +n)(k, +n) o (k,+n)k,+n) n(l+np)(l+np)
a1 +np) e
2P (P‘n/”z 0% npp)(n_n)(z_z)
n n
On a aussi
. * n o
Vz—(p—p)(/ian—1+”pz—ﬂp)-
De la deuxiéme équation du systeme (2.1.4) on a :
n az
_:up:_ ﬂ * + % °
ky+n 1+np
En injectant y, dans V, on aura :
: « [ Bn /31*1 az az
nt o ko+n LTIUP 144p

(o[ BRalr=) _a2(1+n5)—§(1+:7p)]'
(ky +n)(k, +n) (1+np)(1+1p)
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Posons V, = N; + N, avec :

k, —p)n-n . Z+Npz—Z—1pz
_ Pkalp—p)(n—n) N, = —a(p - p) 1P np

N, . :
(ky, +n)(ky, +n) (1+np)(L+7p)

Alors, N, peut étre exprimé comme

. |(z=2)+ wolp - p)— wop - p) + npz - npz]

N, =-a(p-p) .
(1+np)(1+np)
_ _>(- _>(- _>(-2 * . * . *
_—alp-p)z=2) _awopop)l | (@otnDpoupzm@p oo
(1+np)1+np) (1+np)(1+np) (1+np)(1+1np)

Parallélement a V; et V,, V3 peut étre exprimé comme

V3:5(z—2)( P —yz).

1+np
de la troisieme équation du systeme (2.1.4)on a: y, = 11’55, d’ou :
v, = rE=2p-p)
(1+np)(1+1p)
Ainsi
. . aw * kn * *
Vot Vs =- ———(p-p)+ P —(n—n)(p-p)
(1+7p)(1+17p) (k,+m)k,+7)
oy — . . — _ :
+ Yy —a * (p—p)(Z—Z)+a(w0+172)p sz*wop
(1+np)(1+1p) (1+#up)(1+np)

Alors V s’écrit comme V = -XTHX + ¢ (n,p,z) ou :

Hy, II T
H=|T1 H, ¥| (2.2.12)
I ¥ o0

Comme (1,p,z) € G, le critére de Sylvester [12] est satisfait et 'on a H définie

positive. Alors
V=-XTHX+C(np,z)<0 VY(np,z)eG\fes).

Ainsi, V satisfait les conditions de stabilité du théoréeme de Lyapunov (Voir Page 194
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[23]), alors e; asymptotiquement stable dans G. Montrons maintenant la condition
(7)
Posons .

po =1l+np

ko =k,+n

Alors les éléments de H s’écrivent au point e3 comme :

H, - Skg—tﬁknpnl
nk?
aw
Hy; :—20;
° . . 2
oo i-Th @y iz — (uakoppps + pukoaz + p pg)
2np2k2 2np2k?
r L0 _ aypupop — pa(pz + @pop)
21 21
W \yl —\I]z a — 67/
2p3 2p3
(2.2.13)
On obtient ainsi
o« o dawogank?p?(SkZ+ Bk,pn) — (I1; —T1,)?
f(n;p,z): Woamn opo( o‘l‘f;i”) ( 1 2) '
4n kyp,
Si on choisit w, de sorte que :
I, —I1,)?
wy > L ~11) (2.2.14)

dank2p2(Sk2 + pk,pn)

Alors

* 0 * F

f(n,p,z)>0.

On a aussi

* k%

g(n,p,z)= ~W2H,, -T?H,, + 2TTWT  avec
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. 2*2 2 2 * % *2 2 * 3% . 2*2 2 * %
o°n y*(Ski+ pk,pn)+02ayn (Sk + Bk,pn)—a°n (Ski+ pk,pn)

~W2H,, = |
4n Pok2
—T?H,, = —2w0(1“1 L) poks
i pik3
ormpr = AU ZTh)([ - )—57(H1—Hz)(ﬂ -b)
4n Pok2
Ainsi
« «x  AS*+Bo+C
§(n,p,z)=———— avec:

%2
4n p0k2

A =-ny*(Skj + Bkypn),
B :2“E7(5k8+ﬁkn5’*1)—7/(1_[1—Hz)(rl I3),

. P ; (2.2.15)
C =-a"n(Skj+ Bk,pn)—2wy(I7 - L,)2p2k2
+a(Il; —T)(I} - Iy).
Fixons la condition
A=B?>-4AC>0 (2.2.16)

et soit 9, et 9, les deux racines réelles du polynome Ad? + Bd + C telles que 9, < 95 .
Alors, il existe des parametres admissibles (wy = 1.79 et A = 0.0077 Voir Fig 2.2.1
pour le reste des parametres) vérifiant la condition (2.2.16), il suffit donc de choisir
5 < &1 0ud>0d,etonaura AS? +Bd+ C >0; ce qui implique que :

* *  F

g(n,p,z)>0

Comme on a évidemment (:(;l, ;7, 2) =0<0, on conclut que e3 € G.

2.2.3 Bifurcation autour de I’équilibre e;

On s’intéresse au comportement du systéeme suivant l’intensité d’upwelling,
le parametre S. On fixe une plage de parametres admissibles ou 1’équilibre e3 est
stable. On dénote S, le parameétre issu de ce choix et on 'appellera parametre de
bifurcation. En faisant varier S dans [S,,;;, Siax] = [0.1,5.85], on cherche la valeur de
bifurcation noté Sy ; ce sera le point ou 1’équilibre e; perd sa stabilité . Soit P(X) le

polynome caractéristique du systeme linéarisé autour de es; il s’écrit :

P(X) =ho(S)X> +hy(S)X? + hy(S)X + h5(S),
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(ii)-Params
a= 0.993
B= 0.317
y= 0.759
n= 0.694
U, = 0.486
- = 0.015
-4= U, = 0.455
| kn,= 0.135
0.00
14.16 no= 0.77

(i)- Trajectories of NPZ-System

F 7.19

[ 3.60

x
°
|

~
~
-~

~-_——

0.00 708, S=0.411

(iii)-Densities Vs Time (Transient) (iv)- (Permanent) As = 0.45

4 1 n(t) p3=1.04
— p® 23=0.4
24 z(t) )
Vp1=-0.4940.0 i
Vp2 =0.02+0.24 i

Vps =0.02+-0.24

0 .
0.0 0.5 1.0 270 280 290 300
t/Te t/Te

F1GURrE 2.2.1 — (i)- Quelques orbites dans ’espace des phases. Le point en noir est I’équilibre e; et
en rouges les deux autres. (ii)- Parametres du systéme (bleue), coordonnées de e3 (noir) et les valeurs
propres associées (rouge). (iii)- Evolutions des densités vs temps phase transitoire et(iv)-phase
permanent. wg =1.79 et A = 0.0037

ou hy(S) =1, hy, hy, h; sont des fonctions de S données par :

hl(S) = _(Fl,ltl +P2]£ + FS,;)’

hZ(S) = PI,Q(FZ,;J + P3,2) + P2’5P3’2 - P3,;F2,2 - P2,1§P1,;;’

I’l3(S) = _FI,IZFZ,;;F?),; + Fl,;lF?),;JFZ,;, + PQ,;IFI,;;F?},; - P1,2F3,5F2;;1’

ou les F; , sont les éléments de la jacobienne du champ (2.1.8).

La matrice 3 x 3 donnée par :

hy hy 0
H: ho I’lz O
0 hl h3

est appelée matrice de Hurwitz associée au polynome P(X) . Alors P est stable (i.e
les valeurs propres sont de partie réelle strictement positifs) si et seulement si tous

les mineurs principaux de H sont positifs i.e,

Hy(S)=h(S)>0,
H(S) = hy(S)hy(S) - h3(S) >0,
H3(S) = h3(S)Ha(S) > 0.

En fixant S; = 0.85, on observe numériquement que H;(3.38) = H3(3.38) = 0 (Voir

Fig 2.2.2); alors S; = 3.38 est une valeur de bifurcation. Il s’agit d’une bifurcation
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include first image

(a)- Curves of Hurwitz elements (b)-Params
0] — h(S) a= 0.73
. ha(S) B= 0.95
:'f:n o1 —— hs(S) y= 0.826
3 017 —— Hy(S) n= 0.083
o~ N
Y - —=________[T_H® || |Hn=0>584
< ! Up= 0.145
& i uy,= 0.243
4 |
< -0l ! kn= 0.196
< 0 ; no= 0.668
e : So= 0.853
T T ] Sp= 3.38
0.100 0.853 3.380 5.853
S
(c)- Eigenvalues Signs Vs S
0.005
—_ o o L] L] -] o e OOOOQWIW_
=
E 0.000 o —==-sccssed ——
= o L] L] 1 ] L] e o oooonot-H—_
_0005 a T T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5
Re(A)

FIGURE 2.2.2 — (a) - Diagramme de bifurcation illustrant la valeur de bifurcation S, selon la

fonctions Hj, %; (b) -les parametres du systeme; (c)- valeurs propres en rouge pour S < S, et en
blue pour S > §y,.

de Hopf selon le critere de Liu [34] (2.2.1).

Lemme 2.2.1 (Critere de Liu). Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites
(i) ho(Sp) >0, Hi(Sp) >0, Hy(Sy) =0,
(i) U2(s,)=0.

Alors il y a une simple bifurcation de Hopf.

En regardant la typologie des valeurs propres (Voir Fig 2.2.2)8, on a :

(i) Pour S € [S,,in, Sp[, une valeur propre réelle négative, et deux complexes
conjuguées de partie réelle strictement négative; 1’équilibre e; est donc
localement stable;

(ii) Pour S €]Sy, S;ax], On a une valeur propre réelle négative, et deux com-
plexes conjuguées de partie réelle strictement positive; ’équilibre e; est
donc instable .

On conclut d’apres le théoreme de Poincaré-Andronov-Hopf [38], qu’il existe un
cycle limite pour S €]S;, S,,..x] =13.38;5.85].

2.3 Resultats & Discussion

Apres la définition du Modéle-NPZ, nous nous somme intéressé a 1’étude quali-
tative du systeme. On s’était assuré de I’existence, unicité, positivité et bornitude

des solutions. Ensuite, nous avons calculé les points stationnaires et établit des

8. Les valeurs propres sont mise en échelle pour la visibilité de I'image.
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NPZ-Model Phase Space

FIGURE 2.2.3 — Cycle limite émergeant aprés la bifurcation de Hopf (S = 4) . C’est la convergence
de 11 trajectoires aprés un temps transitoire de 8000. Le point en noir indique I’équilibre instable.

conditions suffisantes pour leur positivité. On a découvert que les deux équilibres a
la frontiére de R? sont inconditionnellement instables. Ce qui s’interpréte comme
une corrélation de dépendance entre les trois espéces. On a montré grace au théo-
réeme de Lasalle [28], que I’équilibre intérieur est stable dans un sous ensemble
G € R3. Cet ensemble n’est dépend fortement des paramétres du systéme.

Nous avons écrit un programme en python (NPZ-Prog.py)? dont la principale
tache est de sélectionner une plage des parametres admissibles (i.e vérifiant la
proposition 2.2.1). Ensuite, on a utilisé ces parameétres pour évaluer respectivement
les points d’équilibres et les valeurs propres associées; ainsi, en tirant 10° plages
de parametres admissibles, on a observé que ;*)3 est une distribution uniforme
dans [0.4,5.85] par contre 15 et z; ne sont pas du tout uniformes et sont réparties
respectivement dans [0.01,0.89] et [0.30,5.55] (See Fig 2.3.1).

Il vient ensuite l'intégration du systeme NPZ avec la fonction odein de python
qui est basée sur une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 a pas adaptative.

Comme ¢a été montré en théoreme 2.2.1, il existe une plage des parametres
ou l’équilibre e; est stable. Dans ce cas, les simulations confirment que les valeurs
propres sont de partie réelle négative et les deux sont complexes conjuguées; les
orbites spirales et convergent vers I’équilibre e; (Figure 2.3.3). En faisant varier
I'intensité d’'upwelling S, nous avons montré qu’ une bifurcation de Hopf super-
critique émerge; c’est -a-dire qu’il existe une valeur de S ou I’équilibre e; perd sa
stabilité et un cycle limite apparait. Nous n’avons pas étudié rigoureusement la

stabilité de ce cycle mais les simulations numériques conjecturent sa stabilité. Ce

9. Attaché avec les fichier supplémentaires
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(ii)- Phytoplankton

(i)- Nutriant
2.00 03
1.75 .02
1.50 - 01
.00
o 1251 0 50 75
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3] Ps3
S 1.00 A
g (iii)- Zooplankton
Y= 0.75 |
0.50 -
1.0
0.25 o5
0.00 +— . . . _ .0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 2 3
ﬁ3 23

FiGURE 2.3.1 — Distribution des concentrations a 1’équilibre e avec 10° plages de paramétres
admissibles (voir dist-equ3(n) dans NPZ-Prog.py)

phénomeéne d’oscillations périodiques entretenues a été observé par Edwards &
Bees [19] ou ils ont considéré le paturage des zooplanctons du type Holling III. Ceci
montre que notre choix du type Holling II n’enleve pas cet aspect fondamental du
modele original (See Fig 2.3.2).

Dans le cas ou l'on a ces solutions périodiques, on s’intéresse a la production
primaire qui est définie comme le terme de croissance dans la dynamique des

phytoplanctons définie par :
pp_ PP
k,+n

(2.3.1)

La quantité PP est périodique car n et p le sont; en regardant I’évolution de sa
moyenne suivant S € [3.4,5.85] (apres la bifurcation), on constate que la production
primaire moyenne est constante ((PP) = 0.29) avec une déviation croissante suivant
S (See Figure 2.3.4).

Conclusion

Pour étudier la dynamique de nutriments, phytoplanctons et zooplanctons,
on s’est focalisé sur un systeme d’EDO (2.1.4). Il y a un espace de parametres
admissibles ou les solutions sont bien définies. Nous avons aussi un équilibre
intérieur. Dans le cas ou cet équilibre est instable, il y a un cycle limite stable qui
met en exergue les solutions périodiques. On a déterminé algébriquement quatre
équilibres telles e4 ¢ R3. Ceci est due aux conditions suffisantes imposées pour la
positivité des trois autres (2.2.1). Il serait intéressant de regarder les conditions

de positivité des quatre équilibres et d’étudier si nécessaire, la bi-stabilité de
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(ii)-Params
a= 0.361
; B= 0.331
2521 = 0.563
n= 0.738
Hup = 0.424
L2e = 0141
] y M= 0.084
= — kn,= 0.235
/ 0.00 _

o no= 0.929

’ S= 0.454

(iii)-Densities Vs Time (Transient) (iv)- (Permanent) As=0.74
3.

(i)- Trajectories of NPZ-System

n(t) p3=0.59
5 — p() 23=0.44
z(t)

Vp1=0.01+-0.08

- Vp> =0.01+0.08 i

0 1 2 275 280 285 Vp3 =-0.49+0.01

t/Te t/Tc

FIGURE 2.3.2 — e¢; instable : (i)- Quelques orbites dans I’espace des phases. Le point en noir
est I’équilibre e3 et en rouges les deux autres. (ii)- Parametres du systéme (bleue), coordonnées
de ez (noir) et les valeurs propres associées (rouge). (iii)- Evolutions des densités vs temps phase
transitoire et (iv) phase permanent

e3 et e4. Une interprétation biologique des parameétres aiderait beaucoup a la
compréhension et validation du modele. Enfin, il serait enrichissant de considérer
I’effet de transport-diffusion; ce qui revient a coupler le modéle-NPZ avec une

équation d’'upwelling par exemple.

Appendix

Les tables 2.3, 2.4 et 2.5 montrent une liste de quelques fonctions utilisées pour
illustrer ce papier. Il y a trois programmes python !° : NPZ _ Sympy_ Calcul.py,
NPZ_ Prog.py, Hurwitz_ Prog.py . Les tables ci-dessous donnent les fonctions et

leur sorties

Fonction Sortie

Coef_Jacobienne() Matrice Jacobienne

SolveNZZero() ;11, ;*71, 1*12, 1;2

SolveNZOriginal() 123, ;*73, ;14, ;;4

Val _ Propres() Valeurs propres

Coef_ Hurwitz() Eléments de la matrice de Hurwitz

TaBLEau 2.3 — NPZ _ Sympy_ Calcul.py

10. Fichiers attachés en tant que matériels supplémentaires.
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(i)- Trajectories of NPZ-System

2.61

1.31

0.01
6.18

0.06 3.15
(iii)-Densities Vs Time (Transient) (iv)- (Permanent)

6
n(t)

4 — p(b)
z(t)

t/T t/Te

0 1 2 270 280 290 300

(ii)-Params
a= 0.956
B= 0.614
y= 0.626
n= 0.515
up = 0.569
Up = 0.145
Uz = 0.546
kn,= 0.138
no= 0.694
S= 0.879
ns=0.33
p3=1.72
23=0.57
Vp1 =-0.01+-0.26
Vp2 =-0.01+0.26
Vp3=-1.4+0.0 i

FIGURE 2.3.3 — Idem Figure 2.3.2. Cas ou l’équilibre e; est stable.

Fonction Sortie

Test_ param() plage de parametres admissibles
Condition _ Lasalle() A =B?-4AC 2.2.16

dist_ equ3(n) Figure 2.3.1

plot _ snapshot() Figures 2.2.1, 2.3.2, 2.3.3

plot _ orbit() Figure 2.2.3

TaBLEAU 2.4 — NPZ _ Prog.py

Fonction Sortie

plot _ prim _ production () Figure 2.3.4
plot _ orbite _ projection () Figure 2.3.5
plot _val _ pro _ color Figure 2.2.2

TaBLEAU 2.5 — Hurwitz _ Prog.py
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Mean Primary Production Vs S

1.00 1

0.75 A

0.50 A

0.25 A

<PP>

0.00 A

—0.25 A

—0.50 A
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S

F1GURE 2.3.4 — Production primaire moyenne suivant I'intensité d’Upwelling S.

(i)-Phase Space of NPZ-System

(ii)-Params
a= 0.913
[’ 1.50 B= 0.505
y= 0.76
== - n= 0.288
[ 0.85 z| u,= 0.633
Mp= 0.112
Mz= 0.682
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€2 B S S= 0.931
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Ficure 2.3.5 — (i)-Cycle limite émergeant apreés la bifurcation de Hopf. C’est la convergence de
11 trajectoires aprés un temps transitoire de 8000. Le point en noir indique 1’équilibre intérieur
instable. (ii)-Parameétres du systeme. (iii), (iv) et (v) sont respectivement les projections du cycle sur
les plans (n,p), (p,z) et (n, z).
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Introduction

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation sur une fonction

inconnue de plusieurs variables et ses dérivées partielles. En utilisant les notations

55
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de 'annexe A.2 , on peut écrire symboliquement une EDP typique comme suit; On

fixe un entier m > 1 et QQ un ouvert de R".

Définition 3.0.1 (EDP). Une expression de la forme :
E(D™u(x), D" u(x),-s, Du(x),u(x),x) =0 (xeQ), (3.0.1)

est appelée une EDP d’ordre m ou :

m m—1

F:R" xR" x-sxR"xRxQ — IR estdonnée et

u:0Q — IR estl’inconnue.

L’équation (3.0.1) est résolue si on trouve toute fonction u la vérifiant. On met
généralement des conditions aux bords de Q) pour en trouver une solution. Avant
de résoudre les EDP, On tente souvent de les classées selon certaines caractéristiques
permettant ainsi la généralisation des résultats obtenus. La définition suivante nous

donne une classification globale.
Définition 3.0.2. (Classification des EDP)
L’EDP (3.0.1) est appélée :

linéaire : sielle a la forme

) Aa(x)D%u = f(x);

lal<m

pour des fonctions données A,, f. Si f = 0, on dit que ’EDP est linéaire-
homogene;

sémi-linéaire : sielle a la forme

Z Aa(x)D“u +A0(Dm_1u,-s,Du, u,x) = 0;

lal=m

quasilinéaire : sielle a la forme

Z Aq(D" w5, Dut,u, x)D%u + Ag(D™ 1,5, Du, 1, x) = 0;

la|=m

pleinement non-linéaire : sielle dépend non-linéairement des dérivées d’ordre
supérieure.
On appelle de maniere formelle systeme d’EDP, une collection de plusieurs EDP

avec différentes fonctions inconnues.

I1 faut noter que la nature physique du systeme influe sur le choix de la méthode

de résolution (numérique ou analytique). Pour cela, il est important de connaitre
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le type d’une EDP a travers quelques aspects. Ce qui conduit a une classification
qu’on voit a travers le prototype d’'une EDP du second ordre d’inconnue ®(x,v) :

A®,, + BD,, + CD,, + DO, + ED, + FD + G = 0; (3.0.2)

les coefficients A, B, C, ... peuvent dépendre des variables x,y, de ® et ses dérivées
partielles @, ... La premiere forme de classification est la linéarité. 'EDP (3.0.2)
est linéaire si A, B, C sont uniquement des fonctions de x,y et les coefficients G
sont au plus des combinaisons linéaires de @ et ses dérivées partielles. Sinon , on
dit que ’équation est non-linéaire. Il y a une forme spéciale des EDP non-linéaires;
c’est dans le cas ou A, B, C sont des fonctions de x,y, P, D, et qDy; on parle d’EDP
quasi-linéaire. L'autre forme de classification est celui des caractéristiques; ce sont
les parties du domaine ou les dérivées d’ordre supérieures sont singulieres (discon-

tinues ou non définies). Pour identifier les caractéristiques de (3.0.2); posons :

H =D, + ED, + FO +G, (3.0.3)
B _dD, o0,
D=Bulny) S D= Tdxr Sy = Ddx+ Dydy, (3.0.4)
oD, ow,
q)y :q)y(x,y) = dq)y = de-i-a—yd;l} :CnyderCDyydy. (305)

En structurant le systeme (3.0.2 - 3.0.4- 3.0.5) sous forme matricielle, on a :

A B C\(?.) (-H
dx dy 0 [|Dyy|=]|dDy|- (3.0.6)

0 dx dy)lo,) \do,

Ainsi, la singularité des dérivées @,,, @, et ©,, s’interprete comme l'absence de
solution ou 'existence de plusieurs solutions du systéme (3.0.6). Dans le cas ou il
n’a pas de solutions, le determinant de la matrice est nul et on aura
Ay g Ay
Al==] -B=+C=0; 3.0.7
( dx ) ox ( )
si B>~ 4AC =0 ,Ily a une caractéristique réelle; on dit que 'EDP est parabo-

lique;

si BZ—4AC <0 ,il n’y pas de solution (caractéristique) alors on dit que 'EDP
est elliptique;

si B>~ 4AC >0 ,il y a deux solutions réelles (i.e deux lignes caractéristiques)
alors on dit que I’EDP est hyperbolique.
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Différence entre une Equation Différentielle Ordinaire(EDO) et

une Equation aux Dérivées Partielles (EDP).

Qu’est-ce qui se passe quand on cherche a résoudre une EDO? En générale, on
cherche a déterminer un champ de vecteurs ou des trajectoires dans IR”. Quant aux
EDP, on cherche a déterminer une fonction de u(x) pour tout temps. Ce qui signifie
que la solution est une trajectoire des fonctions. Donc , I'espace des solutions est
un espace de fonctions comme (LP(Q)), C*(Q),-s). Ces espaces sont de dimension
infinie.

D’autre part, pour une EDO, l'espace des solutions est connue (c’est-a-dire IR"
ou un de ses sous ensemble) tant dis que pour une EDP, I'espace des solutions est a
déterminer.

Le fait que l’espace des solutions est de dimension finie pour les EDO et infi-
nie pour les EDP constitue une grande différence. Déja, le théoréeme de Bolzano-
Weirstrass qui stipule qu’un espace séquentiellement compact est un espace dans
lequel toute suite admet une sous-suite convergente. Ce théoreme fondamentale
n’est valable qu’en dimension finie et n’a pas d’équivalent en dimension infinie.
D’autres part, dans un espace de dimension infinie, les normes ne sont pas équi-
valentes tandis qu’elles le sont dans un espace de dimension finie. Ceci implique
que pour une EDO, si on montre que la solution n’explose pas pour une norme
quelconque, alors on conclue que la solution n’explose pas pour toutes les normes;
ce qui n’est pas le cas pour une EDP ou chaque résultat n’est vraie que pour une

norme donnée. Ainsi, le choix d’une norme fait partie du probleme. En somme, les

EDO EDP
Espace de solutions | Espace vectoriel de di- | Espace fonctionnel
mension finie R" ou QQ C | de dimension infinie
R" (LP(Q)), C*(Q),-s)
Inconnues Une fonction a une va- .
riable — une fonction
a plusieurs va-
riables;
— l’espace des solu-
tions;
— normes associées
aux solutions.

TaBLeaU 3.1 — Principales différences entre EDO et EDP.

difficultés liées a la résolution des EDP ont conduit au développement des outils
d’Analyse fonctionnelle dont les espaces de Sobolev. Nous allons brievement décrire
le systeme de Convection-Reaction-Diffusion avant d’esquisser les techniques de

résolution a travers les cas simplifiés de ces équations.
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3.1 Systemes de Convection- Réaction-Diffusion

Alan-Turing Gierer-Meinhardt Gray-Scott

I

S(wv)=(Au+ By +C)-Du f("»V)=A‘B"*v“+C"1)

2(uv)=(Eu-F)-Gv

Suv)=-(A+Bu+uy

=ty guv)=A(l-v) - wy

A
&
s
B
3000 40‘00 5(;00 GObO 70‘00 8000
t(s)
Modéle SPP de type proie-prédateur. Motifs 2D de systemes de réaction-diffusion :

(A) Images réelles Vs Simulations (B) ©[53]

Si nous avons une certaine concentration (sel, encre, ...) dans un solvant, elle se
propage grace aux collisions intermoléculaires, c’est le processus de diffusion. Il y
a deux lois empiriques qui régissent ce phénomene : les lois de Fick.

Soit p(t, 7) la concentration localisée en ¥ au temps ¢, c’est le nombre de molécules

(ou de masse) par unité de volume (Kg.m3)!; les lois de Fick sont formulées ainsi :

1°7¢ loi de Fick : La matiére p(t,7) ne disparait jamais, donc elle satisfait 1’équa-
tion de la continuité :

Eiv.i=o, 3.1.1
5 VI (3.1.1)
ou fest le flux de la substance par unité de surface par unité de temps (Kg.m=2.s7!);

2¢me Joj de Fick : le flux fest dirigé toujours du lieu le plus concentré vers le

lieu le moins concentré , ce qui s’interprete par 1’équation :

j{t,7) = -D(p, AVp(t, ), (3.1.2)

ot D(p, 7) est le coefficient de diffusion ? introduit pour équilibré les dimen-
sions (m?.s71).

En remplagant j_)dans I’équation (3.1.1), on aura :

J
a—f =V-[D(p,7)Vp]. (3.1.3)

C’est I’équation de diffusion.

Si une force extérieure F(p,7,t) agit sur le systéme, alors on parle d’équation de

1. C’est la masse volumique

2. Dans le cas ou D(p, ) = D est constant, on se retrouve avec ’équation de la chaleur : % =DAp
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Reaction-Diffusion :
dp _vy
at

De plus, en considérant le transport des particules sous l’effet de la vitesse de fluide

[D(p,")Vpl+F(p,7t). (3.1.4)

v, le systeme devient du type transport-reaction-diffusion :

9
a_‘t’ =V-[D(p,AVp] - (v-V)p+F(p,71). (3.1.5)

Selon le contexte, on peut coupler cette équation avec une autre régissant la dy-
namique du fluide ® ou I’on peut supposer la moyenne de v comme une donnée.
Notons que le terme de transport (v - V) p se confond avec le terme de convection
(v-V)v quand il s’agit de la dynamique des fluides.

La résolution théorique de tels systemes se fait en fixant des conditions initiales
et aux bords et en utilisant les théories d’analyse fonctionnelle. Il faut noter qu’a
cause de dérivée premieére en temps, le processus de diffusion est irréversible. Cela

signifie techniquement que c’est une EDP parabolique.

3.2 FEtapes de Résolution d’une EDP i travers des Exemples.

L'exemple classique d’une EDP du type diffusion est ’équation de Laplace dans
un ouvert borné O e R" :
Au(x)=0. (3.2.1)

L’équation non-homogene correspondante (de Poisson) est Au(x) = f ou f est
une fonction donnée. elle modélise la diffusion thermique stationnaire dans un
matériel homogene. Elle décrit aussi le déplacement des membranes serrées ou
la diffusion stationnaire de chaleur dans un matériel isotrope *. Elle apparait
aussi dans des problémes électriques quand le champs de potentiel électrostatique
satisfait I’équation de Poisson.

Soit y la conductivité thermique d’un matériel occupant (). Si le matériel est
homogene et isotrope, alors y est un scalaire. f représente la source de la chaleur

et u = u(x) la température au point x € Q). Le flux de la température est définie par :

q(x) = yVu(x). (3.2.2)

Sa divergence représente le flux de densité qui est égale au source de la chaleur,
d’ou
—yAu(x)=f(x) dans Q. (3.2.3)

3. Equation de Navier-Stokes ou d’Euler par exemple.
4. L'isotropie caractérise invariance des propriétés physiques d’'un milieu dans toutes les direc-
tions.
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Si le matériel inhomogene et non-isotrope , alors la conductivité devient un tenseur
(champ matriciel) :

Alx) = (ai;(x))

Ainsi, la conduction thermique du matériel est décrite par une EDP du " type

1<i,j<n

A\l

divergence '
—div(A(x)Vu)=f dans Q. (3.2.4)

Cet exemple nous montre qu'un modéle donné change de forme en fonction des hy-
potheses retenues, cela affecte aussi les techniques de résolution. Ainsi, on retrouve
dans la littérature plusieurs approches d’étude des EDP dont I'approche basée sur
I’analyse fonctionnelle. Nous allons mettre en exergue la différence entre une EDO
et une EDP puis élucidé progressivement cette approche a travers des exemples

classiques.

3.2.1 Conditions aux bords, initiales & solution bien posée.

En général, une EDP admet une infinité de solutions si elles existent. L'unicité
de la solution d’un probleme physique peut étre obtenue en ajoutant certaines

conditions aux bords J() dont les classiques sont :

1. conditions aux bords de Dirichlet : on fixe une valeur de l'inconnue u sur le
bord 0Q);

2. conditions aux bords de Neumann : la dérivée normale de u définie par

AVu.v est fixée sur le bord ou v est la normale extérieur a 0Q) ;

3. conditions aux bords de Robin : c’est une combinaison des conditions du

type Neumann et Dirichlet.

Il est clair que les conditions initiales et aux bords dépendent de la solution phy-
sique du probleme essentiellement de l'ordre des équations. Ceci étant, si les
conditions sont insuffisantes, une solution peut n’avoir aucune relation avec le
probléme physique. Par contre, s’il y a plusieurs conditions, I’équation peut ne pas
admettre de solution. L'exemple suivant illustre un cas d’inexistence de solution.

Soit le probleme 1D suivant

u”+u =0 Sur [0,27],
(3.2.5)
u(0)=a u(2m)="=.
Une solution analytique est de la forme :

u(x)=cysinx+cycosx, ¢y, €R.

En tenant compte des conditions aux bords ,on a u(0) =c, =aet u(2n)=c, =b
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d’ou la solution n’existe pas si a # b et méme en cas d’égalité, il n’y pas unicité.

Pour illustrer une fois de plus la non-unicité de solution, on a le probléme suivant

u” :f Sur [a: b]! (326)

Alors si u(x) est solution, il en de méme pour u(x)+a ou a € R.

3.2.2 Consistance, Stabilité & Probleme bien Posé

Définition 3.2.1 (Consistance). En général, un modele linéaire est considéré
comme consistant, si pour une configuration des données initiales et aux bords, il

existe une et une seule solution.

Définition 3.2.2 (Stabilité structurelle). Comme les mesures de données physiques
ne sont pas exactes, il est nécessaire de voir la réponse du modele face aux petites
variations de données. On dit qu’un systeme d’EDP est structurellement stable, si

des petites variations n'engendrent que des petites variations sur les solutions.

Définition 3.2.3 (Probleme bien Posé). Soit U/ et F deux espaces de fonctions (de
Banach) et considérons une EDP avec des conditions aux bords et aux limites. Soit
f € F une fonction représentant les données. Le probléme est dit bien posé, si on a

les trois conditions suivantes
existence : pour tout f € F, il existe u € U solution du probléme;
unicité : la solution est unique;

stabilité : 'application qui a tout f € U/ associe la solution u € U est continue.

Remarque 3.2.1. Tous les problemes mathématiques ne sont pas structurellement
stables. J. Hadamard (1865-1963) a donné une suite des problemes ou les données
tendent vers zéro alors que les solutions s’envolent vers I'infini. Ce constat pousse

Hadamard a formulé le concept de "Probléme bien posé".

L’existence des solutions analytiques (ou explicites) est rare sauf dans quelques
cas spéciaux ou l'on peut réduire la dimension du probléme ou quand on peut
utiliser des techniques de transformations (Laplace, Fourier, Caractéristiques...).
Tenant compte de cette difficulté méme pour les équations les plus simples, alors
il est important de montrer qu'un probléme est bien posé; c’est-a-dire trouver
des théoremes d’existence , d’unicité et de stabilité des solutions. Ceci permet de
valider le modele car s’il n’y a pas de solution, I’équation ne peut représenter un
probleme physique. Ces théoremes permettent aussi de justifier I'utilisation des

méthodes numériques pour donner une approximation des solutions.
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3.3 Espaces Fonctionnelles.

L'objectif de cette section est de rappeler de fagon détaillée certains espaces
fonctionnelles que nous utilisons dans la résolution des EDP. Ils sont basés sur
les espaces H et V d’énergie cinétique finie (L?) et d’enstrophie fini (H'). Nous
allons commencé par le concept de dualité dans ces espaces, puis on considere la
topologie faible dans H et on examine finalement les espaces-temps fonctionnelles
([20], Page 90).

3.3.1 Théoreme de Représentation de Riesz

Pour tout espace de Hilbert V associé avec des conditions aux bords, on peut
définir un espace dual correspondant V’ contentant toutes les applications linéaires
définies sur V. Nous pouvons le faire d’une maniere semblable a la théorie des
distributions ou généralisée les fonctions. Les fonctions de carrée intégrable sont
identifiées comme des applications linéaires par le produit scalaire L?. Ici, nous
allons procéder de la méme maniere. Considérons I’ensemble de toutes les applica-
tions linéaires continues v +— I(v) de V dans RR (la continuité ici signifie qu’il existe
une constante C, en fonction de la fonctionnelle, tel que |/(v)| < C||v|ly) pour tous les
champs vectoriels v dans V. Nous notons V' I’ensemble de toutes les applications
linéaires continues sur V. Il s’agit d’un espace vectoriel normé muni de la norme :

My = sup L@ (33.1)

VeV, v20 lvilv’

Le théoréeme de représentation de Riesz est un résultat simple mais puissant. Il
stipule que tout espace de Hilbert V est isomorphe a son dual; c’est-a-dire qu’il
existe une unique application linéaire A de V sur son dual V’. De plus, pour tout [

dans V' et u dans V tel que Au =1, nous avons
(Au,v)y vy =(u,v)y Yvevy,

ol (-, )y y exprime la dualité entre V' et V

3.3.2 Lapaire VetH

V est un sous-espace de l’espace de Sobolev H!(Q)" (I’ espace approprié de
champs de vecteurs a enstrophie finie), et H est la fermeture de V dans L?(Q)",

I’espace des champs vectoriels de carrés intégrables. Par conséquent,

V CH,
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V est dense dans H, et I'injection (enrobage) de V sur H est continue. Si I'injection
de V dans H est compacte, il est possible de définir un opérateur non-borné A dans
H (identique au A qui vient d’étre décrit) dont I'inverse A~! est compact dans H. On
peut aussi définir toutes les puissances A® de A, puis V, H, et V sont les mémes que

(isomorphes a) les domaines de A2, T et A=1/2

, respectivement; en particulier, on
obtient le triplet V,H, V' comme dans (3.3.5). Ici, nous voulons présenter et décrire
le triplet V,H, V’ par une méthode différente - celle qui s’étend au cas ou l'injection
de V dans H n’est pas compacte. On peut identifier ’espace H avec un sous-espace
de V. En effet, étant donné un champ vectoriel u en H, on peut considérer u comme

une fonction linéaire en V donnée par :
vi— (u,v), (3.3.2)
elle est continue sur V car
(1, )] < [ulgvlg < allullvllv < Collvllv,

pour des constantes (dimensionnelles) appropriées c¢1,C, > 0, avec ¢; indépendant
de u et C, dépendant de u; ici, nous avons utilisé I'inégalité habituelle de Cauchy-
Schwarz et le fait que la norme sur V, || - ||y domine la norme sur H, |-|g. Plus
précisément, dans le cas périodique a moyenne d’espace non-glissant, il découle de

I'inégalité (5.15) et de la définition (3.3.1) de la double norme que :
lullv < L|ulg, (3.3.3)

ou L = min{L,,-s,L,,}. Dans le cas anti-glisse et dans le cas périodique avec moyenne

d’espace nulle, il résulte désormais des inégalités (5.11) et (5.19) que :

1
llully: < 7 g - (3.3.4)

1
Puisque V est dense dans H et l'injection de V vers H est continue, on déduit
par dualité que son adjoint de H’ vers V’ est continu avec une image dense. En

identifiant davantage H avec son dual H’, nous en déduisons que :
VCcHCcCV/, (3.3.5)

ou chaque espace est dense dans le suivant et les plongements sont continus. Avec
cette identification a l’esprit, nous pouvons également considérer les éléments de
V’ comme des champs vectoriel et les noter par les lettres usuelles u et v, bien
qu’a proprement parler un élément de V’ n’est pas une fonction sur Q et n’a pas

de sens point par point.On notera par (,v)y vy, ou plus simplement (,v), I’action
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(v) d’'un élément de V’ sur un élément v de V. Cette notation est cohérente avec
(3.3.2) lorsque I = u € H. Si [ appartient a V' mais pas a H, alors le produit (,v)
est appelé le produit de dualité entre V et V’, et c’est simplement l"application
de la fonctionnelle linéaire u a v; en général, il n” a pas de sens logique en tant
que intégrale du produit de deux fonctions. Cependant, quand u est plus réguliere
(c’est-a-dire lorsque u € H), cette application devient exactement le produit scalaire
L? entre u et v. Le produit de dualité peut étre considéré comme une généralisation
du produit L? a des champs vectoriels moins réguliers u (appartenant & V' mais
pas a H) au détriment de v étant plus régulier (appartenant a V). Il est similaire
a la situation dans la théorie des distributions, ou, par exemple, le delta de Dirac
n’est pas une fonction dans le sens classique. La norme dual d’un élément u dans V

peut étre réécrite comme :

_ |(u, v)]
lully: = sup Z——

) (3.3.6)
veV,v=0 ”v”V

et la forme généralisée suivante de l'inégalité de Cauchy-Schwarz est valable :
(,v) < lullvllvlly YueV,veV. (3.3.7)

Pour chaque choix des conditions aux limites on obtient alors les espaces duales
Viisp» Vper- Lespace V’ est naturellement présent dans la théorie mathématique des
ENS. La raison en est que, pour un flux u dans l’espace naturel V d’enstrophie finie,
le terme inertiel (#V)u n"appartient pas en général a H; il appartient plutot au plus
grand espace V.

Nous avons indiqué dans la section 6 que nous pouvons généralement identifier
les espaces V et V' avec le domaine des puissances des opérateurs de Stokes,
D(A)Y? et D(A)™1/2, respectivement. La seule exception est le cas périodique avec
une moyenne d’espace non nulle, ou certain ajustement est nécessaire car A est

positif mais pas défini positif.

3.3.3 Topologie Faible dans les Espaces Normes

Dans un espace de Hilbert X, on peut définir une topologie (concept de conver-
gence) plus faible que la topologie habituelle correspondant a la norme || - ||x. On

dit qu’'une suite (u,),cn converge faiblement vers u dans X si, pour tout v dans X,
(4,,v) — (u,v) quand n — +oo.

Afin de souligner la différence, nous disons parfois que u, converge fortement vers

u dans X si u,, converge vers u dans le sens habituel-ceci étant, si ||lu, — u||x —
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0 quand n — +oo0. Il est facile de voir que (u,) converge fortement vers u dans
X si et seulement si 1, converge faiblement vers u dans X et ||u,||x converge vers
lluellx-

Afin de visualiser le concept de convergence faible, on peut penser aux fonctions
u, = sin(nx) dans X = L?(0,1); il est facile de voir que u,, converge faiblement vers
0 dans LZ(O, 1) mais pas fortement.

Plus généralement, si X et X’ sont deux espaces normés en dualité (X’ dual de

X dans le sens précité) alors on peut définir deux topologies différentes sur X :
1. celle de la norme, u, — u si et seulement si ||u,, — u|| — 0 quand n — +oo;

2. la topologie faible notée o(X, X’), pour laquelle u,, — u si et seulement si,

pour tout v dans X, (u,,v)x,x» — (4,v)x,x» quad 1 — +o0.

Ce qui nous intéresse particulierement dans cette section est la topologie faible
de H; nous dénotons par H,, 'espace H doté de cette topologie faible. Cet espace
est important car, en général, la continuité des solutions faibles des ENS tridimen-
sionnel (voir(3.3.18)) est connu pour étre atteint uniquement dans ce sens faible

(c’est-a-dire dans 'espace (3.3.17).

3.3.4 Espace de Fonctions du type espace-temps

Il est habituel et utile de considérer une fonction u = u(x, t) comme une fonction
dépendante du temps u = u(t) avec des valeurs dans les espaces fonctionnels
appropriés. Il y a plusieurs fonctions des espaces que 1'on peut considérer; de plus,
la fonction t — u(t) peut étre continue, continiment différentiable, intégrable, de
carré intégrable, etc., conduisant a plusieurs types d’espaces fonction espace-temps.

Afin de fixer la notation, nous considérons, par exemple, un espace de fonction
X, qui pourrait étre H, ou V, ou le domaine V,; = D(A®) d’une puissance s € R de
l'opérateur de Stokes A.

L'espace des fonctions continues sur un intervalle I et avec des valeurs dans X est
noté par
C(I, X). (3.3.8)

Typiquement, I'intervalle I sera I = [0, T] ou (0, T) mais, plus généralement, il peut
étre tout intervalle avec les points finaux a et b, —oc0 < 4,b < +00, et il peut étre soit
ouvert ou fermé a a ou b. La norme en C(I, X) est considérée comme le maximum
de la Norme X sur I, sauf indication contraire.

On peut également travailler avec des espaces de fonctions intégrables. Pour les
fonctions définies sur un intervalle I avec les extrémités a et b (—co < a,b < +00), on

peut considérer l’espace :

LP(a,b;X) ou LP(I;X) (3.3.9)
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des fonctions dont la norme X de puissance p'*™ intégrable sur I, avec p > 1.
Dans ce cas, les fonctions sont définies presque partout , donc cela ne fait aucune
différence que I soit ouvert ou fermé. Par conséquent, il a été une convention pour
désigner cet espace par LP(a,b; X) au lieu de LP((a,b), X) ou LP([a,b]; X). La norme

dans cet espace est :

1
b p
ullzr(a,b;x) :(f |u(f)|§(dt) , (3.3.10)
a

ou nous désignons la norme de X par |-|x. Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de
Holder (A.1.1) tiennent a ces espaces exactement comme dans le cas de la valeur
réelle, tant que p > 1. les espaces LP(a, b; X) sont des espaces de Banach, c’est-a-dire
des espaces normés complets.

Comme dans le cas réel, lorsque p = 2 on obtient un espace de Hilbert L?(a, b; X)

avec le produit scalaire :

b
(4,V)12(a ;%) = f (u(t),v(t))xdt. (3.3.11)

Encore une fois, nous avons noté le produit scalaire dans X par (-,-)x.

Pour p = oo, on note par:
L®(a,b;X) ou L¥(I;X) (3.3.12)

I’espace des fonctions essentiellement bornées de I a valeurs dans X (c’est-a-dire
borné uniformément sauf éventuellement sur un ensemble de mesure zéro). Nous

munissons cet espace avec la norme :

lullpoo(a,p;x) = sup .ess.|u(t)]y, (3.3.13)
t€(a,b]

ici, «sup.ess». désigne le supremum essentiel (comme dans le cas des fonctions
a valeur réelle). Par conséquent, |u(t)|x est bornée par sa norme L*(a,b; X), sauf
éventuellement sur un sous-ensemble de [a,b] de la mesure nulle.
Pour tous ces espaces LP, si I'intervalle I est infini alors il y a un espace «local»
correspondant

Lf (a,b;X) ou LF

loc loc

(I; X), (3.3.14)

qui est l’'espace des fonctions qui sont localement dans L? dans le sens ou elles
appartiennent a LP(J; X) pour chaque sous-intervalle borné | de I. Cet espace a
une métrique (mais pas une norme) en vertu de laquelle il est complet, mais nous

ne travaillerons pas explicitement avec. Une fonction constante non nulle, par
p

loc
les solutions des ENS appartiennent a L

exemple, appartient a L; (IR; X) pour tout p > 1, mais pas a LP(IR; X). Typiquement,

2

ioc(0,00; V') mais pas a L?(0,00; V), car ils ne



68 CHAPITRE 3. Approche des Equations aux Dérivées Partielles : EDPs

peuvent pas décroitre vers zéro lorsque t — +oo. Le produit de dualité entre V et
V’ se transmet aux espaces de fonction espace-temps. Le produit de dualité entre
Lz(a,b;V) et Lz(a, b; V') se lit :

b
f (u(t)v(t)dt, (3.3.15)

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans cet espace prend la forme :

b I/ b 7
SU |u(t)|%,dt) U |v(t)|%dt) : (3.3.16)

De facon similaire, pour touts€e Ret 1 <p <o, LP'(a, b;V_,) est ’espace dual de

b
f (u(t), v(1)dt

LP(a,b;V,) ou 1/p+1/p’ = 1. Un autre espace utile est celui des fonctions continues
avec des valeurs dans X = H,, , ou on rappelle que H,, est I’espace H muni de sa

faible topologie. Cela conduit a ’espace :
C(I,H,), (3.3.17)

qui est I'espace des fonctions faiblement continues de I a H. Les fonctions sur cet
espace sont faiblement continu dans le sens ou, pour chaque champ vectoriel v
dans H, la fonction

t— (u(t),v)y, (3.3.18)

est continue de l'intervalle I dans IR. C’est un espace qui se produit naturellement
lorsque nous travaillons avec les solutions faibles des équations de Navier-Stokes. En

régle générale, une solution faible de ENS en dimension 3 appartient a C([0, c0); H,,).

3.4 Etude de EDP Elliptique & Equation de Navier
Stokes (ENS)

Définition 3.4.1 (Domaine Lipschitzien). Le domaine () est dit Lipschitzien
s’il existe une famille finie de boules ouvertes {B;};_; ., telle que dQ) C U B; et
sur chaque B;, il existe un systeme de coordonnées (xy, x,,-,x;) et une fonction ¥,

lipschitzienne telle que :
QNB;= {(x1'x21 "xd) €B; 1 x5 < q)i(xlfxb "xd—l)}

Siles @; sont de classe C™ et leurs dérivées partielles d’ordre m sont lipschitziennes,

on dira que Q est de classe C"™!

Intuitivement, cela signifie que la frontiere de () peut-étre vue localement
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comme le graphe d’une fonction lipschitzienne. Les polygones en dimension 2
et presque tous les polyedres en dimension 3 sont lipschitziennes. Les domaines
non-lipschitzien sont ceux dont la frontiere représente un point de rebroussement

ou une fissure rentrant dans le domaine.

3.4.1 Etude d’une EDP Elliptique

Considérons I’EDP elliptique suivante

(3.4.1)

dans 0Q

—div(AVu) =f dans Q
u =0

I1 s’agit d’'une EDP elliptique avec conditions aux bords de Dirichlet ou Q) € R" et
feL*Q).

Nous allons voir que ceci requiert que les coefficients et les données soient suffi-
samment régulieres (méme f continue et () une boule ne suffit pas, des inégalités
de continuité du type Holder sont sollicitées). Le bord du domaine doit étre lisse
sinon, il existe des contre-exemples de non-existence. Les solutions ainsi obtenues
sont appelées solutions classiques. On fait ’hypothese que A(x) = (aij(x))1<i’j<n
est un champ de matrice uniformément elliptique dans M(a, 3,Q2) avec 0 < aff
ie:

(3.4.2)

(A®)AA) > allAl?
IA@Al <BlIAl ¥ AeR”

Concept de Solution Faible

On introduit la notion de solution faible comme :
(i) les dérivées sont prises au sens des distributions (ou sens faible);

(ii) les solutions sont définies dans des espaces fonctionnelles (espaces des

Sobolev en général);

(iii) la solution satisfait une forme faible de ’équation : c’est la forme varia-
tionnelle obtenue en intégrant I’équation originale apres ’avoir multipliée

par une fonction test.

Pour illustrer la nécessité d’utilisation des espaces fonctionnelles, considérons

le probleme 1D dans l'intervalle [0, 1].

{-ﬂ%m+de@ =f(x) Yxe[01], (3.4.3)

ou ¢, f €C%[0,1]), C>0.
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Soit I’espace
V={vecCl([0,1]) : v(0)=v(1)=0)}.

Il est établit que V est dense dans L?(0,1); soit 'opérateur A définie par :

A: C¥[0,1)nV — C°(0,1]) (3.4.4)
u +— (Au)(x) =—-u”"(x)+ c(x)u(x). o
On a le théoréme suivant

Théoréme 3.4.1. Soit ¢, f € C%([0,1]) et ¢ > 0, alors une fonction u € C*([0,1]) NV est
une solution de (3.4.3) si et seulement si u est une solution du probléme variationnel

suivant :

1 1
f (u'v' +cuv)dx = J fvdx VveV (3.4.5)
0 0

Démonstration. Siu € C*([0,1])NV , ¢, f € C°([0,1]) alors par intégration par parties,
on vérifie (3.4.5). Réciproquement, supposons que (3.4.5) est vraie et u € C>([0,1])N
V, alors en remontant l’intégration par parties, on a :

1
f (—u”+cu—flvdx=0 VYveV (3.4.6)
0
Comme V est dense dans L?(0,1),on a :
1
f (—u” +cu—flvdx=0 VYvelL?0,1) (3.4.7)
0
Cela veut dire que ¢ = —u” +cu — f € L?(0,1) et satisfaisant le produit scalaire
(¢,v)=0 VYveL?(0,1). Comme L%(0,1) est un espace de Hilbert, (¢,v) =0 VYve
L*(0,1) = ¢=0ie-u"+cu—f=0 p.pdans(0,1).

Comme ¢ est continue, alors ¢(x) =0 V x € [0,1]. Ainsi, u satisfait I’équation

(3.4.3). En plus, u € V i.e u satisfait les conditions aux bords. [

3.4.2 Sur Les Equations de Navier-Stokes

Formation de nuages. Ecoulement dans fleuve et océan : Ecoulement d’un gaz (CO,)

Saint-Louis du Sénégal vue du ciel.
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En observant les différents types d’écoulement, on remarque intuitivement que ce
phénomene physique fait intervenir plusieurs grandeurs spatio-temporels (vitesse,
pression et autres forces). Ces grandeurs agissent a des niveaux d’échelle diffé-
rentes. Peut-on développer un modéle mathématique pour décrire ce phénomene

complexe?

La réponse a cette question a fait l’'objet d’une étude qui remonte a la Grece
antique; avec Archimede (287-212 Avant J.C), il s’intéressa particuliérement au
comportement d’un solide immergé dans un fluide et découvrit ainsi la force de
poussé. Quelques temps apres, Héron d’Alexandrie (10 -70) étudia la pression
des gaz. Il construit des machines a vapeur et des automates de théatre. C’est au
xv® siecle que Leonardo da Vinci (1452- 1519) fait une classification des écoule-
ments (jets, tourbillons, ondes de surface etc.) et formule le principe de conservation
de la masse. Avec le développement des mathématiques au xvi® siecle , les lois
de la physique commencent a étre formaliser sous forme d’équations. C’est ainsi
qu’en 1738, Daniel Bernoulli étudia les fluides non visqueux, fondant son analyse
sur la conservation de I’énergie. Un intérét particulier est porté sur les fluides a
cette époque car en 1748, ’Académie des Sciences de Berlin propose le prix des
Mathématiques pour I'année 1750 sur le sujet : " Déterminer la théorie de la résistance que
souffrent les corps solides dans leur mouvement, en passant par un fluide, tant par rapport d la
figure et aux divers degrés de vitesse des corps qu’d la densité et aux divers degrés de compression
du fluide. "

Un an apres, Jean d’Alembert soumet un manuscrit qui propose une nouvelle
vision de I’hydrodynamique. ’Académie, sous la direction d’Euler lui refusa le
prix et l'attribuait a Jacques Adami. Cependant, I’histoire retient la contribution
de d’Alembert, c’est un modéele issue de la notion des dérivées partielles et de
champs de vitesse mais sans la notion de pression qui s’avere étre importante dans
la compréhension de la dynamique des fluides. Peu apres, en 1755, I'incontour-
nable mathématicien Suisse Euler propose un modeéle décrivant I’écoulement des
fluides parfaits 5. Les Equations d’Euler renferment jusqu’a nos jours des problémes
ouverts. Elles ont fait I'objet d’une absurdité physique connu comme le " Paradoxe
de d’Alembert". C’est au x1x°© siecle que le " Paradoxe de d’Alembert" fut levé quand le
mathématicien et ingénieur des ponts Henri Navier [41] et le physicien George
Stokes [56] formulent indépendamment un modele décrivant ’écoulement des
fluides visqueux. Ce sont des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) non linéaires

dites Equations de Navier-Stokes.

Tenant commpte de ces caractérisations physiques, une formulation mathéma-

5. Cesont des fluides dont les interactions entre leurs éléments sont négligeables. Techniquement,
ce sont des fluides non visqueux.
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tiques des ENS Incompressibles est donnée par (3.4.8 -3.4.9)

du 1
E—vAu+(u-V)u+%Vp—f, (3.4.8)

V-u=0; (3.4.9)

Avec les conditions aux bords périodiques et initiales, Q) = [0,L]°.

Le systeme (3.4.8 - 3.4.9) modélise I’écoulement d’un fluide incompressible.

u = (uy,uy,usz) est la vitesse du fluide, py la densité et p la pression. La premiere
équation traduit la conservation du moment. Elle est di a 'application du deuxiéme
loi de Newton. Les inconnues sont les trois composantes de la vitesse u et la pression
p. La deuxieme équation traduit la condition d’incompressibilité, c’est-a-dire la
divergence de la vitesse est nulle. f est la résultante des forces responsable de
I’écoulement. Du point de vue mathématique, cette force provient d’un couplage
avec d’autres grandeurs physiques par exemple les équations de Rayleigh Bernard

convectives ou approximation de Boussinesq :

a—u—vAu+(u-V)u+in+fc.e3/\u =gTes; (3.4.10)
ot Po
V. =0; (3.4.11)
T
aa—t—KAT+(u-V)T =0. (3.4.12)

Ce sont les équations de Navier-Stokes couplées avec celle de la chaleur. 'équation
(3.4.10) est la conservation du moment a I’échelle planétaire.

fe-e3 A u est la force de Coriolis et gTe3 représente le transfert de chaleur (de la
terre vers I’atmosphere). I’équation (3.4.12) modélise la diffusion et le transport de
la chaleur («x est le coefficient de diffusion).

Ainsi, les équations de Navier-Stokes sont en générale couplées avec d’autres équa-
tions. Il faut noter que 1’étude qualitatif des équations de Navier-Stokes couplées ou
non revient a la méme chose; on peut donc se concentrer uniquement sur 1’étude
des ENS et exporter par analogie, les résultats aux autres cas.

Il faut remarquer que les ENS sont des EDP non linéaires. Cette non-linéarité, da

au terme de convection (u - V)u rend 1’étude mathématique difficile.

Espaces de Sobolev Nous allons introduire ici ’espace de sobolev dans le cas

des conditions aux bords périodiques (Q = [0,L]3).

H(Q) = {(p = Z bre* T telles que Z |prl* (1 +[K|?)* < oo} (3.4.13)

kezd kezd



3.4. Etude de EDP Elliptique & Equation de Navier Stokes (ENS) 73

C’est I’espace des fonctions périodiques telles que le coefficient de Fourier |¢|?
décroit plus vite que (1 + |k|?)°. Ce qui signifie que si s est assez grand, |¢x|? doit
décroitre plus vite pour que la série Y o4 |Px|*(1 + |k|?)° converge.

Noter que les espaces de Sobolev sont variés mais la famille H*(Q) est particuliere-
ment un espace de Hilbert. ce qui donne la latitude d’utiliser plusieurs outils et

résultats d’analyse fonctionnelle.

Conditions aux bords: pour décrire completement le mouvement d’un fluide,
on a besoin de savoir en plus de I’équation générale décrivant le mouvement du
fluide 3.4.8 - 3.4.9, le comportement des quantités physiques (vitesse, pression,

etc.) aux bords du domaine rempli par le fluide : Ce sont les cONDITIONS AUX BORDS.

Cas d’un mur rigide : si le bord est matérialisé (fermé) et fixé dans un réfé-
rentiel Galiléen, le fluide ne peut traverser le bord, ceci peut étre exprimé par la

condition cinématique :
un=0, Vxe[0,T]xT. (3.4.14)

Quand le fluide est visqueux, il ne peut glisser le long du bord; ainsi la vitesse de
la particule fluide occupant la position x a I'instant t est la méme vitesse g(x,y) de

I’élément de bord.

w(t,x) = g(t,%), ¥(t,x)€[0,T]xT. (3.4.15)

S -

/\//
/\//
Q >
N
X
@ (b) .
FIGURE 3.4.1

Cas d’un bord ouvert (non matérialisé) : On considére un élément de bord

ouvert I' du domaine () 3.4.1 , dans ce cas une condition au bord peut étre :

un=v.n, VY(t,x)€[0,T]xT (3.4.16)
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Bref apercu sur ’analyse des Equations de Navier-Stokes
Rappelons que le systeme principal des ENS est :

du
E—vAu+(u V)u+p—Vp f; (3.4.17)

V-u=0; (3.4.18)

avec les conditions aux bords périodiques et initiales, QO =[0,L]>.

Nous allons faire des calculs formels pour voir trés rapidement les enjeux
impliquant I’étude des ENS. C’est-a-dire, 1’existence et 1'unicité des solutions;
les espaces sur lesquels ces solutions sont définies; les différentes normes qui y
interviennent etc.

* On suppose que pp=1;

* onnote < ¢ >= JQ x)dx, la moyenne de la fonction ¢ ;

* on observe que si < uy >=< f >=0alors <u >=0;

« on utilise I'inégalité de Poincaré pour tout ¢ € H!(Q) avec < ¢ >=0on a :
”‘P”Lz(o) < CL”V(P”LZ(Q

Remarque 3.4.1. L'inégalité de Poincaré n’est pas vraie pour toute fonction ¢ €
HY(Q) car si ¢ est constante, il y a une contradiction. Tout de méme, l'unique
fonction constante dont la moyenne est nulle c’est la fonction nulle et I'inégalité a

un sens dans ce cas.

Estimation formelle de I’énergie et solution faible: en multipliant I’équation

Eq. 3.4.17 par u (produit scalaire) et en intégrant sur ,on a:

||u|| ot v||Vu|| J (u-Vu- udx+J Vp-udx = J fudx. (3.4.19)
Q Q Q

En utilisant quelques techniques d’intégration (formule de divergence, intégration

par parties) et en tenant compte de I'incompressibilité V-u = 0, on a alors :

j(u-V)u-udx:J- Vp-udx=0
Q Q

Et ensuite,

||u|| +v||Vu|| =(f,u), (3.4.20)
ou (f,u)= fo.udx

Remarque 3.4.2. La formule Eq.3.4.20 est formelle, car en 3-dimension, sa justifi-

cation reste un probleme ouvert.
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz et de Poincaré on a :

> dt”u” y T V”V“” < ||f||L2(Q)'”u||L2(Q) < CL”f”LZ(Q)'”Vu”LZ(Q)' (3.4.21)

Par les inégalités de Young on a :

CL? v
2dtllbtll +VIIVuII <—||f|| EIIVuIIfz(Q), (3.4.22)
Yl < S 3.4.23
o e T o (3.4.23)
En utilisant I'inégalité de Gronwall, on aura :
v cL*
|| ull ) < ||uo||L2Q —5(1- ||f||LZQ\7’t€[O,T]. (3.4.24)

Ceci montre que ’énergie cinétique du fluide est finie V¢ € [0, T]. On peut aussi

voir un autre résultat en intégrant I’équation 3.4.23 sur [0, T'].

T
v IO g ds < KL ol 171 ). (3.4.25)
0

Ainsi, nous avons deux normes qui sont infinies, le maximum en temps de LZ(Q)
et la moyenne en temps du norme gradient sur 'espace. Comme les normes ne
sont pas équivalentes en dimension infinie, toute estimation a priori (comme dans
Eq.3.4.24 et Eq.3.4.25) joue un role tres important. Ces types d’estimations ont
permis a Jean Leray de formuler I'un des résultats majeur sur les ENS.

Théoreme 3.4.2. Pour tout T > 0, il existe une solution faible 6 (au sens de distribution)

des Equations de Navier-Stokes 3D qui satisfait :
ueCy(0,T;L3(Q)) N L0, T; H(Q)). (3.4.26)

Remarque 3.4.3. Leray a introduit le concept de solution faible sans lui donner
une caractérisation rigoureuse. C’est deux décennies plus tard (vers 1950) que la
solution faible a eu un sens grace a la théorie de distribution de Laurent Schwartz
[52].

Remarque 3.4.4. La question de l'unicité de solution faible pour les ENS 3D

demeure un probleme ouvert. Tout de méme, J. Leray a formuler ’hypothese que

I’'unicité de la solution est intimement liée au phénomene de la turbulence. Ce
phénomene est un autre aspect des ENS et fait 'objet des divers théories physiques

comme mathématiques.

6. Appelée «solution turbulente » par J. Leray
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Solution forte des Equations de Navier-Stokes.
ueC(0,T; HY(Q)) N L*(0, T; H*(Q)). (3.4.27)

Nous aurons besoin de regarder Vu et voir si c’est une fonction continue ou bornée.

Estimation de I’« enstrophie » (Enstrophy)

Wil = IV x ullZy ., = IVl (3.4.28)

L2(Q) L2(Q) L2y’

car V-u = 0 et 'estimation formelle de '« enstrophie » est :

li||Vu|| +v||Au||2 J (u-V)u.(—Au)dx+f Vp.(—Au)dx:J f.(—Au)dx.
(3.4.29)
On observe que
J Vp.(-Au)dx =0, (3.4.30)
Q

en effet,

3 3 2 3 2
1= | Vp.(~Au)ydx=- P dx = - J dx,
Jypana=-] ¥ 325 72 =) o

3
= axlax 20 ax 8xl ’
3 % du;
:z[ Lo ] 2]
ox; ) 0x; 20 9% 0x;
i,j=1
3 92u o ou:
:Z[ 8p i dx+f @ﬁd(f— 8_p u]da,
Bxl Ix;0x; 10X 20 9%; 0x; 20 9Xj dx;

Lj=

W

dp 0 dp 3p Ju;
ZJ 8x19xl (V-u)dx+ ZLQ a_x,__ 7, Ldo.

do =0 (a justifier), alors

_ dp _ Ip\94;
CommeV-u—OetJ;Q(a—Xl ax )axl

I= fQ Vp.(-Au)dx = 0. O D’autre part, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz

puis celle de Young on a:

2 % 1 %
|L fA-Au)dx| < \gnfnﬂ@).\gnmnﬂm < lIf 1P+ AU
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et en utilisant I’inégalité de Holder pour le terme non linéaireon a :
[ 9] < s 9l I8l
Q

mais comme il est plus commode d’utiliser les espaces de Hilbert que ceux de
Banach, on cherche a changer les normes ||.||,4, en normes ||.||;2 . Cela est possible

grace aux inégalités d’interpolation de Ladyzhenskaya.

Proposition 3.4.1 (Inégalité d’interpolation de Ladyzhenskaya).

llpll4) <CII¢|ILZQ+|IV¢|IL20 2D; (3.4.31)

||(P||L4(Q) < C”(P”ZZ(Q) + ||V(f)||£12(0) 3D. (3.4.32)

Remarque 3.4.5. La différence entre les ENS-3D et 2D peut s’expliquer par cette
inégalité d’interpolation. Car on cherche a controler la norme du gradient donc,
plus la puissance est petite, plus la fonction est réguliere. Ce qui n’est pas le cas en
3D.

Posons y(t) = eg + ||Vu(t)||fz(o)
Dans le cas 2D, y(t) satisfait I'inégalité de Riccati-Tarpov

d T
Teoww? e [ voas<km,

= y(t) < K(T).

Ainsi, toute solution forte des ENS-2D est globalement réguliere. En conclusion, on
a:
— existence globale et unicité des solutions faibles et fortes;
— un attracteur globale de dimension finie.
Dans le cas 3D, On peut montrer que :
dy _

L <cvullly, + )

ce qui donne d’apres le lemme de Gronwall :

T 4 2
(1) < (o) IV Mhaay )

.. . .. . T .. )
Ainsi, la norme ||.||;2, du gradient reste finie si Io ||Vu(s)||fé(0)ds est finie? C’est
une question ouverte dont la réponse peut valoir un million de dollar (mis en jeux

par Clay Mathematical Institute).
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3.5 Résolution numeérique des Equations de Diffusion.
L’équation de diffusion 2D est :

Ju ?u  J*u
W_D(WJra—yz), (3.5.1)

ou D est le coefficient de diffusion. Une solution numérique simple dans le domaine
()

ij
x =iAx, y =iAy et t = nAt. En appliquant une méthode de différence fini a droite

carre (0<x <1, 0<y<1)estdapproximer u(t,x,y) par la fonction discrete u;

en temps et centré en espace, on a:

n)
-1,j 1]+1

(Ax)? ’ <Ay>

i,j i z+1]

At

(ne1) () W oul” )+uf
=D (3.5.2)

Ly X 1
Ainsi, I’état du systeme au temps n+ 1, uET )
(1)

Oy selon I’équation :

peut étre calculé de I’état précédent

(1)

)
i+1,j -1,j i,j+1 L] L]

) ’ (Ay)?

()
(1) —2u +u

i,j

() g
(3.5.3)

= ul(”]l-) + DAt(

En considérant une plaque métallique avec température initiale T,,;; hormis un
disque de taille spécifique avec Tj,,; comme température. On suppose que le bord
de la plaque est fixé a T¢,,;. On peut montrer que le pas de temps maximum At

qu’on peut utiliser pour le processus reste stable est :

1 (AxAy)?

A= D A + (A

(3.5.4)

(Voir le code Diffusion_equation_2D.py).

Conclusion

Bref, nous évoquons succinctement quelques aspects de la théorie des EDP,
hormis les définitions et les propriétés générales, les résultats sur les espaces
fonctionnelles et les solutions faibles se calquent sur les cas des ENS. Il s’agit ici
notamment des espaces V et H dont la topologie faible est introduite comme une
simple technicité commandée par les limites actuels dans la compréhension de la
théorie de ces équations. On suppose que des meilleurs théoremes seront dérivés,

ceux pour lesquels un tel concept n’est plus nécessaire.
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Résumé 4.0.1. Partant d’un modele NPZ ou les interactions entre nutriments,
phytoplancton et zooplancton sont simulées par un systeme d’EDO; nous l’avons
reformulé en prenant en compte l'effet transport-diffusion. Nous avons utilisé
I'approche des EDP pour incorporer cela. Nous avons examinons l'existence et
I'unicité de la solution faible en utilisant la théorie de Sobolev, la méthode de la

Faedo-Galerkin [30] et les estimations a priori.

Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons uniquement étudié la dynamique d’évolution
en fonction des nutriments, des phytoplanctons et des zooplanctons. Or il est bien
connu que dans certaines situations, on observe une diffusion dans l’espace de
ces éléments de la chaine trophique. A titre d’exemples, les nutriments peuvent
étre déplacés sous l'effet des courants marins et les zooplanctons se déplacent tres

souvent pour chasser et se nourrir. Les modes de déplacement sont trés variables

79
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chez les différentes especes de zooplancton. La majorité des espéces migrent a la
verticale durant journée. Le jour, elles occupent les eaux plus profondes du lac afin
d’éviter d’étre repérées par les prédateurs. La nuit, elles remontent vers la surface
de ’eau pour se nourrir du phytoplancton présent dans la couche supérieure.
Nous proposons dans ce chapitre un modele de transport-diffusion régissant la
dynamique de nutriments, phytoplanctons et zooplanctons afin de tenir compte
des déplacements de ces derniers, cette partie est une extension du modele d’EDO

développé au Chapitre 2 et ou nous allons tenir compte des possibles déplacements.

4.1 Matériels & Meéthodes

4.1.1 Modele & Notations

Nous nous sommes concentrés sur un morceau de cote océanique (atlantique)
le long de I’Afrique de ’Ouest, ainsi notre domaine d’étude est défini comme un
ensemble QO C IR3 ressemblant & un parallélépipéde rectangle muni d’un référentiel
cartésien (O, e, €5, e3) dont les bords sont caractérisés par les définitions et notations
suivantes : surface [}, la face horizontale supérieure; fond Iy, le fond; cote I, la
face verticale vers 1’Est; flanc ouest Ffo, la face verticale vers ’'Ouest (au large);
flanc nord Iy, la face verticale vers le Nord et flanc sud I, la face verticale vers
le Sud (Voir Figure-4.1.1a ).

Nous avons muni l'espace du repere cartésien (O, ey, e,,e3) de sorte que e; pointe
vers ’Est (cross-shore), e, vers le Nord (alongshore) et e5 vers le haut. Son origine est
I'intersection entre la surface, la cote et le flanc sud. En somme, ) est formellement
égal a

L L
33
oul, L et H désignent respectivement les échelles Ouest-Est, Sud-Nord et Fond-

Q = [-1; We(xo, x3)] % [-55 5] x [-H; Ws(x1, x2,u)], (4.1.1)

Surface. La fonction . (x,, x3) représente la topographie de la cote; elle n’est pas
déterminée explicitement ici car son caractere implicite est suffisant pour la modéli-
sation. Cependant, elle doit étre précisée pour une éventuelle simulation numérique
en supposant par exemple W.(x,,x3) = 0; c’est le cas d’une cote plate et verticale.
Comme ¥, la fonction W(x,x,,u) représente la topographie de la surface. Elle
dépend de la vitesse de l’'eau (1) et des coordonnées spatiales (x;,x,); elle ne peut
étre caractérisée de fagon réaliste car la détermination de I'inconnue u dépend a
fortiori du domaine (). Remarquons que la définition du repere (O, ey, e, e3) impose
aux fonctions ¥ et \¥, les conditions sup W(xq, x,, 1) < 0 et sup .(x,,x3) < 0.

Les éléments de frontiere du domaine () définis ci-dessus sont décrits par les
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ensembles suivants :
I ={xeQ, x3=Y(x;,xo,u)}, Tr={xeQ,x3=-H}
[={xeQ,x; =W(x2,x3)}, Tpo={x€Q,x;=-1I}, (4.1.2)

Iy ={xeQ,x; = %},

Ainsi, nous avons défini le bord de () comme 1’union de ces ensembles et ’avons

noté T'1.

F:FSUFfUFCUFfOUanUTfS.

En supposant que les nutriments (n), les phytoplanctons (p) et les zooplanctons (z)

Main Flow Ekman Flow,

ff

Ekman Layer 27

il

Vertical flow
Phyi i
i';""v"’o‘/ Phytoplanktion

SR
]
Ge= © Deep of the ocean

Fishs

© Yaya Youssouf

(a) Conception du domaine (), une portion de la cote
océanique (atlantique) le long de I’Afrique de I'Ouest. Le
triplet (x, v, z) est aussi noté (xy,x,,x3); Ug est la vitesse
d’Ekman.

Parameétre Description

S Intensité d’Upwelling

p Taux de conversion de paturage ( préda-
tion)

Y Coefficient de paturage

a Taux d’attaque des zooplanctons

h= g Temps moyen de manipulation

kq Constante de mi-saturation pour recrute-
ment des nutriments

M Efficacité de régénération des nutriments

25 Taux de mortalité naturelle de phytoplanc-
tons

J78) Taux de mortalité naturelle de zooplanc-
tons

i Concentration constante des nutriments
sous la couche de mixage

(a) Description des paramétres du Modéle

Ficure 4.1.1 — Description des parametres et schéma du systeme .

évoluent dans le domaine ) , nous avons construit notre modeéle en intégrant les

effets de transport-diffusion dans le systeme d’EDO suivant ( 4.1.3 ).

dn
E =S(n—n0)— ﬁnp

dp _ Bnp _ ap

k1+1’l

+ i (TH2 4 ap + ia2) ;

dat T ki+n 1+17pz_ﬂ2p;

dz _ aypz _
dt 7 l+np H3z .

(4.1.3)

Elle ne décrit que l'interaction temporelle entre les espéces et a été étudiée sur

([65]). Afin de faciliter I’écriture compact des EDP, nous désignons par n =c¢y,p = ¢,

et z=cj.

1. Cette définition de I est générale mais formelle c’est-a-dire qu’elle contient la limite physique

rigoureusement décrite.
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Beicy ayc,cs
k1 +C # 1+ L)

Fi(cy,¢p,¢3) =S(c; —ngp)— + o€ + U3C3

Beica  acyes

F ,Co, = - — ; 4.1.4
2(c1,€2,¢3) e T+ncs H2Co ( )
CY)/CZC:),
F3(cy,¢p,¢3) = s — H3C3.

Alors, le systeme ( 4.1.3 ) s’écrit :

d
T =Fi(cr,cp03);
dc
d
19 —hle,epe); o g(t=Fe() (4.1.5)
dC3

i =Fslep,ep¢3).

Nous avons ajusté ce systeme en considérant les effets de transport-diffusion (res-
pectivement les opérateurs u-V et 9A); ainsi les concentrations ¢y, ¢,,c3 dépendront
du temps t et de l'espace Q :

1%

%+u-Vc1 :FI(Cl,C2,C3)+6AC1;

1%

%-FM'VCQ :Fz(cl,C2,C3)+6AC2; (416)
0

£+M‘VC3 :F3(C1,C2,C3)+6AC3;

ou u = (uy(t,x1,xy,x3), up(t,x1, %2, x3), us(t, x1, X2, x3) représente le champ de vitesse

de l'eau satisfaisant les hypothéses de régularité et d’incompressibilité
V-u=0 sur [0,T]xQ; (4.1.7)

et 0 le parametre de diffusion. Notons que le vecteur de concentration c a été

redéfini en tenant compte de la dimension spatiale par

c: [0,T]xQ) — E=E{xE,xE;3

; ; ; ; T (4.1.8)
(t,x1,%2,x3) > (cq(t,x1,%2,%3),€o(t, X1, X9, X3), €3(t, X1, %2, X3)) ",

avec E{,E,,E3 C[0,1] et les opérateurs A,V agissent sur c selon ( 4.1.9,4.1.10 )

82(:1 82(11 azcl

+
ACl 8x12 8x22 9x32 3
82C2 aZCQ 92C2 Z 2
= = + + = ¢ 1.
Ac=|Ac,y [=| 575+ 575+ 003 : djci (4.1.9)
AC3 82C3 + 82C3 + 82C3 ]:1 1<i<3

8x1 2 3x22 3x32



4.1. Matériels & Méthodes 83

aCl aCl 8c1
l/lla—xl + MZa— + u39x3

(u V)C_ ulgcz +u2§;2 +M3§;§ :(Zujajci] , (4110)

dc 0 dcs

3 C3 1S1S3
ulax +u29 +M3ax3

Pour fixer les conditions aux bords, nous avons supposé que les concentrations

restent dans le domaine Q) , alors

Jc;

= Vg, - M=0i=1,2,3; (4.1.11)
on

ou le "point - " désigne le produit scalaire et # le vecteur normal a I' pointant
vers l'extérieur. En réalité, les concentrations peuvent étre en dehors du domaine
puisque certaines parties des frontieres ne sont pas rigides. Néanmoins, cette
hypothése reste plausible si 'on considere que le flux d’entrée est égal au flux de

sortie.

4.1.2 Position du probléeme continu (PC).

Soit D* l’espace de distributions défini par
D% ={v:Q —E, D%veC’Q)) (4.1.12)
3
On note H = (LZ(Q)) et on définit les espaces de Sobolev,

H! ={veH, %GH, Vi=1;2;3.};
x7

H! ={veH, %’;i—OSurF i=1,2,3.) (4.1.13)
H?> ={veH!, g;; axax €eH, Vij=1;2;3)

Nous avons couplé le systeme (4.1.6) avec les conditions initiales et aux bords, en

Ficure 4.1.2 — Illustration des espaces de Sobolev définis en 4.1.13

notant b(c) = (u-V)c—90Ac—F(c), on pose le probleme suivant dit probleme continu
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(PC).

Trouver ceC(0, T;Hz) vérifiant

ﬁ+b(c) =0, dans [0,T]xQ;
5 (4.1.14)
Si=Ve¢i-i =0,i=1,2,3 dans [0,T]xT;

c(0,x) =co(x) dans Q.

C’est un systeme de type transport-réaction-diffusion dont le terme source est F.
Noter que le probléme continu au sens fort serait de trouver ¢ € C1(0, T; {C*(Q)}3).
Nous étudions d’abord le probleme stationnaire continu (PSC) (i.e 3‘; =0 ). Nous
allons cherché une formulation variationnelle de (PSC) et abordé le cas échéant, la
problématique d’existence, d’unicité et de régularité de solutions.

Soit v € D une fonction test, en multipliant (produit scalaire) la premiére équation

du (PC) (4.1.14) par v et en intégrant formellement, on a

L(u-V)c-vdx—j@éAc-vdx—LF(c)-vdx:0. (4.1.15)

Il en découle la définition suivante.
Définition 4.1.1. Soient T, D, N, B les opérateurs définis par

T(c,v) = JQ(M-V)C-V dx;

D(c,v) :—J OAc-v dx; (4.1.16)
N(c,v) :—fP(c)-v dx;
Q

B(c,v) =T(c,v)+D(c,v)+N(c,v).

L'opérateur b su-mentionné vérifie (b(c),v) = B(c, v).

4.1.3 Propriété des opérateurs.

Pour évaluer T(c,v),on a:

T(c,v ):J (u-V)c- vdx_J- Z ]aclvldx; (4.1.17)

en utilisant la formule de Green dans H!, et en tenant compte de 'incompressibilité
du fluide (c’est-a-dire V- u = 0), on obtient :

3
T(c,v)= Z( Jc,ax dx—i—frc viu;n ]ds) (4.1.18)

L]=
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on a X
chvlu] ]ds_chvu i1 ds; (4.1.19)
ij=1

or u-i = 0 p.p sur toute partie de la frontiére car par hypothése, V-u = 0 sur Q,

alors

3
1
():J—V.udx:Z( J udx+fu,-n,-ds):fu-ﬁ’ds; (4.1.20)
od
Q = Xi r r
par conséquent u -7 =0 p.p sur [, ainsi

ZJ 8 ujdx Ve, veH; (4.1.21)

i,j=1

donc, pour v =c,

)

1
——f u-Vicz dx. (4.1.22)
z] 1 2 Q

D’autre part, en utilisant directement la premiere expression de T(c,v) ( 4.1.17), on

aura

_ 8|C|115 1 )
e ZJ 4o, i dx = 2ZJ Jax dx = Lu-VICIE dx.  (4.1.23)

i,j=1

Ainsi, les équations (4.1.22 & 4.1.23) impliquent
T(c,c)=0 VceH. (4.1.24)

Pour 'opérateur de diffusion, nous avons :
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ainsi , en utilisant la formule de Green et en tenant compte des conditions aux

bords, nous aurons :

D(c,v):—éf Ac-vdx :62
Q

( ac, 81}1 dx Je; n-) ds, YceH?veH!;
i,]=1

8x ax - ra_x]-”" /

(4.1.25)

on a % =0 VceHiﬂH2, alors

> dc; dv;
D = — VceHLNH? veH! 4.1.2
(c,v) 5ZJ o, 8x dx, ceH, NnH , ve ( 6)
d’ou pourv =c
D(c,c) = 5J V|2 dx = 5||VellF. (4.1.27)
Q

ou nous avons utilisé la notation suivante :

[Ve|z = Ve Ve = ( Z) .

ij=1
1
2 2
lells = (L 2 dx) (4.1.28)

—N(c,c) = J;) F(c)-cdx = J;) (Fi(c)eq + Fa(c); ¢ + F3(c)c3) dx

Pour 'opérateur N, on a

avec
) c%cz 1€2€3
Fl (C)C1 = SCl — Snocl 18 e ]/l 7/1 n e +}41}42C1C2 +]41‘1/l3C1C3
2 2
Fs(c)c, 1% -a 2 —yzc%; (4.1.29)
kl +Cq 1 +1cCy
2
()
F5(c)c 3 _uscl.
3(c)es 7/1+17c H3C3

Comme k,, > 0, alors | i 2| <|Bcicy| (Sicy =0 c’est vraie, si c¢; # 0, on simplifie par

Cl)-



Fi(e)ep < %(25(1 —ng)+f+ ;41;7 + p1po +P‘1P‘3)C% +5(B+pip2)cs+5

a a
Fy(c)e, <|(B—p2+ %)cg +—c3;

4.1. Matériels & Méthodes 87

Avec la méme logique, on a

_CiCC3 | _ piay
'#10( 1 < lecsl.
+1¢2 1
On a aussi pour ¢ € Ey,
c% <c¢p = -Snpe; < —Snocf. (4.1.30)

Ainsi, en appliquant 'inégalité de Young, nous aurons

1 (may 2.
( 1 +P‘1l43)c3:

2
21

a
F3(c)e; < (77/ —,”3)C§-

(4.1.31)
Alors il existe kq, ky, k3 < 0 tel que
F(c)-c< klc% + kzcg + k3c§. (4.1.32)
Donc, en notant kg = —max{ky, k,, k3}, pour ¢ € H nous aurons
2 .
N(c,c) >k IQ c|z dx; (4.1.33)

N(c,c) > k0||c||12{ YceH.
Lemme 4.1.1. En combinant les inégalités ci-dessus (4.1.24, 4.1.27, 4.1.33 ), on a

B(c,c) > 6||Vc||12{+k0||c||12{; (4.1.34)
en notant ty = max{9d, ky}, on obtient

B(c,¢) = 7o (|IVellfy + llell ) (4.1.35)

alors
B(c,¢) = tollellgy - (4.1.36)

L'opérateur B est dit coercive ou ty-elliptique.
Lemme 4.1.2. (hemi-continuité de b(-))
Lopérateur b(-) : V. — V' est hémicontinu, c’est-a-dire qu’il vérifie la propriété suivante :

pour tout vi,v,,v3 €V, Uapplication f(A) = (b(vy + Av,),v3) est continue sur R — R.

Preuve. On a B(c,v) = T(c,v)+ D(c,v)+ N(c,v)
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Soient vi,v,,v3 €V, f(A) = (b(vy + Avy),v3) = g(A) + k() avec

2(A) =T(vy + Avy,vs3) + D(vy + vy, v3);

(4.1.37)
h(/\) = N(Ul + /\'Uz), U3);

Comme T + D : H! x H! — R est bilinéaire continue, Ct, Cp telles que g vérifie

18(A) —g(Ao)l < [A=AllIT(vp,v3) + D(vy, 7/3)||(H1><H1)'}

(4.1.38)
< [A= Aol Crllvallgtlvsllar +1A = Aol Cpllvallgt llvsla:
En posant C = Cg + Cp, on obtient
1g(A) = g(Ao)l < CIA = Aglllvallmtllvs I - (4.1.39)
D’autre part, en utilisant le fait que F est L-Lipschitzienne on obtient
|h(A) UQ (v1 + Avy) — F(v1 + Agvy)) - v3
< IQ (v + Avy) = F(vy + Agv2)) - w3 dx; (4.1.40)

< LIA= Aol fq lvalg sl dx;
< LIA = Aplllvallgllvsllg.

Ainsi, les inégalité (4.1.39) et ( 4.1.40) montrent que les fonctions g et h sont

continues de R — R, donc f (1) est continue.

4.1.4 Formulations variationnelles.

Formulation variationnelle du (PSC)

Compte tenu des propriétés des opérateurs ci-dessus établis, la formulation
variationnelle du (PSC) est la suivante qu’'on dénomme Probleme Variationnelle
Stationnaire (PVS).

(4.1.41)

Trouver ¢ € HL(Q)tel que :
B(c,v)=0 VYveH!.

Formulation variationnelle du (PC) linéarisé (4.1.2)

Pour ¢ solution du probléme stationnaire, on pose F, le linéarisé de F sur un
voisinage de ¢ tel que
F(c)=F(¢)+Jp(c)(c—¢). (4.1.42)
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On définit de méme les opérateurs linéarisés N, B, b, associés a N, B,b par

N(c, =— F(c)-v dx;
(c,v) J;)C (¢)-v dx
(b(c),v) = B(c,v) =T(c,v)+D(c,v)+N(c,v);

(4.1.43)

On note Q¢ le domaine local autour de € et I; son bord. En considérant €, I’erreur
d’approximation entre c et ¢ (i.e c =¢+ €, on a V¢; = V¢; Ainsi, le probleme
linéarisé de (PC) est

Trouver ceC'(0, T;H*(Qg)) vérifiant

% +b(c) =0, dans [0,T]xQg;

% -0,i=1,2,3 dans [0,T]xT; (4.1.44)
% % i=1,2,3 dans [0,T]xT

c(0,x) =cp(x) dans Q.

La condition % = % stipule que sur le bord local, I'inconnue ¢ a le méme gradient
que l’équilibre ¢.
Pour le reste, on garde les notations de la définition (4.1.2) et on pose (c(-),v) tel

que:

d dc
3 (c(hv) = L o vx. (4.1.45)

Soit V un sous-espace fermé de H!(Q) tel que
V < HL(Q); (4.1.46)

ot HL(Q¢) = {v e HL(Q), % = % sur [;} et < désigne I'injection continue .

Ainsi, ¢y € V et nous posons le probleme variationnel (PV) suivant (4.1.47) :

trouverc € W([0; T[,V,V’);

%(C(-),V) +B(c(-),v)=0 ausensde D'([0;T]) YveV; (4.1.47)
c(0) = ¢p.

Avec W([0; T[,V,V’) sous-ensemble et C([0; T], V) , I’espace faible a construire pour

établir un résultat d’existence d’une solution faible.

Remarque 4.1.1. On a deux points justificatifs de la position du probléme (4.1.47) :
1. le fait que W([0; T[;V,V’) Cc C([0; T];V,V’) implique que la condition ¢(0) =

Cp a un sens;

2. Pour E, F deux espaces vectoriels normés, E < F signifie qu’il existe une constante C telle
que pour tout u € E, |[u]|p < Cllullg.
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2. pour ce W([0; T[;V,V’),veVona

(<(-),v) = %(c(-),v) dans D’(]0; T|). (4.1.48)
De ce fait, en notant
d d
Ec(.)lw =4 (c(-),v) VYvevV; (4.1.49)

on a bel et bien le probleme (4.1.47).

Pour ce W(0,T;V,V’),veV,ona:

) d . )
(€()v)=g(c(hv) in DO TI);
par conséquent, en notant :

G = Sielho), eV

et en prenant c € W(0, T; V), on obtient :

d dc 1d
a(C(),C):J‘QEC dx = Ea(fﬂ |C|é dX) (4150)

En effet,

dc 2. dc; 1g dc? 1 0|c|3
z'c— 1¥C1’—§Z’ = =——.

i:

4.2 Resultats

4.2.1 FEtude du probléme linéarisé.

Propriétés locales des opérateurs.
Pour 'opérateur T(c,v), par analogie aux équations (4.1.18 - 4.1.23 ),on a:

T(c,c) = —%IQE u -V|c|% dx + IFE cu-itds;

4.2.1
etT(c,c)= %fﬂu -Vlc|2 dx. ( )

on déduit donc
T(c,c) = —f u-itds VeeHLQ:); (4.2.2)
It
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de méme selon (4.1.25), 'opérateur de diffusion s’écrit

D(c,¢) = d||Vell - 5ZJ %, ds; (4.2.3)

Pour l'opérateur N, évaluons F(c)-c = F(¢) + Jp(¢)(c — ) - c; en utilisant I'inégalité de

Young comme dans (4.1.31), on obtient

~JE(@)(c =€) e = @rc + a5 + 3¢5+ (T)(c) - & (4.2.4)
ou

Q1= (—2F1,1 - —61’2;61'3 )2 P2 = (—2F2,2 - —61’2;62'3 )? P3 = ( 2F;33— —61 31923 );
0ij=Fij+Fi

4.2.5
fixons la contrainte @1, @, @3 > 0 et posons ¢ = max{@y, p,, @3}, alors ( )
~JE(@)(e=8)-e 2 @lelp + [ (€)(c) - & (4.2.6)
d’ou
J Jr(€)(c—¢)-& > gllcll + J JE(€)(c)- € dx (4.2.7)
On a aussi 0 =b(¢) = (1 - V)c—6AC - F(¢)
—F(€)-c=—-0Ac-c+(u-V)c-c, (4.2.8)

on déduit selon (4.1.25) et le fait que % =0:
]

I, > 9
_5J Ac- cdx—éZJ ( ) dx —5;L%cid5, (4.2.9)

i,j=1
or on a 2
861- 1 C; (9c1
—C;i = — 421
an T2 an T on€ ( 0)
alors )
) ) 1) d|c;| e _
—6JQEAc-cdx:6||Vc||%I—EJ;E{ 8nE +2%-e}ds, (4.2.11)
et d’apres (4.1.17)
T(¢,c) = u-Ve-cdx=-2 . u-V[e|> dx+ [. (|c|> +&-€)u -7 ds;
©0) = Jo, -V VIR dxt [, (Jel2 +-e) o)

_ _12 -
= ||c||%l(ré)—§ Qéu-VlclE dx+fréc-eu it ds
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En combinant (4.2.2, 4.2.7,4.2.11, 4.2.12), on déduit

B(c,0) 2 pollll?, +8lIVelly + el + Jr, TF (@) €dx—1 [, u-Viel} dx-

6Jr(a|clE+a° 26+¢)—3¢-€u-it) ds

(4.2.13)
ou ¢o = max{¢;o} . Ainsi, pour € tend vers 0, on aura

_ _ ) 1 ) d|c|2
B(c,¢) > gollcllf, + olIVellg + ||c||12{(ré) -5 JQE u-VIe|z dx - = L = ds (4.2.14)
On dit dans ce que l'opérateur B est quasi-elliptique, i.e 3a; € R, tel que
B(c,¢) > gollellf — a1 (4.2.15)

Estimations a priori

Nous allons faire quelques estimations a priori afin de caractériser I’espace V et
aussi de pouvoir démontrer 1’existence des solutions faibles en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin. Ainsi, en combinant le systéme linéarisé (4.1.44) et I'inéquation

(4.2.15), nous aurons :

_1d 2 P .
_ EE(J.Q |c|z dx)+B(C,C)» (4.2.16)

2
> pollellgn — i

ce qui implique

pollellzy < a1 < oo; (4.2.17)
on en déduit que
ceHY(Q), ie ¢VeceH ceHY(Q). (4.2.18)
Cela confirme le fait
VcHY(Q). (4.2.19)

Existence de la solution faible du probleme linéarise.

Proposition 4.2.1. (Existence)

Sous les hypothéses de la formulation variationnelle (4.1.4), nous avions V et H donnés
satisfaisant les conditions d’injection continue (4.1.46). Alors, il existe une solution
faible du probléme (PV) linéarisé (4.1.44) vérifiant :

ceL®(0,T;H)NL?*(0,T;V). (4.2.20)

La vérification de 'existence se fait par la méthode de Faedo-Galerkin. Il s’agit
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d’une série d’étapes dont la premiere consiste a construire un probleme approché
de (4.1.44), puis une estimation a priori et un passage a la limite d’approximation

avant une vérification finale.

Preuve. d’Existence (4.2.1)
Soit {w!,---,w™,---} une base de I’espace L*(0, T;H)ﬂLz(O, T;V)etc™(t) e vect{w!
solution approchée du probléeme :

(52 i) <0 12150
0) = com € Vect{ L wlmys (4.2.21)
com c® dans H.

Ceci définit ¢™(t) dans un intervalle [0, t™],, t” > 0 mais comme nous avons ( 4.1.36),

alors ,
1 1
SO+ o [ e (@R do < S+ as (4.2.22)
0

d’ott I'on déduit t" = T et que ¢ reste dans un borné de L*(0, T;H)NL%(0,T;V);

on peut donc extraire une sous-suite (¢c?" telle que :

ctm X ¢ in L*(0,T;H);

ctm ¢ in LZ(O,T;V);
c?M(T) — & in H;
b(cP™y —~ x in L*0,T;V).

(4.2.23)

car ||b(c)|ly < Cllc|ly et donc b(c™) reste dans borné de L?(0, T; V).
Soit ¢"(t) et b(c™(t)) des extensions sur R de c"(t) et b(c(t)) par 0 en dehors de
[0,T]; alors ( 4.2.21) conduit a

(a;:—j(t),wl) +(B(e™(t),w') = (<, w!)8(t - 0) = (™(T),w!)8(t=T);  (4.2.24)

en passant a la limite pour / fixé et m = ¢p(m) on a

(%’wl)+(f’wl)=(Co’wl)fS(f—O)—(é,w’)é(t—T) vI; (4.2.25)
ainsi o
a(t: +X=c’5(t=0)=&5(t=T); (4.2.26)
en restreignant (4.2.26) sur ]0, T[), on obtient
dc
5 TX=0; (4.2.27)

donc % € L?(0,T;V’) alors c(0) et ¢(T) ont un sens et en comparant a ( 4.2.26), on
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en déduit que ¢(0) = c® et ¢(T) = &.

Pour montrer 'existence de la solution, il suffit de montrer que
x = b(c). (4.2.28)

D’apres la monotonie de b,on a
T —_
XM= f (b(cm(t)) —b(v(t)),c"™(t) —v(t))dt >0, Vve LZ(O, T;V). (4.2.29)
0

Maintenant, d’apres ( 4.2.21), nous avons :

1

T

_ 1

f (b(cm), c")dt = E||c0m||§I - E||cm(T)||§I; (4.2.30)
0

ainsi
xm =L Om) 2 H|mIWP TE m v)dt TE m (¢ t))dt; (4.2.31
= S = 3Tl = [ (B v)ae= [ (Ben o) s @.23)

par conséquent, comme liminf||c™(T)|I% > |lc(T)Il7 ( [10] Page 35), alors

T T
limsup X < %HCOH%{—%HC(T)HIZ{—J (X,V)dt—J (E(v),c—v)dt. (4.2.32)
0

0
De (4.2.27) nous déduisons ( intégration par parties )
Loop 1 2 !
Sl = Sle(Mllg =) (x.c)dt; (4.2.33)
0

dong, en considérant ( 4.2.32) et ( 4.2.33), nous avons

JT(X—b(v),c—v)dtZO. (4.2.34)
0

Nous utilisons maintenant "I’hémicontinuité” pour montrer que (4.2.34) conduit a
(4.2.28). Nous prenons v =c—Aw, A>0, weL?0,T;V),ainsi(4.2.34) donne

T
/\J; ()(—l_)(c—/\w),w)dtzo; (4.2.35)

par conséquent

JT(X—b(c—Aw),w)dtZO; (4.2.36)
0
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en tendant A vers 0 dans (4.2.36), on déduit que

' x—b(c)w)dt>0 Vw; (4.2.37)
| (e=ttenw)

qui montre ( 4.2.28 )i.e x = b(c).

4.3 Discussion

Ici D’([0; T[) est confondu avec D’([0; T[,V, V) Nous notons en général :

Si X est un espace de Banach, X’ est son dual et
T 1

LP(0,T;X) = {f/f mesurable de [0,T] — X, (J ||f(t)||§(dt)p < oo} pour (1 <p <
0

00);

L*®(0,T;X) ={f/f mesurable de [0, T] — X, ess sup ||f(t)|lx < oo}.
t€[0,T]
D(]0, T[; X) = fonctions C* de [0,T] — X et a support compact dans |0, T[;

Ck(]0, T[; X) = fonctions k fois contintiment différentiables de [0, T] — X;
L(X;Y) = espace des applications linéaires continues de X dans Y ( X et Y étant
des espaces vectoriels topologiques );
D’(]0, T[; X) = L(]0, T[; X) = espace des distributions sur ]0, T[ a valeurs dans X.

Si 'opérateur B était elliptique, on a I'unicité de la solution du (PV) linéarisé. En
effet : Soit ¢; et ¢, deux solutions distinctes du probleme (4.1.47) alors, w =¢; —¢;

vérifie w € W(0, T; V) (car c’est un espace vectoriel) et selon (4.1.14)

%
S+ bler) = bles) = 0; (43.1)

alors

J
(a—f,w) +(b(e1) ~ b(cy), €1 — ) = 0;

puisque b est monotone (4.1.2), alors

ainsi, nous avonsw =0 = c¢; =c;.

L’inégalité de Poincaré ne peut pas étre établit pour H(Q), c-a-d il VC > 0,
Wl > CIV ol (43.2)

Soit {V™}, m € IN* une famille des sous-espaces vectoriels de dimension finie

vérifiant I'approximation de Galerkin; V étant dense dans H et d’apres 'approxi-
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mation, pour ¢y € H; il existe une suite 9" m e N* telle que:
VmelN, "ev™ et 9" — 0 dans H. (4.3.3)

Nous noterons :
d™ = dim(V") , w' = (me)l'zl’?,, I=1,---,d™ ,une base de V".

Le probleme est alors : Trouver

dm
c"(t) = Zglm(t)wlm, (4.3.4)
=1
vérifiant :
enir) w'™)+B(c"(t),w'™) =0
dt ’ ’ ’ (4.3.5)
Cm(O) — c0m
Ona

dm
T(c"(t),g" (1) + D(c"(1) g™ (1) = ) _g"™(1)(T(w!,w)+ D@, w')  (4.3.6)
I=1

Nous remarquons que la non linéarité de F complique l'utilisation de la méthode

de Galerkin, on tente une méthode de monotonie.

Conclusion

Nous avons étudié le modele NPZ couplé avec des effets de transport et diffu-
sion. étant donnée que c’est une EDP, on a opté pour la théorie de Sobelev pour
appréhender l'existence des solutions. La non-linéarité du champ F et le pléthore
des parametres empéche que les opérateurs vérifient des propriétés classiques
exhibant I'unicité de la solution (ellipticité). Ainsi, pour parvenir a ce résultat, il
serait idéale de simplifier le modele.

En perspective, on peut se pencher sur l'existence de solution du probleme
continue par les techniques du point fixe. Ensuite, une discussion sur I’équivalence
entre les problemes continus et les formulations variationnelles serait nécessaire

car la validation des méthodes numériques en dépend.
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Résumé 5.0.1. La définition et la description de la dynamique des systémes proie-
prédateur constitue I’'un des problemes fondamentaux de la biologie de la popu-
lation. Depuis 1925, plusieurs modeles ont été introduits. Bien qu’ils sont tres
hautement efficace, la plupart d’entre eux négligent quelques critéres pertinents
tels que la distribution spatiale et temporelle des especes étudiées. C’est dans
I’objectif d’introduire ces critéres que nous menons cette étude en couplant deux
modeles congus initialement aux dynamiques collectives. Le premier est pour la
mobilité des prédateurs, un modele du type Vicsek; le second est un modele des
particules browniens pour les proies. Nous avons observés comme naturellement
dans les modeles classiques, des cycles périodiques de la densité des prédateurs et
proies. Dans ce cas, la période des oscillations dépend relativement des parametres

du modele des dynamiques collectives.

Mots-Clés : Comportement collectif, Particules auto-propulsées , Particules Brow-

niens, Proie-Prédateur, Réaction-diffusion, Cycle Limite.
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Introduction

L'Etude de la dynamique de population est un sujet de recherche multidisci-
plinaire impliquant par exemple I’Ecologie, la Biologie, les Mathématiques et la
Physique. Elle est parfois orientée spécialement sur la dynamique de deux especes :
proies et prédateurs. Dans cette perspective, le modele développé indépendamment
par A.J. Lotka [25] et V. Volterra (1926) [64] fournit une explication satisfaisante
des phénomenes observés tels que la variation périodique de la densité des especes.
Depuis lors, plusieurs variantes de ces modeles ( appelés LV ) sont dérivées. Ce sont
des systéemes dynamiques discret ou continues dont 1’étude quantitative montre
généralement l'existence d’un état d’équilibre et des solutions périodiques autour
de cet état [50, 36, 5, 7]. Quelques variantes de ce modele integrent la mobilité
(distribution spatio-temporelle ) des especes étudiés, ils sont connus comme des
systemes de réaction-diffusion [39, 4].

Le point commun entre ces deux approches mentionnées ci-haut est qu’elles
sont Euleriennes et déterministes et appelées généralement « Approche de Champ
Moyen ». Il existe aussi quelques formulations statistiques étudiées dans [46, 22,
33].

Trés récemment, des modeles d’individus centrés ( Agent Based Model en
anglais ) sont aussi utilisés pour simuler la dynamique des proie-prédateurs [29,
15]. Ce concept était introduit initialement pour I’étude de comportement collectif
d’une espece donnée. Ce sont les modeles des particules auto-propulsées ou Self-
Propelled Particles (SPP); Ils sont présentés en dimension deux ou trois de I’espace
par divers investigations [63, 16, 59, 57, 13, 62, 48, 49]. Le probleme central inclut
ici les mécanismes par lesquels des agents autonomes interagissent pour exposer un
comportement collectif émergent et les propriétés des comportements résultants.

D’autres part, la mobilité de certains especes tels que les bactéries, les phyto-
planctons ne constitue pas une dynamique collective cohérente mais ressemble
plutot a une marche aléatoire. C’est ainsi que les individus issus de ces especes sont
généralement considérés comme des Particules Browniens (BP) [17, 47, 35].

En somme, les modéles des particules auto-propulsées (SPP) sont introduites
pour étudier la dynamique collective d’une seule espéces mais jamais considérés
pour la description simultanée de deux espéces; Moins encore de proie-prédateurs.
Si tel est le cas, qu’en est-il des propriétés classiques déduites de ces modeéles tels
que l'ordre d’orientation, la formation des grappes ( ou cluster) etc?

Notre approche consiste a construire un framework interprétant une dynamique
du type Proie-Prédateur. Les individus sont considérés comme des points matériels
dans une boite périodique de taille B x B localisés par leurs positions dans le plan

cartésien et animés avec une certaine vitesse.
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5.1 Modeles et Réglages de Simulations

5.1.1 Modeéle des Proies

Pour le mouvement des proies, nous utilisons un modele type décrivant la
dynamique collective des particules comme dans [35] en négligeant la force de
poussée et les interactions inter-particules.

Ainsi, n, particules-proies sont aléatoirement distribuées a l'intérieur de la
boite périodique B x B. la densité en nombre par unité de surface des proies est
donnée par p, = n,/B>.
ri(t), vi(t) représentent respectivement, la position et la vitesse de l'individu i a

p p
I'instant ¢; 'indice p est mise pour les proies.

Au début de la simulation (t = 0), les proies ont leur vitesse donnée par une
distribution gaussienne ( par exemple chaque individu a une vitesse aléatoire tirée
de l'intervalle [-2,2]).

Apres le premier pas de temps, chaque particule subit I’action d’une force totale

1

d .
M% que nous notons F' et se déplace selon ’équation de Langvin (5.1.1) [35]

dv;'] i pi
ME:—')/UP-i‘R(t), (511)

ou, M la masse d’une proie, fixée a 1 pour raison de simplification; vl’; la vitesse
du proie i; y est le coefficient de frottement visqueux, qui est fixé par les propriétés

de 'environnement et la géométrie des particules; R'(t) est une force stochastique

Ri(t) = \2yks T/, (5.1.2)

ou kg est la constante de Boltzmann; T est la température et (! est un bruit blanc

donnée par :

gaussien standard. Pour simplicité, on pose Ty = kgyT qu’on dénomme température de
Boltzmann .

Les composantes de C isont calculées selon la transformation de Box-Muller. Elle
consiste a choisir deux éléments u; et u, d’une distribution uniforme sur l'intervalle

]0,1] et les associer a deux variables standards normalement distribuées :

C; =+/—2log(uy)cos(2mu,),
C; = +/—2log(uy)sin(2mu,).

Ainsi, Pi(t) sera déterminée par la formule :

Fi(t) = =y, (t) + 2y Tp.C". (5.1.3)
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Les positions des particules sont mises a jour en utilisant 1’algorithme de Verlet
[61],
ro(t+7) = 2rj(t) =y (t = 7) + T°F'(t). (5.1.4)

Les vitesses des particules sont calculées selon la méthode de Stormer-Verlet,

vi(h) = r;,(t+r)2—Tr;,(t—T) (5.1.5)

Dans ce systeme, chaque particule a une trajectoire Brownienne (marche aléatoire).

La moyenne de vitesse de toutes les particule dépend étroitement de y et Ty (Voir

annexes ).
Nom | Valeurs | Description Champs
Standard (Unité )
GLOBALES
B 125 Longueur de la boite périodique R* (mm)
Ly 5x10° | Nombre de pas de temps IN* (s)
T 1 Pas de temps R* (s)
Proie
04 0.12 Densité des proies en nombre par unité | [0.01;4]
de surface (mm=2)
Y 0.2 coefficient de frottement visqueux R* (N)
Tp 0.01 Température de Boltzmann R* ()

TABLEAU 5.1 — Resumé de paramétres et variables globales et ceux spécifiques au modéle des
proies

5.1.2 Modéle des Prédateurs.

Nous désignons par « Modele des Prédateurs » une variante du Modele de Vicsek
(Cf. [63],[62]) en ajoutant la reégle de répulsion ([16]) pour décrire le mouvement
collectif des prédateurs dans I’environnement.

Ainsi, n, particles-prédateurs sont distribuées a I'intérieur de la boite périodique
et se déplacent a vitesse constante vy, la densité en nombre par unité de surface
des prédateurs est donnée par p, = nq/Bz; ré(t) et vfl(t) représentent respectivement
la position et le vecteur vitesse du i individu a I'instant ¢. L'indice g est spécifié
pour les prédateurs.

;i

initiale aléatoire v;(O) est assignée a chaque particule.

Pour chaque pas de temps 7, la position r}%(t) change selon Eq. (5.1.6).

(0) est aléatoirement distribué a 'intérieur de la boite périodique [35], une vitesse

ri(t+1) =1 (t) + TUi(E), (5.1.6)

la vitesse vé dépend du nombre des individus autour du particule centrale i se



5.1. Modeles et Réglages de Simulations 103

trouvant soit dans la zone de répulsion (zor) ou dans la zone d’alignement (zoa) [cf.
FIG. 5.1.1].

Les deux zones sont définies par des cercles tels que le rayon R, pour zor et R, pour
zoa avec R, < R,. La premiére zone comportementale représentée sur la figure FIG.
5.1.1 par le cercle interne au plus petit rayon R,, est responsable du maintien d’une
distance minimum entre particules voisines; tandis que la seconde zone représentée

par le cercle externe de rayon R, est utilisée pour l’alignement des particules. Cette

120
100 \ y
80 1 \Rr o>
3 o e
g zor// =
N
40 4
20 - R, z0a 1
0 -
0 20 40 60 80 100 120
X-axis

FiGURE 5.1.1 — Les parameétres d’interaction dans un modéle du type Vicsek. I’individu centrale
(fleche rouge) devie ses plus proches voisins (fleche noir) qui sont dans zone de répulsion (le cercle
interne de rayon R,, zor) pour éviter des collisions et s’aligne avec les voisins qui sont dans la zone
d’alignement (le cercle externe de rayon R,, zoa) [48].

dépendance directionnelle est régie par les quartes regles suivantes :

(a) regle de répulsion : S’il y a n, voisins autour de i dans zor,la vitesse vé(t +7)

est donnée par Eq. (5.1.7) :
vi(t+71) = R(&(t) V] (1), (5.1.7)

avec V/(t) la direction désirée par la particule i et donner par Eq. (5.1.8):

ne ..
i
23 (1
o J#i
q

Vi(t) = —v , (5.1.8)

¥ ()

j#i

ou vg est la vitesse constante de toutes les particules; rcl/ = rZI - ré est le vecteur dans
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la direction de j et R(&;(t)) est la matrice de rotation Eq. (5.1.18).

R(&i(t)) =

[cos(éi(t)) —Sin(éi(t))] (5.1.9)

sin(&;(t))  cos(&;(t))

&;(t) est un bruit angulaire tiré d’une distribution gaussienne de 'intervalle [-27t17; 2717,
ou 7 € [0;1] représente l'intensité du bruit.
(b) Regle d’alignement : s’il n’y a aucun voisin dans la zone de répulsion,

I'individu i répond aux autres qui sont dans la zone d’alignement avec :

{ Rf&(t))va"(t), b>a (5.1.10)

ou,
— b est le cosinus de I’angle mesuré entre v;(t) et r;] ;
— a €[-1;1] a une valeur fixée qui est le cosinus de ’angle de perception «,

I’angle mort devrait étre 360° — «;

— la direction désirée par I'individu 7 dans zoa est

Mg
Y vl (1)
A=l

, (5.1.11)
X vl o)
j=1

Vi(t) = vae(t)

ou n, est le nombre de particules dans la zone d’alignement et ¢(¢) 'ordre de

polarisation donnée par :

My

P(t) = ! ; (5.1.12)

= — vit
| )i

i=1
et A est le degré de polarisation.
(c) Regle absolue : s’il y a répulsion, I’'alignement est négligé.
(d)Regle alternative : s’il n’y a aucune particule dans les deux zones, I'individu

i conserve sa direction, ainsi

vé(t+'c):vé(t)v3. (5.1.13)

5.1.3 Le Modéle de Proie-Prédateur

En plus des modeles précédents décrivant la mobilité des proies 5.1.1 et préda-

teurs 5.1.2, On s’intéresse dans cette partie a leur dynamique d’évolution en tant
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Nom | Valeurs | Description Champs
Standard (Unité )

n 0.09 Intensité du bruit [0;1] (1)

Op 0.012 Densité en nombre par unité de sur- | [0.01;1]mm™9

face

R, 1 Rayon de la zone de répulsion (zor) [0; L]( mm)

R, 4 Rayon de la zone d’alignement (zoa) | [0;L] (mm)

vP 0.5 Vitesse de chaque particule [0;R,](1)

a T Angle de perception [0;27t] (rad)

TABLEAU 5.2 — Paramétres du modéle de prédateurs.

que deux populations vivant dans un environnement commun (la boite périodique).

Pour décrire cette dynamique, nous allons introduire un modele de Proie-
Prédateur en couplant ces deux modeles dont les hypotheses de couplage seront

détaillées dans les sous sections suivantes.

Nous voulons savoir comment le comportement collectif des prédateurs agit sur

I’'abondance des proies et vice-versa?

Hypotheses sur la Dynamique des Proies

Dans cette partie, nous traitons les proies en tant que sujets vivants et émettons
quelques hypotheses régissant leur vie. L'idée principale est d’associer chaque proie
a un état d’énergie qu’on peut quantifier et qui varie chaque instant en fonction
de la position du proie envers ses éventuels prédateurs. La variation de cet état
d’énergie caractérise les états de vie de chaque individu a savoir : la survie, la

reproduction et la mortalité.
At =0, nous réglons les données initiales suivantes :

1. n,(0) la taille initiale de la population des proies;

2. chaque proie a une énergie initiale E(0). C’est une valeur tirée aléatoirement
d’une distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type o, (i.e
E}(0) < 8(0,0,) ).

At=t+1

1. Mouvement : la mobilité des proies obéit au modele décrit ci-dessus dans
la section 5.1.1.

2. Survie : la i proie survie si elle est a I’extérieur de la zone de prédation
de tous les prédateurs (Eq. 5.1.14). Elle obtient une énergie aléatoirement
tirée d’une distribution gaussienne E; — N(0, og,); C’est ce qu'on appelle
bonus de survie. Ceci peut réduire ou augmenter son futur état d’énergie et
modélise le fait que chaque proie peut survivre en engendrant une autre

proie par clonage, ou juste survivre sans engendrer ou mourir. Ainsi, la i*™¢
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proie survie si et seulement si :

1

Vi I -rl (0> Ry, (5.1.14)

ainsi

Ej(t+1)=Ej(t)+E, .

: , (5.1.15)

3. Reproduction : si l’état d’énergie du i*™ proie dépasse un certain seuil de

reproduction E., alors I'individu sera apte de se cloner.
E;(t +7)2E, = i*me Proje se clone; (5.1.16)

ainsi, une nouvelle proie k nait dans la zone de naissance (zob,); On note
Ry, le rayon de cette zone. On associe a ce nouveau né un état d’énergie
aléatoire EI’; (t+1) < N(0, GEP) et une vitesse aléatoire tirée d’une distribution
uniforme.

4. Mortalité : les proies meurent quand ils n‘ont pas suffisamment d’énergie,
c’est-a-dire que leur état d’énergie est inférieur a un certain seuil de mortalité
E; .

P

E;(t) <Eg = i*M€ Proje meurt. (5.1.17)

Noter que leur mortalité peut étre due a une prédation.

Hypotheses sur la Dynamique des Prédateurs.

La taille initiale de la population des prédateurs est 1,(0).

Comme les prédateurs ont besoin d’énergie pour survivre, on associe a chacun
un état d’énergie Ef](O); la distribution de ctte énergie est normale (i.e Eé(O) —
N(0, OF,))-

A chaque instant, ils utilisent qu quantité d’énergie; Ceci constitue leur méta-
bolisme. Ils peuvent aussi gagner d’énergie par prédation. Elle est caractérisée par
la capture des proies présentent dans la zone de prédation zop (un cercle de rayon
R,) du prédateur central.

Les prédateurs meurent quand ils sont en manque d’énergie ; C’est-a-dire quand
leurs états d’énergie descend en dessous du seuil de mortalité Edq- D’autre part, si
leur état d’énergie dépasse le seuil de reproduction E, ,ils se divisent en deux agents
(c’est la reproduction par clonage).

Les lignes suivantes montrent les différentes étapes de I’algorithme pour implé-
menter ce modele.

On admet que l'ordre des actions menées par un individu est : mouvement,
prédation (nutrition ), métabolisme, reproduction, et mortalité. At=0

1. n,(0) la taille initiale du population des prédateurs;
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2. chaque prédateur a une énergie initiale E;(O). C’est une valeur tirée aléatoi-

rement d’une distribution gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type of,
(i.e E5(0) = N(0, og,) )-

At=t+1:

1.

5.2

Mouvement : la mobilité des prédateurs obéit au modele décrit ci-dessus
dans la section 5.1.2.

Métabolisme : chaque prédateur i utilise E,, quantité d’énergie qu’on dé-
nomme cotit de métabolisme, ainsi

Ej(t+71)=Ej(t)—E,, .

; q (5.1.18)

Prédation : tout prédateur i capture chaque proie j se trouvant dans sa zone
de prédation, ainsi son état d’énergie augmente de E, qu’on appelle bonus

de prédation.

Il (1)~ P (0] < R, = Ei(t+7) = Ei(t) + E, ; (5.1.19)
R, est le rayon de la zone de prédation zop.
Reproduction :
Eé(t +7)2E, = i“prédateur se clone; (5.1.20)

ainsi, un nouveau prédateur k nait dans la zone de naissance (zob,); On
note Ry, le rayon de cette zone. On associe a ce nouveau né un état d’énergie
aléatoire Eé‘(t+ T) <> N(0, GEq) et une vitesse aléatoire tirée d’une distribution

uniforme.

. Mortalité :

E;(t) <E; = "¢ prédateur meurt. (5.1.21)

Résultats et Discussions.

5.2.1 Analyse du Modele de Proie-Prédateur.

Nous avons effectué des simulations sur ordinateur pour analyser le modele

de Proie-Prédateur. Sauf mention explicite, nous gardons tous les parametres

standards comme indiqués dans les tableaux 5.1, 5.2 et 5.3. On appelle ceux-ci

parameétres standards car ils engendrent un régime ou la densité des especes oscille

au cours du temps, c’est un régime périodique. Cependant, en variant certains

parameétres, on peut avoir d’autres types de régime comme ’extinction simultanée

de deux espéces ou la survie d’une espece et I’extinction de l’autre.
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Nom | Valeurs Description Champs
Standard (Unité )
Proiges

Ry, 0.5 Rayon de la zone de naissance (zob,) ([O;L}
mm

O, 2.73 Ecart-Type de la distribution d’Ener- | R* (1)

gie

Erp 6 Seuil de reproduction R* ()

Esp N(0,0g,) | Bonus de survie R* ()

Edp -8 Seuil de mortalité R* ()

PREDATEURS

R, 6 Rayon de la zone de prédation (zop) ([O;L}
mm

Ry, 1 Rayon de la zone de naissance (zob,) | [0;L]
(mm )

OE, 2.73 Ecart-Type de la distribution d’Ener- | R* (1)

gie

qu 0.01 Coiit de métabolisme R* ()

an 0.025 Bonus de prédation R* ()

E,q 8 Seuil de reproduction R* ()

Edq -8 Seuil de mortalité R* ()

TABLEAU 5.3 — Parametéres du modéle de Proie-Prédateur; Les valeurs standards sont celles qui
produisent un régime pseudo-périodique du systeme.

Nous regardons quelques propriétés de ce régime périodique en se focalisant sur
trois cas caractéristiques de temps selon la densité des prédateurs : minimum (¢;),
moyen (t3) et maximum (¢;) (cf. FIG. 5.2.1).Ces trois cas représentent typiquement
les différentes phases de la dynamique collective des prédateurs. Dans ce sens, les
images instantanées (a), (b) et (c) illustrent la distribution spatiale des especes. C’est
remarquable que la densité des proies est moins importante la ou la densité des
prédateurs est élevée et vice-versa. L'évolution de ces densités au cours du temps est
illustrée dans la figure FIG. 5.2.1-(d). On a observé que les variations de la densité
ont un impact sur la dynamique collective notamment sur l'ordre d’orientation des
particules et la formation des groupes (ou cluster); Ces résultats sont obtenus dans

plusieurs études des modeles du type Vicsek.

Pour cela, on fait des investigations sur 'ordre d’orientation des particules en
évaluant le parametre d’ordre d’orientation ®(t), qui quantifie ’alignement des

particules prédateurs par la moyenne des vecteurs vitesse instantanées.

; (5.2.1)

ce parametre varie de zéro (0) dans le cas d’'une phase désordonnée a un (1) dans
le cas d’une phase complétement ordonnée. FIG 5.2.1-(e) montre ’évolution du

parametre d’ordre de polarisation @(t). Les particules paraissent moins ordonnées
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a faible densité. Cependant, il n’est pas évident de dégager une corrélation entre
la variation de la densité des particules et leur ordre de polarisation. Cela est d1
au fait que 'apparition des nouveaux nés bouleverse I’alignement des particules

et constitue en quelques sorte une transition de phase locale et spontanée. Pour

(a)- tmin (b)- tmia

d(t)

3000 4000 5000 6000 7000 8000
t (s)

FIGURE 5.2.1 — Instantanées des distribution des particules dans la boite périodique : prédateurs
(bleu) et proies ( marron ) respectivement pour trois cas de densité de prédateurs : (a) densité
minimum pfm-n =0.10; (b) Densité maximum p,qu =0.20 et (c) Densité moyenne ( ou intermédiaire )
p?m.d =0.18. Les sous figures (d) et (e) montrent respectivement 1’évolution de la densité des especes
et celle du parametre d’ordre de polarisation @(t) au cours du temps. t,,;,,, tuig €t tqr Indiquent les
trois cas mentionnés ci-haut.

mieux comprendre I’évolution des densités prédateur-proie (p,4(t), pp(t)) et l'ordre
d’orientation équivalent des prédateurs (P(t)), nous exécutons 18 essais avec un
temps total L, = 5 x 10%. Les résultats sont identiques c’est-a-dire que la densité de
prédateurs p,(t) s'ossille dans [0.013;0.33] et celui des proies p,(t) en [0.12;1,32].
Nous avons observé comme au premier essai que p, augmente lorsque p,(t) di-
minue et vice-versa. Cette observation permet de conclure qu’il existe un point
d’équilibre (p,(t), p,(t)) et un cycle limité autour de celui-ci.

On note (p,(t), p,(t), P(t)) la moyenne instantanée ( moyenne quadratique ) de
(pq(2), pp(t), D(1)); Les sous-figures (a), (b) et (c) de la figure 5.2.2 présentent ces
quantités a t € [4.3 x 10%,5 x 10%]. La courbe de pq est plus lisse que la courbe de
pp- Ce fait pourrait s’expliquer par I'impact du stochastique dans les hypotheses
de la dynamique des proies ( cf. 5.1.3). Le méme effet aléatoire est observé sur le
parametre d’ordre polaire @(t). De plus, @ est borné en [0.076,0.67]; Cela signifie
que les prédateurs pourraient étre complétement désordonnés pendant un certain
temps et qu’ils ne peuvent pas atteindre un ordre d’orientation supérieur a 0, 67.
Par conséquent, la présence de proies a un impact sur la dynamique collective des
prédateurs en tant que facteur de désordre.

Nous avons poursuivi notre analyse en regardant les histogrammes de (p,(#), pp(t),cf)(t));
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Toutes les distributions ressemblent a des distributions gaussiennes ( sous-figures
(c), (d) et (e) de la figure 5.2.2. Nous avons trouve des fonctions approximatives f,,
fp et fo respectivement pour la distribution de densité de prédateurs, des proies et

parametres de 1'ordre d’orientation :

filPg@®) =tme T (uyo)=(018,0.011) (5.2.2)
7(F7p(t)*14p)2
2
FolPp(t) =gme ™7 (py)=(0.5, 0.041); (5.2.3)
(@(1)-pg)?
= 2
5 (D(1)) :%Ee 2%, (4p0g)=(0.54,0.31), (5.2.4)
Avec la condition :
Haq _ _ p_pmux _ _
) fq(Pq(f))qu(t)=af Fo(Pp(1) dpy(t); (5.2.5)
p’imin Hp
Fp _ _ p_qmax _ _
; fp(pp(t))dppt) =B . fq(Pq(t))dpq(t); (5.2.6)
Pmin q

Cette condition est une forme d’un résultat empirique qui stipule que la densité des
proies évolue inversement a celle des prédateurs. Peut-on 1'utiliser pour déduire
une équation de 1’évolution du systéme Proie-Prédateur? Cette interrogation est
mise en suspens au profit de I’étude des fluctuations en nombre des particules

prédateurs.

0.60 A

< 0.554

*OJSIéf

F0.16

0.6 {3(b)

43000 44000 45000 46000 47000 48000 49000 50000
t(s)

N
o

—~

0

Frequency
S

Pq(t) Pp(t)

F1GURE 5.2.2 — (a) Evolution de la densité moyenne des prédateurs (bleu) et proies ( marron)
(b) Evolution de la moyenne du parametre d’ordre de polarisation correspondant.La moyenne est
calculée de 18 simulations indépendantes avec des parametres standards.

Deuxiémement, nous caractérisons la fluctuation des densités de particules :

(Apy(l)) = \/(pq(l)z) —{pq(1))? ol p,(I) désigne la densité de prédateurs dans une
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boite de longueur 1. (Ap,(l)) est en général proportionnelle a (pq(l))ﬁ. g =05
correspond a une fluctuation normale et > 0.5 est une « fluctuation giant »[44].
Dans notre systeme, la fluctuation de la densité des prédateurs est estimée pour
trois cas de densité. Pour des densités minimums et moyennes, 'exposent critique
est f ~ 0.8; Ceci correspond a une « fluctuation giant ». Pour les densités maximums,

la fluctuation est normale a cause de  ~ 0.5. Nous examinons enfin la distribution

Number Fluctiation of predator particles

—8— tmin
tmid
100 4 —* tmax

<An>

1071 4

1072 4 e~ <n>08

e~ <p>055

T T T T
100 10t 10? 103
<n>

FIGURE 5.2.3 — fluctuation de nombre des particules prédateurs pour trois cas temps caractéris-
tiques : a t,,;, densité minimum, t,,;; densité maximum et t,,,, densité intermédiaire. L'exposent
critique B est dans [0.55;0.8].

en cluster ! des particules prédatrices. Formellement, la dynamique de cluster du
systeme SPP peut étre décrite en dérivant une équation décrivant 1’évolution de
la probabilité p(m), ou m = my, m,,...,my avec m; étant le nombre d’un particule
isolée, m, le nombre d’amas de deux particules, m5; le nombre de cluster de trois
particules, etc. Un cluster dans notre modele est défini comme un groupe de
particules avec une distance entre voisins plus petite ou égale au rayon de la zone
d’alignement R,, c’est-a-dire les particules interagissant directement ou via des

agents voisins sont incluses dans un seul cluster. Cette définition est utilisée dans
(48].

5.2.2 Comparaison du Modele Prédateur-Proie et celui de Lotka-
Voltera

Le modele de Lotka-Volterra est le systeme d’EDO (5.2.7). Il décrit la dynamique

d’une population composée de proies (p(t)) et de prédateurs g(t).

kp(t) —Ap(t)q(t),
—uq(t) +vp(t)q(t),

.
—_
~
~
Il

(5.2.7)

.
—_
—
~
[l

1. "Cluster" : anglicisme qui signifie "grappe”
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d
0.4 (\ )
0.35 |
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-l

%O.Z | R [l
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A
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Ficure 5.2.4
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FIGURE 5.2.5 — Statistiques de cluster pour trois gammes de densité de prédateurs. p? <
pfnin,pfnin <pl< p?mx,pq > pfnax. p?m.n =0.16 et pme =0.21. L; = 10° et le reste des paramétres
sont standard.

oux est le taux de croissance intrinseque des proies, A le taux de prédation, u le
taux de mortalité des prédateurs et v le taux de reproduction des prédateurs pour
1 proie mangée.

Dans cette section, les parametres du modele Lotka-Volterra sont évalués statis-

tiquement en simulant le modéle prédateur-proie décrit ci-dessus.

Dynamique de Proies

Nous examinons la dynamique des proies en ’absence de prédateurs. On définit
la vitesse d’évolution instantanée intrinseque par :
Pp(t) —pp(t—dt) 1

R(t) = XY (5.2.8)
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et le taux d’évolution relatif par £ = (£(t)). Avec des paramétres standards, l’esti-
mation de & apres 20 simulations indépendantes est € = 0,0013.

Ainsi, I’évolution de la population de proies est quasi-exponentielle 5.2.6.

Dynamique de Prédateurs

Supposons qu’il n’y ait pas de proie alors, la dynamique de prédateur sera
considérée comme dans la section 5.1.2 mais la regle de prédation ne tient pas.

Nous définissons le taux d’évolution instantané des prédateurs par :

_ pq(t) - pq(t —dt) 1

i(t) = X IET (5.2.9)

et le taux d’évolution relative ji = (ji(t)). L'estimation de ji apres 20 simulations

indépendantes est fi = —9.7945 x 107%5. Donc, la population de prédateurs s’éteint.

(a) %1073 (b)
0.028 | ] 12} T
0.026 |- k 1l
0.024 | /4
/ 10
0.022 - S
0.02 / o 2|
8 0.01 ! g s
~ U r (3] r
&oots K, g
0.016 | A a 5l
/
0.014
) 6
0.012 - A
7/ 5+
0.01 f o
4
0.008 | /“ : 4r
/
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
Time (S) Time(S)

FIGURE 5.2.6 — (a) Evolution de la densité des proies en absence de prédateur (ligne verte) et
fonction approchée y(t) = pp(O)e’“ (ligne pointillée) (b) évolution de densité des prédateurs en
absence des proies (ligne bleue) et la fonction approchée y(t) = pq(O)eﬂt (ligne pointillée).
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| CONCLUSION

L'objectif principal étant de comprendre et de contribuer aux concepts mathé-
matiques des systemes de réaction-diffusion liés a la dynamique de population
dans une chaine trophique.

Nous avons dans un premier temps construit un modele biologique, il s’agit
d’un systeme dynamique non linéaire décrivant I’évolution de trois especes de la
chaine trophique : nutriment, phytoplanctons et zooplanctons. Hormis la gestion
de parametres admissibles qui est la principale difficulté, nous somme satisfait de
voir des solutions stables émerger d’un systéme dynamique a plusieurs degrés de
liberté. Tout de méme, I’étude peut-étre poussée en accentuant sur la bifurcation et
la théorie autour des cycles limites. L'on pourrait aussi optimiser les parametres
pour manipuler deux potentiels équilibres positifs.

En second lieu, on peut retenir que 1’étude du modele NPZ couplé en intégrant
les effets de convection-diffusion fait appel a une théorie différente de celle de
Lyapunov ou Lasalle. Rien que l’existence et 1'unicité de solutions sollicite diverses
méthodes de I’analyse fonctionnelle : Faedo-Galerkin, Compacité , Interpolation
etc.

Enfin, nous concevons un modele du type proie-prédateur en incrustant aussi
des effets de convection-diffusion. Le paradigme étant différent de celui des EDO
& EDP, les modeles Lagrangiens du type ABM & SPP ne nécessitent pas assez des
études théoriques en amont. La question centrale est de concevoir un algorithme

efficient qui simule les résultats escomptés.
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ANNEXE A

LSUPPLEMENT DES OUTILS MATHEMATIQUES

Sommaire du présent chapitre

A.1 Principales inégalités 117

A.2 Notations Sur le EDP 119

A.3 Résultats d’Analyse EDO 120

A.4 Outils d’Algebre 121
A.1 Principales inégali- | module 1 tel que alx,y) = Kxp)l;

tés

A.1.1 Inégalités sur les es-
paces vectoriels normés

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Définition A.1.1 (Espace de Hilbert).
On appelle espace de Hilbert, un es-
pace vectoriel H ( réel ou complexe)
muni d’un produit scalaire (x,y)
(x,v) tel que la semi-norme /(x, ) soit
une norme sur H qui rende cet espace
complet.

Proposition A.1.1 (Inégalité de Cauchy-
Schwartz). Soit H un espace de Hilbert
muni d’'un produit scalaire (x,y); pour
toutx,y€H,ona:

Kx, 9) < [xll. Il Avee lIxl| = (x,x)?
(A.1.1)

Démonstration. Soit a € IK(= RouC) de

117

pour tout t € IR, le produit scalaire
(ax+ty,ax + ty) est positif.
D’autres part, le polyndme

(ax +ty, ax + ty) = (ax,ax) + 2tReax, ) + t*(y,v)
= (x,x) + 2tlx, )| + t2(p,p), Yt € R

est positif. Donc son discriminant est
négatif ou nul. Cela donne :

6, )P = (6, x)(p,9) <0
| |

Remarque A.1.1. L'inégalité de Cauchy-
Schwartz est valable en général sur un
espace vectoriel X muni d’un produit
scalaire (x,p) — (x,p) telle que :

Vx,p € X, [(x9)| < (x,x)2.(p, )

Corollaire A.1.0.1 (Cauchy-Schwartz
dans L?(Q)). Comme L*(QQ) est un es-
pace de Hilbert muni du produit scalaire :
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(fr8)= IQ f(x)g(x)dx alors I'inégalité de
Cauchy-Schwartz s’écrit :

1

1
2

' Jo f(x)g(x)dx s( JQf<x>2dx) ( ng<x>2dx) ;
(A.1.2)
Ifglleio) < fll2)llglliz)  (A1.3)

Signalons que l'inégalité de Cauchy-
Schwartz est un cas particulier de I'in-
égalité de Holder (A.1.6 ou A.1.7) qui se
démontre grace a I'inégalité de Young
(A.1.4 ou A.1.5).

Inégalité de Young

Proposition A.1.2 (Inégalité de Young).
Soient a,b € R, et p,q € R} tels que
11—7 + % =1 alors :

p q
abﬁa—+b—
p

af = b1

(A.1.4)

avec égalité si

Cette inégalité est parfois utilisé
sous la forme particuliere
L
Ce=¢€ P71,
(A.1.5)

ab < eal + C.b1 avec

Inégalité de Holder

I'inégalité de Holder est fondamen-
tale aux espaces des fonctions L? et aux
espaces des suites ¢P.

Proposition A.1.3 (Inégalité de Holder).
Soit Q) un espace mesuré, p, q > 0 deux
réels conjugués c’est-a-dire I%+ % =1 fe
LP(Q)) et g€ L1(Q)) . Alors, le produit fg
est dans LY (Q) et sa norme est majorée par
la relation suivante :

||fg||L1(Q) < ”f”LP(Q)-”g”Lq(Q) (A.1.6)

Plus généralement, pour p >0, q < oo
et r défini par la relation 1 =1 + %, si
f eLP(Q)et ge L1Q), alors fge L"(Q))
et:

||fg||L’(Q) < ||f||LP(Q)'||g||L‘7(Q) (A.1.7)

De plus lorsque p et q sont finis, il y a éga-
lité si et seulement si, il existe a = 0 tel
que :

11y, = allglhopp  (AL8)

La preuve de ce théoreme utilise I'inégalité
de Young (A.1.4 ou A.1.5).

Remarque A.1.2. Il convient de retenir
une conséquence tres utile de 'inégalité
de Holder :

Soient fy, f,,--+, fx des fonctions telles

que f; € LPi(Q)) avec }l’ = Zi‘(:lp% < 1.
Alors, le produit f = ]_[if:1 f; appartient
alLP(Q)et

|, s

k
Q) < l_[izl ”fi”LPi(Q)
En particulier si f € LP(Q)) N L9(Q)) avec
1 <p<g<coalors f € L'(Q)) pour tout
p <r<gqetlonal’inégalité d’interpo-
lation

Il < IF IS I f iy, (AL1.9)
1 1-
o ~=2 a(OSaSl).
rop q

Corollaire A.1.0.2 (Application de I'in-
égalité de Holder). L'inégalité de Holder
fournit une relation importante entre les
espaces LP associés a une mesure fini de
masse totale M :

0<r<g<+4c0 =LIQ)CL(Q) et

1_1
Vg e L1(Q) ”g”Lr(Q) <M 1 ||g||m(o)~
(A.1.10)

A.1.2 Formules intégrales

Dans cette section, on considére ()
un ouvert borné de R" et T est C!

Théoreme A.1.1 (Gauss-Green). On
suppose u € C1(Q), alors

a—udx = j uv;dsS,
r

A.1.11
o 7 ( )

I={1,2,---,n}
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( Voir [11] Page 628 )

Théoreme A.1.2 (Formule d’intégra-
tion par parties). Soient u,v € C1(Q),
alors

ﬁvdx_ J MW dx+.fuvvld5,
1 1 r
(A.1.12)
={1,2,---,n)

Théoreme A.1.3 (Formules de Green).
Soient u,v € C*(Q), alors

(i) 5
f Audx = —udS
Q

r dv
(ii)
v
J Vo.Vudx = —J uAvdx+j —dS
Q Q r dv
(iii)
Jv Jdu
J;) uAv—vAudx = ] ua—v—v%.

A.1.3 Inégalités Sur les Es-
paces de Sobolev.

Inégalité de Poincaré.

Elle permet de borner une fonction a
partir d’une estimation sur ses dérivées et
de la géométrie de son domaine de défini-
tion.

Proposition A.1.4 (Inégalité de Poin-
caré). Soit Q) un ouvert borné, ou de me-
sure finie, ou borné dans une direction;
p un réel tel que 1 < p < +oo. Alors, il
existe une constante Cg, ( c’est-a-dire dé-
pendant de Q) et de p) telle que pour tout

uew,?(Q):

lullpo) < Co, Vil (A.1.13)

En particulier, Uexpression |[Vul|,pq, est

une norme sur Wol’p(Q) qui est équiva-
lente a la norme ||Vull 15 ; Sur H&(Q),
(e}

Uexpression IQ
scalaire qui induit la norme ||u||
H. Brezis [10])

VuVv dx est un produit
, (Voir

Inégalité d’Interpolation

Inégalité de Gagliardo-Niremberg

Inégalité de Ladyzhenskaya

A.2 Notations Sur le

EDP

A.2.1 Notions géométriques

Q : Ouvert de R"; Point générique
X =(xq, 0, %)

I': Frontiére de Q) ; dT' = mesure de surface sur I

Q=0x]0,T[, t€]0,T[ (t = temps).
> =Tx]0,T[, d5=dldt.

A.2.2 Notations pour les déri-
vées
Notations des Multi-index
Da — aa1+-~-+an _ (

al + “en
Si m est un entier positif,
D"u(x) ={D%u(x), |a|=m)}
L'ensemble de toutes les dérivées partielles
d’ordre m . En supposant un certain ordre

sur les dérivées partielles, on peut ainsi
. . m
voir D™u(x) comme un point de R"

A.2.3 Espaces fonctionnels

"abstraits"

Les espaces considérés sont trés généra-
lement reéels.
V (resp. V) espace de Banach réflexif.
H (resp. H) espace de Hilbert.
V CH (resp. V C 'H), dense ,
continue.
H ( resp. H) est identifié a son dual; Alors
VcHCcCV (resp.VCHCV).

injection
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En général V, H, V’ (resp. V, H,V’) sont
des espaces fonctionnels sur Q (resp. Q).

A.2.4 Espaces fonctionnels
"concrets"
D(Q)), D(Q), -+ = espace des fonctions

indéfiniment différentiables et a support
compact dans Q, Q , ---, muni de la to-
pologie de limite inductive de Schwartz
[[52]].
D’(Q)), D'(Q), --- = dual de D(Q), D(Q),
-+ = espace de distributions sur (3, Q, ---;
LP(Q))(1 < p < o0), espace des (classes ) de
fonctions de puissance p-iéme intégrables
sur ) pour la mesure dx = dxy---dx,;

1
Iflser = ( [ reopax) aginic une
Q
norme sur LP(Q)) .
Si p = oo, L®(Q) est l'espace des
fonctions essentiellement bornées sur

Q : lfllio) = esssuglf(x)l = inf{K >
xe

0,|f(x)| <K p.pxeQl

W™MP(Q)={v / D% elLP(Q), |al<

m};

L’espace de Sobolev W™P(Q)) est complet

pour la norme
1

e M
|a|<m
"P(Q) = adhérence de D(Q) dans
me< )=D@)" ",
Q)= dual de W PQ).
H™(Q)=wW ( ).
( )= ( )-
Q) = WT(Q) = (Hy'(Q))
( ) = pace de Sobolev d’ordre non
entier s .
HC(Q) = espace analogue sur I,
ckQ = fonctions k fois continiiment dif-
ferentzables dans Q.
D(Q)=C>®(Q).

Si X est un espace de Banach,
LP(0,T;X) = f/fmesumble de [0,T] —

j IIf (¢t ||th) < oo} pour (1 <p<

o).

L*®(0,T;X)={f/f mesurable de [0, T] —
X, ess sup IIf (t)lix < oo}

te[0,T]
D(]0, T[; X) = fonctions C* de [0, T] —» X

et a support compact dans 10, T|.
Ck(]0, T[; X) = fonctions k fois continii-
ment différentiables de [0, T] — X.
L(X;Y) = espace des applications linéaires
continues de X dans Y ( X et Y étant des
espaces vectoriels topologiques ).
D’(]0, T[; X) = £(]0, T[; X) = espace des
distributions sur |0, T[ 4 valeurs dans X.

A.3 Resultats d’Analyse
EDO

A.3.1

Lemme A.3.1 (de Gronwall). Soit y €
C([0,T],IR,) telle qu’il existe ab €
C([0,T],R,) avec :

Inégalité Sur les EDO

y(t) < b(t)+ jta(o)y(a)do, Vtel0,T]

to

Alors

p(t) < b(t)+jt b(c)a(c)el g,V ¢ € [0, T]

to

Théoreme A.3.1 (Point fixe de Banach-
Picard). Soit T un opérateur sur un es-
pace de Banach (1.1.4) dont une puissance
est contractante (i.e Ik € N, T*(T (u)) =
T(TXu))=T(u) VYueE)

Alors T admet un point fixe unique. i.e

AueE tq T(u)=
Corollaire A.3.1.1 (de Gronwall version
a). Sous les hypothéses du lemme A.3.1 ,
si b est dérivable , on montre ( intégration
par parties ) ¥ t€[0,T]:

t

910) <blagheha "+ [ poreh

0

S)deG

En particulier, si b est constante on aura :

t
V(1) < b(te)e o " v e [0,T)
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Lemme A.3.2 (de Gronwall version b).
On appelle parfois Lemme de Gronwall
fait suivant : Si une fonction y de classe
C! satisfait une inégalité différentielle du
type :

y('t) < b(t)+a(t)y(t)
Alors :

Vte [tO;T]

t t ¢
y(t)SeLou(s)dsy(to)+J b(o_)ejga(s)dsdo_

to

Théoreme A.3.2 (des bouts). Sous les
hypothéses du théoréeme 1.2.1, soit y €
C! (J;U) une solution maximale. On pose
b=supletp=sup].

Alors soit p = b, soit " y sort de tout com-
pact " ( ou "explose”) de U.

ie YK Cc U, K - compact, 1 n <
Btqy(t)eU\KVt>n, avect €]

On a le résultat analogue pour les bornes
inférieures.

A.4 Outils d’Algebre

Lemme A.4.1 (Critere de Sylvester).

Soit H = (hij) .. une matrice réelle sy-
1<i,j<n

métrique ou complexe hermitienne. Alors

H est définie positive si et seulement

si les n mineurs principaux dominants

sont strictement positifs. En d’autres

termes, les déterminants des matrices
H, = (hij)lsi,jSp ot p €{132;--5m)

Proposition A.4.1 (Critere de Hurwitz).
SOitP(X):h0X3+h1X2+h2X+h3 ]’lo>
0, la matrice 3 x 3 donnée par :

hy hy 0
H:h0h2 0,
0 hy hs

est appelée matrice de Hurwitz associée
au polynome P(X) . Alors P est stable si et
seulement si tous les mineurs principaux
de H sont positifs i.e

Hl = hl >0, H2 = Z(l) Zi = h]hz—h0h3 >0,
b hy 0
H3 = ho I’lz 0= h3H2 > 0.

0 hy hs
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5.1.1 Les paramétres d’interaction dans un modéle du type Vicsek. I'individu centrale
(fleche rouge) devie ses plus proches voisins (fleche noir) qui sont dans zone de
répulsion (le cercle interne de rayon R,, zor) pour éviter des collisions et s’aligne
avec les voisins qui sont dans la zone d’alignement (le cercle externe de rayon R,,
zoa) [48]. . . . e e e e e e e e e e e e

5.2.1 Instantanées des distribution des particules dans la boite périodique : prédateurs
(bleu) et proies ( marron ) respectivement pour trois cas de densité de prédateurs :
(a) densité minimum piin =0.10; (b) Densité maximum pqmax =0.20 et (c) Densité
moyenne ( ou intermédiaire ) piu.d = 0.18. Les sous figures (d) et (e) montrent
respectivement 1’évolution de la densité des espeéces et celle du parameétre d’ordre
de polarisation @(t) au cours du temps. t,,;,,, tig €t t,. Indiquent les trois cas
mentionnés ci-haut. . . . . . ... L0000 Lo

5.2.2 (a) Evolution de la densité moyenne des prédateurs (bleu) et proies ( marron) (b)
Evolution de la moyenne du paramétre d’ordre de polarisation correspondant.La
moyenne est calculée de 18 simulations indépendantes avec des parametres stan-
dards. . . .. L e e e e e e

5.2.3 fluctuation de nombre des particules prédateurs pour trois cas temps caractéris-
tiques : a t,,;, densité minimum, t,,;; densité maximum et f,,,, densité intermé-
diaire. L'exposent critique 8 est dans [0.55;0.8]. . . . . . . . . . . . .. R

5.24 e

5.2.5 Statistiques de cluster pour trois gammes de densité de prédateurs. p7 < p? . o7 <
pl < pfnax,pq > pzmx. pfm.n =0.16 et p?,mx =0.21. L; = 10 et le reste des parameétres
sontstandard. . . . . ... L. 0oL oL Lo

5.2.6 (a) Evolution de la densité des proies en absence de prédateur (ligne verte) et
fonction approchée y(t) = pp(O)e’%t (ligne pointillée) (b) évolution de densité des
prédateurs en absence des proies (ligne bleue) et la fonction approchée y(t) =
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