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Résumé

Résumé Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’étude du modèle proie-prédateur de type Holling II avec la récolte
saisonnière des proie et la migration des prédateur. Ce modèle traduit l’interaction entre la population de proies
et celle des prédateurs. Tout d’abord on fait l’analyse mathématique du modèle. On montre que le système est
permanent sous certaines conditions en utilisant le théorème de comparaison. Nous montrons aussi la stabilité
globale de la solution en construisant une fonction de lyapunov appropriée. Enfin, on utilise le théorème de
continuité du degré de coïncidence pour montrer l’existence d’au moins une solution périodique sous certaines
conditions suffisantes et sa stabilité. Enfin des simulation numériques ont été faits.

Mots clés : type Holling Il. Parc National du Djoudj. Permanence.
Théorème de continuité. Stabilité globale
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Introduction

Les mathématiques ont longtemps fait l’objet d’études scientifiques dans divers disciplines
et notamment en biologie. La modélisation en biologie est utilisée en dynamique de population
afin de modéliser d’une part la croissance des populations et d’autre part les interactions qui
peuvent exister entre elles. Dans ce présent mémoire, nous détaillons une étude de la dynamique
d’un système de dimension deux, référencée dans la publication [4] . Il s’agit d’une étude dans
le parc national de Djoudj. Le modèle décrit une population de proies et de prédateurs, il est
basé sur le modèle de type Holling II.
Nous nous intéressons à un modèle proie-prédateur de type Holling II



ẋ(t) =
dx(t)
dt

= r1x
(

1−
x

K1

)
−

αxy

x+D
− hx,

ẏ(t) =
dy(t)
dt

= −d1y +
βxy

x+D
,

(1)

avec les conditions initiales
x(0) > 0, y(0) > 0.

Où x(t) représente la densité de la population des proies et y(t) la densité de celle des préda-
teurs au temps t, la proie augmente avec un taux de croissance intrinsèque r1 et une capacité
environnementale K1 à l’absence de prédation, α, D, d1, β, supposés positifs représentent
respectivement le taux de prédation, il est considéré comme le nombre de proies capturées par
un prédateur, constante de semi-saturation, le taux de mortalité des prédateurs et le taux de
conversion. h représente le taux de mortalité des proies par saison. Nous considérons dans ce
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Introduction

mémoire, x(t) comme la densité de poissons et y(t) celle des oiseaux au temps t. En tenant
compte de la présence saisonnière des oiseaux et de leur migration, nous obtenons un nouveau
modèle proie-prédateur de type Holling II



ẋ(t) = r1x
(

1−
x

K1

)
−

αxy

x+D
− h(t)x,

ẏ(t) = −d1y +
βxy

x+D
+ Λ(t)− L(t)y(t).

(2)

Où toutes les variables et paramètres ont la même signification biologique qu’en (1) sauf le taux
de mortalité des proies et la migration des prédateurs.
Λ(t) représente le nombre d’oiseaux qui arrivent par saison et L(t) leur taux d’émigration.
h(t), L(t), Λ(t) sont supposées être des fonctions positives, périodiques et annuelles.
Le présent mémoire est structuré en trois chapitres.
ã Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques outils mathématiques dont on fera usage
dans la suite du mémoire, en particulier la notion de la stabilité au sens de Lyapunov.
ã Dans le second chapitre, on s’intéressera aux modèles classiques de Malthus, de Verhulst et
de Lotka Volterra.
ã Le dernier chapitre constitué de cinq sections sera consacré à l’étude du modèle proie-
prédateur. L’objectif principal de l’article [4] que nous exploitons pour ce mémoire est d’étudier
l’existence d’au moins une solution périodique positive dont la période dépend de la migration
des oiseaux et le taux de prédation des poissons. Dans les deux premières sections, nous allons
d’abord présenter les différentes étapes de la modélisation ensuite faire une brève présentation
du modèle. Dans la troisième section, nous étudierons d’abord l’existence et l’unicité de solu-
tions. Ensuite, nous abordons quelques problèmes tels que l’invariance positive pour montrer la
positivité de solutions, la permanence afin de montrer que la solution est bornée et l’extinction
d’espèces. Enfin, nous étudierons aussi la stabilité globale des solutions en construisant une
fonction de Lyapunov appropriée. Dans la quatrième section de ce chapitre, nous utiliserons le
théorème de continuité de Gaines et Mahwin de la théorie du degré de coïncidence pour prouver
l’existence d’une solution périodique. A la dernière section, nous terminerons notre étude par
des simulations numériques qui illustreront les résultats.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systèmes dynamiques

Dans cette partie, J est un intervalle d’intérieur non vide de R, Ω est un ouvert de Rn.
D’une façon simplifiée, un système dynamique s’écrit sous la forme :

ẋ = f(t, x), (1.1)

où (t, x) = (t, x1, x2, ..., xn) ∈ J × Ω et f : J × Ω→ Rn une fonction.

1.1.1 Existence locale et existence globale

1.1.1.1 Existence locale

Définition 1.1.1 (Solution locale) Une solution de (1.1) est la donnée d’un couple (I, x) où
I ⊂ J et x : I → Rn est une fonction dérivable, vérifiant les conditions suivantes :

1. (t, x(t)) ∈ J × Rn, pour tout t ∈ I,

2. ẋ(t) = f(t, x(t)), pour tout t ∈ I.

Définition 1.1.2 (Lipschitzianité locale) Soit (t̃, x̃) ∈ R × Ω. On dit que f est localement
lipschitzienne par rapport à la seconde variable en (t̃, x̃) s’ils existent T̃ > 0, r̃ > 0 et K > 0
tels que pour tout (t, x, y) ∈ [t̃− T̃ , t̃+ T̃ ]×B(x̃, r̃)×B(x̃, r̃),

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ K‖x− y‖.

Dans la pratique, on vérifie que f est de classe C1 au lieu de vérifier que f est localement
lipschitzienne par rapport à la deuxième variable en un point, on a le théorème suivant.
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Théorème 1.1.1 (Théorème de Cauchy-Lipschitz) Soient I un intervalle, Ω un ouvert
de Rn, f : I × Ω→ Rn. Soient (t0, y0) ∈ I × Ω. Si f est continue et lipschitzienne par rapport
à sa deuxième variable dans un voisinage du point y0, alors le problème de Cauchy :


ẏ(t) = f(t, y(t)) t ∈ I

y(t0) = y0, (t0, y0) ∈ I × Ω.
(1.2)

admet une unique solution y définie dans un petit voisinage du point t0. De plus la solution est
de classe C1 dans ce voisinage.

1.1.1.2 Existence globale

Nous donnons ici une condition d’existence utile pour les solutions globales basée sur la
bornitude de la solution maximale. Nous introduisons d’abord la notion de prolongement d’une
solution de (1.2)

Définition 1.1.3 (Prolongement d’une solution) Soient x : I → Rn et x̃ : Ĩ → Rn

deux solutions de (1.2). On dit que x̃ est un prolongement de x si I ⊂ Ĩ et x̃ = x sur I.

Définition 1.1.4 (Solution maximale) On dit qu’une solution x̃ : Ĩ → Rn est maximale si
x n’admet pas de prolongement x : I → Rn, avec I ( Ĩ .

Ainsi, nous allons présenter un théorème qui assure une condition suffisante pour l’existence
globale des solutions de (1.2)

Théorème 1.1.2 (Existence globale) Soit une solution maximale x, définie sur un inter-
valle I. Alors, si supI < supJ, x sort définitivement de tout compact de Rn inclus dans Ω : ∀K
compact inclus dans Ω, ∃t∗ ∈ I tel que ∀t ∈ I,
t > t∗, x(t) 6∈ K.

1.2 Résultats fondamentaux pour les systèmes autonomes

1.2.1 Un point d’équilibre

Définition 1.2.1 Considérons un système continu autonome

ẋ = f(x), x ∈ Rn (1.3)

4



Notions préliminaires

avec f : Ω ⊂ Rn → Rn localement lipschitzienne sur Ω pour assurer l’existence et l’unicité
localement. x∗ est appelé point d’équilibre pour le système (1.3) si l’équation

f(x∗) = 0. (1.4)

1.3 Définition de la stabilité

Définition 1.3.1 (Stabilité au sens de Lyapunov) Un point d’équilibre x∗ est stable au
sens de Lyapunov si ∀ε > 0, ∃η > 0 tel que pour tout x0 ∈ Ω avec ‖x0 − x∗‖ < η, alors
la solution x de (1.3) de condition initiale x(t0) = x0 vérifie :

‖x(t)− x∗‖ < ε ∀t > 0. (1.5)

sinon il est instable.

Définition 1.3.2 (Stabilité asymptotique locale) On dit qu’un point d’équilibre x∗ de (1.3)
est localement asymptotiquement stable si et seulement si x∗ est stable et s’il existe un nombre
réel r > 0, tel que pour tout x0 ∈ Ω avec
‖x0 − x∗(t)‖ < r, alors la solution x de (1.3) ayant pour condition initiale x(t0) = x0 vérifie :

lim
t→+∞

‖x(t)− x∗‖ = 0. (1.6)

Définition 1.3.3 Le système linéarisé de (1.3) autour du point x∗ est défini par

ẏ(t) = Df(x∗)y(t) (1.7)

où Df(x∗) est la différentielle de f au point x∗.

Théorème 1.3.1 (Lyapunov [10]) Si f est différentiable au point x∗, si de plus toutes les
valeurs propres de Df(x∗) sont de parties réelles strictement négatives, alors x∗ est un point
localement asymptotiquement stable pour le système (1.3).

Théorème 1.3.2 Si Df(x∗) a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive,
alors x∗ est un point d’équilibre instable pour le système non linéaire (1.3).

Définition 1.3.4 (stabilité globale) On dit que x∗ est globalement asymptotiquement stable
sur Θ ⊂ Ω, si pour tout x0 ∈ Θ, la solution x de (1.3) ayant pour condition initiale x(t0) = x0

5
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vérifie :
lim
t→+∞

‖x(t)− x∗‖ = 0.

Définition 1.3.5 (Lyapunov)

1. Soit V : Ω→ R une fonction différentiable. La dérivée de V le long des solutions de (1.3)
est définie par

V̇ = 〈∇V (x(t)) , f(x(t))〉

2. V : Ω → R une fonction, où Ω : désigne un ouvert non vide de Rn (n ∈ N∗) est une
fonction de Lyapunov pour le système (1.3) si elle est décroissante le long des solutions
du système. Si V est de classe C1, cela équivaut à dire que sa dérivée par rapport au
système (1.3) est négative sur Ω, c’est-à-dire V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω.

Théorème 1.3.3 (Théorème de Lyapunov) Soit x∗ un point d’équilibre de (1.3).
Soit U un voisinage de x∗ inclus dans Ω et V : U → R une fonction de classe C1 telle que

1. V (x∗) = 0,

2. V (x) > 0, ∀x ∈ U \ {x∗},

3. V̇ ≤ 0, ∀x ∈ U.

Alors x∗ est stable. Si de plus V̇ (x) < 0 pour tout x ∈ U , alors x∗ est asymptotiquement stable.

La fonction V du Théorème ci-dessus est appelée fonction de Lyapunov associée à (1.3).

Théorème 1.3.4 Soit le sysème différentiel linéaire (1.7) et δ = DetDf(x∗) et τ = trDf(x∗).

1. Si δ < 0, alors x∗ est un point selle.

2. Si δ > 0 et τ < 0, alors le point d’équilibre x∗ est stable.

3. Si δ > 0 et τ 2− 4δ ≥ 0, alors le point d’équilibre x∗ est un noeud, il est stable si τ < 0 et
instable si τ > 0.

4. Si δ > 0 et τ 2 − 4δ < 0, alors le point d’équilibre x∗ est un foyer, il est stable si τ < 0 et
instable si τ > 0.

Lemme 1.3.1 (Lemme de Barbalat) Soit f une fonction positive définie sur [0,∞[

1. Si f est intégrable et uniformément continue, alors lim
t→+∞

f(t) = 0.

2. Si f est intégrable et ḟ est uniformément continue, alors lim
t→+∞

ḟ(t) = 0.

6
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Ce lemme permet de montrer la stabilité globale d’un système.

Lemme 1.3.2 (Lemme de comparaison) On considère le problème de Cauchy

ẋ = f(t, x), x(0) = x0 (1.8)

où f : R+ × R → R une fonction continue de classe C1 et supposons que sa solution x(t) est
définie pour tout t ≥ 0.

Soit l’inégalité différentielle
ẏ ≥ f(t, y), y(0) = y0

avec y0 = x0.

Alors la solution y(t) de l’inégalité différentielle est définie pour tout t ≥ 0 et vérifie
x(t) ≤ y(t).

Définition 1.3.6 On considère un système d’équations différentielles ordinaires modélisant
l’interaction de deux (ou plusieurs) espèces biologiques i.e (xi ≥ 0)

ẋi = xifi(x1, x2), i = 1, 2. (1.9)

On suppose que le système (1.9) a la propriété d’existence et d’unicité de solutions et que ces
solutions sont définies pour tout t ≥ 0. Soit (x1(t), x2(t)) une solution de (1.9) de condition
initiale strictement positive (x1(0), x2(0)).
Le système (1.9) est dit :
Faiblement persistant si

lim sup
t→+∞

xi(t) > 0 pour tout i = 1, 2.

Faiblement uniformément persistant s’il existe un ε > 0 tel que, pour toute condition initiale
(x1(0), x2(0))

lim sup
t→+∞

xi(t) > ε pour tout i = 1, 2.

Persistant si

lim inf
t→+∞

xi(t) > 0 pour tout i = 1, 2.

Uniformément persistant s’il existe un ε0 > 0 tel que, pour toute condition initiale (x1(0), x2(0))

lim inf
t→+∞

xi(t) > ε0 pour tout i = 1, 2.

7
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Dissipatif s’il existe une constante Mi > 0 telle que

lim sup
t→+∞

xi(t) < Mi pour tout i = 1, 2.

Le système (1.9) est dit permanent s’il est uniformément persistant et dissipatif. Le système
(1.9) est dit impermanent si

min
{

lim inf
t→+∞

xi(t)
}

= 0.

Autre définition de la permanence est donnée comme suit :

Définition 1.3.7 le système (1.9) est dit permanent s’il existe des constantes positives δ,∆,
avec 0 < δ < ∆, tel que :

min
{

lim inf
t→+∞

x(t), lim inf
t→+∞

y(t)
}
≥ δ

max

{
lim sup
t→+∞

x(t), lim sup
t→+∞

y(t)
}
≤ ∆.

pour toute solution de (1.9) avec les condition strictement positives (x1(0), x2(0)).
Si f est borné dans R, on définit :

fm = max
t∈R+

f(t), f l = min
t∈R+

f(t), f̄ =
∫ 1

0
f(s)ds

1.4 Espaces vectoriels normés. Espaces métriques

1.4.1 Espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C.

Définition 1.4.1 Une norme sur E est une application x 7→ ‖x‖ de E dans R+ vérifiant les
propriétés suivante :

1. ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0.

2. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ pour tous x, y ∈ E.

3. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ pour tout x ∈ E et λ ∈ K .

La paire (E, ‖.‖) s’appelle espace vectoriel normé.

8
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1.4.2 Distances. Espaces métriques

Soit X un ensemble.

Définition 1.4.2 Une distance sur E est une application d : X × X → R+ vérifiant les
propriétés suivante :

(i) d(x, y) = 0⇔ x = y pour tout x, y ∈ X.

(ii) d(x, y) = d(y, x) pour tout x, y ∈ X.

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pour tout x , y, z ∈ X.

Un espace métrique est une paire (X,d) formé d’un ensemble E et d’une distance sur X.

Remarque 1.4.1 Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Pour tout (x, y) ∈ E2, définissons :

d(x, y) = ‖x− y‖.

L’application d : E × E → R+ est une distance sur E. En effet,(i) résulte de 1., (ii) résulte
de 3. (avec λ = −1) et (iii) résulte de 2. Les espace vectoriels normés sont donc des espaces
métriques.

1.5 Convergence

1.5.1 Suites convergentes

Définition 1.5.1 Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé.

1. On dit qu’une suite (xn) de points de E converge vers un point x ∈ E si ‖xn − x‖ tend
vers 0 quand n tend vers l’infini. Autrement dit, (xn) converge vers x si et seulement si
la propriété suivante a lieu :

∀ε > 0, ∃N / ∀n ≥ N, ‖xn − x‖ < ε.

2. On dit qu’une suite (xn) est de Cauchy si

∀ε > 0, ∃N / ∀n ≥ N, ∀m ≥ N, ‖xn − xm‖ < ε.
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1.6 Fonction continue dans un espace vectoriel normé

Définition 1.6.1 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On dit qu’une fonction f :
E −→ F est continue en un point x0 ∈ E si f(x) tend vers f(x0) lorsque x tend vers x0,
autrement dit si la propriété suivante a lieu :

∀ε > 0, ∃η = η(ε,x0) > 0 / ∀x ∈ E, ‖x− x0‖E ≤ η ⇒ ‖f(x)− f(x0)‖F ≤ ε.

1.6.1 Continuité uniforme

Définition 1.6.2 On dit que f est uniformément continue sur E si :

∀ε > 0, ∃ηε > 0 / ∀(x, y) ∈ E2, ‖x− y‖E ≤ ηε ⇒ ‖f(x)− f(y)‖F ≤ ε.

1.7 Espace de Banach

Définition 1.7.1 Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Un espace de Banach est un
espace vectoriel normé complet. C’est-à-dire toute suite de Chauchy dans E converge dans E.

1.8 Ensembles Compacts

Définition 1.8.1 Soit E un espace topologique.

1. Soit A une partie de E. Un recouvrement de A est une famille (Ui)i∈I de parties de E
telle

A ⊂
⋃
i∈I
Ui.

2. On dit que A ⊂ E est compact si de tout recouvrement de A par des ouverts de E on peut
extraire un sous-recouvrement fini.

1.9 Théorème de Heine-Borel

Théorème 1.9.1 Pour tout sous-ensemble A ⊂ Rn, A est compact si, et seulement si, A est
fermé et borné.
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1.10 Équicontinuité

Définition 1.10.1 Soient E et F deux espaces métriques. On note C(E,F ) l’ensemble des
applications continues f : E −→ F. Si F = R ou C , on écrit C(E) au lieu de C(E,F )

Définition 1.10.2 On dit qu’une partie A de C(E,F ) est équicontinue en un point x ∈ E si
la propriété suivante est vérifiée :

∀ε > 0, ∃η = η(x,ε) > 0, ∀y ∈ E : (‖x− y‖E ≤ η ⇒ ∀f ∈ A ‖f(x)− f(y)‖F ≤ ε).

On dit que la famille A est équicontinue si elle est équicontinue en tout point x ∈ E.

Définition 1.10.3 (Ensemble relativement compact) Soit X un espace topologique et A
une partie de X, on dit que A est relativement compact si son adhérence notée Ā est compacte.

1.11 Théorème d’Arzéla-Ascoli

Théorème 1.11.1 Soit (E, d) un espace métrique compact, (F, d′) un espace métrique complet
et C(E,F ) l’ensemble des fonctions continues, définies sur E à valeurs dans F . Une partie
A de C(E,F ) est relativement compacte si et seulement si les deux assertions suivantes sont
vérifiées :

1) A est équicontinue,
2) A uniformément bornée.
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Chapitre 2

Quelques modèles de la dynamique des
populations

2.1 Modèles avec une seule population

2.1.1 Modèle de Malthus

Le biologiste Thomas Malthus propose en 1798 [11] le premier modèle traduisant la crois-
sance d’une seule population. Il suppose que la population est isolée (c’est-à-dire aucune mi-
gration n’est envisagée). La population possède un taux de croissance r constant, différent du
taux de natalité et du taux de mortalité. Soit N(t) la taille de la population à l’instant t. Le
modèle de Malthus s’écrit :

Ṅ(t) = rN(t), (2.1)

avec la condition initiale N(0) = N0.
La solution de cette équation différentielle est :

N(t) = N0 exp(rt). (2.2)
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Chapitre 2. Quelques modèles de la dynamique des populations

Figure 2.1 – Modèle de Malthus

On voit que :
ã Si r > 0 il y a croissance exponentielle de la population.
ã Si r < 0 il y a décroissance exponentielle de la population qui tend vers 0.
ã Si r = 0 la population reste constante.

2.1.2 Modèle de croissance logistique de Verhulst

Le modèle Malthusien n’est pas réaliste. En effet ce modèle ne tient pas compte de l’habitat
et de la nourriture limitée. C’est ainsi que le biologiste belge Pierre-François Verhulst [17]
propose en 1838 un modèle beaucoup plus réaliste en tenant compte de la capacité limite
imposée par l’environnement. Il suppose que le taux d’accroissement de la population est donné
par :

Ṅ(t) = rN(t)
(

1−
N(t)
K

)
, (2.3)

avec la condition initiale N(0) = N0

K : la capacité limite du milieu.
La solution est donnée par :

N(t) = N0
K

N0 + (K −N0) exp(−rt). (2.4)
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2.2. Modèles avec deux populations

Figure 2.2 – Modèle logistique, r = 0.1, K = 10

On remarque que :
ã Si N0 < K, La population croit et s’approche asymptotiquement de K quand t→∞.
ã Si N0 > K, la population décroit et elle s’approche asymptotiquement de K quand t→∞.
ã Et dans le cas où N0 = K, la population reste constante pour tout (t > 0).

2.2 Modèles avec deux populations

2.2.1 Modèle de Lotka Volterra

Le premier système proie-prédateur a été proposé indépendamment par les mathématiciens
Alfred James Lotka américain en 1925 et Vito Volterra italien en 1926 pour modéliser l’évolution
de sardines et des requins dans la mer Adriatique, juste après la deuxième guerre mondiale. Ce
modèle est basé sur les hypothèses suivantes :

1. Il n’y a pas de compétition entre les proies.

2. La nourriture des proies est illimitée.

3. Les prédateurs se nourrissent uniquement des proies.

On désigne respectivement par x(t), y(t) la densité de proies et la densité des prédateurs à
l’instant t.
Le modèle de Lotka-Valterra est donné par :


ẋ(t) = ax− αxy

ẏ(t) = −dy + βαxy.

(2.5)

14
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a : le taux de croissance intrinsèque des proies à l’absence des prédateurs
α : le taux de mortalité des proies due aux prédateurs rencontrés (le taux de prédation)
β : le taux de reproduction des prédateurs en fonction des proies rencontrées et consommées
d : le taux de mortalité naturel des prédateurs (constant, indépendant du nombre de proies).

2.2.1.1 Points d’équilibres

Les points d’équilibres de (2.5) sont solutions du système

ax− αxy = 0,

−dy + βαxy = 0.
(2.6)

On obtient donc :

E0 (0, 0) et E1

 d

βα
,
a

α

 .
2.2.1.2 Stabilité locale des ponts d’équilibres

La matrice jacobienne du système (2.5) est donnée par

J(x, y) =


a− αy −αx

βαy −d+ βαx

 .

La matrice jacobienne du système précédent au point E0 (0, 0) est :

JE0 =


a 0

0 −d

 .
Donc E0 est un équilibre instable, car a > 0 est une valeur propre de JE0.

La matrice jacobienne de (2.5) au point E1

 d

βα
,
a

α

 est :

JE1 =


0 −

d

β

βa 0

 .
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2.2. Modèles avec deux populations

JE1 admet deux valeurs imaginaires pures, donc la linéarisation ne permet pas de conclure la
stabilité de E1. Pour cela on utilise la technique de la méthode de Lyapunov. On a

− d+ βαx

x(t) ẋ(t) +
αy − a
y(t) ẏ(t) = 0. (2.7)

On définit la fonction V par

V (x, y) = (βαx− d ln x) + (αy − a ln y). (2.8)

V est constante le long des solutions du sysème (2.5). On pose

L(x, y) = V (x, y)− V (E1). (2.9)

Alors, L(E1) = 0 et L(x, y) > 0 ∀(x, y) 6= E1 à cause de la convexité de L, de plus L̇(x, y) = 0.
On en déduit que L est une fonction de Lyapunov. D’où E1 est stable.

Proposition 2.2.1 Les solutions du (2.5) sont périodiques.

Preuve:

Les droites isoclines x =
d

βα
et y =

a

α
divisent le quadrant H = {(x(t), y(t))/x > 0, y > 0} en

quatre régions, notées H1, H2, H3 et H4 où x(t) et y(t) sont strictement monotones. on a :

H1 =

(x(t), y(t)) ∈ H/
dx(t)
dt

> 0,
dy(t)
dt

< 0

 ,
H2 =

(x(t), y(t)) ∈ H/
dx(t)
dt

> 0,
dy(t)
dt

> 0

 ,
H3 =

(x(t), y(t)) ∈ H/
dx(t)
dt

< 0,
dy(t)
dt

> 0

 ,
H3 =

(x(t), y(t)) ∈ H/
dx(t)
dt

< 0,
dy(t)
dt

< 0

 .
On suppose que la condition initiale (x(0), y(0)) est dans H1. Puisque x(t) et y(t) sont bornées
et monotones, on peut affirme que :

– il existe un temps t1 > 0, à partir duquel (x(t), y(t)) ∈ H2,
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– il existe un temps t2 > t1, à partir duquel (x(t), y(t)) ∈ H3,

– il existe un temps t3 > t2, à partir duquel (x(t), y(t)) ∈ H4,

– il existe un temps t4 > t3, à partir duquel (x(t), y(t)) ∈ H1,

– il existe un temps t5 > t4, à partir duquel (x(t), y(t)) ∈ H2.

Donc la solution traverse les quatre régions successivement. De plus notons que H2 est borné à

gauche par la droite verticale x =
d

βα
et en haut par la droite horizontale y =

a

α
. La solution

est une courbe fermée d’équation (2.8) et donc V (x(t1), y(t1)) = V (x(t5), y(t5)). Ce implique
que

(βαx(t1)− d ln x(t1)) + (αy(t1)− a ln y(t1)) =(βαx(t5)− d ln x(t5))

+ (αy(t5)− a ln y(t5)). (2.10)

Par la définition de t1 et t5, on a :

x(t1) = x(t5) =
d

βα
,

et donc
(αy(t1)− a ln y(t1)) = (αy(t5)− a ln y(t5)). (2.11)

Cependant, on va montrer que y(t1) = y(t5) . Soit h : [0,
a

α
]→ R définie par h(y) = αy − a ln y

et sa dérivée est donnée par :

dh

dy
= α−

a

y
< 0, ∀y ∈ [0,

a

α
],

donc h est strictement monotone et l’équation (2.11) s’écrit sous la forme

h(y(t1)) = h(y(t5)).

Ce qui implique, en utilisant la propriété de la stricte monotonie pour la fonction h que y(t1) =
y(t5). On conclut que (x(t1), y(t1)) et (x(t5), y(t5)) se coïncident. Montrons que la période de
x et y est T = t5 − t1. D’après le théorème d’unicité de Cauchy-Lipschitz les deux solutions
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2.2. Modèles avec deux populations

doivent-être égales  x(t+ t1) = x(t+ t5),
y(t+ t1) = y(t+ t5).

(2.12)

Si on remplace t par t− t1 dans (2.12), on obtient :
 x(t) = x(t+ t5 − t1),
y(t) = y(t+ t5 − t1).

(2.13)

Ce qi montre que la période commune de x et y est t5 − t1.
�

On utilise les valeurs des paramètres suivants pour la simulation du modèle :
a = 0.5, α = 1, d = 1, β = 0.4, avec la condition initiale (x(0), y(0)) = (1, 1).

(a) Plan de phase de y en fonction de x (b) Courbes de x et y au cours du temps

Figure 2.3 – Modèle de Lotka-Volterra

2.2.2 Modèle de type Holling II

La forme générale, d’un modèle proie-prédateur est définie comme suit :


ẋ(t) = f(x)− h(x, y),

ẏ(t) = g(y) + δh(x, y).

(2.14)

Où le signe négatif devant la fonction h montre que l’interaction entre les proies et les préda-
teurs a un effet négatif sur la croissance des proies. Dans le modèle de Lotka-Voltera présenté
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précédemment, la réponse fonctionnelle φ(x, y) est la suivante :

φ(x, y) =
h(x, y)
y

. (2.15)

Dans ce cas particulier, la fonction h(x, y) = αxy et on en déduit que :

φ(x, y) = αx. (2.16)

C’est la réponse fonctionnelle de Lotka-Volterra de type I. En réalité, cette fonction n’est pas
réaliste. En effet, la consommation des prédateurs augmentent si la taille de la population des
proies augmente. Cependant, on doit s’attendre à une limitation du nombre de proies tuées et
consommées par un prédateur même si la densité des proies est très grande.
La capacité de consommation des prédateurs est limitée et même si un grand nombre de proies
est disponible, un prédateur ne pourra pas consommer un nombre de proies supérieur à cette
limite. Elle donc atteint un point de saturation. Il est par conséquent plus réaliste de concevoir
une réponse fonctionnelle présentant un effet de saturation avec la taille des proies. Cette
réponse est dite fonction réponse de type II, en opposition à la fonction réponse de Lotka-
Volterra appelée de type I. La fonction de type II dite de Holling est traduite par la relation
suivante :

P (x, y) =
αx

x+D
. (2.17)
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Chapitre 3

Modèle proie-prédateur de type Holling II

Ce chapitre décrit une étude théorique d’un système dynamique continu, traduisant l’in-
teraction entre la population des poissons et celle des oiseaux. Tout d’abord, nous présentons
les différentes étapes de la modélisation. Ensuite, nous nous intéressons à l’étude des solutions.
Nous utilisons essentiellement les Théorèmes de Lyapunov ainsi que le Lemme de Barbalat pour
établir les résultats de stabilité de ce modèle et lethéorème de continuation de Mawhin pour
démontrer l’existence de solutions périodiques.

3.1 Les differentes étapes de la modélisation

La modélisation, c’est l’ensemble du processus qui permet l’intervention des mathématiques
dans une science basée sur l’expérience ou l’observation. Ainsi, les étapes de la modélisation
sont :
ã On fait des hypothèses sur les phénomènes étudiés.
ã Les hypothèses sont traduites mathématiquement en un modèle.
ã On étudie le modèle mathématique ; on tire des conséquences qualitatives ou quantitatives
et on fait des prévisions.
ã Nous comparons les prévisions aux réalités expérimentales.
ã Enfin, on revient sur les hypothèses pour modifier le modèle si c’est nécessaire et le cycle
continu.

3.2 Présentation du modèle

Dans cette section, nous allons décrire le système considéré comme cas d’étude et d’ap-
plication. Il s’agit d’un modèle proie-prédateur, il montre l’interaction entre les proies et les
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prédateurs dans les écosystèmes. Ce système est étudié indépendamment de façon théorique
par Lotka-volterra. Ils sont les premier à avoir mis en évidence une équation traduisant la
prédation et leur modèle est à la base de toutes les équations différentielles en écologie ou en
biologie. Comme nous l’avons montré dans le chapitre précédent que ce modèle n’est pas réa-
liste, ce modèle va nous permettre d’illustrer l’utilité de l’intégration d’un modèle hétérogène
pour modéliser un système que nous pouvons qualifier de complexe (modèle proie-prédateur de
type Hollyng II). Si on considère une espèce de proies et celle des prédateurs nous aurons deux
types d’interactions :

1. interaction directe : les prédateurs capturent les proies,

2. interaction indirecte : par exemple la quantité ou la distribution des proies à une influence
sur l’efficacité des prédateurs ou encore l’effet de la compétition quand plusieurs préda-
teurs se disputent la même ressource. Chaque espèce possède ses propres caractéristiques
physiques qui lui confèrent certaines aptitudes.

Ce modèle complexe n’est rien d’autre qu’un système d’équations différentielles traduisant la
dynamique de la population de poissons et celle des oiseaux en interaction. Donc ce système
doit tenir compte des processus de croissance, de mortalité et d’interaction.
Nous nous intéressons d’abord à l’équation des proies qui se décompose en trois parties. La

première partie
r1x

(
1−

x

K1

) correspond à la croissance logistique de la population de proies,

ce qui signifie que la croissance est limité par la disponibilité de la ressource nutritionnelle pour

les proies. La deuxième partie
 αxy

x+D

 correspond à la pression de prédation exercée par un

prédateur. La dernière partie (h(t)x) c’est la quantité de poissons du à la pêche. En regroupant
ces trois équations, on obtient :

ẋ(t) = r1x
(

1−
x

K1

)
−

αxy

x+D
− h(t)x. (3.1)

L’équation qui modélise la dynamique des prédateurs(équation (3.2)) se décompose en quatre
parties. Une première partie (d1y) correspond la mortalité naturelle des prédateurs, une deuxièmes

partie
 βxy

x+D

 correspond à la croissance des prédateurs par consommation de proies. Une

troisième partie (Λ(t)) représente la quantité d’oiseaux qui arrivent par saison. Enfin, la der-
nière (L(t)y) correspond la quantité d’oiseaux qui repartent. D’où on a l’équation suivante :
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3.2. Présentation du modèle

ẏ(t) = −d1y +
βxy

x+D
+ Λ(t)− L(t)y. (3.2)

Les équations (3.1) et (3.2) nous ramènent au système :


ẋ(t) = r1x
(

1−
x

K1

)
−

αxy

x+D
− h(t)x,

ẏ(t) = −d1y +
βxy

x+D
+ Λ(t)− L(t)y.

(3.3)

Pour étudier ce système, on effectue la réduction du nombre de paramètres. Donc


ẋ(t) = x
(
r1 −

r1x

K1
− h(t)

)
−

αxy

x+D
,

ẏ(t) = (−d1 − L(t))y +
βxy

x+D
+ Λ(t).

On a alors 

ẋ(t) = (r1 − h)x
(

1−
r1

(r1 − h(t))K1
x
)
−

αxy

x+D
,

ẏ(t) = (−d1 − L(t))y +
βxy

x+D
+ Λ(t).

En posant

r(t) = r1 − h(t), d(t) = d1 + L(t),
1

K(t) =
r1

(r1 − h(t))K1
.

Le modèle devient : 

ẋ(t) = r(t)x
(

1−
x

K

)
−

αxy

x+D
,

ẏ(t) = −d(t)y +
βxy

x+D
+ Λ(t).

(3.4)

Pour une raison biologique, nous supposons que :

x(0) ≥ 0 et y(0) ≥ 0, (3.5)
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et
r(t) = r1 − h(t) > 0, ∀t ≥ 0. (3.6)

3.3 Étude du modèle

3.3.1 Existence et unicité de solutions

Le modèle de type Holling II est un système d’équations différentielles non linéaires, auto-
nome du premier ordre de la forme :

Ẋ(t) = F (X(t), t),

où

X(t) =
 x(t)
y(t)

 ,
et F la fonction continue de R× R2

+ dans R2 définie par :

F (X(t), t) =
 F1(X(t), t)
F2(X(t), t)



=


r(t)x

(
1−

x

K

)
−

αxy

x+D

−d(t)y +
βxy

x+D
+ Λ(t)

 .

On pose

F (u, v, .) =


ru
(

1−
u

K

)
−

αuv

u+D

−dv +
βuv

u+D
+ Λ

 .

F étant de classe C1 sur R2
+, donc localement lipschitzienne par rapport à X sur R2

+. Par
ailleurs, ẋ(t) et ẏ(t) existent, donc x et y sont continues sur R. Par conséquent, F est continue
par rapport à t ; ce qui implique l’existence et l’unicité d’une solution maximale du problème de
Cauchy associé au système différentiel (3.4) sur [0, Tmax), pour une condition initiale X0 ∈ R2

+

(voire Théorème 1.1.1 ). Biologiquement, les seules solutions significatives sont les solutions
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positives. Nous limiterons donc notre étude sur R2
+.

3.3.2 Domaine positivement invariant et permanence

Pour de nombreux systèmes biologiques, la délimitation des solutions et la permanence sont
importantes. Ils donnent un sens biologique des systèmes [7, 18]. Nous proposons le lemme
suivant basé sur le théorème 16.9, de [1] qui prouve la positivité et délimitation des solutions,
on en déduit la coexistence des espèces et l’extinction.

Lemme 3.3.1 Supposons que n est un entier positif et fi(x1, x2, ...., xn)(i = 1, 2, ......, n) des
fonctions fluides. Si fi|xi=0,x∈Rn

+
≥ 0 (où x = (x1, x2, ...., xn)T ), alors Rn

+ est un domaine inva-
riant de l’équation suivant :

dxi

dt
= fi(x1, x2, ...., xn), i = 1, 2, ....n. (3.7)

Si fi|xi=0,x∈Rn
+
≤ 0 (où x = (x1, x2, ...., xn)T ), alors Rn

− est un domaine invariant de l’équation
(3.7).

Pour la preuve de ce Lemme (voire [1])

Théorème 3.3.1
R2

+ := {(x, y)T/x ≥ 0, y ≥ 0} est un domaine invariant de l’équation (3.4).

Preuve:

En effet, si on pose X = (x, y)T . Pour le système (3.4), on remarque

F1|x=0,X∈R2
+

= r(t)x
(

1−
x

K(t)

)
−

αxy)
x+D

|x,X∈R2
+

= 0 ≥ 0,

F2|y=0,X∈R2
+

= −d(t)y −
βxy

x(t) +D
+ Λ(t)|y,X∈R2

+
= Λ(t) ≥ 0.

En utilisant Lemme 3.3.1, nous déduisons que R2
+ est un domaine invariant de (3.4) avec les

conditions (3.5) et (3.6). Les solutions restent donc dans le domaine positif.
�

Proposition 3.3.1 Soit a une fonction continue etb une constante, l’équation

dx(t)
dt

= a(t)x(t)(b− x(t)), b 6= 0
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satisfait

x(t) =
bx0 exp

{
b
∫ t

0 a(s)ds
}

x0
(

exp
{
b
∫ t

0 a(s)ds
}
− 1

)
+ b

, x0 = x(0). (3.8)

Preuve:

En effet,
dx(t)
dt

= a(t)x(t)(b− x(t)), b 6= 0

dx(t)
dt

= a(t)xb(1−
x(t)
b

),

dx(t)

x(1−
x

b
)

= ba(t)dt, si x 6= 0 et x 6= b.

Or,
1

x(1−
x

b
)

=
1
x

+
1

b− x
,

donc

dx

x
+

dx

b− x
= ba(t)dt,

∫ t

0

dx

x
+
∫ t

0

dx

b− x
= b

∫ t

0
a(t)dt,

ln |x(t)| − ln
∣∣∣x0
∣∣∣− ln |b− x(t)|+ ln

∣∣∣b− x0
∣∣∣ = b

∫ t

0
a(t)dt,

ln

∣∣∣∣∣∣
x(t)

b− x(t)

∣∣∣∣∣∣ = b
∫ t

0
a(t)dt+ ln

∣∣∣∣∣∣
x0

b− x0

∣∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣∣
x(t)

b− x(t)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x0

b− x0

∣∣∣∣∣∣ exp
(
b
∫ t

0
a(t)dt

)
,

x(t)x0 exp
(
b
∫ t

0
a(t)dt

)
− x0x(t) + bx(t) = bx0 exp

(
b
∫ t

0
a(t)dt

)
,

x(t)
(
x0(exp

(
b
∫ t

0
a(t)dt

)
− 1

)
+ b

)
= bx0 exp

(
b
∫ t

0
a(t)dt

)
.
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D’où

x(t) =
bx0 exp

{
b
∫ t

0 a(t)dt
}

x0
(

exp
{
b
∫ t

0 a(t)dt
}
− 1

)
+ b

.

�

Théorème 3.3.2 si

dl −
αΛm

rlD
> β, (H1)

alors l’ensemble Γε =
{

(x, y) ∈ R2
+ : mε

1 < x < M ε
1 ,m

ε
2 < y < M ε

2

}
,

est un domaine invariant sous la suite induite par le système (3.4), où

M ε
1 = Kε

1 + ε, M ε
2 =

Λm

dl − β
+ ε, mε

1 = K l

1−
αM ε

2

rlD

 , mε
2 =

Λl

dm
− ε

et ε est suffisamment petit pour que mε
i soit positif (i = 1, 2).

Preuve:

Soit (x(t), y(t)) une solution de (3.4) avec (x(0), y(0)) ∈ Γε. Grâce à la positivité de la solution
du système (3.4).
l’équation des proies donne :

ẋ(t) ≤ r(t)x
1−

x

K(t)

 ≤ r(t)x
1−

x

M ε
1

 ≤ r(t)
M ε

1
x (M ε

1 − x).

On pose ż(t) =
r(t)
M ε

1
z (M ε

1 − z) avec z(0) = x(0).
De l’égalité (3.8), on a

z(t) =
M ε

1z(0) exp
{∫ t

0 r(s)ds
}

z(0)
(

exp
{∫ t

0 r(s)ds
}
− 1

)
+M ε

1

.

D’après le Lemme 1.3.2, on en déduit que :

x(t) ≤
M ε

1x(0) exp
{∫ t

0 r(s)ds
}

x(0)
(

exp
{∫ t

0 r(s)ds
}
− 1

)
+M ε

1

.

Puisque (x0, y0) ∈ Γε et que x0 < M ε
1 , on déduit de l’inégalité que

x(t) < M ε
1 ∀t ∈ R+. (3.9)
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L’équation des prédateurs satisfait :

ẏ(t) ≤ −
dl − βx

x+D

 y(t) + Λm,

≤ −
(
dl − β

)
y(t) + Λm,

≤
(
dl − β

)−y +
Λm

dl − β
+ ε

 ,
ẏ(t) +

(
dl − β

)
y(t) ≤

(
dl − β

) Λm

dl − β
+ ε

 ,
ẏ(t) +

(
dl − β

)
y(t) ≤

(
dl − β

)
M ε

2 .

En multipliant les deux membres par exp((dl − β)t) et en intégrant de 0 à t on obtient :
y(t) ≤M ε

2 +(y(0)−M ε
2 ) exp

(
−
(
dl − β

)
t
)
. Puisque (x0, y0) ∈ Γ et que y0 < M ε

2 , alors à partir
de l’inégalité précédente, on déduit que

y(t) < M ε
2 ∀t ∈ R+. (3.10)

De l’équation des proies, nous avons

ẋ(t) ≥ r(t)x
(

1−
x

K l

)
−
αxM ε

2

D
,

≥
(
r(t)−

αM ε
2

D

)
x−

r(t)
K l

x2,

≥
r(t)
K l

x
( K l

r(t)

(
r(t)−

αM ε
2

D

)
− x

)
,

≥
r(t)
K l

x
(
K l
(

1−
αM ε

2

r(t)D

)
− x

)
,

≥
r(t)
K l

x
(
K l
(

1−
αM ε

2

rlD

)
− x

)
,

≥
r(t)
K l

x(mε
1 − x),

en posant à nouveau z(t) =
r(t)
K l

z(mε
1 − z) et à partir de (3.8) et de la propriété d’inégalité

différentielle, nous obtenons l’inégalité suivante :
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x(t) ≥
mε

1x(0) exp

m
ε
1

K l

∫ t
0 r(s)ds


x(0)

(
exp

m
ε
1

K l

∫ t
0 r(s)ds

− 1
)

+mε
1

.

Alors
x(0) > mε

1 ⇒ x(t) > mε
1 ∀t ∈ R+. (3.11)

Avec l’équation des prédateurs, on obtient

ẏ(t) ≥ −d(t)y(t) + Λ(t) ≥ −dmy(t) + Λl,

≥ dm
(
− y(t) +

Λl

dm
− ε

)
,

≥ dm
(
− y(t) +mε

2

)
,

ẏ(t) + dmy(t) ≥ dmmε
2.

En multipliant les deux membres par exp(dmt), puis en intégrant de 0 à t on obtient :

y(t) ≥ mε
2 +

(
y(0)−mε

2

)
exp(−dmt).

Puisque (x0, y0) ∈ Γ et que y0 > mε
2, alors à partir de l’inégalité précédente, on déduit que :

y(t) > mε
2 ∀t ∈ R+. (3.12)

De (3.9) - (3.12) nous avons (x(t), y(t)) ∈ Γε.
�

De plus, en utilisant la comparaison standard et les arguments précédents on montre que :

lim sup
t→∞

x(t) < M ε
1 , (3.13)

lim sup
t→∞

y(t) < M ε
2 , (3.14)

lim inf
t→∞

x(t) > mε
1, (3.15)

lim inf
t→∞

y(t) > mε
2. (3.16)
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(3.13)-(3.14), montrent que (3.4) est dissipatif (la solution bornée) et (3.15)-(3.16), montrent
que (3.4) est uniformément persistant. D’où (3.4) est permanent.

Corollaire 3.3.1 Sous l’hypothèse (H1), on obtient :

m0
1 ≤ lim inf

t→∞
x(t) ≤ lim sup

t→∞
x(t) ≤M0

1 ,

et

m0
2 ≤ lim inf

t→∞
y(t) ≤ lim sup

t→∞
y(t) ≤M0

2 .

Preuve:

D’après le Théorème 3.3.2, on a :

mε
1x

0 exp

m
ε
1

K l

∫ t
0 r(s)ds


x0 exp

m
ε
1

K l

∫ t
0 r(s)ds

− x0 +mε
1

≤ x(t) ≤
M ε

1x
0 exp

{∫ t
0 r(s)ds

}
x0 exp

{∫ t
0 r(s)ds

}
− x0 +M ε

1
,

mε
1x

0

x0 + (mε
1 − x0) exp

 −m
ε
1

K l

∫ t
0 r(s)ds


≤ x(t) ≤

M ε
1x

0

x0 + (M ε
1 − x0) exp

{
−
∫ t
0 r(s)ds

}

et
mε

2 +
(
y(0)−mε

2

)
exp(−dmt) ≤ y(t) ≤M ε

2 +
(
y(0)−M ε

2

)
exp(−(dl − β)t).

Quand ε tend vers 0 et t tend vers l’infini, on obtient :

m0
1 ≤ lim inf

t→∞
x(t) ≤ lim sup

t→∞
x(t) ≤M0

1 ,

et

m0
2 ≤ lim inf

t→∞
y(t) ≤ lim sup

t→∞
y(t) ≤M0

2 .

D’où, le système (3.4) est permanent.
�

Corollaire 3.3.2 Soit X(0) = X0 ∈ R2
+, la solution maximale X(t) = (x(t), y(t)) ∈ R2

+ du
problème de Cauchy relative à (3.4) de condition initiale X0 est globale.
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3.3. Étude du modèle

Démonstration:

En effet, soit X(t) = (x(t), y(t)) la solution maximale du problème de Cauchy associé au (3.4)
de condition initiale X0. D’après le Théorème 3.3.1 et 3.3.2 , X(t) est bornée. Ce qui implique
que la solution maximale est globale (voire Théorème 1.1.1.2 ).

�

Théorème 3.3.3 Si

dm <
αΛl

rm(D +Km), (H2)

alors lim
t→∞

x(t) = 0, c’est-à-dire l’extinction des proies.

Preuve:

Avec l’équation des proies, on a

ẋ(t) ≤ rx−
αxy

D + x
≤ rmx−

αxmε
2

D +M ε
1
,

donc, ∃T0 > 0 telle que ∀t > T0,

ẋ(t) ≤
(
rm −

αm0
2

D +M0
1

)
x,

ce qui implique que

x(t) ≤ x(0) exp
((
rm −

αΛl

dm(D +Km)
)
t
)
.

Donc

lim inf
t→+∞

x(t) = 0.

�

3.3.2.1 Stabilité globale de solution

Cependant, nous allons montrer que, sous certaines conditions, la solution (x∗, y∗) du sys-
tème (3.4) est globalement asymptotiquement stable. D’où le théorème suivant :
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Théorème 3.3.4 Supposons que l’hypothèse (H1) du Théorème 3.3.2 est vraie et soit ε > 0
suffisamment petit tel que mε

1 > 0, soit (x∗(t), y∗(t))T une solution positive du système (3.4) si
les conditions suivantes sont vérifiées :

µ1 =
rl

Km
−
αM ε

2 + βD

(D +mε
1)2 > 0, (H3)

µ2 = −
α

(D +mε
1) +

Λl

M ε
2

2 > 0. (H4)

Alors (x∗(t), y∗(t)) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve:

Soit (x(t), y(t))T toute solution positive de (3.4) avec une valeur initiale positive dans Γε.
D’après Théorème 3.3.2, on sait que Γε est un domaine finalement borné. Ainsi, il existe un
T ∗ > 0, tel que (x(t), y(t)) ∈ Γε pour tout t ≥ T ∗. On définit une fonction de Lyapunov

V (x, y) = |ln x(t)− ln x∗(t)|+ |ln y(t)− ln y∗(t)|.

Dans Γε, la fonction V satisfait à

V (E2) = 0, et pour tout (x, y) ∈ Γε \ {E2}, V (x, y) > 0.

D’où V est bien définie. En calculant la dérivée supérieure droite de V , il s’en suit que :

D+V (x, y) =
∂V (t)
∂x(t) ×

∂x(t)
∂t

+
∂V (t)
∂x∗(t)×

∂x∗(t)
∂t

+
∂V (t)
∂y(t) ×

∂y(t)
∂t

+
∂V (t)
∂y∗(t)×

∂y∗(t)
∂t

,

= sgn(x− x∗)
 ẋ(t)
x(t)−

ẋ∗(t)
x∗(t)

+ sgn(y − y∗)
 ẏ(t)
y(t)−

ẏ∗(t)
y∗(t)


= sgn(x− x∗)

− r(t)
K(t)(x− x

∗)−
αy

D + x
+

αy∗

D + x∗


+ sgn(y − y∗)

 βx

D + x
−

βx∗

D + x∗
−

Λ(t)
yy∗

(y − y∗)


= sgn(x− x∗)
− r(t)

K(t)(x− x
∗)−

αD(y − y∗)
(D + x)(D + x∗) +

α(xy∗ − yx∗)
(D + x)(D + x∗)


+ sgn(y − y∗)

 βD(x− x∗)
(D + x)(D + x∗)−

Λ(t)
yy∗

(y − y∗)
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puisque xy∗ − yx∗ = xy∗ − xy + xy − yx∗ = x
(
y∗ − y

)
+ y

(
x− x∗

)
, on a :

D+V (t) = sgn(x− x∗)
− r(t)

K(t)(x− x
∗)−

αD(y − y∗)
(D + x)(D + x∗)

−
αx(y − y∗)

(D + x)(D + x∗) +
αy(x− x∗)

(D + x)(D + x∗)


+ sgn(y − y∗)

 βD(x− x∗)
(D + x)(D + x∗)−

Λ(t)
yy∗

(y − y∗)
 .

Alors

D+V (t) ≤
− r(t)

K(t) +
αy

(D + x)(D + x∗)

 |x− x∗|
+
 αD

(D + x)(D + x∗) +
αx

(D + x)(D + x∗)

 |y − y∗|
−

Λ(t)
yy∗
|y − y∗|+

βD|x− x∗|
(D + x)(D + x∗),

D+V (t) ≤
− r(t)

K(t) +
αy + βD

(D + x)(D + x∗)

 |x− x∗|
+
 α(D + x)

(D + x)(D + x∗)−
Λ(t)
yy∗

 |y − y∗|,
D+V (t) ≤

− rl

Km
+

αy + βD

(D + x)(D + x∗)

 |x− x∗|
+
 α

D + x∗
−

Λ(t)
yy∗

 |y − y∗|.
D’après (H1)

αy + βD

(D + x)(D + x∗) ≤
αM ε

2 + βD

(D +mε
1)2

et

α

D + x∗
−

Λ(t)
yy∗
≤

α

D +mε
1
−

Λl

(M ε
2 )2.
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Chapitre 3. Modèle proie-prédateur de type Holling II

Et à partir de l’hypothèse (H3)-(H4), on obtient ce qui suit :

D+V (t) ≤ −µ1|x− x∗| − µ2|y − y∗|. (3.17)

En intégrant les deux côtés de (3.17) sur l’intervalle [T ∗, t], on obtient :

V (t) + µ1

∫ t

T ∗
|x(s)− x∗(t)|ds+ µ2

∫ t

T ∗
|y − y∗|ds ≤ V (T ∗).

Puisque V est une fonction positive, alors à partir de l’inégalité précédente, on obtient

µ1

∫ t

T ∗
|x(s)− x∗(s)|ds+ µ2

∫ t

T ∗
|y(s)− y∗(s)|ds ≤ V (T ∗) < +∞ ∀t > T ∗.

On en déduit que
∫ t

T ∗
|x(s)− x∗(s)|ds < +∞,∫ t

T ∗
|y(s)− y∗(s)|ds < +∞.

Donc
(x(t)− x∗(t)), (y(t)− y∗(t)) ∈ L1[T ∗,+∞).

La solution (x(t), y(t)) du système (3.4) est bornée de même que (x∗(t), y∗(t)). Ce qui implique
(x(t), y(t)) et (x∗(t), y∗(t)) possèdent des dérivées bornées pour t > T ∗, on en déduit que
|x(t)−x∗(t)| et |y(t)−y∗(t)| sont uniformément continues sur [T ∗,+∞). En utilisant le Lemme
de Barbalat 1.3.1, on en déduit que :

lim
t→+∞

|x− x∗| = lim
t→∞
|y − y∗| = 0.

C’est-à-dire que :
lim
t→+∞

x = x∗ et lim
t→∞

y = y∗.

�

3.4 Existence d’une solution périodique

Dans cette section, nous allons étudier l’existence d’une solution périodique en utilisant
le théorème de continuation de Mahwin et de la théorie des degrés de coïncidence proposée
par Gaine et Mahwin [6]. Le théorème de continuation consiste à construire un espace ouvert
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approprié un sous-ensemble borné Ω dans un espace de Banach X tel que l’équation

Lx = Nx (3.18)

admet au moins une solution dans Ω̄, L est un opérateur linéaire et N un opérateur continu.
De plus, si X est composé de solution périodique de période ω, alors la solution de (3.18)
est ω-périodique. Pour cela, on rappelle quelques résultats sur les systèmes non autonomes
périodiques. Considérons le système

ẋ(t) = f(t, x(t)) (3.19)

où f est une fonction de classe C1, ω-périodique. Les équations différentielles périodiques ré-
gissent l’évolution de nombreux systèmes intervenant dans la biologie. C’est pourquoi, on s’in-
téresse à la recherche des solutions périodiques. Dans ce qui suit, nous présentons un résultat
fondamental : Le théorème de continuation de Mawhin qui sera utilisé dans ce mémoire
pour démontrer l’existence de solutions périodiques.

3.4.1 Théorème de Mawhin

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer, que l’équation L(u) = N(u) admet une
solution sous certaines conditions.
Avant d’énoncer le théoŕ‘eme de continuation de Mawhin, nous présentons quelques définitions
sur la théorie de Fredholm.

3.4.1.1 Application de Fredholm

Définition 3.4.1 (Codimension d’un sous-espace vectoriel) Soit X un espace de
Banach. Un sous-espace vectoriel fermé E ⊂ X est de codimension finie dans X, si le quotient
X/E est de dimension finie. La codimension de E dans X est la dimension de l’espace vectoriel
quotient X/E. On la notera codimXE ou tout simplement codimE.

Définition 3.4.2 (Projecteur) Soit X un espace vectoriel donné, une transformation linéaire
P de X dans lui même telle que P 2 = P est appelée projecteur.

Définition 3.4.3 On appelle l’indice d’une application L le nombre entier

IndL = dimKerL− codimImL
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Définition 3.4.4 Soient X et Y deux espaces de Banach, L : DomL ⊂ X → Y est une
application linéaire et N : X → Y une application continue. L’application L est dite application
de Fredholm d’indice zéro si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. KerL est de dimension finie.

2. ImL est fermé dans Y et de codimension finie.

3. dimKerL = codimImL < +∞.

On rappelle que codimImL est la dimension du complémentaire de ImL dans X.
Si L est une application de Fredholm d’indice zéro, alors ils existent deux projecteurs P et Q

P : X → X, Q : Y → Y

tels que,
ImP = kerL, ImL = kerQ = Im(I − Q) et X = KerL ⊕KerP, Y = ImL ⊕ ImP. Ce qui
implique que

L|DomL∩KerP : (I − P )X → ImL

est inversible. Notons l’inverse de L|DomL∩KerP par Kp. Comme ImQ est isomorphe à KerL,
alors il existe un isomorphisme

J : ImQ→ KerL, x→ x.

L’inverse généralisé de L est défini par KP (I −Q) : Y → DomL ∩KerL .

Définition 3.4.5 (Application L-compact) Pour tout ouvert Ω borné de X, l’application
N est dite L-compact sur Ω̄ si les deux conditions sont vérifiées :

1. QN(Ω̄) est borné,

2. Kp(I −Q)N : Ω̄→ X est compact.

3.4.1.2 Degré de Brouwer

Définition 3.4.6 (Définition du Degré de Brouwer) Soit f ∈ C1(Ω,Rn) ∩ C(Ω̄,Rn).
Pour x ∈ Ω, soit Jf(x) désigne le déterminant jacobien de f en x et Sf soit un ensemble de tous
les points critiques de f, c’est-à-dire Sf =

{
x ∈ Ω : Jf(x) = 0

}
.

Pour tout y ∈ Rn \f(∂Ω∪Sf ) , c’est-à-dire que y est un point régulier de f , le degré topologique
de f en y est défini comme suit :
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deg {f,Ω, y} =



∑
x∈f−1(y)

sgnJf(x),

0 si f−1(y) = ∅.

Définition 3.4.7 (Homotopie) Soit X et Y deux espaces métriques, f et g : X → Y deux
applications continues. On dit que f est homotope à g s’il existe une application continue
H : X × [0, 1] → Y telle que H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x) pour tout x ∈ X. On dit que
l’application H est une homotopie entre f et g. De plus la relation f homotope à g est une
relation d’équivalence.

Proposition 3.4.1 Soient F, G : Ω ⊂ Rn → Rn deux fonctions de classe C1 sur un ouvert
borné Ω, b ∈ Rn satisfait γ = min {‖F (x)− b‖, x ∈ ∂Ω} > 0.

Si α ∈]0, γ[ et sup
x∈Ω̄
‖F (x)−G(x)‖ <

1
7α, Alors

deg(F,Ω, b) = deg(G,Ω, b).

Remarque 3.4.1 Cette proposition que nous venons d’énoncer nous permettra de calculer le
degré de Brouwer dans la preuve du théorème de l’existence de solutions périodiques positives
du modèle (3.4).

Propriété 3.4.1 (Invariance par homotopie) Soit H : Ω×[0, 1] ⊂ Rn+1 → Rn de classe C1

sur un Ω× [0, 1], supposons que b ∈ Rn satisfait ∀x ∈ ∂Ω× [0, 1] H(x, t) 6= b alors deg(H,Ω, b)
est constant pour tout t ∈ [0, 1].

Preuve:

Puisque ∂Ω× [0, 1] est compact, ∃α > 0 tel que

min {‖H(x)− b‖2, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, 1]} > α > 0.

Et d’après la continuité uniforme de H sur Ω̄× [0, 1] on a

∀t, s ∈ [0, 1]∃σ > 0, |t− s| < σ ⇒ sup
x∈Ω̄
‖H(x, s)−H(x, t)‖2 <

1
7α

Par la proposition 3.4.1 , on a ∀s, t ∈ [0, 1] et |t− s| < σ

deg(H(x, t),Ω, b) = deg(H(x, s),Ω, b).
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Puisque [0,1] est compact, on peut le recouvrer par un nombre fini d’intervalles ]ti, ti+1[ de
longueur σ, donc ∀ ti, ti+1 ∈ [0, 1] on a

deg(H(x, ti),Ω, b) = deg(H(x, ti+1),Ω, b).

�

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le théorème de continuation de Mawhin.

Théorème 3.4.1 (Théorème de continuation de Mawhin) [6]
Soient Ω ⊂ X un ouvert borné, L une application de Fredholm de l’indice zéro et N est L-
compact sur Ω̄. Supposons que

1. pour tout λ ∈ (0, 1), u 6∈ ∂Ω, Lu = λNu;

2. pour tout u ∈ ∂Ω ∩KerL, QNu 6= 0;

3. deg {JQN, Ω ∩KerL, 0} 6= 0.

Alors l’équation Lu = Nu a au moins une solution dans DomL ∩ Ω̄.

Pour utiliser le Théorème 3.4.1, nous construisons d’abord un espace de Banach X, composé
de fonctions périodiques. Par définition de fonctions L et N , le système (3.4) est réécrit en une
équation abstraite Lu = Nu. Ce Théorème montre que sous les conditions 1 à 3, l’équation
abstrait Lu = Nu a au moins une solution, qui appartient à un sous-ensemble borné ouvert de
l’espace de Banach X. Par conséquent, le système (3.4) a au moins une solution périodique. La
clé de cette méthode est de construire un sous-ensemble borné ouvert de l’espace de Banach X
tel qu’il peut répondre aux conditions du Théorème 3.4.1.
Dans notre étude, nous sommes intéressé que par des solutions positives ; on considère ainsi le
changement de variables suivant : x = eu1 et y = eu2 . On a alors



u̇1(t)eu1(t) = r(t)
1−

eu1(t)

K(t)

 eu1(t) −
αeu2(t)eu1(t)

eu1(t) +D
,

u̇2(t)eu2(t) = −d(t)eu2(t) +
βeu1(t)eu2(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t).

(3.20)

Après simplification le système (3.4) devient :
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u̇1(t) = r(t)
1−

eu1(t)

K(t)

− αeu2(t)

eu1(t) +D
,

u̇2(t) = −d(t) +
βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t).

(3.21)

Lemme 3.4.1 Les espaces définis par

X = Y =
{
u = (u1, u2) ∈ C(R,R2), u(t+ 1) = u(t)

}
,

munis de la norme
‖(u1, u2)‖ = max

t∈(0,1)
|u1(t)|+ max

t∈(0,1)
|u2(t)|,

pour tout u ∈ X sont des espaces de Banach.

Démonstration:

‖u‖ = max
t∈(0,1)

|u1(t)|+ max
t∈(0,1)

|u2(t)|.

Soit (un)n∈N une suite de Cauchy dans X. Fixons ε > 0, il existe N ∈ N :
∀n ≥ N, ∀m ≥ N, on a :

‖un − um‖ ≤ ε.

En posant un = (xn, yn) et um = (xm, ym) On a alors :

|xn(t)− xm(t)| ≤ ‖un − um‖ ≤ ε.

et
|yn(t)− ym(t)| ≤ ‖un − um‖ ≤ ε.

Ce qui prouve que un(t) = (xn(t), yn(t)) est une suite de Cauchy dans R2. Or R2 est complet,
donc cette suite est convergente. On note u(t) sa limite. Par passage à la limite dans

un(t+ 1) = un(t),

on obtient
u(t+ 1) = u(t).
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La fonction limite u est donc périodique et de période 1.
Montrons que u est continue sur R. On sait que ∀ε > 0, ∃η > 0, tel que ∀t, s ∈ R, |t− s| < η

‖un(t)− un(s)‖ ≤ ε,

en faisant tendre n vers l’infini, on obtient :

‖u(t)− u(s)‖ ≤ ε.

Donc u est continue sur R.
Montrons que un converge vers u. Pour tout t ∈ R, et pour tous n ≥ N, m ≥ N , on a :

|xn(t)− xm(t)|+ |yn(t)− ym(t)| ≤ ε.

En faisant tendre m vers +∞ pour tout n ≥ N et en passant au maximum puisque n est
quelconque et ne dépend pas de t, on obtient donc :

|xn(t)− x(t)|+ |yn(t)− y(t)| ≤ ε⇒ ‖un − u‖ ≤ ε,

D’où u ∈ X, X est donc complet. Donc Y est aussi complet.
�

Lemme 3.4.2 Soit L défini par

L : DomL ⊂ X → X, L(u(t)) = u̇(t),

où
DomL =

{
u ∈ X telle que u ∈ C1(R,R2)

}
⊂ X.

Alors, L est une application de Fredholm d’indice zéro.

Démonstration:

On voit clairement que :

KerL = R2, ImL =
{
z ∈ Y :

∫ 1

0
z(t)dt = 0

}
.

En effet, soit u ∈ X . u ∈ KerL⇔ u̇(t) = 0⇔ u est constante. D’où

KerL = R2
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.
Et, soit z ∈ ImL, alors il existe u ∈ DomL tel que :

u̇(t) = z(t)⇒
∫ 1

0
z(t)dt =

∫ 1

0
u̇(t)dt = 0, car u(0) = u(1).

Donc ∫ 1

0
z(t)dt = 0.

D’autre part, soit z ∈ Y tel que
∫ 1

0
z(t)dt = 0, alors il existe

u(t) =
∫ t

0
z(s)ds+ u(0) ∈ DomL, avec u̇(t) = z(t). (3.22)

D’où
ImL =

{
z ∈ Y :

∫ 1

0
z(t)dt = 0

}
.

Par ailleurs, P et Q sont des applications définies par

Pu =
∫ 1

0
udt, u ∈ X, Qu =

∫ 1

0
udt, u ∈ Y.

Montrons que
ImP = kerL, ImL = kerQ = Im(I −Q).

Montrons d’abord que P et Q sont continues.
Soit u, v ∈ X. On a alors

‖P (u)− P (v)‖ =
∥∥∥∥∫ 1

0
(u(t)− v(t))dt

∥∥∥∥ ,
=
∣∣∣∣∫ 1

0
(u1(t)− v1(t))dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

0
(u2(t)− v2(t))dt

∣∣∣∣ ,
≤ max

t∈(0,1)
|(u1 − v1)(t)|

∫ 1

0
dt+ max

t∈(0,1)
|(u2 − v2)(t)|

∫ 1

0
dt,

≤ max
t∈(0,1)

|(u1 − v1)(t)|+ max
t∈(0,1)

|(u2 − v2)(t)|,

≤ ‖u− v‖.

Donc P est contractante (i.e 1-Lipschitzienne), d’où P est continue. Ainsi en procédant de la
même manière on montre que Q est continue.
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Soient u, v ∈ Y et λ1, λ2 ∈ R,

Q(λ1u+ λ2v) =
∫ 1

0
(λ1u(t) + λ2v(t))dt = λ1

∫ 1

0
u(t)dt+ λ2

∫ 1

0
v(t)dt,

= λ1Qu+ λ2Qv,

donc Q est un endomorphisme de Y . On en déduit aussi que P est un endomorphisme de X.
Par définition, Q est un endomorphisme de Y ⇔ Q = Q2. (voir définition 3.4.2 )
Montrons que

[Q projecteur⇔ I −Q projecteur]

(I −Q)2 = I − 2Q+Q2, donc (I −Q)2 = (I −Q)⇔ Q = Q2.
Soit u ∈ Y, Q ◦ (I −Q)u = 0, donc Im(I −Q) ⊂ KerQ.

Soit u ∈ KerQ, on a (I −Q)u = u−Qu = u, donc u ∈ Im(I −Q). Ainsi KerQ ⊂ Im(I −Q),
d’où

KerQ = Im(I −Q).

ImL = KerQ est évident, ce qui implique que

ImL = kerQ = KerP = Im(I −Q).

P et Q sont des projecteurs continus. Donc ImL est un fermé dans Y (car l’image réciproque
d’un fermé par une application continue est un fermé). On a alors

codimEImL = dimE − dimImL

= dimKerL+ dimImL− dimImL,

= dimKerL = dimR2,

= 2.

Donc, dimKerL = codimImL = 2, d’où L est une application de Fredholm d’indice zéro.
De plus, soit u ∈ X. u ∈ ImP ⇒ ∃v ∈ X/P (v) = u. Alors P (u) = P 2(v) = P (v) = u.
Donc ∀v ∈ X, (u ∈ ImP ⇒ P (u) = u) . Réciproquement, si P (u) = u, alors u ∈ ImP .
Donc pour tout u ∈ X, u ∈ ImP ⇔ P (u) = u⇔ (I − P )(u) = 0⇔ u ∈ Ker(I − P ).
D’où

KerL = ImP = ImQ = Ker(I − P ).

�
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Corollaire 3.4.1 L’application

Lp = L|DomL∩KerP : (I − P )X → ImL

est inversible et son inverse Kp : ImL→ DomL ∩KerP est donné par

Kp(z) =
∫ t

0
z(s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
z(s)dsdt, t ∈ [0, 1]

Démonstration:

Tout d’abord on a

ImL = KerP = Im(I − P ) = {(I − P )u, u ∈ X} = (I − P )X.

Donc, KerP ∩DomL = (I − P )X d’après (3.22) .
Maintenant montrons que l’application Lp est injective.
Soit

u ∈ KerLp ⊂ KerL = ImP,

alors il existe
x ∈ DomP tel que P (x) = u.

Comme P est un projecteur, on a

u = P (x) = P (P (x)) = P (u) = 0, car u ∈ KerP

ce qui montre que
KerLp = {0}.

Donc Lp est injective.
Montrons que ImL est surjective. On se donne z ∈ ImL, alors il existe u ∈ DomL tel que
z = L(u). Puisque P : X → X est un projecteur, alors X peut s’écrire comme somme directe

X = KerP ⊕ ImP,

X = KerP ⊕KerL.
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Alors il existe un unique élément f ∈ Kerp et g ∈ KerL tels que u = f + g. On obtient

z = L(u) = L(f + g) = L(f) + L(g) = L(f) + 0.

Ce qui implique que

(f ∈ DomL et z = L(f))⇒ KerP ⊂ DomL.

On en déduit que Lp est surjective.
Par conséquent Lp est bijective, donc Lp est inversible.
D’où

Kp : ImL→ DomL ∩KerP.

Maintenant soit u ∈ KerP ∩DomL, on a

Lp(u) = u̇(t) et
∫ 1

0
u(s)ds = 0

= z(t).

Lp(u) = z(t)⇒ L−1(z) = u(t)

=
∫ t

0
z(s)ds+ u(0).

∫ 1

0
u(s)dt = 0⇒

∫ 1

0

(∫ t

0
z(s)ds+ u(0)

)
dt = 0

⇒ u(0) = −
∫ 1

0

∫ t

0
z(s)dsdt.

D’où en remplaçant u(0) par son expression, on obtient

Kp(z) =
∫ t

0
z(s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
z(s)dsdt.

�

Soit N(u1(t), u2(t)) = F (u(t), t) avec F (u(t), t) = [F1(s), F2(s)]T , où

F1(u(t), t) = r(t)
1−

eu1(t)

K(t)

− αeu2(t)

eu1(t) +D
,

F2(u(t), t) = −d(t) +
βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t).
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Lemme 3.4.3 L’application N est L-compact sur X.

Démonstration:

L’application, QN : X → X est donné par

QNu(t) = (q1, q2)T ,

=
[∫ 1

0
F1(u(s), s)ds,

∫ 1

0
F2(u(s), s)ds

]T
,

où

Nu(s) = (F1(t), F2(s))T .

De plus, Kp(I −Q)N : X → X s’écrit sous la forme

Kp(I −Q)Nu = (ψ1(u(t), t), ψ2)(u(t), t))T

où

ψi(u(t), t) =
∫ t

0
Fi(u(s), s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
Fi(u(s), s)dsdt+

(1
2− t

) ∫ 1

0
Fi(u(s), s)ds

pour i=1,2. En effet,

Kp(I −Q)Nu = KpNu(t)−KpQNu(t),

=
∫ t

0
F (u(s), s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
F (u(s), s)dsdt−

∫ t

0

∫ 1

0
F (u(s), s)dsds

+
∫ 1

0

∫ t

0

∫ 1

0
F (u(s), s)dsdsdt,

=
∫ t

0
F (u(s), s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
F (u(s), s)dsdt− t

∫ 1

0
F (u(s), s)ds

+
∫ 1

0
t
∫ 1

0
F (u(s), s)dsdt

=
∫ t

0
F (u(s), s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
F (u(s), s)dsdt− t

∫ 1

0
F (u(s), s)ds

+
1
2

∫ 1

0
F (u(s), s)ds

=
∫ t

0
F (u(s), s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
F (u(s), s)dsdt+

1
2− t

∫ 1

0
F (u(s), s)ds.

= (ψ1(u(t), t), ψ2(u(t), t))T .
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Cependant, utilisons le théorème d’Arzela-Ascoli pour montrer que : Kp(I −Q)N : Ω̄→ X est
une application compacte pour tout ouvert borné Ω ⊂ X et QN(Ω̄) est borné.
Montrons que Kp(I −Q)N et QN sont bornées. Pour tout u ∈ Ω̄, on a

‖QNu‖ ≤ max
t∈(0,1)

r(t)
1 +

eu1(t)

K(t)

+
αeu2(t) + βeu1(t)

eu1(t) +D
+ d(t) + Λ(t)e−u2(t)

 = M∗

≤M∗.

Alors QN(Ω̄) est borné dans R. D’où, QNu : Ω̄→ X est continue.
Pour tout z ∈ ImL.

‖Kpz‖ =
∥∥∥∥∫ t

0
z(s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
z(s)dsdt

∥∥∥∥ ,
= max

t∈(0,1)

∣∣∣∣∫ t

0
z1(s)ds−

∫ 1

0

∫ t

0
z1(s)dsdt

∣∣∣∣+ max
t∈(0,1)

∣∣∣∣∫ t

0
z2ds−

∫ 1

0

∫ t

0
z2(s)dsdt

∣∣∣∣ ,
≤ max

t∈(0,1)

(∣∣∣∣∫ t

0
z1(s)ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

0

∫ t

0
z1(s)dsdt

∣∣∣∣)+ max
t∈(0,1)

(∣∣∣∣∫ t

0
z2(s)ds

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

0

∫ t

0
z2(s)dsdt

∣∣∣∣)
≤ max

t∈(0,1)
|z1(s)|

∫ t

0
ds+ max

t∈(0,1)
|z1(s)|

∫ 1

0

∫ t

0
dtds+ max

t∈(0,1)
|z2(s)|

∫ t

0
ds

+ max
t∈(0,1)

|z2(s)|
∫ 1

0

∫ t

0
dtds,

≤ max
t∈(0,1)

|z1(s)|+
1
2 max
t∈(0,1)

|z1(s)|+ max
t∈(0,1)

|z2(s)|+
1
2 max
t∈(0,1)

|z2(s)|

≤
3
2 max
t∈(0,1)

|z1(s)|+
3
2 max
t∈(0,1)

|z2(s)|

≤
3
2

(
max
t∈(0,1)

|z1(s)|+ max
t∈(0,1)

|z2(s)|
)

≤
3
2‖z‖.

Alors pour tout u ∈ Ω̄, on a

‖Kp(I −Q)Nu‖ ≤
3
2(‖Nu‖+ ‖QNu‖),

≤ 3M∗.

Donc Kp(I −Q)N et QN sont des applications bornées.
Montrons que Kp(I −Q)N(Ω̄) est compact pour tout ensemble borné ouvert Ω ⊂ X.
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On note
Kp(I −Q)N(Ω̄) =

{
Kp(I −Q)N(u), u ∈ Ω̄

}
Montrons que Kp(I − Q)N(Ω̄) ∈ C(Ω̄, X) est équicontinu. Comme Kp(I − Q)N et QN sont
des composées d’applications continues sur X, alors elles sont donc continues sur X.
D’où l’ensemble Kp(I −Q)N(Ω̄) est équicontinu et uniformément borné.
Ainsi, par le Théorème d’Arsela-Ascoli 1.11, on déduit que Kp(I −Q)N(Ω̄) est compact.
De plus QN(Ω̄) est borné pour tout ensemble Ω ⊂ X.

Par conséquent, l’application N est L-compact d’après la définition 3.4.5.
�

Nous pouvons maintenant, présenter notre théorème qui assure l’existence d’au moins une
solution positive, périodique du système (3.4)

Théorème 3.4.2 Supposons que (H1) du Théorème 3.3.2 est vérifiée et que la condition

r̄ −
α

D

Λ̄
d̄− β

e2d̄ > 0 (H5)

est satisfaite, alors le système (3.4) admet au moins une solution 1-périodique, positive.

Preuve:

Afin d’appliquer le théorème de continuation de Mawhin, nous cherchons d’abord un ouvert
approprié Ω. L’équation Lu = λNu avec λ ∈ (0, 1), s’écrit sous la forme :



du1(t)
dt

= λ

r(t)− r(t)eu1(t)

K(t) −
αeu2(t)

eu1(t) +D

 ,

du2(t)
dt

= λ

−d(t) +
βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t)

 .
(3.23)

Supposons que (u1, u2)T ∈ X est une solution de (3.21) pour un certain λ ∈ (0, 1).
Alors il existe η1, η2, ξ1, ξ2 ∈ [0, 1], tel que :

u1(η1) = max
t∈[0,1]

u1(t), u2(η2) = max
t∈[0,1]

u2(t),
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u1(ξ1) = min
t∈[0,1]

u1(t), u2(ξ2) = min
t∈[0,1]

u2(t).

En intégrant (3.21) sur l’intervalle [0, 1], on obtient :

∫ 1

0

r(t)− r(t)e
u1(t)

K(t) −
αeu2(t)

eu1(t) +D

 dt = 0,

et ∫ 1

0

−d(t) +
βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t)

 dt = 0.

Donc

∫ 1

0

r(t)e
u1(t)

K(t) +
αeu2(t)

eu1(t) +D

 dt = r̄, (3.24)

où

r̄ =
∫ 1

0
r(t)dt

∫ 1

0

 βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t)

 dt = d̄, (3.25)

où

d̄ =
∫ 1

0
d(t)dt

De (3.21)-(3.25), il s’ensuit que :

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≤ λ
∫ 1

0

r(t) + r(t)
eu1(t)

K(t) +
αeu2(t)

eu1(t) +D

 dt,
≤ λ

∫ 1

0
r(t)dt+ λ

∫ 1

0

r(t)e
u1(t)

K(t) +
αeu2(t)

eu1(t) +D

 dt.
Alors ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≤ 2r̄λ.
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Et ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≤
∫ 1

0
λ

d(t) +
βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t)

 dt
≤ λ

∫ 1

0
d(t)dt+

∫ 1

0
λ

∣∣∣∣∣∣
βeu1(t)

eu1(t) +D
+ Λ(t)e−u2(t)

∣∣∣∣∣∣ dt.
Alors ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≤ 2d̄λ

Si λ < 1, on a ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt < 2r̄, (3.26)

et ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt < 2d̄. (3.27)

De plus, l’égalité (3.24) implique

r̄ ≥
∫ 1

0

r(t)
K(t)e

u1(t)dt ≥
∫ 1

0

r(t)
Km

eu1(ξ1)dt.

Alors
u1(ξ1) ≤ lnKm. (3.28)

À partir de (3.25) on a aussi :

−d̄+ β +
∫ 1

0
Λ(s)e−u2(ξ2)ds ≥ 0.

De plus, on peut montrer que d̄− β > 0 puisque dl − β > 0 (voire (H1)) et d̄ > dl.

u2(ξ2) ≤ ln
( Λ
d̄− β

)
. (3.29)

En utilisant l’égalité différentielle et les inégalités (3.26), (3.27), (3.28) et (3.29), pour tout
t ∈ (0, 1), nous obtenons

u1(t) ≤ u1(ξ1) +
∫ 1

ξ1

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≤ u1(ξ1) +
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt < lnKm + 2r̄,
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donc
u1(t) < lnKm + 2r̄ =: M1. (3.30)

et

u2(t) ≤ u2(ξ2) +
∫ 1

ξ2

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≤ u2(ξ2) +
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt < ln
( Λ
d̄− β

)
+ 2d̄,

donc

u2(t) < ln
( Λ
d̄− β

)
+ 2d̄ =: M2. (3.31)

D’une part, nous avons à partir de l’égalité (3.24) et (3.31), on a :

r̄ −
¯( r
K

)
eu1(η1) −

α

D
eM2 ≤ 0,

alors

u1(η1) ≥ ln


1( r
K

)
r̄ − α

D

Λ̄
d̄− β

e2d̄


 . (3.32)

On a aussi d’après (3.25)
∫ 1

0
Λ(t)e−u2(t)dt ≤ d̄, alors

∫ 1

0
Λ(t)e−u2(η2)dt ≤ d̄.

Donc

u2(η2) ≥ ln
Λ̄
d̄
. (3.33)

En utilisant l’égalité différentielle et les inégalités (3.26), (3.27), (3.32) et (3.33), pour tout
t ∈ (0, 1), on obtient alors

u1(t) ≥ u1(η1)−
∫ 1

η1

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt ≥u1(η1)−
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du1(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt

> ln


1( r
K

)
r̄ − α

D

Λ̄
d̄− β

e2d̄


− 2r̄,
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d’où

u1(t) > ln


1( r
K

)
r̄ − α

D

Λ̄
d̄− β

e2d̄


− 2r̄ =: M3. (3.34)

Et

u2(t) ≥ u2(η2)−
∫ 1

η2

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt > u2(η2)−
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
du2(t)
dt

∣∣∣∣∣∣ dt,
donc

u2(t) ≥ ln
Λ̄
d̄
− 2d̄ =: M4. (3.35)

De (3.30), (3.31), (3.34) et (3.35), on obtient :

|u1(t)| < max{|M1|, |M3|} =: M̃1

et

|u2(t)| < max{|M2|, |M4|} =: M̃2.

Il est clair que M̃1 et M̃2 sont tous deux indépendants de λ. On note M̃ = M̃1 + M̃2 +C, où C
soit suffisamment grand pour chaque solution (u∗1, u∗2) du système suivant



r̄ −
( r
K

)
eu1 −

αeu2

eu1 +D
= 0,

−d̄+
βeu1

eu1 +D
+ Λ̄e−u2 = 0.

(3.36)

Satisfait ‖(u∗1, u∗2)‖ < M̃ , à condition que (3.36) ait une solution. Maintenant on prend
Ω = {(u1, u2) ∈ X : ‖(u1, u2)‖ < M̃}, alors la première condition du Théorème 3.4.1 est vérifiée.
M̃ est choisi de telle sorte que chaque solution de (3.36) vérifie ‖(u1, u2)‖ < M̃.

Si (u1, u2) ∈ ∂Ω∩KerL = ∂Ω∩R2, alors (u1, u2) est un vecteur constant tel que ‖(u1, u2)‖ = M̃ .
D’après la définition de Ω et M̃ , si (u1, u2) ∈ ∂Ω ∩KerL, alors QN(u1, u2) 6= (0, 0)T .
Donc la deuxième condition du Théorème 3.4.1 est satisfaite.
Prouvons maintenant la dernière condition du Théorème decontinuité de Mawhin, c’est-à-dire
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équivalent à prouver que lorsque (u1, u2) ∈ ∂Ω ∩ R2, deg{JQN(u1, u2),Ω ∩ R2, (0, 0)T} 6= 0.
Pour cela, on applique la propriété d’homotopie d’invariance du degré de coïncidence. On définit
une homotopie comme suit :

Ψ : DomL× [0, 1]→ X

(u1, u2, µ) 7→ Ψ(u1, u2, µ),

Ψ(u1, u2, µ) =



r̄ −
( r
K

)
eu1 −

αeu2

µeu1 +D
,

−d̄+
βeu1

eu1 + µD
+ Λ̄e−u2 .

Puisque J est un isomorphisme d’applications, on prend J : ImQ → KerL, i.e u 7→ u on
obtient

deg
{
JQN(u1, u2),Ω ∩ R2, (0, 0)T

}
= deg

{
QN(u1, u2),Ω ∩ R2, (0, 0)T

}
= deg

r̄ −
( r
K

)
eu1 −

αeu2

µeu1 +D
,

− d̄+
βeu1

eu1 + µD
+ Λ̄e−u2 ,Ω ∩ R2, (0, 0)T

 .
D’après la définition de Ω on montre que si (u1, u2) ∈ ∂Ω ∩ R2, alors soit

uΨ(u1, u2, µ) > 0 ou uΨ(u1, u2, µ) < 0.

Donc

(
Ψ(u1, u2, µ) 6= 0, ∀(u1, u2) ∈ ∂Ω ∩ R2

)
⇔ 0 /∈ Ψ(∂Ω ∩ R2, µ).

Ainsi le deg
{
JQN(u1, u2),Ω ∩ R2, (0, 0)T

}
est bien définit i.e si Ψ(u1, u2, µ) = 0, alors

(u1, u2) 6∈ ∂Ω ∩ R2,

Ψ(u1, u2, µ) = 0⇒



r̄ −
( r
K

)
eu1 −

αeu2

µeu1 +D
= 0,

−d̄+
βeu1

eu1 + µD
+ Λ̄e−u2 = 0.
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Nous obtenons |u1| < M̃1 et |u2| < M̃2, ce qui contredit le fait que M̃1 + M̃2 = M̃.

Selon le degré topologique et le fait que deg(Ψ(u, v, µ)) est indépendant de µ (l’invariance par
homotopie), il vient

deg
{
JQN(u1, u2)T ,Ω ∩ R2, (0, 0)T

}
,

= deg
{

Ψ(u1, u2, 1),Ω ∩ R2, (0, 0)T
}
,

= deg
{

Ψ(u1, u2, 0),Ω ∩ R2, (0, 0)T
}

deg
{
QN(u1, u2),Ω ∩ R2, (0, 0)T

}
,

= deg

r̄ −
( r
K

)
eu1 −

α

D
eu2 , −d̄+ β + Λ̄e−u2 , Ω ∩ R2, (0, 0)T


Nous rappelons que x = eu1 , y = eu2 . D’après l’hypothèse (H5) du Théorème 3.4.2, le système
d’équation algébrique 

r̄ −
( r
K

)
x−

αy

D
= 0,

−d̄+ β +
Λ̄
y

= 0,

(3.37)

admet une unique solution donnée par (x∗, y∗),

x∗ =
1( r
K

)
r̄ − α

D

Λ̄
d̄− β

 > 0 et y∗ =
Λ̄

d̄− β
> 0.

On obtient alors

deg
{
JQN(u1, u2),Ω ∩ R2, (0, 0)T

}
= sgn det

(x∗,y∗)∈QN−1{(0,0)}
(QN(x∗, y∗)),

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−
( r
K

)
x∗ −

αy∗

D

0 −
Λ̄
y∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

= sgn

( r
K

)
x∗

Λ̄
y∗

 ,
= 1 6= 0.
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Ce qui complète la preuve de la dernière condition du Théorème 3.4.1. Par conséquent, le
système (3.21) a au moins une solution 1-périodique, et alors le système (3.4) a au moins une
Solution positive 1-périodique. Ceci complète la preuve du Théorème (3.4.2).

�

Corollaire 3.4.2 Si la solution 1-périodique du Théorème 3.4.2 satisfait les hypothèses du
Théorème 3.3.4, alors elle est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration:

D’après le Théorème 3.4.2, le système (3.4) admet au moins une solution 1-périodique positive.
Supposons que cette solution vérifie les hypothèses du Théorème 3.3.4. En choisissant la même
fonction de Lyapunov, on montre que

lim
t→+∞

x = x∗ et lim
t→∞

y = y∗.

D’où la solution 1-périodique positive est globalement asymptotiquement stable.
�

3.5 Simulations numériques et discutions

Exemple 3.5.1 

ẋ(t) = r1x
(

1−
x

K1

)
−

αxy

x+D
− h(t)x,

ẏ(t) = −d1y +
βxy

x+D
+ Λ(t)− L(t)y.

(3.38)

Avec des conditions initiales

(1) x(0) = 45, y(0) = 5;

(2) x(0) = 35, y(0) = 3;

(3) x(0) = 40, y(0) = 8.

Avec ces différentes conditions (x(0), y(0)) et les paramètres r1 = 1.2, K1 = 50, α = 0.16,
h(t) = 0.2 + 0.1cos(2πt), d1 = 0.1, β = 0.1, Λ(t) = 3 + cos(2πt), L(t) = 0.5 + 0.3cos(2πt),
on pourrait vérifier que les hypothèses (H1) et (H5) sont satisfaites (voir Théorèmes 3.3.2 et
3.4.2 ) , c’est-à-dire que le système (3.4) est permanent et a au moins une solution positive 1-
périodique. De plus µ1 = 1.6.10−2 > 0 et µ2 = 3.17.10−2 > 0, alors les hypothèses (H3) et (H4)
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du Théorème 3.3.4 sont vérifiées, donc la solution positive périodique est globalement asymp-
totiquement stable. Figure.3.1 et 3.2 donnent la variation de poissons et oiseaux aquatiques
respectivement, la Figure.3.3 correspond à la phase de la prédation en fonction des proies et la
Figure.3.4, la phase du temps en fonction des proies-prédateurs. La figure 3.3 et 3.4 montrent
la permanence du système (3.4) et la périodicité.

Figure 3.1 – Variation de proies avec trois conditions initiales différentes.

Figure 3.2 – Variation des prédateurs en fonction du temps avec trois conditions initiales différentes.
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Figure 3.3 – Variation des prédateurs en fonction des proies.

Figure 3.4 – Courbe d’évolution des proies-prédateurs en fonction des années.

Exemple 3.5.2 Ici, nous exposons le cas d’extinction des proies dans la zone humide. Nous
considérons 

ẋ(t) = r1x
(

1−
x

50

)
−

αxy

x+D
− (0.2 + 0.1cos(2πt))x,

ẏ(t) = −0.1y +
0.1xy
x+D

+ (3 + cos(2πt))− (0.5 + 0.3cos(2πt))y.

(3.39)

Avec la condition initiale x(0) = 45, y(0) = 5 et les paramètres r1 = 0.25, D = 1, α = 0.6,
l’hypothèse (H2) est vérifiée (voir Théorème 3.3.3 ), alors on a l’extinction des poissons. Voir
Figure.3.5
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Figure 3.5 – Extinction des poissons dans la zone humide.
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Conclusion et perspectives

En conclusion, ce travail fournit quelques résultats sur le comportement asymptotique d’un
modèle incorporant des proies et des prédateurs dans les zones humides. Les proies sont des
espèces aquatiques et les prédateurs des oiseaux d’eau tels que le cormoran, le pélican blanc, la
sauvagine dans le parc national Djoudj d’oiseaux du Sénégal. L’analyse mathématique présentée
dans ce modèle montre que, selon les valeurs des coefficients, on peut faire des prédictions appro-
priées sur le comportement asymptotique du système proie-prédateur, y compris la permanence,
la périodicité, la stabilité asymptotique globale et l’extinction d’espèces. Ces conclusions nous
avertissent de prendre des décisions opportunes pour protéger les espèces dans notre système
écologique.
Dans le chapitre 3, nous avons déterminé une condition suffisante d’existence de solutions pé-
riodiques dans le cas où Λ(t), L(t) et h(t) sont des solutions périodiques. Il serait donc plus
intéressante dans la suite de chercher une solution périodique telle que toutes les solutions du
système (3.4) convergent vers cette solution.
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Annexe

Programmes

Dans cette partie de l’annexe, nous allons présenter les programmes écrits sur ”Matlab” qui
nous ont permis d’avoir les résultats de simulations.

%======================Moele de Malthus==============================
%======================initialisation=================================
N0=1; t0=0; tf=5; dt=0.005; r=-0.7;
t = t0:dt:tf; %on fixe la grille de temps
n=length(t);% nombre de boucle; N=zeros(1,n);
%==========================on fixe la condition initiale==============
N(1)=N0;

for i=1:n-1
N(i+1) = N(i)+ dt*r*N(i);

end;
N1=N;

%=====================================================================
r=0.5;
for i=1:n-1
N(i+1) = N(i)+ dt*r*N(i);

end;
N2=N;

%======================================================================
r=0;
for i=1:n-1
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N(i+1) = N(i)+ dt*r*N(i);
end;
N3=N;

%=======================================================================
plot(t,N1,’b’,t,N2,’r’,t,N3,’k’,’Linewidth’,1.5)% enfoncer courbe
xlabel(’temps’) % x-axis label
ylabel(’solution’,’fontsize’,20)
set(gca,’Linewidth’,1.5,’fontsize’,20,’xlim’,[0 5],’xtick’, 0:2:5)
set(gca,’ylim’,[0 15],’ytick’, 0:5:15)
legend(’r>0’,’r<0’,’r=0’)
%=======================================================================

function[]=logistique(N1,N2,r,k)
N=[];

templim=200;
deltat=0.01;
Nbrbit=round(templim/deltat);
t=0:deltat:templim;
N(1)=N1;
for i=1:Nbrbit

N(i+1)=N(i)+deltat*(r*N(i)*(1-N(i)/k));
end;
m=N;
N(1)=N2;
for i=1:Nbrbit

N(i+1)=N(i)+deltat*(r*N(i)*(1-N(i)/k));
end;
n=N;
N(1)=k;
for i=1:Nbrbit

N(i+1)=N(i)+deltat*(r*N(i)*(1-N(i)/k));
end;
y=N;
plot(t,m,’b’,t,n,’r’,t,y,’k’,’Linewidth’,1.5)% enfoncer courbe
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xlabel(’temps’) % x-axis label
ylabel(’solution’,’fontsize’,20)
legend(’N0>K’,’N0<K’,’N0=K’)
set(gca,’Linewidth’,1.5,’fontsize’,20,’xlim’,[0 200],’xtick’, 0:60:200)
end
%==============Appel de la fonction logistique======================
z1=logistique(20,5,0.05,10)

%========================Lotka-Volterra==============================
function[]=LotkaVolterra(x0,y0,t0,tf,dt,a,b,c,e)

%========================innitialisation=============================
t = t0:dt:tf; % on fixe la grille de temps
n = length(t); % le nombre de boucle
x=zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x
y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y
%======================================================================
% on fixe la condition initiale
x(1)= x0 ; y(1)= y0;
for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
%y(i+1) = y(i) + dt*f(t,y(i)); schéma numérique
x(i+1) = x(i)+dt*( a*x(i) - b*x(i)*y(i) );
y(i+1) = y(i)+dt*( -c*y(i) + e*b*x(i)*y(i) );

end;
%====================================================================
plot(t,x,’b’,t,y,’r’,’Linewidth’,1.5)% enfoncer courbe
%axis([0 100 0 20]);
legend(’proie’,’prédateur’)
xlabel(’temps’)
ylabel(’solution’,’fontsize’,20)
set(gca,’Linewidth’,1.5,’fontsize’,20,’xlim’,[0 100],’xtick’, 0:20:100)
set(gca,’Linewidth’,1.5,’fontsize’,20,’ylim’,[0 16],’ytick’, 0:4:16)
end
%================Appel de la fonction lotkavolterra===================
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z2=lotkavolterra(1,1,0,100,0.05,0.5,1,1,0.4)

%======================================================================
function[]=LotkaVolterra22(x0,y0,t0,tf,dt,a,b,c,e)

%innitialisation

%==========================================================================

t = t0:dt:tf; % on fixe la grille de temps

n = length(t); % le nombre de boucle

x=zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x

y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y

x0=1; y0=1; x(1)= x0; y(1)= y0;

%==============================================================

% on fixe la condition initiale

for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n

%y(i+1) = y(i) + dt*f(t,y(i)); schéma numérique

x(i+1) = x(i)+dt*( a*x(i) - b*x(i)*y(i) );

y(i+1) = y(i)+dt*( -c*y(i) + e*b*x(i)*y(i) );

end;

%==========================================================================
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plot(x,y,’Linewidth’,1.5)

xlabel(’proie’)

ylabel(’prédateur’,’fontsize’,20)

set(gca,’Linewidth’,1.5,’fontsize’,20,’xlim’,[0 20],’xtick’, 0:5:20)

set(gca,’Linewidth’,1.5,’fontsize’,20,’ylim’,[0 8],’ytick’, 0:4:16)

end

%================Appel à la fonction lotkavolterra22 % % % % % % % % % % % %

z= LotkaVolterra22(2,3,0,100,0.05,0.5,1,1,0.4)

%==========================================================================

function [x,y]=HolIIpoisson(x0,y0,x1,y1,x2,y2,r,alpha,d,beta,D,K1,t0,tf,n)
close all; clc;

%======================================================================
dt=(tf-t0)/n; % le pas de temps
x =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x
y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y
%=================== On fixe les conditions initiales ================
x(1) = x0; y(1) = y0;
%======================================================================
for i=1:n

t(i)=t0+(i-1).*dt;
end;
%========================== schéma numérique ===========================
for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
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x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m1=x;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la deuxième condition initiale ==========
x(1) = x1; y(1) = y1;

for i=1:n-1
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m2=x;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la dernière condition initiale ==========
x(1) =x2;
y(1) =y2;

for i=1:n-1
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m3=y;

%=========== la figure des proies en fonction du temps ================
plot(t,m1,’r’,t,m2,’b’,t,m3,’k’,’Linewidth’,1.5); % enfoncer courbe
xlabel(’Temps’,’fontsize’,20) ;%enfoncer les nombres des axes: x-axis label
ylabel(’Poissons’,’fontsize’,25); % fontsize:enfoncer ’’Poissons’’
set(gca,’fontsize’,25,’xlim’,[0 20],’xtick’,0:10:20)% enfonce nombres
set(gca,’Linewidth’,1.5,’ylim’,[35 45],’ytick’, 35:5:45)% enfoncer axes’’
end
%================Appel de la fonction HolIIpoisson ==============
z3=HolIIpoisson((45,5,35,3,40,8,1.2,0.16,0.1,0.1,10,50,0,20,1000)
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function [x,y]=HolIIoiseaux(x0,y0,x1,y1,x2,y2,r,alpha,d,beta,D,K1,t0,tf,n)
close all; clc;

%=====================================================================
dt=(tf-t0)/n; % le pas de temps
x =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x
y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y

%=================== On fixe la première condition initiale ===========
x(1) = x0; y(1) = y0;

%=======================================================================
for i=1:n

t(i)=t0+(i-1).*dt;
end;
%========================== schéma numérique ============================
for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
w1=y;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la deuxième condition initiale =============
x(1) = x1;
y(1) = y1;

for i=1:n-1
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
w2=y;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la dernière condition initiale ==============
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x(1) = x2; y(1) = y2;
for i=1:n-1
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));
end;
w3=x;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=========== la figure des prédateurs en fonction du temps =============
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
plot(t,w1,’r’,t,w2,’b’,t,w3,’k.-’,’Linewidth’,1.5);
xlabel(’Temps’,’fontsize’,20) % x-axis label
ylabel(’Oiseaux’,’fontsize’,20) %y-axis label
set(gca,’fontsize’,20,’xlim’,[0 20],’xtick’,0:10:20)
set(gca,’Linewidth’,1.5,’ylim’,[3 8],’ytick’, 3:1:8)
%end
%================Appel de la fonction HolIIoiseaux ====================
z4=HolIIoiseaux(45,5,35,3,40,8,1.2,0.16,0.1,0.1,10,50,0,20,1000)

function [x,y]=HolII(x0,y0,x1,y1,x2,y2,r,alpha,d,beta,D,K1,t0,tf,n)
close all; clc;

%========================================================================
dt=(tf-t0)/n; % le pas de temps
x =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x
y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y
%=================== On fixe la première condition initiale =============
x(1) = x0; y(1) = y0;

%========================================================================
for i=1:n
t(i)=t0+(i-1).*dt;

end;
%========================== schéma numérique =============================
for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
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h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m1=x; w1=y;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la deuxième condition initiale ==============
x(1) = x1; y(1) = y1;

for i=1:n-1 %i+1 ne doit donc pas dépasser n
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m2=x; w2=y;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la dernière condition initiale ==============
x(1) = x2; y(1) = y2;

for i=1:n-1
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m3=y; w3=x;

%=========== la figure des prédateurs en fonction des poissons ==========
plot(m1,w1,’r’,m2,w2,’b’,m3,w3,’k’,’Linewidth’,1.5)
xlabel(’Poissons’) % x-axis label
ylabel(’Oiseaux’) %y-axis label
set(gca,’fontsize’,25,’xlim’,[35 45],’xtick’,35:5:45) % enfonce nombres
set(gca,’Linewidth’,1.5,’ylim’,[3 8],’ytick’, 3:1:8) % enfonce axes
end
%================Appel de la fonction HolII=============================
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z5=HollII(45,5,35,3,40,8,1.2,0.16,0.1,0.1,10,50,0,20,1000)

function [x,y]=HolIIplot3D(x0,y0,x1,y1,x2,y2,r,alpha,d,beta,K1,D,t0,tf,n)
close all; clc;

%=========================================================================
dt=(tf-t0)/n; % le pas de temps
x =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x
y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y
%=================== On fixe la première condition initiale =============
x(1) = x0; y(1) = y0;

%=========================================================================
for i=1:n
t(i)=t0+(i-1).*dt;

end;
%========================== schéma numérique ==============================
for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m1=x; w1=y;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%=================== On fixe la deuxième condition initiale =============
x(1) = x1;
y(1) =y1;

for i=1:n-1
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m2=x; w2=y;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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%=================== On fixe la dernière condition initiale ============
x(1) = x2; y(1) = y2;

for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
m3=y; w3=x;

%============ Phase en temps en fonction des proies prédateur ==========
plot3(m1,w1,t,’r’,m2,w2,t,’b’,m3,w3,t,’k’,’Linewidth’,1.5)
xlabel(’Poissons’)
ylabel(’Oiseaux’)
zlabel(’Temps’)
set(gca,’fontsize’,20,’xlim’,[35 45],’xtick’,35:5:45) %enfonce nombres
set(gca,’Linewidth’,1.5,’ylim’,[3 8],’ytick’, 3:2.5:8) % enfonce axes
set(gca,’zlim’,[0 20],’ztick’, 0:10:20)
end
%================ Appel de la fonction HolIIplot3D =====================
z3=HolIIplot3D(45,5,35,3,40,8,1.2,0.16,0.1,0.1,50,10,0,20,1000)

function [x,y]=hollingextinction(x0,y0,r1,alpha,d1,beta,D,K1,t0,tf,n)
close all; clc;

%==========================================================================
dt=(tf-t0)/n; % le pas de temps
x =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau x
y =zeros(1,n); % on fixe la taille du tableau y
%=================== On fixe la première condition initiale ===========
x(1) = x0; y(1) = y0;
%=======================================================================
for i=1:n
t(i)=t0+(i-1)*dt;

end;
%========================== schéma numérique =============================
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for i=1:n-1 % i+1 ne doit donc pas dépasser n
h(i)=(0.2+0.1*cos(2*pi*t(i))); L(i)=(0.5+0.3*cos(2*pi*t(i)));
Lambda(i)=(3+cos(2*pi*t(i)));
x(i+1)= x(i)+dt*(r*x(i)*(1-x(i)/K1)-alpha*x(i).*y(i)/(x(i)+D)-h(i).*x(i));
y(i+1) = y(i)+dt*(-d*y(i)+ beta*x(i)*y(i)/(x(i)+D)+Lambda(i)-L(i)*y(i));

end;
for i=1:n
r(i)=r1-h(i);
d(i)=d1+ L(i);
K(i)=r(i)*K1;

end;
rmax=max(r);
rmin=min(r);
dmax=max(d)
Lambdamin=min(Lambda);
Kmax=max(K);
compare=(alpha*Lambdamin)/(rmax*(D+Kmax))

if dmax < compare;
plot(t,x,’b’,’Linewidth’,1.5)%enfoncer la courbe
xlabel(’Temps’,’Linewidth’,1.5) ;%enfonce nombres
ylabel(’Poissons’); % fontsize:enfoncer ’’Poissons’’
set(gca,’fontsize’,20,’xlim’,[0 20],’xtick’,0:10:20)% enfonce nombres
set(gca,’Linewidth’,1.5,’ylim’,[0 45],’ytick’, 0:15:45)% enfonce axes

else
disp(’le theoreme 3 n’’est pas verifié’)

end;
end
%================ Appel de la fonction hollingextinction ==============
z4=hollingextinction(45,5,0.105,0.6,0.1,0.1,1,50,0,20,1000)

%=====================================================================
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