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Résumé

L’estimation paramétrique des équations différentielles stochastiques dirigées par les
mouvements browniens sous-fractionnaires, ont été récemment examinés par Tudor[15] et
Mendy|9].

Dans le cadre de mon mémoire, on se donne une équation différentielle stochastique définie
par

t
X, =0 /O b(X,)ds + S (1)

dirigée par un mouvement browien sous-fractionnaire S ott H € [0, 1] est le parameétre
de Hurst avec 0 < t < T . L’objecif majeur de ce travail consiste a déterminer 1’estimateur
du maximum de vraisemblance du parametre 6 dans 1'équation (1) .

L’étude applique la transformation de Girsanov au mouvement brownien sous-fractionnaire
et utilise la théorie de la régularité et I'estimation du supremum pour le processus gaus-
sien.

mots-clés : Mouvement Brownien Sous-Fractionnaire, Estimateur du Maximum de Vrai-
semblance, Théoreme de Girsanov.



Introduction Générale

Présentation et problématique du sujet

Les développements récents du calcul stochastique pour engloutir le mouvement brow-
nien fractionnaire ont conduit a de nombreuses applications a 'inférence statistique. En
conséquence, de nombreux auteurs s’intéressent, actuellement, a 1’étude des problemes
d’estimation des parametres pour les processus de type diffusion satisfaisant les équations
différentielles stochastiques conduites par le mouvement brownien fractionnaire. Parmi
ceux-ci, citons les travaux de Prakasa Rao [13, 12], considéré comme pionnier pour cette
méthode d’estimation. D’autres auteurs ont également étudié ces aspects, voir par exemple
Comte [2], Norros et al. [11], Le Breton [8], Decreusefond et Ustiinel [3], Kleptsyna et al.
([7], [6]), Tudor et al. [16]. Le cas de I'estimation des parametres pour les équations sto-
chastiques avec une feuille brownienne fractionnaire additive a été étudiée par Tudor et
al. [14]. Une extension évidente de ce travail consiste a étudier le cas du mouvement
brownien sous-fractionnaire. Des éléments de calcul stochastique couvrant le mouvement
brownien sous-fractionnaire ont été récemment examinés par Tudor [15]. Les équations
différentielles stochastiques conduites par un mouvement brownien sous-fractionnaire ont
été également examinées par Mendy [9].

Ce travail de mémoire repose sur 'article de la reférence [3].

L’objectif majeur de cette étude est de construire I'estimateur du maximum de vraisem-
blance du parametre 6 dans 1’équation différentielle stochastique (1) avec 6 une dérive
constante inconnue. Notre construction de 'estimateur est basée sur la transformation
de Girsanov. Elle utilise la relation entre le mouvement brownien sous-fractionnaire et le
mouvement brownien standard.

Elle fait appel a la théorie de la régularité et de 'estimation du supremum pour le pro-
cessus gaussien.



Plan du travail

Le but de ce travail, est de construire ’estimateur du parametre 6 contenu dans I’équa-
tion différentielle stochastique (1) par la méthode du maximum de vraisemblance.
Pour cela, I’étude a été divisée en trois chapitres :
- Le premier chapitre sera une étude préliminaire sur les outils du calcul stochastique.
- Le deuxiéme chapitre sera consacré aux mouvements browniens fractionnaires, mou-
vements browniens sous-fractionnaires et leurs propriétés.
- le troisieme chapitre portera sur ’étude de 'estimateur du parametre 6.



Chapitre 1

Processus Stochastiques, Martingales
et Mouvement Brownien

Dans ce chapitre, nous allons définir certaines notions de base en probabilité. Nous
aurons ¢galement besoin de rappeler quelques résultats et propriétés sur les mouvements
browniens standard et les martingales, mais aussi sur le calcul stochastique.

1.1 Processus Stochastiques

1.1.1 Filtration

Soient :

- (Q, F,P) un espace de probabilité, ou Q2 est 'espace fondamental et F une tribu sur
Q.
- (E,¢) un espace mesurable avec ¢ sa tribu.

Définition 1.1.1. On appelle filtration toute famille croissante (Fy,t € RT)
de sous-tribus de F et (Q, F, F;,IP) est appelé espace de probabilité filtré.

1.1.2 Processus Stochastiques

Définition 1.1.2. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires
X = (Xy)iex définies sur le méme espace de probabilité (Q, F,P) d valeur dans un autre
espace mesurable (F,¢€), et indicées par un paramétre t € K :

X : RxQ—F
(t,w) — Xi(w)

Pour tout w € Q, t — Xy (w) s’appelle la trajéctoire associée d w.
L’application w — X;(w) avec (t € K) fixé est une variable
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sur U'espace de probabilité (Q, F,P).
Le cas ou K C Z, le processus est dit discret, et celui o K = [0,T], avec T > 0, on a un
processus continu et plus généralement si K C R, on parle de champ aléatoire.

Définition 1.1.3. Un processus stochastique X = (X;)er est continu(respectivement
continu a droite, continu d gauche), si Yw € €2, la trajectoire :

tHXt

est continue(respectivement continu d droite, continu d gauche).
Définition 1.1.4. Un processus X = (X;)er est adapté par rapport d la filtration
(Fi)ier+, st pour tout t, X, est Fy;—mesurable dans (E,¢€).

1.1.3 Processus croissant

Définition 1.1.5. Un processus X = (X;,t > 0) est un processus croissant si X; = 0 et
t — X, est une fonction croissante, c’est-a-dire

Vi S S>Xt(w) S Xs(w)ap's'

Définition 1.1.6. Un processus X = (X, t > 0) est dit a variation bornée sur [0,t] si
pour toute constante positive K

<K

Y

supz |Xti+1 o Xti

t;
le sup étant pris sur les subdivisions 0 <ty < ... <t; <t;1 <.

Définition 1.1.7. Un processus X = (X;,t > 0) est dit a variation finie sur [0,t] si

sup > | Xy, — Xu,

t;

< 400,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 < t, < ... <t; <t <t
Un processus X = (X;,t > 0) est dit a variation finie s’il est a variation finie sur [0, ]
pout tout t.

1.1.4 Loi d’un processus stochastique

La loi d’un processus stochastique est caractérisée par la donnée des lois fini-dimensionnelles.
En fait, on parle de la loi du processus (X;,t € R) lorsqu’on connait la loi du vecteur
(X4, ..., Xt,) pour toute suite finie croissante de ¢;, i = 1, ..., d.
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Définition 1.1.8. Un processus est dit gaussien si toutes ses lois finis dimensionnelles
L(Xty, ..., Xy,) sont gaussiennes (VY neN , Vi <...<t,eR ).

Autrement dit X = (Xi)ier est gaussien si toute combinaison linéaire a1 Xy, + .... + a, Xy,
suit une loi gaussienne (pour tout n € N, t1,....,t, € R et ay,....,a, € R).

Définition 1.1.9. Soit X et Y deux processus stochastiques.

- On dit que le processus Y est une modification du processus X si
VieT, ]P’({w;Xt(w) _ Yt(w)}> _ 1

- On dit que les processus X et Y sont indistinguables si

P<Vt eT; X, = Y;) =1

Dans la suite, quand nous écrirons X £ Y, nous signifierons [’égalité de toutes les loi
finies-dimensionnelles de X et de Y.

Remarque 1.1.10. Si X et Y sont indistinguables, alors X est une modification de Y
mais st Y est une modification de X alors X et Y ne sont pas indistingables.

1.2 Martingales

Définition 1.2.1. Pour toute variable aléatoire réelle X positive(respectivement inté-
grable), et pour toute sous-tribu G de F, il existe une variable aléatoire E(X|G), unique
d égalité presque sure, positive (respectivement intégrable), telle que :

(i) E(X|G) est G-mesurable ;

(7i) pour tout A € G, E(1,X) = E(14E(X|G)).

La variable aléatoire E(X|G) s’appelle I'espérance conditionnelle de X sachant G. Elle
est définie a égalité presque sure.

On prend K =R, , E =R ou R?

On se met dans un espace probabilisé complet (€2, F,P), c’est-a-dire que F contient tous
les ensembles P-négligeables.
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Définition 1.2.2. Un processus stochastique X = (X;)ier+ adapté par rapport

d la filtration (Fy)ier+ est une Fy-martingale si :

(Z) E(’Xt’) < 400

(i1) E(X:/Fs) = X presque surement(p.s) pour s < t.

Si la condition (ii) est remplacée par E(X;/Fs) > X (respect BE(X:/Fs) < Xs), on parle
alors de sous-martingale(respect de sur-martingale).

Un processus d-dimensionnel X = (X!,i=1,.....,d,t > 0) a valeur dans R?

est une Fy-martingale si chacune de ses composantes (X{,t > 0), i = 1,....,d est une
Fi-martingale.

Si X est une martingale telle que E(|X?|) < +o00 pour tout t > 0, on dit que X est une
martingale de carré intégrable.

On déduit de cette définition que si X; est une martingale, alors

E(X,) = E(X,) Vt > 0.

12



Définition 1.2.3. Un processus X = (X;)icr+ est une semi-martingale continue s’il
s’écrit sous la forme :
Xt — Mt + At

ou M est une martingale (nulle en t = 0) et A est un processus a variation finie.

Définition 1.2.4. Une variable aléatoire T : ) — [0, +00[ est un temps d’arrét(relativement
d la filtration (Fy)) ou Fy-temps d’arrét, si {T <t} € F, pour tout t > 0.

Théoréme 1.2.5. Soit X = (X;);er+ une martingale (continue a droite).

Soient T et Ty deuzr temps d’arréts bornés par une constante K (c’est-d-dire tels que
71 <1 < K). Alors X, est intégrable( E(|X,,|) < +00) et B(X,,|Fr) = X, p.s .

Les processus gaussiens les plus célebres sont les mouvement browniens et les mouve-
ment browniens fractionnaires.

1.3 Mouvement brownien

Le mouvement brownien est la description mathématique de la trajectoire aléatoire
d’une particule dans un fluide, c’est a dire soumise a 1’échelle atomique a des chocs avec
d’autres particules. Cette description ne peut donc se faire que de maniere probabiliste.
Le premier a ’avoir mis en évidence est le botaniste Robert Brown en 1827. Il a ensuite
été défini rigoureusement par Louis Bachelier en 1900. De grands scientifiques ont travaillé
dessus au X X siécle, comme Paley, Zygmund, Wiener ou encore Einstein. Il posseéde
de nombreuses propriétés intéressantes, et sert notamment a poser et résoudre des EDS,
qui sont importantes dans de nombreux domaines : physique, biologie, écologie, finance...

Définition 1.3.1. Une variable aléatoire X = (X1, ..., Xy4) d valeurs dans R?
est un vecteur gaussien, si pour tous réels ai, ...,aq, la variable aléatoire réelle Zle a; X;
est une gaussienne.

Définition 1.3.2. Le processus X est un processus gaussien si chaque famille finie (Xy,, ..., Xy,)
est un vecteur gaussien.

Définition 1.3.3. On appelle mouvement brownien standard, un processus (Wy)i>o

tel que :

- Les trajectoires t — W, sont p.s continues sur R.

-Wo=0p.s.

- Pour tout 0 < s <t, W, — W, est une variable gaussienne N(0,t — s) indépendante de
la tribu Fs engendrée par {W,,u < s}.
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On Uappelle aussi processus de Wiener.

Définition 1.3.4. On dit que (X;) est un processus de Markov a valeurs dans E si, pour
tout s < t, et pour toute fonction borélienne bornée f de E dans R,

E(f(X:)/F) = E(f(Xe)/X,)

Propriété 1.3.5. (Propriété de Markov) La propriété de Markov
du mouvement brownien est utilisée sous la forme suivante : pour tout s, le processus
(Z4)i>0 définie par : Zy = Wips — Wy est un mouvement brownien indépendant de F.

Théoréme 1.3.6. Si (Xi)i>0 est un mouvement brownien et si 0 < t; < ... < t,, alors
(Xtyy ..., X3,,) est un vecteur gaussien.

Démonstration. Soit 0 <t < ... <, , alors le vecteur aléatoire (Xy,, Xy, 4y, oo, Xty 1—t,)
est composé de variables aléatoires gaussiennes et indépendantes (d’apres la définition du
mouvement brownien), ce vecteur donc est un vecteur gaussien. Il en est donc de méme
pour (Xy, ..., X¢,)

O
Proposition 1.3.7. W; est un processus gaussien dont la fonction de covariance est :
p(s,t) =sNt
Démonstration. Soit s <t on a :
p(s,t) = Cov(Wy, W) = E(W,Wy) — E(W,) E(Ws)
Comme W; suit une loi gaussienne centrée (E(W;) = 0) donc
p(5,1) = E(WiW, + W2 — W2) = E(W2) + E(Ws(Wt - Ws))
Pour s <t on utilise I'indépendance , et I'évolution Wy ~» N(0,¢ — s)
Nous obtenons la valeur :
p(s,t) = E(W) + E(W,)E(W, — W,) = E(W]) = s
O

Définition 1.3.8. Un processus est X dit :

— a accroissements indépendants si pour tous 0 < t, < ... < t,, , les variables aléatoires
Xy, Xoy — Xy s ooy Xy, — Xy, sont indépendantes.

14



— a accroissements stationnaires si la loi des accroissements X;yp — X
, . d
ne dépend pas det >0, ie Xyip — Xy = Xp,.

- auto-similaire si pour tout o > 0, il existe B > 0 tel que

X L B8X,VteR

Remarque 1.3.9. Pour = o, on dit que X est auto-similaire d’indice 0 < H < 1 et
on écrit Na > 0
Xt = o X, Vt € R.

H est le coefficient d’auto-similarité ou bien le paramétre de Hurst.

Propriété 1.3.10. Le mouvement brownien standard W a les propriétés suivantes :
‘WO = 0.
-pour tout t > 0, W, suit une loi normale centré de variance t.

-pour tout t1 < to < ... < t,, les variables aléatoires Wy, Wy, — Wy, /Wy, — Wy |
sont indépendantes.

-Propriété de symétrie :le processus (—Wy)i<o est aussi un mouvement brownien.

-Stationnarité :Les accroissements du mouvement brownien sont stationnaires
r.eVs<t, Wy — Wy a méme loi que W;_y.

-Auto-similarité : Pour tout a > 0, {a%Wat} est un mouvement brownien.

15



Proposition 1.3.11. Soit (W})i>0 un mouvement brownien. Alors les processus suivants
sont des (F}V)-martingales :

-(Wi )0
“(WE —t)e=0

2
-Pour tout \ € R, <e’\WtA2t>.
Démonstration. Si s <t alors Wy — W est indépendante de la tribu (Fs).

Donc E((Wt - Ws)/]-“s) —E(W; — W,).
D’apres la propriété de stationnarité du mouvement brownien standard, W; — Wy et W, _;
ont méme loi.

Or W;_, est centré donc
E(W, — W) = 0.

On déduit que
E((W, = W)/ F) = B(W,/F) = W, =0

d’ou le résultat
E(W,/Fs) = W.

Pour démonter la deuxiéme assertion, remarquons que :
B((W7 = W2)/7,) = E|(We = WP + 20, (W, = W) ) /7).
Comme l'espérance conditionnelle est linéaire, on a :
B((W = W2)/F,) = B((W, = WP/ F)) + 2WE( (W~ W.)/ 7).
(Wi)e>0 étant un mouvement brownien alors
E((Wt - Ws)/Fs) 0.

Donc

JE((WE _ Wf)/]—“s> - E((Wt _ WS)Z/]-"S> (1.1)

Comme les accroissements du mouvement brownien sont stationnaires, alors :
B(( - wop/7,) —E((W2.)/7)
Or (Wt2_5> est indépendant de F, donc :
B((W - W2/ 7.) = B(WE,)

16



d’ou

E((Wt - Ws)2/fs) =t—s (1.2)
E((Wf - t)/E) = E((Wf — 4+ WE W24 s — 3)/_75)
= E((Wf - WZ+W? —s—i—s—t)/fS)
(

- E (Wf—Wf)/]—“s> +]E((Wf—s)/}"5> be—t
(1.3)

(W2 — s) étant F,-mesurable et en tenant compte de I'expression (1.1).
On obtient :

E((Wf—t)/}"s> =t—s+W2—s+s—t.
Dot E((Wf - t)/}"5> W2 _ssis<t.
Pour démontrer le dernier point, rappelons tout d’abord que si N est une gaussienne

centrée réduite, on a :

A2

E(eM Mo dr = F (1.4)

\/ﬂ /+oo

En éffet, soient N une gaussienne centrée réduite et fn sa densité, alors :

]E(eAN) — /_—:o eAa:fN(

)dx

+o0o 1 22

Ax

= e x ez dx
/—oo Y\ 27T

_z +)\a:dl,

- /+oo

ef§(x272)\a:)dx

“+o00
\/271'/
_1 (z—N)2— AQ)dx

+o0o
V2T /
\/_/ﬂo Sy
T
2T

too 1 (@-n?

e 2 dx
—00 \/27’(’

—= 62

:e?
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2

La fonction z — \%e “55 est la densité d’une gaussienne X ~» N (A, 1).

27
Donc N ] ,
o0 (x—X)
e 2 dex=1
Loo vV 2’/T
D’ou ,
E(eM) = e

De plus, si s <t:
E(e)\WtA;t/F) _ (
- ( AWe=Ws) o 6)\Ws—§$ % e—A;tﬁ-)‘QzS/fS)
a2
2

R E< AWe=Ws) 5 GAWS—AQZS/FS)

f—t+)\Ws AW +2- ss/f>

(1.6)

(AW — ’\;s) étant Fy-mesurable, on obtient :

A2 A2, A2 A2
E(e/\Wt—2t/]:S> — €—7t+73 % GAWS—TS X E(G/\(WtWS)/]:S>

Comme les accroissements du mouvement brownien sont staionnaires i.e W, — W, et
W,_s ont méme loi alors :

E( AW t/]:> SR A NN E(e’\(WiS)/.E).

W;_, étant indépendante de F, donc

E( AW t/f) SR A NN E(eAWtS)

Comme W;_; ~ N(0,t — s), par analogie a I’expression (1.12) :
(o) = eion

Donc

_a2 A%, a2 A2 _a2
E<€)\Wt 2t/Fs) = ¢ 215-1—25><€2(t S)XG)\VVS 58
B

Ce qui donne le résultat énoncé. O
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1.4 Intégrale Stochastique

Définition 1.4.1. On dit que {0s,5s > 0} est un bon processus s’il est (F}V)-adapté,
continu a droite, limite a gauche et si

t
E[ / 02ds] < +oo
0
pour tout t > 0 avec {FV,t > 0} la filtration naturelle de W;.

On définit l'intégrale stochastique de 6 par rapport a W par
t
1(6,) = / 0,dW,
0

avec (05,8 > 0) un processus stochastique et W un mouvement brownien .
Pour que I eziste il faut que 0, € M? avec

M?={0 processus (F}V)- adapté tel que ]E(f(f Hgds) < +o0}.

Propriété 1.4.2. - L’espérance et la variance sont données par

E(I(6:)) =0

t
Var[l(6:)] = E(/ 0§d3>
0
- linéarité :
It(alél + G/QQQ) = all(elt) + azl(egt)

- proprétés de martingale :
Pour tout bon processus 0, les processus t — I(0;) et t — I1%(0;) — [o 62ds sont
des FP- martingales continues.

E(([(@t) _ 1(95))2|J-;B) _ E(/: egduyff).

- propriété d’isométire :Pour tous bons processus ¢, 0 et tout s,t >0, on a

SAL
E(I(%)I(et)) _ E( eu%du).
0
Le processus I(p)1,(0) — [¢ 0upudu est une (FP)-martingale.

Remarque 1.4.3. Il est possible de définir 1(6;) sous la seule condition :

t
/ 02ds < +00,p.s.
0

Cependant, t — I,(0) n'est plus nécessairement une martingale.
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Définition 1.4.4. Soit {F;,t > 0} une filtration et {X;,t > 0} un processus (F;)-adapté.
On dit que X est une (F;)-martingale locale s’il existe une suite croissante {1,,n > 0} de
(Fy)-temps d’arrét telle que

Plr, — +o0| =1

et le processus X" : t — Xip,, est une martingale pour tout n > 0.

Définition 1.4.5. On dit que {0s,s > 0} est un bon processus local s’il est continu a

t
droite, limite a gauche , (FV)-adapté, et si/ 0%ds < +oop.s pour tout t > 0.
0

Soit @ un bon processus local. On peut définir 7(6;) pour tout ¢ > 0, qui est une
martingale locale. De méme, en prenant la méme suite de temps d’arrét, le processus

t
2(6,) — /0 62ds

est une martingale locale.

1.4.1 Le Crochet

Si Z est un martingale locale continue, < Z > est 'unique processus croissant continu
(Fi)-adapté tel que t — Z?— < Z >, soit une (F;)-martingale locale.

Par polarité, on peut définir le crochet de deux (F;)-martingales locales M et N en
écrivant

1
<M,N>t:§(<M+N>t—<M>t—<N>t).

Le crochet < M, N > est aussi I'unique processus a variation finie tel que le processus
MN— < M, N > soit une martingale locale.

Proposition 1.4.6. Soient M et N deux martingales locales continues.
Pour toutt > 0

2n
< M,N >= ngn—i}oo Z(Mt? - Mt?ﬂ)(Nt? B Nt?fl)p's
=1

ou {t!',i =0.....2"} désigne une subdivision réguliére sur [0, t].

Le crocet d’une intégrale stochastique est défini par :
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t t
< I(0) >— / 62ds et < I(0),1(p) = / Oypsds
0 0

On dit que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est nul, c’est-
a-dire si leur produit est une martingale. Par exemple deur mouvements browniens indé-
pendants sont des martingales orthogonales.

1.4.2 Calcul d’Ito6

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-
tiques.
A

On appelle ce calcul "Calcul d’Itd” et I'outil essentiel en est la "formule d’It6”.

Définition 1.4.7. On appelle processus d’Ité, un processus (Xi)o<i<r @ valeurs dans R
tel que :

X, :X0+/Othds+/OtHde8,p.s
ot
- Xo est Fi-mesurable
- (Ki)o<i<r et (Ht) des processus Fi-adaptés
- Y| Klds < 4o0,p.s et [i |Hs|?ds < +o00,p.s
K est le drift et Hy est le coefficient de diffusion.
Un processus d’Ito se décompose comme suit :

-une partie constante : Xg.
-une partie a variation finie 3 Kds.

-une partie martingale locale :fot H,dWs.

Théoréme 1.4.8. (représentation de Riez) Soit M une martingale locale continue, alors
il existe v € R et 6 un processus local (c’est—d—dire fot 02ds < —i—oo) tels que

t
M, = x—i—/ 0.dW,
0

Remarque 1.4.9. Une martingale locale s’écrit comme la somme de son espérance et
une intégrale stochastique :

t
M, = E(M,) + / 0,dW.,.
0
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Proposition 1.4.10. Soit (M;)o<i<T une martingale continue telle que :
M, = fé K.ds avec fg |Ks|lds < +00

alors

vt < T,E(M,) = Op.s (1.7)

Ceci entraine que :
a) La décomposition d’un processus "d’It6” est unique .Ce qui signifie que si :
X, :X0+/Othds+/0tHdes :X(;+/OtK;ds+/0tH;dWs
alors Xy = X(/) p.s, H, = H; ppet K, = K; p.-p

b) Si (X;)o<i<r est une martingale de la forme X; = X + [i Kods + [ HydW, alors
Ki=0pp

1.4.3 Formule d’Ito

La formule d’Ito prend la forme suivante :

Théoréme 1.4.11. Soit (X;)o<t<r un processus d’Ité :
Xt:X0+/Othds+/0tH$dWS
et f une fonction deux fois continument différentiable, on a :
FX) = f X0+/f X + - /f )< X, X >,

ot par définition :
t
<X, X 5= / H2ds
0

/f DX, = /f de+/f ) H,dW,

De méme si (t,x) — f(t,z) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois
différentiable en t,ces dérivées étant continues en (t,x) (on dit dans ce cas que f est de

classe C'*? ), on a :
t i t ! 1 t 1"
F(£,X2) = £(0, Xo) +/0 fs(s,XS)ds+/0 (s, X,)dX, + 5/0 frd<X,X >, .
Avec
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Crochet | dt | dW;
dt 0 0
AW, 0| dt

Proposition 1.4.12. Pour toutt >0 on a :
t 1,
/0 WadW, = 5 (W2~ 1).
Démonstration. Soient f(z) = 2% et X; = W,.
D’aprés la formule d’It6, on a :

FOW) = F(Wy) + /Ot £ (W )dw, + ;/Ot F(W)d < X, X >, (1.8)

donc :

t 1 rt
Wf=2/ WSdWS+7/ 2ds
0 2 Jo

on obtient : .
W2t = 2/ W.dW,
0

Comme E( I Wfds) < 400, on retrouve le fait que W7 — t est une martingale.

Ainsi . .
_ e
/0 WodW, = Q(Wt t). (1.9)

Proposition 1.4.13. Soient X, et Y; deux processus d’Ito.

t t
X, :X0+/ sts+/ H.dW,
0 0

et
t ! t !
Yt:YO+/ st3+/ H.dW,
0 0

alors on obtient :
t t
XY, = XY, +/ X,dY, +/ YidX,+ < X,Y >,
0 0

avec la convention '
<X,)Y >= / H,H.ds
0
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Démonstration. D’apres la formule d’Tto, en considérant f(z) = x?, on obtient :

¢ t )
(X, +Y3)? = (Xo+ Yo)? + 2/0 (X, + Y,)d(X, +Y) +/0 (H, + H)*ds  (1.10)
t t
XP=Xi+2 [ XX, + [ Hids (1.11)
0 0
t t
y?2 :y02+2/ stYer/ H'2ds (1.12)
0 0

D’o1, en faisant la différence entre 1'équation (1.10) et les deux équations (1.11) et (1.12),
on obtient :

t t t )
XYy = XoYo+ | Xed¥s+ [ VidX, + [ HH.ds.
0 0 0

Définition 1.4.14. Soient X}, X? deux processus d’It6 définies par

¢ t
X! = —|—/ blds +/ ordW!
0 0

t t
X =wyt [ Wds+ [ oW
0 0

et f:R? — R de classe C?, alors on a la formule d’Ité suivante :

t t
FOXLXD) = S + [ £, (XL XA+ [ £, (X)L X2)dx?
+/ £ (X X2 d < X X2 >
t "
2/ £ (XL XYd < X1 >, +§/ £ (XL X2)d < X2 >
— f(x1, 7 +/ (X1, X?) dX1+/ fl (X!, X2)dx?
+/ fymﬂ2 (X5 X3 olo2cov(W'W?)ds
1 t "
2/ f;ml (XL XHo asds+§/0 fmm(Xsl,Xf)agds

Remarque 1.4.15. 1. Wy et Wy sont indépendants alors Cov(W!', W? = 0).
2. Si W et W? sont corrélés, Cov(W?, W?) = p coefficient de corrélation.
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Chapitre 2

Mouvement brownien fractionnaire
et Mouvement brownien
Sous-fractionnaire

On présente dans ce chapitre, les mouvements browniens fractionnaires et sous-fractionnaires.
On commence par les définir, donner leurs représentations intégrales puis présenter leurs
propriétés.

2.1 Mouvement brownien fractionnaire

Le mouvement brownien fractionnaire (fBm) est bien connu et utilisé dans de nom-
breux domaines d’application.

Définition 2.1.1. On appelle mouvement brownien fractionnaire, un processus gaussien
centré noté B = (BtH) avec fonction de covariance définie par :
>0

1
Ru(s, 1) = E(Bfo) - 2(32H FH s t|2H),s,t >0 (2.1)

ou H € [0,1] appelé paramétre de hurst.
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En effet :

Ru(s,t) = E(BIB[)

1
- 3 ((BSH>2+<BF>2—<B£I - Bl'Y?)
1 H H H
— 2(IEB +E(Bf) —E(BY - B ))
1 H H H\?
_ 2(1[3 (BY)" +E(B/)" —]E(Bt_s))
1
= 5(s |2H+|t|2H t—s[*),s,t e R
(2.2)
Donc Ry (s,t) = §(|5|2H + [¢2H — |t - 5|2H),3,t eR.
Dot Ry(s,t) = l(32H + 27 — |t — s|2H> s,t >0
Remarque 2.1.2. Le cas H = = correspond au mouvement brownien standard Wy,
c’est-a-dire (Bt = Wt>.
En effet, si H = % on a :
E(BthH) = (s+t—1Is—1).
Sit>s
1
HpH\ _ * (e
IE(BS B! > = 2(s—|—t [~ (s = 1)])
1
= 5(s+1t+s—t)
1
= 5(25)
= s. (2.3)
Sit<s
E(BHBH) T C——
S t 2
= 1(s +t—s+t)
2
1
= 5(%)
= t (2.4)



Comme (B{{ )tzo est un processus gaussien et pour H = %, on a
Cov<BtH,Bf> = E(BﬁBf) =sAt

1

donc (Bf")i>o est bien un mouvement brownien standard pour H = 1.

2.1.1 La représentation intégrale du Mouvement brownien frac-
tionnaire

Le Brownien fractionnaire B a eu une représentation dans les travaux de Mandel-
bort et Van Ness(1968)(la Représentation par Moyenne Mobile). Le mouvement brownien
fractionnaire dans R, est présenté comme suit :

Définition 2.1.3. Pour H € [0,1], On a :

(B),.. = ( /R z(t,s)dWs) (2.5)

1 1
ou z(t,s) = ﬁ ((t— s)f ’ — (—s)f 2),t,3 €R

zy=mazx(z,0)

et C(H) = (/;Oo ((t —s)fz — sH*%>2ds - 22)%

Définition 2.1.4. Soient (X;)ier un processus et 5,a >0 .

-X; est f-auto-similaire si (Xat)ier = (aﬁXt>t€R : €éqalité en loi.

-X; a des incréments stationnaires si (X5 — Xs)ier = (Xi — Xo)ter, s € R 1 égalité en
lo1.

Définition 2.1.5. Soit f une fonction définie de I vers R.
[ est Holder continu de paramétre u € [0,1] sl existe une constante ¢ > 0 tel que

1f(t) — f(s)| < |t — s|*, Vs, t € I.
Définition 2.1.6. Soit r(n) = E((XnH - Xn>X1)~

On dit que X; a une courte mémoire lorsque >0 r(n) < +oo et X; a une longue mé-
moire lorsque Y02 r(n) = 400.
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Théoreme 2.1.7. Soit X;, un processus a valeurs réelles pour lequel il existe trois constantes
strictement positives, v, ¢, € tel que :

E[|X, - X,]1] < |t — |,

Alors il existe une modification X de X tel que :

X, — X\’
E l(sup#sW) < 400

pour chaque o € [0, %]
En particulier les trajectoires de X sont hélder continues de paramétre o.

Ce théoréme donne une condition suffisante pour qu’un processus stochastique ait une
modification continue avec des trajectoires holdériennes.

Corollaire 2.1.8. Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire on a :

1
E(BfBl) = 2(32H+t2H - (t—s)2H>,3,t >0

E[(BE)Q] —

Le mouvement brownien fractionnaire (fBm) constitue d’un processus gaussien centré
continu qui se ressemble a lui-méme, qui a des incréments stationnaires avec une dé-
pendance a longue portée et qui n’est ni un processus de Markov ni un semi-martingale.
Comme il ne s’agit pas d’une semi-martingale, il a été nécessaire de développer de nou-
velles théories du calcul stochastique pour (fBm), différentes du calcul classique de Ito.

2.1.2 Propriétés
Propriété 2.1.9. Le mouvement brownien fractionnaire (Bf);>o ou H € [0,1] a les
propriétés suivantes :
1. Un processus gaussien centré continu de variance E(Bff = A,
H-auto-similaire.
Ses incréments sont stationnaires.

Ses trajectoires sont Holder continues de parameétre o < H.

N =

1l a une longue mémoire si H > % et a une courte mémoire st H <
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6. Il n’est ni un processus de Markov , ni une semi-martingale (pour H € |0, 1]\{5})

Démonstration. A partir de la représentation de Mandelbrot-Van Ness du mouvement
brownien fractionnaire, on a :

(88) = (Lt 0ams),

avec W, un mouvement brownien standard.
Comme Wy est un processus gaussien continu, alors d’apres (2.5), (Bf[ ) est bien un pro-
cessus gaussien continu.

On a:

Bl = </}R 2(t, s)dWs>.

B! est défini sous la forme d’une intégrale stochastique avec W, un mouvement brow-
nien standard alors E</ 22(t, S)ds> < 400.
R

D’aprés la propriété sur les intégrales stochastiques , on a
E(B/") = 0.

D’out Bf est bien un processus centré.

On a:
E(BSHBtH) = ;<52H + 12— s — t|2H>,s,t > 0.

Pour s =, on aura :

2 1
1

_ Q(QtQH) (2.7)

_ pa (2.8)

2
or Var(B) =E(B/T)".

D’ou Var (BtH ) = t*1; alors B! est un processus gaussien centré continu de variance
définie par :

Var (Bﬁ) S
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Montrons que les incréments de Bff sont stationnaires.

Par définition, on a :

B — /R ((t _ )it (—u)f‘5>dwu,t eR. (2.9)

B = /R <(s — u)ffé — (—u)f%)qu,s € R. (2.10)

On obtient alors :

(5 =50, =

X

Il est clair que les incréments du mouvement brownien standard W sont stationnaires,
on obtient pour tout s € R :

(Bf[ N Bf)tER - (/R C’(lH) ((t T U)f_

- <B£S)teR'

[t (=0 = =0l dW">teR

(1H) <(t -5 — v)f_% — (—v)f_é> dWU+S> ,U=1V+ 5

teR

5 —

Q

(2.11)

7Wv+s = Wv

NI
|
[
=
+
N——
S
S
N——

(2.12)

Alors BH a ses incréments stationnaires.
Montrons que les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont holder conti-

nues de parametre a < H.
Pour la preuve, nous allons utiliser le théoreme 2.1.7 et le corollaire 2.1.9 .

Ona : ) )
E(|Bf - BI'?) =E(|(Bf) — 2B/ BI + (BI')]).
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En appliquant la linéarité de ’espérance et du corollaire précédent, on obtient :

E(|(BM) 2Bl B! + (BY)) = E(IBY|)" - 2E(|B/B|) + E(|BY))’

_ |t2H| + |82H| B ‘(tQH + g2H _ |(t B S)|2H)‘

= |t —s]*.
(2.13)
Donc on a
E(|Bf — BI?) = |t — s (2.14)
= |t — 5|t (2.15)

On prend : v=2,c=1ete=2H — 1.

D’aprés le théoréme de KOLMOGOROV, BH a une modification dont les trajectoires
sont hélder continues de paramétre o € [0, 5[= [0, 22=2[=[0,H — 3| .
Alors les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont héolder continues
de parametre o < H.

Montons que le mouvement brownien fractionnaire a une longue mémoire si H > % et

a une courte mémoire si H < %

Si H = %, on est dans le cas d’un mouvement brownien standard
on a
r(n) = E(WonWi) —E(W, W) =1-1=0

donc Y02 r(n) < oo (courte mémoire).

Si H # 3

r(n) = E(WanWh) —E(W, 1)
= D 1 (k1) = 1P 1 o 1P
= LD LTy - e 1 (- 1))
= ;m+nm+1—#H—MH—LMn—UM}

= ;{(n + 12— 4 (n — 1) — p2H}
(2.16)
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donc on peut écrire :
1 1 1
r(n) = H/ ((n +a)* 7t — (n - a)ZH’l) da = H(2H — 1)/ da/ db(n + ab)*1~2
0 0 -1

Toil () < (n+ 1272 et r(n) > (n— 122
On conclut que r(n) ~ n*7=2
donc 3202 r(n) < oo si H< 1 et 30 r(n) =00 si H> 3

2.2 Mouvement brownien Sous-fractionnaire

Soit S = {StH ,te0,T ]} un processus stochastique de parametre de Hurst H € [0, 1]
dans 'espace de probabilité standard (2, F,P).

Définition 2.2.1. On appelle mouvement brownien sous-fractionnaire, un processus
gaussien centré noté S™ ou H € [0,1] de fonction de covariance définie par :

E(STSH) = s2 4 21 ; (s + 6% + |s — t]27] (2.17)

D’aprés la référence [1], 'existence de S peut étre montré de la maniere suivante :

en définissant S} par :
1

H__ +* (pH H
SH = NG (B + B%) >0 (2.18)
olt BE est un mouvement brownien fractionnaire.

En utilisant 'expression de la covariance de Bf, on parvient & montrer la covariance de
SH.

En effet :

Cou(S{; 5T) = E(S{"S[T) — E(S/)E(S{)

s

=E(5/7S")

o o)<y

E[BfBI + Bf BY, + B", B! + B", B ]

1
2

N[ —=

E(B{f Bf) + E(BtH Bi) - E(Bffth ) - E(BiBiﬂ
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or BH est un mouvement brownien fractionnaire de covariance définie par :

1
E(BﬁBE) = §(S2H + 27— |s — 7).

On obtient :
COU(S{{; Sf) = }1<32H+t2H —|s =t/ 4+ (=s)2H 42 — | — 5 — |2 4 (—4)2H 4 $2H —
5 = ()P + (=5 (1P = | = s 420

— (4 a2 = 2l — 2 = 2s 42 )

= s 21— ;((s + 1) 4 s — tPH)

s

d’ou Cov(StH; SH) = 2 1 {(5 + )2 4+ |s — t|2H} :

2.2.1 Représentation intégrale du mouvement brownien sous-
fractionnaire

La représentation intégrale du mouvement brownien sous-fractionnaire(mbsf)
est donnée par :

(h—1) (h—1) (h—1)

h 1 +) 2 -\ 2 +) 2
S! :Cl(h)/R[((t—s) )T+ (t+s)7) T —2((-9))

avec W un mouvement brownien standard , h € (0,2) ou h = 2H

] dWs

400 (h—1) (h—=1) 2 1 % s
et Ci(h) = |2 / ((1 +s) 2z —s 2 ) ds + 7 une constante positive
0
dépendant de h.

S peut étre réécrit sous la forme suivante :

Sh = B" +Y; avec B un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst
h et Y; un processus définis par :

Lo e

—0o0

Y(t) =@ [/_t ((—t_s)"”;” ~ (—s) _/ st ]
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2.2.2 Propriétés

Le mouvement brownien sous-fractionnaire a les propriétés analogues a celles du mou-
vement brownien fractionnaire (auto-similarité, long rang de dépendance, continuité de

holder).

Pour h € (0,2), le mouvement brownien sous fractionnaire S, a les propriétés sui-
vantes :

Il est auto-similaire :
{Sh t >0} ={a2S" t >0}V a > 0, égalité en loi.

Sa trajectoire est continue et holderienne d’ordre a € [0, 4].

Sh a une version de continuité quelque soit h, et V 0 < € < g et VT > 0, il existe une
variable aléatoire K. 7 tel que :

|SP— S < Korlt — 5|2 ; 5, € [0, 7]
si h # 1, il n’est ni Markovien ni une semi-martingale.

Remarque 2.2.2. Les incréments du fBm sont auto-similaires alors que ceux du mbsf ne
sont pas auto-similaires.

34



Chapitre 3

Estimateur du maximum de
vraisemblance.

On présente dans ce chapitre, les EDO ensuite les EDS.

Nous présenterons une définition générale du théoréme de Girsanov et quelques propriétés.
En section 3.2, sera présenté un exemple d’EDS qui fait I’'objet de cette étude dans laquelle
nous étudierons l'existence et I'unicité de la solution. En section 3.3, sera présenté une
version du théoreme de Girsanov pour les mouvements browniens sous-fractionnaires puis
on prouvera l'existence de l'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6
contenu dans (1). Enfin , nous présenterons deux autres formes alternatives de I’estimateur
du parametre 6.

3.1 Equation différentielle ordinaire et Equations
différentielles Stochastiques

3.1.1 Equation différentielle ordinaire EDO

Définition 3.1.1. Une équation différentielle ordinaire, c’est une équation définie en
termes d’une variable t € I |, I intervalle réel, une fonction inconnue y : I — R™ et ses
dérivées par rapport a t. En formule :

/ "

F(ty(t),y (8),y (t),...) =0

Une fonction y qui vérifie F(t,y(t),y (t),y" (t),...) = 0 s’appelle solution de I’EDO.
Une EDO est d’ordre k si elle contient les dérivées de y jusqu’a l'ordre k.
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3.1.2 Equation différentielle stochastique

Une equation différentielle stochastique(EDS) est une équation différentielle ordi-
naire(EDO) a laquelle on ajoute un bruit aléatoire.
Les équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénomenes détermi-
nistes. Pour prendre en compte des phénomenes aléatoires, formellement on doit prendre
en compte des « différentielles stochastiques », ce qui transforme les équations différen-
tielles ordinaires en équations différentielles stochastiques (EDS).

Définition 3.1.2. On appelle équation différentielle stochastique (EDS) une équation
définie par :
dXt = a(t, Xt)dt + U(t, Xt)th

Ce qui, en terme d’intégrale s’écrit :
t t
X, :X0+/ a(s,XS)ds+/ o (s, X,)dW,.
0 0

Avec
- a(s, Xs) est appelé drift ou dérive de I’EDS.
- o(s, Xs) est appelé coefficient de diffusion de I’EDS.
- W est un mouvement brownien standard(ou bruit aléatoire).
Les solutions d’une EDS sont des processus stochastiques qui vérifient certaines hypo-
théses. 1l s’agit donc d’un processus qu’on note X = (X )i>o.
On appelle solution de I’EDS la donnée de :
- un espace de probabilité filtré (2, F, (Fi)i>o0, P) satisfaisant les conditions habituelles ;
- un ((Fi)is0)-mouvement brownien W défini sur cet espace de probabilité ;
- un processus ((Fi)e>o)-adapté continu X d valeur dans R tel que I’EDS soit vérifiée,
et lorsque de plus Xog = x € R on dira que le processus X part de x.

3.1.3 Théoréme de Girsanov

Commencons par une approche heuristique pour des variables aléatoires : la densité

gaussienne standard g(z) = \/%e_% possede la propriété suivante

1 —@-o?

g(r—a) = E
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12
Puisque g(x) = \/#27@_7 donc g(r —a) = g(x)e

2
a . ’ o’ .
=73 pour tout a € R qui se réécrit :

E[f(N+a) = [f@+a)g()de
~ [ J@)gla— )z

(3.2)

Pour f mesurable bornée et N ~» N (0,1) et en notant E, pour I'espérance sous

a2
dQ® = exp (aN — 2>d]P’.

C’est cette observation, généralisée au mouvement brownien, qui constitue le théoreme de
Girsanov . Ce théoréme a ensuite été étendu a des martingales locales plus générales.

3.1.4 Logarithme stochastique

La propriété de martingale ou de mouvement brownien est liée a la probabilité utilisée :
si on change P en Q, une martingale X (pour P) n’a pas de raison de rester une martingale
ou un mouvement brownien pour Q. La réponse est donnée par le Théoréme de Girsanov.
Pour éviter les confusions dans un tel contexte, on indique la probabilité par rapport a
laquelle une martingale ou un mouvement brownien est considérée (on écrira ainsi : soit
X une P-martingale ou un P-mouvement brownien et on notera Ep pour une espérance
relative a IP).

Dans la suite, on considere Q < P sur F,,. Bien sure, on a alors Q < IP sur F; pour tout
t >0 et on note D, = % la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport a P sur F;.
Dans un contexte statistique, D s’appelle vraisemblance de Q par rapport a IP. Le processus
D vérifie les propriétés suivantes.

Propriété 3.1.3. (Processus dérivée de Radon-Nikodym)
- D est une (F;)i>o-martingale uniformément intégrale.
- D admet une modification continue a droite limite a gauche; pour cette version et
pour tout temps d’arrét T, on a
dQ

~ dP|Fr
- 51 Q ~ P sur Fy alors ps pour toutt > 0, D, > 0.

t
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Proposition 3.1.4. (Logarithme stochastique) Soit D une martingale locale continue
strictement positive. Alors, il existe une unique martingale locale, a trajectoires continues,
L appelée logarithme stochastique de D, telle que

D, = exp (Lt — ; <L, L >t> =E&(L);. (3.3)

De plus, L est donnée par [’expression

t
LtzlnDO+/ DldD,. (3.4)
0

Démonstration. Unicité : Soient L et L' deux matingales locales continues.
Si Dy =exp(Li—% <L, L>)=exp(L,—§<L,L >) pour tout t > 0 alors

1 o1
Lt—§<L,L>t:Lt—§<L,L>t.

On obtient : L; — L, =2 < L,L >, -1 < L, L >,.
Puisque L et L' sont des martingales locales & variation finie
alors < L,L >=0et < L', L >,=0.
D’ou
L= L,
Existence : Prenons L donné par (3.4).
Comme D est strictement positive et In est de classe C? sur R?% , on applique la formule
d’Tto a In D
On a

t / 1 t 1"
D, — lnDo+/(lnDS) st+§/(lnDs) d<D.D>,
0 0

b1 1t 1
— D /—st—f — ds,
nt ), o, 2 Jo D27

ol ol
Or LtzlnD0+/0 74Ds et<L,L>t:/0 D3l

alors
1
lnDt = Lt - 5 < L, L >4 (35)
D’oti on obtient (3.3) en composant par exponentielle I'equation (3.5) .

Théoréme 3.1.5. (Girsanov) Soit Q ~ P sur F, et L le logarithme stochastique (supposé

d trajectoires continues) associé a la martingale Dy = %.S@' M est une (Fy, P)-martingale

locale continue, alors le processus M = M— < M, L > est une (Fi, Q)-martingale locale
continue.
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Théoréme 3.1.6. (Condition de Novikov) Soit L une martingale locale continue telle que
LO = 0
Considérons les conditions suivantes :

1. Eleap(s < L, L >)] < 4o0.
2. L est une martingale uniformément intégrable et E[exp(%Loo)] < 400.

3. E(L) est une martingale uniformément intégrable, avec E(L) le Logarithme stochas-
tique.

Alors 1) = 2) = 3).

Démonstration. Référence [17] O
Proposition 3.1.7. Si la condition suivante est satisfaite
E(E(L))o =1
alors E(L) est une vraie martingale uniformément intégrable.
Démonstration. Référence [17] O

Corollaire 3.1.8. (Cameron-Martin) Soient Wy un (F;, P)-mouvement brownien
et f e L*([0,T]).
1.La variable aléatoire

Dy = cap ([ s~ 5 [ sto7as)

est une densité de probabilité qui définie une probabilité Q (par dQ = DrdP).

2.Le processus
tAT
We =W, — / (5)ds
0
est un Q-mouvement brownien. Autrement dit, sous Q, le P-mouvement brownien W
s’écrit

_wo, [
W, = we /0 F(s)ds.

Démonstration. Référence [17] O
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Proposition 3.1.9. Soient T une date déterministe fixée et f € L[207T](W). On suppose
qu’il existe a > 0 et C' €]0, +oo[ tel que pour tout t € [0,T] on ait

Elexp(af(t)?)] < C < +oo,
alors E(E(L))s = 1.
Démonstration. Référence [17] O

Considérons maintenant les noyaux ny et @y suivants :

_ VT 1—Hd</t 2 2\H-1 >
ny(t,s) = SAT(H + %)s 7\ (x* — s%) dz ) 1o (s)

(@ e )
n(t, s) HT(H + 1) t / 4] lonl®)
et
daltns) = {tH_g(tQ—SQ)é_H—(H—3)/t(x2—32)5_H:cH_gdx Lo (5)
H\ly F(% _ H) ) < 0,) :

Le lemme suivant de Mendy [9] donne une estimation que nous utiliserons pour la
démonstration de 'existence de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Lemme 3.1.10. Soient H € [0,1] et T > 0.
(i) Pout tout H < 3 :

[Yu(t,s) < C(H)s*H20<s<t<T.
(it) Pour tout H > 3 :
[u(t,s)| < C(H)s"2(t —s)2 7 4+ C'(H)s"2,0<s <t <T

avec C(H) et C'(H) sont deux constantes génériques positives dépendantes que de H.

Théoreme 3.1.11. Le processus

W, = /t bu(t,s)dsH (3.6)
0

est l'unique mouvement brownien tel que
t
SI = c(H) [ nn(t, s)aw,
0
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avec

2(H) = I'(1+2H) SiIl(ﬂ'H).

™

Dans ce qui suit, nous noterons ny, 'opérateur sur L*([0,7]) induit par le noyau ny
par :

nn (D) = [ nnlt,)f(s)ds,

et de méme pour Yy.
Notons que l'opérateur g est bien 'inverse de 'opérateur ng.

3.2 Solution de L’EDS : Existence et unicité

Considérons maintenant 1’équation différentielle stochastique (1) dirigée par le mouve-
ment brownien sous fractionnaire SH de parametre de Hurst H € [0, 1] et # une constante
paramétrique.

Définition 3.2.1. Une fonction v : [0,T] x R™ — R? est dite a croissance linéaire (par
rapport a x uniformément en t), s’il existe une constante C' > 0 telle que

sup [v(t,s)| < C(1+ |z]).
te(0,7)

On suppose que Xo =10 et 8 > 0.
L’équation (1) avait été considérée par Mendy [9] dans un contexte plus général avec
b(z) = b(s,z) avec s € [0,T].
Il a été prouwvé dans Mendy [9] que si b satisfait la condition de croissance linéaire,
c’est-a-dire :

sup sup|b(s, z)| < M(1+ Ja),

s€[0,T] zeR

alors (1) admet une solution X; qu’on utilisera dans la suite du document.

Remarque 3.2.2. Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la condition de
croissance linéaire prévient l’explosion de la solution de I’EDS.
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Lemme 3.2.3. Pour s,t € [0,7],

sup | X,| < lCt + sup |Sf|] et
s<t

s<t

Démonstration. Pour la preuve nous aurons besoin du lemme de Gronwall suivant :

Lemme 3.2.4. (Gronwall) Soient T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée sur
[0, T].On suppose qu’il existe des constantes a > 0 et b > 0 telles que pour tout t € [0,T],
on a

o) =a+b [ gls)ds,

alors on a g(t) < aeb pour tout t € [0,T].

Considérons ’équation différentielle stochastique (1) :

X, :G/OSb(Xu)dquSf,O <s<T

X, =10 [ b(X.)du + 52

I1X,| < 9/03 ()| du + ST car 6 > 0

X <0 [ sup p(X)ldu + |2

Comme b sat;sfait la condition de croissance linéaire :

sup sup [b(s,z)| < M(1+ |z])
s€[0,T] zeR

cecl entraine

sup |b(s, z)| < M(1 + |zf).
$€[0,7T

Ainsi on obtient :
X <M [[(1+ |Xl)du+ |7
1X,| < GM/OSdu+ |SH| +6M/Os X, |du
IX,| < (0Ms + |SH]) + /O OM|X,,|du.

D’apres le lemme de Gronwall, on a :
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| X,| < (OMs + |SH])efMs,

En posant M = C', on obtient
| Xl < (Cs + [ST])e.

D’ot on a

sup | Xs| < (Ct+ sup |SH]) et (3.7)

s<t

3.3 Estimation par Maximum de Vraisemblance

On donne un processus adapté a trajectoire intégrable u = {uy, ¢ € [0, T]}.
Considérons la transformation suivante :

SH — Sf[—i—/otusds. (3.8)
On a
SH — StH—F/Otusds:c(H) /Oth(t,s)dWs+/()tu5ds
— o(H) /Oth(t, §)dIv, (3.9)
ou
W, = W, —|—/Ot [/OS (wH(s,r) /Oruzdz) dr} ds
— Wi+t /0 " vds (3.10)
avec

Vg = /OS (zZJH(s,T) /OT uzdz> dr. (3.11)

Par conséquent on peut déduire la version suivante du théoreme de Girsanov pour le
mouvement brownien sous fractionnaire.

Théoréme 3.3.1. Soient SF un mouvement brownien sous fractionnaire

et u = {us,s € [0,T]} un processus adapté a la filtration générée par SE.

Soient Wy le mouvement brownien standard construit a partir de SH par (3.6) et vy définie
par (3.11).

Supposons que
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(Z) Us S LQ(Q X [OaT]);
(ii) BE(Vr) =1
avec Vi = exp(— [y} v dW, — %fOT vidr).
Alors sous la nouvelle probabilité P définie par :
dP
=T

le processus W donné par (3.8) est un mouvement brownien standard et le processus ST
donné par (3.7) est aussi un mouvement brownien sous fractionnaire.
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Dans ce qui suit, nous allons maintenant construire l’estimateur du maximum de vrai-
semblance du parametre 6 de (1) en utilisant le théoreme de Girsanov.

Lemme 3.3.2. Soit Wi un Py—mouvement brownien défini par :

t
WP — 1, + / 00, ds
0

avec Qs :/0 wH(s,r)(/o b(Xu)du> dr et Wy un Po—mouvement brownien.

Alors lestimateur du paramétre 6 contenu dans ’EDS (1) est donné par :

Démonstration. Soient (Q, F,Py) I'espace de probabilité ou Wy est défini et (2, F,Py) le
nouveau espace de probabilité dans lequel sera défini le mouvement brownien the
ci-dessous.
On a :
t
X; = 9/ b(X,)ds + SH.
0

Adaptons la solution X, & la construction de S¥ notée en (3.8) avec u, = 0b(X,).
Donc on peut écrire :

t t t
X, = c(H)/ ng(t, s)dWs +/ 0b(X,)ds car SH = c(H)/ ny(t, s)dWs
0 0 0
t
ce qui entraine que :X; = c(H)/ ng(t,s)dWre
0
t s T
Py _
avec W, = Wt—i—/o </0 (¢H(s,r)/0 Qb(XZ)dz>dr> ds
t
Wr — W, + / vads
0
avec v :/0 (1/11{(3,7")/0 Gb(XZ)dz)dT = (9/0 (¢H(s,r)/0 b(Xz)dz>d7“.

Posons : Q5 = /0S (1/)H(s,r) /OT b(Xz)dz>d7“

on obtient donc vy = 0Q);.
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Montrons que v, € L? (Q x [0, T])
t

Pour cela, il suffit de montrer que / |vs|2ds < oo.
0

On a vy, = 0Q), alors :
t t
/0 (0|2 ds = 62 /0 1Q,[2ds. (3.12)

Donc a partir de I'équation (3.12), si on montre que Q, € L*(Q x [0,T]) alors on peut
conclure que v, € L*(Q x [0,7T)).

Pour H < % :

on a

Q= / (¢H(t ) /r b(Xs)ds)dr

Q] </ (WJH (t,r |/ 1b(X \ds)dr

Comme b est & croissance linéaire alors [b(X;)| < M (1 + | X4|).
Ainsi on obtient :

@l < [ (wunl [ 0+ X )ds)r

/Ot(WH(t, )| (M 0’“(1 + sup | X,|)ds)dr

s<t

IN

IN

M [ (e, (1 +sup X)) [ ds)r

s<t
t
< M/O s (£, 7)| (1 + sup | X, |)rdr.
s<t
(3.13)

D’apres le Lemme 2.1, si H < % alors on a l'estimation suivante du noyau ¥y(t, s) :

[Wn(t,s)] < C(H)s* ™2 = |ipy (1) < C(H)r*2

46



Q|
N MC(H)T?H
ou C(H,T) = %
On obtient :

Q]

t
| 1Q.2ds

0

t
< M/ C(H)r*72 x r x (14 sup | X,|)dr
0 s<t
t
< M(1+sup|XS|)C’(H)/ P21 gy
s<t 0
t2H
MC(H)(1 X, —
< (H)( +S;1;1§| )% o
tQH
< MC(H —(1 X,
< (H) x 5 ( +i‘£| )
< C(H,T)(1+sup|X,|)
s<T
(3.14)
avec 1 =t.
< C%*(H,s)(1+sup|X,|)?
u<s
M2C?(H)
< ——=5( X.|)?
< g8 (+§g§| ul)
tMPC*(H) 4y 5
< /UWS (1+i1£|X“D ds
M?C?*(H) o [t oan
< g (s Xl [t
M2CQ(H) 2 JAH+1
—_— 1 Xu *
S A sl Xl | Gy <t
(3.15)

Donc [j |Qs|%ds < 0o = Q, € L*(Q2 x [0, T]).

Ainsi [ |vs|?ds < +o00 d’olt pour H < 1, vy € L3 x [0, T)).

PourH>%:

a partir de ce qui précede, on avait l'inégalité suivante :

t
Q:] < M/O [a(t.)|(1+ sup X |rar.

D’apres le Lemme 2.1, si H > %, on a une estimation du noyau ¥ (¢, s) donnée par :

Wu(t,s)| < C(H)s"2(t — )21 4+ O (H)s"2
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ce qui entraine que

/

[ (t, )| < COH)r=3(t — )31 4 ' (H)rH-2,

On a
Q] < M(l + sup |X5|> / [ 2t—r)i T4 C/(H)TH_S} x rdr
s<t
t !
< M(l+sup|Xs|>{/ rH=s )%_Hdr%—/ C(H)T‘H_édT]
s<t 0
(3.16)
t t
Poson : A = {/ C(H)yr"2(t — r)%_Hdr—k/ C (H)TH_;CZT].
0 0
t
Déterminons / rH2 2(t — 7“) ~Hr.
0
On a : o
t t i-
/ TH_%(t — T)%_HdT = / pH-gp3-H <1 — T) O ar
0 0 t
On effectue le changement de variable suivant :
:%:r:tuetdr:tdu
sir— 0Oalorsu —0,sir —talorsu — 1.
Ainsi, on obtient :
t 1
/ rf=2 (t—r) “Hdr = / (tu)H_% gzt (1 —u)%_thu (3.17)
0 0
= /tH_2><t% xtxuf’™2 (1 —u) du

Alors
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A = tB(HJr;,;—H)C(H)+C'(H)/OtrH—§dr (3.18)

B 13 2C"(H) 4 !

Le premier terme de A peut étre majoré par S(H + £, 3 — H)C(H)t* car t < t*2.

Le deuxieme terme de A peut étre majoré par 2SE 20 o ¢H+3 <« 42H

(1+2H)
Donc
13 2C" (H)
< 9 2 | <Y 1) om 1
A < B(H+ 5.5~ HIC(H) + ar2E (3.19)
1 13 ,
1+2H)3(H + =, = — H)C(H) +2C (H)| *7

< e (V2B + 5,5~ HC() +20 (1) 1

On aura :

N

Qi < M1+ sup,; |X.]) X sy [(1+ 2H)B(H + 3,3 — H)C(H) +2C' (H)| 2
= |Qu| < C(H, T)(1 + sup,, | X.)

ot C(H,T) = 2 [(1+ 2H)B(H + §,3 — H)C(H) + 2C" (H)| 7% avec T = .

— (14+2H) 202
Ona:
t t
[1Qukds < [ C3H,5)(1 + sup X, |)?ds (3.20)
0 0 s<t
< : [+ 2myp( + 5, H)C’(H)+2(J'(H)r(1+ X [ st
P — —, = = su s s*ds.
- (+2H)? 2’2 < 0
V(t)
Alors

2 , 2
V(t) = (1+4H])‘f—1+2H)2 [(1 +2H)B(H + 3,3 — H)C(H) +2C (H)} (14sup, <, | X, )24

N

d'ou V(t) < +o0.

Ainsi [ ]|Qs|?ds < 400 = Qs € L*(Q x [0,T]).
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Donc v, € L*(Q x [0,T]) pour H > 1.

Nous avons montré que pour tout H € (0,1), vy € L*(Q x [0,T]).

Maintenant nous allons montrer que :

E(V) =1

t 1 rt
Vi = exp ( — / v, dWy — 5/ v?ds).
0 0

Pour cela, il suffit de montrer qu’il existe une constante positive a > 0 telle que

avec

sup Elexp(a@Q?)] < +oo.
0<u<t

En effet :

Qu

Qu < C*(H,u)(1+sup|X,|)*.

s<u

IN

C(H,u)(1+ sup|Xs|)
s<u

(3.21)
Or d’apres le Lemme 3.2.3

sup | X,| < (Cu + sup |S!])e<
s<u

s<u

O
S
IN

C*(H,u)(1 + (Cu+ sup |5 [)e"™)
s<u

IA

C?(H,u)(1 + Cue™™ + e sup | SH])2.

s<u

(3.22)

1 MC(H)T?H
Pour H < 3, C(H,T) = %
Donc on obtient :

M2 2H 4H
2 <—C( Ju (1—|—CueK“+eK“sup\Sf])2

4H2 2 4H Ku Ku H ’
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4H?

W) 0.

Posons a =
on a alors :

a@? < u* (1 + Cue™™ + " sup,, |SHT])?

eaQi < eu4H(1+CueKu+eK“ SUPg <y, |SH )2

E(eaQi> < €u4HE(1+CueK“+eK“supS§u|S£I|)2

2
€u4H(1+C’ueK“+6K"E(SuPsgu |Sf|)) .

IN

(3.23)

Comme S est un processus gaussien centré donc E(sup |S”|) = 0.
s<u
E(eaQ?‘) < g ouett — SUPOSugtE(eaQi) < SUPpcy<y (GU4H(1+0ueKu)2)-

Or Supogugt (€u4H(1+CueKu)2> < +00.

Ainsi pour H < £, supust]E(e“Qi) < +o0.

N

Pour H > §, C(H,T) = 29m [(1+2H)B(H + 3,3 — H)C(H) +2C'(H)| 2.

Par analogie de ce qui précede, on a :

E(GQQ?‘) < eI+ Cue™)? gyec g = (L+2H)

M2[(14+2H)B(H+1,3—H)C(H)+2C" (H)]”

donc SupogugtE(eaQ’z‘) < SUPg<y<t (€U4H(1+Cuem)2) < +o00.
Ainsi pour H > 1, supogugt]E(e“Q%) < +o0.
D’olt supy<,<; E(e"%) < 00 VH € [0,1], donc E(V;) = 1.

Ainsi v, € L*(Q x [0,T]) et E(V;) = 1 donc d’apres le théoréme de Girsanov :

dPy t 1ty
Fg—cmo—exp<—/0vdes—2/ovsds>

appelée vraisemblance en statistique.
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Notons 6 I'estimateur de 6.

Ona:f= supy Fp.
On avait : Q, = /OS (wH(s, ) /OT b(Xz)dz> dr = Q, = /Ou (¢H(u, T) /Or b(Xs)ds> dr

t 1 t
Fy =exp (—9/ Q. dW,, — 56’2/ Qidu) car v, = 0Q),.
0 0
Utilisons la log-vraisemblance en posant :
f(0) = logFy
t 1 t
10) = =6 [ Quaw, - 56 [ Q3du
0 2 Jo
t t
16 == [ Quiw, -0 [ Qidu
0 0
t
1'0) =~ [ Qdu.
0
t
Puisse que / Q*du > 0 alors f" () < 0, d’ou f est concave.
0
Le maximum est atteint au point 0 tel que f'(0) = 0.
F@)=0= — [l QdW, -8 [t Q?du=0

_Jy Quaw

donc 0 = f()t e

D’ott un estimateur de 8 est donné par

o Qudw,

g, = § = _J0u®u
' JEQ2du

3.4 Forme Alternative de I’Estimateur
Considérons I’équation différentielle stochastique (1) :
t
X, = 9/ b(X,)ds + SH.
0

Par intégration du noyau ¢ (t, s) pour s € [0,¢], on obtient :
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[ vnttix, = [ ot s)a(s ["ox)dn) + [ dult. st

/Ot@Z)H(t,s)dXs _ 9 /()th(t,s)b(Xs)ds+Wt (3.24)

t
car Wt:/ Yu(t,s)dSH.
0

Par analogie & la transformation de S¥ en (3.8), et & partir de 'EDS (1), on peut
écrire

t -
X, = C(H) / na(t, s)dW, (3.25)
0
avec
~ t s T
W, = Wi+ / ( / ¢H(s,7~)< / Qb(Xu)du)dr>ds. (3.26)
0o \Jo 0
A partir de (3.23), et par analogie au théoreme 3.1.11 on a
- t
Wt:/ Vit 8)dXs.
0

Donc de I'équation (3.22), on obtient

¢

W, = 9/ Du(t, $)b(X,)ds + Wi (3.27)
0

En remplacant 1, de (3.24) dans (3.25) on obtient I'égalité :

Wt+/0t (/O ¢H(s,r)</or 9b(Xu)du>dr>ds _ e/ot Dt $)b(X)ds + W,
— /Ot (/O wH(s,r)(/Or b(Xu)du>dr)ds _ /Ot baat, $)b(X,)ds.

t
la fonction ¢ — / Yy (t, s)b(Xs)ds est absolument continue car étant définie comme

une intégrale de Lebesgue.
Donc a partir de I'implication précédente :

(/O wH(s,r)(/Or b(Xu)du>dr) _ CZ [/Ot bt s)b(Xs)ds].

Posons :

Q= jt M sz(t,s)b(Xs)ds} .
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A partir de (3.20), on obtient :

B t
W, = W, +9/ O.ds.
0

Sous les conditions du Théoréme 3.3.1 de Girsanov avec v, = 0Q),, 'estimateur est
donné par supy Fy, ou

P
= o —exp( / 00.dW, — 792/ Q2d3>
dPy
Comme W, = W, + 0 5 Qudu = dW, = dW, — 0Q,ds.
Donc F — exp( / 6Q.d(1V, — 6Q.ds) — 792 / Q2d5>
—s Fy = exp (—0/ Q.dW, + 92/ Q2ds — 592/ dis)
0 0 0
t . 1 t
= Fp = exp <—9/ QsdWs + 592/ Q§d3>.
0 0
Utilisons la Log-vraisemblance pour déterminer I’estimateur.

on a :
ét = supy log(Fp)
t 5 1 t
or log(Fy) = —9/ QsdWs + 792/ Q%ds
0
posons f(0) = log(Fy) = f(0) = —9/ Q.dW, + 92/ Q%ds
t N
_ / Q.dW, + 0 / Q%ds
0 0
t
16 = [ Qs
0
t
Puisse que / Q?%ds > 0 alors f"(#) > 0, d’ot1 f est convexe .
0

L estimateur de 6, noté @ est obtenu tel que f'(6) =0 :

t 5 ot
—/ QdeSJr@/ O%ds = 0.
0 0
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D’ou

t ~
[ Qa,
O =f="20 —
/ Q3ds
0

La derniere formule montre explicitement que I'estimateur de 6; est observable s’il est
possible d’observer la trajectoire de la solution X;.

Maintenant nous allons dériver la forme de ’estimateur du maximum de vraisemblance
en utilisant une martingale fondamentale sous-fractionnaire.

Soit dy défini par :
2H—3

C(H)(5 — H)y/m

2

dy =
Le processus défini par
t
M = dH/ siH W,
0
avec W, un mouvement brownien standard est appelé martingale fondamentale sous-
fractionnaire.

Comme :

¢ H
W, = /0 bt s)dsS!

= dW; = Yy (t,s)dS?

donc
t 1
ME = dy / s3~Hapy(t, s)dSH (3.28)
0

En posant ky(t,s) = dysz (L, s),
on obtient :

t
M = / ke (t, s)dS™.
0
Considérons wy(t) une fonction définie par
wH(t) =< MH >y

ot < MH >, est appelé crochet de M.
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ME peut étre définie comme une intégrale de Winner par rapport au mouvement
brownien W;.
Par définition du crochet, on a :

t L2
wy(t) = /O(st2H) ds
4
= d%/ st s
0

= d% |: 1 82_2H:|2

2—-2H 0
_ d [2-2H
2—-2H '
(3.29)
On obtient : wy(t) = Agt?™2H ot Ay = Zi%’H.
La filtration générée par M}! coincide avec celle générée par SH.
Considérons toujours I’équation différentielle stochastique (1).
Par intégration du noyau ky(t, s) pour s € [0,¢], on obtient :
t t s t
/ ke (t, s)dX, = / ket s)d(0 / b(Xu)du) + / k(t, s)dS™
0 0 0 0
t t t
:>/ ke (t, s)d X, = 9/ ke (t, s)b(X,)ds + MY car MY :/ ki (t, s)dSH.
0 0 0
En posant :
t
7, = / ki (t, s)dX,
0
on obtient :
t
Z, = ¢ / k(1 $)b(X,)ds + MY, (3.30)
0

t
A partir de I'expression Z; = / kg (t, s)dXs, par analogie au théoreme 3.1.11, on peut
0
écrire :

X, =C(H) [} kg'(t,s)dZ,.

Puisse que ki'(t,s) = isH_%@D;Il (t,s), et comme l'inverse du noyau ¥y(t,s) est le
noyau ng(t, s), alors

1
kit (t,s) = @SH_%nH(t, s).
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D’ou

Pl
X, = C(H)/O s inn(t,5)dz,

_ /Ot Ku(t, $)dZ, (3.31)

avec Kg(t,s) = %SH’%TLH(L s).

Par analogie aux équations (3.23) et (3.24) a la page 51, on peut écrire a partir de
X, = |3 Ky(t,s)dZ,, Péquation suivante :

7, = MH +/Ot (/0 dHr%+H¢H(s,r)</OT Hb(Xu)du>dr)ds

Z, - MtH+/0t (/0 kH(s,r)(/Or Hb(Xu)du>dr)ds (3.32)

En comparant les equations 3.30 et 3.22, on obtient :

[ [ rtsn) ([ oxaau)ar)ds = [ hate, pp0x)ds,

En dérivant ’égalité précédente par rapport a wy(t) on obtient :

[ (kats.) ([ oXa)du ) ds = dwz(t) [ Kl )p(%.)ds.

Posons :

d t
R, — /k £, $)b(X.)ds. 3.33
C = ot BB (3.33)
Les exemples de chemins du processus {X;,t < 0} sont suffisamment lisses pour que le
processus représenté par R; soit bien défini lorsque la dérivée est comprise dans le sens
d’une continuité absolue par rapport a la mesure générée par wy.

A partir de 'équation (3.32), on obtient :

t
7, = 0 / Rydwp (s) + M. (3.34)
0
Ainsi on peut poser :
vy = OR,

on a .

0 dwf, 0 /0 e (t $)b(X.)ds.

Sous les conditions du théoréme de Girsanov :

Vg =

o7



i v, € L2(Q x [0,T))
i B(V) = 1
Avec . 1 .
V, — exp ( _ 9/0 RydM, — 592/0 Rgde(s)).

D’apres le théoréme de Girsanov I'estimateur du parametre € est donné par SupyFy avec :

t 1 t
Fy =exp ( — 9/0 R,dM, — 592/0 dewH(s)>.

Utilisons la log-vraisemblance pour déterminer le SupyFp.
Posons :f(0) = LogFy.

t 1 t
£(6)=—0 /0 RydM, = ° /0 R2duwp (s)

/

7(0) = — /Ot RydM, — e/ot R2dwy(s)

ro=-[ " R2dun(s) < 0.

Comme f" < 0 alors la fonction f est concave, d’olt le maximum de f est atteint au
point 6 tel que f () = 0.

A~ t ~ rt
Ona f(6) =0= —/ RSdMS—H/ R2dwp(s) = 0
0 0

t

/ RydM,

o do T
Jo R2dwp(s)
D’ou 'estimateur est donné par
t
/ RydM,
b, = ——PL——. (3.35)

/ R2dwp(s)

0

Remarque 3.4.1. Si 0y est le vrai paramétre, on peut montrer que :

L A [(90 ~0) /OT RydM, — ;(90 —0)’ /OT R?de(s)] |

dP
Par conséquent :
T
A / RydM,
bp—g=Jo " "
/ R2dwy(s)
0
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Pour montrer que QAT est fortement consistent, il faut montrer que limp_, ;o GAT —60=0.
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Conclusion générale et perspectives

En conclusion de ce travail, nous pouvons noter que 1’étude des mouvements browniens
sous-fractionnaires a travers leurs propriétés trajectorielles et 'utilisation des martingales
fondamentales sous-fractionnaires ont conduit a plusieurs résultats dans I’estimation para-
métrique des équations différentielles stochastiques dirigées par les mouvements browniens
sous-fractionnaires .

Pour cela, il est utile de se pencher sur d’autres méthodes d’estimations telles que la mé-
thode de I'estimateur bayésien et celle de 'estimateur de la distance minimale.

Dans le futur, nous pouvons aborder le probleme de I'évaluation de la qualité des diffé-
rentes estimateurs et de pouvoir faire une comparaison entre eux.

Naturellement, on voudra qu’'un estimateur possede quelques unes(a défaut de toutes)des
qualités suivantes :

» La convergence ou la consistance.

« L’absence de biais.

» La précision.

o Le risque faible.

o La Préférence.

o L’admissibilité.

e Le comportement asymptotique.
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