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Résumé

L’estimation paramétrique des équations différentielles stochastiques dirigées par les
mouvements browniens sous-fractionnaires, ont été récemment examinés par Tudor[15] et
Mendy[9].
Dans le cadre de mon mémoire, on se donne une équation différentielle stochastique définie
par

Xt = θ
∫ t

0
b(Xs)ds+ SHt (1)

dirigée par un mouvement browien sous-fractionnaire SHt où H ∈ [0, 1] est le paramètre
de Hurst avec 0 ≤ t ≤ T . L’objecif majeur de ce travail consiste à déterminer l’estimateur
du maximum de vraisemblance du paramètre θ dans l’équation (1) .
L’étude applique la transformation de Girsanov au mouvement brownien sous-fractionnaire
et utilise la théorie de la régularité et l’estimation du supremum pour le processus gaus-
sien.

mots-clés : Mouvement Brownien Sous-Fractionnaire, Estimateur du Maximum de Vrai-
semblance, Théorème de Girsanov.

6



Introduction Générale

Présentation et problématique du sujet
Les développements récents du calcul stochastique pour engloutir le mouvement brow-

nien fractionnaire ont conduit à de nombreuses applications à l’inférence statistique. En
conséquence, de nombreux auteurs s’intéressent, actuellement, à l’étude des problèmes
d’estimation des paramètres pour les processus de type diffusion satisfaisant les équations
différentielles stochastiques conduites par le mouvement brownien fractionnaire. Parmi
ceux-ci, citons les travaux de Prakasa Rao [13, 12], considéré comme pionnier pour cette
méthode d’estimation. D’autres auteurs ont également étudié ces aspects, voir par exemple
Comte [2], Norros et al. [11], Le Breton [8], Decreusefond et Üstünel [3], Kleptsyna et al.
([7], [6]), Tudor et al. [16]. Le cas de l’estimation des paramètres pour les équations sto-
chastiques avec une feuille brownienne fractionnaire additive a été étudiée par Tudor et
al. [14]. Une extension évidente de ce travail consiste à étudier le cas du mouvement
brownien sous-fractionnaire. Des éléments de calcul stochastique couvrant le mouvement
brownien sous-fractionnaire ont été récemment examinés par Tudor [15]. Les équations
différentielles stochastiques conduites par un mouvement brownien sous-fractionnaire ont
été également examinées par Mendy [9].
Ce travail de mémoire repose sur l’article de la reférence [3].
L’objectif majeur de cette étude est de construire l’estimateur du maximum de vraisem-
blance du paramètre θ dans l’équation différentielle stochastique (1) avec θ une dérive
constante inconnue. Notre construction de l’estimateur est basée sur la transformation
de Girsanov. Elle utilise la relation entre le mouvement brownien sous-fractionnaire et le
mouvement brownien standard.
Elle fait appel à la théorie de la régularité et de l’estimation du supremum pour le pro-
cessus gaussien.
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Plan du travail
Le but de ce travail, est de construire l’estimateur du paramètre θ contenu dans l’équa-

tion différentielle stochastique (1) par la méthode du maximum de vraisemblance.
Pour cela, l’étude a été divisée en trois chapitres :

- Le premier chapitre sera une étude préliminaire sur les outils du calcul stochastique.
- Le deuxième chapitre sera consacré aux mouvements browniens fractionnaires, mou-
vements browniens sous-fractionnaires et leurs propriétés.

- le troisième chapitre portera sur l’étude de l’estimateur du paramètre θ.
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Chapitre 1

Processus Stochastiques, Martingales
et Mouvement Brownien

Dans ce chapitre, nous allons définir certaines notions de base en probabilité. Nous
aurons également besoin de rappeler quelques résultats et propriétés sur les mouvements
browniens standard et les martingales, mais aussi sur le calcul stochastique.

1.1 Processus Stochastiques

1.1.1 Filtration
Soient :
- (Ω,F ,P) un espace de probabilité, où Ω est l’espace fondamental et F une tribu sur

Ω.
- (E, ε) un espace mesurable avec ε sa tribu.

Définition 1.1.1. On appelle filtration toute famille croissante (Ft, t ∈ R+)
de sous-tribus de F et (Ω,F ,Ft,P) est appelé espace de probabilité filtré.

1.1.2 Processus Stochastiques
Définition 1.1.2. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires
X = (Xt)t∈K définies sur le même espace de probabilité (Ω,F ,P) à valeur dans un autre
espace mesurable (E, ε), et indicées par un paramètre t ∈ K :

X : R× Ω −→ E

(t, ω) 7−→ Xt(ω)

Pour tout ω ∈ Ω, t 7−→ Xt(ω) s’appelle la trajéctoire associée à ω.
L’application ω 7−→ Xt(ω) avec (t ∈ K) fixé est une variable
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sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P).
Le cas où K ⊂ Z, le processus est dit discret, et celui où K = [0, T ], avec T > 0, on a un
processus continu et plus généralement si K ⊂ Rd, on parle de champ aléatoire.

Définition 1.1.3. Un processus stochastique X = (Xt)t∈R est continu(respectivement
continu à droite, continu à gauche), si ∀ω ∈ Ω, la trajectoire :

t 7−→ Xt

est continue(respectivement continu à droite, continu à gauche).

Définition 1.1.4. Un processus X = (Xt)t∈R est adapté par rapport à la filtration
(Ft)t∈R+, si pour tout t, Xt est Ft−mesurable dans (E, ε).

1.1.3 Processus croissant
Définition 1.1.5. Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est un processus croissant si Xt = 0 et
t 7−→ Xt est une fonction croissante, c’est-à-dire

∀t ≤ s,Xt(ω) ≤ Xs(ω), p.s.

Définition 1.1.6. Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est dit à variation bornée sur [0, t] si
pour toute constante positive K

sup
ti

∑
i

|Xti+1 −Xti | ≤ K,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 ≤ t0 ≤ ... ≤ ti ≤ ti+1 ≤ t.

Définition 1.1.7. Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est dit à variation finie sur [0, t] si

sup
ti

∑
i

|Xti+1 −Xti | < +∞,

le sup étant pris sur les subdivisions 0 ≤ t0 ≤ ... ≤ ti ≤ ti+1 ≤ t.
Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est dit à variation finie s’il est à variation finie sur [0, t]
pout tout t.

1.1.4 Loi d’un processus stochastique
La loi d’un processus stochastique est caractérisée par la donnée des lois fini-dimensionnelles.

En fait, on parle de la loi du processus (Xt, t ∈ R) lorsqu’on connait la loi du vecteur
(Xt1 , ...., Xtd) pour toute suite finie croissante de ti, i = 1, ..., d.
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Définition 1.1.8. Un processus est dit gaussien si toutes ses lois finis dimensionnelles
L(Xt1 , ....., Xtn) sont gaussiennes ( ∀ n ∈ N , ∀ t1 < .... < tn ∈ R ).
Autrement dit X = (Xt)t∈R est gaussien si toute combinaison linéaire a1Xt1 + ....+ anXtn

suit une loi gaussienne (pour tout n ∈ N, t1, ...., tn ∈ R et a1, ...., an ∈ R).

Définition 1.1.9. Soit X et Y deux processus stochastiques.

- On dit que le processus Y est une modification du processus X si

∀ t ∈ T, P
(
{ω;Xt(ω) = Yt(ω)}

)
= 1.

- On dit que les processus X et Y sont indistinguables si

P
(
∀t ∈ T;Xt = Yt

)
= 1.

Dans la suite, quand nous écrirons X d= Y , nous signifierons l’égalité de toutes les loi
finies-dimensionnelles de X et de Y.

Remarque 1.1.10. Si X et Y sont indistinguables, alors X est une modification de Y
mais si Y est une modification de X alors X et Y ne sont pas indistingables.

1.2 Martingales
Définition 1.2.1. Pour toute variable aléatoire réelle X positive(respectivement inté-
grable), et pour toute sous-tribu G de F , il existe une variable aléatoire E(X|G), unique
à égalité presque sure, positive (respectivement intégrable), telle que :

(i) E(X|G) est G-mesurable ;

(ii) pour tout A ∈ G, E(1AX) = E (1AE(X|G)).

La variable aléatoire E(X|G) s’appelle l’espérance conditionnelle de X sachant G. Elle
est définie à égalité presque sure.

On prend K = R+, E = R ou Rd

On se met dans un espace probabilisé complet (Ω,F ,P), c’est-à-dire que F contient tous
les ensembles P-négligeables.
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Définition 1.2.2. Un processus stochastique X = (Xt)t∈R+ adapté par rapport
à la filtration (Ft)t∈R+ est une Ft-martingale si :
(i) E(|Xt|) < +∞
(ii) E(Xt/Fs) = Xs presque surement(p.s) pour s ≤ t.
Si la condition (ii) est remplacée par E(Xt/Fs) ≥ Xs (respect E(Xt/Fs) ≤ Xs), on parle
alors de sous-martingale(respect de sur-martingale).

Un processus d-dimensionnel X = (X i
t , i = 1, ....., d, t ≥ 0) à valeur dans Rd

est une Ft-martingale si chacune de ses composantes (X i
t , t ≥ 0), i = 1, ...., d est une

Ft-martingale.
Si X est une martingale telle que E(|X2

t |) < +∞ pour tout t > 0, on dit que X est une
martingale de carré intégrable.

On déduit de cette définition que si Xt est une martingale, alors

E(Xt) = E(X0) ∀ t > 0.
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Définition 1.2.3. Un processus X = (Xt)t∈R+ est une semi-martingale continue s’il
s’écrit sous la forme :

Xt = Mt + At

où M est une martingale (nulle en t = 0) et A est un processus à variation finie.

Définition 1.2.4. Une variable aléatoire τ : Ω 7−→ [0,+∞[ est un temps d’arrêt(relativement
à la filtration (Ft)) ou Ft-temps d’arrêt, si {τ ≤ t} ∈ Ft pour tout t ≥ 0.

Théorème 1.2.5. Soit X = (Xt)t∈R+ une martingale (continue à droite).
Soient τ1 et τ2 deux temps d’arrêts bornés par une constante K (c’est-à-dire tels que
τ1 ≤ τ2 ≤ K). Alors Xτ2 est intégrable( E(|Xτ2|) < +∞) et E(Xτ2|Fτ1) = Xτ1 p.s .

Les processus gaussiens les plus célèbres sont les mouvement browniens et les mouve-
ment browniens fractionnaires.

1.3 Mouvement brownien
Le mouvement brownien est la description mathématique de la trajectoire aléatoire

d’une particule dans un fluide, c’est à dire soumise à l’échelle atomique à des chocs avec
d’autres particules. Cette description ne peut donc se faire que de manière probabiliste.
Le premier à l’avoir mis en évidence est le botaniste Robert Brown en 1827. Il a ensuite
été défini rigoureusement par Louis Bachelier en 1900. De grands scientifiques ont travaillé
dessus au XXème siècle, comme Paley, Zygmund, Wiener ou encore Einstein. Il possède
de nombreuses propriétés intéressantes, et sert notamment à poser et résoudre des EDS,
qui sont importantes dans de nombreux domaines : physique, biologie, écologie, finance...

Définition 1.3.1. Une variable aléatoire X = (X1, ..., Xd) à valeurs dans Rd

est un vecteur gaussien, si pour tous réels a1, ..., ad, la variable aléatoire réelle ∑d
i=1 aiXi

est une gaussienne.

Définition 1.3.2. Le processus X est un processus gaussien si chaque famille finie (Xt1 , ..., Xtk)
est un vecteur gaussien.

Définition 1.3.3. On appelle mouvement brownien standard, un processus (Wt)t≥0
tel que :
- Les trajectoires t 7→ Wt sont p.s continues sur R+.
- W0 = 0 p.s .
- Pour tout 0 ≤ s ≤ t, Wt −Ws est une variable gaussienne N (0, t− s) indépendante de
la tribu Fs engendrée par {Wu, u ≤ s}.
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On l’appelle aussi processus de Wiener.

Définition 1.3.4. On dit que (Xt) est un processus de Markov à valeurs dans E si, pour
tout s < t, et pour toute fonction borélienne bornée f de E dans R,

E(f(Xt)/F (X)
s ) = E(f(Xt)/Xs)

Propriété 1.3.5. (Propriété de Markov) La propriété de Markov
du mouvement brownien est utilisée sous la forme suivante : pour tout s, le processus
(Zt)t≥0 définie par : Zt = Wt+s −Wt est un mouvement brownien indépendant de Fs.

Théorème 1.3.6. Si (Xt)t≥0 est un mouvement brownien et si 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn alors
(Xt1 , ..., Xtn) est un vecteur gaussien.

Démonstration. Soit 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn , alors le vecteur aléatoire (Xt1 , Xt1−t2 , ..., Xtn+1−tn)
est composé de variables aléatoires gaussiennes et indépendantes (d’après la définition du
mouvement brownien), ce vecteur donc est un vecteur gaussien. Il en est donc de même
pour (Xt1 , ..., Xtn)

Proposition 1.3.7. Wt est un processus gaussien dont la fonction de covariance est :

ρ(s, t) = s ∧ t

Démonstration. Soit s ≤ t on a :
ρ(s, t) = Cov(Wt,Ws) = E(WtWs)− E(Wt)E(Ws)

Comme Wt suit une loi gaussienne centrée (E(Wt) = 0) donc

ρ(s, t) = E(WtWs +W 2
s −W 2

s ) = E(W 2
s ) + E

(
Ws(Wt −Ws)

)
Pour s ≤ t on utilise l’indépendance , et l’évolution Wt  N (0, t− s)

Nous obtenons la valeur :

ρ(s, t) = E(W 2
s ) + E(Ws)E(Wt −Ws) = E(W 2

s ) = s

Définition 1.3.8. Un processus est X dit :

– à accroissements indépendants si pour tous 0 < t1 < ... < tn , les variables aléatoires
Xt1 , Xt2 −Xt1 , ..., Xtn −Xtn−1 sont indépendantes.
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– à accroissements stationnaires si la loi des accroissements Xt+h −Xt

ne dépend pas de t > 0, ie Xt+h −Xt
d= Xh.

- auto-similaire si pour tout α > 0, il existe β > 0 tel que

Xαt
d= βXt,∀t ∈ R

Remarque 1.3.9. Pour β = αH , on dit que X est auto-similaire d’indice 0 < H < 1 et
on écrit :∀α > 0

Xαt = αHXt,∀t ∈ R.

H est le coefficient d’auto-similarité où bien le paramètre de Hurst.

Propriété 1.3.10. Le mouvement brownien standard W a les propriétés suivantes :

-W0 = 0.

-pour tout t ≥ 0, Wt suit une loi normale centré de variance t.

-pour tout t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn, les variables aléatoires Wt1,Wt2 −Wt1 , ....,Wtn −Wtn−1

sont indépendantes.

-Propriété de symétrie :le processus (−Wt)t≤0 est aussi un mouvement brownien.

-Stationnarité :Les accroissements du mouvement brownien sont stationnaires
i.e ∀ s ≤ t, Wt −Ws a même loi que Wt−s.

-Auto-similarité : Pour tout a > 0, {a 1
2Wat} est un mouvement brownien.
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Proposition 1.3.11. Soit (Wt)t≥0 un mouvement brownien. Alors les processus suivants
sont des (FWt )-martingales :
-(Wt)t≥0
-(W 2

t − t)t≥0

-Pour tout λ ∈ R,
(
eλWt−λ

2
2 t
)
.

Démonstration. Si s ≤ t alors Wt −Ws est indépendante de la tribu (Fs).

Donc E
(

(Wt −Ws)/Fs
)

= E(Wt −Ws).
D’après la propriété de stationnarité du mouvement brownien standard, Wt−Ws et Wt−s
ont même loi.
Or Wt−s est centré donc

E(Wt −Ws) = 0.
On déduit que

E
(

(Wt −Ws)/Ft
)

= E(Wt/Fs)−Ws = 0

d’où le résultat
E(Wt/Fs) = Ws.

Pour démonter la deuxième assertion, remarquons que :

E
(

(W 2
t −W 2

s )/Fs
)

= E
[(

(Wt −Ws)2 + 2Ws(Wt −Ws)
)
/Fs

]
.

Comme l’espérance conditionnelle est linéaire, on a :

E
(

(W 2
t −W 2

s )/Fs
)

= E
(

(Wt −Ws)2/Fs)
)

+ 2WsE
(

(Wt −Ws)/Fs
)
.

(Wt)t≥0 étant un mouvement brownien alors

E
(

(Wt −Ws)/Fs
)

= 0.

Donc
E
(

(W 2
t −W 2

s )/Fs
)

= E
(

(Wt −Ws)2/Fs
)

(1.1)

Comme les accroissements du mouvement brownien sont stationnaires, alors :

E
(

(Wt −Ws)2/Fs
)

= E
((
W 2
t−s

)
/Fs

)

Or
(
W 2
t−s

)
est indépendant de Fs, donc :

E
(

(Wt −Ws)2/Fs
)

= E
(
W 2
t−s

)
16



d’où
E
(

(Wt −Ws)2/Fs
)

= t− s (1.2)

E
(

(W 2
t − t)/Fs

)
= E

(
(W 2

t − t+W 2
s −W 2

s + s− s)/Fs
)

= E
(

(W 2
t −W 2

s +W 2
s − s+ s− t)/Fs

)
= E

(
(W 2

t −W 2
s )/Fs

)
+ E

(
(W 2

s − s)/Fs
)

+ s− t

(1.3)

(W 2
s − s) étant Fs-mesurable et en tenant compte de l’expression (1.1).
On obtient :

E
(

(W 2
t − t)/Fs

)
= t− s+W 2

s − s+ s− t.

D’où E
(

(W 2
t − t)/Fs

)
= W 2

s − s si s ≤ t.

Pour démontrer le dernier point, rappelons tout d’abord que si N est une gaussienne
centrée réduite, on a :

E(eλN) = 1√
2π

∫ +∞

−∞
eλxe

−x2
2 dx = e

λ2
2 (1.4)

En éffet, soient N une gaussienne centrée réduite et fN sa densité, alors :

E(eλN) =
∫ +∞

−∞
eλxfN(x)dx

=
∫ +∞

−∞
eλx × 1√

2π
e
−x2

2 dx

= 1√
2π

∫ +∞

−∞
e
−x2

2 +λxdx

= 1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2 (x2−2λx)dx

= 1√
2π

∫ +∞

−∞
e
− 1

2

(
(x−λ)2−λ2

)
dx

= e
λ2
2

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

(x−λ)2
2 dx

= e
λ2
2

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

(x−λ)2
2 dx

(1.5)
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La fonction x 7−→ 1√
2πe
− (x−λ)2

2 est la densité d’une gaussienne X  N (λ, 1).
Donc ∫ +∞

−∞

1√
2π
e−

(x−λ)2
2 dx = 1

D’où
E(eλN) = e

λ2
2 .

De plus, si s ≤ t :

E
(
eλWt−λ

2
2 t/Fs

)
= E

(
eλWt−λ

2
2 t+λWs−λWs+λ2

2 s−
λ2
2 s/Fs

)
= E

(
eλ(Wt−Ws) × eλWs−λ

2
2 s × e−

λ2
2 t+

λ2
2 s/Fs

)
= e−

λ2
2 t+

λ2
2 sE

(
eλ(Wt−Ws) × eλWs−λ

2
2 s/Fs

)
(1.6)

(λWs − λ2

2 s) étant Fs-mesurable, on obtient :

E
(
eλWt−λ

2
2 t/Fs

)
= e−

λ2
2 t+

λ2
2 s × eλWs−λ

2
2 s × E

(
eλ(Wt−Ws)/Fs

)
Comme les accroissements du mouvement brownien sont staionnaires i.e Wt −Ws et

Wt−s ont même loi alors :

E
(
eλWt−λ

2
2 t/Fs

)
= e−

λ2
2 t+

λ2
2 s × eλWs−λ

2
2 s × E

(
eλ(Wt−s)/Fs

)
.

Wt−s étant indépendante de Fs, donc

E
(
eλWt−λ

2
2 t/Fs

)
= e−

λ2
2 t+

λ2
2 s × eλWs−λ

2
2 s × E

(
eλWt−s

)
.

Comme Wt−s  N(0, t− s), par analogie à l’expression (1.12) :

E
(
eλWt−s

)
= e

λ2
2 (t−s).

Donc

E
(
eλWt−λ

2
2 t/Fs

)
= e−

λ2
2 t+

λ2
2 s × e

λ2
2 (t−s) × eλWs−λ

2
2 s

= eλWs−λ
2

2 s.

Ce qui donne le résultat énoncé.
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1.4 Intégrale Stochastique
Définition 1.4.1. On dit que {θs, s ≥ 0} est un bon processus s’il est (FWt )-adapté,
continu à droite, limite à gauche et si

E[
∫ t

0
θ2
sds] < +∞

pour tout t > 0 avec {FWt , t ≥ 0} la filtration naturelle de Wt.

On définit l’intégrale stochastique de θ par rapport à W par

I(θt) =
∫ t

0
θsdWs

avec (θs, s ≥ 0) un processus stochastique et Ws un mouvement brownien .
Pour que I existe il faut que θs ∈M2 avec
M2={θ processus (FWt )- adapté tel que E

( ∫ t
0 θ

2
sds

)
< +∞}.

Propriété 1.4.2. - L’espérance et la variance sont données par

E
(
I(θt)

)
= 0

V ar[I(θt)] = E
( ∫ t

0
θ2
sds

)
- linéarité :

It(a1θ1 + a2θ2) = a1I(θ1t) + a2I(θ2t)
- proprétés de martingale :
Pour tout bon processus θ, les processus t 7−→ I(θt) et t 7−→ I2(θt)−

∫ t
0 θ

2
sds sont

des FBt - martingales continues.

E
((
I(θt)− I(θs)

)2
|FBs

)
= E

( ∫ t

s
θ2
udu|FBs

)
.

- propriété d’isométire :Pour tous bons processus ϕ, θ et tout s, t ≥ 0, on a

E
(
I(ϕs)I(θt)

)
= E

( ∫ s∧t

0
θuϕudu

)
.

Le processus It(ϕ)It(θ)−
∫ t

0 θuϕudu est une (FBt )-martingale.
Remarque 1.4.3. Il est possible de définir I(θt) sous la seule condition :∫ t

0
θ2
sds < +∞, p.s.

Cependant, t 7−→ It(θ) n’est plus nécessairement une martingale.
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Définition 1.4.4. Soit {Ft, t ≥ 0} une filtration et {Xt, t ≥ 0} un processus (Ft)-adapté.
On dit que X est une (Ft)-martingale locale s’il existe une suite croissante {τn, n ≥ 0} de
(Ft)-temps d’arrêt telle que

P [τn −→ +∞] = 1
et le processus Xn : t 7−→ Xt∧τn est une martingale pour tout n ≥ 0.

Définition 1.4.5. On dit que {θs, s ≥ 0} est un bon processus local s’il est continu à
droite, limite à gauche , (FWt )-adapté, et si

∫ t

0
θ2
sds < +∞p.s pour tout t > 0.

Soit θ un bon processus local. On peut définir I(θt) pour tout t > 0, qui est une
martingale locale. De même, en prenant la même suite de temps d’arrêt, le processus

I2(θt)−
∫ t

0
θ2
sds

est une martingale locale.

1.4.1 Le Crochet
Si Z est un martingale locale continue, < Z > est l’unique processus croissant continu

(Ft)-adapté tel que t 7−→ Z2
t− < Z >t soit une (Ft)-martingale locale.

Par polarité, on peut définir le crochet de deux (Ft)-martingales locales M et N en
écrivant

< M,N >t=
1
2(< M +N >t − < M >t − < N >t).

Le crochet < M,N > est aussi l’unique processus à variation finie tel que le processus
MN− < M,N > soit une martingale locale.

Proposition 1.4.6. Soient M et N deux martingales locales continues.
Pour tout t ≥ 0

< M,N >t= lim
n−→+∞

2n∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)(Ntni
−Ntni−1

)p.s

où {tni , i = 0.....2n} désigne une subdivision régulière sur [0, t].

Le crocet d’une intégrale stochastique est défini par :
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< I(θ) >t=
∫ t

0
θ2
sds et < I(θ), I(ϕ) >t=

∫ t

0
θsϕsds

On dit que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est nul, c’est-
à-dire si leur produit est une martingale. Par exemple deux mouvements browniens indé-
pendants sont des martingales orthogonales.

1.4.2 Calcul d’Itô
Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-

tiques.
On appelle ce calcul ”Calcul d’Itô” et l’outil essentiel en est la ”formule d’Itô”.

Définition 1.4.7. On appelle processus d’Itô, un processus (Xt)0≤t≤T à valeurs dans R
tel que :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdWs, p.s

où
- X0 est Ft-mesurable
- (Kt)0≤t≤T et (Ht) des processus Ft-adaptés
-
∫ t

0 |Ks|ds < +∞, p.s et
∫ t

0 |Hs|2ds < +∞, p.s
Kt est le drift et Ht est le coefficient de diffusion.
Un processus d’Itô se décompose comme suit :

-une partie constante : X0.

-une partie à variation finie :
∫ t

0 Ksds.

-une partie martingale locale :
∫ t

0 HsdWs.

Théorème 1.4.8. (représentation de Riez) Soit M une martingale locale continue, alors
il existe x ∈ R et θ un processus local

(
c’est-à-dire

∫ t
0 θ

2
sds < +∞

)
tels que

Mt = x+
∫ t

0
θsdWs

Remarque 1.4.9. Une martingale locale s’écrit comme la somme de son espérance et
une intégrale stochastique :

Mt = E(Mt) +
∫ t

0
θsdWs.
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Proposition 1.4.10. Soit (Mt)0≤t≤T une martingale continue telle que :

Mt =
∫ t

0 Ksds avec
∫ t

0 |Ks|ds < +∞

alors
∀t ≤ T,E

(
Mt

)
= 0p.s (1.7)

Ceci entraîne que :

a) La décomposition d’un processus ”d’Itô” est unique .Ce qui signifie que si :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdWs = X

′

0 +
∫ t

0
K
′

sds+
∫ t

0
H
′

sdWs

alors X0 = X
′
0 p.s, Hs = H

′
s p.p et Ks = K

′
s p.p

b) Si (Xt)0≤t≤T est une martingale de la forme Xt = X0 +
∫ t

0 Ksds +
∫ t

0 HsdWs alors
Kt = 0 p.p

1.4.3 Formule d’Itô
La formule d’Itô prend la forme suivante :

Théorème 1.4.11. Soit (Xt)0≤t≤T un processus d’Itô :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdWs

et f une fonction deux fois continument différentiable, on a :

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0
f
′(Xs)dXs + 1

2

∫ t

0
f
′′(Xs)d < X,X >s

où par définition :
< X,X >t=

∫ t

0
H2
sds

et ∫ t

0
f
′(Xs)dXs =

∫ t

0
f
′(Xs)Ksds+

∫ t

0
f
′(Xs)HsdWs

De même si (t, x) −→ f(t, x) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois
différentiable en t,ces dérivées étant continues en (t, x)

(
on dit dans ce cas que f est de

classe C1,2
)
, on a :

f(t,Xt) = f(0, X0) +
∫ t

0
f
′

s(s,Xs)ds+
∫ t

0
f
′

x(s,Xs)dXs + 1
2

∫ t

0
f
′′

xxd < X,X >s .

Avec
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Crochet dt dWt

dt 0 0
dWt 0 dt

Proposition 1.4.12. Pour tout t ≥ 0 on a :∫ t

0
WsdWs = 1

2
(
W 2
t − t

)
.

Démonstration. Soient f(x) = x2 et Xt = Wt.

D’aprés la formule d’Itô, on a :

f(Wt) = f(W0) +
∫ t

0
f
′(Ws)dWs + 1

2

∫ t

0
f
′′(Ws)d < X,X >s (1.8)

donc :
W 2
t = 2

∫ t

0
WsdWs + 1

2

∫ t

0
2ds

on obtient :
W 2
t − t = 2

∫ t

0
WsdWs

Comme E
( ∫ t

0 W
2
s ds

)
< +∞, on retrouve le fait que W 2

t − t est une martingale.

Ainsi ∫ t

0
WsdWs = 1

2
(
W 2
t − t

)
. (1.9)

Proposition 1.4.13. Soient Xt et Yt deux processus d’Itô.

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdWs

et
Yt = Y0 +

∫ t

0
K
′

sds+
∫ t

0
H
′

sdWs

alors on obtient :

XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
XtdYt +

∫ t

0
YtdXt+ < X, Y >t

avec la convention
< X, Y >t=

∫ t

0
HsH

′

sds
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Démonstration. D’après la formule d’Itô, en considérant f(x) = x2, on obtient :

(Xt + Yt)2 = (X0 + Y0)2 + 2
∫ t

0
(Xs + Ys)d(Xs + Ys) +

∫ t

0
(Hs +H

′

s)2ds (1.10)

X2
t = X2

0 + 2
∫ t

0
XsdXs +

∫ t

0
H2
sds (1.11)

Y 2
t = Y 2

0 + 2
∫ t

0
YsdYs +

∫ t

0
H
′2
s ds (1.12)

D’où, en faisant la différence entre l’équation (1.10) et les deux équations (1.11) et (1.12),
on obtient :

XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
XsdYs +

∫ t

0
YsdXs +

∫ t

0
HsH

′

sds.

Définition 1.4.14. Soient X1
t , X2

t deux processus d’Itô définies par

X1
t = x1 +

∫ t

0
b1
sds+

∫ t

0
σ1
sdW

1
s

X2
t = x2 +

∫ t

0
b2
sds+

∫ t

0
σ2
sdW

2
s

et f : R2 −→ R de classe C2, alors on a la formule d’Itô suivante :

f(X1
t , X

2
t ) = f(x1, x2) +

∫ t

0
f
′

x1(X1
s , X

2
s )dX1

s +
∫ t

0
f
′

x2(X1
s , X

2
s )dX2

s

+
∫ t

0
f
′′

x1x2(X1
s , X

2
s )d < X1, X2 >s

+ 1
2

∫ t

0
f
′′

x1x1(X1
s , X

2
s )d < X1 >s +1

2

∫ t

0
f
′′

x2x2(X1
s , X

2
s )d < X2 >s

= f(x1, x2) +
∫ t

0
f
′

x1(X1
s , X

2
s )dX1

s +
∫ t

0
f
′

x2(X1
s , X

2
s )dX2

s

+
∫ t

0
f
′′

x1x2(X1
s , X

2
s )σ1

sσ
2
scov(W 1W 2)ds

+ 1
2

∫ t

0
f
′′

x1x1(X1
s , X

2
s )σ1

sσsds+ 1
2

∫ t

0
f
′′

x2x2(X1
s , X

2
s )σ2

sds

Remarque 1.4.15. 1. W1 et W2 sont indépendants alors Cov(W 1,W 2 = 0).
2. Si W 1 et W 2 sont corrélés, Cov(W 1,W 2) = ρ coefficient de corrélation.
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Chapitre 2

Mouvement brownien fractionnaire
et Mouvement brownien
Sous-fractionnaire

On présente dans ce chapitre, les mouvements browniens fractionnaires et sous-fractionnaires.
On commence par les définir, donner leurs représentations intégrales puis présenter leurs
propriétés.

2.1 Mouvement brownien fractionnaire
Le mouvement brownien fractionnaire (fBm) est bien connu et utilisé dans de nom-

breux domaines d’application.

Définition 2.1.1. On appelle mouvement brownien fractionnaire, un processus gaussien
centré noté B =

(
BH
t

)
t≥0

avec fonction de covariance définie par :

RH(s, t) = E
(
BH
s B

H
t

)
= 1

2

(
s2H + t2H − |s− t|2H

)
, s, t ≥ 0 (2.1)

où H ∈ [0, 1] appelé paramètre de hurst.
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En effet :

RH(s, t) = E
(
BH
s B

H
t

)
= 1

2E
(

(BH
s )2 + (BH

t )2 − (BH
s −BH

t )2
)

= 1
2

(
E
(
BH
s

)2
+ E

(
BH
t

)2
− E

(
BH
s −BH

t

)2
)

= 1
2

(
E
(
BH
s

)2
+ E

(
BH
t

)2
− E

(
BH
t−s

)2
)

= 1
2
(
|s|2H + |t|2H − |t− s|2H

)
, s, t ∈ R

(2.2)
Donc RH(s, t) = 1

2

(
|s|2H + |t|2H − |t− s|2H

)
, s, t ∈ R.

D’où RH(s, t) = 1
2

(
s2H + t2H − |t− s|2H

)
, s, t ≥ 0

Remarque 2.1.2. Le cas H = 1
2 correspond au mouvement brownien standard Wt,

c’est-à-dire
(
B

1
2
t = Wt

)
.

En effet, si H = 1
2 , on a :

E
(
BH
s B

H
t

)
= 1

2

(
s+ t− |s− t|

)
.

Si t > s

E
(
BH
s B

H
t

)
= 1

2
(
s+ t− [−(s− t)]

)
= 1

2
(
s+ t+ s− t

)
= 1

2
(
2s
)

= s. (2.3)
Si t < s

E
(
BH
s B

H
t

)
= 1

2
(
s+ t− (s− t)

)
= 1

2
(
s+ t− s+ t

)
= 1

2
(
2t
)

= t. (2.4)
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Comme (BH
t )t≥0 est un processus gaussien et pour H = 1

2 , on a

Cov
(
BH
t , B

H
s

)
= E

(
BH
t B

H
s

)
= s ∧ t

donc (BH
t )t≥0 est bien un mouvement brownien standard pour H = 1

2 .

2.1.1 La représentation intégrale du Mouvement brownien frac-
tionnaire

Le Brownien fractionnaire BH
t a eu une représentation dans les travaux de Mandel-

bort et Van Ness(1968)(la Représentation par Moyenne Mobile). Le mouvement brownien
fractionnaire dans R, est présenté comme suit :

Définition 2.1.3. Pour H ∈ [0, 1], On a :
(
BH
t

)
t∈R

=
(∫

R
z(t, s)dWs

)
t∈R

(2.5)

où z(t, s) = 1
C(H)

(
(t− s)H−

1
2

+ − (−s)H−
1
2

+

)
,t, s ∈ R

x+=max(x, 0)

et C(H) =
(∫ +∞

0

(
(t− s)H− 1

2 − sH−
1
2
)2
ds+ 1

2H

) 1
2
.

Définition 2.1.4. Soient (Xt)t∈R un processus et β, a > 0 .
-Xt est β-auto-similaire si (Xat)t∈R =

(
aβXt

)
t∈R

: égalité en loi.
-Xt a des incréments stationnaires si (Xt+s − Xs)t∈R = (Xt − X0)t∈R, s ∈ R : égalité en
loi.

Définition 2.1.5. Soit f une fonction définie de I vers R.
f est Hölder continu de paramètre µ ∈ [0, 1] s’il existe une constante c > 0 tel que

|f(t)− f(s)| ≤ c|t− s|µ,∀s, t ∈ I.

Définition 2.1.6. Soit r(n) = E
((
Xn+1 −Xn

)
X1

)
.

On dit que Xt a une courte mémoire lorsque ∑∞n=1 r(n) < +∞ et Xt a une longue mé-
moire lorsque ∑∞n=1 r(n) = +∞.
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Théorème 2.1.7. Soit Xt, un processus à valeurs réelles pour lequel il existe trois constantes
strictement positives, γ, c, ε tel que :

E [|Xt −Xs|γ] ≤ |t− s|c+ε.

Alors il existe une modification X̃ de X tel que :

E
[(
supt6=s

|X̃t −Xs|
|t− s|α

)γ]
< +∞

pour chaque α ∈ [0, ε
γ
].

En particulier les trajectoires de X̃ sont hölder continues de paramètre α.

Ce théorème donne une condition suffisante pour qu’un processus stochastique ait une
modification continue avec des trajectoires höldériennes.

Corollaire 2.1.8. Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire on a :

E
(
BH
t B

H
s

)
= 1

2

(
s2H + t2H − (t− s)2H

)
, s, t > 0

et
E
[(
BH
t

)2
]

= t2H .

Le mouvement brownien fractionnaire (fBm) constitue d’un processus gaussien centré
continu qui se ressemble à lui-même, qui a des incréments stationnaires avec une dé-
pendance à longue portée et qui n’est ni un processus de Markov ni un semi-martingale.
Comme il ne s’agit pas d’une semi-martingale, il a été nécessaire de développer de nou-
velles théories du calcul stochastique pour (fBm), différentes du calcul classique de Itô.

2.1.2 Propriétés
Propriété 2.1.9. Le mouvement brownien fractionnaire (BH

t )t≥0 où H ∈ [0, 1] a les
propriétés suivantes :

1. Un processus gaussien centré continu de variance E
(
BH
t

)2
= t2H .

2. H-auto-similaire.
3. Ses incréments sont stationnaires.
4. Ses trajectoires sont Hölder continues de paramètre α < H.
5. Il a une longue mémoire si H > 1

2 et a une courte mémoire si H ≤ 1
2 .
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6. Il n’est ni un processus de Markov , ni une semi-martingale
(
pour H ∈ [0, 1]\{1

2}
)

.

Démonstration. A partir de la représentation de Mandelbrot-Van Ness du mouvement
brownien fractionnaire, on a :

(
BH
t

)
t∈R

=
(∫

R
z(t, s)dWs

)
t,s∈R

avec Ws un mouvement brownien standard.
Comme Ws est un processus gaussien continu, alors d’après (2.5),

(
BH
t

)
est bien un pro-

cessus gaussien continu.
On a :

BH
t =

(∫
R
z(t, s)dWs

)
.

BH
t est défini sous la forme d’une intégrale stochastique avec Ws un mouvement brow-

nien standard alors E
( ∫

R
z2(t, s)ds

)
< +∞.

D’aprés la propriété sur les intégrales stochastiques , on a

E
(
BH
t

)
= 0.

D’où BH
t est bien un processus centré.

On a :

E
(
BH
s B

H
t

)
= 1

2

(
s2H + t2H − |s− t|2H

)
, s, t ≥ 0.

Pour s = t, on aura :

E
(
BH
t

)2
= 1

2

(
t2H + t2H − |t− t|2H

)
, t ≥ 0 (2.6)

= 1
2

(
2t2H

)
(2.7)

= t2H (2.8)

or V ar
(
BH
t

)
= E

(
BH
t

)2
.

D’où V ar
(
BH
t

)
= t2H ; alors BH

t est un processus gaussien centré continu de variance
définie par :

V ar
(
BH
t

)
= t2H .
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Montrons que les incréments de BH
t sont stationnaires.

Par définition, on a :

BH
t =

∫
R

(
(t− u)H−

1
2

+ − (−u)H−
1
2

+

)
dWu, t ∈ R. (2.9)

BH
s =

∫
R

(
(s− u)H−

1
2

+ − (−u)H−
1
2

+

)
dWu, s ∈ R. (2.10)

On obtient alors :
(
BH
t −BH

s

)
t∈R

=
(∫

R

1
C(H)

(
(t− u)H−

1
2

+ − (s− u)H−
1
2

+

)
dWu

)
t∈R

=
(∫

R

1
C(H)

(
(t− s− v)H−

1
2

+ − (−v)H−
1
2

+

)
dWv+s

)
t∈R

, u = v + s

(2.11)

Il est clair que les incréments du mouvement brownien standard Ws sont stationnaires,
on obtient pour tout s ∈ R :

(
BH
t −BH

s

)
t∈R

=
(∫

R

1
C(H)

(
(t− s− v)H−

1
2

+ − (−v)H−
1
2

+

)
dWv

)
t∈R

,Wv+s = Wv

=
(
BH
t−s

)
t∈R
.

(2.12)

Alors BH
t a ses incréments stationnaires.

Montrons que les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont hölder conti-
nues de paramètre α < H.
Pour la preuve, nous allons utiliser le théorème 2.1.7 et le corollaire 2.1.9 .

On a :
E
(
|BH

t −BH
s |2

)
= E

(
|
(
BH
t

)2
− 2BH

t B
H
s +

(
BH
s

)2
|
)
.
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En appliquant la linéarité de l’espérance et du corollaire précédent, on obtient :

E
(
|
(
BH
t

)2
− 2BH

t B
H
s +

(
BH
s

)2
|
)

= E
(
|BH

t |
)2
− 2E

(
|BH

t B
H
s |
)

+ E
(
|BH

s |
)2

= |t2H |+ |s2H | −
∣∣∣∣(t2H + s2H − |(t− s)|2H

)∣∣∣∣
= |t− s|2H .

(2.13)

Donc on a

E
(
|BH

t −BH
s |2

)
= |t− s|2H (2.14)
= |t− s|1+2H−1. (2.15)

On prend : γ = 2, c = 1 et ε = 2H − 1.

D’aprés le théorème de KOLMOGOROV, BH
t a une modification dont les trajectoires

sont hölder continues de paramètre α ∈ [0, ε2 [= [0, 2H−1
2 [= [0, H − 1

2 [ .
Alors les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont hölder continues
de paramètre α < H.

Montons que le mouvement brownien fractionnaire a une longue mémoire si H > 1
2 et

a une courte mémoire si H ≤ 1
2 .

Si H = 1
2 , on est dans le cas d’un mouvement brownien standard

on a
r(n) = E

(
Wn+1W1

)
− E

(
WnW1

)
= 1− 1 = 0

donc ∑∞n=1 r(n) <∞ (courte mémoire).

Si H 6= 1
2

r(n) = E
(
Wn+1W1

)
− E

(
WnW1

)
= 1

2{(n+ 1)2H + 1− |(n+ 1)− 1|2H} − 1
2{n

2H + 1− |n− 1|2H}

= 1
2{(n+ 1)2H + 1− n2H} − 1

2{n
2H + 1− (n− 1)2H}

= 1
2{(n+ 1)2H + 1− n2H − n2H − 1 + (n− 1)2H}

= 1
2{(n+ 1)2H − n2H + (n− 1)2H − n2H}

(2.16)
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donc on peut écrire :

r(n) = H
∫ 1

0

(
(n+ a)2H−1 − (n− a)2H−1

)
da = H(2H − 1)

∫ 1

0
da
∫ 1

−1
db(n+ ab)2H−2

d’où r(n) ≤ (n+ 1)2H−2 et r(n) > (n− 1)2H−2.
On conclut que r(n) ∼ n2H−2

donc ∑∞n=1 r(n) <∞ si H ≤ 1
2 et ∑∞n=1 r(n) =∞ si H > 1

2

2.2 Mouvement brownien Sous-fractionnaire

Soit SH =
{
SHt , t ∈ [0, T ]

}
un processus stochastique de paramètre de Hurst H ∈ [0, 1]

dans l’espace de probabilité standard (Ω,F ,P).

Définition 2.2.1. On appelle mouvement brownien sous-fractionnaire, un processus
gaussien centré noté SH où H ∈ [0, 1] de fonction de covariance définie par :

E
(
SHs S

H
t

)
= s2H + t2H − 1

2
[
(s+ t)2H + |s− t|2H

]
(2.17)

D’après la référence [1], l’existence de SHt peut être montré de la manière suivante :
en définissant SHt par :

SHt = 1√
2
(
BH
t +BH

−t

)
, t ≥ 0 (2.18)

où BH
t est un mouvement brownien fractionnaire.

En utilisant l’expression de la covariance de BH
t , on parvient à montrer la covariance de

SHt .
En effet :

Cov(SHt ;SHs ) = E(SHt SHs )− E(SHt )E(SHs )

= E(SHt SHs )

= E
[

1√
2

(
BH
t +BH

−t

)
× 1√

2

(
BH
s +BH

−s

)]
= 1

2E
[
BH
t B

H
s +BH

t B
H
−s +BH

−tB
H
s +BH

−tB
H
−s

]
= 1

2

[
E
(
BH
t B

H
s

)
+ E

(
BH
t B

H
−s

)
+ E

(
BH
−tB

H
s

)
+ E

(
BH
−tB

H
−s

)]
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or BH
t est un mouvement brownien fractionnaire de covariance définie par :

E
(
BH
t B

H
s

)
= 1

2
(
s2H + t2H − |s− t|2H

)
.

On obtient :

Cov
(
SHt ;SHs

)
= 1

4

(
s2H + t2H −|s− t|2H + (−s)2H + t2H −|− s− t|2H + (−t)2H + s2H −

|s− (−t)|2H + (−s)2H + (−t)2H − | − s+ t|2H
)

= 1
4

(
4s2H + 4t2H − 2|s− t|2H − 2|s+ t|2H

)
= s2H + t2H − 1

2

(
(s+ t)2H + |s− t|2H

)
d’où Cov

(
SHt ;SHs

)
= s2H + t2H − 1

2

[
(s+ t)2H + |s− t|2H

]
.

2.2.1 Représentation intégrale du mouvement brownien sous-
fractionnaire

La représentation intégrale du mouvement brownien sous-fractionnaire(mbsf)
est donnée par :

Sht = 1
C1(h)

∫
R

[(
(t− s)+

) (h−1)
2 +

(
(t+ s)−

) (h−1)
2 − 2

(
(−s)+

) (h−1)
2

]
dWs

avec Ws un mouvement brownien standard , h ∈ (0, 2) où h = 2H

et C1(h) =
[
2
(∫ +∞

0

(
(1 + s)

(h−1)
2 − s

(h−1)
2

)2
ds+ 1

h

)] 1
2

une constante positive

dépendant de h.

Sh peut être réécrit sous la forme suivante :

Sht = Bh
t + Yt avec Bh

t un mouvement brownien fractionnaire de paramètre de Hurst
h et Yt un processus définis par :

Bh
t = 1

C1(h)

[∫ 0

−∞

(
(t− s)

(h−1)
2 − (−s)

(h−1)
2
)
dWs +

∫ t

0
(t− s)

(h−1)
2 dWs

]
et

Y (t) = 1
C1(h)

[∫ −t
−∞

(
(−t− s)

(h−1)
2 − (−s)

(h−1)
2
)
dWs −

∫ 0

−t
(−s)

(h−1)
2 dWs

]
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2.2.2 Propriétés
Le mouvement brownien sous-fractionnaire a les propriétés analogues à celles du mou-

vement brownien fractionnaire (auto-similarité, long rang de dépendance, continuité de
hölder).

Pour h ∈ (0, 2), le mouvement brownien sous fractionnaire Sht , a les propriétés sui-
vantes :

Il est auto-similaire :
{Shat, t ≥ 0} = {ah2Sht , t ≥ 0},∀ a > 0, égalité en loi.

Sa trajectoire est continue et hölderienne d’ordre α ∈ [0, h2 ].

Sht a une version de continuité quelque soit h, et ∀ 0 ≤ ε ≤ h
2 et ∀ T > 0, il existe une

variable aléatoire Kε,T tel que :

|Sht − Shs | ≤ Kε,T |t− s|
h

2−ε ; s, t ∈ [0, T ]
si h 6= 1, il n’est ni Markovien ni une semi-martingale.

Remarque 2.2.2. Les incréments du fBm sont auto-similaires alors que ceux du mbsf ne
sont pas auto-similaires.
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Chapitre 3

Estimateur du maximum de
vraisemblance.

On présente dans ce chapitre, les EDO ensuite les EDS.
Nous présenterons une définition générale du théorème de Girsanov et quelques propriétés.
En section 3.2, sera présenté un exemple d’EDS qui fait l’objet de cette étude dans laquelle
nous étudierons l’existence et l’unicité de la solution. En section 3.3, sera présenté une
version du théorème de Girsanov pour les mouvements browniens sous-fractionnaires puis
on prouvera l’existence de l’estimateur du maximum de vraisemblance du paramètre θ
contenu dans (1). Enfin , nous présenterons deux autres formes alternatives de l’estimateur
du paramètre θ.

3.1 Équation différentielle ordinaire et Équations
différentielles Stochastiques

3.1.1 Équation différentielle ordinaire EDO
Définition 3.1.1. Une équation différentielle ordinaire, c’est une équation définie en
termes d’une variable t ∈ I , I intervalle réel, une fonction inconnue y : I 7−→ Rn et ses
dérivées par rapport à t. En formule :

F (t, y(t), y′(t), y′′(t), ...) = 0

Une fonction y qui vérifie F (t, y(t), y′(t), y′′(t), ...) = 0 s’appelle solution de l’EDO.
Une EDO est d’ordre k si elle contient les dérivées de y jusqu’à l’ordre k.
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3.1.2 Équation différentielle stochastique
Une equation différentielle stochastique(EDS) est une équation différentielle ordi-

naire(EDO) à laquelle on ajoute un bruit aléatoire.
Les équations différentielles (standard) gouvernent de nombreux phénomènes détermi-
nistes. Pour prendre en compte des phénomènes aléatoires, formellement on doit prendre
en compte des « différentielles stochastiques », ce qui transforme les équations différen-
tielles ordinaires en équations différentielles stochastiques (EDS).

Définition 3.1.2. On appelle équation différentielle stochastique (EDS) une équation
définie par :

dXt = a(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.

Ce qui, en terme d’intégrale s’écrit :

Xt = X0 +
∫ t

0
a(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs.

Avec
- a(s,Xs) est appelé drift ou dérive de l’EDS.
- σ(s,Xs) est appelé coefficient de diffusion de l’EDS.
- Ws est un mouvement brownien standard(ou bruit aléatoire).
Les solutions d’une EDS sont des processus stochastiques qui vérifient certaines hypo-

thèses. Il s’agit donc d’un processus qu’on note X = (X)t≥0.
On appelle solution de l’EDS la donnée de :

- un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P) satisfaisant les conditions habituelles ;
- un ((Ft)t≥0)-mouvement brownien W défini sur cet espace de probabilité ;
- un processus ((Ft)t≥0)-adapté continu X à valeur dans R tel que l’EDS soit vérifiée,

et lorsque de plus X0 = x ∈ R on dira que le processus X part de x.

3.1.3 Théorème de Girsanov
Commençons par une approche heuristique pour des variables aléatoires : la densité

gaussienne standard g(x) = 1√
2πe
−x

2
2 possède la propriété suivante

g(x− a) = 1√
2π
e
−(x−a)2

2

= 1√
2π
e
−1
2 (x2−2ax+a2)

= 1√
2π
e
−1
2 x2

eax−
a2
2 .

(3.1)
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Puisque g(x) = 1√
2πe
−x

2
2 donc g(x− a) = g(x)eax−a

2
2 pour tout a ∈ R qui se réécrit :

E[f(N + a)] =
∫
f(x+ a)g(x)dx

=
∫
f(x)g(x− a)dx

=
∫
f(x)eax−a

2
2 g(x)dx

= E
[
f(N)exp

(
aN − a2

2

)]
= Ea[f(N)].

(3.2)

Pour f mesurable bornée et N  N (0, 1) et en notant Ea pour l’espérance sous

dQa = exp
(
aN − a2

2

)
dP.

C’est cette observation, généralisée au mouvement brownien, qui constitue le théorème de
Girsanov . Ce théorème a ensuite été étendu à des martingales locales plus générales.

3.1.4 Logarithme stochastique
La propriété de martingale ou de mouvement brownien est liée à la probabilité utilisée :

si on change P en Q, une martingale X (pour P) n’a pas de raison de rester une martingale
ou un mouvement brownien pour Q. La réponse est donnée par le Théorème de Girsanov.
Pour éviter les confusions dans un tel contexte, on indique la probabilité par rapport à
laquelle une martingale ou un mouvement brownien est considérée (on écrira ainsi : soit
X une P-martingale ou un P-mouvement brownien et on notera EP pour une espérance
relative à P).
Dans la suite, on considère Q� P sur F∞. Bien sure, on a alors Q� P sur Ft pour tout
t ≥ 0 et on note Dt = dQ

dP|Ft la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport à P sur Ft.
Dans un contexte statistique, D s’appelle vraisemblance deQ par rapport à P. Le processus
D vérifie les propriétés suivantes.

Propriété 3.1.3. (Processus dérivée de Radon-Nikodym)
- D est une (Ft)t≥0-martingale uniformément intégrale.
- D admet une modification continue à droite limite à gauche ; pour cette version et

pour tout temps d’arrêt T , on a
Dt = dQ

dP|FT
- Si Q ∼ P sur F∞ alors ps pour tout t ≥ 0, Dt > 0.
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Proposition 3.1.4. (Logarithme stochastique) Soit D une martingale locale continue
strictement positive. Alors, il existe une unique martingale locale, à trajectoires continues,
L appelée logarithme stochastique de D, telle que

Dt = exp
(
Lt −

1
2 < L,L >t

)
= E(L)t. (3.3)

De plus, L est donnée par l’expression

Lt = lnD0 +
∫ t

0
D1
sdDs. (3.4)

Démonstration. Unicité : Soient L et L′ deux matingales locales continues.
Si Dt = exp

(
Lt − 1

2 < L,L >t

)
= exp

(
L
′
t − 1

2 < L
′
, L
′
>t

)
pour tout t ≥ 0 alors

Lt −
1
2 < L,L >t= L

′

t −
1
2 < L,L >t .

On obtient : Lt − L
′
t = 1

2 < L,L >t −1
2 < L,L >t .

Puisque L et L′ sont des martingales locales à variation finie
alors < L,L >t= 0 et < L

′
, L
′
>t= 0.

D’où
Lt = L

′

t.

Existence : Prenons L donné par (3.4).
Comme D est strictement positive et ln est de classe C2 sur R∗+, on applique la formule
d’Itô à lnD :
On a

lnDt = lnDo +
∫ t

0
(lnDs)

′
dDs + 1

2

∫ t

0
(lnDs)

′′
d < D,D >s

= lnD0 +
∫ t

0

1
Ds

dDs −
1
2

∫ t

0

1
D2
s

ds.

Or Lt = lnD0 +
∫ t

0

1
Ds

dDs et < L,L >t=
∫ t

0

1
D2
s

ds

alors

lnDt = Lt −
1
2 < L,L >t . (3.5)

D’où on obtient (3.3) en composant par exponentielle l’equation (3.5) .

Théorème 3.1.5. (Girsanov) Soit Q ∼ P sur F∞ et L le logarithme stochastique (supposé
à trajectoires continues) associé à la martingale Dt = dQ

dP|Ft .Si M est une (Ft,P)-martingale
locale continue, alors le processus M̃ = M− < M,L > est une (Ft,Q)-martingale locale
continue.
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Théorème 3.1.6. (Condition de Novikov) Soit L une martingale locale continue telle que
L0 = 0.
Considérons les conditions suivantes :

1. E[exp(1
2 < L,L >∞)] < +∞.

2. L est une martingale uniformément intégrable et E[exp(1
2L∞)] < +∞.

3. E(L) est une martingale uniformément intégrable, avec E(L) le Logarithme stochas-
tique.

Alors 1) =⇒ 2) =⇒ 3).

Démonstration. Référence [17]

Proposition 3.1.7. Si la condition suivante est satisfaite

E(E(L))∞ = 1

alors E(L) est une vraie martingale uniformément intégrable.

Démonstration. Référence [17]

Corollaire 3.1.8. (Cameron-Martin) Soient Wt un (Ft,P)-mouvement brownien
et f ∈ L2([0, T ]).
1.La variable aléatoire

DT = exp

(∫ T

0
f(s)dWs −

1
2

∫ T

0
f(s)2ds

)

est une densité de probabilité qui définie une probabilité Q (par dQ = DTdP).

2.Le processus
WQ
t = Wt −

∫ t∧T

0
f(s)ds

est un Q-mouvement brownien. Autrement dit, sous Q, le P-mouvement brownien W
s’écrit

Wt = WQ
t +

∫ t

0
f(s)ds.

Démonstration. Référence [17]
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Proposition 3.1.9. Soient T une date déterministe fixée et f ∈ L2
[0,T ](W ). On suppose

qu’il existe a > 0 et C ∈]0,+∞[ tel que pour tout t ∈ [0, T ] on ait

E[exp(af(t)2)] ≤ C < +∞,

alors E(E(L))∞ = 1.

Démonstration. Référence [17]

Considérons maintenant les noyaux nH et ψH suivants :

nH(t, s) =
√
π

2HΓ(H + 1
2)s

1
2−H

d

ds

(∫ t

s
(x2 − s2)H− 1

2dx
)

1(0,t)(s)

nH(t, s) =
√
π

2HΓ(H + 1
2)s

3
2−H

(x2 − s2)H− 1
2

t
+
∫ t

s

(x2 − s2)H− 1
2

x2 dx

 1(0,t)(s)

et

ψH(t, s) = sH−
1
2

Γ(3
2 −H)

[
tH−

3
2 (t2 − s2) 1

2−H − (H − 3
2)
∫ t

s
(x2 − s2) 1

2−HxH−
3
2dx

]
1(0,t)(s).

Le lemme suivant de Mendy [9] donne une estimation que nous utiliserons pour la
démonstration de l’existence de l’estimateur du maximum de vraisemblance.

Lemme 3.1.10. Soient H ∈ [0, 1] et T > 0.
(i) Pout tout H < 1

2 :

|ψH(t, s)| ≤ C(H)s2H−2, 0 ≤ s < t ≤ T.

(ii) Pour tout H > 1
2 :

|ψH(t, s)| ≤ C(H)sH− 3
2 (t− s) 1

2−H + C
′(H)sH− 3

2 , 0 ≤ s < t ≤ T

avec C(H) et C ′(H) sont deux constantes génériques positives dépendantes que de H.

Théorème 3.1.11. Le processus

Wt =
∫ t

0
ψH(t, s)dSHs (3.6)

est l’unique mouvement brownien tel que

SHt = c(H)
∫ t

0
nH(t, s)dWs,
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avec

c2(H) = Γ(1 + 2H) sin(πH)
π

.

Dans ce qui suit, nous noterons nH , l’opérateur sur L2([0, T ]) induit par le noyau nH
par :

nH(f)(t) =
∫ t

0
nH(t, s)f(s)ds,

et de même pour ψH .
Notons que l’opérateur ψH est bien l’inverse de l’opérateur nH .

3.2 Solution de L’EDS : Existence et unicité
Considérons maintenant l’équation différentielle stochastique (1) dirigée par le mouve-

ment brownien sous fractionnaire SHt de paramètre de Hurst H ∈ [0, 1] et θ une constante
paramétrique.

Définition 3.2.1. Une fonction γ : [0, T ]×Rm −→ Rd est dite à croissance linéaire (par
rapport à x uniformément en t), s’il existe une constante C > 0 telle que

sup
t∈[0,T ]

|γ(t, s)| ≤ C(1 + |x|).

On suppose que X0 = 0 et θ > 0.
L’équation (1) avait été considérée par Mendy [9] dans un contexte plus général avec
b(x) = b(s, x) avec s ∈ [0, T ].
Il a été prouvé dans Mendy [9] que si b satisfait la condition de croissance linéaire,
c’est-à-dire :

sup
s∈[0,T ]

sup
x∈R
|b(s, x)| ≤M(1 + |x|),

alors (1) admet une solution Xt qu’on utilisera dans la suite du document.

Remarque 3.2.2. Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la condition de
croissance linéaire prévient l’explosion de la solution de l’EDS.
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Lemme 3.2.3. Pour s, t ∈ [0, T ],

sup
s≤t
|Xs| ≤

[
Ct+ sup

s≤t
|SHs |

]
eKt.

Démonstration. Pour la preuve nous aurons besoin du lemme de Gronwall suivant :

Lemme 3.2.4. (Gronwall) Soient T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée sur
[0, T ].On suppose qu’il existe des constantes a ≥ 0 et b ≥ 0 telles que pour tout t ∈ [0, T ],
on a

g(t) = a+ b
∫ t

0
g(s)ds,

alors on a g(t) ≤ aebt pour tout t ∈ [0, T ].

Considérons l’équation différentielle stochastique (1) :

Xs = θ
∫ s

0
b(Xu)du+ SHs ,0 ≤ s < T

|Xs| = |θ
∫ s

0
b(Xu)du+ SHs |

|Xs| ≤ θ
∫ s

0
|b(Xu)|du+ |SHs | car θ > 0

|Xs| ≤ θ
∫ s

0
sup
u≤s
|b(Xu)|du+ |SHs |.

Comme b satisfait la condition de croissance linéaire :

sup
s∈[0,T ]

sup
x∈R
|b(s, x)| ≤M(1 + |x|)

ceci entraine
sup
s∈[0,T ]

|b(s, x)| ≤M(1 + |x|).

Ainsi on obtient :

|Xs| ≤ θM
∫ s

0
(1 + |Xu|)du+ |SHs |

|Xs| ≤ θM
∫ s

0
du+ |SHs |+ θM

∫ s

0
|Xu|du

|Xs| ≤ (θMs+ |SHs |) +
∫ s

0
θM |Xu|du.

D’après le lemme de Gronwall, on a :
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|Xs| ≤ (θMs+ |SHs |)eθMs.

En posant θM = C, on obtient

|Xs| ≤ (Cs+ |SHs |)eCs.

D’où on a
sup
s≤t
|Xs| ≤ (Ct+ sup

s≤t
|SHs |)eCt (3.7)

3.3 Estimation par Maximum de Vraisemblance
On donne un processus adapté à trajectoire intégrable u = {ut, t ∈ [0, T ]}.

Considérons la transformation suivante :

S̃Ht = SHt +
∫ t

0
usds. (3.8)

On a

S̃Ht = SHt +
∫ t

0
usds = c(H)

∫ t

0
nH(t, s)dWs +

∫ t

0
usds

= c(H)
∫ t

0
nH(t, s)dW̃s (3.9)

où

W̃t = Wt +
∫ t

0

[∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
uzdz

)
dr
]
ds

= Wt +
∫ t

0
vsds (3.10)

avec
vs =

∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
uzdz

)
dr. (3.11)

Par conséquent on peut déduire la version suivante du théorème de Girsanov pour le
mouvement brownien sous fractionnaire.

Théorème 3.3.1. Soient SHt un mouvement brownien sous fractionnaire
et u = {us, s ∈ [0, T ]} un processus adapté à la filtration générée par SHt .
Soient Wt le mouvement brownien standard construit à partir de SHt par (3.6) et vs définie
par (3.11).
Supposons que
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(i) vs ∈ L2(Ω× [0, T ]),
(ii) E(VT ) = 1
avec VT = exp(−

∫ T
0 vsdWr − 1

2
∫ T

0 v2
sdr).

Alors sous la nouvelle probabilité P̃ définie par :

dP̃
dP

= VT

le processus W̃ donné par (3.8) est un mouvement brownien standard et le processus S̃H
donné par (3.7) est aussi un mouvement brownien sous fractionnaire.
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Dans ce qui suit, nous allons maintenant construire l’estimateur du maximum de vrai-
semblance du parametre θ de (1) en utilisant le théorème de Girsanov.

Lemme 3.3.2. Soit W Pθ
t un Pθ−mouvement brownien défini par :

W Pθ
t = Wt +

∫ t

0
θQsds

avec Qs =
∫ s

0
ψH(s, r)

( ∫ r

0
b(Xu)du

)
dr et Wt un P0−mouvement brownien.

Alors l’estimateur du paramètre θ contenu dans l’EDS (1) est donné par :

θt = −

∫ t

0
QudWu∫ t

0
Q2
udu

.

Démonstration. Soient (Ω,F ,P0) l’espace de probabilité où Wt est défini et (Ω,F ,Pθ) le
nouveau espace de probabilité dans lequel sera défini le mouvement brownien W Pθ

t

ci-dessous.

On a :

Xt = θ
∫ t

0
b(Xs)ds+ SHt .

Adaptons la solution Xt à la construction de S̃H notée en (3.8) avec us = θb(Xs).
Donc on peut écrire :

Xt = c(H)
∫ t

0
nH(t, s)dWs +

∫ t

0
θb(Xs)ds car SHt = c(H)

∫ t

0
nH(t, s)dWs

ce qui entraine que :Xt = c(H)
∫ t

0
nH(t, s)dW Pθ

s

avec W Pθ
t = Wt +

∫ t

0

(∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
θb(Xz)dz

)
dr
)
ds

W Pθ
t = Wt +

∫ t

0
vsds

avec vs =
∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
θb(Xz)dz

)
dr = θ

∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
b(Xz)dz

)
dr.

Posons : Qs =
∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
b(Xz)dz

)
dr

on obtient donc vs = θQs.
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Montrons que vs ∈ L2
(
Ω× [0, T ]

)
.

Pour cela, il suffit de montrer que
∫ t

0
|vs|2ds <∞.

On a vs = θQs alors : ∫ t

0
|vs|2ds = θ2

∫ t

0
|Qs|2ds. (3.12)

Donc à partir de l’équation (3.12), si on montre que Qs ∈ L2(Ω × [0, T ]) alors on peut
conclure que vs ∈ L2(Ω× [0, T ]).
Pour H < 1

2 :
on a
Qt =

∫ t

0

(
ψH(t, r)

∫ r

0
b(Xs)ds

)
dr

|Qt| ≤
∫ t

0

(
|ψH(t, r)|

∫ r

0
|b(Xs)|ds

)
dr.

Comme b est à croissance linéaire alors |b(Xs)| ≤M(1 + |Xs|).
Ainsi on obtient :

|Qt| ≤
∫ t

0
(|ψH(t, r)|(M

∫ r

0
(1 + |Xs|)ds)dr

≤
∫ t

0
(|ψH(t, r)|(M

∫ r

0
(1 + sup

s≤t
|Xs|)ds)dr

≤ M
∫ t

0
|ψH(t, r)|((1 + sup

s≤t
|Xs|)

∫ r

0
ds)dr

≤ M
∫ t

0
|ψH(t, r)|(1 + sup

s≤t
|Xs|)rdr.

(3.13)

D’après le Lemme 2.1, si H < 1
2 alors on a l’estimation suivante du noyau ψH(t, s) :

|ψH(t, s)| ≤ C(H)s2H−2 =⇒ |ψH(t, r)| ≤ C(H)r2H−2
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|Qt| ≤ M
∫ t

0
C(H)r2H−2 × r × (1 + sup

s≤t
|Xs|)dr

≤ M(1 + sup
s≤t
|Xs|)C(H)

∫ t

0
r2H−1dr

≤ MC(H)(1 + sup
s≤t
|Xs|)×

t2H

2H

≤ MC(H)× t2H

2H (1 + sup
s≤t
|Xs|)

≤ C(H,T )(1 + sup
s≤T
|Xs|)

(3.14)

où C(H,T ) = MC(H)T 2H

2H avec T = t.
On obtient :

|Qs|2 ≤ C2(H, s)(1 + sup
u≤s
|Xu|)2

≤ M2C2(H)
4H2 s4H(1 + sup

u≤s
|Xu|)2

∫ t

0
|Qs|2ds ≤

∫ t

0

M2C2(H)
4H2 s4H(1 + sup

u≤s
|Xu|)2ds

≤ M2C2(H)
4H2 (1 + sup

u≤s
|Xu|)2

∫ t

0
s4Hds

≤ M2C2(H)
4H2

(
1 + sup

u≤s
|Xu|

)2
t4H+1

(4H + 1) < +∞.

(3.15)

Donc
∫ t

0 |Qs|2ds <∞ =⇒ Qs ∈ L2(Ω× [0, T ]).

Ainsi
∫ t

0 |vs|2ds < +∞ d’où pour H < 1
2 , vs ∈ L

2(Ω× [0, T ]).
Pour H > 1

2 :
à partir de ce qui précède, on avait l’inégalité suivante :

|Qt| ≤M
∫ t

0
|ψH(t, r)|(1 + sup

s≤t
|Xs|)rdr.

D’après le Lemme 2.1, si H > 1
2 , on a une estimation du noyau ψH(t, s) donnée par :

|ψH(t, s)| ≤ C(H)sH− 3
2 (t− s) 1

2−H + C
′(H)sH− 3

2
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ce qui entraine que

|ψH(t, r)| ≤ C(H)rH− 3
2 (t− r) 1

2−H + C
′(H)rH− 3

2 .

On a

|Qt| ≤ M
(

1 + sup
s≤t
|Xs|

) ∫ t

0

[
C(H)rH− 3

2 (t− r) 1
2−H + C

′(H)rH− 3
2

]
× rdr

≤ M
(

1 + sup
s≤t
|Xs|

)[ ∫ t

0
C(H)rH− 1

2 (t− r) 1
2−Hdr +

∫ t

0
C
′(H)rH− 1

2dr
]
.

(3.16)

Poson : A =
[ ∫ t

0
C(H)rH− 1

2 (t− r) 1
2−Hdr +

∫ t

0
C
′(H)rH− 1

2dr
]
.

Déterminons
∫ t

0
rH−

1
2 (t− r) 1

2−Hdr.
On a :∫ t

0
rH−

1
2 (t− r) 1

2−Hdr =
∫ t

0
rH−

1
2 t

1
2−H

(
1− r

t

) 1
2−H

dr.

On effectue le changement de variable suivant :

u = r
t

=⇒ r = tu et dr = tdu

si r −→ 0 alors u −→ 0 , si r −→ t alors u −→ 1.

Ainsi, on obtient :

∫ t

0
rH−

1
2 (t− r) 1

2−Hdr =
∫ 1

0
(tu)H−

1
2 t

1
2−H (1− u)

1
2−H tdu (3.17)

=
∫ 1

0
tH−

1
2 × t

1
2−H × t× uH−

1
2 (1− u)

1
2−H du

= t
∫ 1

0
uH−

1
2 (1− u)

1
2−H du

= t
∫ 1

0
uH+ 1

2−1 (1− u)
3
2−H−1 du

= tβ(H + 1
2 ,

3
2 −H).

Alors
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A = tβ(H + 1
2 ,

3
2 −H)C(H) + C

′(H)
∫ t

0
rH−

1
2dr (3.18)

= β(H + 1
2 ,

3
2 −H)C(H)t+ 2C ′(H)

(1 + 2H)t
H+ 1

2 .

Le premier terme de A peut être majoré par β(H + 1
2 ,

3
2 −H)C(H)t2H car t < t2H .

Le deuxième terme de A peut être majoré par 2C′ (H)
(1+2H)t

2H car tH+ 1
2 < t2H .

Donc

A ≤ β(H + 1
2 ,

3
2 −H)C(H)t2H + 2C ′(H)

(1 + 2H)t
2H (3.19)

≤ 1
(1 + 2H)

[
(1 + 2H)β(H + 1

2 ,
3
2 −H)C(H) + 2C ′(H)

]
t2H

.

On aura :

|Qt| ≤M(1 + sups≤t |Xs|)× 1
(1+2H)

[
(1 + 2H)β(H + 1

2 ,
3
2 −H)C(H) + 2C ′(H)

]
t2H

=⇒ |Qt| ≤ C(H,T )(1 + sups≤t |Xs|)

où C(H,T ) = M
(1+2H)

[
(1 + 2H)β(H + 1

2 ,
3
2 −H)C(H) + 2C ′(H)

]
T 2H avec T = t.

On a :∫ t

0
|Qs|2ds ≤

∫ t

0
C2(H, s)(1 + sup

s≤t
|Xs|)2ds (3.20)

≤ M2

(1 + 2H)2

[
(1 + 2H)β(H + 1

2 ,
3
2 −H)C(H) + 2C ′(H)

]2
(1 + sup

s≤t
|Xs|)2

∫ t

0
s4Hds.︸ ︷︷ ︸

V (t)

Alors

V (t) = M2

(1+4H)(1+2H)2

[
(1 + 2H)β(H + 1

2 ,
3
2 −H)C(H) + 2C ′(H)

]2
(1+sups≤t |Xs|)2t1+4H

d’où V (t) < +∞.

Ainsi
∫ t

0 |Qs|2ds < +∞ =⇒ Qs ∈ L2(Ω× [0, T ]).
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Donc vs ∈ L2(Ω× [0, T ]) pour H > 1
2 .

Nous avons montré que pour tout H ∈ (0, 1), vs ∈ L2(Ω× [0, T ]).

Maintenant nous allons montrer que :

E(Vt) = 1

avec
Vt = exp

(
−
∫ t

0
vsdWs −

1
2

∫ t

0
v2
sds

)
.

Pour cela, il suffit de montrer qu’il existe une constante positive a > 0 telle que

sup
0≤u≤t

E[exp(aQ2
u)] < +∞.

En effet :

Qu ≤ C(H, u)(1 + sup
s≤u
|Xs|)

Q2
u ≤ C2(H, u)(1 + sup

s≤u
|Xs|)2.

(3.21)

Or d’après le Lemme 3.2.3

sup
s≤u
|Xs| ≤ (Cu+ sup

s≤u
|SHs |)eKu

Q2
u ≤ C2(H, u)(1 + (Cu+ sup

s≤u
|SHs |)eKu)2

≤ C2(H, u)(1 + CueKu + eKu sup
s≤u
|SHs |)2.

(3.22)

Pour H < 1
2 , C(H,T ) = MC(H)T 2H

2H .
Donc on obtient :

Q2
u ≤

M2C2(H)u4H

4H2 (1 + CueKu + eKu sup
s≤u
|SHs |)2

4H2

M2C2(H)Q
2
u ≤ u4H

(
1 + CueKu + eKu sup

s≤u
|SHs |

)2

.
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Posons a = 4H2

M2C2(H) > 0.

on a alors :

aQ2
u ≤ u4H(1 + CueKu + eKu sups≤u |SHs |)2

eaQ
2
u ≤ eu

4H(1+CueKu+eKu sups≤u |SHs |)2

E(eaQ2
u) ≤ eu

4HE(1+CueKu+eKu sups≤u |SHs |)2

≤ eu
4H(1+CueKu+eKuE(sups≤u |SHs |))2

.

(3.23)

Comme SHt est un processus gaussien centré donc E(sup
s≤u
|SHs |) = 0.

E(eaQ2
u) ≤ eu

4H(1+CueKu)2 =⇒ sup0≤u≤t E(eaQ2
u) ≤ sup0≤u≤t

(
eu

4H(1+CueKu)2
)
.

Or Sup0≤u≤t
(
eu

4H(1+CueKu)2
)
< +∞.

Ainsi pour H < 1
2 , supu≤t E(eaQ2

u) < +∞.

Pour H > 1
2 , C(H,T ) = M

(1+2H)

[
(1 + 2H)β(H + 1

2 ,
3
2 −H)C(H) + 2C ′(H)

]
t2H .

Par analogie de ce qui précède, on a :

E(eaQ2
u) ≤ eu

4H(1+CueKu)2 avec a = (1+2H)2

M2[(1+2H)β(H+ 1
2 ,

3
2−H)C(H)+2C′ (H)]2 > 0

donc sup0≤u≤t E(eaQ2
u) ≤ sup0≤u≤t

(
eu

4H(1+CueKu)2
)
< +∞.

Ainsi pour H > 1
2 , sup0≤u≤t E(eaQ2

u) < +∞.

D’où sup0≤u≤t E(eaQ2
u) <∞ ∀H ∈ [0, 1], donc E(Vt) = 1 .

Ainsi vs ∈ L2(Ω× [0, T ]) et E(Vt) = 1 donc d’après le théorème de Girsanov :

Fθ = dPθ
dP0

= exp
(
−
∫ t

0
vsdWs −

1
2

∫ t

0
v2
sds

)
appelée vraisemblance en statistique.
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Notons θ̂ l’estimateur de θ.

On a : θ̂ = supθ Fθ.
On avait : Qs =

∫ s

0

(
ψH(s, r)

∫ r

0
b(Xz)dz

)
dr =⇒ Qu =

∫ u

0

(
ψH(u, r)

∫ r

0
b(Xs)ds

)
dr

Fθ = exp
(
−θ

∫ t

0
QudWu −

1
2θ

2
∫ t

0
Q2
udu

)
car vs = θQs.

Utilisons la log-vraisemblance en posant :

f(θ) = logFθ

f(θ) = −θ
∫ t

0
QudWu −

1
2θ

2
∫ t

0
Q2
udu

f
′(θ) = −

∫ t

0
QudWu − θ

∫ t

0
Q2
udu

f
′′(θ) = −

∫ t

0
Q2
udu.

Puisse que
∫ t

0
Q2
udu > 0 alors f ′′(θ) < 0, d’où f est concave.

Le maximum est atteint au point θ̂ tel que f ′(θ̂) = 0.

f
′(θ̂) = 0 =⇒ −

∫ t
0 QudWu − θ̂

∫ t
0 Q

2
udu = 0

donc θ̂ = −
∫ t

0 QudWu∫ t
0 Q

2
udu

.

D’où un estimateur de θ est donné par

θt = θ̂ = −
∫ t

0 QudWu∫ t
0 Q

2
udu

.

3.4 Forme Alternative de l’Estimateur
Considérons l’équation différentielle stochastique (1) :

Xt = θ
∫ t

0
b(Xs)ds+ SHt .

Par intégration du noyau ψH(t, s) pour s ∈ [0, t], on obtient :
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∫ t

0
ψH(t, s)dXs =

∫ t

0
ψH(t, s)d

(
θ
∫ s

0
b(Xu)du

)
+
∫ t

0
ψH(t, s)dSHs

∫ t

0
ψH(t, s)dXs = θ

∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds+Wt (3.24)

car Wt =
∫ t

0
ψH(t, s)dSHs .

Par analogie à la transformation de S̃H en (3.8), et à partir de l’EDS (1), on peut
écrire

Xt = C(H)
∫ t

0
nH(t, s)dW̃s (3.25)

avec

W̃t = Wt +
∫ t

0

( ∫ s

0
ψH(s, r)

( ∫ r

0
θb(Xu)du

)
dr
)
ds. (3.26)

A partir de (3.23), et par analogie au théorème 3.1.11 on a

W̃t =
∫ t

0
ψH(t, s)dXs.

Donc de l’équation (3.22), on obtient

W̃t = θ
∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds+Wt. (3.27)

En remplaçant W̃t de (3.24) dans (3.25) on obtient l’égalité :

Wt +
∫ t

0

( ∫ s

0
ψH(s, r)

( ∫ r

0
θb(Xu)du

)
dr
)
ds = θ

∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds+Wt

=⇒
∫ t

0

( ∫ s

0
ψH(s, r)

( ∫ r

0
b(Xu)du

)
dr
)
ds =

∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds.

la fonction t 7−→
∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds est absolument continue car étant définie comme

une intégrale de Lebesgue.
Donc à partir de l’implication précédente :( ∫ s

0
ψH(s, r)

( ∫ r

0
b(Xu)du

)
dr
)

= d

dt

[∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds

]
.

Posons :
Qt = d

dt

[∫ t

0
ψH(t, s)b(Xs)ds

]
.
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A partir de (3.20), on obtient :

W̃t = Wt + θ
∫ t

0
Qsds.

Sous les conditions du Théorème 3.3.1 de Girsanov avec vs = θQs, l’estimateur est
donné par supθ Fθ, où

Fθ = dPθ
dP0

= exp
(
−
∫ t

0
θQsdWs −

1
2θ

2
∫ t

0
Q2
sds

)
.

Comme W̃s = Ws + θ
∫ s

0 Qudu =⇒ dWs = dW̃s − θQsds.

Donc Fθ = exp
(
−
∫ t

0
θQsd

(
W̃s − θQsds

)
− 1

2θ
2
∫ t

0
Q2
sds

)
=⇒ Fθ = exp

(
−θ

∫ t

0
QsdW̃s + θ2

∫ t

0
Q2
sds−

1
2θ

2
∫ t

0
Q2
sds

)
=⇒ Fθ = exp

(
−θ

∫ t

0
QsdW̃s + 1

2θ
2
∫ t

0
Q2
sds

)
.

Utilisons la Log-vraisemblance pour déterminer l’estimateur.

on a :

θ̂t = supθ log(Fθ)

or log(Fθ) = −θ
∫ t

0
QsdW̃s + 1

2θ
2
∫ t

0
Q2
sds

posons f(θ) = log(Fθ) =⇒ f(θ) = −θ
∫ t

0
QsdW̃s + 1

2θ
2
∫ t

0
Q2
sds

f
′(θ) = −

∫ t

0
QsdW̃s + θ

∫ t

0
Q2
sds

f
′′(θ) =

∫ t

0
Q2
sds.

Puisse que
∫ t

0
Q2
sds > 0 alors f ′′(θ) > 0, d’où f est convexe .

L’estimateur de θt, noté θ̂ est obtenu tel que f ′(θ̂) = 0 :

−
∫ t

0
QsdW̃s + θ̂

∫ t

0
Q2
sds = 0.
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D’où

θt = θ̂ =

∫ t

0
QsdW̃s∫ t

0
Q2
sds

.

La dernière formule montre explicitement que l’estimateur de θt est observable s’il est
possible d’observer la trajectoire de la solution Xt.

Maintenant nous allons dériver la forme de l’estimateur du maximum de vraisemblance
en utilisant une martingale fondamentale sous-fractionnaire.

Soit dH défini par :

dH = 2H− 1
2

C(H)Γ(3
2 −H)

√
π
.

Le processus défini par
MH

t = dH

∫ t

0
s

1
2−HdWs

avec Ws un mouvement brownien standard est appelé martingale fondamentale sous-
fractionnaire.

Comme :
Wt =

∫ t

0
ψH(t, s)dSHs

=⇒ dWt = ψH(t, s)dSHs

donc

MH
t = dH

∫ t

0
s

1
2−HψH(t, s)dSHs . (3.28)

En posant kH(t, s) = dHs
1
2−HψH(t, s),

on obtient :

MH
t =

∫ t

0
kH(t, s)dSHs .

Considérons ωH(t) une fonction définie par

ωH(t) =< MH >t

où < MH >t est appelé crochet de MH
t .
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MH
t peut être définie comme une intégrale de Winner par rapport au mouvement

brownien Ws.
Par définition du crochet, on a :

ωH(t) =
∫ t

0

(
dHs

1
2−H

)2
ds

= d2
H

∫ t

0
s1−2Hds

= d2
H

[ 1
2− 2Hs2−2H

]2

0

= d2
H

2− 2H t2−2H .

(3.29)

On obtient : ωH(t) = λHt
2−2H où λH = d2

H

2−2H .

La filtration générée par MH
t coïncide avec celle générée par SH .

Considérons toujours l’équation différentielle stochastique (1).
Par intégration du noyau kH(t, s) pour s ∈ [0, t], on obtient :∫ t

0
kH(t, s)dXs =

∫ t

0
kH(t, s)d

(
θ
∫ s

0
b(Xu)du

)
+
∫ t

0
kH(t, s)dSHs

=⇒
∫ t

0
kH(t, s)dXs = θ

∫ t

0
kH(t, s)b(Xs)ds+MH

t car MH
t =

∫ t

0
kH(t, s)dSHs .

En posant :
Zt =

∫ t

0
kH(t, s)dXs

on obtient :

Zt = θ
∫ t

0
kH(t, s)b(Xs)ds+MH

t . (3.30)

A partir de l’expression Zt =
∫ t

0
kH(t, s)dXs, par analogie au théorème 3.1.11, on peut

écrire :
Xt = C(H)

∫ t
0 k
−1
H (t, s)dZs.

Puisse que k−1
H (t, s) = 1

dH
sH−

1
2ψ−1

H (t, s), et comme l’inverse du noyau ψH(t, s) est le
noyau nH(t, s), alors

k−1
H (t, s) = 1

dH
sH−

1
2nH(t, s).
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D’où

Xt = C(H)
∫ t

0

1
dH

sH−
1
2nH(t, s)dZs

=
∫ t

0
KH(t, s)dZs (3.31)

avec KH(t, s) = C(H)
dH

sH−
1
2nH(t, s).

Par analogie aux équations (3.23) et (3.24) à la page 51, on peut écrire à partir de
Xt =

∫ t
0 KH(t, s)dZs, l’équation suivante :

Zt = MH
t +

∫ t

0

( ∫ s

0
dHr

1
2 +HψH(s, r)

( ∫ r

0
θb(Xu)du

)
dr
)
ds

Zt = MH
t +

∫ t

0

( ∫ s

0
kH(s, r)

( ∫ r

0
θb(Xu)du

)
dr
)
ds (3.32)

En comparant les equations 3.30 et 3.22, on obtient :

∫ t

0

( ∫ s

0
kH(s, r)

( ∫ r

0
b(Xu)du

)
dr
)
ds =

∫ t

0
kH(t, s)b(Xs)ds.

En dérivant l’égalité précédente par rapport à ωH(t) on obtient :∫ s

0

(
kH(s, r)

( ∫ r

0
b(Xu)du

)
dr
)
ds = d

dωH(t)

∫ t

0
kH(t, s)b(Xs)ds.

Posons :

Rt = d

dωH(t)

∫ t

0
kH(t, s)b(Xs)ds. (3.33)

Les exemples de chemins du processus {Xt, t ≤ 0} sont suffisamment lisses pour que le
processus représenté par Rt soit bien défini lorsque la dérivée est comprise dans le sens
d’une continuité absolue par rapport à la mesure générée par ωH .
A partir de l’équation (3.32), on obtient :

Zt = θ
∫ t

0
RsdωH(s) +MH

t . (3.34)

Ainsi on peut poser :
vs = θRs

on a :
vs = θ

d

dωH(t)

∫ t

0
kH(t, s)b(Xs)ds.

Sous les conditions du théorème de Girsanov :
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i vs ∈ L2(Ω× [0, T ])
ii E(Vt) = 1

Avec
Vt = exp

(
− θ

∫ t

0
RsdMs −

1
2θ

2
∫ t

0
R2
sdωH(s)

)
.

D’après le théorème de Girsanov l’estimateur du parametre θ est donné par SupθFθ avec :

Fθ = exp
(
− θ

∫ t

0
RsdMs −

1
2θ

2
∫ t

0
R2
sdωH(s)

)
.

Utilisons la log-vraisemblance pour déterminer le SupθFθ.
Posons :f(θ) = LogFθ.

f(θ) = −θ
∫ t

0
RsdMs −

1
2θ

2
∫ t

0
R2
sdωH(s)

f
′(θ) = −

∫ t

0
RsdMs − θ

∫ t

0
R2
sdωH(s)

f
′′(θ) = −

∫ t

0
R2
sdωH(s) < 0.

Comme f ′′ < 0 alors la fonction f est concave, d’où le maximum de f est atteint au
point θ̂ tel que f ′(θ̂) = 0.

On a f ′(θ̂) = 0 =⇒ −
∫ t

0
RsdMs − θ̂

∫ t

0
R2
sdωH(s) = 0

θ̂ = −

∫ t

0
RsdMs∫ t

0 R
2
sdωH(s)

.

D’où l’estimateur est donné par

θt = −

∫ t

0
RsdMs∫ t

0
R2
sdωH(s)

. (3.35)

Remarque 3.4.1. Si θ0 est le vrai paramètre, on peut montrer que :

dPTθ
dPTθ0

= exp

[(
θ0 − θ

) ∫ T

0
RsdMs −

1
2
(
θ0 − θ

)2 ∫ T

0
R2
sdwH(s)

]
.

Par conséquent :

θ̂T − θ =

∫ T

0
RsdMs∫ T

0
R2
sdwH(s)

.
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Pour montrer que θ̂T est fortement consistent, il faut montrer que limT→+∞ θ̂T − θ = 0.
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Conclusion générale et perspectives

En conclusion de ce travail, nous pouvons noter que l’étude des mouvements browniens
sous-fractionnaires à travers leurs propriétés trajectorielles et l’utilisation des martingales
fondamentales sous-fractionnaires ont conduit à plusieurs résultats dans l’estimation para-
métrique des équations différentielles stochastiques dirigées par les mouvements browniens
sous-fractionnaires .
Pour cela, il est utile de se pencher sur d’autres méthodes d’estimations telles que la mé-
thode de l’estimateur bayésien et celle de l’estimateur de la distance minimale.
Dans le futur, nous pouvons aborder le problème de l’évaluation de la qualité des diffé-
rentes estimateurs et de pouvoir faire une comparaison entre eux.
Naturellement, on voudra qu’un estimateur possède quelques unes(à défaut de toutes)des
qualités suivantes :

• La convergence ou la consistance.
• L’absence de biais.
• La précision.
• Le risque faible.
• La Préférence.
• L’admissibilité.
• Le comportement asymptotique.
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