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INTRODUCTION

L’homogénéisation désigne la procédure qui consiste a déterminer la modélisation d’un
milieu finement hétérogéne. Son champ d’application est trés vaste. Nous pouvons citer,
entre autre, la mécanique (I’étude des matériaux visqueux, mécanique de la rupture), les
mathématiques (propriétés d’optimisation des formes, développements asymptotique par
la méthode des échelles multiples ...).

La théorie des grandes déviations quant a elle cherche a décrire des événements
exceptionnels (rares) ne suivant pas la loi des grands nombres.

Notre objectif principal c’est de combiner les effets de I’homogénéisation et du principe
des grandes déviations dans le cas des équations différentielles stochastiques avec sauts
de Poisson.

Cette approche de combinaison d’effets a débuté pour la premiére fois avec les travaux
de P.Baldi (mathématicien italien) en 1991, mais en considérant uniquement ’équation
différentielle stochastique (EDS) dans R?, d > 1 suivante :

dX, = q(e)o (p)((;)) AW,

ot W; est un mouvement brownien standard, g (¢),p () > 0 et lim ——= =
e—0¢2 (g)
Ensuite Freidlin et Sowers, en 1999, ont élargi ’étude en considérant 'EDS

4X, = (%BO T Bl) (?) dt + 2o (?) AW,

A notre niveau, nous considérons une famille de variables aléatoires { X, ’5’6} solution de
'équation différentielle stochastique (EDS)

t Xz,a,é t Xac,a,é t Xx,e,é
th"s’é—x:\/g/a< 55 )dWs+§/b( 85 )ds+/c( 5(5 )ds%—Lf’(S (0.1)
0 0 0

oue,d >0, {W,:t >0} est un mouvement Brownien standard et L% = {L° : ¢ > 0}
un processus de Poisson avec un compensateur continu, indépendant de W, tous définis




dans le méme espace de probabilité (Q, F,P,F) ou F = {F; : t > 0} est la P-complétée
de la filtration F. Plus précisément, nous supposons que L&° est de la forme :

t Xx,a,é .
L3 = / / k 5(; LY (ENE (dsdy) — v (dy)) ds, t>0 (0.2)
0 Jrd

ou k est une fonction mesurable et N la mesure de comptage aléatoire de type Poisson
sur R? de mesure de Lévy (ou intensité) v. Les coefficients b, ¢, o sont soumis a des
conditions appropriées.

Nous analysons le probléme dans le cas ot ’homogénéisation I’emporte sur le principe
des grandes déviations. Dans ce cas, nous établissons un principe des grandes déviations
avec les coefficients homogénéisés.

Notre approche repose sur ce lien. Nous commencerons par donner quelques définitions
et résultats sur les généralités des processus stochastiques a temps continu. Ensuite dans
le second chapitre, notre démarche consistera a donner des outils de ’homogénéisation et
du principe des grandes déviations nécessaires au chapitre suivant.

Le chapitre trois sera consacré a ’établissement du principe des grandes déviations (PGD)
dans le cas ot le paramétre d’homogénéisation ¢ tend plus vite vers zéro que le paramétre
de viscosité €.



CHAPITRE 1 =——

(GENERALITES SUR LES PROCESSUS
STOCHASTIQUES A TEMPS CONTINU

1.1 Définitions

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et (F;),., une famille croissante de
sous-tribus de F.

1.)

2.)

3.)

4.)

5.)

On dit que (Xt)tzo est adapté a (‘Ft>t20 si X, est Fi-mesurable pour tout ¢ > 0.

On appelle filtration sur (£2, F) toute famille croissante (F;),., de sous-tribus
FoC Fi C---Fr. -

A chaque processus (X;),q, on peut associer une filtration :
Vi>0,F=0(X,:0<p<t). Cette suite (F;),-, est appelée filtration
naturelle de (X;),., si elle est la plus petite filtration formée de tribus complétes
a laquelle (X;),», est adapte.

Une fonction f : [0,7] — R? est dite cadlag (respectivement caglad) si elle est
continue & droite (respectivement gauche) avec une limite a gauche (respectivement
a droite).

Un processus (Xt>t20 est prévisible si X est Fo-mesurable, et que pour tout t > 1,
X; est F;_j-mesurable.

Un processus X = (X, t > 0) est dit a variation bornée sur [0, ] si :
supz | Xy, — Xy <R
ti i

Le sup étant pris sur les subdivisions 0 <ty < --- <t; <t <t.



6.) Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (Xy, ¢ > 0) est
n

une variable aléatoire gaussienne, c’est a dire Vn, Vt;, 1 < i < n,Va; g a; Xy, est
i=1
une variable aléatoire réelle gaussienne.

Nous énoncons ce théoréme suivant.

Théoréme 1.1 ((Inégalité de Jensen)).

Soit f une fonction convexe définie sur un intervalle I C R contenant toutes les valeurs
possibles d’une variable aléatoire X a valeurs dans R. Alors si X et f (X)) sont intégrables,
on a :

FIEMX)] <E[f(X)].

1.2 Martingales

Définition 1.1. Soit (Q2, F,IP) un espace probabilisé et (F),~, une filtration de cet espace.
Une famille adaptée (M,),-, de variables aléatoires intégrables
(c’est & dire E (|My]) < 400, Vt) est :

. Une sous-martingale si, pour tout s <t, E(M,/F) > My p.s.

. Une sur-martingale si, pour tout s <t, E(M;/F;) < Ms p.s.

. Une martingale si, s <t, E(M;/Fs) = My p.s.

Remarque 1.1. On déduit que :
. Si (My),~, est une sous-martingale et une sur-martingale, alors (M), est une
martingale. -
. 81 (My)~, est une martingale, alors E (M) = E (M), Vt.

Proposition 1.1. (Inégalité de Doob)
Soit X = (Xt)t20 une sous-martingale positive continue a droite, telle que, pour tout
t>0, X; € LP (p€]0,+00]), alors, pour tout intervalle I de Ry, on a :

[['sup Xillp < gsup [| Xl

11
ou — +— =1.
p q

Preuve : (Voir DEA de Djibril Ndiaye [(]).

1.3 Le mouvement Brownien

Soit (£, B) un espace mesurable ou F est un espace métrique séparable et complet et
B sa tribu borélienne.



Définition 1.2. Un mouvement Brownien est un processus stochastique Xy, t > 0, véri-
fiant :

- XtO :O

- pourtous 0 =tg < t; <ty <---<t, (neN"), lesvariables X;, —X;,_, (1 <k <n)
sont indépendantes.

-s510 < s < t, Xy — X est normalement distribuée avec E(X; — X5) = 0 et
E[(X:—X)]=(t—s).

Propriété 1.1. Soit X = (X;),~, un mouvement Brownien & valeurs dans RY, issu de
2€r0 1.€ -

Xo =0 p.s alors, pour tout x € R?, X! =2+ Xy, t >0 est un mouvement Brownien
1ssu de x.

Plus généralement, si H est une variable aléatoire de loi 1 sur R?, indépendante du
processus X = (Xi),~,, alors XtH = H + X;, t > 0 est un mouvement Brownien de loi
initiale . N

Propriété 1.2. Soit X = (th,Xf, e ,Xtd) t > 0 issu de zéro, alors X est un mou-

vement Brownien si et seulement si : pour tout i € {1,2,--- ,d}, XZ est un mouvement

Brownien issu de zéro et les processus (th sont indépendants.

)iz0

Définition 1.3. On dit qu’un processus continu X = (X;),~, @ valeurs dans RY est un
Fi-mouvement Brownien s’il est (F;) adapté et si pour tous 0 < s <t < oo et pour tout
ueRY,

Jul?

E [exp{i(u, X; — Xs)}/Fs| = exp{—(t — s) |T}
Donnons maintenant ces deux propositions suivantes.

Proposition 1.2 :
Soit X = (X}, X7,---,X]),
pour tous 0 < s <ton a:

-E[(X; - X)) /F] =0 psie{l,2,--- ,d}.

ol d(;5) est la formule de Kronecker donnée par :

5 1 osioi=yg
i:3) 0 sinon

Preuve : (Voir DEA de Djibril Ndiaye [0])

oo U Fi-mouvement Brownien a valeurs dans R?. Alors,

Proposition 1.2. Soit X = (X,),., un processus continu, & valeurs dans R? jssu de
zéro. Alors X est un F,-mouvement Brownien si et seulement si, pour tout A € RY, le

1
processus My = exp{(\, X;) — §\|)\H2t} (t > 0) est une (F)-martingale.

10



Démonstration. Supposons que X est un mouvement Brownien.
2

Alors E{exp (A, Xy — X))/ Fs)} = exp{—% (t—s)}.

Done Eexp (A X)) /F exp (=3, X))} = exp (%t) exp (—%)

Ce qui donne E{exp [((\, X,)) /F.] exp <%2t) = exp ((\, X)) exp (—%:).
Ainsi on a E{exp K<A, X,) — %275) /};]} = exp <</\,Xs> - %25)

C’est a dire que E (M}'/F,) = M.
Donc le processus M;' est une F;-martingale.
En faisant le calcul inverse, on vérifie aisément que X est un F;-mouvement Brownien. [

1.4 Processus de Lévy

Le mouvement Brownien peut étre vu comme le modéle le plus élémentaire pour
décrire un phénomeéne aléatoire dont la valeur varie de facon continue.
Cependant, lorsqu’on décrit des phénoménes physiques ou dans le domaine de la finance
et des assurances ..., les processus observés peuvent présenter des discontinuités dont
la localisation et I’amplitude sont aléatoires. Modéliser de tels phénoménes nécessite la
présence d’un processus de sauts. Les processus de Lévy constituent des processus a sauts
qui généralisent ceux de Poisson.

1.4.1 Processus de Poisson

Définition 1.4. Soit (T),), une suite strictement croissante de variables aléatoires réelles
avec Ty = 0. Le processus de comptage Ny associé¢ a (T,),-, est défini par :

Ne = Z L, <y = Z nlr, <i<7,.1}
n>1 n>1

1. Les trajectoires de N sont constantes par morceauz dont les sauts ne prennent que
la valeur 1.

2. ¥Vt >0, Ny suit une loi de Poisson de paramétre At.

Définition 1.5. Un processus de comptage Ny adapté est appelé processus de Poisson si :
. No=0 p.s
. Ny est a accrotssements indépendants.
. N; est a accroissements stationnaires.

1.4.2 Mesure aléatoire de Poisson

Soit (S,.A) un espace mesurable et (2, F,P) un espace probabilisé.

Définition 1.6. Soit ;1 une mesure o-finie sur (S, A). Une mesure aléatoire de Poisson
N sur (S, A) est une collection de variables aléatoires (N (B), B € A) telle que :

11



1. Pour tout B € A tel que ;1 (B) < 0o, N (B) suit une loi de Poisson de paramétre
p(B).

2. Si Ay, .-+ Ay, sont des ensembles disjoints de A, les variables aléatoires N (Ay), -+, N (An)
sont indépendantes.

3. Pour tout w € Q , lUapplication A — N (A,w) est une mesure de comptage sur
(5, A).

Définition 1.7. On dit qu’un ensemble A est borné inférieurement si 0 ¢ A.
Pour un ensemble A borné inférieurement, N = (N;),~, une mesure aléatoire de

Poisson d’intensité dt @ du, avec p(A) = E([0,1],A), la mesure aléatoire de Poisson
compensée N est définie par

N (t,A) = N (t, A) — tu (A).

1.4.3 Lois de probabilité indéfiniment divisibles

La notion de processus de Lévy est étroitement liée a la notion de variable aléatoire
de la loi indéfiniment divisible.

Définition 1.8. On dit que la variable X est de loi indéfiniment divisible si pour tout
n € N*, il existe n wvariables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (iid)

(Xk)k=1,---,n telles que X ait la méme loi que ZXk‘
k=1
Sa fonction caractéristique ®x (u) de X vérifie alors :

Ox (u) = (Px, ()"

1.4.4 Processus de Lévy

Définition 1.9. Soit (Q,]—"7 (}-t)tzo ,IP’) un espace de probabilité filtré.
Un processus Fi-adapté (X;),so C R? avec Xo =0 P — p.s est appelé un processus de
Levy s’il vérifie les propriétés suivantes :
1. Accroissements indépendants : pour chaque subdivision de temps tg
ti,- -+ ,t, les variables aléatoires Xy, Xo, — Xiy, -+, X¢,, — Xt,,_, sont indépendantes.

2. Accroissements stationnaires : la loi de X,y — Xy ne dépend pas de t.

3. La continuité en probabilité : ¥V € > 0, }llin%IP (| Xion — Xy| =€) =0.
ﬁ

Théoréme 1.2. Formule de Lévy-Khintchine pour les processus de Lévy.
Soit X un processus de Lévy. Alors il existe b € R?, une matrice A € R¥™? et une mesure
de Lévy u tels que Yu € ]Rd, Yt >0

E [¢/“*] = exp {t (z (b, u) — % (u, Au) +/R (e — 1 — i (u, 2) Lqjj<1y) (dy))] .

N\ {0}

12



1.5 Intégrale stochastique de Lévy et semi-martingale

Définition 1.10. On appelle intégrale stochastique de Lévy un processus (Yy),q tel que
vt >0 -

Yt:Yo—l—/otgo(s)dWS—Ir/Ot¢(s)ds+/0t/RH(s,a:)N(dsda:)+/0t/RK(s,x)N(dsdx)

ot

1. Yy est Fo-mesurable,

¢
2. est un processus adapté tel que Vt > 0, / ©? (s)ds < +o0 p.s,

0

t

3. ¢ est un processus adapté tel que ¥Vt > 0, / }qb (s) }ds < +00 p.s,

0

t
4. H est un processus prévisible tel que YVt > 0 / / |H (s,z) |N (dsdz) < +o00  p.s,
0o Jr

¢
5. K est un processus prévisible tel que Vt > 0 / / K?(s,x)v(dz)ds < +00 p.s.
o Jr

Définition 1.11. On appelle semi-martingale un processus (Y;),5 (Ft),»o-adapté cadlag
qui admet
la décomposition ¥Vt >0, Y; =Yy + M, + A; ou

- (M), est une martingale locale cadlag nulle en 0,

- (A est un processus ¢ variation finie (c’est o dire s’écrivant comme différence
t)t>0
de deuz fonctions croissantes) cadlag nul en 0.

1.5.1 Formule d’It6

Soit une d-dimensionnelle semi-martingale Y; = (Ytl, e ,Ytd) définie par :

t t
Y =Yy + M} + Al +/ / fi (s,2,-) N (dsdz) +/ / gi (s,2,+) N (dsdz) (1.1)
0o JE 0o JE

t=1,---dou
- M, est une (F;)-martingale localement continue de carrée intégrable, et My = 0.

- Ay est un (F;)-adapté dont presque toutes ses fonctions d’échantillonnage sont a
variation bornée a chaque intervalle fini, et Ay = 0.

t
- g est (F;)-prévisible et pour tout ¢ > 0, / / llg (s,2,)||p(dz) ds < +00 a.s.
0 JE

t
- f est (F;)-prévisible et pour tout ¢ > 0, / / If (5, 2,-) |1 (dz) ds < +o0 a.s.
0o JE

13



Théoréme 1.3. Formule d’Ito
Soit F une fonction de classe C* sur R? et Y, une d-dimensionnelle semi-martingale.
Alors le processus F (Yy) est une (F;)-semi-martingale et on a :

F(Y,) - F(Yy) = Z/ 63:1 L) dM! + Z/ axz L) dA
_Z/ 81‘8% JAM', M),

¥ / [P (e g(5,2,9) = P OGN (ded
// (Yo + f(5,2,)) — F (Yo )] N (dzds)

AL

1.6 Changement de mesures

(Y- + f(s,2,7) — Zfzsz F( Yo) | p(dz)ds

Si @) est une mesure de probabilité sur (€2, 7, P) muni d’une filtration (F;), (satisfaisant
les hypothéses habituelles), on note @, la restriction de @ a F;. On rappelle que si Q

d
est absolument continue par rapport a P (Q << IP) alors la famille (T%) est une PP-
t

martingale. Soit e* une martingale exponentielle. Comme Ep [eX’f] = 1, on peut définir
une mesure de probabilité @, sur (2, F;) par

d;Qt eXt

dP,
pour tout ¢ > 0. On fixe T > 0.

Théoréme 1.4. Girsanov
Soit X un processus de Lévy tel que e est une martingale, i.e Xest de la forme :

Xt:/otb(s)ds+/ dW+//Hsz (dsdz) + //Ksz (dsdz)

avec

b(t) = —%02 (t) — /E (eH(t’Z) —1-H(t,2))p(dz) — /E (eK(t’Z) —1)p(dz) P-—ps.

Nous supposons qu’il existe une C > 0 tel que pour tout t > 0 et tout z € F
1K (¢ 2) || < C.
Pour L € H* (T, i) nous définissons

M, = / / (s,2z) N (dsdz) .
£0



Posons
U(t,z) = (" = 1) Lyppeny + (" = 1) Lz

T
/ / (eH(s’Z) — 1)2 p(dz)ds < 4o0.
0 J{llzlI<1}

Finalement, nous posons

et supposons que

¢ t
Bt:Wt—/ o(s)ds et Nt:Mt—// L(s,z2)U (s,z)pu(dz)ds, 0<t<T.
0 #0

Soit QQ une nouvelle mesure de probabilité sur (Q, Fr) donnée par :

dQ .
FrAm

Alors sous QQ, By est un mouvement Brownien et N; est une QQ-martingale.

1.7 Equations différentielles stochastiques

1.7.1 Existence et I'unicité

Soit (€2, F, F;,P) un espace probabilisé équipé d’une filtration (F;),., satisfaisant les
hypothéses usuelles. Soit B = (B;,t > 0) un mouvement Brownien standard d-dimensionnel
et une mesure aléatoire de Poisson N sur R, x (R?\ {0}). On suppose que B et N sont

indépendants et tous deux sont (F;),-adaptés. On note v l'intensité de N et N la mesure
de Poisson compensée associée. On cherche a résoudre 'EDS

t
Xt:X0+/b(X)ds+/ s) B +// Xs-,2) N (ds,dz)
0 [|z]|<1

//|>1 Xs-,2) N (ds,dz)

ot les coefficients b : R — RY, ¢ : R? — R4 F G : R? x R? — R sont supposés
mesurables. La condition initiale X, est une variable aléatoire Fy-mesurable finie presque
stirement.

(1.2)

Définition 1.12. Une solution de (1.2) est un processus stochastique cadlag & valeurs
dans R, adapté et presque sirement solution de (1.2). On dira que la solution de (1.2)
est unique si, pour toutes solutions X' et X%, on a : P (th =X,V t> O) =1.

Donnons les hypothéses suivantes sur les coefficients :

. Condition de Lipschitz (CL). Il existe une constante KX > 0 telle que pour tout
/ d

x,x € R :

16 (x) = b (@) |I* + o () — o (a) ||2+/ |1F (2,2) = F (2, 2) [PV (dz) < K|z — /||,

llzll<1

15



. Condition de croissance (CC). Il existe une constante M > 0 telle que pour tout
reRe:

16 (x) [1* + ||0(fff)||2+/ 1 (2, 2) [P (dz) < M (1+[]2]]*).

llz[l<1

Théoréme 1.5. Voir Applebaum [1]
Sous les hypotheses (CL) et (CC), il existe une unique solution a I’EDS (1.2).

1.7.2 Propriété de Markov

Théoréme 1.6. Voir Applebaum [1]
La solution de (1.2) est un processus de Markov homogéne.

16



CHAPITRE 2

HOMOGENEISATION ET PRINCIPE DES
(GRANDES DEVIATIONS

2.1 Homogénéisation

L’objectif principal de la théorie de 'homogénéisation est de remplacer dans la mesure
du possible, un milieu décrit de facon microscopique par une approximation a 1’échelle
macroscopique. Ceci a bien stir une grande importance car plusieurs milieux ne sont
connus que par leurs propriétés microscopiques (par exemple les sous-sols).

Les débuts de I’homogénéisation stochastique remontent aux travaux de Fréidlin.
Sa méthode repose sur ’'étude de la convergence en loi des processus de diffusion
sous-jacents a l'aide de la théorie ergodique et du théoréme centrale limite pour les
martingales.

2.1.1 Préliminaire

. 1
Définissons tout d’abord, Xf’(SE = 5 —X , un revétement du processus X“(SE a

(3e/vE)"e
valeurs dans le tore T¢

t t t
X _522/ U(Xg,ag)dWSJr/ b(Xjﬁ‘SE)dSvL%/ c(X%)ds+ L%, (2.1)
0 0 0

[

ou

est un mouvement Brownien

(i
W= Wi rvey

: 6\
LE‘SS = —/ / XE‘S (N(‘SE/E) (dsdy) — (;) ) v(dy)ds, t>0.
Rd
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de

Remarquons que le générateur infinitésimal du processus X, est 'opérateur

1< 0?2 d 5. &
R s () ——— b ( =3 g T 2.2
Les. 21-]2:1&’] (z) 8.0z, +; éh:z + - ;c &El S (2.2)

Lorsque ¢ tend vers zéro il tend vers £ donné par

d 0 0
- 2.
z:: ) 5a axﬁzb’(f’”) oz;’ (23)

2.1.2 Mesure invariante

Définition 2.1. Soit S = {0,1,...} un ensemble d’indices et j = (p;,i € S) un ensemble
de nombres strictement positifs. Considérons enfin un processus X (.) = (Xi; () 4,7 € 5)
a valeurs réelles définies sur )0, 400].

On dit que p est une mesure invariante pour X i ZMz‘Xij (1) = pj.

%

Lemme 2.1. Pour tout € > 0, le processus de diffusion {)_(5’55,15 > 0} a valeurs dans le
tore T¢, de générateur infinitésimal L. 5., posséde une unique mesure invariante fles. qui
converge vers [y lorsque € — 0.

Pour la preuve de ce lemme (2.1) (voir Djibril Ndiaye [6]) elle s’appuie entre autre sur
la proposition suivante :

Proposition 2.1. [] existe une constante ¢ > 0 telle que
1 d
— < pes. () <¢, zeTe>0.
c

Proposition 2.2. (Voir Pardouzx et Veretennikov [5])
Pour tout € > 0, la mesure pi.s. de {X7 .t > 0} a une densité p.s. () telle que p.;. €
H! (']I'd). En outre, p.s. — p dans L? (']I'd) quand ¢ — 0.

La preuve de cette proposition s’appuie entre autre sur la proposition suivante appelée
I'inégalité de Nash.

Proposition 2.3. (Inégalité de Nash).
Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ¢ € H* (Td), St = ¢ — ¢ (z)dx
Td

alors
o 2+4

H¢’ ’LQ(’H‘d> < C‘ ‘¢| ’L2<’]I‘d) ‘ ‘V¢‘ ‘EQ(Tdde) :

On déduit tmmédiatement de l'inégalité de Nash, puisque pes. est une densité de proba-
bilité et que ||¢||L1(Td) < 2||¢||L1<Td), le résultat suivant,

Corollaire 2.1. (Pardouz et Veretennikov [5])
1l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout € >0, 6. >0

||p£ 55||2 < C||vp€ 55||L2(Td Rd)
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2.1.3 Trou spectral

Proposition 2.4. [l existe une constante p > 0 telle que pour tout € > 0, si f €
L? (T% pe.) et satisfait la condition / f(x) pes. (dx) =0, on a
Td

o4
Peuve :

On démontre ce résultat en utilisant I'inégalité de Poincaré, et la proposition (2.1). Alors,
on a:

e Pt

Td she, 65)

L2(T e s, ) ‘

Corollaire 2.2. [] existe C' > 0 tel que si f € L™ (']I'd) et que la condition
/ f(x)pes. (x)dr =0, t>0 est satisfaite, alors
Td

B (1 (54) 155 | 2 Mlimguge

2.1.4 Théoréme ergodique

Ici nous désignons par {X“% ¢ > 0} solution de PEDS (0.1), nous avons la propo-
sition suivante :

Proposition 2.5. Soit f € L™ (']I'd). Alors pour tout t > 0, on a

/t f <X§’€’5E> ds — t f(@)p(z)dx
0 0. Td

en probabilité, quand e tend vers zéro.

Démonstration.

Posons f.s. (v) = f (z) / f (%) pes. (x) dz, alors

C S RIC Ry

t X e Oc
/ fes. ( 55 ) = ( ) ds —t (%) pes. (x) da.
€ 0
D’autre part on sait que / T) pes. (x)dr — / f (z)p(z) dx quand ¢ tend vers zéro.
Td
Il reste qu’a montrer que / ( ) ds — 0.

1 X&Usé 5\ 2 (\/5/65) ~
A —Xe’és—X“s ", / ds = [ = / s (X
et e [ () () [ 0
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Il résulte de la propriété de Markov de X% et du corollaire (2.2) :

68 ? (ﬁ/SE)Qt r v Eso i 68 ! (\E/ég)Qt 7 Y E,0 "z €0
Ei(@@)é k@“’>“> =2(02) B[ B (60 [ s (555 e
4 (Ve e
2(%) E/o /0 feo. (X5%) fe. (X5°) drdu

<2(22) 1foslPu / / =P =) gl
\/g ‘ L (Td) 0 0

Mais
(ﬁ/éE)Qt r (\/5/65)2t r
/ / e U= drdy :/ {/ ep(’"“)du] dr
0 0 0 0
(vero:)'t
0
2 2
VE
=p % |-1+p <§> t 4 e (F) t] .
Donc

£ [((‘}) / W () du” <2 fos e (22)

2
~1+p (‘f) t + e P(VE/5) t]

Attt [ (5) 5] ¢ ()
&,8¢ |1 oo (Td)P /e P /e NG .

5.\ 5\ 2 5\ )
Or — (ﬁ) +p (ﬁ) + (7%) e P(VEI)t quand £ — 0.
D’ou

t X250
/ fg,ge ( 5 ) ds — 0.
0 O

2.1.5 Equation de Poisson

Soit f € L™ (']I‘d) et vérifiant :
F@)p(@)ds =0 (2.4)
T
On cherche f solution de I'équation de Poisson sur T? associée a Popérateur £ (la limite
de celui défini en 3.9) R
Lf(x)+f(x)=0 zecT? (2.5)

Cette solution n’est unique qu’a une constante additive prés. Fixons cette constante en
cherchant une solution f telle que

y f (x) po (dz) = 0 (2.6)
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Théoréme 2.1. Soit f € L™ (T?) qui vérifie (2.4). Alors Uéquation (2.5) admet une

unique solution f e Ww2n (']Td) pour tout n > 1, qui vérifie (2.6). Cette solulion est
donnée par la formule probabiliste :

f(z) = /0 TEef <X§’5s> dt. (2.7)

Preuve : (voir DEA Djibril Ndiaye [0])

2.2 Principe des grandes déviations (PGD)

La théorie des grandes déviations s’intéresse a 'étude des événements rares, c’est a
dire les événements dont la probabilité de se réaliser est petite.
Commencons cette présentation par un exemple simple.
Considérons une suite (X;,7 =1,--- ,n) de variables aléatoires indépendantes et

_ 1<
identiquement distribuées de loi normale centrées réduites. Notons X,, = — g X; la
n
i=1

moyenne des X; La loi des grands nombres nous apprend que presque sirement, X,
converge vers 0. Par conséquent on a pour tout a > 0

lim P (]X,|>a)=0.

n—+00

L’événement {|X,| > a} est un événement atypique, on force notre processus a excéder
sa moyenne. La théorie des grandes déviations cherche a quantifier plus précisément la
probabilité de ce type d’événement. On peut remarquer que dans notre exemple X, suit

alors une loi normale centrée et de variance —. Par conséquent on a ,
n

P(|Xn|2a):1—19’(|/\/(0,%)|<a)
=1-P(N(0,1)] < avn)

2 “+oo .ZUQ
= — exp | —— | dz.
V2w /aﬁ P < 2 )

On peut encadrer 'intégrale précédente par

1 V2 a’n V2 [t x? V2 a’n
1—— exp| ——— | < —= exp | —— | dzr < exp | ———
a’*n ) wa\/n 2 T Javn 2 Tay/n 2

pour finalement obtenir que

1 ; -
Jim —logP (| X, > a) = -5,

ou bien encore que

a*n

P (|X,| > a) ~ exp (—7) a linfini.
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La probabilité pour que le processus X,, réalise un événement atypique comme excéder

a’n

sa moyenne est donc approximativement de exp —7> Nous avons donc réussi avec

cet exemple simple & quantifier la probabilité d’un événement rare, ici qu’une moyenne
de gaussiennes centrées dépasse 0. On dira que n est la vitesse de la déviation et que la
2

a
fonction a — 5 est la fonction de taux de la déviation.

Soit E/ un espace polonais métrique muni de sa tribu Borélienne Bg.

Définition 2.2. (Fonction de tauz) :

Une fonction I : E— [0, +00] est une fonction de tauz si elle est semi-continue
inférieurement, c¢’est a dire si les ensembles de niveaur {x € E : I () < a,« > 0} sont
fermés. On dira que I est une bonne fonction de taux si ces ensembles de niveaux sont
compacts.

Définition 2.3. (Principe des grandes déviations)
La famille {p. 5.} de probabilités sur (E,Bg) satisfait un principe des grandes déviations
avec pour fonction de tauz I si pour tout I' C Bg, on a :
—inf I () <liminfelog pu. 5. (I') < limsupelog p.s. (I') < —inf I (z).
vel e—0 e—0 zel

L’énoncé d’un principe des grandes déviations peut s’exprimer de maniére équivalente
comme suit :

Définition 2.4. La famille {j. 5.} de probabilités sur (E,Bg) satisfait un principe des
grandes déviations avec pour fonction de tauz I si
(1) pour tout ouvert O de Bg

L .
liminfelog e 5. (O) 2 — inf I (2)

(2) pour tout fermé F de Bp
limsupelog pes. (F) < —inf I (x).

e—0 TCF
Remarque 2.1. Il existe une version affaiblie du principe des grandes déviations. On
dira que la famille {p.s.} de probabilité sur (E,Bg) satisfait un principe des grandes
déviations restreint avec pour fonction de taux I, si la borne supérieure est seulement
valable pour des ensembles compacts.

Donnons maintenant le théoréme de Cramér.
On note (.,.) le produit scalaire sur R?. Pour X une variable aléatoire a valeurs dans R,
on note
A (0) = logE [exp ({6, X))]
la log-Laplace de la loi de X et

A" (z) = sup{(0,z) — A (0)}

fcRd

avec x € R, la transformée de Legendre de A.

On suppose que la log-Laplace de la loi de X soit définie sur R? en entier. Notons D, le
domaine de définition de cette derniére.
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Théoréme 2.2. (Théoréme de Cramér sur R?)
Soit (X;,1=1,--+ ,n) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées a valeurs dans R%. Si on suppose que Dy = R? alors

(1) pour tout fermé F C RY,

1 _
lim —logP (X, € F) < —inf A* ()

n—+00 N z€F
et
(2) pour tout ouvert O C R?,

lim 1 loglP (X, € O) > — inf A* ().

n—+oo N €0
La fonctionnelle A* est un élément central de la théorie des grandes dévialions.
Proposition 2.6. La fonction A* est converxe et semi-continue inférieurement.

Démonstration.
A est semi-continue inférieurement en tant que suprémum de fonctions linéaires.
Par ailleurs, soient u € [0,1] et z,y € R

A" (uz + (1 —u)y) = iﬁE{A (uz + (1 —u)y) = A(N)}

_ ilég{u Az —AN) + (1 —u) Ay —AN)}

< uh® () + (1 —u) A" (y).

2.2.1 Principe contraction

Ce principe permet de transférer un principe des grandes déviations connu pour une
famille de probabilité {1 5.} & une nouvelle famille {y. 5. o f~'} si f est continue dans la
topologie ou se réalise le principe des grandes déviations.

Théoréme 2.3. Soient E et E des espaces métriques séparables et f EF— E' une
application continue. Considérons la fonction de taur I de E a valeurs dans [0, +00],
définissons alors Uapplication J par

J(y)=inf{l (z),z€E,f(x)=y} yekE.

Alors, J est une bonne fonction de taux sur E'.

Si de plus, {ues.} satisfait un principe des grandes déviations sur E avec I pour fonction
de tauz alors la famille {u.5. o f~} satisfait un principe des grandes déviations sur E
avec pour fonction de taux J.

Remarque 2.2. Rappelons que la famille de mesure de probabilité { . s of '} est comme
suit :
pour tout A € By

pies. © fTH(A) = pes. (f7(A))
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Donnons la démonstration du théoréme (2.3)

Démonstration. Tout d’abord observons que J est une application positive et semi-
continue inférieurement. Montrons que J est une bonne fonction de taux. Soit a > 0,
alors

{J<ay={yeE, J(y) <a}={f(z),z€EI(zx)<a}

Puisque f est continue, ensemble f~' ({y/}) est un fermé. De plus, I étant une bonne de
taux, nous avons

J(y) = L (@) =1 (x0) o€ f ({y}).

En outre, notons que {f (z),z € E,I(z)} = f ({I < «a}). I étant une bonne fonction de
taux, I’ensemble {I < a} est un compact de E. La continuité de f nous assure alors que
I'ensemble {J < a} est également compact.

Enfin, montrons que (,u&(;g of _1) satisfait un principe des grandes déviations avec J pour
fonction de taux. Pour cela, observons que fi. 5. o ' (A) = pes. (f7' (A)). En utilisant

la continuité de f, si A est un fermé (respectivement un ouvert) de E alors f~! (A) est
un fermé (respectivement un ouvert) de E. En conclusion J (A) = I (f~'(4)). O

2.2.2 Théoréme de Gartner-Ellis

Rappelons que Cramér est le premier a utiliser cette approche pour établir le principe
des grandes déviations pour une famille de variables aléatoires indépendantes. Ensuite
ce résultat a été confirmé par Gartner-Ellis dans RY, puis généralisé par Baldi dans les
espaces plus généraux (voir Dembo et al.[13] ou Stroock et al.|25]).

Soit T > 0 et € R%, on pose

1
97, (0) = clogE [exp (5(0, X;’E"SE))] , £€>0,0cR? (2.8)

Théoréme 2.4. Théoréme de(Gartner-Ellis)

Supposons T > 0 et x € R? soient fizés.

Soit {XP*% e > 0,t € [0,T]} une famille de variables aléatoires o valeurs dans R?,
wssue de x. Supposons de plus :

. la fonction gr,, ci-dessous, soit bien définie de R? & valeurs dans R?
— 1i €
gre (0) = lim g7, ()

. le vecteur nul de R soit dans Uintérieur de {0 € R : g7, (0) < oo}

. Uensemble A := {0 € R : |gr, (0) | < o0}, de frontiere OA, soit d’intérieur A non
vide, que Vgr, (0) soit défini pour tout 0 € A et que limsup ||Vgr. (6) || = +oc.
904

6cA

Alors la famille {X7% e > 0,t € [0,T]} satisfait un principe des grandes déviations
avec une fonction taux définie par :

Ira(z) = sup{(0,2) — g0 ()}, 2 € R
fcRd
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CHAPITRE 3

PRINCIPE DES GRANDES DEVIATIONS
POUR LES EDS AVEC SAUTS ET
HOMOGENEISATION PLUS RAPIDE QUE LA
VISCOSITE

Introduction

Dans cette partie, nous considérons une famille { X}’ ’5’55} solution de EDS avec sauts
(0.1). Nous prouvons que lorsque ’homogénéisation ’emporte sur la viscosité, la famille
satisfait un PGD. Pour cela nous utiliserons le calcul des moments logarithmiques de
Xf’e’(sg, la formule d’Ito et celle de Girsanov. Nous ferons des estimations pour trouver la
limite de g7, de la fonction définie dans le théoréme de Gartner-Ellis. Et nous utiliserons
aussi la transformée de Frenchel-Legendre pour trouver la bonne fonction de taux, ce qui
nous permettra de dire que X% un PGD.

3.1 Hypothéses et définitions

Nous rappelons sans perte de généralité § := J. et supposons que

H.1 lim % = 0.

e—0 £
Notons 'espérance sous la probabilité P par E, et 'opérateur gradient par V. Nous
définissons également par (.,.) le produit scalaire Euclidien standard sur R%, et ||.|| sa
norme associée. Soit C (Rd,Rd) espace des fonctions continues de R? a valeurs dans
R? qui sont périodiques de période 1 dans chaque coordonnée de l'argument, et soit
||'||C(Rd,Rd) sa norme associ¢e. Nous désignons par T? le tore d-dimensionnel de taille 1,
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et par ||‘||C(’]I‘d,Rd) la norme sup sur C' (’]I‘d, Rd), I’espace des fonctions continues sur T¢ &

valeurs dans R<.
Les champs de vecteurs {o; : 1 < i < d} dans (1) sont C (R?,R?) et satisfont la condition

d
Kk = inf [Z<6‘,Ui ()2 :z e RLO R 0] = 1] > 0. (3.1)

=1

Supposons également que les coefficients b , ¢ dans (1) sont C' (Rd, Rd).

Pour ce qui est de la partie de Poisson, nous considérons une mesure aléatoire de Poisson
-1 . e

N (.,.) sur [0,T] x R? définie dans I’espace de probabilité (€2, F,P), avec une mesure

de Lévy e 'v de telle sorte que la condition d’intégrabilité suivante soit satisfaite :
[ allP) vy < +oc (32)
RN\ {0}
Le compensateur de eN® ' est donc la mesure déterministe eN®  (dtdy) = dtv (dy) .

Dans notre travail, nous nous intéressons aux Points processus de Poisson de classe (QL),
a savoir un Point processus dont la mesure de comptage a un compensateur continu(voir,
Ikeda et Watanabe, 1981). Plus précisément, a la lumiére du théoréme de représentation
des Points processus de Poisson (Ikeda et Watanabe, 1981, chap. II, Théo.7.4), nous
exigeons que L% soit un processus de saut pur de la forme suivante :

t
L5 = / / " (5_ y) (5) (N (dsdty) = v () ds), 120
0 Jraoy \0e

ou k est C (]Rd X ]Rd,]Rd) par rapport & la premiére variable, intégrable par rapport a
dtdy, de sorte que la mesure de comptage de L%, notée Nj-.s. (dtdy) prend la forme
suivante :

Niese ((0,8] x A) == /Ot /Rd 14 (k: ((5—y) (s)) eNT ' (dsdy) = Liageoecays (3:3)

0<S<t

et son compensateur est donc

Wi Gtdy) = & (10 ) (OB Ny ()] =k (7

£

3/) (s) v (dy)dt et donc continu,

i.e L5% a une statistique continue.

Les processus de Markov X% que nous considérons engendrent une diffusion avec sauts.
Par la suite, nous décrivons leur générateur infinitésimal sur 'espace des fonctions deux
fois contintiment différentiables & support compact par :

s =53 (£) 200 2500 (£) 20 S () 2l
€,0¢ 2 by 1) 83318.93] 58 — v 5 a$l - i 83%
1 d P
2L b)) oo ) 2] o




Dont nous avons un générateur diffusion donné par la relation

gi: < )g?faxj+5%ib’<e> oz, +2dzcl(€> aaf;z) (3:5)

=1 =1

ol la matrice a = (a;;) peut étre écrite comme suit a = oo™ avec * désigne I'opérateur
transposé.
et un générateur de sauts donné par la relation

é/R gb(:c—i—ek(%,y))—gb(x)—egki(%,y)&g—?lu(dy), rER! (3.6)

que nous n’utiliserons pas dans la suite de notre travail.
Donnons I’hypothése suivante :

(il existe une constante C; telle que pour tout ¢ :=o;,b,¢, 1<i<d et k:

DI (=) = @i+ [ 1k (+0) =k @l @) < Clle' =all, v o'z e R

il existe une constante (5 telle que pour tout (¢ :=o0;,b,¢, 1<i1<d,et k:

i) NC@IF+ [ k) Py (da) < Ca (14 [lelf) . xR

\

Par exigence, il existe une £-diffusion avec sauts sur R? et par hypothése de périodicité
sur les coefficients, un tel processus induit un processus X% qui a a la fois une compo-
sante diffusion et une composante saut sur le tore T%, de plus la £-diffusion composante
du processus est ergodique. Nous désignons par m son unique mesure invariante. Pour
que ledit processus de générateur L. 5. ait une limite quand € — 0, nous avons fortement
besoin de la condition suivante :

H.3 (condition de centrage) / b(z)m (dx) = 0.

Td

: Sed 5
Si nous posons X, = —X7=% , alors nous avons
! 6 (5:/vR)*

t t t
_ _ _ _ 5. _ .
X%~ 52 — / o (X5%) dW, + / b(X5%)ds+ = / c(X%)ds+ L%, (3.7)
€ 0 0 0
ol
est un mouvement Brownien

(0 E
Wi = 5. W(ae/\/)

2
L€5 _ _/ / Xs_ Y (]\/(65/{-:)2 (dsdy) — (%) )V(dy) ds, t>0.
Rd

.6 e X
Le processus {X;* : t > 0} est considéré comme un processus a valeurs dans le tore
d-dimensionnel T
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Son générateur de diffusion est :

d d

- 1 0? ) 0 0
ede = 5 ij \T) 7= — b; = i ; T? .
L.s. 5 Z-]Zla j(2) R + Zl (x) o + . izlc (x) o T € (3.8)
Lorsque € tend vers zéro il tend vers £ donné par
d d
1 0? 0
- = i bl 5 39
Désignons par b= <l;1, 132, e ,l;d>* I'unique solution de I’équation de Poisson Lb+b=0
(voir, Pardoux et Veretennikov; 2001) définie par :
b (z) = / E{b (X)}dt,  i:=1,---d (3.10)
0

Nous supposons que cette solution satisfait be O™ (']I‘d).
Enfin, considérons les coefficients homogénéisés suivants :

coz/w (1+9) (@) m (dr): Eozco—Adko(y)y(dy)
aoz/Td <I+V5>a<[+vg> (x)m (dx); ko(y):/w <I+V(S>k(m,y)m(dw)

3.2 Apercu du principe des grandes déviations

Posons J (6) := %(9,a09> + (co, 0) +/ / (e — 1) m (dz) v (dy) .
Rd JTd

Par hypothése sur a, la matrice ag est strictement définie positive. Puis, en posant ag*
sa matrice inverse, nous définissons la norme

0[], = (0,a50) pour tout 6 € R%.
Ensuite, nous introduisons
Qao = {w €R?:w = apu pour tout u € R} + S,

ou S, indique le support de v. Désignons par con (Q,,.) le plus petit cone convexe qui
contient (), , puis posons

Too = {Co} + con (Qugw) - (3.11)

Soit 77 (A) I'intérieur relatif d’un ensemble A. A la lumiére du lemme de caractérisation
(voir, Ikeda et Watanabe, 1981, Lemme 10.2.3) du domaine effectif de

J(0) = Qligﬂgd {(9,9/> - j(@l)}, nous avons
11 (Tyy ) = 11 (domJT (0)).
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Par les exigences (3.1) et (3.2), il est bien connu que T,,, := R? et 'on a

7O =gl [ [ o (ol ) mds) v an)

ou o(r) =rlogr —r+1,r € (0,+00).

Maintenant, nous énonc¢ons résultat principal suivant :

Théoréme 3.1. (Manga - Coulibaly - Diédhiou)

Fizons T > 0 et supposons que les hypothéses (H.1), (H.2) et (H.3) sont vérifiées.
Alors pour tout x € R, la famille {X;’E’ég e > 0} de variables aléatoires & valeurs dans
R satisfait un PGD avec une bonne fonction de taus :

Iry(2) =TT (Z;x) ., zeRY

Démonstration.

Comme le paramétre de 'homogénéisation est plus rapide que celui de la viscosité, le
principe des grandes déviations sera appliqué aux coefficients homogénéisés. La preuve
s’effectue en six étapes :

Premiére étape : écriture de la fonction test

€,0, 6 . >e,0e s .
Nous posons X, = — X,;"“%. La nouvelle variable X;° vérifie 'EDS suivante :

O
Xgo - 1 \/_/ Xe#) dW+52/b(X€5)ds+—/ (X2 ds

—/ /dsk Xefsg,y N (dyds) ——/ /d Xefsg,y v (dy) ds.
R R

Nous appliquons la formule d’It6 a 5()2?’55) ol b est solution de I’équation de

Poisson £b + b = 0. Alors, nous avons :

b(577) -0 (5) = [ oot 82 [T (e a0,
5 ( J

+ X0 4 ek <X5 y)) By (Xf) N (dyds)

_|_

o\o\o\o\“
%\%\\

1o (
b (XE %y ek (Xf:‘s, y>) b (Xf) e~y (dy) ds
o

X€§ + ek (XE_ ,y>> —b (X’SE’_&E): e v (dy) ds

d

T

x Xjﬁe, y) Vb (Xf) v (dy) ds

ol

N N N 1 N 1 -
X% = o (Ko o o (Koo ) e e (50 ) o [ (X520 0) v ) s
e e € Rd
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J J

et d(XT% X%, = 526% <X€5 ) ds ol a; =00

t
Le terme / / k XjLéE, y> Vb <X§L56> v (dy) ds représente le générateur de sauts
R4

que nous n’utilisons pas.

Ce qui fait que

b (27%) ~0 () = [0 (o) [o (K aw+ So (85 st e (K5) s
- 51 k <X§’_5E, y) v (dy) ds]

Rd
252 Z / as; Xa e % <X§5> ds
+/O /Rd [ZA) (Xsa’fsa + ek <X§L§E,y)> —b (X;fsg)} Ne (dyds) .
En multipliant par J., nous obtenons :
5 [3 () =0 (£) | = v2 [ Vb (x) o (X5 )aw. [0 (05 ) e (K5) s
/ /]Rd X‘E 55 <X§L§E, y) v (dy)ds
/ d

S 0 (K5 220 (%55 ds + v (£5) (Xgﬁe)] s
10T
+5€/0 /R B(X” +ek (X_ y)) b(f(jff)]Ns‘l (dyds) .

i,j=1

ot L est donné par (3.9).
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Par la relation £b+ b = 0, nous avons :
J. {6()&5755) —b(?)] _\/E/tvzs (X5 Xﬂs AW, +/ Vb ( 55) X”)ds
e 0 0
—/Ot Rdvi) (X‘*) (XE_ ,y) 8_6%/0 b X”
d

Ensuite nous utilisons la fonction test Xo% = X™5% 4§, [ Xa 55 ( )}

Ce qui nous donne :
Xete = Xz 4 g, {z} (%6%) b (62)]
=x+ /Ot (I + VZS) <X§’55> [c <X§’55> — /]Rd k (XE_ ,y) v (dy)} ds
+ e <I+Vb> (Xs 55) (X”E) dw, +e/ / (Xff_ y) N (dyds)
R

+55/ /R XE‘s + ek (XE_ y)) —b(Xjff)] N (dyds) .

Deuxiéme étape : projection sur le tore
. )
Nous projetons X, dans le tore. Pour cela, nous posons

(3.12)

- 1
X0 = — xmeoe ., et nous obtenons a partir de la fonction test :

6e (0:/vE)

XE =gy ( 35)2 /0 e (1+vb) (x:7) {c (x25) /R k(X2 v (dy)} s

d f/éf ~ _ _ —
+6.3 /0 b (14 VD) (X5%) i (X2%) al¥,

=1

N 6/0(\/5/65)2t /Rd I <X€_ ’y) N(5e/\/5)2 (dyds)

+o. /0 (vetee)' /R H (Xjfa y) NIV (dyds) — 6. {Z) <X5,55> iy (;)] .

ouzeT?

H (2) = p (2 +ck(2,)) —p(2) Vg€ O (RY).

,8,0¢

Soit # € R? et T > 0, en appliquant le produit scalaire entre X77% et 0, puis en
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multipliant par e, nous avons :

Hoxp)=tom+ 23 T (1 98) (155 0 (525 Y,
— Jo

g
=1

+ (%)2 /0(\/5/66)% <9, ([ + V3> ()_(365) [c ()_(se,ée) - L k (Xf’fsiy> Y (dy)} > ds
+/0(\/E/55)2T /Rd <8,/€ <X§’_657y>>N(6a/ﬁ)2 (dyds)

N % /0(\/5/55)2T /Rd <97 H&g <X§L§E,y>> N((SE/\/E)2 (dyds)

b))

Nous réécrivons la fonction g7, () définie par (2.8) :

912 (0) = (0, ) + elogE

exp {% Ed: /O e (0, (1+Vb) (%) 0 (X5%) ) atl,
() [ o (19 e et - [ () vian)] s
N /O(ﬁ/ée)zT /Rd <9’ L (X§L557y>> N(6/vE) (dyds)

. %/0(\/5/55)% /Rd <07H€’g <Xj_5€,y)>N(5S/‘ﬁ)2 (dyds)

€

o]

Troisiéme étape : changement de mesure de probabilité et utilisation de Girsanov

Pour T > 0, définissons une nouvelle mesure de probabilité P sur (Q, Fr) par :

dpP
o = e (4r)
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ou

Ap = (%) 2: /0 (vere)'s (0. (1+Vb) (X% 0; (X5%) ) at¥,
> (ﬁ/éa)QT <9 ([ N Vi)) (X.j,ag) o; (X§’65)>2d3
+/ VE/de) T/d <9,k (X’j’fsa,y>>N(5s/\/§>2 (dyds)

_ (5_) / (vere)'T / d <e<97k<f<svéay>> ) g

. (ci) / (vere)'T / d (e{%<eﬂsﬁ<xs%>>} ) v

Soit E 'espérance sous P. Grace a la formule de Girsanov nous réécrivons la fonction
g7, sur le nouveau espace :

R

97, (0) = (0,2) + elogE |exp { (%)2 (; i /O(\/5/5s)2T <9, (I + VZA)) (va(k) o; <X§’5s>>2 ds

+ /O(ﬁ/Je)Zt <9, <I+ Vb> (Xaa ) [c <X§,5e) _ /Rd 1 <X§;5E,y> I/(dy)} > ds)
(o)) 1Y

e

[\")

c\
~_

5

~

Q s
T

(3.13)
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Quatriéme étape : propriété ergodique
Pour tout z € T%, pour tout § € R?, posons

O (2,0) = % <9, (1 + vé) o (Z)>2 + /R <9, (1 + vé) (c(z) — k (z,y))> v (dy)

+/ (ew’k(z’y)) — 1) v (dy)
Rd
(3.14)

Soit U € C™ (T%) I'unique solution de I'équation de Poisson LU = tb—/ O (z,.)m(dz),
Td

vérifiant / U (z,.)m(dz) =0 ou L est donné par (3.9).
Td
. N ST A A 56 2 €,0e
Nous appliquons a nouveau la formule d'Tté & | — | U | X y'r puis appli-

Ve (vesse

quer le théoréme ergodique a ® XE\(S;/(S ) . Nous avons dans ce cas :

Ses x (vers)'r e\ ges
(B G e e :/ VW (X50) dX =0
(vesse)'T Oe 0

+ 1/(@66)% oA

N /O(ﬁ/és)QT /Rd [\p ()‘(85165 + ek (XSEL(SS)) _ <X§,§E>] NGe/2) (dyds) .

Ce qui nous donne

\p(x” > m(x) /(ME)% (X0) VO (X55) diW
,0e ) _ - — o 5, e 857 € B
(\/5/65> T 55 0

(vers )Ty & PU . .
-/ 52 P) G (K5%) 4 (X5%) T (£5%) | ds

(Xe) a (X0, X5

S

(ve/se) _
= / ¢ (X3%) VU (X2%) ds
(vere.)® _ _
— —5/ / k (XSEL‘SE, y) VU (X2%) v (dy) ds
9 0 R4

N /0(\/5/55)2T /Rd [\P (X?:sg 1ok ()_(;fs)) v <X§,§E>] NC/2" (dyds) .
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Alors, nous avons :

v xe v = e X2%) VU (X5%) dW.
(Kpr) ¥ (5) = [ oty (s a,

(verse)y'n
+ / LY (Xg’és)ds
\/7/58
—/ ¢ (X2%) VU (X2%) ds
(vers:)” i i
_ % / / k <X§;5f,y) VU (X2 v (dy) ds
g 0 R4

N /O(\/E/éa)QT /Rd [\I] (Xj,_ag Lk (X—Ss,_as>) Y <X§’_§E>] NO=/2)? (dyds)

Par la relation LU = & — / ® (2,0) m (dz), nous obtenons :
Td

\I/(X“‘E > w(x) /M/&E)% (X2%) VI (X2%) dW,
- < | = o e e s
(vess)’r 0. ; s s
(vefse)'r (ve/s)°T
—|—/ d (XEtSE) ds—/ / (I)(Z,e)m(dz)ds
0 Td
(VE/de) )
- / ¢ (X2%) VU (X5%) ds
\/7/65 _ B
N _E/ / k (X?fsiy) VU (X2%) v (dy) ds
€ Jo R4
(vess)'r ) i )
+ V] Xflég + k Xflég U Xs,:SE N(;E/g) dud
[ T (e () v ()] O

Nous avons par le théoréme de Fubini que :

/0 (vetee)s /T (= 0)m (d) ds— ( /0 (e )m(dz)
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Ce qui fait que

v ()‘(z"}z/&)%) U <£) = /<\[/65)2TU (X2%) VU (X5%) dW, + /O(ﬁ/ée)Zch (X2%) ds
+%/ ) ¢ (X2%) VI (X2%) ds — (\g—f)QT/TdCI)(z,Q)m(dz)

(vess)’
B / / B(X2% ) O (X5%) v (dy) ds
g Jo R4

[T o (e () () N G

- AW .
En multipliant par (\/—E_) , nous obtenons le résultat suivant :
€

(%)2/0(@65>2T¢ (X25) ds = T/W o (2,0) m (d2)
() o)
- (%)2 /OW%) Lo (X5 VU (X2 air,

53 (Ve ,
—= ¢ (X2%) VI (X2%) ds

82
53 f/5
=3 /k:( )vqf (X2%) v (dy) ds
(vEre:) 5
—< ) / HY XE : Née/é‘) (dyds) .
R4

(3.15)

Mettons (3.15) dans la formule (3.13).
Intégrons d’abord la relation (3.14) sur lintervalle [0, (\/5/65)2 T], nous avons

/O(ﬁ/as)QT(I) (K29, 6) ds — %/O(ﬁ/aefT <07 (]er;) (X))o (X§’55)>2d3
N /0(\/5/55)2T <9, <[ + VB) ()_(88755) {C ()_(5,55) . /Rd k (Xsa,557 y) ” (dy)} > ds

. /OWWT [ (60 1)
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qui entraine q
2 (0) =(z,0) +elogE |ex {Z m A\’
_(é)Z/(ﬁ/ ) p(Xsﬁ/:dV(D((Q) <d2)+<:€<) <\D (X(éf
- 3 ; | QTU S0V (X)) AW, — = 9’(5@—(5, >_ x
(:_)/E:j (X v (X0)d | o
+ (i>2/0(f 5)°T /Rk <X§"65 y) V¥ (X0%) v (dy)d
_<?)2/0 2 /RdH‘E’W(X y)N( 197 (dyds)
R 0,
€

(3.16)



Cinquiéme étape : estimation
Cette étape consiste & montrer que la relation (3.17) est négligeable lorsque les
parameétres tendent vers zéro.

ow{(4) (4 (5r) -+ (2)) -0 (5 ()

2 /(ﬁ/as)% /d <6{%<97HE,B(X§,&@>>} _ 1> v (dy) ds

clogE

2 (Ve _ _
) / o (X2%) VU (X2%) dW
5.\* )T ]

) / ¢ (X5%) VU (X2%) ds
0

3 p(vEe)'T _ i
/ / k(X§L5E,y) VW (X5%) v (dy) ds
0 R

£
2 (vE/s)’T B ,
— (é) / / HEY <X§L§E,y) N((Sg/e) (dyds)}] .
9 0 Rd

Nous avons les estimations suivantes :

(3.17)

- (o 2 o(ve/s)’T Sed. o
gE |exp . a( s )V\If (XS )dWs
0
.- AN E R 0 i
= [logE |exp 6 O’(XS )V\II(XS )dWS
0

66 ! (\/5/56)2T €0, VR
5(5) [T e v

(%) I ey 5

‘st

ol

Et comme
2 (VEe)T ) ) 4
exp {— (i) / o (X5%) VI (X20%) dW, — % (5>
0

est une martingale, son espérance vaut 1.

0
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exp {— (5—) / VT (e v () dWs}] ‘
log (exp {% <%)4 /0(\/5/65)% Ha (X;',és) \VA'/ (X’j‘se) |2ds}> ‘
() [ oz 9 x5

1[5\ 2 (ve/se)'r
<3 (g) HOV\PHCOO(W) </o ds
T (6. 2 T (6. 2
§_<;) \|UV‘1’H2m(w)§—(;> ki, avee k= ||oV][cuq

Ensuite, nous avons

- {_ (5_) /Ow/as)% / B (K55 g) N1 (dyds)}”
_log exp{_@)Q / (ers)'s [ (e ) N g
( ) / (veriyT [ (A 1) s

. (5_> / (vers)'r [ (L) 1) vy d}] ‘

exp {— (%)2/(](\/5/65)% /Rd v <X§L55,y> N©=/2) (dyds)
- (%>2/0(\@/65)2T /Rd (e{%m,@(;{gvée,y)} _ 1) v (dy) ds}

est une martingale, son espérance vaut 1.

Donc

exp{_ (%)2/0(ﬁ/66)2T /Rd e <X5687y> NG/ (dyds) }] '
eXP{(%Y/O(\E/&fT /Rd (e{%HE’W(X?ée’y)} H ‘
(%)2 /0 (ers)'T /R d <e{%H8’@(?’<f’5ﬂy)} - 1) v (dy) ds|.

39

‘2ds

log E

o | &

L)

Or

logE

= |logE

IN




En faisant un développement limité d’ordre 1, nous avons

2 p(ve/s:)’T B ,
enl (B [ L s v |
g 0 Rd

(%)4/0@5/55)% /Rd (H=Y (X295 y) + 0 (1)) v (dy) ds

9
20

S_ —
9 €
)

S_ —
9 £

b= | (20)

log E

<

HEY (X%, ) v (dy) | + 0 (1)

Rd

+o(l) < g (—)2k:2+0(1) avec

e,V [ ve,de
H (XS , y) 8

oo (T4,R%)

CN(Td,Rd).

En adoptant la méme démarche, nous parvenons a montrer que

o { (%)2/0(\/5/55)2T /Rd (e{%@,Hs,a(xgﬁeg»} _ 1) v (dy) ds}] ‘

< g (%) ks +o(1)

log E

avec ks = H <9, e (X§’5E,y)> )
oo (T4,R)

On a encore

(Ve/se)'T /Rd k (ngfsa’ y) A (X—Ss,aa) v (dy) ds}] ‘

s

S—

0

/R Tk (Xjff, y) VW (X50) v (dy)

avec ky = ‘ ‘kV\I/

o (Td,Rd)

40



De méme, nous avons

exp {— (%)3 / VT ey v () ds}

cVVU

log E

avec ks =

¢ (1d)

Nous avons aussi

65 ? e, T ) 2

— U X5 — U — <= k

(5) Jo () o () = (2) »
ki) G

(vz/s:)
Et

X”e —b <%k:
(58 =

Ainsi nous avons :

exp{< ) (0 () -+ ()06 ()
2/0< E >/ AEEHCE I 1Yy (1) ds

2 r(verse) _ _ _
/ o (X2%) VU (X2%) dW

5.\ [(VE)'T ,

_ [ = HeY X6,5s Nég/s dud
(6) /0 /Rd ( 57,y> (dyds)
T (6.\° 5.\ 2 5. 5. 5. 5\ 2 0.

<L) er (&) mer(Bar (e (s (¢ e (9
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Par hypothése H.1, nous obtenons :
-\ e T J ~oes [z
E)Y (v (x L -w(2))-= X)) b (=
() (¢ (xiuys) -+ (2)) - ()
2 r(ve/ee)'T .
() /< ) [ (L) )y
£ 0 Rd
5.\* )T o
— (= o (X5%) VU (X2%) dW,
e 0 S S
5\ LT s
- /0 ¢ (X5%) VU (X2%) ds
5.\° (V)T ]
+ (= / / k;(XE_ ,y> VU (X29) v (dy) ds
£ 0 R4
2 p(ve/s:)'T B ,
_ (%) / / H®Y (Xjfiy) N/ (dyds)}] — 0.
€ 0 Rd

Sixiéme étape : transformation de Fenchel-Legendre
Aprés les estimations nous avons

lim e log]E
e—0

Eli_r)no 970 (0) = 912 (0) = (2,0) + T/Td ®(z,0)m(dz) T >0. (3.18)
O (2,0) = <e <I+Vb) (2 )>2 +/Rd <9, (1+vz§) (c(z) — k(z,y))>1/(dy)

1
2
/ (0,k(z,y)) )V(dy)

Posons A, (6, ) = % <e, (1 + vi)) - (z)>2—0—/Rd <e, <I + vi)) (c(2) — k(z, y))> v (dy)

et

Ay (0,2) = / (k) — 1) v (dy).
R4

Pour # € R?, X, un vecteur aléatoire gaussien de fonction log-génératrice des mo-
ments :

A () = /T A (0,2 m (d2) = % (0, ag) + (G, 0)

et X, un processus de Poisson stationnaire sur R? indépendant de X; de fonction
log-génératrice des moments :

Ay (0) = /T A2 (6,2)m (d2) = /R d /T () 1) (d2) v (dy)

Prenons



Soient A, (0) et AQ_(Q) les représentants respectifs de la transformée de Fenchel-
Legendre de Ay et As, alors nous avons

«2151 /Rd/ﬂ‘d (Hk; f! H>m(d2)7/(dy).

Comme J () est le log-génératrice des moments de X; + Xo, il s’ensuit que sa
transformée de Fenchel-Legendre est

~ 1
Ay (9):§H9_CO

T (0) = A1 (6) + A5 (6).

J est convexe et toutes les hypothéses du théoréme (2.4) sont vraies. Ainsi le
principe de grandes déviations vaut pour tous z € R% et 7' > 0.

]

Soit D ([0, T 7Rd) I’espace des fonctions de [0, T & valeurs dans R?, continues a droite,
pourvues de limites & gauche. D ([O, T] ,]Rd) est métrisable par la métrique Skorohod, par
rapport a laquelle elle est compléte et séparable.

Considérons quelques définitions :

[ 7@nas s eepOnR) w0)=0
Sor () =< 7°

+00 SINOon.

Comme la fonction J est convexe alors nous pouvons constater que

nliyen f 7O =T7 (557

(0)=z,0(T)==

Donc nous avons

Corollaire 3.1. Pour tout T > 0, nous supposons que les hypothéses (H.1) & (H.3)
vérifices. Alors pour tout x € R?, la famille de variables aléatoires {X%’E"SE tEe > O} a

valeurs dans D ([O,T] ,Rd) satisfait un principe de grandes déviations avec une bonne
fonction de tauz Sor (@) pour tout ¢ € D ([0,T],R?).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce travail est consacré a I’étude du couplage de 'homogénéisation et du principe des
grandes déviations sur les équations différentielles stochastiques dirigées par un mouve-
ment brownien et processus de Poisson. Pour cela, nous avons considéré une famille de
variables aléatoires { X% ¢ > 0} dans R? solution de PEDS (0.1) et nous avons établi
un principe des grandes déviations dans le cas ou le paramétre d’homogénéisation J. tend
plus vite vers zéro que le paramétre de viscosité .

Cependant, nous pouvons aussi faire I’étude du couplage dans les cas suivants :

. Etudier un principe des grandes déviations dans le cas ou la viscosité 'emporte sur
I’homogénéisation.

. Etudier un principe des grandes déviations dans le cas ou 1’homogénéisation et la
viscosité vont a vitesse équivalente.

. Etendre I’étude du couplage dans le cas des EDS avec retard.

44



BIBLIOGRAPHIE

[1] Applebaum .D, (2009). Lévy Processes and Stochastic Calculus, Published by
Cambridge University, New York.

[2] Dembo A and Zeitouni O, (1993). Large deviations techniques and applications,
Jones and Bartlett, Boston.

[3] Ikeda N and Watanabe S, (1981). Stochastic differential equations and diffusion
processes, North Holland.

[4] Fredlin MI and Sowers RB, (1999). A comparison of homogenezation and large
deviations, with applications to wavefront propagation, Stochastic processes Appl,

Vol (82) ; 23-32.

[5] Pardoux E and Veretennikov A, (2001). On the Poisson equation and diffusion
approzimation, The Annals of Probability, Vol.29, No.3, 1061-1085.

[6] Ndiaye D. Homogénéisation des EDP paraboliques linéaires par des méthodes
probabilistes. DEA, Dakar 2003-2004.

[7] Manga C. Les grandes déviations. DEA, Dakar 2004-2005.
[8] Dess IM Evry, (2002). Cours de calcul stochastique option finance.
[9] Rhodes Réni, (2010). Processus de Lévy et calcul stochastique.

[10] Benjamin Jourdain, (Janvier 2020). Processus avec sauts et applications au marché
de ’énergie.

45



	Introduction
	Généralités sur les processus stochastiques à temps continu
	Définitions
	Martingales
	Le mouvement Brownien
	Processus de Lévy
	Processus de Poisson
	Mesure aléatoire de Poisson
	Lois de probabilité indéfiniment divisibles
	Processus de Lévy

	Intégrale stochastique de Lévy et semi-martingale
	Formule d'Itô

	Changement de mesures
	Équations différentielles stochastiques
	Existence et l'unicité
	Propriété de Markov


	Homogénéisation et Principe des Grandes Déviations
	Homogénéisation
	Préliminaire
	Mesure invariante
	Trou spectral
	Théorème ergodique
	Équation de Poisson

	Principe des grandes déviations (PGD)
	Principe contraction
	Théorème de Gartner-Ellis


	Principe des grandes déviations pour les EDS avec sauts et homogénéisation plus rapide que la viscosité
	Hypothèses et définitions
	Aperçu du principe des grandes déviations

	Conclusion et perspective

