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Résumé

Dans ce document, nous présentons un controle de frontiere mixte et rétroactif
(Dirichlet, Neumann) permettant de stabiliser les équations de Navier-Stokes
autour d'un état d’équilibre (stationnaire) dans un domaine €2 en se basant sur
des techniques développées par Ngom et al. [25].

Nous démontrons ici la convergence exponentielle de la perturbation dans
L?, sans explosion, et que cette convergence est aussi valable dans H*'. Nous
prouvons aussi, dans ce document, 1'unicité de la solution faible des équations
de Navier-Stokes en dimension 2.
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Introduction

En mécanique des fluides, les équations de Navier-Stokes sont des équations
aux dérivées partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides
newtoniens (liquide et gaz visqueux ordinaires) dans I’approximation des mi-
lieux continus. Par une résolution approchée, elles permettent de proposer
une modélisation des courants océaniques et des mouvements des masses d’air
de 'atmosphere pour les océanographes et les météorologues, mais aussi le
trivial écoulement de ’eau dans un tuyau et de nombreux autres phénomenes
d’écoulement de divers fluides. Le cas particulier de I’écoulement d’un fluide
incompressible est traité dans ce mémoire dans le cadre de la stabilisation.
L’écoulement d’un fluide est dit incompressible lorsque 1'on peut négliger ses
variations de masse volumique au cours du temps. Cette hypotheése est vérifiée
pour l'eau liquide et les métaux en fusion. Un écoulement incompressible est
caractérisé par un champ de vitesse a divergence nulle. Une divergence nulle
en un point représente des flux entrant et sortant autour de ce point qui se
compensent (champ constant) ou & un champ tourbillonnant.

Plusieurs travaux dédiés a 1’étude des équations de Navier-Stokes incompres-
sibles ont été effectués dans la littérature (voir par exemple [11, 17, 32]). Ces
travaux ont permis d’établir des résultats d’existence, d unicité et de régularité
de la solution dans des domaines bornés ou non bornés, des résultats relatifs
au comportement en temps long des solutions, ainsi que des résultats concer-
nant les problemes fondamentaux de stabilité. Cependant, a I’heure actuelle la
question de 'existence globale (c’est-a-dire pour tout temps ¢ > 0) de solutions
régulieres en dimension 3, de méme que celle de I'unicité des solutions faibles
toujours en dimension 3 sont des questions ouvertes.

Ce mémoire, basé sur le travail de Sene et al. [30], traite de la stabilisation
globale des équations de Navier-Stokes autour d’un équilibre instable avec
un controle frontiere mixte (une partie de la frontiere étant sous la forme de
Dirichlet et 'autre de Neumann).



La stabilisation par retour d’état permet de gérer, commander, diriger ou régu-
ler le comportement d’un systeme physique comme le phénomene d’écoulement
autour d'un barrage hydraulique. La construction d’'un barrage peut provoquer
a la fois des bouleversements humains en forcant des populations entieres
a se déplacer, et avoir un impact écologique non négligeable en changeant
I’écosysteme local. Cependant, il permet par exemple la régulation du débit
d’une riviere ou d’un fleuve (favorisant ainsi le trafic fluvial), l'irrigation des
cultures, une prévention relative des catastrophes naturelles (inondations), par
la création de lacs artificiels ou de réservoirs. Afin d’augmenter ou de diminuer
la quantité d’énergie produite, nous pouvons agir sur les vannes. Cette action
permet de controler le débit entrant ou sortant au niveau de la conduite forcée.
On s’intéresse alors au probleme de stabilisation par retour d’état des équations
de Navier-Stokes incompressibles.

Cette méthode est aussi utilisée pour passer d’un régime turbulent vers un
régime laminaire. La figure 1 représente un certain nombre de lignes de courant
de ’écoulement bidimensionnel dans un domaine borné  C R? dans le cas
d’un écoulement laminaire et turbulent, respectivement. On s’intéresse alors au
probleme de stabilisation suivant : comment déterminer une condition limite
non homogene, localisée sur la frontiére (du cylindre par exemple), permet-
tant de revenir a I’état laminaire ? L’utilisation de parois perforées : méthode
d’aspiration-soufflage, permet de mettre en ceuvre un contréle en boucle fermée
(aussi appelé controle feedback). C’est un controle qui dépend a chaque instant
de la variable d’état du systeme.

FIGURE 1 — Ecoulement laminaire (haut) et turbulent (bas)

Ce document bénéficiant des techniques développées par Ngom et al. [25] pré-
sente un controleur de frontiere mixte et rétroactif permettant de stabiliser les
équations de Navier-Stokes. Dans ce travail, nous démontrons une décroissance
exponentielle d'une perturbation d’un certain état d’équilibre instable dans
I'espace L? et ceci sans explosion de 1’état initial. De plus nous allons plus loin
que Ngom et al. [25] en prouvant, d’une part, que la convergence exponentielle
vers zéro est valable dans H', et d’autre part, que la solution faible des équa-
tions est unique lorsque le domaine d’étude est bidimensionnel.
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Comme nous 'avons mentionné, ’objectif dans ce document est d’exploiter
la nouvelle méthode de stabilisation de [25] pour construire un contrdleur
rétroactif pour le systeme de Navier-Stokes. Il s’agit de concevoir une loi de
controle f;(v) tel que pour un taux de décroissance prescrit o > 0, la vitesse v
du fluide satisfasse la décroissance exponentielle suivante :

[v(t)|Ix@) < [IVollx@e™, t e (0,00).

Ici v est solution des équations de Navier-Stokes perturbées autour d'un état
d’équilibre instable, vq est la vitesse initiale et X(£2) est un espace adéquat a
déterminer.

Avant [25], un certain nombres d’auteurs ont étudié diverses méthodes de
stabilisation des équations incompressibles de Navier-Stokes a 1’aide d’un
contrdle feedback. Ce domaine de recherche important pour les équations de
Navier-Stokes a été inauguré par Fursikov et al. [15, 16], qui a abordé la
stabilisation des équations de Navier-Stokes a deux et a trois dimensions a
I’aide d’un opérateur d’extension. Viennent ensuite les contributions de Barbu
et al. [3, 4, 6, 7, 9], Raymond et al. [27, 28, 29] et Badra et al. [1, 2].

Dans [1, 6, 7, 8, 27, 28], les lois de controle sont déterminées en résolvant une
équation de Riccati dans un espace de dimension infinie. Dans un tel cas, un
probléme de contréle optimal doit étre résolu, impliquant la minimisation d’une
fonction objectif. En pratique, le controle est calculé par approximation via
la solution d’une équation algébrique de Riccati, ce qui peut étre couteux en
calcul. L’utilisation de controle de dimension finie peut étre plus appropriée
pour stabiliser les équations de Navier-Stokes. Une telle approche est effectuée
dans [9] dans le cas d'un contrdle interne et dans [2, 6, 7, 8, 29] dans le cas
d’un contrdle aux limites. Dans [2, 9, 29], les auteurs recherchent un controle
frontiére u; de dimension finie de la forme

N
U, = ZUj(t)wj(X), t > 0, xel
j=1

ou I' est la frontiere du domaine, (¢;);=123,.. v est une base de dimension
finie obtenue a partir des fonctions propres de certains opérateurs et U =
(u1,us,us, -+ ,uy) est une fonction de contrdle exprimée avec une formulation
de retour d’état ou feedback. Dans [29] et [2] o d = 2 et d = 3, respectivement,
le controle feedback est obtenu a partir de la solution d’'une équation de Riccati
a dimension finie, tandis qu'une technique de stabilisation a base stochastique
est utilisée dans [5] dans le cas d'un controle interne, ce qui évite les problémes
de calculs difficiles liés aux équations de Riccati a dimension infinie.

La procédure utilisée dans [4] pour un controle de limite ressemble & la forme
de controleurs de bruits stabilisant congue dans [5].

Une loi de feedback linéaire est d’abord déterminée en résolvant un probleme
de commande linéaire dans tous les articles cités ci-dessus sauf dans [25]. Ce
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feedback linéaire est ensuite utilisé afin de stabiliser le systeme non linéaire
d’origine. Une telle procédure conduit a choisir une vitesse initiale suffisamment
petite pour limiter la généralité du résultat. De plus, il faut généralement que
la condition initiale et le contrdle soient suffisamment réguliers. Pour le choix
du profil de controle, le cas d'un profil normal est tres utile dans de nombreuses
applications [14, 21, 26] et le probleme reste résolu dans les documents [24, 25].
Ce dernier garantit également une décroissance exponentielle de la forme
suivante pour un taux de décroissance prescrit o > 0 :

IVllx@ < Clvollx@e ™ t>0 (1)

ou la constante C' = 1, alors que les travaux antérieurs ne pouvaient avoir que
C > 1 et X(Q) est un espace adéquat. En pratique, il est préférable d’avoir
C = 1 pour éviter un processus de stabilisation commencant par une explosion
et assurer une décroissance exponentielle immédiate.
Les avantages de [24, 25] sur les travaux antérieurs sont dues a l'utilisation
d’une approche simple pour stabiliser les équations de dynamique des fluides
proposées dans [13, 18, 19, 31]. L’idée a été appliquée pour la premiere fois
a une équation 1D en eau profonde dans [31]. Elle repose sur une estimation
a priori et une relation qui existe entre la variation de I’énergie en fonction
du temps et certains parametres et variables des conditions aux limites. Ces
derniers sont cong¢us de maniere a assurer une décroissance exponentielle de
I’énergie. Ensuite la méthode de Galerkin est utilisée pour prouver I’existence
de la solution stabilisée. La méthode du contrdle a été appliquée pour stabiliser
le réseau de canal d’irrigation [18, 19], en couplant les équations [13] d’eau
peu profonde et d’érosion-sédimentation, mais la premiere application aux
équations de Navier-Stokes a été réalisée dans [24]. C’était pour accélérer la
stabilisation autour d’un état stationnaire stable. L’idée de base dans [24] est de
considérer les parametres des conditions de Dirichlet (c’est a dire les contrdles)
comme des inconnues et de compléter le systeme de Navier-Stokes avec une
certaine condition imposée a la valeur moyenne des forces exercées sur la méme
partie de la limite de Dirichlet. Ensuite, en choisissant une base appropriée,
la solution stabilisée est construite via une méthode de Galerkin. Dans [25],
les mémes auteurs ont prouvé que la méthode présentée dans [24] s’accorde a
la stabilisation autour d’un état d’équilibre instable, mais il fallait pour cela
enrichir les lois de controle et modifier la base de la méthode de Galerkin. Il
est intéressant aussi de noter que [25] a révélé que cette nouvelle approche est
un grand pas en avant pour la stabilisation des équations de Navier-Stokes. En
effet, comparée aux autres méthodes existantes, cette approche présente les
avantages suivantes :

e La direction du controle des bords de Dirichlet est arbitraire. En particu-

lier, il peut étre congu pour étre normal a la frontiere.
e Le taux de décroissance peut étre choisi arbitrairement grand tant que
I'on est prét a augmenter la dimension du controle.

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 10



e Seule la régularité H' est requise pour 1'état stationnaire.
e Il est prouvé que les contréleurs ne provoquent pas d’explosion lors du
démarrage du processus de controle.

Ce document est constitué de trois chapitres.
» Dans le chapitre 1 constitué de cinq sections, nous commencgons d’abord par
donner les équations de Navier-Stokes apres avoir rappelé quelques opérateurs
différentiels ; de plus nous rappelons aussi les différentes conditions aux limites
que 'on peut avoir pour un probleme donné. Dans la deuxieme section, nous
expliquons brievement ce qui a été fait dans ’article que nous exploitons pour
ce mémoire de master. Ensuite, dans les troisieme et quatriéme sections, nous
y mentionnons respectivement les espaces fonctionnels utilisés et des notions
importantes pour la suite de ce document. A la derniere section de ce chapitre,
nous rappelons les inégalités de Sobolev utilisés tout au long de ce travail.
» Dans le chapitre 2 constitué de trois sections, nous le débutons par les
équations de Navier-Stokes. Ensuite, nous construisons une base hilbertienne
qui va engendrer ’espace dans lequel nous chercherons la solution de ’équation
stabilisée. A la fin de ce chapitre, nous construisons un opérateur de controle
pour la stabilisation des équations de Navier-Stokes.
» Quant au chapitre 3, il est composé de trois parties. Nous le débutons par la
définition d’une solution faible des équations de Navier-Stokes. Ensuite, nous
évoquons les résultats de stabilité ou nous démontrerons les deux estimations
du théoreme 12. Les deux derniéres parties de ce chapitre sont consacrées d’une
part a la preuve de 'existence de la solution en dimension 3, et d’autre part,
de I'unicité de celle ci en dimension 2.

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 1 1



Chapitre 1

Equations de Navier-Stokes et
rappels de quelques notions

1.1 Equations de Navier-Stokes et conditions
aux limites

Dans cette partie, nous donnons une formulation générale des équations de
Navier-Stokes et les différentes conditions aux limites que ’on peut avoir pour
un probleme donné. Pour commencer, nous allons d’abord rappeler quelques
opérateurs différentiels afin de faciliter la compréhension des notations utilisées
dans les équations.

1.1.1 Rappels de quelques opérateurs différentiels

Soit un domaine 2 C R?, d > 1, de frontiére 90 réguliere. On consideére les

fonctions v :  — R et u: Q — RY réguliere avec u(x) = (uy(x),- -, uq(x))
pour x = (z1, -+ ,74) € R%L On définit alors les opérateurs différentiels sui-
vants :
1. Opérateur V (nabla) :
ov v J )
e Vo=|—-—,--+,=— | € R est le gradient de v (un vecteur).
61’1 Gxd
3u1 8u1
ou; &7@1 8:.1:d est la matrice
*Vu= ox; - R jacobienne de u
xj 1<i,j<d 8ud 8ud ] '
0, Oy

12



e (u-Viu= Zul 8x - € R? est un vecteur.
1

2. Divergence :

d
° divu:V~u:z:auz

o O

e Si M = M(x) désigne une matrice de taille d x d définie pour x € €2,

d d t
OMy; OMyy;

alors divM = (Z 5 U,--- ,Zadj> € R? est un vecteur et
€ X

Jj=1

d
(divM); Z

= J

pour1<z<d

3. Laplacien (vectorlel) ;
d 52

Au = div(Vu) = Z 2121 € R? est un vecteur.

1.1.2 Formulation générale des équations de Navier-Stokes

L’équation de Navier-Stokes est donnée sous la forme :

pa—?—I/Au—l—p(u-V)u— (C+g)V(V-u) =pf—Vp

ol

u est la vitesse du fluide;

p est la pression dans le fluide;

p est la masse volumique du fluide ;

v est la viscosité dynamique en cisaillement du fluide;

¢ est la viscosité dynamique en compression du fluide;

f est une force massique s’exergant dans le fluide (par exemple : pesan-
teur).

Nous pouvons interpréter les termes de I’équation comme suit :

Ju
e — : désigne 'accélération eulérienne du fluide;

ot
vAu et (C + %)V(V -u) : désignent les termes de diffusion visqueuse;
p(u-V)u : est le terme de convection de quantité de mouvement ;
pf : désigne les forces de pesanteur;
e Vp : désigne les forces de pression.
Si de plus le fluide est incompressible, alors

V-u=0.

Dans ce mémoire, nous considérons le systeme de Navier-Stokes qui modélise
un fluide incompressible. Ainsi, en régime non stationnaire c’est a dire la ou les

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 13



inconnues dépendent explicitement du temps, ces équations se réduisent a :

Ju
a—yAu—I—(u-V)u:f—Vp (L.1)
V-ou=0

tandis qu’en régime stationnaire c¢’est a dire la ou les inconnues sont indépen-
dantes du temps, elles correspondent a :

{ —vAu+ (u-Vju=f—Vp (12)
V-u=0.

Ces équations sont nommées ainsi pour honorer les travaux de deux scientifiques
du X71X°€ siecle : le mathématicien et ingénieur des Ponts Henri Navier, qui
est le premier a introduire la notion de viscosité dans les équations d’ Fuler en
1823, et le physicien George Gabriel Stokes, qui a donné sa forme définitive a
I’équation de conservation de la quantité de mouvement en 1845.

1.1.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont des contraintes (des valeurs) que 'on impose
a la fonction solution (ou a certaines de ces dérivées) sur tout ou partie du
domaine €, et/ou sur toute ou partie de sa frontiere I' = €.
Un probleme est dit bien posé au sens d’Hadamard si sa solution existe, est
unique et dépend continument des données. Dans d’autres littératures, on parle
aussi de stabilité par rapport aux données'.
En général, une équation aux dérivées partielles donnée sans plus de précision
sur son domaine ou sur sa solution u est mal posée. De ce fait 'on donne
souvent des conditions aux limites. On distingue :
» Les conditions initiales : Si u est fonction de x € 2, t € R ou ¢y et D¥u
désignent respectivement l'instant initial et la différentielle par rapport au
temps a ’ordre p de u, on donne :

u(x,ty) = ¢o(x) ou Diu(x,ty) = ¢p(x), peN.

On parle de conditions de Cauchy.
» Les conditions aux bords : Si u est fonction de x € Q C R?, on a plusieurs
types de contraintes.

e Condition de Dirichlet ou u est fixé au bord de €2 :

u=g sur Of.

On parle de condition de Dirichlet imposée a une équation différentielle
ou une équation aux dérivées partielles, lorsque 1’on spécifie les valeurs

1. Il peut arriver, méme en ayant fixé des conditions, que le probléme soit mal posé.
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que la solution doit vérifier sur toute ou partie de la frontiere du domaine.
Il peut s’agir par exemple d'un déplacement imposé (par exemple nul) en
des points d’'une structure (points d’appuis rigides).
e Condition de Neumann ou la dérivée normale de u est fixée :
gz =g sur OfL
On parle de condition de Neumann imposée a une équation différentielle
ou une équation aux dérivées partielles, lorsque 'on spécifie les valeurs
des dérivées que la solution doit vérifier sur la frontiere du domaine (flux,
contraintes...).
e Condition de Robin ou mixte :
c(x)u +c(x)gz =g sur OfL
On parle de condition de Robin ou condition de Fourier ou condition
d’impédance imposée a une équation différentielle ou une équation aux
dérivées partielles, lorsque 1'on spécifie une relation linéaire entre les
valeurs de la fonction et les valeurs de la dérivée de la fonction qui est
solution du probleme sur toute ou partie de la frontiere du domaine. C’est
donc une pondération de conditions de Dirichlet et de Neumann.
Si g = 0, on parle de condition homogene.
e Condition aux limites dynamique :
On parle de condition aux limites dynamique imposée a une équation
différentielle ou une équation aux dérivées partielles, lorsque 1'on spécifie
une combinaison linéaire entre la dérivée temporelle et la dérivée normale
que la solution doit vérifier sur toute ou partie de la frontiere du domaine.
e Condition aux limites mélée :
On parle de condition aux limites mélée lorsque I'on juxtapose plusieurs
conditions aux limites différentes sur toute ou partie de la frontiere du
domaine.
» Les conditions a ’infini : Si €2 n’est pas borné, on a des conditions de la
forme :
lim u(x) = ¢(x).
|x|—00
Remarque 1. En ce qui nous concerne, nous allons nous intéresser auz
conditions aux bords de Dirichlet et de Neumann dans la suite.

1.2 A propos de ce mémoire

Dans cette section nous expliquons brievement ce qui a été fait dans I'article
intitulé : Global Stabilization of the Navier-Stokes Equations Around an Unstable
Steady State with Mized Boundary Kinetic Energy Controller. Nous rappelons

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 15



que ce papier est écrit par le Professeur Abdou Séne?, le Docteur Timack
Ngom? et le Docteur Evrad Marie Diokel Ngom*.

1.2.1 Les équations de Navier-Stokes

Dans I'article, les auteurs considérent d’abord une trajectoire de référence
(vy, q;) d’'un fluide incompressible dans un domaine (2, solution du systéeme de
Navier-Stokes suivant :

—vAvV, + (v, - V)v, + Vg, =f dans Q,
(1.3)

V-v,=0 dans ().
Puis, ils vont considérer la trajectoire (u,q) partant de la perturbation de I'état

de référence (v,,¢g.) qui sera alors solution du systéeme de Navier-Stokes non
stationnaire suivant (avec T' > 0 fixé) :

?;; —vAu+ (u-V)u+Vg=£f dans [0,7] x €, (1.4)
V-u=0 dans [0,77] x 2.

En faisant la différence entre la solution du probléme non stationnaire (1.4) et
celle stationnaire (1.3), ils obtiennent le systéme suivant (avec v =u — v, et

P=q—q):

aa‘t/—_VAv_i_(VV)Vr_i_(vTV>V+(VV)V+VPZO dans [O,T] XQ, (1
V-v=0 dans [0, 7] x €.

En utilisant des controles de frontiéres mixtes (que nous allons décrire au

chapitre 2), 'objectif des auteurs de I'article sera de stabiliser le systeme (1.5).

Pour ce faire, ils montrent la décroissance exponentielle de la perturbation de

’état d’équilibre instable dans I'espace L? et ceci sans explosion de I’état initial.

Mieux, ils montrent que cette décroissance exponentielle vers zéro est valable
dans H'. Aprés avoir montré 'existence d’une solution faible des équations de
Navier-Stokes en dimension 3, les auteurs finiront ce travail par prouver que
celle-ci est unique en dimension 2.

1.2.2 La méthode de controdle

Que signifie controler un systeme d’équations ? En général, pour controler
un systeme d’équations, on part d’un systeme admettant une unique solution

2. abdou.sene@uvs.edu.sn
3. timack.ngom@univ-zig.sn
4. evrad-diokel.ngom@ugb.edu.sn
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sur lequel on a le choix d’un des parametres que l'on appellera contréle. Le
systeme devient ainsi sur-déterminé et on essayera, dans la mesure du possible,
de trouver le controle qui nous permettra, par exemple, d’atteindre une cible
ou encore d’optimiser une donnée.

Ainsi I'objectif des auteurs de ’article sera d’exploiter, dans leur travail, la
nouvelle méthode de stabilisation de [25] pour construire un controle feedback
pour le systeme (2.17). En bref, il s’agira de concevoir une loi de contrdle tel
que, pour un taux de décroissance prescrit o > 0, la vitesse v satisfasse une
décroissance exponentielle

||V(t)||(L2(Q))3 < ||V0||(L2(Q))3670t, t e (O, OO) (1 6)
|le*' v (t)]? — 0, Vn<o '

Le travail effectué dans le papier confirme que la nouvelle méthode initiée et
développée par Sene et al. [30] est riche en contenu qualitatif. I1 montre que
la méthode est applicable & des conditions aux limites mixtes (une partie du
controle feedback de bords peut étre sous la forme de Dirichlet et une autre
sous la forme de Neumann).

1.2.3 Méthode de résolution

Les auteurs de l'article utilisent la méthode de Galerkin pour prouver
I’existence de la solution stabilisée en plus de la méthode du contréle. La
méthode de Galerkin consiste a construire une suite de solutions approchées
en utilisant une base de Galerkin adéquate. Un résultat de compacité permet
ensuite de passer a la limite dans le systeme non linéaire satisfait par les
solutions approchées.

Il faudra noter que pour la résolution des problemes, nous disposons de plusieurs
méthodes telles que :

e la méthode de compacité,

e la méthode de monotonie,

e la méthode de régularisation,

e la méthode de pénalisation,

e les méthodes itératives d’approximations,
et naturellement, I'utilisation simultanée dans un probleme, de plusieurs de ces
méthodes.

1.2.3.1 La méthode de compacité

La méthode dite de compacité est utilisée de facon aussi directe que possible :

1. On construit des solutions approchées (ou du moins ce qu’on espeére étre
des solutions approchées) par réduction a la dimension finie, par exemple
par la méthode de Galerkin (cas stationnaire) ou de Faedo-Galerkin (cas
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d’évolution) ; on obtient alors 'existence des solutions approchées par

utilisation :

e dans le cas stationnaire, d’un théoreme de point fixe,

e dans le cas d’évolution, d’un théoreme d’existence de solution d’un
systeme d’équations différentielles ordinaires;

2. On passe ensuite a la limite sur la dimension, en ayant ici a surmonter une
difficulté essentielle : les opérateurs non linéaires rencontrés ne sont pas
en général faiblement continus et il faut donc démontrer que la famille des
solutions approchées est (grace aux estimations a priori) compacte dans
une topologie forte convenable (pour laquelle 'opérateur est continu). Les
outils sont donc ici les théorémes de compacité de I'injection d'un espace
de Sobolev d’ordre o dans un espace de Sobolev d’ordre inférieur a a.

1.2.3.2 La méthode de monotonie

Lorsque 'opérateur a des propriétés de monotonie (du type de la propriété
des différentielles des fonctions différentiables convexes sur un espace de Banach),
on peut passer a la limite sur la dimension avec des estimations a priori moins
fortes que celles nécessaires dans la méthode de compacité.

La méthode de monotonie, lorsqu’elle est applicable, est d’utilisation plus facile
que la méthode de compacité.

1.2.3.3 La méthode de régularisation

Dans les méthodes de compacité et de monotonie, on obtient de la méme
maniére les solutions approchées (essentiellement par la méthode de Galerkin)
puis l'on passe a la limite soit par compacité, soit par monotonie (ou par
mélange des deux méthodes).

Dans les méthodes de régularisation, de pénalisation et d’itération d’approxi-
mation, on change la méthode d’approximation en utilisant ensuite compacité
ou (et) monotonie pour le passage a la limite.

Dans la méthode de régularisation, on régularise les équations en les rappro-
chant par des équations meilleures déja résolues.

Entrent dans ce cadre les méthodes de viscosité, de régularisation elliptique, de
régularisation parabolique.

Evidemment, on rencontre ici une autre difficulté essentielle des problémes non
linéaires : leur extréme tendance a l'instabilité ; des termes jugés petits peuvent
radicalement changer la situation... Il faut donc prendre garde a bien choisir
les termes de régularisation.

1.2.3.4 La méthode de pénalisation

La méthode de pénalisation (issue du calcul des variations et d’ailleurs liée &
la méthode de régularisation) consiste a approcher les inéquations variationnelles

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 18



par des équations (non linéaires) de caractére plus classique et déja résolues
par d’autres méthodes. Cette méthode est également utile dans la résolution
de problémes d’évolution dans des ouverts non cylindriques.

1.2.3.5 Les méthodes itératives d’approximation

Les méthodes itératives d’approximation sont surtout celles issues de l'ana-
lyse numérique. Citons :
e la méthode des approximations successives, la méthode de Newton. Le
choix des espaces étant ici encore absolument fondamental ;
e les méthodes de discrétisation (différences finies) ;
e les méthodes de décomposition.
Pour plus d’informations, voir [23].

1.3 Quelques espaces utilisés dans ce mémoire

Nous donnons dans cette partie quelques espaces utilisés dans ce document.

1.3.1 Les espaces L?
Définition 1. Soit Q C RV, N € N*.

1. On note LP(Q2), 1 < p < 00, l'espace vectoriel des classes d’équivalence
des fonctions f, mesurables presque partout, définies par :

/Q|f(x)|p dz < oo,

Une norme dans LP est définie par :

| fllze) = (/Q | f(z)? dx)p pour f € LP(Q).

2. Lorsque p = oo, on définit I’espace L™ par :
L>®(Q) = {f mesurable : | f(z)| < oo}
et la norme dans L™ est :
[fllzee(@) = nf{C >0 |f(z)| < C presque partout }.

Pour tout 1 < p < oo, LP(€2) muni de la norme correspondante est un
espace de Banach (espace vectoriel normé complet).
Dans ce mémoire, on se servira des résultats suivants pour effectuer plusieurs
estimations et majorations.
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Théoréme 1 (Inégalité de Holder). Pour tout 1 < p < oo et q tel que
%—l— % =1, si feLP(Q) et g€ LIN) alors f x g€ L*(N) et on a :

[ 1) x g(@) de| < 1o llglne

Cette inégalité a plusieurs conséquences parmi lesquelles :
» Soient fi, fo,- -+, fr des fonctions telles que f; € LPi(Q)), 1 < i < k avec
1 &1
==Y —alors f = fi X fo x +++ X fy est dans LP(Q). De plus
p i=1 Di

k
£ o) < TLIillze @)-
i=1
> SifelP(Q)NLIN), 1<p<qg<+oo,alors pour tout r avec p < r < g,

f e L"(Q2). De plus

o o .1 a 1-a
Iz < MGy X 1y 00 =+ — = 0<a<l

Définition 2. Soit E un espace de Banach de dual E'.
e On dit qu’une suite (uy,), d’éléments de E converge fortement vers u € E et
on note U, — u St :

|lwn, — u|| —> 0 lorsque n — +o0.

e On dit qu’une suite (uy,), d’éléments de E converge faiblement vers u € E et
on note u,, — U St :

vf S El, f(un) = <f7 un>E’,E — <f7 U>E’,E = f(u>

e On dit qu’une suite (f), d’éléments de E' converge faiblement x vers f € E'
et on note f, —=* f si :

Vu e E, folu) = (fu,v)p e — (f,u)p g = f(u).

Remarque 2. Si la suite (uy), d’éléments de E converge faiblement vers
u € E alors u est appelée la limite faible de (uy,).

Théoréme 2. Soit Q un ouvert quelconque de RY. Soient py,ps € [1,+00] et
(un)n une suite de fonctions qui converge fortement vers u dans LP*(Q) et qui
converge faiblement (faiblement * si py = +00) dans LP*(Q)). Alors pour tout
0 €]0,1], et pour p donné par ]l? = p% + 1;—26, la suite (u,) converge fortement
vers u dans LP(S2).
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Théoréme 3. Soient Q un ouvert borné de RY, ¢ > 1 et (u,) une suite
de fonctions bornée dans L(2). On suppose que (u,) converge vers u dans
LP (2)° avec 1 < p < q, alors on a :

loc
ue LI(Q),
et
u, —> u fortement dans LP(2).

Pour la preuve des deux Théorémes ci-dessus, on peut voir [11] Corollaire
I1.1.23 et Proposition II.1.25, respectivement.

Théoréme 4 (Inégalité de Young). Soienta,b € Ry, e > 0 et p,q €|1,+00]
tel que % + % = 1. Alors :

3

RSt

€
ab < —aP +
p q

b, (1.7)

1.3.2 Les espaces de Sobolev

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonc-
tionnels particulierement adaptés a la résolution des problemes d’équation
aux dérivées partielles. Ils doivent leur nom au mathématicien russe Serguei
Lvovitch Sobolev. Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vec-
toriel de fonctions muni de la norme obtenue par la combinaison de la norme
L? de la fonction elle-méme et de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Les
dérivées sont comprises dans un sens faible, au sens des distributions afin que
I’espace soit complet. Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Banach.
Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions
pouvant étre dérivées suffisamment de fois, pour donner sens par exemple a
une équation aux dérivées partielles et muni d’'une norme qui mesure a la
fois la taille et la régularité de la fonction. Les espaces de Sobolev sont des
outils essentiels pour 1’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, les
solutions de ces équations appartiennent plus naturellement a un espace de
Sobolev qu’a un espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens
classique.

Soient © un ouvert non vide de RY, x = (2, -+ ,2y) € RY et a =
(a1, ,ay) € N¥ un multi-indice. On note 9; = pr i€ {l,---,N} et
ol N
0% = 9 .. O = T avec |a| = Z;ozi.

5. On note L? (1), I'ensemble des fonctions dont la puissance p-iéme est localement
intégrable; c’est a dire intégrable sur tout compact inclus dans €. La convergence dans
LY () signifie que (uy), converge vers u dans LP(w) pour tout ouvert borné w tel que

wC Q.

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 21



Définition 3. On note D(R2), le C — espace des fonctions définies de € dans
C indéfiniment différentiables a support compact inclus dans 2.

Définition 4. Soit v € L*(Q). On dit que v est dérivable au sens faible dans
L? 5%l existe des fonctions w; € L*(Q) pouri € {1,--- , N} telles que :

/Q v(x)g;i (¢) dz = — /Q wi(x)p(a) dz, ¥ o € D).

X v
Chaque w; est appelée la i°¢ dérivée partielle faible de v et notée R
T
Définition 5. On dit que v € L*() est m fois dérivables au sens faible si

toutes ses dérivées partielles d’ordre m — 1 sont dérivables au sens faible.

Définition 6. Soit Q un ouvert de RY. L’espace de Sobolev H*(Y) est défini
par :

HY(Q) = {v €I2(Q) /Vie{l,--- N}, g; c L?(Q)}

ot est la 1™ dérivée partielle faible de v.

L
On munit H'(Q2) du produit scalaire
(u,v) = /Q (u(x)v(x) + Vu(x)VU(ac)) dx

et de la norme )

ull 1) = ((u, u)) z,

L’espace H'(£2) muni de la norme correspondante est un espace de Hilbert.

Définition 7. L’espace de Sobolev H}(Q) est défini comme 'adhérence de D()
dans H'(Q) et est caractérisé par :

Hy(Q) = {v EH(Q) /v=0 sur 39}.
Muni du produit scalaire de H'(), Pespace H}(f2) est un espace de Hilbert.
Définition 8. Soit m > 0. L’espace de Sobolev H™(S2) est défini par :
H™(Q) ={ve Q) /Va : |a| <m, 9™ e L*(Q)}

ot la dérivée v est a prendre au sens faible.
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Muni du produit scalaire

(u,v) :/Q > 0%u(z)0%v(x) dx

la|<m

et de la norme

D=

el sm ey = ()7,
I'espace H™(2) est un espace de Hilbert.

Définition 9. Pour tout entier m > 0, l’espace de Sobolev W™P est défini
par :
Wmr(Q) ={veLM(Q) /Y a : |a| <m, 0% € L(Q)}

ot la dérivée v est a prendre au sens faible.

Muni de la norme

1
P
[llwmr = ( > !WUHZ(Q)) :
la|<m
I'espace W™P(Q)) est un espace de Banach.

1.3.3 L’espace de Sobolev dépendant du temps
Soit X un espace de Banach et (a,b) C R un intervalle.

Définition 10. Pour1 < p < oo, on définit ’espace LP des fonctionsu : (a,b) —
X par :

b
LP(a,b; X) = {u . u mesurable et / lu(t)|% dt < oo}

La norme de u dans LP(a,b; X) est définie par :

1
b P
el = (Tl )

Définition 11. Lorsque p = oo, on définit L™= (a,b; X) par :
L>®(a,b; X) = {u . u mesurable, ||u(t)||x est essentiellement bornée}.

On dit que ||u(t)||x est essentiellement bornée s’il existe M > 0 tel que
|lu(t)||x < M presque partout.

L’espace L*(a,b; X') est muni de la norme

[l Loe(apix) = sup [lu(t)]|x.
te(a,b)
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Définition 12. L’espace de Sobolev WP (a,b; X) est défini par :
Wh(a,b;X) = {u € LP(a,b;X) / Oy € LP(a, b X)}
ot la dérivée est a prendre au sens faible.

Cet espace est muni de la norme

|=

p

b
lullwrnapx) = ( /a @)% + 101k ] dt)

1.4 Quelques notions

Nous utilisons dans ce travail la transformation de Fourier dans le but
de construire un espace fonctionnel dans lequel nous ferons des estimations
importantes pour la suite de solutions approchées des équations de Navier-Stokes.
Cela nous permettra de surmonter une difficulté essentielle : le passage a la
limite pour le terme non linéaire qui se trouve dans la formulation variationnelle
du systeme de Navier-Stokes. Du fait que le terme non linéaire rencontré n’est
pas faiblement continu, il nous faut donc démontrer que la suite de solutions
approchées est (grace aux estimations a priori) compacte dans une topologie
forte convenable (pour laquelle le terme non linéaire est continu). Et la norme
de 'espace dans lequel nous utiliserons la théorie de compacité est construite a
I’aide de la transformée de Fourier.

Définition 13. Soit f € L'(R). On appelle : -
e transformée de Fourier de f, l'application qu’on note f ou F(f), définie pour
tout ¢ € R par :

F(©) = F(£)(0) = [ fla)e ™ <da,

e transformée de Fourier conjuguée de f, l'application qu’on note F(f), définie
pour tout ¢ € R par :

FNEQ) = [ fla)eeda.

Remarque 3. ] existe des variantes dans la définition de la transformation de
Fourier. La notre consiste a choisir la fréquence au lieu de la pulsation comme
variable. Ses avantages sont :

F(f+g)=F(f)F(g) et F(f*g)=F(f)F(g)

L’inconvénient est que le facteur 2w réapparait lorsqu’on écrit la transformée
de Fourier d’une dérivée. On rencontre aussi les définitions suivantes :

7 :/Rf(af)e*“xdx ou f(¢)= \/12—W/Rf(:c)ei<xdx.
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1l est important, en lisant un ouvrage ou une table de transformée de Fourier
de s’assurer de la définition utilisée. Il n’est pas difficile de passer de l'une a
Pautre des définitions. Enfin, ces nuances n’affectent en rien la nature profonde
de la transformation de Fourier.

Théoréme 5 (Egalité de Parseval). Pour tout f € L'(R), on a :

LF13 = 1711

Définition 14 (trace d’une fonction). La restriction au bord I' = 02 d’une
fonction u € H'(Q) est appelée trace au bord de u et est notée uj. ou yo(u).

L’ensemble des traces au bord des fonctions de H'(f2) forme un sous espace
de L*(T") noté Hz(T). Plus succinctement, on a :

N
3
N
h
—~
NE

W(H (Q) = H

Nous rappelons le Théoreme de trace suivant (voir [10],Theorem 2.3) que
nous utiliserons dans la suite pour les démonstrations de certains résultats.
Pour cela, commengons d’abord par définir quelques notions pour faciliter la
compréhension des notations du théoreme.

Définition 15. Soit Q C RY un ouvert borné. Soient p : @ — [1,00) tel que

supp(z) < N et r: 9Q — [1,00) vérifiant r(x) < p*(z) = %.

z€e)
e On dit que r est uniformément sous critique lorsque :

glﬂf(p —r) > 0.
e On note p™ =supp et p~ =infp.
e On note P(9N), l'ensemble des fonctions HN~! — mesurable ou HN ™' est un

espace de Hausdorff de dimension N — 1.
e L'espace de Lebesgue d exposant variable LP@ (Q) est défini par :

LPO(Q) = {u e LL.(Q): / lu(z) PP dz < OO}_
Q
e On définit Uespace L™ (0SY) par :

L@ (90) = {u & L, (09,d5) - |

- lu(x)|"dS < oo

e L'espace de Sobolev d exposant variable W'P®)(Q) est défini par :

W) Q) = {u € LY@ (Q) : du € IPD(Q) pour i=1,--- ,N}.
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Théoréme 6 (Théoréme de trace). Soit Q C RY un ouvert borné et lip-
schitzien. Supposons que p € C°(Q) et 1 < p~ < p" < N. Sir € P(O) est
uniformément sous critique alors l'injection de trace WP (Q) — L@ (9)
est compacte.

Nous rappelons ci dessous le Lemme de Gronwall, aussi appelé inégalité
de Gronwall, nommé d’aprées Thomas Hakon Gronwall qui I’établit en 1919,
permettant I’estimation d'une fonction qui vérifie une certaine inégalité différen-
tielle. Le Lemme de Gronwall constitue la justification et 1'outil d’obtention de
nombreuses approximations des solutions d’équations différentielles ordinaires.
En particulier, il est utilisé pour démontrer I'unicité d’une solution au probleme
de Cauchy.

Théoréme 7 (Lemme de Gronwall : forme intégrale). Soient u,v :
[to, t1] — Ry continues telles que pour une constante C' > 0, on ait :

u(t) < C + ttu(s)v(s)ds, Vit € [to, 11].

Alors .
u(t) < Cexp (/ v(s)ds), Vit € [to, t1].

to

Théoréme 8 (Lemme de Gronwall : forme différentielle). Soient u une
application de [ty,t;] — Ry continue et dérivable et v : [to, t1] —> Ry continue

o u'(t) < u(t)v(t).
Alors ,
u(t) < ulte) exp ( / U(S)dS).

to

Théoréme 9 (continuité). Toute fonction f de Wh'(Ja,b[) est égale presque
partout a une fonction continue f sur [a,b] et on a pour tous x,y € |a, b,

f) = fa)+ [ 7/(s)ds

autrement dit, on a pour presque tous x,y € |a, b,

F) = 1@+ [ fs)ds

Pour la preuve de ce Théoréme, on peut se référer a [11] (Corollaire 11.4.2).
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1.5 Les inégalités de Sobolev

Commencons d’abord par rappeler la définition de I'injection continue et
I'injection compacte.

Définition 16. On dit que H est inclus avec injection continue dans K si
H C K et Uopérateur identité I : H — K défini par I(x) = x, pour tout
x € H, est continu.

Définition 17. On dit que H est inclus dans K avec injection compacte si la
suite (z,,) C H est telle que si z,, converge faiblement dans H vers x alors x,
converge fortement dans K vers x.

Théoréme 10 (inégalités de Sobolev). Soit Q2 un ouvert borné régulier de
R? et soit r un réel tel que :

1<r<+4o0, sid=2,
1<r <4 sid=3.

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction v € H(Q),
on ait :

L 1- .
lllzrmy = Clivllzao) vl sid=2,

2_1 3_
[vllzray < Cllvllzz@llvllE ), sid=3.

Pour la preuve de ce Théoréme, on peut se référer a [11], Lemme V.2.1.
Quant aux injections de Sobolev :
e Si Q est un ouvert régulier ou bien 2 = R¢ ou Ri alors :

si p<dalors WH(Q) C L), Vqe[l,p] avec L =1—

P
si p=dalors Wh(Q) C LI(Q), V¥ q € [1,+o0|
si p>dalors Wh(Q) C C(Q),

Ul

avec injection continue.
Si Q est borné de classe C!, les injections sont compactes.
e Si QO C R? est un ouvert de classe Ct ou Q =R, m > 1et 1 < p < oo alors :

si % — % >0 alors W™P(Q) C L), ou % = % -
si ;12 — % =0 alors W™P(Q) C LI(S2), ¥ q € [p, +o0]
si % — % <0 alors W™P(Q) C L*(Q),
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avec injection continue.
e Pour u € W™P(R%), m >1,1<p < .

Si
Si

= % >0 alors |ufpegaey < Cllullymsga).

Y= B

m
d
=0 alors |u|rea) < Cllullwmrra),

pour tout ouvert borné €2 inclus dans R?, V ¢,1 < ¢ < o0.

gj % — % <0 alors |u|co) < Cllullwmrway,

pour tout ouvert borné € inclus dans R<.

Théoréme 11. Soit Q C RY un domaine lipschitzien. Soient p € [1,+o0] et
q € [p,p*]. Il existe C > 0 tel que :

[l o < Cllull 7 fullf55", Y e W (Q)

Wlp

ol
1 1 1
pr p d

Pour la preuve de ce Théoreme, on peut voir [12] (Proposition I11.2.35).
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Chapitre 2

Construction du controle des
équations de Navier-Stokes

Dans ce chapitre, nous allons introduire les équations de Navier-Stokes dont
nous donnerons les résultats de stabilité dans le chapitre 3. Nous allons aussi
parler de la loi de controle qui nous permettra d’obtenir la décroissance expo-
nentielle souhaitée pour la solution du systéeme de Navier-Stokes a stabiliser.
En plus d’y construire une base hilbertienne suffisante pour la recherche de
I'existence de la solution faible du systeme, nous construirons un opérateur de
controle feedback a la fin.

Soit © un domaine Lipschitzien borné dans R? (d = 2, 3) avec une fronticre
I' divisée en I'y; et '), ou les indices di et ne désignent Dirichlet et Neumann,
respectivement. Soit I'; C T'y;, ¢ = 1,2,--- , N, des parties ouvertes de la
frontiére de Dirichlet de mesure non nulle telle que I'; N T'; = () pour i # j et
UN T; C I'y. Le contrdle, que nous utiliserons dans la suite, sera défini dans
les parties I';, i =1,2,--- , N.
Nous utilisons les espaces de fonctions habituels L*(Q2), H'(Q) et Hj () et
nous notons L?(Q) = (L?(Q))4, HY(Q) = (H'(Q))? et H{(Q) = (HL(Q))"
L’espace de Sobolev H™'(€2) est défini comme l'espace dual de H{(Q), c’est
a dire, H1(Q2) = (H}(£2))". On note par {-,-) et || - || = || - [r2(), le produit
scalaire et la norme dans L*(f2), respectivement. En outre, si u € L*(2) est
telle que V - u € L*(Q), nous notons la trace normale de u dans H_%(F) par
u - n, ou n représente le vecteur normal unitaire externe a I'.
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Nous introduisons les espaces de fonctions suivants :

H}(Q) = {u e H'(Q), u=0sur I'y;}, (2.1)
V() = {u cH'(Q), V-u=0, u=0sur Fdi,/ru ‘n= 0}, (2.2)
H(Q) = {uELQ(Q), V-u=0, u-n=0sur Fdi}, (2.3)

Vo(Q) = {u e H{(Q) : V-u=0 dans Q}, (2.4)
v%(m:{ueHé(r);/Fu.ndg:o}, (2.5)
1) = {p e 129, [ px)dx = o}, (2.6)

V%(Fi) = espace de fonction de trace dont I'extension par zéro

sur I' est dans H%(F). (2.7)

L’espace V est un sous espace fermé de H'(£2) et nous avons par définition

-l =1 e -

2.1 Equations de Navier-Stokes

2.1.1 KEtat stationnaire

Nous considérons la trajectoire de référence (v, ¢,) qui est un couple vitesse-
pression pour un fluide incompressible, solution au systeme de Navier-Stokes
stationnaire, avec des conditions aux bords mixtes :

VAV, + (v, - V)v, + Vg, =f dans Q,

V-v,=0 dans €,

(2.8)
v, =1 sur 'y,
vVv,n —qgn=¢ sur [')..

Ici, v > 0 est la viscosité, f est une fonction de L*(Q2) représentant les forces
massiques s’exercant dans le fluide, 1 est la condition de Dirichlet pour la
vitesse sur I'y; et ¢ est la condition de Neumann sur Iy, ¥ € V%(F). Le terme
vAv, désigne les forces de viscosité, (v, - V)v, est un terme d’inertie ou de
convection et Vg, est le gradient de la pression.

Dans [22], il est montré que la solution (v, ¢g.) du systéme (2.8) existe dans
H'(Q) x L(Q).

Nous avons considéré 1’état stationnaire dans ce travail afin de pouvoir le
perturber et obtenir enfin 1’état non stationnaire c’est a dire le cas ou les
parametres (solutions des équations) vont dépendre du temps. Ainsi, connaissant
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I’existence de la solution a l’état stationnaire, le but sera de faire tendre
exponentiellement la différence des solutions des différentes équations vers 0
pour un temps suffisamment grand. Autrement dit, de montrer que lorsque le
temps tend vers 'infini, la solution a 1’état non stationnaire n’est autre que
celle a I’état stationnaire.

Remarque 4. Dans la plupart des écoulements réels les conditions aux limites
ne sont pas nulles au bord du domaine. Parfois, on s’intéresse a des écoulements
pour lesquels la vitesse est prescrite sur une partie de la frontiere alors que sur
une autre partie de celle-ci le fluide peut s’écouler librement. Un exemple de
ce type de situation est un réseau de conduites dont la vitesse d’entrée en un
certain nombre de points du réseau est imposée alors quelle est inconnue en
sortie. C’est aussi le cas de [’écoulement dans un canal lorsqu’on néglige les
effets verticaux de surface libre.

De facon générale quelles que soient les situations physiques rencontrées lorsque
Uon veut calculer numériquement un écoulement autour d’un objet (tel l’exemple
classique de l’écoulement de 'air autour d’une aile d’avion) on est amené a
tronquer, plus ou moins arbitrairement, le domaine de calcul et partant de
la il convient d’écrire des conditions aux limites réalistes sur les frontiéres
non-physiques du domaine qui vont conduire a un probleme bien posé mathé-
matiquement et qui vont étre capables de décrire fidélement la réalité.
Typiquement, lorsque pour des grandes valeurs du nombre de Reynolds (le
nombre de Reynolds mesure le poids relatif des termes visqueuz et inertiels dans
I’équation de Navier-Stokes) ’écoulement cesse d’étre laminaire, les structures
tourbillonnaires induisent en sortie (c¢’est a dire la ou, en moyenne, le fluide
sort du domaine), un champ de vitesse alternativement positif et négatif. Ainsi,
bien que l’écoulement soit globalement sortant, on ne sait pas a priori si locale-
ment le champ de vitesse est sortant ou rentrant. En un point ou le champ de
vitesse est sortant, on comprend bien intuitivement qu’il n’est pas nécessaire
d’imposer une condition aux limites alors qu’a 'inverse si le champ de vitesse
est entrant, il faut absolument donner une condition aux limites en ce point.
Pour plus d’explication dans cette remarque, on peut consulter le livre de Franck
Boyer et Pierre Fabrie [11].

2.1.2 Etat non stationnaire

Pour T" > 0 fixé (temps final), soient @ = [0,7] x Q, ¥4 = [0,7] x Iy,
Yine = [0, T] x Ty et X; = [0, T] x I';. Considérons une trajectoire (u, q) partant
de la perturbation vy(x) de I’état de référence (v,,q,) c’est a dire a t = 0,
u = v,.(x) + vo(x) dans €. Le nouveau état perturbé est alors la solution des
équations de Navier-Stokes non stationnaire suivant, ou un controle v, est
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ajouté :

((;:—I/Au—l—(u-V)u—l—Vq:f dans @,
V-u=0 dans (@,
u=71+v, sur - Mg, (2.9)
vVun — gn = ¢ + ¢, sur X,
u(t =0) = v,(x) + vo(x) dans €.

ou
Ici, 'expression 5 est définie comme étant 'accélération eulérienne du fluide.

Nous désignons par v. et ¢. les lois de contrdle de Dirichlet et Neumann
respectivement :

vczzai(t)gi(x) et (bc:—;[u-n]_(u—vr)

ou [u-n| (z) = —min([u- n](z),0). La quantité «; est a priori inconnue. Le
profil de contrdle fixe g, est défini dans I'; et satisfait aux conditions suivante :

g € V3 (), (2.10)

g, -n#0 sur I, (2.11)

/ g -nd¢=0. (2.12)
r;

La condition (2.11) s’interprete par le fait que le profil de controle n’est pas
orthogonal au vecteur normale unitaire n. Quant a (2.12), nous dirons que g;
est a flux nul sur le bord I’;.

De plus, lorsqu’on se propose éventuellement d’assurer un profil normal au
contrdle, la condition

g,(0)-7(C)=0, VCeT; et V1eT(T) (2.13)

peut étre ajoutée aux conditions (2.10) — (2.12), ou I'espace tangent de I'; en (,
noté T¢(I';), est défini comme '’ensemble de tous les vecteurs tangents en (. Par
exemple, en supposant que la frontiere I' soit assez réguliere pour que n soit
1
dans H2(I"), nous considérons h;, j = 0,1, définie sur I';, ¢ € I, comme suit :
g2 : e .
h(x) — exp < rf—x—x]-HQ)n si x € B(xj,r;) Ny,

J

(2.14)
0 sinon,

ou B(x;,7;) est la boule ouverte centrée en x; € I';, de rayon r; tel que
B(x9,70) N B(x1,71) = 0. En choisissant 7y et r; de maniére appropriée, on
peut satisfaire I'égalité (2.14). Si 5;, j = 0,1, est défini par :

= h; - dC,
BJ /B(Xj,Tj)ﬂFi J C
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le profil de controle g, = foh; — fihy satisfait non seulement (2.10) — (2.12),
mais aussi (2.13). Toutefois, il convient de noter que la condition (2.13) n’est
pas nécessaire pour construire la loi de controle dans ce mémoire. On peut
aussi considérer g;(¢) = Sohy(¢) — F1ho(¢) +A(¢)7(C), ot A(C) est une fonction

suffisamment réguliere.

2.1.3 Equations de Navier-Stokes a stabiliser

En faisant la différence entre (2.9) et (2.8), on obtient le systéme suivant :

881; —vA(u—v,)+(u-Vu—(v,-V)v, +V(g—¢-) =0 dans Q,
V-(u=v,)=0 dans (@,
u—v,=v, sur Zdz‘,(2'15)
vVu—-v,)n—(¢q— ¢ )n= ¢, SUr e,
u(t =0) = v, (x) + vo(x) dans Q.
On pose v=u— v, et p=¢q — ¢,. Donc
ou_ov
ot ot
u(t =0) =v(0,x) + v,(x).
En revenant au systeme (2.15), on obtient :
ov
E—VAV+ ((V+VT)'V)(V+VT)—(VT'V)VT+VPZO dans @,
V.-v=0 dans @,
V=Ve sur Edi,(2‘16)
vVvn — pn = ¢, sur Y,
v(0,x) = vo(x) dans Q.

Afin de gérer les nouvelles inconnues «;, nous définissons des lois de controle
de telle sorte que :

[ wVvn—pn] g dC = fi(v), i=1 N,

A

ou f; est la loi de controle a définir a la sous section 2.2.2. Il faudra noter ici
que la loi de controle f; fera partie des éléments qui nous permettrons dans la
suite d’obtenir la décroissance exponentielle désirée pour v, a savoir :

V() x@ < [[Vollx@e™ ™, t e (0,00)
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ou o > 0 est un taux de décroissance et X ({2) est un espace adéquat.
Sachant que :

(v4+v) V)4 v,) = (V- V)V (V- V)vi + (v - VIV + (v, - V),

nous obtenons le systeme suivant dont nous ferons I’étude de stabilité tout en
prouvant l’existence de la solution dans le chapitre 3.

a. aa‘t/_VAV+(V'V)VT+(VT'V)V+(V'V)V+Vp=() dans Q,
b. V-v=0 dans @,
N
c. v=) ai(t)g;(x sur Yy,
2 e "217)
d. vWvn—pn=—[(v+v,) -n|v sur Yy,
e. /[VVVn—pn]-gi d¢ = fi(v), i=1,---,N,
fo v(0,x) = vo(x) dans €.

Dans le but de stabiliser la solution non stationnaire u de (2.9), pour un taux
de décroissance prescrit ¢ > 0, nous avons besoin de trouver un contréle v,
(c’est la raison pour laquelle nous 'avons ajouté dans le systéme (2.9) en plus
de la fagon dont nous I’avons congu) de telle sorte que la composante v de la
solution (v, p) du probleme (2.17) satisfasse la décroissance exponentielle

IV@®)II < Clivolle™", t € (0, 00),

ou C > 0 est une constante indépendante de vy. Et dans ce document, nous
montrons méme que C' = 1.

Remarque 5. Le fait de considérer le coté droit de la condition de Neumann
comme étant du second degré en terme de vitesse a un sens, du point de vu de
la mécanique. Ceci, si l’'on se référe au théoreme de Bernoulli, ou la pression
est proportionnelle au carré de la vitesse, le long des lignes de courant. De plus,
en regardant de plus pres cette condition et en revenant a la variable initiale wu,
nous avons :

1
vVun —qn= ¢ — i[u n| (u—v,) sur Y.

Dans la stabilisation du systéme (2.17), on peut considérer le contréle situé a
la frontiere de Neumann étant [’énergie cinétique résiduelle entrant.

Pour étudier le systéme (2.17), nous avons besoin de définir un espace
fonctionnel dans lequel nous chercherons la solution v du systeéme apres avoir
donné sa formulation variationnelle (dans le chapitre 3).
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2.2 Base hilbertienne et loi de controle

2.2.1 Base hilbertienne

Soient {z;,\;,7 =1,2,3,-- -} les fonctions propres et les valeurs propres du
probleme spectral suivant pour 'opérateur de Stokes :

—l/AZj + ij = )\ij,
V-z; =0 dans €, (2.18)

z; =0 sur I

Les valeurs propres vérifient 0 < A\; < Ay <--- < \; quand j — oo (voir [32]).
En plus, les {z;} forment une base orthonormée dans V(2) vérifiant :

<Z E Zk) = 0Ojk,
’ ’ , (2.19)
<VZj, VZk> = )\jéjka VJ, k.
Puisque \; dans le systeme (2.19) tend vers l'infini lorsque j — oo alors pour
un taux de décroissance prescrit ¢ > 0, on trouve toujours N, appartenant a
N* tel que :

14

4

3

2
o< ON, = )‘No-l-l — (?)V) C4HVVT'H%2(Q) (220)
ou C' est une constante provenant des inégalités de Sobolev. Notons que 1'ex-

pression (%)BC4||VVT||‘£2(Q) est obtenue de fagon a assurer que la valeur propre
AN, +1 SOit assez grande pour que oy, soit positif. On verra 1'utilité de cette
estimation du taux de décroissance o dans le chapitre 3. Bref, ¢a nous permettra
de stabiliser facilement 1’état d’équilibre instable du systeme de Navier-Stokes
(2.17) c’est a dire de prouver la décroissance exponentielle de la solution v
du systeme. Toujours en notant N, par N dans la suite de ce mémoire, nous
définissons I = {1,--- | N}.

Considérons le probleme de Stokes suivant :
—vAY; + Vg =0 dans (Q,
V-, =0 dans €,

i =g; sur 'y,
vWippn—qgn=0 sur I, i=1,--- N.

(2.21)

Il s’agit d’un cas particulier de I’équation de Navier-Stokes (termes inertiels
absents ou négligés). Lorsqu’un fluide visqueux s’écoule lentement en un lieu
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étroit ou autour d’un petit objet, les effets visqueux dominent sur les effets
inertiels. Son écoulement est alors appelé écoulement de Stokes. On parle aussi
d’écoulement a faible nombre de Reynolds. Ce nombre de Reynolds est alors
beaucoup plus petit que 1. Contrairement a I’équation de Navier-Stokes, 1’équa-
tion de Stokes est linéaire.

Grace aux conditions (2.10) et (2.12), le probleme de Stokes (2.21) admet une
solution unique (v;, ¢;) appartenant & H'(Q) x L2(€) (voir [11], Proposition
I11.4.1). De plus, les ¥n, 19,3, -+ 0N, 21,22,23, - -, sont linéairement indé-
pendants. Par conséquent, nous choisissons de chercher la solution v de (2.17)
dans 'espace

Nous ne proposerons pas de norme particuliére pour I'espace W(£2) car nous
n’en avons pas besoin dans ce travail. De plus, la solution v peut étre écrite
comme :

N 00
V=W-+2z ol W= Z%‘Wz‘ et z= Z 0;z;, (2.23)
i=1 i=N+1

avec wW; = ¢; +z;, pour i € I. On pose 7, = ¢; + p; '
Ainsi, on définit 'espace W () par :

W<Q) = VeCt(Wn>{n<N+1} > VeCt<Zn){n>N}- (224)

2.2.2 Loi de controle

Pour i € I, la loi de contrdle est définie par :
fZ(V) = CLL'O&? + biOtZ'

- = (el 2w + 3 aptwwy)  (225)

J=Lj#

ol Ay, est définie dans (2.19), 0 < e < v et

1 1
r, 2 Jr;

Le parametre € est inconnu pour l'instant mais nous montrerons au chapitre 3
qu’il dépend de la viscosité du fluide v et qu’il vaut méme trois quart de celle-ci
dans le but d’optimiser le choix de la valeur propre Ay, pour des besoins de
démonstration dans ce méme chapitre.

Nous rappelons ici que la loi de controle f;(v) est congue de fagon a nous

1. Nous utiliserons cette écriture dans la section 2.3
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permettre dans la suite de montrer que la vitesse v du fluide, solution au
systeme de Navier-Stokes (2.17), satisfait la décroissance exponentielle :

V@) < l[volle™, ¥t >0,

pour un taux de décroissance prescrit ¢ > 0 et vo € H(Q2) étant la donnée
initiale arbitraire.

Remarque 6. Le principe de construction de la loi de contrdle sera vu lors de
la démonstration de ’estimation (3.7) dans le chapitre 3. En fait, l'idée vient du
fait de vouloir controler (simplifier) certains paramétres qui interviennent dans
les estimations de certains termes de la formulation variationnelle du systéme
de Navier-Stokes afin d’assurer la décroissance exponentielle de la vitesse v,
solution du probléme.

2.3 Construction de 'opérateur feedback

Nous mentionnons cette section afin de montrer que a(t) dépend non
linéairement de v, par conséquent écrire a(v(t)), et satisfait une loi de controle
non linéaire. Pour simplifier, a(v(¢)) est noté « dans la suite.

Dans le systeme (2.17), on peut exploiter la condition (2.17), pour réduire le
systeme. En effet, nous utilisons ces identités et la décomposition ci-dessous :

N N 00 00
v=> aw;+z, p=Y ar;+q ot z= Y biz;, q= > 0Gip;. (2.26)
i=1 i=1 i=N+1 i=N+1

Définissons la matrice et le vecteur M et F comme suit :

M= [vVw; - n—rmn|-g,d(, i,j=1,--- N. (2.27)
r

i

E(v):—/F_[yvz-n—qn]-gidc+fi(v), ij=1,--,N.  (2.28)

Ainsi, & partir de I"équation (2.17)., on peut déduire la relation exprimant «
en fonction de v :

Ma = F(v). (2.29)

En effet, nous avons :
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De (%) et (*x), nous obtenons l'égalité Ma = F(v).

Remarque 7 (sur la loi de contréle). Notons que pour le calcul de la
solution du systeme controlé, nous considérons la forme suivante de la loi de

controle f;(v) :

N
fi(v) = a;af + by — (v — &) A1 <2<wi, v) — > aj{w, wj>>. (2.30)
j=1
Car nous avons :

N N
a7«||w’l||2+2<wzvz>+ Z a]<wlaw]> — 'LU“ Z wzaw]
=T =1

En effet, nous avons :

N N
allwil]* + 2(wi, 2) + D aj{w, wy) = 2(wi, 2) + > aj{w;, w))
=L j 1

2(w;, v Zajw] —|—Zaj w;, w;)

= 2(w;, v) — QZ%(% w;)

j=1
N
+ > a(w;, w;)
7=1
N

w27 Z w“ 'U)]
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Chapitre 3

Stabilisation des équations de
Navier-Stokes

Cette partie concerne la stabilisation globale des équations de Navier-Stokes
autour d’un équilibre instable avec le controle frontiere mixte construit dans le
chapitre précédent. Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la premiere
partie nous évoquons les résultats de stabilité. Dans la deuxiéme partie, nous
montrons ’existence de la solution faible des équations de Navier-Stokes en
dimension 3. Dans la troisiéme, nous prouvons l'unicité de la solution en
dimension 2.

3.1 Résultats de stabilité

Dans cette partie, nous donnons d’abord la définition d’une solution du
systeme de Navier-Stokes. Ensuite, nous mentionnons deux lemmes que nous
utiliserons dans la suite pour montrer que certaines quantités sont bornées.
Enfin, nous abordons les résultats de stabilité.

Afin de définir une forme faible des équations de Navier-Stokes, nous intro-
duisons des formes bilinéaires et trilinéaires suivantes :

a(vi,vs) :/QvVl-vVQ, ¥ (v, ve) € HY(Q) x HL(9),

b(v1, Vs, V) = /Q(v1 V)Ve Vs, Y (vi, Ve, vs) € HY(Q) x HY(Q) x HY(Q).
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Alinsi, par intégration par parties, nous obtenons :

b(u,v,v)—/(u V)v- V—E:/ujavz v; Z/uj (vivy)

5,j=1 3,J=1

Z / (O5u;)(vivi) + = Z / v;vi)(u; - n;)dC.
7.7 1 ,j 1
Comme nous traitons le cas d'un fluide incompressible,
N
V-u:ZE)juj:O.
j=1

Donc :
b(u, v, v) / v2(u-n) d¢, Yu,veV(Q). (3.1)
Grace a l'inégalité de Holder, on obtient :
b(v1,v2,v3)| < [Villps I VValllvsllisy, ¥ Vi, va, vs € H(Q).

De plus, avec I'inégalité de Sobolev (Théoreme 11), il existe une constante C'
positive telle que :

1 1
[Villes@) < Clivall2[[Vvallz et lvsllpsy < Cl[Vvs]f;
par conséquent,
1 1
[b(v1, v, v3)| < CllviZ[[Vva]|2 [V [[[Vvs]]. (3.2)

Ces estimations sur la forme trilinéaire seront utilisées dans la suite pour des
besoins de démonstration.

Maintenant, nous pouvons considérer la formulation variationnelle du systeme
de Navier-Stokes.

Définition 18. Soient T' > 0 un nombre réel arbitraire et vy € H(S2). Nous
dirons que v est une solution faible du systéeme (2.17) sur [0,T) si

e v [L>(0,T; H(Q)) N L*0,T; V())],

o il existe a; € L>(0,T) tel que v = aug; sur Iy, i € I, g, étant le profil de
controle défini dans (2.10) - (9 12),

e pour tout v = Zazwl + Z 0:z € W(Q) ot W(Q) est défini dans (2.24),

=1 i=N—+1
nous avons :

d
%/ v- v dx+ va(v,v) + b(v, v, V) + b(v,, v, V) + b(v, v, V)
Q
al 1
=2 Gifi(v) =5 [ [(v+v) nTv-vd (3.3)
=1 ne

b. (/Q'v-?)dw>(0)—/gvo-%dw.
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Notons que la condition initiale (3.3), est logique parce que pour toute
solution v de I'équation (3.3),, nous avons t — / v(t) - v dx est continue en
Q

temps (voir Théoreme 9).

Nous mentionnons que les conditions (2.10) et (2.11) permettent d’obtenir le
Lemme suivant dont la preuve est donnée dans [20]. Ce Lemme nous sera d'une
grande utilité dans la suite.

Lemme 1. Soit v € W(Q) défini dans (2.26) avec a; € L>(0,T). 1l existe des
constantes C; > 0 telles que :

De plus en utilisant (3.4), on obtient le Lemme suivant :

Lemme 2. Pour tout v = w+ z € W(Q), avec w € vect(w,)nni1} €l
z € vect(2,) (n>Ny, W satisfait :

Jwl|l < Cylv]], (3.5)
o
N }
Cy = (ZC’waiHZ—i—Q Z \CZ-|]C’jH<wi,wj>]> , N €N~
i=1 1<i<j<N
Preuve :

En développant ||w]|?, nous obtenons & partir de 1'équation (2.26) et de I'inéga-
lité (3.4) :

N
Iwi* =>_efllwill*+2 > asa{wi, w;)
i=1

1<i<j<N
N
2 2
<> olwill*+2 Y Jaillagll(wi, w;)l
i=1 1<i<j<N
N
< (ZCZ-QHWiHQ +2 > \Cz'HCjWWijH) IvI®. (3.6
i=1 1<i<j<N
Ce qui acheve la preuve. d

Nous donnons maintenant les résultats de stabilité dans le théoreme suivant.
Il s’agit de la décroissance exponentielle de la vitesse v du fluide, solution
des équations de Navier-Stokes, lorsque le profil de controle satisfait certaines
conditions avec un taux de décroissance positif prescrit. De plus, 'existence
d’une solution faible des équations de Navier-Stokes en dimension 3 et son
unicité en dimension 2 sont mentionnées.
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Théoréme 12. Soient d € {2,3} la dimension de l’espace et 0 > 0 un tauz
prescrit de décroissance satisfaisant :

3
v 2
o< ZANH - <3V> C4HV'UTH%2(Q)'

ol v, est la solution de (2.8) et Axy1 est une valeur propre du probléme spectral
(2.18). Soit g; le profil de contrile satisfaisant :

g; € V%(Fi), g, n#0 surly /gi-ndgzo.
Iy

Soit vy € H(QY), une donnée initiale arbitraire. Il existe donc une solution
faible v du systéeme (2.17) au sens de la définition 18. De plus, v satisfait les
estimations sutvantes :

lo(®)]l < [lwolle™, V¢ >0 (3.7)

/ T || Vu(s)|2ds < C, V<o (3.8)
0

ou C' est une constante.
De plus, lorsque d = 2, la solution est unique.

Remarque 8. Notons qu’d partir de l'inégalité (3.8), on déduit la convergence
exponentielle de la norme H' de v vers zéro lorsque t tend vers co. En effet,
lorsque (3.8) est satisfaite alors e*™||Vu(t)||? est bornée. Donc il existe une
constante C > 0 tel que ||[Vo(t)|]* < C e .

Preuve du Théoréme 12 :
Pour la démonstration de ce théoréme, nous commengons d’abord par montrer
les estimations (3.7) et (3.8).

N

o
En prenant v=v = Z oW, + Z a;z; dans ’équation (3.3),, nous avons :

i=1 i=N+1
2dt||v|| + v||Vv|]* + b(v,v,v) + b(v,,v,v) + b(v,v,, V)
N 1 )
=S wfi(v) - §/F VIV +v,) - 0] dC. (3.9)
i=1 ne
En utilisant I’égalité (3.1), nous obtenons respectivement, :
b(v,v,v) /|V| v-n)d¢ = Zaza +2/ [v|*(v - n) (3.10)
=1

o 1
b(v,, Vv, V) / Iv]*(v, - m) d¢ =Y bl + 5/ v|*(v,-n) d¢.  (3.11)
i=1 Fre
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En effet, pour prouver (3.10), on utilise le fait que v = q;g; sur I'; C 'y,
i=1,2,--- ,Noul;NT; =0 pour i # j et UX,T; C T'y; pour obtenir :

1 1
b(v,v,v) /\V| v-n) C:—/ ]v|2(v'n)dC+f/ [v|*(v-n) d
2 Jry 2 Jrpe
N 1 )
=iy [l dcy [ vEem) dc
— Fne
N
Za—l—Q/ [v[*(v-n) d¢ ot a; = 2/|gl g, -n) dC.
Ainsi, nous prouvons (3.11) de la méme manieére :
1
b(v,, Vv, V) / [v[* (v, -n) d¢ = f/ Iv|*(v, -n) d¢ + 7/ [v|*(v, -n) d¢
Ca; 2 Tne
1
_Za xf/ 2 (v, - dg+7/ VI2(v, - ) dC

ZO‘+2/ Iv|*(v, - n) d on b; = /]gZ v, -n) dC.

2

Nous cherchons maintenant & borner b(v,v,,v).
L’utilisation de (3.2) entraine :

1 1
b(v, vy, V)| < ClVIP[V V]2 [V, [[[[Vv]].
En appliquant I'inégalité de Young (1.7) avec :
1 1
a= Vv, b= Clv[[[VV][[Vv.], p=qg=2et e = e,

on a .

&1 02
b(v, vy, V)| < 5HVVH2 + o VIV VIV 2.
€1

En appliquant une deuxieéme fois I'inégalité de Young a

CQ
EHVHHVVHHVWHQ,

on obtient :
2
&1 1 02
v < SIVVIE + ZIVVIE + 5 (172 VTP

En prenant £; = €5 = ¢, nous déduisons que :

4

b(v, V2 v)] < £ VI + (C

a7 V1P .12
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La définition de la loi de controle dans (2.25) conduit a :
N N N
Saifi(v) = a0l + > bl
i=1 i=1 i=1
N N N
— = w2 Y awn) + Y 3 aglww)

i=1 i=1 i=1 j=1,5#1i

Or, d’apres la décomposition (2.26) donnée dans le chapitre 2, nous avons :

N

vV = Z oW, + Z.
i=1
Donc :
N N N
VI =" afwill* + 2 ai{wi, z) + Zaz > ajlwi,wy) + ||z,
i=1 i=1 =1 j=1,j#i
D’ou
N
> aifitv) zm@+zml—wﬁumﬂMPHﬂﬁ (319
i=1 i=1

L’utilisation de (3.10) — (3.13) dans 1’égalité (3.9) conduit a :

HWP+MWWP+§JMM+2/ wyvn<x+§p@

2dt
2/ Vv, - m) d¢ — <[ Vv - ||vvr|| VI < S aod + 3 b
i=1 i=1
1 _
—@—@MmQWW—WW>—2F|WWV+w%m .

Donc :

1 1
2 2 2 . ) 2 .nl—-
SV VI 5 [P v n)d g [ VR ) n)

04
+ (v = wallvIP = el V[P = S IV FIVIF < (v = ) Awa 2],

Notons [(v 4+ v;) - n]t(z) = max([(v + v,) - n](x),0), la partie positive de
[(v 4+ v,) - n]. Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

1d 1
—|VI*+ (v = )IVV]* + CclIv* + */ IVI[(v +v,) - n]* d¢
2dt 2 JTne
< (v —e)Anlzl?, (3.14)
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ou A
C
_ 4
Ce = (v =e)Awsr = SlIVvell’,
avec Ay assez grande pour que C. soit positif, a savoir

04

"= 50—

Vv [* < Ania (3.15)

Pour optimiser le choix de Ay;1 dans (3.15), nous cherchons ¢ €]0, | qui
minimise h. Par conséquent, € est tel que h/(¢) = 0. Apres avoir dérivé et
calculé, nous trouvons :

e= (3.16)

qui est unique.
Notons que, pour tout ¢ € [ et j > N, nous avons (Vw;, Vz;) = 0. Par
conséquent, nous déduisons 1’égalité suivante :

Vvl = [Vw?* + [[Vz]*. (3.17)

En utilisant les égalités (3.16) et (3.17) dans I'inégalité (3.14), il s’en suit
Ld
2dt
b5 [P vl e < Dawfal?
2 r.. r > 4 N+1 .

QZV2ZV25)\ 2—33C4V42
IVI=+ 2 IVWI + 2 Val™ +  Avalv] 5,) C IVl

En factorisant une partie par ||v||?, on a :

1d, o vV 5 U 9 v 2\% . A 5
L s (D - () )
VI + 219wl 4+ 21Vl + (D = () CUvvlt) v
1 v
* 7/ V(v + Vo) -0l dC < S Analz])”.
2 JTye 4
14 2 3 4 4 , .
Donc en posant oy = Z)\NH - <3) C?||Vv,||*, comme défini dans (2.20),
v
on obtient :
1d 1
oIV 4 SIVWIZ 4 ZI92l? 4 onlvl + 5 [ VPl(v v -nf* dg
v
< Ul (318)
Comme
7 = Z OGZ; = ||Z||2 = Z Oéi2||ZZ‘||2 + 2 Z OéiOéj<Zi,Zj>.
i=N+1 i=N+1 N+1<i<j
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Nous avons donc :

oo
lzl|* = > o, car ||z]]* = (zi,2:) = 1 et (z;,25) = 0;
i=N+1

vu que dans le chapitre 2 nous avons précisé que les {z;} forment une base
orthonormée dans V(2) vérifiant :

Zj,2) = Ojk,

=2 2) = 0; , (3.19)

(Vz;,Vz,) = \jdjr, Vj, k.
De la méme maniere, nous avons : Vz = Z o;Vz;.

i=N+1
Donc : - -
IVz|* = Y o?||Vz||*+2 Y wa(Vz, Vz)).
i=N+1 N+1<i<j

D’ou :

|Vz|?* = Z Naf, car | Vz||* = (Vzi, Vz;) = A\ et (Vz;, Vz;) =0

i=N-+1
Ainsi, nous avons :
Avsllzl? = Anga Z a; Z N = || Ve,
i=N+1 i=N+1

D’apres l'inégalité (3.18), nous avons :

SV oW P+ F IVl ron VP45 [ VPI-+vnl* dé < vl

Ainsi, il s’en suit :

1d

1
2 2 2 - 2 . + < 0. 92
S VI 519w oVl + 5 [ [vRlv+v) n* ac <0 (320

Par conséquent, pour tout o tel que 0 < o < oy, nous avons :

1d

2dtHVH2 +o|lv|* <0, (3.21)

d 2
Donc aHVH
N

< —20 entraine apres intégration :

HVH2 < Ke 2 avec K = HV(O)H2

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 46



Donc v satisfait 'estimation ci-dessous :
v < [[v(0)][e". (3.22)

De plus, prendre v = v(0) dans ’égalité (3.3),, conduit a :

LvoR= [ vorvo) <3 [ o+ [ VO

/Q(VO_V(O))QZ/Q|V0|2+/Q|V(0)|2—Q/QVO'V@) > 0.

Donc, nous avons :

car

2[v(O)[I* < lIvoll* + [Iv(0)[I*.

Par conséquent,

IVO)II* < [Ivoll*. (3.23)
Donc, en revenant a (3.22), il s’en suit :

VIl < lIvolle™". (3.24)
Ainsi, nous avons montré la premiere estimation (3.7) du théoréme 12.

Maintenant il reste a prouver I'estimation (3.8).
Puisque oy > 0, on part de I'inégalité (3.14) et de I'égalité (3.16) pour obtenir
I'inégalité suivante :
1d

2V 2 2 1/ 2 nltar < ¥ 2
L e+ v VI S [ VR v -l de < Dl

ne

Ce qui permet d’avoir, sachant que v = w + z, le résultat suivant :

1d v v v

L e+ 29 < Dl = Dl — i

Comme [|[v — w|? + [|[v + w|? = 2||v||? + 2||w]||? entraine que |v — w]|]* <
2||v||? + 2||w||?, on a donc en majorant ||[v — w||* de 'inégalité précédente :

1d

1% 14 v
S IV + 219 < Ean VP + Davalwl® (3.25)

Or d’apres le Lemme 2, nous avons |w| < Cyl|v|| pour tout v=w +z €
W(2). Donc en majorant ||w| par Cx||v| dans 'inégalité (3.25) et en posant
My = vAni1(1+ C%), il s’en suit :

d v
%HVH2 + §||VV||2 < My|lv|*. (3.26)
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En multipliant (3.26) par €*”, o < o, puis en intégrant sur (0,t) et en
utilisant I'estimation de stabilité (3.24), nous obtenons :

t t
M| v + 2V/0 2 (|Vv||? ds < ||vol|* + 2(My + 77)/0 e |v||? ds

t
< (1 +2(My + 77)/0 e 2(o—m)s ds) |vol|*.
(3.27)

Par conséquent, il existe une constante C' > 0 indépendante de T telle que :
T
[ e I9vi? ds < Cllvl . (3.28)
0

Ainsi 'estimation (3.8) est atteinte. Q

3.2 Existence

La preuve de l'existence de la solution suit une procédure standard. Dans
un premier temps, la suite de solutions approximatives est construite via la
méthode de Galerkin. Ensuite, un résultat de compacité nous permet de passer
a la limite dans le systeme satisfait par les solutions approximatives en passant
par des limites supplémentaires.

3.2.1 Meéthode de Galerkin

Pour tout m > N, nous définissons l'espace W,,, comme suit :

W,, = Vect({wl, Wo, W3, - ,Wm})

ou
w; si 1<i<N,
W, = , , (3.29)
Z; si N+1<i:<m.
m
Ainsi, pour v,, € W,,, nous écrivons v,, = Z ®imW; et définissons le systeme
i=1

non linéaire de dimension finie suivant :

(@) (Orvim, W;) +va(Vi, W;) + (v, Vi, W;) + b(Ve, Vi, W))
N
1
oV Vins W5) = D 03fi(Vim) = 5 | (Vi £ ve) - 0]V - W dC(3.30)
l:1 ne

(b) (vin(0) =vo,w;) =0 pour j=1,---,m
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m
ou 9;; définit le symbole de Kronecker et pour z,, = Z OimWi,
i=N+1

1% 1%
fivi) = a7, + bidim — —An1Gm||Wil|* — 5/\N+1<Wl, Zpn)

4
y N
_ZANJrl D Gim(Wi, W), I1<I<N. (3.31)
i=1,il

Rappelons que ¢;,, est a priori inconnue et satisfait, grace a (3.31), a une loi
de contrdle non linéaire conduisant a la recherche de ¢y, (v, (t)). Par souci de
simplicité, @i (V.n(t)) sera notée ¢y, dans la suite.

Lemme 3. Le probléme discret (3.30) admet une solution unique v, €
Whee(0,T; W,,).
De plus, cette solution satisfait :

vl oo 0,722 0)) + IV Ol Lo 0.7 22(02)) < C (3.32)

ou C est une constante positive indépendante de m.

Preuve : En écrivant (3.30) en fonction de ¢y, ¢ = 1,2,3, -+, m, nous
obtenons :
7 (Wi, Wiy + > i (Va(wi, w;) + b(v,, Wi, ;) + b(w;, v, wj)>
i=1 i=1
m N 1
+ Z ¢km¢zm Wi, Wkawj = Z(Sljfl(vm) - 5/ [(Vm + Vr) : l’l]_Vm ’ Wij
ik=1 =1 ne

m
Z¢zm(0><wuwj> = <V07Wj>7 pourj = 17 , M
i=1

(3.33)
Puisque la matrice & coefficients (w;, w;) (1 <i,7 < m) est non singuliere, le
systeme (3.33) se réduit a un systeme non linéaire avec des coefficients constants

di + Z gbijij + Z ¢km¢jmyijk =
J=1 Jik=1

(i uivn) 3 [ vm v m v ow d) 2, (330

m
¢zm Z Vo, Wj
7j=1

ou Xjj, Yijk, Zij € R. Donc il existe T,, (0 < T,,, < T') tel que le systeme
différentiel non linéaire (3.34) admette une solution maximale définie sur un
certain intervalle [0, T;,]. Pour montrer que T, est indépendant de m, il suffit de
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vérifier que ¢;,,, est bornée. Suivant la méme procédure que celle de dérivation
des estimations (3.24) et (3.28), nous obtenons :

a. [[v, (D] < |[volle™, V>0

T (3.35)
b. / 15| Vv, ()||2ds < C.
0

Par conséquent, grace a 'inégalité (3.35),, on obtient T,, = T. Q

De plus, une conséquence des estimations (3.35) est que la suite (v,,)m, est
bornée dans L*(0,7T;V(Q)) et L>(0,T; H(R)). Donc, pour une sous suite de
V., (encore notée v,,), les estimations dans (3.35) donnent, lorsque m tend vers
00, les convergences faibles suivantes :

{ vV, — v faiblement * dans L>(0,7; H(Q2)),

(3.36)
v, — v faiblement dans L?(0,T; V().

Néanmoins, les convergences dans (3.36) ne sont pas suffisantes pour passer
a la limite dans la formulation faible (3.30), & cause de la présence du terme
d’inertie (non linéaire). Pour passer a la limite dans le terme non linéaire, il
faut obtenir un résultat de convergence forte. Par conséquent, nous devons
obtenir des limites supplémentaires afin d’utiliser la théorie de compacité sur
la suite de solutions approximatives (Vi ).

3.2.2 Limites supplémentaires

Puisque les convergences faibles ne sont pas suffisantes pour passer a la
limite dans (3.30), a cause du terme non linéaire qui n’est pas faiblement
continu, cherchons plus d’estimation v,,. Comme dans [23], supposons que
By, B et By sont trois espaces de Hilbert tels que By C B C B;. Siv:R — B;
est une fonction, on note par v sa transformée de Fourier.

Fv)(r) =9(r) = | T g2y (4 dt.

—00

Rappelons 'identité suivante sur la transformation de Fourier des opérateurs
différentiels qui sera utilisée dans la suite de ce mémoire :

DIv(r) = (2im7)"9(7),
pour v > 0 donné et définissons I’espace

H(R: By, By) — {u € I2(R, By), Dju e I*(R, Bl)}.

L’espace HY(R; By, B1) est muni de la norme

=

IVl = (¥ 50 + 112w 50 )
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Nous définissons également H7Y(0,T'; By, B;) comme l'espace des fonctions
obtenues par restriction sur [0, 7] des fonctions de HY(R; By, By).
Nous rappelons le résultat suivant (voir [23]) :

Lemme 4. Soient By, B et By trois espaces de Hilbert tels que By C B C
By avec inclusion compacte de By dans B. L’injection HY(0,T; By, By) —
L*(0,T; B) est compacte.

Pour I'application de ce Lemme dans la suite, on pose :
1
By=V(Q), B=H(Q), B=H), 7v=;-¢20

Les principaux résultats de la présente section sont fournis en utilisant les deux
Lemmes préliminaires suivants.

En utilisant le Théoreme de trace (Théoreme 6), nous prouvons un Lemme
préliminaire qui permet d’estimer le terme du c6té droit de la condition de
Neumann.

Lemme 5. La suite v,,, solution du probléme discret (3.50), satisfait l’estima-
tion de trace suivante

[ 1F (@ +5) - #f5) [Bnl dC < Cllomllz - (3.37)

ne

N o)
De plus, ¥V v = Z&iwi + Z 0,z € W(Q), nous avons
i—1 i=N+1

[ (om0 o0 dC — [ (04 v,) o dC (3.38)

ne Fne
ot v est la limite faible de v, dans (3.36).

Preuve :
En se référant au Théoreme de trace (Théoreme 6) dans les espaces de Sobolev,

pour tout r < 4 I'injection H*(Q2) — L"(T) est compacte. (3.39)

Rappelons que :

/ |]:([(Vm + VT) ) n}vm)$m| d¢ < ”]:([(Vm + vr) ) n]vm)||L2(Fne)||$m||L2(Fne)'
(3.40)
L’une des deux conséquences de l'inégalité de Holder permet d’avoir :

IV +v2) -0Vl 2y < 1V + Vellwae, o [Vmlluir,.)-

D’apres (3.39), il existe C' > 0 tels que :
[Vin + Vellua,) < Clivin + Vellar@y et [[Villusr,.) < Cllvilla o)
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Nous déduisons donc dans le résultat ci-dessus que :
[V +v2) -] vin 22,0 < Cllvin + Ve llmr o) Vil @) - (3.41)

Crace & (3.35), la suite ([(V,, + V,) - 1]V, ) est bornée dans L*(]0, T[, L2(T,..)).
Par conséquent, la suite de sa transformée de Fourier

(F([(Vi +Vv,) - 1]v,))m est bornée dans L°(R, L*(T,,.)). (3.42)

En combinant (3.40), (3.42) et le Théoreme de trace, nous obtenons :

ém ”L2(Fne)

S V(@4 92) - 09Tl A < IF (T +90) - 0090 3,

< ClVinllzz o
< ClVinlla o)

Pour prouver (3.38), commengons d’abord par noter les convergences fortes
suivantes :

Vi n—v-n, Vv, -v—v-v dans L*(J0,T[,L*(T,.)).

En effet, pour w € {n, v}, nous avons d’apreés l'une des conséquences de
I'inégalité de Holder :

[ 10 =) - Wl dC < Vi = VI IW s,

Ensuite on integre cette derniere inégalité par rapport au temps ¢t de 0 a 7" :

/ [ 10 = v) - wi? d¢ dt</ Vo = 12

Or d’apres le Théoréme de trace qui donne (3.39), nous avons :

WHL4 (The) dt

[ Vi — V||L4(Fne) < COllvi — V||H1(Q)
D’ou

// ) - wl? dCdt<C/ Vi = VI W3, dt —— 0.

m——+0oo

Car (V,,)m converge vers v dans H*(Q).
Si nous utilisons (3.39) et maintenons la méme notation pour toutes les sous
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suites qui convergent, on obtient :

/ne[(Vm +v,)-nlv, -vd(— /Fne[(v_}_vr) ‘n]v-v d{‘
— /ne ([(Vm +v,.)-nlv, —[(vVv+v,)- n]v> v dC‘

| [ (14 ve ) v = [ v+ v i) -9 ]

B / [(vm+vr+v)-n](vm—V>'”C‘

ne

S ||Vm + VT + V||L4(Fne)||vm - V||L4(Fne)||i7||L2(Fne)
< Cllvin + v + Vlm @llvin = vl @ llVlIlgie —— 0.

m—-+00

Ainsi, on montre (3.38). Q

Lemme 6. La suite v,,, solution du probléme discret (3.50), est bornée dans
H7(0,T; V(Q), H(?)), avec 0 <y < 1 —e.

Preuve :
Nous désignons par v, le prolongement de v, par 0 pour t < 0 et t > T et
V., la transformée de Fourier par rapport au temps de v,, ; v, possede deux
discontinuités en 0 et T'. La dérivée de V,,, au sens des distributions ! est donnée
par :

c(iith = Uy + Vin(0)0g — v (1)o7 (3.43)

ol dp et o7 sont respectivement des distributions de Dirac en 0 et T', et

u,, = v,, = la dérivée de v, sur [0, T].
En appliquant la transformation de Fourier, 1’égalité (3.43) donne :
2TV (T) = U (T) 4 Vi (0) = Vi (T)e 2T

ou v,, et U, indiquent respectivement les transformées de Fourier de v,, et u,,.
Puisque nous savons déja que v,, est uniformément bornée dans L?(0, 7T, V(Q)),
il reste a prouver que

LI n(m)|Pdr < (3.44)
R

pour montrer que v, est bornée dans H7(0,T; V(Q2), H(Q2)) pour 0 < y < 1 —e.
Pour tout v € W,,, avec v = q;g; sur I'; (pour un petit rappel, les I'; sont des

1. Une distribution T sur €2 est une forme linéaire séquentiellement continue sur D(2)
cest a dire T : D(Q) — C, ¢ — T(¢), linéaire et continue au sens suivant : pour toute
suite ¢; qui converge vers ¢ dans D(Q), la suite de nombres complexes T'(¢;) — T'(9).
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parties ouvertes de la frontiere de Dirichlet destinées a contenir le controle),
V,, satisfait :

Ov,,
o ot

+/GO-de+/G1-de:—/Vm ) - Vor dx

VdX—I—l//VVm Vvdx+/Gm v dx

—|—/ Vi (0) - Vg dx+Zoz, Zm+/ H(nj1ym -V dC (3.45)

ot Gy, = (Vo V)V, GO = (v, V)V, GL = (V.V)V, Hiw = [i(Vi) et
H(N+1)m = —%[(Vm —i—VT) . Il]_Vm.
Nous appliquons maintenant la transformation de Fourier a I’équation (3.45) :

2i7rr/vm( )5 (r )dx+u/ V(1) : VI(7) dx+/Qém(T)-v<T> dx

+ / &0 (7) - (r) dx + / GL(7)-%(r) dx = /Q Vn(0) - 9(7) dx
_ / (D) - Fr)e T i+ 3" EeBln + / Hixs1ym - v(7) dC.
- (3.46)

ou é GO @1 et PA[Zm sont respectivement les transformées de Fourier par
rapport au temps de Gy, G, G, et Hip,.

On remplace ensuite v par le conjugué complexe de V,, noté v,, que nous
prenons comme fonction test (v,, € W,, et v,,, € W,,,), ce qui donne :

2i7r7'/ Vo (T) - Vi (7) dx—i—u/ VVn(7) : VV(7) dX—i—/Qém(T) V(7)) dx
/GO Tlr dx+/ Gl (1) - Tm(7) dx:/vm(()) (T dx
Q
—/ Vin(T) - Vi (7)™ dXJFZZimEva/F Hixs1ym - Vm dC.
i=1 ne
(3.47)

Ainsi, on aboutit a :
227r7'/ 1V (7)]? dx—i—u/ VY (7)? dx+/ G (T) - Vo (T) dx

+/ GO () - Tl dx+/ GL () - Tm(7) dx:/gvm(())-vmm dx

- / Von(T) - T (7)e 27T dx+zamﬁim+ /F Hixsiym - Vo dC. (3.48)
i=1 ne
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=

On donne maintenant une écriture explicite de Z @i Him. Pour ce faire, notons
i=1

que
_ —2 - v — 5 U
Him = fi(Vim) = @i, + bidhim = S AN410im [Will™ = S AN41(Wi, Zn)
v N
- ZANH Z ¢jm<wi7wj>‘
j=Lj#i
Donc
—92 — % —
GimHim = @i0im iy, + 0iOimPiy, — Z/\N+1¢im¢im|lwi||2
v N —
— S ANF10im Wiy Zin) — — AN41 Z ¢im¢jm<wi7 Wj>-
2 4 e~
J=Lj#i
En appliquant la transformation de Fourier a I’égalité ci dessus, on obtient :
PO 1% ~ 1% = ~
¢2mHzm = _Z)\N+l|¢im’2“WiH2 - 5)\N+1¢im<wia Zm>

N
v = - =
_ZAN—H Z ¢im¢jm<wz‘,wj>+az¢ (¢ >+b|¢zm|2
J=L1j#i

Par conséquent
N _ N
i=1 —
y N N _ N N _
_4)\N+1<Z‘¢zm‘ sz”2 Z¢ Wuzm +Z Z ¢zm¢]m<wlawj>>

i=1 i=1 i=1 j=1,j#i
Sachant que :
IVl =12 l* = Z\qu\ [[wil? +22¢> (WisZin)+D 0 D Gim®@im Wi, Wj),
i=1 j=1,j#i

on obtient finalement :

N
il = a9 = ] 43080 ) + 30 (309
i=1

=1

En utilisant (3.49) dans I’équation (3.48), on obtient :
22'7T7'||\7m(7)||2+V||V\7m(7')||2—1—/9@m(7') Fon(7) dx+/9@9n(r) T(7) dx
+ / OL () -Fp(r) dx = / T (0) - Fou(7) dx — / (T - T (7)e 2T dx

Q Q
+ Zal¢zm im + Zb |¢zm|2 *)‘N+1||Vm||2 + 4)‘N+1||Zm||2

+ / Hoxs1ym - Vo dC. (3.50)

Stabilisation globale des équations de Navier-Stokes 55



ot Hins1ym = —3F([(Vim + ¥,) - 1] " Vp,).
Dans la suite, C' désigne différentes constantes positives.
En prenant la partie imaginaire de I’équation (3.50), nous avons :

19 (1) < cuvmmnvm)(Hémmuvm) + G0 (v + Héinmuwm)
N —_—
+ IO (T + [¥m(O)1]) + 5up 3 Jaul |91 (7)] (6,)
U i=1

1 _
+ 5Im g F([(Fm +¥,) - n]v,,)v,, dC.

Comme nous avons d’apres le Lemme 1 :

|Gim ()] < Cil|Fm (7).
Donc
N —_—
171V (D> < CllVim(7)] (Sgﬂgz |a:|Ci(¢7,,) + [V (T) || + IIVm(O)II)
TER ;=1
A7) v (|G (Dllvisy + G2 lvrey + 1G5 v

—i—;[m [ F (0 + %) 0900 G (351)

Nous prouvons maintenant que chaque terme du coté droit de I'inégalité (3.51)
est borné.
e D’abord, nous avons :

G = (vm : V)vm = HGmHV’(Q) < CHVmHV(Q)vam”V(Q)-

Comme nous l'avons rappelé dans le chapitre 2, V est un sous espace fermé de
H' et par définition || - ||y = || - ||lg. Donc

1Gmllvie) < Clivinllz q)-
Sachant que :
G =", VIV, et G = (V. V)Vn,
on montre de la méme maniere que :

1G v < Clivinllar @), s=0,1.

Gréce a l'estimation d’énergie (3.35) satisfaite par v,,, Gy, et G}, restent bornées
dans L'(R; V'(Q)) et les fonctions G,, et G, sont bornées dans L= (R; V'(Q)).

Par conséquent, nous avons :
SE{Q (HGm(T)”V’(Q) + HG?n(T)HV’(Q) + ||G71n(7')||v’(9)> <C. (3.52)
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e Prouvons que les trois premiers termes du coté droit de (3.51) sont bornés.
Grace au Lemme 1, nous savons que ¢2, est bornée dans L'(R). Donc la

fonction (¢2,,) est bornée dans L>°(R). Ainsi en utilisant 'estimation d’énergie
(3.35)4, nous obtenons :

ilelng\azlc (B2) + [V (D] + v (0] < € (3.53)

Ainsi, les estimations (3.52), (3.53) et (3.37) permettent de réduire I'inégalité
(3.51) &
TV (I < ClVm ()l (@)-

Pour 0 < v < Z, nous estimons maintenant la norme

LArom(m)I dr.
R
Notons que (voir [23]) :

1+ |7

— T VreR
L+ 2 77

77 < e(v)

Par conséquent, sachant que |7|[¥,,,(7)]|* < C||[V,(7) ;a1 (), nous déduisons
Vo (T) ]2 TV (T) ]
LCa A
R 1+ |7[=2 R 1+ 7|12

||‘A’m(T)H%11(Q) d () Vi (7)1 122 () dr
R 1+ 7|2 R 1-|—|7'|1 2y

~ 9 [Vin (T |H1(Q)
<) [ 19n(Dlie dr+at) [ 7 dr

(3.54)

LI I8P dr < e(3)

< e3(v)

La derniére intégrale du coté droit de I'inéquation (3.54) satisfait gréace a
I'inégalité de Holder :

Vi () [l () 1
e 14 TS / (I + [7]2)2 / ¥ ()l oy 7
(3.55)
et la premiere intégrale du coté droit de I'inégalité (3.55) est convergente pour

tout 0 < v < i. D’autre part, 1'utilisation de 1’égalité de Parseval conduit a :

T
LISy 7= [ V@)l g dt < C.

Ainsi, on montre que :
LI 8m (o)) dr < C.
R
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Donc la suite v,, est bornée dans H?(0,7; V(€2), H(Q)) pour 0 <7 < 1 —.Q

Maintenant, en appliquant les Lemmes 4 et 6, il y a une sous suite de (Vm)meN
qui converge fortement dans L*(0, T; H()).

3.2.3 Passage a la limite

Le résultat de compacité obtenu dans la section précédente implique la
convergence forte suivante (au moins pour une sous suite de v, encore notée
Vin)

V,, — v fortement dans L*(0,T;L*(2)).

Car I'espace H(2) est défini dans le chapitre 2 par :
H(Q) = {ueL*(Q), V-u=0, u-n=0sur Ty}

Ce résultat de convergence avec (3.36) nous permet de passer a la limite dans la
formulation faible suivante, obtenue a partir du systéme (3.30) en multipliant
par ¢ € D(]0,T[) et en intégrant par parties par rapport au temps

_/OT/QVm.gj¢f(t)dxdt_/va(o)ngp(o)dx+V/OT/Qva LV () dxdt
[0 o Tva) ettt + [ (v Vv St
+ /OT/Q<VT -Vvp,) - vip(t)dxdt

— /OTaj(sUfl(vm 1t — = / / (Von + Vo) - 1]V - Wip(t)dCdE (3.56)

pour tout v; = a;w;.
Dans un premier temps, les intégrales du coté gauche de 1'équation (3.56) sont
examinées.

L’utilisation des convergences faibles (3.36), pour les termes linéaires, donne :

T T
/ / Vi Vi (t) dx dt ——— / / v v, (t) dx dt,
0 Jo 0 Jo

m——+00
m——+00

T T
/ / Vvt Vvip(t) dx dt —— / / Vv : Vv;p(t) dx dt,
0o Jo 0o Ja

m——+400

/OT/Q(V,« -Vvp) - vipt) dx dt —— /OT/Q(Vr LVV) - Vip(t) dx dt.

/OT/Q<Vm -Vv,) - vip(t) dx dt —— /OT/Q<V Vv, - Vje(t) dx dt,

m——+00
Nous pouvons passer a la limite dans le terme non linéaire puisque v,,, converge

faiblement vers v dans L?(0,7; V(Q2)) et fortement dans L?(0,T;L*(Q2)). Ce
qui entraine :

/OT/Q(Vm.va).i?jgp(t) dx dt —— /OT/Q(V,VV).{,J.@@) dx dt. (3.57)

m——+00
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En utilisant le Lemme 1 et d’apres I'inégalité (3.35),, nous avons ¢;,, € L>=(0,T).
Donc pour une sous suite de ¢;, (toujours notée par ¢;,,) :

¢im — o, faiblement x dans L*°(0,7). (3.58)

Notons que la convergence de v,, dans L*([0, 7] x Q) implique sa convergence
dans L'(0,T;L*(Q))2. Ainsi

Vil = [|v]] dans L'(0,T). (3.59)
D’apres le Lemme 1, pour tout ¢ € I, nous avons :
|Gip — Digl < Cullvp — vl V vy, vg € Wi
Ainsi, ¢;,,, est une suite de Cauchy dans L'(0,T) et nous avons donc
Gim — ¢; dans L'(0,T). (3.60)

Comme ¢, est bornée dans L>°(0,T) et converge vers ¢; dans L'(0,T) et
vers a; dans L>°(0,7), d’apres le Théoreme 3, ¢; € L>(0,T'). Par conséquent
O = q; € LOO(O,T)

Puisque ¢, est bornée dans L*>°(0,7T), en utilisant (3.60), on a :

Gim — o dans LP(0,T),

d’apres le Théoreme 2, pour tout p €]1, +o0l.
Maintenant pour 1 < ¢ < N nous pouvons passer a la limite dans le terme
suivant :

T T
~ 2 ~ 2
/0 @@ p(1) At ——— ; a0 p(t) dt,

et puisque

N

Zp = Vi — Z gbimwia

i=1

nous avons

/OT Qi (Wi, zm)p(t) dt —— T&i<wi,z>¢(t) dt.

m—+00 0
Par conséquent
T T
| asvmet) dt —— [ @five() d,
0 m—+00 0

ou

N
14
fl(V) = Cl,iOél2 + biOéi - Z)\N—H (OQHWsz + 2<WZ, Z> + ‘ ;iaj(wi,wj)) .
J=Li7F

2. En effet, cela vient d’une des propriétés des espaces LP, c’est a dire si la mesure du
domaine €2 est finie alors f € LP(2) entraine f € LI(§2) avec 1 < ¢ < p.
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Ainsi, en utilisant le Lemme 5, plus précisément (3.38), pour gérer la convergence
des conditions au bord de Neumann et en passant a la limite dans I’équation
(3.56), on a :

T T
—/O /QV v (t) dx dt — /Qvovjcp(O) dx + 1//0 /QVV : Vv,p(t) dx dt
T T
—i—/o /Q(V -Vv) - v,p(t) dx dt —i—/o /Q(V -Vv,) - v,p(t) dx dt
T
+ / / (v - VV) - V,0(t) dx di
0 Jo
T
:/ a6 fi(v)p(t) dt — f/ / (V+v,)-n] v-v,p(t) d¢ dt (3.61)
0 ne
pour tout v; = a;w;, j € N*.

Par linéarité, 'équation (3.61) est vraie pour tout v combinaison finie de v; et
par densité, pour tout élément de W(€2).

3.3 Unicité de la solution en dimension 2

Dans cette partie, nous montrons que la solution faible obtenue dans la
section précédente est unique en dimension 2.

Soient v; et vy deux solutions du systéme (3.3), tels que, sur T';, vi = ay;8;
et vo = ay;g,. En faisant la différence de ces deux solutions, on obtient :
d ~ _ N
7 / (vi — Vo) - Vdx +va(vy — vy, V) + b(vy — Vo, Vv, V)

Q

+b<VT, Vi — V2,\~7) + b(Vl — Vo, Vy, \7) + b(Vg,Vl — V2,\~/’> =
N

Z&Z (fz(vl) — fZ(V2)> — ; Fne[(Vl + Vr) . l’l]_(Vl — V2) . iv/ dC
; Fne[(vl +v,)-n] (vy-v) d( + ;/Fne[(VQ +v,) -] (ve V) d

b. (/Q(vl —vy) ¥ dx>(0) — 0.
(3.62)
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Ainsi, on pose v = v — vy et on obtient le systéme suivant :

d
a/ﬂv v dx +va(v,v)+b(v,v,, V) + b(v,,v,V) + b(v, vy, V)

Fb(va, v, ¥) = ;&i(fi(vl) ~ filva)) - ; [+ v )
45 [ @ (2 v nl = [+ vl )

b. (/Qv-i?dx>(0):0.

(3.63)
En posant v = v dans le systéme (3.63), nous obtenons :
1d 9 9
a. 5o —|IvII* + v||VV]]* + b(v, v, V) + b(v,, v, V) + b(v, v, V) + b(va, v, V)
N 1
;a (fZ vi) — fi(va ) 3 - ]V‘Z[(vl +v,)-n]” d¢
1
5/ V2+VT>'H]_—[(V1+V7~)'H]_) ¢,
b. |[v(0)|]* = 0.
(3.64)

Evaluons tous les éléments sauf les deux premiers termes de I'équation (3.64),.
e La définition (2.25) de la loi de contrdle méne a :

Zlozi(fi(vl) - fi(v2)> = ;ai(ali + agi)a?

N
+ 200 = (v = v (VI - ll2]?).

En utilisant les inégalités (3.4) et (3.5), nous obtenons respectivement :

ZaZ Qg + ag;)ag +Zba

< (Il + ) 2 a2 + Sl v

i=1 =1
2] = HV —wl < vl + [lwll < (1 + Cw)llvl|
D’ou
N
> (v = i(va))| < (O (3.65)
i=1
ou
N N
g1(t) = (Ivall + [[vall) Do 1ailCF + 3 1] CZ + (14 Cw)? + (v = €)Ansa.
=1 =1
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e Notons que

‘/F V[*[(vi +v,) - m]” dg’ < /Fn V2|(v1 +v,) - n| dC

et

/ne(VQ .V)<[(V2 +v,) -n]” —[(vi+v,)- n]f) dc‘
<

(va-v)(v-n)| dC.

I

En utilisant I'inégalité de Holder, le Théoréme de trace en dimension d = 2
(Théoreme 10), nous avons :

[ VB V) - n] < VI, Ve + Vel

ne

2 4 1 2
< CIVISIVVIS ([vi + vl F IV (v + v [15).
Lorsqu’on applique 'inégalité de Young (1.7) au résultat précédent, il vient :

14
[ WP+ nl d¢ < ZIVVIE+ CopvIE, (3.66)

ne

ou
g2(t) = [vi + v [l V(v1 + v |I?,

en notant qu’on a posé dans (1.7) :

3 v
p=5.a=3c="0 a=|VV[%etb=ClV[F|vi+ v [[5[V(vi+ v,

Par la méme démarche qu’on a eu l'estimation (3.66), on montre ce qui suit

[ 1ve v emlde < VI,
2 4 1 2
< ClvIF VY5 ([Ivall 5[V v2l7)
1%
< ZIVVIP + Cas(t)IvIP, (3.67)

VzHLS(Fne)

g5(t) = [[va]|[[Vva]*.

e En utilisant une fois de plus I'inégalité de Holder, I'injection de Sobolev en
dimension d = 2 c’est a dire le Théoreme 11 et I'inégalité de Young, nous
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obtenons respectivement

’b(V, Vr, V) + b(V7 Vi, V)l =

/Q(V'VWT'V—F/Q(V-V)Vl-V‘
:‘/Q(V'V)(V1+VT)~V‘

< IVIZs@lIV (vi + vl
S CIVIIVYIIIVVL 4+ Vv |

v
< ZIVVIP + Ca@lIviP, (3.68)

ol
g4(t) = val -+ VVTHZ.

b(vy, v, V) + b(ve, v, V)| = ‘/ﬂ(vr : V)V'V—I—/Q(Vg : V)v-v‘

= ’/Q((Vg—i-vr)-v>v-v‘

< Vllza@ IV Vllva + vill i)

< CIvIEIVVIEIVVIIve + Vel 2V (va + v |12

< Vvl + Cgs v (3.69)

ol
95(t) = [V + v, *|Vva + Vv, ||
Les estimations (3.65) — (3.69) combinées avec I’équation (3.64), nous per-
mettent d’avoir :
1d v
sz IVIF+VIVVIE < g @IVIE + SIVVIFP + Co (vl
v v
+ S IVVIP + Cas(OIvIF + SVl
2V 2 2
+CoaOIIVIE + IVVI™+ Cos()IvI™
Ainsi L4
2 2 2
—— —||V < Cyg(t 3.70
S IVIE + 219V < Colo) v, (3.70)
ol
9(t) = g1 (t) + ga(t) + gs(t) + ga(t) + g5(t) € L'(0, T).
Enfin, en appliquant le Lemme de Gronwall, nous déduisons de 'inégalité
(3.70) et de 1’égalité (3.64), que v est égale a zéro sur |0, 7.
Par conséquent, vi = vy et 'unicité est prouvée en dimension 2.
Remarque 9. En dimension 3, l'absence d’unicité de la solution empéche de
prétendre directement que la solution faible est la solution forte. Cependant
une plus grande régularité temporelle pourrait étre nécessaire pour atteindre le
caractere unique de la solution.
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Conclusion

La stabilisation globale des équations de Navier-Stokes en dimension 3
avec des conditions aux limites mixtes est étudiée autour d’un état d’équilibre
instable donné, en utilisant un controle de frontiere mixte et rétroactif. La
condition de Neumann, en tirant sa signification du Théoreme de Bernoulli,
est proportionnelle au carré de la vitesse. De plus, cette condition est congue
pour étre nulle lorsque ’écoulement se dirige vers 'extérieur du domaine ; et
elle stipule que I'énergie cinétique résiduelle interne peut étre utilisée comme
force limite exercée sur le fluide pour stabiliser le systeme de Navier-Stokes.
En plus de la décroissance exponentielle de la perturbation arbitraire pour la
norme L? que nous avons prouvée, nous avons établi que :

[ Tv(B) |2 —— 0, V>0,

et que la solution faible est unique lorsque le domaine d’étude est bidimensionnel.
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