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RÉSUMÉ

Dans ce travail de mémoire, notre but est d’abord de construire les opérateurs ∂ et ∂̄ dans
le cas d’une variété analytique complexe. Il s’agit de prouver le théorème 2.0.15 qui est
un résultat de Mamadou Eramane BODIAN, Dian DIALLO et Marie Salomon SAMBOU.
Ensuite, il s’agit de prouver le théorème 3.0.21 qui est un résultat de Marie Salomon SAMBOU
sur les courants prolongeables.
Enfin, à travers ce résultat de SAMBOU et des résultats classiques de résolution du ∂̄ pour les
courants prolongeables, nous donnons la preuve du théorème 3.0.22 qui est un autre résultat
de ces trois auteurs.
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Introduction

Ce travail de mémoire intitulé résolution du ∂∂̄ pour les courants prolongeables définis sur
la boule euclidienne de C

n est un article de Mamadou Eramane BODIAN, Dian DIALLO
et Salomon SAMBOU. Cependant notre objectif est de réécrire les résultats de Mamadou
Eramane BODIAN, Dian DIALLO et Salomon SAMBOU après une compréhension des outils
techniques utilisés.
Pour résoudre le ∂∂̄, la méthode classique est de résoudre d’abord l’équation du = T où u

et T sont des courants prolongeables. Ce qui nous permet d’obtenir le théorème 2.0.15 :
Ȟp(B(0,r)) = 0 pour 2 ≤ p ≤ n − 1. Et ensuite résoudre le ∂ et le ∂̄ pour la décomposition
de la solution obtenue. C’est ce qui nous permet d’aboutir au théorème 3.0.22 : Soit T un
(p,q)-courant prolongeable défini sur la boule euclidienne
B(0,r) ⊂ C

n. Supposons que dT = 0 ; 1 ≤ p ≤ n et 1 ≤ q ≤ n ; alors il existe une (p−1,q−1)-
courant S défini sur B(0,r),prolongeable tel que ∂∂̄S = T

pour 2 ≤ p+ q ≤ 2n − 1.
Ainsi pour entreprendre ce travail, nous commencerons d’abord par introduire les notions
d’analyse fonctionnelle, de Variété et de calcul différentiel sur une variété analytique com-
plexe. Ensuite, nous aborderons la résolution de l’équation du = T .
Enfin, nous terminons le travail par la résolution du ∂∂̄ pour les courants prolongeables.
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Chapitre 1

Préliminaires et notations

1.1 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.1.
On appelle K-espace vectoriel topologique, tout K-espace vectoriel E muni d’une topologie
qui rend continue les applications :
(x,y) ∈ E ×E 7−→ x+ y et (λ,x) ∈ K ×E 7−→ λx où K est un corps.

Définition 1.1.2.

On appelle norme sur un K-espace vectoriel E, toute application ‖•‖ : E −→ R+ vérifiant
les conditions suivantes :

a) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, ∀x ∈ E

b) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K.
c) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ pour tous x,y ∈ E.

Définition 1.1.3.
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance associée à la
norme.

Définition 1.1.4.
On appelle semi-norme sur un K-espace vectoriel E une application p : E −→ R+ vérifiant
les propriétés suivantes :

i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x,y ∈ E

ii) p(λx) = |λ|p(x), ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K.

Remarque 1.1.5. Toute norme est une semi-norme.

Définition 1.1.6.
Soit E un espace vectoriel. Une partie U ⊂ E est dite convexe lorsque pour tout λ ∈ [0,1] on
a λx+ (1 − λ)y ∈ U pour tous x, y ∈ U.

On peut associer à une semi-norme une distance.
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Définition 1.1.7.
Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique localement convexe et complet par
rapport à la métrique provenant des semi-normes.

Remarque 1.1.8.
Tout espace de Banach est un espace de Fréchet. La réciproque n’est pas vraie.

Théorème 1.1.9. [de Baire](voir[1])
Soit (E,d) un espace métrique complet et (Ωn)n∈N une suite d’ouverts denses de E. Alors⋂

n∈N

Ωn est dense dans E.

Corollaire 1.1.10.
Soit E un espace métrique complet et (Fn)n∈N une suite de parties fermées de E telle que⋃

n∈N

Fn = E. Alors
⋃

n∈N

F̊n est dense dans E et en particulier il existe n ∈ N tel que F̊n 6= ∅.

Théorème 1.1.11. [ de l’application ouverte] (voir[1])

Soit E et F deux espaces de Banach et
T : E −→ F une application linéaire, continue et surjective. Alors T est ouverte. (voire [4])

Lemme 1.1.12.
Une application T est ouverte si et seulement si l’image de tout voisinage ouvert de 0 est un
voisinage ouvert de 0.

Démonstration.

Supposons que T est ouverte. Si V est un voisinage ouvert de 0, alors T (V ) est un ouvert
contenant T (0) = 0, donc un voisinage ouvert de 0.
Inversement, soit Ω un ouvert de E et montrons que T (Ω) est un ouvert de F . Pour ce faire,
il suffit de prouver que T (Ω) est voisinage de chacun de ses points. Soit x ∈ Ω, puisque Ω est
un ouvert, donc voisinage de x. Par conséquent :

∃r > 0, B(x,r) ⊂ Ω ⇒ B(0,r) ⊂ Ω − {x} = {y − x|y ∈ Ω}

Montrons l’inclusion B(0,r) ⊂ Ω − {x}. Soit z ∈ B(0,r)
On a z ∈ B(0,r) =⇒ ‖z‖ < r =⇒ ‖(z+x) −x‖ < r et z+x ∈ B(x,r) et puisque B(x,r) ⊂ Ω,
donc z+ x ∈ Ω. Ainsi il existe y ∈ Ω tel que y = z + x. Par suite z = y− x ∈ Ω − {x} et par
conséquent B(0,r) ⊂ Ω − {x}. D’où Ω − {x} est un ouvert contenant 0 ; donc voisinage de
0. Comme T est linéaire et par hypothèse l’image par T de tout voisinage ouvert de 0 est un
voisinage ouvert de 0, on a T (Ω − x) = T (Ω) − {T (x)} est un voisinage ouvert de 0. Ainsi,
T (Ω) = T (Ω−x)+T (x) est un voisinage ouvert de T (x) et puisque T (x) est quelconque dans
F du fait x l’est dans Ω, donc T (Ω) est voisinage de chacun de ses points. Par conséquent
T (Ω) est un ouvert dans F .

Passons à la démonstration du théorème de l’application ouverte

Démonstration. : Puisque E et F sont espaces normés complets et T est linéaire et continue,
il suffit de montrer que T (BE(0E,1)) contient une boule ouverte BF (0F ,ρ) avec ρ > 0.

Notons d’abord que E =
⋃

n∈N

BE(0,n).

6



On définit pour tout entier naturel n, Fn = T (B(0,n)).
T étant surjective, on a F =

⋃

n∈N

Fn.

En effet, si y ∈ F , ∃x ∈ E|y = T (x).
x ∈ E ⇒ ‖x‖ ≤ k ∈ N

y ∈ T (kBE(0,1)) = kT (B(0,1)) ⇒ y ∈ Fk. F étant un espace de Banach, par le corollaire
1.1.10, il existe n0 ∈ N tel que F̊n0

6= ∅. Donc Fn0
6= ∅

Fn0
= T (n0BE(0,1)) = n0T (BE(0,1)) contient un ouvert non vide U .

Puisque T est linéaire et continue, T (BE(0,1)) et T (BE(0,1)) sont convexes.

−U ⊂ n0T (BE(0,1)) implique que l’ensemble V =
1
2

(U − U) ⊂ n0T (BE(0,1)).

V est un voisinage de 0, donc il existe ǫ > 0 tel que B(0,ǫ) ⊂ T (BE(0,1)). Ce qui donne

BF (0,ρ) ⊂ T (BE(0,
1
2

)), pour ρ =
ǫ

2
.

Il reste à montrer que T (BE(0,
1
2

)) ⊂ T (BE(0,1)).

Soit y ∈ T (BE(0,
1
2

)). Il existe x1 avec ‖x1‖ ≤
1
2

tel que ‖T (x1) − y‖ <
ρ

2
.

Donc T (x1) − y ∈ BF (0,
ρ

2
) ⊂ T (BE(0,

1
2

)).

De même, il existe x2 avec ‖x2‖ <
1
4

tel que ‖T (x2) − y1‖ = ‖T (x2) + T (x1) − y‖ < 2−2ρ.

(y1 = y−T (x1)) et y2 = T (x2)+T (x1)−y ∈ BF (0,2−2ρ). On construit ainsi une suite (xn)n≥1

telle que :
— a) ‖xn‖ < 2−n

b) ‖T (
n∑

k=1

xk) − y‖ < 2−nρ.

Posons Sn =
n∑

k=1

xk. Comme E est complet, Sn converge vers un élément x de E et puisque

T est continue nous obtenons de b) que T (x) = y.
x ∈ BE(0,1), y = T (x) ; donc y ∈ T (BE(0,1)).

Par conséquent, BF (0F ,ρ) ⊂ T (BE(0,
1
2

)) ⊂ T (BE(0,1)).

1.2 Calcul différentiel sur une variété analytique com-
plexe

Soit k ∈ N ∪ {∞,ω}.
Si k 6= w, on note Ck, la classe des fonctions de classe Ck et Cw celle des fonctions réelles
analytiques.

1.2.1 Notion de variété

Définition 1.2.1.
Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé M tel que pour
tout x ∈ M il existe un voisinage ouvert U de x, un ouvert Ω de R

n et un homéomorphisme
ϕ : U −→ Ω. Le couple (U,ϕ) est appelé carte locale de M .
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Définition 1.2.2.
Un atlas d’une variété topologique M est une famille de cartes locales
U = {(uα,ϕα),α ∈ I} de M telles que M =

⋃

α∈I

uα. Si toutes les cartes de U ont la même

dimension n, on dit que U est un atlas de dimension n.

Définition 1.2.3.
Un atlas U = {(uα,ϕα),α ∈ I} est dit de classe Ck si pour tous α,β ∈ I tels que uα ∩ uβ 6= ∅
les fonctions de transition ϕα ◦ϕ−1

β : ϕβ(uα ∩ uβ) −→ ϕα(uα ∩ uβ) sont des difféomorphismes
de classe Ck.

Définition 1.2.4.
On appelle variété réelle de dimension n et de classe Ck, la donnée d’un espace topologique
séparé muni d’un atlas de classe Ck.

Définition 1.2.5.
On dit qu’une variété différentiable M est orientable si pour toutes cartes (uα,ϕα) et (uβ,ϕβ)
telles que uα ∩ uβ 6= ∅ on a det(J(ϕα ◦ ϕ−1

β )) > 0.

Définition 1.2.6.
Soient M et N deux variétés différentielles réelles de classes respectives Cp et Cs et de
dimensions respectives m et n. Soit x0 ∈ M et k ≤ min(p,s).
On dit qu’une application continue f : M −→ N est de classe Ck lorsque pour toutes cartes
locales (Uα,ϕα) en x0 sur M et (Vβ,ψβ) en f(x0) sur N telles que f(Uα) ⊂ Vβ, l’application
fβα : ψβ ◦f ◦ϕ−1

α : ϕα(Uα) −→ ψβ(Vβ) qui envoie l’ouvert ϕα(Uα) de R
m dans l’ouvert ψβ(Vβ)

de R
n est de classe Ck au point ϕα(x0) ∈ ϕα(Uα). L’application f est dite de classe Ck sur

M si elle est de classe Ck en tout point x de M . On dit que f est un Ck-difféomorphisme
lorsque f est bijective et f et f−1 sont de classe Ck.

Définition 1.2.7.
Soit M une variété différentiable réelle de classe Ck et de dimension n, Ω ⊂ M un ouvert et
s ∈ N∪{∞,w} tel que 0 ≤ s ≤ k. Une fonction f est de classe Cs sur Ω si f ◦ϕ−1

α : ϕ(uα) → R

est différentiable de classe Cs pour toute carte locale (uα,ϕα). L’ensemble des fonctions de
classe Cs sur Ω est noté Cs(Ω,R).

Définition 1.2.8.
Soit M une variété réelle de dimension n et de classe Ck et a ∈ M . Un vecteur tangent v est
un opérateur différentiel de premier ordre qui agit sur les fonctions de la manière suivante :
pour tout système de coordonnées locales (x1,...,xn) on a

(v.f)(a) =
∑

1≤j≤n

vj
∂f

∂xj
(a); où les vj sont des réelles.

Dans un système de coordonnées locales (x1,...,xn) autour de a sur Ω,
on écrit simplement

v =
∑

1≤j≤n

vj
∂

∂xj
.

Par conséquent, pour tout a ∈ M , le n-uplet {
∂

∂xj
}1≤j≤n constitue une base de l’espace

tangent à M au point a ; noté TaM .
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Définition 1.2.9.
Soit M une variété de dimension n et f : M → R une fonction différentielle. On appelle
différentielle de f , l’opérateur différentiel df(a) qui agit sur TaM de la manière suivante :

v =
∑

1≤j≤n

vj
∂

∂xj
, df(a).v =

∑

1≤j≤n

vj
∂

∂xj
f(a) = v.f(a). En particulier, si f = xj et v =

∂

∂xj

alors dxj(a).
∂

∂xj
=
∂xj

∂xj
= 1.

(dx1,...,dxn) est la base duale de (
∂

∂x1

,...,
∂

∂xn
). L’espace dual de TaM est appelé espace co-

tangent à M en a et se note T ∗
aM . Les unions disjointes

TM =
⋃

a∈M

TaM et T ∗M =
⋃

a∈M

T ∗
aM

sont respectivement appelées fibré tangent et fibré cotangent.

Définition 1.2.10.
Une variété complexe M de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collec-
tion (uα,ϕα)α∈I où les uα sont des ouverts de M tels que M =

⋃

α∈I

uα et ϕα : uα → C
n sont

des homéomorphismes pour lesquels on a :
ϕα ◦ ϕ−1

β : ϕβ(uα ∩ uβ) −→ ϕα(uα ∩ uβ) sont des biholomorphismes.

Définition 1.2.11.
Soit M une variété complexe de dimension n et f : Ω ⊂ M → C une fonction. On dit que
f est holomorphe si pour toute carte locale (uα,ϕα), f ◦ ϕ−1

α : ϕ(uα) → C est une fonction
holomorphe. On note O(Ω) l’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω.

Théorème 1.2.12. : Principe de prolongement analytique

Soit D un ouvert de C
n. Si f ∈ O(Ω) et s’il existe a ∈ D tel que Dαf(a) = 0 pour tout

α ∈ N
n, alors f(z) = 0 pour tout z ∈ D, où

Dα =
∂|α|

∂x1
α1 .....∂xn

αn

est la dérivée d’ordre |α| = α1 + .....+αn. En particulier, s’il existe un ouvert non vide U ⊂ D

tel que f(z) = 0 pour tout z ∈ U, alors f ≡ 0 sur D.

1.3 Formes différentielles et courants

Soit M une variété différentielle de classe C∞ et Ω ∈ M un ouvert. On appelle forme
différentielle u de degré p, l’application qui à tout x ∈ Ω associe une p-forme multilinéaire
alternée de TxM. On note ΛpT ∗

xM l’ensemble des p-formes multilinéaires alternées sur TxM ;
c’est-à-dire u : Ω ⊂ M → ΛpT ∗

xM qui à tout x ∈ M associe u(x) ∈ ΛpT ∗
xM.

Localement, on écrit u(x) =
∑

|I|=p

uI(x)dxI , où les uI sont des fonctions et dans ce cas, on dit

que la forme différentielle est de classe Cs si les uI sont des fonctions de classe Cs. Si u est à
support compact, on dit que la forme différentielle est à support compact.
Notons Cs(Ω,ΛpT ∗

xM), l’espace des p-formes différentielles de classe Cs et Cs
c (Ω,Λ

pT ∗
xM)

l’espace des p-formes différentielles de classe Cs qui sont à support compact.
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1.4 Opérateur de différentiation extérieur

L’opérateur de différentiation extérieure d est un opérateur différentiel

d : Cs(Ω,ΛpT ∗
xM) → Cs−1(Ω,Λp+1T ∗

xM) défini localement par : si u(x) =
′∑

|I|=p

uI(x)dxI est

une
p-forme différentielle sur X.

I = (i1,.....ip) avec 1 ≤ i1 < ........ < ip ≤ n

dxI = dxi1 ∧ ..... ∧ dxip

du =
′∑

|I|=p

n∑

k=1

∂uI

∂xk
dxk ∧ dxI et vérifie les propriétés suivantes :

i) d(u ∧ v) = du ∧ v + (−1)pu ∧ dv (Règle de Leibnitz)

ii) d2u = 0 (idempotence).

Définition 1.4.1.
Une forme u est dite fermée si du = 0, et elle est dite exacte s’il existe une forme v, telle
que deg(v) = deg(u) − 1 vérifiant u = dv. On peut alors définir les sous-espaces vectoriels
suivants :

Zp
s (Ω) := {u ∈ Cs(Ω, ∧p T ∗M) : du = 0},

l’espace des p-formes différentielles de classe Cs sur Ω d-fermées.

Bp
s(Ω) := {u ∈ Cs(Ω, ∧p T ∗M)∃v ∈ Cs−1(Ω, ∧p+1 T ∗M) avec dv = u},

l’ensemble des p-formes différentielles de classe Cs sur Ω qui sont exactes.

Remarque 1.4.2. Toute forme d- exacte est d-fermée
En effet soit u ∈ Bp

s (Ω).
u ∈ Bp

s (Ω) ⇒ ∃v ∈ Cs(Ω, ∧p+1 T ∗M) : dv = u

⇒ d2v = du

⇒ du = 0
⇒ u ∈ Zp

s (Ω).

Par conséquent, Bp
s (Ω) ⊂ Zp

s (Ω).
L’espace quotient noté

Hp
s (Ω) :=

Zp
s (Ω)

B
p
s (Ω)

est appelé p-ième groupe de cohomologie de de Rham des formes différentielles de classe Cs

définies sur Ω.
Zp
s,c(Ω) := {u ∈ Cs

c (Ω, ∧
p T ∗M)|du = 0}

est l’ensemble des p-formes différentielles de classe Cs sur Ω d-fermées et à support compact.

Bp
s,c(Ω) := {du où u ∈ Cs(Ω, ∧p−1 T ∗M)}
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est l’ensemble des p-formes différentielles exactes de classe Cs et à support compact.
L’espace quotient

Hp
s,c(Ω) :=

Zp
s,c(Ω)

B
p
s,c(Ω)

est appelé p-ième groupe de cohomologie de de Rham des p-formes différentielles de classe
Cs à support compact sur Ω.

Définition 1.4.3. (Pull-back)
Soit F : X → Y une application C∞ entre deux variétés orientées de dimensions respectives

n1, n2. Si v(y) =
′∑

|I|=p

vI(y)dyI est une p-forme différentielle sur Y , le pull-back (tiré-en-arrière)

F ∗v est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplaçant y par F (x) dans l’écriture de
v, c’est-à-dire

F ∗v(x) =
′∑

|I|=p

vI(F (x))dFi1 ∧ ... ∧ dFip .

Définition 1.4.4 (Espace de distribution).
Soit V un ouvert de R

n. On pose

D(V ) := {ϕ : Rn −→ C,ϕ ∈ C∞(Rn)|supp(ϕ) ⊂ V, compact }

où supp(ϕ) = {x ∈ Rn|ϕ(x) 6= 0}.
Une suite (ϕj)j∈N d’éléments de D(V ) converge vers ϕ dans D(V ) quand j tend vers +∞ si :

i) ∀ j, les supports de ϕj et ϕ sont contenus dans un compact K ⊂ V,

ii) (Dαϕ(x))j∈N converge uniformément vers Dαϕ(x) sur K ⊂ V ,
pour tout multi-indice α ∈ N

n;
où α = (α1,.....,αn) avec αi ∈ N,

Dα =
∂|α|

∂x1
α1 .....∂xn

αn
est la dérivée d’ordre |α| = α1 + ..... + αn.

Définition 1.4.5.
Une forme linéaire T sur D(V ) est dite séquentiellement continue sur D(V ) si l’application
T : D(V ) −→ C est continue au sens suivant : pour toute suite (ϕj)j∈N ; si ϕj −→ ϕ dans
D(V ) quand j tend vers +∞, alors la suite des nombres complexes T (ϕj) −→ T (ϕ).
Désignons par DK l’espace des fonctions ϕ : Rn −→ C de classe C∞ à support dans K.

Définition 1.4.6.
Une distribution T sur V est une forme linéaire sur D(V ) séquentiellement continue. De plus,

si T est une distribution réelle, l’application ϕ 7→ −〈T,
dϕ

dx
〉 est une distribution.

Par définition, c’est la dérivée de T notée
dT

dx
.

Exemple 1.4.7.
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1) Soit Ω un ouvert de R
n et a ∈ R

n. La fonction définie par :

δa : D(Ω) → C qui à ϕ ∈ D(Ω) associe δa(ϕ) = ϕ(a) = 〈δa,ϕ〉

est une distribution appelée mesure de Dirac.

2) Soit f une fonction localement intégrable 1 sur Ω ⊂ R. Alors l’application Tf : D(Ω) →

R qui à ϕ ∈ D(Ω) associe Tf (ϕ) =
∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx définit une distribution sur Ω.

Définition 1.4.8. (courant)
On appelle courant de degré p sur V toute forme linéaire continue sur C∞

c (Ω,ΛpT ∗
xV ). On

note D
′p(Ω) l’ensemble des courants de degré p sur Ω. Localement, un courant T de degré p

s’écrit T =
′∑

|I|=p

TIdzI , où les TI sont des distributions.

Remarque 1.4.9. Les courants de degré 0 sont des distributions.

1.5 Dérivation d’un courant

Soit M une variété différentiable de dimension n, Ω ⊂ M un ouvert et T ∈ D
′p(Ω). L’opé-

rateur de différentiation extérieur d défini sur les formes différentielles s’étend aux courants
de la manière suivante :
Si ϕ ∈ Dn−p−1(Ω), alors 〈dT,ϕ〉 = (−1)p+1〈T,dϕ〉 et vérifie la propriété d2 = 0.

Définition 1.5.1.
Un courant T ∈ D

′p(Ω) est dit d-fermé si dT = 0 et d-exact si T = dS; où S ∈ D
′p−1(Ω).

Ainsi, on définit les sous espaces vectoriels de D
′p(Ω) suivants :

Zp
cour(Ω) := {T ∈ D

′p(Ω)|dT = 0},

l’ensemble des courants de degré p définis sur Ω qui sont d-fermés et

Bp
cour(Ω) := {dS où S ∈ D

′p−1(Ω)},

celui des courants d-exacts.
Puisque d2 = 0, on a aussi Bp

cour(Ω) ⊂ Zp
cour(Ω). Le groupe quotient

Hp
cour(Ω) :=

Zp
cour(Ω)

B
p
cour(Ω)

est appelé pième groupe de cohomologie de De Rham pour les courants définis sur Ω.

1.6 Courant prolongeable

Soit M une variété différentiable de dimension n et de classe Ck et soit Ω ⊂ M un ouvert.
Un courant T de degré p défini sur Ω est dit prolongeable, si T est la restriction à Ω d’ un

1. Une fonction à valeur complexe sur un ouvert Ω de R
n est dite localement intégrable si sa restriction

à tout compact de Ω est intégrable au sens de Lebesgue.
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courant Ť défini sur M . Notons Ď
′p(Ω) : l’espace des courants de degré p définis sur Ω et

prolongeables. On peut définir :

Zp(Ω) := {Ť ∈ Ď
′p(Ω)|dŤ = 0},

l’ensemble des courants définis sur Ω prolongeables d-fermés

Bp(Ω) := {dŠ où Š ∈ Ď
′p−1(Ω)},

l’espace des courants prolongeables définis sur Ω qui sont d-exacts. Puisque d2 = 0, on a
Bp(Ω) ⊂ Zp(Ω) et par suite le groupe quotient

Ȟp(Ω) :=
Zp(Ω)
Bp(Ω)

est appelé pième groupe de cohomologie de De Rham des courants prolongeables définis sur
Ω.

Définition 1.6.1.
Soit T ∈ D

′p(M). On dit que T est nul sur M si 〈T,ϕ〉 = 0 pour toute n−p-forme différentielle
ϕ à support compact sur M . On appelle support de T noté Supp(T ), le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel T est nul.

1.7 Structure complexe

Soit M une variété analytique complexe de dimension n. On va montrer que pour tout
z ∈ M , l’espace TzM possède une structure d’espace vectoriel sur C.
Supposons M = C

n. Comme variété C∞, M s’identifie à R
2n par (z1,...,zn) (x1,y1,...,xn,yn).

Pour tout z ∈ M, on note TzM l’espace tangent à M en z. Donc TzCn = TzR
2n en reprenant

l’identification de C
n avec R

2n. On veut définir une structure de TzCn.

Explicitons un peu cette construction.

Notons
J : TzC

n → TzC
n

l’application linéaire définie par :

J(
∂

∂xj
) =

∂

∂yj
et J(

∂

∂yj
) = −

∂

∂xj
.

On a

J ◦ J(
∂

∂xj
) = −

∂

∂xj
et J ◦ J(

∂

∂yj
) = −

∂

∂yj
.

Par conséquent, J2 = −idTzC
n .

L’endomorphisme J est appelé structure de TzCn.
Considérons le complexifié TC

z C
n de TzCn, c’est à dire

TC

z C
n := TzC

n ⊗R C := TzC
n ⊕ iTzC

n.

On peut étendre l’opérateur J de TzCn en un endomorphisme JC sur TC

z C
n de la manière

suivante :

JC : TC

z C
n → TC

z C
n qui à tout u⊗ α associe JC(u⊗ α) = J(u) ⊗ α

13



où u ∈ TzC
n et α ∈ C.

On a aussi (JC)2(u ⊗ α) = J2(u) ⊗ α = −u ⊗ α. Puisque u ⊗ α est quelconque dans TC

z C
n

donc (JC)2 = −idTC
z Cn .

Posons
TC

z1,0C
n := {v ∈ TC

z C
n : JC(v) = iv}

le sous-espace des vecteurs tangents de type (1,0) et

TC

z0,1C
n := {v ∈ TC

z C
n : JC(v) = −iv}

celui des vecteurs tangents de type (0,1).
Les espaces

ΛpT1,0M :=
⋃

z∈M

ΛpTz1,0M et ΛqT0,1M :=
⋃

z∈M

ΛqTz0,1M

sont respectivement appelés fibrés de p-formes extérieures sur T1,0M et des q-formes exté-
rieures sur T0,1M .
Ainsi on pose

Λ(p,q)TzM
C := ΛpTz1,0M ⊕ ΛqTz0,1M.

Considérons l’espace cotangent T ∗
zC

n de TzCn. On définit un endomorphisme J∗ par dualité
sur T ∗

zC
n par :

si u ∈ T ∗
C
n,〈J∗u,v〉 = 〈u,Jv〉

avec v ∈ TpC
n.

On a aussi
J∗ ◦ J∗ = −idT ∗

z Cn.

En effet,
〈(J∗u)2,v〉 = 〈J∗u,Jv〉 = 〈u,J2v〉 = −〈u,v〉.

Dans la suite, on va imposer à l’endomorphisme J défini sur TR

z M d’être C-linéaire.
Considérons le complexifié

TC∗
z C

n = T ∗
zC

n ⊗R C = T ∗
zC

n ⊕ iT ∗
zC

n.

L’opérateur J ainsi défini s’étend en un endomorphisme C-linéaire JC sur TR

z M ⊗RC comme
suit :

JC(u⊗ α) = (Ju) ⊗ α

où
α = α1 + iα2, u ∈ TR

z M,u⊗ α = α1u+ iα2u

et
JC(u⊗ α) = α1Ju+ iα2Ju.

Vérifions que JC ◦ JC = −idTR
z M⊗C.

Soit (u⊗ α) ∈ TR
zM ⊗ C.
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On a

JC(JC(u⊗ α)) = JC(α1Ju+ iα2Ju)

= JC(α1Ju) + iJC(α2Ju)

= α1J
C(Ju) + iα2J

C(Ju)

= α1J
2u+ iα2J

2u = −α1u− iα2u

= −(α1u+ iα2u) = −(u⊗ α).

donc JC ◦ JC = −idTR
z M⊗C puisque (u⊗ α) est quelconque dans TR

z M ⊗ C.
On pose

T 1,0
z M := {u ∈ TC

z M |Ju = iu}

l’espace tangent holomorphe en z de M et

T 0,1
z M := {u ∈ TC

z M |Ju = −iu}

l’espace tangent antiholomorphe en z de M .
Les unions

T 1,0M :=
⋃

z∈M

T 1,0
z M et T 0,1M :=

⋃

z∈M

T 0,1
z M

sont respectivement appelées fibré tangent holomorphe et fibré tangent antiholomorphe.
Par dualité, on a

T ∗1,0M :=
⋃

z∈M

T ∗1,0
z M et T ∗0,1M :=

⋃

z∈M

T ∗0,1
z M,

et sont respectivement appelés fibré cotangent holomorphe et antiholomorphe.
Notations : Pour p,q ∈ N tels que 1 ≤ p,q ≤ n où n est la dimension de la variété M , notons
respectivement par

ΛpT ∗1,0
z M et ΛqT ∗0,1

z M

les espaces vectoriels des p-formes alternées sur T ∗1,0M et des q-formes alternées sur T ∗0,1M .

Définition 1.7.1.
L’espace

Λ(p,q)TMC := ΛpT1,0M ⊕ ΛqT0,1M

est appelé fibré des (p,q)-formes extérieures sur le fibré tangent complexifié TMC :=
⋃

z∈M

TzM
C.

1.8 (p,q)-formes différentielles et courants

Définition 1.8.1.
Soit Ω ⊂ M un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p,q) et de classe Ck(k ∈
N ∪ {∞}) sur Ω, toute section de classe Ck définie sur Ω du fibré Λ(p,q)TMC. On note Ck

(p,q)

l’espace des (p,q)-formes différentielles de classe Ck sur M .
Dans un système de coordonnées locales (z1,...,zn), une (p,q)-forme u s’écrit :

u(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

uI,JdzI ∧ dz̄J où les uI,J sont des fonctions de classe Ck.

I = (i1,...,ip) et J = (j1,...,jq) , dzI = dz1 ∧ ... ∧ dzp et dz̄ = dz̄1 ∧ ... ∧ dz̄q.
|I| et |J | sont respectivement le nombre d’éléments de I et J .
La (p,q)-forme est à support compact si les uIJ sont à support compact dans un ouvert local
Ω. On note Dk

p,q(M) le sous espace vectoriel de Ck
(p,q)(M) formé par des (p,q)-formes à support

compact dans M .
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Définition 1.8.2. (Espace des (p,q)-courants)

Soit M une variété analytique complexe de dimension n et Ω un ouvert de M . Soit L un
compact dans Ω et k ∈ N. On associe localement une semi-norme P k

L définie par :

P k
L(ψ) = sup

z∈L
max

|I|=p |J |=q |α|+|β|≤k
|Dαβ̄ψIJ(z)|

où ψ ∈ Ck
(p,q)(M), α = (α1,...,αn) ∈ N

n, |α| = α1 + ... + αn, β = (β1 + ... + βn) ∈ N
n et

|β| = β1 + ...+ βn,

Dαβ̄ =
∂|α|+|β|

∂α1
z1
....∂αn

zn
.∂
β1

z̄1
...∂

βn

z̄n

.

Si K est un compact de M , on note

D
k,K
(p,q)(M) := {ψ ∈ Ck

(p,q)(M)| supp(ϕ) ⊂ K}

et
Dk

(p,q)(M) :=
⋃

K compact de M

D
k,K
(p,q)(M).

Définition 1.8.3 ((p,q)-courant).
Un courant T d’ordre k et de bidimension (p,q) ou de bidegré (n−p,n−q) sur Ω est une forme
linéaire sur Dk

(p,q)(Ω) telle que sa restriction à chaque sous-espace Dk,K
(p,q)(Ω) est continue pour

tout compact K ⊂ Ω. On notera D
′k
(p,q)(Ω) l’espace des courants d’ordre k et de bidimension

(p,q) sur l’ouvert Ω ⊂ M et D
′

(p,q)(Ω) celui des courants d’ordre ∞ et de bidimension (p,q)
sur Ω.

Localement un courant T ∈ D
′k
(p,q)(Ω) s’écrit de manière unique sous la forme :

T =
′∑

|I|=p,|J |=q

TI,JdzI ∧ dz̄J

où les TI,J sont des distributions.

Pour p = q = 0, les courants de bidimension (0,0) sont des distributions.

1.9 Les opérateurs ∂ et ∂̄

Soient M une variété complexe et Ω ⊂ M un ouvert. Si f est une fonction de classe C1

sur un voisinage d’un point a ∈ Ω, on a localement

dfa =
n∑

j=1

∂f

∂xj
(a)dxj +

n∑

j=1

∂f

∂yj
(a)dyj

Posons
∂

∂zj
=

1
2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj
),

∂

∂z̄j
=

1
2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj
);

dzj = dxj + idyj et dz̄j = dxj − idyj.
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Cette transformation permet d’écrire dfa sous la forme ci-dessous

dfa =
n∑

j=1

∂f

∂zj
(a)dzj +

n∑

j=1

∂f

∂z̄j
(a)dz̄j .

En effet, on a
∂

∂xj
=

∂

∂zj
+

∂

∂z̄j
et

∂

∂yj
= −i(

∂

∂zj
−

∂

∂z̄j
), dxj =

1
2

(dzj + idz̄j) et dyj = −
i

2
(dzj − idz̄j).

dfa =
1
2

n∑

j=1

(
∂

∂zj
+

∂

∂z̄j
)f(a)(dzj + dz̄j) −

1
2

n∑

j=1

−i(
∂

∂zj
−

∂

∂z̄j
)f(a)(dzj − dz̄j)

=
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂zj

dzj +
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂zj

dz̄j +
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂z̄j

dzj +
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂z̄j

dz̄j

+
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂zj

dzj −
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂zj

dz̄j −
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂z̄j

dzj +
1
2

n∑

j=1

∂f(a)
∂z̄j

dz̄j

=
n∑

j=1

∂f(a)
∂zj

dzj +
n∑

j=1

∂f(a)
∂z̄j

dz̄j

En posant ∂fa =
n∑

j=1

∂f

∂zj
(a)dzj et ∂̄fa =

n∑

j=1

∂f

∂z̄j
(a)dz̄j , on obtient :

df = ∂f + ∂̄f.

La décomposition d = ∂ + ∂̄ se généralise sur toutes les formes différentielles.
En effet, si

w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

wI,J(z)dzI ∧ dz̄J est une (p,q)-forme différentielle de classe C1

dw(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

dwI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J

=
′∑

|I|=p,|J |=q

(∂wI,J(z) + ∂̄wI,J(z)) ∧ dzI ∧ dz̄J .

On posera

∂w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

∂wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J

et

∂̄w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

∂̄wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J .

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants

∂ : Cp,q
s (Ω,C) −→ C

p+1,q
s−1 (Ω,C) et ∂̄ : Cp,q

s (Ω,C) −→ C
p,q+1
s−1 (Ω,C).

Propriétés 1.9.1.

1) d = ∂ + ∂̄.
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2) ∂2 = ∂̄2 = ∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂ = 0.

Démonstration.

La propriété a) découle de la définition des opérateurs ∂ et ∂̄.
Soit ω ∈ Cs

p,q. Puisque d ◦ d = d2 = 0 et d = ∂ + ∂̄.

On a

0 = d2ω

= [(∂ + ∂̄) ◦ (∂ + ∂̄)](ω)

= (∂ ◦ ∂)(ω) + (∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂)(ω) + (∂̄ ◦ ∂̄)(ω).

Or (∂ ◦ ∂)(ω) est de type (p+ 2,q) ;
(∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂)(ω) est de (p+ 1,q + 1)
et (∂̄ ◦ ∂̄)(ω) est de type (p,q + 2).
Par conséquent chacun de ces termes est nul par souci de bidegrés.

Définition 1.9.2.
Soient M une variété analytique complexe et Ω un ouvert de M .
a) On dit qu’une forme différentielle w de type (p,q) de classe Ck définie sur Ω est ∂̄-fermée
si ∂̄w = 0.
On note

Zk
p,q(Ω) := {w ∈ Ck

p,q(Ω)|∂̄w = 0}

c’est un sous groupe de Ck
p,q(Ω).

b) On dit qu’une (p,q) forme différentielle w de classe Ck définie sur un ouvert Ω d’une variété
analytique complexe M est ∂̄-exacte s’il existe une (p,q − 1) forme différentielle u de classe
Ck telle que ∂̄u = w.
On note

Bk
p,q(Ω) := {w ∈ Ck

p,q(Ω)|∃u ∈ Ck
p,q−1 avec ∂̄u = w}.

Puisque ∂̄2 = 0 donc Bk
p,q(Ω) ⊂ Zk

p,q(Ω).
L’espace vectoriel

Hk
p,q(Ω) :=

Zk
p,q(Ω)

Bk
p,q(Ω)

est appelé le (p,q)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de
classe Ck définies sur M .
L’opérateur ∂̄ défini pour les formes différentielles s’étend pour les courants par dualité

∂̄ : D
′s
p,q(Ω) → D

′s−1
p,q+1(Ω).

Si T est un (p,q) courant sur M , ∂̄T est le (p,q + 1) courant sur M défini par
〈∂̄T,ϕ〉 = (−1)p+q+1〈T,∂̄ϕ〉 pour toute forme différentielle ϕ de bidegré (n − p,n − q − 1) à
support compact.

Définition 1.9.3.
On dit qu’un courant T de bidimension (p,q) et d’ordre k défini sur un ouvert Ω de M est
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∂̄-fermé si ∂̄T = 0.
On note

Z(p,q),k
cour (Ω) := {T ∈ D

′k
p,q(Ω)|∂̄T = 0},

l’ensemble des (p,q) courants d’ordre k qui sont ∂̄-fermés sur Ω.

Définition 1.9.4.
On dit qu’un courant T de bidimension (p,q) et d’ordre k défini sur un ouvert Ω de M est
∂̄-exact s’il existe un courant S d’ordre k et de bidimension (p,q − 1) tel que ∂̄S = T .
On note

B(p,q),k
cour (Ω) := {∂̄S , S ∈ D

′k
p,q−1(Ω)},

l’espace des courants de bidimension (p,q) et d’ordre k qui sont ∂̄-exacts sur Ω.

Puisque ∂̄2 = 0 donc B(p,q),k
cour (Ω) ⊂ Z(p,q),k

cour (Ω). L’espace vectoriel

H(p,q),k
cour (Ω) :=

Z(p,q),k
cour (Ω)

B
(p,q),k
cour (Ω)

est appelé le (p,q)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des courants définis sur Ω.

Théorème 1.9.5. (voir[3])

Soit M une variété différentiable, de dimension n, Ω ⊂ M un domaine et T un courant
prolongeable défini sur Ω. Si ˙̄Ω = Ω alors Ďp(Ω) = [Dn−p(Ω̄)]

′

dual topologique.
Ce qui signifie que si ˙̄Ω = Ω alors les courants prolongeables de degré p sur M sont égaux au
dual topologique des (n− p)-formes différentielles de classe C∞ sur M à support sur Ω̄.
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Chapitre 2

Résolution de l’équation du = T

Définition 2.0.1.
Un complexe de groupes abéliens (K•,d) est une suite

K0 d0

−→ K1 d1

−→ K2 d2

−→ K3 → ... → Kq dq

−→ Kq+1 → ...

où les Kq sont des groupes abéliens et les dq des homomorphismes de groupes tels que
dq+1 ◦ dq = 0.
Par convention on pose

d−1 = {0K}.

Ainsi, on a

kerdq = {k ∈ Kq|dq(k) = 0} et Imdq−1 = {k ∈ Kq−1∃k
′

∈ Kq avec dq−1(k) = k
′

}.

On a Imdq−1 ⊂ ker dq.

En effet soit k ∈ Imdq−1.

k ∈ Imdq−1 ⇒ ∃k
′

∈ Kq−1 : k = dq−1(k
′

) ⇒ dq(k) = dq(dq−1(k
′

)) = 0.
Donc dq(k) = 0; d’où k ∈ ker dq. Par conséquent, Imdq−1 ⊂ ker dq puisque k est quelconque
dans Imdq−1. Le groupe quotient

Hq(K•) :=
ker dq

Imdq−1

est appelé qiéme groupe de cohomologie associé au complexe de groupe abélien K•.

Définition 2.0.2.
Un morphisme ϕ du complexe (K•,d) dans le complexe (L•,δ) est une suite (ϕq)q∈N d’homo-
morphismes de groupes ϕq : Kq → Lq satisfaisant les relations de commutation suivantes :

ϕq+1 ◦ dq = δq ◦ ϕq,

ϕq(ker dq) ⊂ ker δq et ϕq(Imdq−1) ⊂ Imδq−1.

Remarque 2.0.3.
Le morphisme ϕ induit en cohomologie une application ϕ̃ : H(K•) → H(L•) définie par
ϕ̃q : Hq(K•) → Hq(L•) ; ϕ̃q(k + Imdq−1) = ϕq(k) + Imδq−1 où k ∈ ker dq.
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Définition 2.0.4.
Une suite courte de complexe de groupes 0 → K• ϕ

−→ L• ψ
−→ M• → 0 est dite exacte si ϕ est

injective, ψ est surjective et Imϕ = kerψ.

Lemme 2.0.5. (voir[6])

Soit 0 → K• ϕ
−→ L• ψ

−→ M• → 0 une suite exacte courte de complexes de groupes abéliens.
Il existe alors un homomorphisme de connexion

vq : Hq(M•) → Hq+1(K•)

tel que la suite longue de cohomologie

0 → H0(K•)
ϕ̃
−→

0

H0(L•)
ψ̃
−→

0

H0(M•) v0

−→ H1(K•)
ϕ̃1

−→ H1(L•)
ψ̃1

−→ H1(M•) v1

−→ H2(K•) → ...

soit exacte.

Démonstration. Commençons par construire l’homomorphisme de connexion v.
Considérons le diagramme commutatif suivant où les lignes sont exactes :

0 // ... ··· //

dq−1

��

... ··· //

δq−1

��

... //

γq−1

��

0

0 // Kq ϕq

//

dq

��

Lq
ψq

//

δq

��

M q //

γq

��

0

0 // Kq+1 ϕq+1

//

dq+1

��

Lq+1 ψq+1

//

δq+1

��

M q+1 //

γq+1

��

0

0 // Kq+2 ϕq+2

//

...��

Lq+2 ψq+2

//

...��

M q+2 //

...��

0

0 // ... // ... // ... // 0

Si m ∈ kerγq représente l’élément [m] de Hq(M•), alors vq([m]) = [k] ∈ Hq+1(K•) est la
classe de cohomologie obtenue par la construction suivante :

l ∈ Lq
ψq

//

δq

��

m ∈ M q

γq

��
k ∈ Kq+1 ϕq+1

// δql ∈ Lq+1 ψq+1

// 0 ∈ M q+1

L’élément l est choisi tel que ψq(l) = m, ce qui est possible, car ψq est surjective. Comme
ψq+1(δql) = γq(m) = 0, alors il existe un unique élément k ∈ Kk+1 tel que ϕq+1(k) = δql à
cause de l’exactitude de la ligne q + 1. L’élément k est en fait contenu dans kerdq+1.
En effet, ϕq+2(dq+1k) = δq+1(ϕq+1k) = δq+1(δql) = 0. Donc ϕq+2(dq+1k) = 0, par conséquent
dq+1k = 0, car ϕq+2 est injective. Donc k ∈ kerdq+1.
L’application vq sera bien définie si l’on prouve que la classe de cohomologie [k] ne dépend
que de [m] et non du représentant m choisi. Soit m′ un autre représentant de m modulo
Imγq−1. Donc [m] = [m′] ; c’est-à-dire = m+ γq−1µ où µ ∈ M q−1.
Supposons vq([m′]) = k′′.
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On veut montrer que [k] = [k′′], c’est-à-dire k′′ − k ∈ Imdq. Grâce à la surjectivité de ψq−1,
il existe λ ∈ Lq−1 tel que ψq−1(λ) = µ.
Soit l

′

∈ Lq tel que ψq(l
′

) = ψq(l + δq−1λ). Puisque la ligne q est exacte, on a
l

′

= l + δq−1λ + ϕq(k
′

). En appliquant δq à l′ et en utilisant le fait que δq((δq−1)(λ)) = 0 et
en utilisant l’injectivité de ϕq+1, on obtient k

′′

= k + dqk
′

a la même classe de cohomologie
que k.
Montrons l’exactitude de la suite longue de cohomologie.
Prouvons tout d’abord que ker vq = Imψ̃q.
Soit [m] ∈ Imψ̃q.
[m] ∈ Imψ̃q, on peut choisir m tel que m = ψq(l) avec δql = 0,il résulte de la définition de
vq que vq([m]) = 0. Donc [m] ∈ ker vq. Par suite Imψ̃q ⊂ ker vq.
Réciproquement soit [m] ∈ ker vq.
[m] ∈ ker vq ⇒ vq([m]) = [k] = 0. Cela signifie que k = dqk

′

.
Donc δql = ϕk+1(k) = ϕk+1(dq(k

′

)) = δq(ϕq(k
′

)). comme m = ψq(l) alors l − ϕq(k
′

) ∈
ker δq(k

′

) et m = ψq(l − ϕq(k)). Donc [m] ∈ Imψ̃q. Il suit alors que ker vq ⊂ Imψ̃q.
Montrons maintenant que Imvq = ker ϕ̃q+1.
Soit [m] un élément de ker ϕ̃q+1. [m] ∈ ker ϕ̃q+1 ⇒ ϕq+1(k) ∈ Imδq, il existe donc l tel que
ϕq+1(k) = δq(l). Comme m = ψq(l), on a [k] = vq([m]) par définition de vq. Donc [k] ∈ Imvq.
D’où ker ϕ̃q+1 ⊂ Imvq. D’autre part, on a Imvq ⊂ ker ϕ̃q+1 par définition de vq. Ainsi, on a
ker ϕ̃q+1 = Imvq.

Proposition 2.0.1. (voir [2])
Soit M une variété différentiable de dimension n. Alors on a

1. Hp(M) = Hp
c (M) = 0 pour p < 0 et p > n.

2. Si M est une variété connexe, l’espace H0(M) est isomorphe à R.

3. Si M est une variété connexe non compacte on a H0
c (M) = 0.

Démonstration.

1. On a Zp(M) = Zp
c (M) = 0 pour p < 0 et p > n. Donc Hp(M) = Hp

c (M) = 0.

2. Si M est une variété connexe, on a B0(M) = 0 et lorsque M est connexe, une fonction
f a une différentielle nulle si et seulement si elle est constante. Par conséquent, H0(M)
est isomorphe à l’espace des fonctions constantes sur M .

3. Si M est une variété connexe non compacte, une fonction constante non nulle n’a pas
un support compact, par conséquent Z0

c (M) = 0.

Considérons maintenant que M = R
n,

Ω = B(0,1) =:



x = (x1,...,xn) ∈ R

n :
n∑

j=1

x2
j < 1





Le bord bΩ de Ω est la sphère

Sn−1 =



x = (x1,...,xn) ∈ R

n :
n∑

j=1

x2
j = 1
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Théorème 2.0.6. (voir[2])
Hp(Sn) = 0 pour p 6= 0 et p 6= n

H0(S0) = R
n

H0(Sn−1) = Hn(Sn) = R pour n ≥ 1.
La preuve repose essentiellement sur les groupes de cohomologie relatives de De Rahm.

Théorème 2.0.7. On a Hp
c (Rn) = 0 pour p 6= n et Hn

c (Rn) = R.

Démonstration.

On a Hp
c (Rn) = 0 pour p < 0 et p > n et H0

c (Rn) = 0 d’après la proposition 2.0.1. Soit
maintenant N le point (0,...,0,1) de Sn, n ≥ 1.
L’ouvert U = Sn −N est homéomorphe à R

n. On déduit alors de la suite exacte
Hp−1(Sn) → Hp−1(N) → Hp

c (U)
χ
−→ Hp(Sn) → Hp(N) que l’homéomorphisme

χ : Hp
c (U) → Hp(Sn) est un isomorphisme pour p ≥ 1.

Pour plus de détails dans les preuves des propositions et théorèmes ci-dessus voir [2] pages
181 et 183.

Théorème 2.0.8. [ Généralisation du lemme de Poincaré]
Soit U une variété différentiable telle qu’il existe une fonction différentiable Ψ : U×Iε −→ U ,
où Iε = [−ε,1 + ε] de telle sorte que Ψ(•,1) = idU et Ψ(u,0) = u0 pour tout u ∈ U , u0 ∈ U

quelconque. Alors Hp(U,d) = 0 pour tout p > 0.

Pour faire la preuve de ce théorème nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.0.9. Soit M une variété différentiable. Alors pour tout k ∈ N
∗, considérons la

suite suivante :
C∞

(
M,Λk−1(M)

)
d // C∞

(
M,Λk(M)

)

d
��

C∞
(
M,Λk(M)

)
hk−1

OO

C∞
(
M,Λk+1(M)

)
hk

oo

S’il existe des fonctions linéaires hj définies comme ci-dessus de telle sorte que hk ◦d+d◦hk−1

est l’identité sur C∞(M,Λk(M)). Alors Hk(M,d) = 0; c’est-à-dire toute forme d-fermée est d-
exacte.

Démonstration. ( du lemme 2.0.9)
Soit ω ∈ C∞(M,Λk(M)) une k-forme fermée.
Alors ω = (kk ◦ d + d ◦ hk−1)(ω) = hk(dω) + d(hk−1ω) = d(hk1

ω). Donc ω est une forme
exacte.

Passons maintenant à la démonstration du théorème.

Démonstration. ( du théorème 2.0.8)
Nous allons construire hk−1 et hk comme dans le lemme.
Soient donc ω = gdxi1 ∧ ... ∧ dik ∈ C∞(U,Λk(U)) et y ∈ U . Alors on définit hk−1 par :

hk−1(ω)(y) =



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


µ,
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où µ =
k∑

j=1

(−1)j+1xi1dxi1 ∧ ... ∧ d̂xij ∧ ... ∧ dxk et dµ = kdxx1
∧ ... ∧ dxik .

Calculons maintenant chaque terme de la somme de l’hypothèse du lemme :

(d ◦ hk−1)(ω)(y) = d



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


µ

=
n∑

j=0

∂

∂xj



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


 dxj ∧ µ

+



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


 dµ

=
n∑

j=0



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).
∂

∂xj
g ◦ Ψ(y,t)dt


 dxj ∧ µ

+



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k
(y,t).

∂g

∂xj
(Ψ(y,t))dt


 dxj ∧ µ

+



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


 dµ

=
n∑

j=0



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k
(y,t).

∂g

∂xj
(Ψ(y,t))dt


 dxj ∧ dµ

+k



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k
(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


 dxi1 ∧ ... ∧ dxik .

D’autre part, on a

(hj ◦ d)(ω)(y)

=




n∑

j=1

∂g

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik




=
n∑

j=1



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k
(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt


 (xjdxi1 ∧ ... ∧ dxk − dxj ∧ dµ)

Ainsi, on a
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(d ◦ hk−1 + hk ◦ d) (ω)(y)

=


k



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂y

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t)dt




 dxi1 ∧ ... ∧ dxik

+
n∑

j=1



∫ 1

0

(
∂Ψ
∂x

)k
(y,t).

∂g

∂xj
(Ψ(x,t))dt


 dxi1 ∧ ... ∧ dxik

=



∫ 1

0


k

(
∂Ψ
∂x

)k−1

(y,t).g ◦ Ψ(y,t) + tk
d

dt
g ◦ Ψ(y,t)




 dxi1 ∧ ... ∧ dx

=



∫ 1

0

d

dx



(
∂Ψ
∂x

)k
(y,t).g ◦ Ψ(y,t)


 dt


 dxi1 ∧ ... ∧ dxik

= g(y)dxi1 ∧ ... ∧ dxik

= ω(y).

Puisque les hk−1 et hk sont définis pour k > 0, par le lemme, on a Hk(U,d) = 0 pour tout
k > 0.

Corollaire 2.0.10. [lemme de Poincaré]

Soit B(0,r) une boule dans R
n. Alors Hk(B(0,r),d) = 0 pour k > 0.

Théorème 2.0.11. Ȟp(B(0,r)) = 0 pour 2 ≤ p ≤ n− 1.

Pour établir la preuve de ce résultat, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.0.12. Dp(B(0,r)) ∩ kerd = dDn−1(B(0,r)) pour 1 ≤ p ≤ n − 1.

Démonstration. (du lemme)
On utilise les résultats suivants pour faire la preuve du lemme :
Hp(B(0,r)) = 0 pour p ≥ 0
Hp(Sn) = 0 pour p 6= 0 et p 6= n

Hp
c (Rn) = 0 pour p 6= n et Hn

c (Rn) = R.
La situation intéressante pour notre problème est quand n > 2.
On considère la suite courte suivante :
0 → Λ•(Rn) → Λ•(Rn\B(o,r)) ⊕ Λ•(B(o,r)) → Λ•(Sn−1) → 0 où • = 0,1,...,n.
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On peut écrire en extension :

0 // Λ0(Rn)

d

��

// Λ0(Rn \B(o,r))⊕Λ0(B(o,r))

d
��

// Λ0(Sn−1) //

d

��

0

0 // Λ1(Rn // Λ1(Rn \B(o,r)) ⊕ Λ1(B(o,r)) // Λ1(Sn−1) // 0

· · · · · · · · ·

...
...

...

d
��

d�� d��

0 // Λn(Rn) // Λn(Rn \B(o,r)) ⊕ Λn(B(o,r)) // 0

Sur le plan cohomologique, la suite courte précédente nous donne la suite longue suivante :
H0(Rn) → H0(Rn \B(o,r)) ⊕H0(B(o,r)) → H0(Sn−1) →
H1(Rn) → H1(Rn \B(o,r)) ⊕H1(B(o,r)) → H1(Sn−1) → ....

→ Hn−1(Rn) → Hn−1(Rn \B(o,r)) ⊕Hn−1(B(o,r)) → Hn−1(Sn−1)
→ Hn(Rn) → Hn(Rn \B(o,r)) ⊕Hn(B(o,r)) → 0.
En tenant compte du fait que Hp(B(o,r)) = 0 pour p ≥ 1 et Hp(Sn) = 0 pour p 6= 0 et p 6= n,
on obtient :
Hj(Rn \B(o,r)) = 0 pour 1 ≤ j ≤ n− 1.
Hn−1(Rn \B(o,r)) = R et Hn(Rn \B(o,r)) = 0.

Soit f ∈ Dp(B(o,r)) ∩ ker d, [f ] ∈ Hp
c (Rn) = 0 pour p 6= 0 et pour 1 ≤ p ≤ n− 1. Il existe

une (p− 1)-forme différentielle g de classe C∞ sur R
n telle que dg = f et dg|Rn\B(o,r) = 0. Si

p = 1, alors g est une constante à support compact sur R
n \B(o,r). IL en résulte que g = 0

sur R
n \B(o,r); c’est-à-dire g ∈ D0(B(o,r)) avec dg = f .

Si 1 < p ≤ n− 1 ⇒ 0 < p ≤ n− 2, on a Hp−1(Rn \B(o,r)) = Hp−1(Rn \B(o,r)) = 0. D’après
la proposition, il existe donc une (p − 2)-forme différentielle h de classe C∞ sur R

n \ B(0,r)
telle que dh = g sur R

n \ B(0,r). Soit h̃ une extension C∞ de h à R
n,u = g − dh̃ est une

(p− 1)-forme différentiable de classe C∞ sur R
n à support sur B(0,r) et du = f .

Établissons maintenant la preuve du théorème.

Démonstration.

Soit T ∈ Ď
p
Rn(B(0,r)) ∩ ker d 2 ≤ p ≤ n− 1.

Posons LT : dDn−p(B(0,r)) → C l’application qui à tout dϕ associe 〈T,ϕ〉.
LT est bien définie, car dDp−1(B(0,r)) = Dp(B(0,r)) ∩ ker d. Si ϕ et ϕ

′

sont deux (n − p)-
formes différentielles telles que dϕ = dϕ

′

, alors il existe θ ∈ Dn−p−1(B(0,r)) telle que :
ϕ = ϕ

′

et limj → +∞〈T,dθj〉 = 0 ⇒ 〈T,ϕ〉 = 〈T,ϕ
′

〉; où (θj)j∈N est une suite d’éléments de
Dn−p−1(B(0,r)) qui converge uniformément vers θ.
LT est une application linéaire car d : Dn−p(B(0,r)) → dDn−p(B(0,r)) est une application
linéaire continue et surjective entre deux espaces de Fréchet.
Pour voir que LT est continue, il suffit de montrer que l’image réciproque d’un ouvert U de
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C par LT est un ouvert.
En effet, on a LT ◦ d = T d’où LT

−1(U) = d ◦ T−1(U). Par conséquent, on peut étendre LT
en un opérateur linéaire continu L̃T : Dn−p+1(B(0,r)) → C, c’est un courant prolongeable et
dL̃T = (−1)n−pT et 〈dL̃T ,ϕ〉 = (−1)n−p〈LT ,dϕ〉 = (−1)n−p〈T,ϕ〉. D’où S = (−1)n−pLT est
un courant prolongeable solution de l’équation du = T .
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Chapitre 3

Résolution du ∂∂̄ pour les courants
prolongeables.

Définition 3.0.1.
Une fonction ρ de classe C∞ sur un ouvert Ω ⊂ M est dite q-convexe, 1 ≤ q ≤ n, si sa forme
de Levis

Lρ(z0)(ǫ,ǫ) =
n∑

j,k=1

∂2ρ

∂zj∂z̄k
(z0)ǫj ǭk

pour ǫ ∈ Tz0
bΩ possède au moins q-valeurs propres strictement positives ; ρ est dite q-concave

si −ρ est q-convexe.

Définition 3.0.2.
Un domaine D ⊂ M est dit à bord strictement q-convexe, respectivement q-concave, si :

i) bD rencontre toutes les composantes connexes de M .

ii) il existe un voisinage U de bD, une fonction ρ : U → R (q+ 1)-convexe, respectivement
(q + 1)-concave, tels que

D ∩ U = {z ∈ U |ρ(z) < 0}.

Définition 3.0.3.
Soit M une variété analytique complexe de dimension n et Ω ⊂⊂ M un domaine relativement
compact de M. Ω est complètement strictement q-convexe, 0 ≤ q ≤ n − 1, s’il existe une
fonction (q+1)-convexe ϕ définie dans un voisinage UΩ̄ de Ω̄ telle que Ω = {z ∈ UΩ̄|ϕ(z) < 0}.
S’il existe une fonction ϕ (q + 1)-convexe dans un voisinage UbΩ du bord de Ω, telle que

Ω ∩ UbΩ = {z ∈ UbΩ|ϕ(z) < 0},

on dit alors que Ω est strictement q-convexe.

Proposition 3.0.1. (voir[5])
Soit M une variété analytique complexe de dimension n et Ω ⊂⊂ M un domaine complète-
ment strictement (q + 1)-convexe, 0 ≤ q ≤ n − 2, à bord C∞ lisse. Alors si f ∈ Dp,r(Ω̄) est
∂̄-fermée (0 ≤ q ≤ n), il existe g ∈ Dp,r−1(Ω̄) telle que ∂̄g = f sur M pour 1 ≤ r ≤ q + 1

Théorème 3.0.4. (voir[5])
Soient M une variété analytique complexe de dimension n, Ω ⊂⊂ M un domaine complète-
ment q-convexe à bord C∞, lisse 0 ≤ q ≤ n − 1. Alors si T est un courant de bidegré (0,r),
prolongeable, ∂̄-fermé sur Ω, il existe un courant de bidegré (0,r − 1), prolongeable S sur Ω
tel que ∂̄ = T sur Ω si 1 ≤ n − q ≤ r ≤ n.

28



Démonstration. Considérons l’application

LT : ∂̄Dn,n−r(Ω̄) → C

∂̄ϕ 7→ 〈T,ϕ〉

Si ψ = ∂̄ϕ et ψ′ = ∂̄ϕ′ sont telles que ∂̄ϕ = ∂̄ϕ′, on a ∂̄(ϕ−ϕ′) = 0, et par conséquent, ϕ−ϕ′

est une (n,n− r)-forme différentielle ∂̄ − fermée à support compact dans Ω̄. Pour n− r ≥ 1,
ϕ− ϕ′ = ∂̄θ, θ ∈ Dn,n−r−1(Ω̄)(cf. Corollaire 3.0.20 ).
Puisque Dn,n−r−1(Ω) est dense dans Dn,n−r−1(Ω̄), il existe une suite (θj)j∈N ∈ Dn,n−r−1(Ω)
telle que : ∂̄θj → ∂̄θ dans Dn,n−r(Ω̄). Alors puis que T est une forme linéaire continue sur
Dn,n−r(Ω̄) et ∂̄T = 0 sur Ω,

〈T,∂̄θ〉 = lim
j→+∞

〈T,∂̄θj〉 = 0

Donc 〈T,ϕ〉 = 〈T,ϕ′〉. Ainsi LT (∂̄ϕ) = LT (∂̄ϕ′).
Pour n = r, si ∂̄(ϕ− ϕ′) = 0, ϕ−ϕ′ est une n-forme holomorphe à support compact dans Ω̄.
D’ après le principe de prolongement analytique, ϕ−ϕ′ ne peut être que nulle. Donc ϕ = ϕ′

et LT (∂̄ϕ) = LT (∂̄ϕ′). LT est bien définie et est linéaire.
Montrons maintenant que LT est continue. Pour cela, il suffit de montrer que l’image réci-
proque par LT de tout ouvert de C est un ouvert de ∂̄Dn,n−r(Ω̄). Par définition de LT , on a
LT ◦ ∂̄ = T . Par ailleurs, T est continu et ∂̄ : Dn,n−r(Ω̄) → ∂̄Dn,n−r(Ω̄) est une application
linéaire continue surjective entre deux espaces de Fréchet donc ouverte. En effet d’après le
corollaire 3.0.20,

∂̄Dn,n−r(Ω̄) = {f ∈ Dn,n−r+1(Ω̄)|
∫

M
f ∧ g = 0,∀g ∈ Z0,r−1(M)},

ce qui implique que ∂̄Dn,n−r(Ω̄) ⊂ Dn,n−r+1(Ω̄) est fermé ; c’est donc un espace de Fréchet. Par
conséquent si U est un ouvert de C, L−1

T (U) = ∂̄(T−1(U)) est un ouvert de ∂̄Dn,n−r(Ω̄). On
peut donc étendre LT en une application L̃T : Dn,n−r(Ω̄) → C qui est linéaire et continue. L̃T
appartient au dual topologique deDn,n−r+1(Ω̄) et peut être identifié à un courant prolongeable
défini sur Ω.

(−1)r〈∂̄L̃T ,ϕ〉 = 〈L̃T ,∂̄ϕ〉 = 〈T,ϕ〉, ∀ϕ ∈ Dn,n−r+1(Ω̄).

Donc T = ∂̄((−1)rL̃T ). (−1)rL̃T est solution de ∂̄S = T et est un courant prolongeable.

En tenant compte du théorème 3.0.21 et des résultats classiques de résolution du ∂̄ pour
les courants prolongeables , on a le théorème suivant :

Théorème 3.0.5.
Soit T un (p,q)-courant prolongeable défini sur la boule euclidienne
B(0,r) ⊂ C

n. Supposons que dT = 0 ; 1 ≤ p ≤ n et 1 ≤ q ≤ n. Il existe alors un (p− 1,q− 1)-
courant S défini sur B(0,r), prolongeable tel que ∂∂̄S = T

pour 2 ≤ p+ q ≤ 2n − 1.

Démonstration.

Soit T un (p,q)-courant, 1 ≤ p ≤ n et 1 ≤ q ≤ n, d-fermé défini sur B(0,r) et prolongeable
avec 2 ≤ p + q ≤ 2n− 1.
Puisque d’après le théorème 2.0.15 Ȟp+q(B(0,r)) = 0, il existe donc un (p + q − 1)-courant
prolongeable h défini su B(0,r) tel que dh = T

Comme h est un (p + q − 1)-courant, il se décompose en un (p − 1,q)-courant h1 et en un
(p,q − 1)-courant h2. Ainsi on a dh = d(h1 + h2) = dh1 + dh2 = T .
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Puisque d = ∂+ ∂̄, on a pour des raisons de bidegré ∂h2 = 0 et ∂̄h1 = 0, h1 = ∂̄u1 et h2 = ∂u2

avec u1 et u2 des courants prolongeables définis sur B(0,r).
On a T = dh1 + dh2 = (∂ + ∂̄)h1 + (∂ + ∂̄)h2 = ∂h1 + ∂̄h1 + ∂h2 + ∂̄h2 = ∂h1 + ∂̄h2 puisque
∂h2 = 0 et ∂̄h1 = 0. Donc T = ∂h1 + ∂̄h2. En remplaçant h1 et h2 par ∂̄u1 et ∂u2, on
obtient T = ∂∂̄u1 + ∂̄∂u2 = ∂∂̄u1 − ∂∂̄u2 = ∂∂̄(u1 − u2). En posant S = u1 − u2 qui est un
(p− 1,q − 1)-courant prolongeable défini sur B(0,r), on obtient T = ∂∂̄S.
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Conclusion

Ce travail de mémoire de master porte sur un article de Mamadou Eramane BODIAN, Dian
DIALLO et Marie Salomon SAMBOU intitulé "résolution du ∂∂̄ pour les courants prolon-
geables définis sur la boule euclidienne de C

n."
Soit T un (p,q)-courant prolongeable défini sur la boule euclidienne B(0,r) ⊂ C

n.
Supposons que dT = 0 ; 1 ≤ p ≤ n et 1 ≤ q ≤ n ; il existe alors un (p − 1,q − 1)-courant S
défini sur B(0,r), prolongeable tel que ∂∂̄S = T pour 2 ≤ p+ q ≤ 2n− 1.
On note D

′p,q(Ω) et Ď
′p,q(Ω) les espaces respectifs des (p,q)-courants définis sur Ω et des

(p,q)-courants définis sur Ω et prolongeables.
Dans leur article, ils cherchent à trouver un courant prolongeable S vérifiant l’équation
∂∂̄S = T.

La résolution du ∂∂̄ peut s’appliquer aux formes différentielles ayant une valeur au bord au
sens des courants. En effet, d’après [4], toute forme différentielle ayant une valeur au bord
au sens des courants est un courant prolongeable.
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