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Résumé

Le phénomene de rupture dans les méthodes simulées a été large-
ment étudié ces derniers années. Il a été introduit par Aldous et Dia-
conis dans [1], [2] et [3] pour capturer le fait que certaines chaines de
Markov convergent brusquement vers leurs distributions stationnaires.
Une question importante est de détecter le temps apres lequel on peut
obtenir la convergence a l'équilibre d'une chaine de Markov intéres-
sante. Nous donnons dans ce mémoire, une méthode pour 1'évaluation
de cet instant appelé temps de rupture, en utilisant des temps d’arrét
appropriés tels que ceux trouvés dans [13]. Nous donnons les conditions
sous lesquelles un processus de Markov a un temps de rupture, au sens
de la mesure de divergence généralisée. Pour illustration, nous évaluons
'efficacité de notre méthode sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
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Introduction Générale

On sait depuis longtemps que pour diverses familles de processus de Markov, le phénomene
de rupture a été généralement observé. Pour un grand nombre d’applications traitant des
chaines de Markov, le probleme de la détection de I'instant de convergence vers la probabilité
stationnaire a été résolu en étudiant le phénomene de la convergence brusque connue sous le nom
de phénomene de rupture. Un processus Markovien a une rupture s’il existe un instant, appelé
temps de rupture, autour duquel il y a une petite fenetre de temps dans laquelle la convergence
a lieu. Avant I'instant de rupture, le processus reste loin de sa distribution asymptotique et s’en
approche rapidement de fagon exponentielle apres cet instant. L’évaluation de cet instant est un
probléme qui a donné naissance a un grand nombre de travaux.

Lorsqu’un échantillon de chaines de Markov est simulé en parallele, I'instant de rupture est connu
explicitement ( voir Barrera et al [4]). En étudiant la marche aléatoire sur I'hypercube, Diaconis
et Shahshahani [8] et Diaconis et al (1990) ont observé une partie des premiers exemples du
phénomene de rupture. Diaconis [6], Porod [18] et Ycart [22] ont fourni des enquétes complétes
de I'instant de rupture de la convergence brusque a I’équilibre. Récemment, Saloff-Coste [20]
et Barrera et al [4] ont étendu la rupture respectivement a plusieurs marches aléatoires et a
des processus convergeant exponentiellement. En 2006, Lachaud et Ycart [14] proposent une
méthode qui, utilisant le temps d’atteinte nous permet de détecter la convergence au stationnaire.
Cette méthode est illustrer avec le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans ce cas il a été prouvé
par Lachaud [13], que le temps d’arrét proposé est asymptotiquement équivalent au temps de
rupture.

L’objet de notre travail est d’étudier le phénomene de rupture pour un échantillon de processus
convergeant exponentiellement et en particulier pour un échantillon de processus d’Ornstein-
Uhlenbeck (O.U) en utilisant la mesure de divergence de type Rényi. L'intérét des processus
d’0O.U est que presque tous les calculs peuvent etre effectués de maniere explicite. Nous proposons
une méthode de temps d’arrét qui peut empiriquement détecter la convergence d’un échantillon
de processus. Dans ce cas, au lieu du test de Kolmogrov-Smirnov comme dans Lachaud et Ycart
[14], le test statistique de type Rényi sera présenté.

Notre travail est divisé en trois chapitres :

— Le premier chapitre sera une étude préliminaire de certaines notions qui constituent la

base de notre raisonnement.

— Le second chapitre sera consacré aux résultats théoriques, d’abord sur le phénomene
de rupture pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck et ensuite sur le comportement
asymptotique de la mesure de divergence.

— Le troisieme chapitre sera une illustration pratique de notre méthode en rapportant les
résultats d’une expérience numérique pour la détection de la convergence.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre contient un bref rappel de quelques notions de base de probabilités et de
statistiques. Il est constitué essentiellement de définitions, de lemmes, de propriétés et de
corollaires dont la plupart n’ont pas été démontrés. Tout au long de ce chapitre on utilisera le
terme distribution pour désigner la loi du processus X.

1.1 Processus stochastiques

L’objet de la théorie des processus stochastiques ( ou aléatoire ) est I’étude des phénomenes
aléatoires dépendant du temps. Soient :
— (Q, F,P) un espace probabilisé, ou ) est I'espace fondamentale et F une tribu sur 2, et
[P une probabilité sur (€2, F)
— (FE, &) un espace mesurable appelé espace des états, avec £ est une tribu sur £
— T, un ensemble appelé ensemble des temps (par exemple T = R™).

1.1.1 Filtration

Définition 1.1.1 On appelle filtration toute famille croissante (Fy,t € T) de sous-tribus de F
et (0, F,F,P) est appelé espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.2 La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (X, t € [0,T)) est
la plus petite tribu contenant les ensembles {Xt_l(A)} pour tout t € [0,T] et A € Bg ot Bg est
la tribu de Borel sur R. On note cette tribu o (X, t < T).

1.1.2 Processus

Définition 1.1.3 Un processus stochastique a valeurs dans (E, &) basé sur (2, F,P) est une
famille (X;,t € T) de variables aléatoires (abréviation : v.a. ) de (Q,F,P) dans (E,€E).

Définition 1.1.4 Pour w € fizé, on appelle (X¢(w)),er la trajectoire de w.

On parle de processus a temps continu st T =R, a temps discret si T C Z est infini et on parle
de famille a paramétre si T est fini.

Pourt €T fizé, X; est une variable aléatoire.

Définition 1.1.5 Un processus stochastique (X, t € T) est dit adapté (par rapport d une filtra-
tion Fy) si X; est Fy-mesurable pour tout t.

On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les applications t — Xy(w)
sont continues pour presque tout w.

Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limite a gauche) si ses trajectoires sont
continues a droite pourvues de limites a gauche. Méme définition pour caglad.



A un Processus X, on associe sa filtration naturelle FX = o (X,, s < t).

1.1.3 Processus gaussien

Définition 1.1.6 On dit que la variable aléatoire X est gaussienne de moyenne m et de variance
o et on note N (m,c?) si elle a pour densité :

Fl@) = ——exp (—(‘m))

oV 2w 202
Définition 1.1.7 Un vecteur aléatoire X = (Xy, -, X4) est gaussien si toute combinaison
linéaire de ses composantes est une variable aléatoire gaussienne c’est a dire si pour tout d-uplet
(A1, -+, \g) de réels, la variable aléatoire \y Xy + - -+ + A\g Xy est gaussienne.

Définition 1.1.8 Un processus stochastique X = {X;,t > 0} est gaussien si toute combinaison
linéaire finie est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si¥ n>1, Vt;, 1 <i<nle
vecteur (Xy,, -+, Xy,) est gaussien.

1.1.4 Mouvement brownien

Définition 1.1.9 On appelle mouvement brownien un processus gaussien (By,t € RT) presque
surement continu, tel que By =0 et By, s — By est indépendant de o (B,,u < t) de loi N (0, s)
pour tout t,s > 0.

1.1.5 Processus de Markov

Définition 1.1.10 Pour toute variable aléatoire réelle X positive (respectivement intégrable),
et toute sous-tribu G de F, il existe une variable aléatoire E (X|G), unique d égalité presque sire
prés, positive (respectivement intégrable), telle que :

(i) E(X|G) est G-mesurable ;

(7i) pour tout A € G, E(1,X) =E (14E (X|G))
La variable aléatoire B (X|G) s’appelle Uespérance conditionnelle de X sachant G.

Définition 1.1.11 Un processus est de Markov si son comportement dans le future ne dépend
du passé qu’a travers le présent. Plus précisément, on dit qu’un processus (X;) est de Markov si
pour toute fonction f borélienne bornée

E(f(X)IFS) =E(F(X)IX.), VE>s

Les chaines de Markov représentent des processus de Markov a temps discret dont 'espace
d’état est fini ou dénombrable.

1.1.6 Processus d’Ito

2

e x RT) des processus 0 adaptés caglad vérifiant

On note par A 'ensemble L
E (fot Hg(w)d:s) < o0, Vt > 0.

Définition 1.1.12 Un processus X est un processus d’Ito si

t t
Xt:x+/ bsds+/ o.dB,
0 0

Temps de rupture basé sur la mesure de divergence généralisée 3



ot b est un processus adapté tel que [} |bs|ds existe (au sens de Lebsegue) p.s pour tout t et
o€ A
On wutilise la notation plus concise suivante :

dXt = btdt + UtdBt
X() =T

b est le drift ou la dérive, o est le coefficient de diffusion.

1.1.7 Formule d’Ito
Dans ce qui suit, X est un processus d’It6 de décomposition dX; = b;dt + 0;dB;.

Théoréme 1.1.1 ([12])
Soit f une fonction de R dans R, de classe C?, d dérivées bornées. Alors

F(Xy) = f(Xo) +/ DX, + tdzf(X)%z
N 0 dx 2 Jo dx? 7545
ou encore df 1 2f

df(Xy) = - (X)d X, + 5= —= (Xy)otdt.

Pour une fonction dépendant du temps on a :

Théoréme 1.1.2 ([12])
Soit f une fonction définie sur R x R de classe C' par rapport da t, de classe C* par rapport a
x, a dérivées bornées, on a :

_ Lo*f 2
f(t,Xt)_f(0X0+/ st+/a (5, X,)dX, +2 5 (s, Xo)ods
Ce que l’on note :
of 10%f of
df (t, Xy) = [E% (t, Xy) + 3% 5 (t, X,)o? | dt + == 5 (t, X;)dX;.

1.1.8 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 1.1.13 Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme :
t t
X, :x+/ b(s,Xs)der/ o(s, X,)dB, (1.1)
0 0

ou sous forme condensée
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt
Xo =X

L’inconnu est le processus X .

Définition 1.1.14 Soit b et o deux fonctions de RT™ x R™ d valeurs réelles données.On se donne
également un espace (S, F,P) muni d’une filtration F; et d’un F;-mouvement brownien B. Une
solution de (1.1) est un processus X continu, Fi-adapté tel que les intégrales [3 b(s, X,)ds et
Jyo(s, X,)dBs ont un sens et l'égalité

t t

X, :x+/ b(s,XS)der/ o (s, X,)dB,

0 0

est satisfaite pour tout t, P-p.s.
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1.1.8.1 Solution des EDS pour un modele gaussien

Définition 1.1.15 Certains processus stochastiques qui donnent lieu a des modéles gaussiens
sont de la forme :

dX; = [ () Xy + po(t)]dt + o(t)d By (1.2)

ot p1(+), pa(+), o(+) sont des fonctions déterministes du temps et B un Fy-mouvement brownien
standard.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.1.3 Si IP’( OT gz((‘z)) ds < oo) =1, alors la solution forte de l’équation différentielle
stochastique (1.2) est :

pa(s) /t a(s)

d dB;
a5 o 3(s)
ot la fonction ®(-) est la solution de I'équation différentielle ordinaire

d0(t) = (O (H)dt, (0) = 1.

X, = (1) [X0+/Ot

Preuve : voir [11] a

Exemple : Résolvons I'équation différentielle stochastique suivante :
dX, = —pXydt + o\/2pdB;, Xo=uxz, t > 0. (1.3)

Posons Y; = e X, ou X, est solution de 1.3. D’apres la formule d’Ito, on a

t t
Y, =Yy + p/ e’ X ds +/ ePtd X,
0 0
t t t
=x+ p/ e’ Xyds — p/ e’ Xyds + O'\/2p/ e”d B
0 0 0

t
— 4 0\/2p/ " dB,.
0

Cela nous amene a déduire X;, on a alors

t t
X, =xe " +oy 2p€_pt/ e”dB, = xe " + 0\/2p/ e‘p(t_s)dBS
0 0

La solution X trouvée ici est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Il est gaussien d’espérance
ze P! et de variance o2 (1 — e~2"). De plus X est un processus de Markov.
En effet, en écrivant

X, =xe P+ a\/2,0/ e Y4B,
0

et s
X, e = pert 4 a\/2p/ e Pt qB,
0

on en déduit pour s <t

t
X, = X" 1 0/2p / e -0y R,
ou encore

t -
Xivs = Xse ™ + av/2p / e PG R,
0

ou le processus B défini par B = By, — B est un mouvement brownien indépendant de F;
(donc de Xy)
en particulier

E(f(Xeis)[Fo) = E (F(Xoee™ + V)| F) = E(f(Xps)|X0)

Y étant une v.a indépendante de Fy, ce qui établit le caractére markovien de X.
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1.2 Distribution d’une forme quadratique de vecteur gaussien

Soient A une matrice réelle symétrique d’ordre ¢, X un vecteur gaussien d’espérance pu et
de matrice de covariance Y, et X7 la transposée du vecteur X. On veut pouvoir déterminer
la distribution de probabilité de la forme quadratique X7 AX sans aucune restriction sur les
parametres du vecteur X.

Définition 1.2.1 (matrice symétrique) Soit A = (a;;),., ;, une matrice carrée réelle d’ordre
q. On dit que A est symétrique si et seulement si elle est égale a sa transposée, c’est a dire si
ai; = aj; pour tout i, j compris entre 1 et q

Pour toute matrice réelle symétrique G d’ordre ¢ on peut écrire : G = EA,ET

ou A, = diag (A1, -+, \,) est la matrice diagonales des valeurs propres de G et E la matrice
orthogonales des vecteurs propres de G.

Lorsque rang(G) = r, G a r valeurs propres non nulles et ¢ — r valeurs propres nulles.

Définition 1.2.2 (matrice symétrique positive) Une matrice carrée symétrique A est po-
sitive si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles

Pour toute matrice réelles symétriques positive ) d’ordre ¢, on a au moins une racine carrée
T d’ordre ¢ x t telle que TT? = Q. Comme @ = FA,E”, une possible racine carrée de Q) est
donnée par :

T — EAZE"
0f1A§zdz’ag<\/)\_1,--- ,\/)\7(1)

Définition 1.2.3 (matrice de covariance) Si elle existe, la matrice de covariance d’un vec-
teur aléatoire est symétrique réelle positive. Elle est donc diagonalisable en base orthonormée.

Lemme 1.2.1 Soient L une matrice n xm et M une matrice mxn. Alors LM et M L possédent
les mémes valeurs propres non nulles avec les mémes ordres de multiplicités.

Preuve : voir [21] p.54 Q

Considérons maintenant une matrice A réelle symétrique et ¥ une matrice de covariance
(qui est symétrique définie positive). Soit S la racine carrée de ¥ définie comme ci-dessus. Alors
il suit du lemme 1.2.1 et de la symétrie de STAS que ST AS et AY ont les méme valeurs propres
avec les méme ordres de multiplicité, leur nombre est égale au rang(S? AS)=rang(XAX).

Proposition 1.2.1 Soit X ~ N, (0,X). Soit A une matrice réelle symétrique d’ordre q. soit
r=rang (XAX) , r > 1 et soient Ay, -+, A\, , les valeurs propres non nulles de AY.. Alors

XTAX =3 NU?
i=1

ot les Uy, --- , U, sont indépendants et identiqguement distribuées selon la loi normale centrée
réduite.
Preuve : [9] corollaire 2.1 a
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1.3 Mesure de divergence

Définition 1.3.1 Soit S un ensemble convexe, une divergence sur S est une application D :
S xS — R" satisfaisant :

V(p,q) € SxS, D(p,q) >0 et D(p,q) =0 siet seulement si p=q

Comme une distance, une divergence doit étre positive, en outre elle ne satisfait pas nécessaire-
ment ["inégalité triangulaire et ['axiome de symétrie.

En théorie des probabilités, une divergence est une fonction D(P,Q) qui mesure la différence
entre deux distributions de probabilité P et ().

1.3.1 Définitions et méthodes

Soit (X, .4, A) un espace mesuré avec A une mesure finie ou o — finie. Soient p, s deux
mesures de probabilité sur X, telles que p; et o absolument continues par rapport a A
On note les densités de Radon-Nikodym des p; par rapport a A par p;(x) :

pi(z) = 'L)L\z((j;)), i=1,2

La divergence de Kullback Leibler est donné par la quantité :

= z)In Pi(z) T
Ke) = [ e (20 v 14

Rényi (1961) pour la premiere fois donna une généralisation de la divergence donnée en (1.2).
Cette généralisation est la suivante :

R(pr, ) = ——n [ pi(e)ph(@)Adr), a €R a#0cta#l (1.5)

Csiszar (1967) généralisa la divergence de Kullback Leibler par :

Colpr, i) = [ palw)o (igg) A(dz) 16)

On retrouve la divergence de Kullback Leibler lorsque ¢(z) = xlog(z). Dans notre travail, on
considere la version modifiée de la divergence de Rényi donnée par :

N[

Daml,uz):[a(cf_l)m / p?(x)p;%xwdx)] CaeRalctazl  (17)

ainsi que ses limites en @ = 1 et @« = 0 données par :

Dg(m,uz) = g}g(l) Di(ul,/@) = /Xp2(95) In (pjgg) A(dz)

3

et
pi(z)

D2 (33

D3, ) = ity D2 ) = e

~—

En effet :

D (o) = s [ PR (@A ()

_; n T ) ex Qo In pl(w) T
- p< ! (m(z)))w)

Temps de rupture basé sur la mesure de divergence généralisée 7




Or exp (a In (ggg)) ~1+a«aln (pl(‘r)) au voisinage de o = 0 donc :

D2 (j1, 1) ~ 04041_1) In [ [ pa(e)Mdz) +a [ pafa)in (ﬁg) )\(d:c)]

a(al—1) In [1 +a /X pa() In (i;gg) A(dx)]

)In <§:Eg) A(dz) au voisinage de 0

12

12

a—1Jx

D’ou
pa(z)
p1()

Clj_% D2 (p1, pta) = /Xp2(x) In ( ) A(dzx)

De méme, on voit que :

D2 (1, p2) = a(al_l)ln/xpl(@ exp <(04 —1)In <p1($)>> A(dzx)

p2()

e (o0 (27)) =1+ - (35)

au voisinage de o = 1, on montre de la méme maniere que pour la limite en 0 que :

lim D2 (1. p2) = [ ps(a) (“m) A(d)

Comme

pa(z)

Nous considérons maintenant la mesure de divergence généralisée D, entre deux mesures
produit. Soit n un entier positif. Pour i = 1,...,n, soit (E;, F;) un espace mesurable, p;, v;,
deux mesures de probabilité sur E;. Notons par E” le produit cartésien E; X --- x E,, muni de
la o—algebre produit. Notons par p” et v™ le produit tensoriel des pu; et des v; respectivement :

W= @ @ et V=1 @ @,

Si \; est la mesure dominante de p; et v; alors A" = A\; ® --- ® A\, sera pris comme mesure
dominante de p™ et v™. Et on a :

Proposition 1.3.1
D2 /L V Z-D MZ?VZ
=1

Preuve : Posons  p;(dz;) = pi(z;)\i(dx;) et vi(dx;) = qi(x;)N\i(dx;) pour z; € E;.
Pour tout x € E™ on a :
p(dz) = pa(der) X -+ X pin(dy)
=pi(x1) X -+ X pu(xy) - M (dzy) X -+ X A\p(dxy,)
= P,(z) - \"(dx)
avec
Po(x) = pi(z1) X -+ X pu(xn) et N'(dz) = Ai(dxy) X -+ X Ay (dzy)

De méme :

v (dx) = Qn(z) - \"(dr) avec Qn(x) = qu(x1) X -+ X gn(zn)

Temps de rupture basé sur la mesure de divergence généralisée 8



Pour a # 0,1 on a :

DZ(p™, V") = &(al_l)ln / P (x)Qy () A" (dw)
— Ojl(o‘lll)ln/& P ()@ (@) M (day) X -+ X /Enpﬁ(fﬁn)Qia(xn)An(d:cn) »
- ; ala—1) ™ /E RACHIANCARNCED)
-3 Dinw)
0

On suppose que D, est la distance entre p,, la distribution d’un certain processus X au
temps ¢ et sa limite i :

Dy (t) = D (Mt, foo)

Définition 1.3.2 (convergence exponentielle) Soient X = {X;,t > 0} un processus sto-
chastique, v une distribution de probabilité, p un réel positif. On dit que le processus X converge
vers v a taux exponentiel p, au sens de la distance D, si :

log D, (t
. log t (t)

li

t—o00

1.4 Les tests d’hypothese

Dans tous les domaines, de I'expérimentation scientifique a la vie quotidienne, on est amené
a prendre des décisions sur une activité risquée au vu de résultats d’expérience ou d’observation
de phénomeénes dans un contexte incertain. Dans chaque cas, le probleme de décision consiste a
trancher, au vu d’observations, entre une hypothese nulle, notée Hy et une autre dite alternative,
notée H;. En général, on suppose qu’une et une seule de ces deux hypotheses est vraie. Un test
d’hypothese est une procédure permet de choisir entre ces deux hypotheses.

1.4.1 Rappels de quelques notions de base de la Statistique

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs sur un espace X. Soit (X, Bx, Py)sco
le modele statistique associé a la variable aléatoire X ou By est une o-algebre de Borel des
sous-ensembles A C X et {Py}sce une famille de distribution de probabilité définies sur 'espace
mesurable (X, By) avec © un ouvert de R?, d > 1. On note par fy la densité de P si X est
continue de meme que si X est discret et dans ce cas fp(z) est définie par :

fo(x) = Pp(X = )

Définition 1.4.1 (Echantillon) On appelle n-échantillon de la loi Py, la donnée d’'un vecteur
X =(Xy, -+, X,) constitué de n v.a indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) de loi
by.

On appelle modéle d’échantillonnage, le modéle (X™, BE", Py )gce avec BY" la tribu produit sur
X" et PY" = Py ®@ -+ ® Py est la probabilité produit sur (X", BY") qui est la loi du vecteur X.
La densité de 'échantillon sous Py est alors :

n
z= (21, -, @) = [] folz:)
i=1
avec x une observation du vecteur X.
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Définition 1.4.2 (Vraisemblance) On appelle vraisemblance de l'observation x la fonction
L(x;.) définie sur © a valeur dans RY par 0 — L(x;0) = fy(x)
Dans le cas d’un modéle d’échantillonnage, la vraisemblance de [’échantillon observé

n
z = (21, ,x,) s'écrit sous la forme L(zy,- -+ ,2,;0) = [ fo(z:).
i=1

Définition 1.4.3 (Statistique) Soit (X", BY", Py )geo un modéle d’échantillonnage, on ap-
pelle statistique la variable aléatoire T(X) = T(Xy, -+, X,) ou T est une fonction mesurable
connu de (X", BY", Py )oco vers un espace probabilisable (F, F).

Définition 1.4.4 (Estimateur) On appelle estimateur de g(0), toute statistique T(X) de
(X", BY™) d valeur dans g(©).

Définition 1.4.5 (Estimateur du maximum de vraisemblance) On appelle estimateur
du mazimum de vraisemblance (EMV) la statistique é(X) ot 0 est une application de X dans
© telle que

L(z,0(z)) = L(z,6)

pour tout § € ©. On note R
0(x) = ArgmazxeL(x, )

Dans le cas d’un modéle d’échantillonnage 'EMYV est :

A

0(X) = Argmax,L(X,0)

Dans la pratique, on prend comme estimation du maximum de vraisemblance, la solution de
I’équation de la vraisemblance :

VinL(X,0) =0

Remarque 1.4.1 La mesure de divergence entre les distributions de probabilité Py, et Py, est
donnée par :

DBy Po) = D200 =~ ([ Ja@)fi@)in(o) o #0.1

1.4.2 Les types de test d’hypothese

On distingue différentes catégories de tests :

— tests sur une hypothese relative a la valeur particuliere d’un ou de plusieurs parametre(s)
ou tests parametriques,

— tests de conformité de deux distributions ou tests d’ajustement entre une distribution
théorique et une distribution expérimentale,

— tests de comparaison de deux populations (comparaison des moyennes, des variances...),

— tests d’indépendance de deux caractéres quantitatifs.

1.4.3 Meéthodologie

Le principe des tests d’hypothese est de poser une hypothese de travail et de prédire les
conséquences de cette hypothese pour la population ou I’échantillon. On compare ces prédiction
avec les observations et 1’on conclut en acceptant ou en rejetant I'hypothese de travail a partir
des regles de décision objectives.

Dans un probléme de décision, deux types d’erreurs sont possibles :
e Erreur de premiere espece : décider que H; est vrai alors que H, est vrai.
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e Erreur de seconde espeéce : décider que H, est vrai alors que H; est vrai.
A toute décision correspond une probabilité de décider juste et une probabilité de se tromper :

Définition 1.4.6 On appelle risque d’erreur de premiére espéce, noté «, la probabilité de rejeter
Ho et d’accepter Hy alors que Hy est vrai.

La probabilité de cet événement est le niveau de signification du test. On dit aussi que le niveau
de signification est la probabilité de rejeter I'hypothese nulle a tort. Ce risque a définit la région
critique, R,., d’aire « et de probabilité «, sous I’hypothese H,.

Définition 1.4.7 On appelle risque d’erreur de seconde espéce, notée (3, la probabilité de rejeter
Hi et d’accepter Hgy alors que Hy est vrai.

La puissance du test est la probabilité de rejeter Ho et d’accepter Hy alors que Hy est vrai. Sa
valeur est 1 — f5.

Différentes étapes doivent étre suivies pour tester une hypothese :
1. formuler de fagon précise I'hypothese nulle H, et I'hypothese alternative H,

2. fixer avant I'expérience le niveau de signification du test a et déterminer la région critique
associée ;

3. préciser les conditions d’application du test : forme de la loi de probabilité de la population
étudiée, taille de ’échantillon, variance connue ou inconnue... ;

4. choisir la statistique S la mieux adaptée en fonction des caractéristiques de la population
étudiée et définir sa loi sous les deux hypotheses;

5. calculer, a partir des données fournies par 1’échantillon, la valeur de la statistique S ;
6. prendre une décision concernant les hypothese posées.

La région critique R, correspond a ’ensemble des valeurs telles que : P(S € R.) = «

1.4.3.1 Regles de décision

On appelle regle de décision une regle qui permet de choisir entre Hy et H; au vu des
observations sous la contrainte que la probabilité de rejeter a tort Hg est égale a a fixé. On a
deux cas de figure :

1. Sous I'hypothese < Hy est vrai > et pour un niveau de signification « fixé
(a) sila valeur de la statistique S,ps calculée appartient a la région critique alors ’hypothese
Ho est rejetée au risque d’erreur a et I'hypothese H; est acceptée;
(b) si la valeur de la statistique S, n’appartient pas a la région critique alors ’hypothese
H, ne peut étre rejetée.

2. La probabilité critique ou p-value (en anglais), qui est la probabilité sous Hy que les
observations s’éloignent de Hy au moins autant que ce qui a été observé, c’est a dire telle
que P(S > Spps) = Qops, €St évaluée
(a) si ags > «, 'hypothese Hy est acceptée car le risque d’erreur de rejeter H, alors

qu’elle est vrai est trop important ;
(b) si s < a, 'hypotheése Hg est rejetée car le risque d’erreur de rejeter Hy alors qu’elle
est vrai est tres faible.
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Chapitre 2

Résultats théoriques

Tous les résultats théoriques de notre travail sont rassemblés dans ce chapitre.

2.1 Phénomeéne de rupture pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O.U)

le phénomene de rupture pour des échantillons de processus convergeant exponentiellement
a été étudié, et la base théorique de la méthode a été développée par Barrera et al (2006). Dans
cette section, on étudie I'instant de rupture pour un n-échantillon de processus d’Ornstein-
Uhlenbeck indépendants identiquement distribués. Ici nous discuterons aussi d’'une fagon de
comprendre la divergence entre deux mesures de probabilité.

Définition 2.1.1 (Temps de rupture)

Pour chaque n > 0, soit X™ un processus stochastique sur un espace E™ convergeant en
loi vers une certaine distribution de probabilité v™ . Soit d une distance entre distribution de
probabilité, prenant ses valeurs entre 0 et M, ou M est soit un réel positif soit l’infini. Pour
t >0, notons par d™ (t) la distance entre la distribution de X®) qu temps t et v™ :

d™(t) = d (LX) (), /™)

Soit (t,) une suite de reels positifs. La suite (X(”)) est dit avoir une rupture au temps (t,) au
sens de la distance d si pour ¢ >0 :

c<1l= nh_)ngo d(”)(ctn) =M
¢>1= lim d™(ct,) =0
On a le lemme suivant :
Lemme 2.1.1 Pour i = 1,2,...,n, soient d; une fonction strictement positive définie sur
RT, et p; un réel strictement positif. Pour n > 1, notons par p(1,n),...,p(n,n) les valeurs de
P, - -, Pn Tangées dans l'ordre croissant et 1, le réel suivant :
log 1
Tn:max{,g, zzln} (2.1)
p(i,n)

Supposons les hypothéses suivantes :

1. I existe une fonction positive g, décroissante et tendant vers 0 quand t tend vers l'infini
et un réel positif ty tel que pour tout t > tqy et tout i > 1

log d;(t) +

" <g(?) (2.2)
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dim p(1,n)7m, = 400 (2.3)
3. Pour tout réel positif c,
lim 4 (2.4)

/

.
Alors pour tout entier positif k, tout réel positif ¢ et toute suite (7)) telle que lgm =1
n—oo T

k
¢
c<1:>n11310102< (k)) = +00,
AN
c>1:>T}Lr£}o;(di<cg>> =0
Preuve :

— Démontrons premierement le résultat pour la suite 7,,.
Définissons g;(t) par :

log d; (%)

gilt) = B 4,

= di(t) = exp (t (gi(t) — ps))

Ainsi . .o

Z (di (cm)) = Zexp (—cmpi + CThgi (cm))

i=1 k i=1 k
Or

9:(D)] < g(t)
Donc . i
S, exp (—CTng (CTR)) <> (di (CT”>> < S,exp (crng (CTR))
k pt k k

avec

S, = Zexp —CTyp;) Zexp —ctup(i,n))

Premier cas : ¢ > 1

Pour ¢ > 1, utilisons la borne supérieure de cette inégalité.

On observe que pour tout i = 1,...,n, exp(—cr,p(i,n)) <i ¢ puisque 7, >
Pour tout [ =1,...,n — 1, on peut écrire

log i
p(in)

l n

Z —cTop(i,n)) + > exp (—cTup(i,n))
=1 i=l+1
Ce qui implique que

Sp <lexp(—cmp(l,n))+ > i carp(l,n) <p(i,n) Yi=1,...,n
11

< lexp (—erp(l,n) + [ @
!

1
—cmnp(1l,n) —(c—1) _ , —(c—-1)
<le + 7@ 1 (l n )
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Cette borne reste vrai pour [ = n. Posons maintenant I,, = [e?(:™™ | ot |.] est la partie
entiere.
l,, n’est pas plus grand que n par définition de 7,,. Alors on a :

1
—crap(1n) (c=1) _ ,—(c—1)
S, < l,e + — p— 1 (l n )

< lne—C‘rnp(l,n) N (e—1)
- c—1"

Or erm)m _ 1 <l,< eP(Ln)m

= G, < e (e Dme(ln) L L (ep(l,n)m _ 1)_(‘3—1)
tT 1

— (1 ) e_pﬂﬂ)ﬁ) —(e—1)

< ef(cfl)ﬂ—np(l,n) 1+
- c—1

Ce qui implique que

—(e—1)

(
n cr N K (1 — e’p(l’")m) CT,
n —(c=1)mnp(1,n) -'n
> () = L e (s ()
—(c—1)
1 — e—P(Ln)m ey
= 1—1—( - ) exp(—p(l,n)Tn(C—1+cg(k>))

c—1 p(1,n)

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini en utilisant (2.3) et (2.4). D’ou

i S5 (0 () =0

Deuxiéme cas : 0 <c < 1
Pour 0 < ¢ < 1, on utilise la borne inférieure de la sommation des d;. Pour chaque n, on

choisit i¥ tel que 7, = ;&%ii) = iy, = exp (T,p(ir, n))

<k
7‘n

S, > Zexp (—crup(i,m))

i=1
> i, exp (—cTpp(in, n))

> exp (Tnp(iy, 1)) X exp (—cm,p(iy, 1))
> exp ((1 = ¢)p(1,m))

iil (di (?))k > exp (Tnp(l,n) (1 —c— Ci((lc,;iz ))

qui tend vers +o0o quand n tend vers l'infini en utilisant (2.3) et (2.4).

/

— Démontrons le résultat maintenant pour une suite (7)) équivalente a 7, On considere

maintenant une suite (7)) équivalente a 7,. La nouvelle somme peut étre bornée comme
précédemment :

k
CT/ n C7_/ CT/
k i=1 k k:
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avec

S, =3 exp (—erlplism))
=1

Pour c>1:
Soit ¢ < 1 fixé tel que cc’ > 1. Pour n assez grand ¢’ < =
Ainsi

IN

Y

Sy <D exp (—cd Tap(i, n))
=1

/ /
exp | ¢l g Tn < exp E7'ng CTn)).
" k d k

Comme g est décroissante, donc la borne supérieure de S,, peut étre appliquée a S/, en
remplacant ¢ par c¢¢’. On obtient :

—(cc’-1)
n k _ o—p(Ln)Tm /
cr! , (1 e’ ) c cc'T,
di n < —(ed! =1)mnp(1,n) 1 =7, n
— < < k )) =€ * cd —1 FPA\GIN\ Ty

1

—(ed’-1)
(1 — e*p(l’”)m) cg (CC’T—"
= |1 —p(Ln)7, [ed —1— = :
+ o exp | —p(1,n)1, | cc ¢ ()

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
La preuve est similaire pour la borne inférieure.

Q
Soit X™ = (X,..., X,) un n-uplet de processus indépendants, notons par D? (t) la distance
a I’équilibre du i-ieme processus au temps t. Supposons que py, . . . , p, sont les taux de convergence

exponentielle des processus X7, ..., X, respectivement. On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1 Supposons que D' (t), définie ci-dessus, et p; satisfont les hypothéses (2.2) a
(2.4) du lemme précédent. Notons par X™ le n-uplet de processus (X1, ..., X,)
Alors la suite de processus X™ a une rupture au sens de la distance D, au temps

log i
t, = 98 i, 2.5
max{zp@’n) i n} (2.5)
O les p(1,n),...,p(n,n) sont les valeurs de pq, ..., pn rangées dans ’ordre croissant.

Preuve : Posons d(t) = D2(t) = D2(u{", u™) avec ™ la distribution du processus X ™ et

1) sa limite.

D’apres la proposition 1.3.1 du chapitre précédent

d(ctn) =3 (Di(ctn))
i=1
Comme D! (t) et p; satisfont les hypotheses du lemme 2.1.1 ci-dessus et que ¢, = 2, on peut
n . 2
appliquer le lemme 2.1.1 & d(¢). Ainsi » (D;(ctn)) tend vers +o0o pour 0 < ¢ < 1 et vers
i=1

0 pour ¢ > 1.
D’ou X a une rupture au temps t,, au sens de la distance D,,. d

Rappelons que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O.U) est définie comme suit :
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Définition 2.1.2 Soient p et o deux réels positifs et xo un réel. Soit (By),s, un mouvement
brownien standard. On appelle processus d’Ornstein-Uhlenbeck issu de xo de paramétres p et o
l'unique solution de ’équation différentielle stochastique :

{ dXt = —pXtdt + U\/%dBt

2.6
X, — 1, (2.6)

La solution de cette équation différentielle stochastique peut étre explicitement écrite comme :
t
X, = xope Pt + a\/2p/ e_p(t_s)dBS, t>0.
0

Par conséquent le processus (X3),s, est gaussien d’espérance xge *' et de variance o2 (1 — e™2%).
Ainsi la distribution asymptotique o, du processus X est gaussienne centrée de variance o
notée N (0, 0?) :

)

X, 5 N (0,0%)
quand t tend vers I'infini. Cette convergence a lieu au taux exponentiel p.
Notons par u; la distribution du processus X au temps t et supposons qu’il existe un réel

positif D tel que :
Jim Dy (e, proc)e? = D (2.7)

Remarque 2.1.1 Pour touta € R, «a#0,1 :

Da(pu, too) = Di—a(ftoo, )
Donc calculer D (pu, poo) revient a calculer Do (fhoos fit)-

Soit X(™ = (X1, ..., X,) un n-échantillon du processus X, i.e, un n-uplet de copies indépendantes
de X. Notons par D”(t) la mesure de divergence généralisée entre la distribution de X ™ au
temps t la distribution & 1’équilibre x&". Nous avons pour un échantillon X™ du processus
d’0.U le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.2 Supposons que Uhypothése (2.7) est vérifiée, et soit u un réel fixé. Alors

1
lim D" <u + Og”> = De "
n—-+oo 2/)

t
Preuve : Soit X; = zpe ” + a\/Qp/ e P=5)dBs le processus d’0.U,
0
Xt ~ N (l'()e_pt, O'2<1 — e_2pt)>

1 (z — moePt)?
EXP{—5 3 —2pt
oy/2m(1 — e~2rt) 20%(1 — e72")

Comme X, ~ N(0,0%), on a fo(r) = - L exp (—%) Donc pour tout « € R, a #0,1 :

= fi(z) =

2

tl_a(l‘)ffo(x) _ (1—e")® o ( (1 —a)zge pt) V- (_ (1 — e ?")z? —2(1 — a);p$0ept>

T4 /27‘((1 — e—2pt> B 20'2<1 — G_Q'Dt) 20'2(1 — e_QPt)
Pour a < €*, on a (1 — ae ") > 0
1 VI—ac (2 - Opesy”
t _a<$)fgo(l') = A(Oé) X exXp | — 202 (1—e—20t)
0y/2m(1 — e~2t) oaezr
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avec

Ala) — (1—e20t)2 a(l — a)zie !
(@) = e P\ 20201 = ae )

Ainsi
1 a 1 x3e2rt :
Da(jns ioe) = | = (S log(1 = e7") = S log(1 — e~ ) 0
o) = | ey (311 =) = lon(1 = a0)) 4 5 0
Or
i alog(l —e ") 1log(l — ae™2) 0
P 9 e—2pt 9 e—20t o
donc

. pt |£L’0|
tligloDa(,utmuoo)e - 0_\/§

Puisque les X; sont indépendants et identiquement distribués, on a

N |—=

(DR(6)* = nD2 (1, proc) = D) = (D2 (1, p1oc) )

Ce qui implique que

1

1 1 —2pu —2pu 2.,—2pu 2
Dhu+ AL @log 1- ¢ —@log 1—al + ot -
2p all —a) \ 2 n 2 n 2 (1 _ aﬂ)

n

Alors on a : 20
logn X
lim D} | u+ = e
(N
Ce théoreme donne le comportement de I’échantillon par rapport a l'instant de rupture l°2g”
p

en fonction du signe de u. Soit R un réel positif assez grand.
e Siu=—R alors De " est grand : avant l'instant de rupture 102% I’échantillon est loin
de I’équilibre.
e Siu= R alors De™"" est petit : apres I'instant 102% I’échantillon converge exponentielle-
ment de maniere rapide vers 1’équilibre.

2.2 Comportement asymptotique de D? (én, 90>

L’objectif de cette section est entierement de servir de support théorique pour les résultats
numériques du chapitre suivant.
Soit (X, By, P) un espace statistique associé a la variable aléatoire X, ot By est une o-algebre
de Borel de sous ensemble de X' et P une famille de distributions de probabilité

P = {P9 10 € ®, ou® est un ouvert de Rd}

sur (X, Bx). On suppose que les distributions de probabilité Py sont absolument continues par
rapport a une mesure o-finie p sur (X, By), ol

dP,
f(a,0) = de

sont les fonctions de densité qui vérifient les conditions de régularité suivantes :
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1. L’ensemble A = {z € X/f(x,0) > 0} est indépendant de 0 et pour tout =z € A, 6 € O,

Of(x,0) 0?f(x,0) O f(x,0)
00; 00,00; ° 00,00,00

i k=1,...,d

existent et sont finies

2. Tl existe des fonctions a valeurs réelle F'(x) et H(z) telles que

Of(x,0) 0*f(x,0) " f(x,0)
‘ 90, ‘<F @ 56,05, | <F@ |56,00,00,

< H(x),

Ou F est d’intégrale finie et E[H(X)] < L, avec L indépendant de 6.
3. La matrice de I'information de Fisher

B dlog f(X,0) dlog f(X,0)
o - [p{PREEASEEAY

est finie et définie positive

Ici, on choisit une importante mesure de divergence donnée par :

lmﬁﬁzmiﬂﬁdAﬁWWQ@wm%c#al
=N (Cy(01,02))

(2.8)

Col61.00) = [ fule)o (100 (o)
h(z) = 7~(rl_1) log(r(r — 1)z +1), 70,1
oa) = TEEED R v 200
Ou

h(0) =0, K'(0) =1; ¢(1) =0, ¢'(1) =0, ¢"(1) =1

Nous supposons qu’il existe une suite 6,, fortement consistent racine de ’équation de vraisem-
blance telle que :

Vi (0, = 0) = N (0,1p(0) ) (2.9)
Cette suite est I'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de 6.
Supposons maintenant que la distribution de la variable aléatoire X est Fix, soit P = {E;}ic1.

une partition de ’ensemble X en M ensembles. Soit p = (py,- -+ ,pn)? les probabilités des
ensembles F;, 1 =1,..., M, respectivement, telles que :

pi:PrFX(XGEi):/ dFyx, i=1,.... M
E;

avec
M
Y opi=1
i=1
Soit (X7,...,X,) un n-échantillon de variables aléatoires issu de la distribution Fx. Soient
n

N, = ZIEi (X3) ot I, (X) égale 1 si X € E; zéro sinon et p = (P, ,Pm)? avec
k=1
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Di = %, 1=1,..., M les fréquences relatives des ensembles, respectivement. Le vecteur N =
(Ny,- -+, Npy) suit par définition une loi multinomiale d’effectif n et de parametres py, pa, ..., pu-
On pose :

M-1
@:{0:(p1a7pM—1)T€RM_la sz<17 pz>07 Z:]va_]-}

i=1
Et donc on a 6, = (py, -, par—1)”.

Proposition 2.2.1 La matrice de l'information de Fisher dans un modéle multinomial est
donnée par Ip(0) = Ip(p) = (irs)rs=1,. M—1 OU

] = p M sLr o =1 M—l
7 1 . r,Ss
7,8 1 sir éS’ ) ) )

pPMm

Preuve : A voir dans [17] Q

Proposition 2.2.2 L’nverse de la matrice de l'information de Fisher est donné par :

Ip(0)™ = diag(9) — 06"
ot 0 = (p1,--- ;pM—l)T
diag(f) est une matrice diagonale dont les éléments de la diagonale sont les composantes du

vecteur 6.
Preuve : A voir dans [17] a

On veut tester I’hypothese Hy : F'x = Fy contre Hy : Fx # Fy, Fy connu.
Si Hg est vrai, alors Prp, (X € E;) = PrFO(X € E;) pour tout ¢ = 1,..., M. Posons p° =
Y, -+, p8)T avec p? = Prp, (X € E)), , M. Cela revient a tester ’hypothese p = p”,
et donc aussi 'hypothése 6 = 6, ot Oy = - p?w_l)T.Comme par dessus on avait ® C R¢,
on peut donc supposer que d = M — 1.

i=1,.
(p1, -

Théoréme 2.2.1 Supposons que le modéle et ¢ satisfont les conditions de régularité (1) a (3)
et 2.9 respectivement. Soit Oy la vrai valeur du parametre 6 :
(i) si 0 # 6y, on a :
Vn[D3(8,,00) — D2(6,60)] — N0, 0o)].

(0,
ot 02(0,0y) = AIF(e) LAT et A=V D2(0,00) avec V = (3, 55-)
(ii) si @ =6y alors on a :
QHDi(én, 00) — Z BZZE
i=1
ou les Z; sont N[0, 1] et les B; sont les valeurs propres de M (0)Yq avecr = rang(SgM (6)X)

9%D2 (0,0
avec M(6) = (W)m:u..,d

Preuve :
Nous supposons que D, a des dérivés partielles secondes continues satisfaisant les conditions
de régularité (1) a (3).
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le développement de Taylor a ordre 1 de D?(6,,6y) en 6 donne :

D2(0,,0) = D2(0,05) + VD2(6,00) (6, — 0) + o [0, — 0]
En posant A = VD2(6,6,) on a
D3 (6, 60) — D(0,00) = Ay — 0) + o(|6, — 0]])
VALD2 (0, 0) — D2(8,00)] = Avii(Bs — 6) + Vol [, — 0]
Or (6, — ) % N(0,Ip(6)71), alors
Avn(B, — 0) 5 N(0,0%(6,0,))

avec 02(0,60) = Alx(0)~' AT
Il est clair que les variables aléatoires /n[D2 (6, 6y) — D2(0,6,)] et Ay/n(6,, — 6) ont la

méme distribution car

Vio([18, = 8) = Vo (Op (n™2)) = 0p(1)

le développement en série de Taylor du second ordre de D?(6,,,6,) en 6 donne :
d d d

2.9 N2 8D§(9,90) H ) 1 82Di(9,90) H . N(D . ) ) 2
Da(env 90) - Da(é’, 90)“‘; T(9n1_91)+§ ;; W(Gm_&)('gw_9.7)+0<||9n_9” )
Or

D3(0,60) = h (Cs(0. 60))
avec
Dk d=M-1 0 1 — ziiwfl Dk
Cy(0,00) = Zpkd)( ) Z w( >+pM¢< = )
k=1 2 k=1 Py Dy
Et
dD%(0, 6,)

aaela :h/(C(i)(e’eO))X<¢/<§§>_¢I<§f)§>>’ Z:l,,d:M—l

Si 0 = 6, alors p = p et dans ce cas on a C4(6,60y) =0, D2(6,6y) =0 et

3D%599_790) =0, i=1,...,d. On a donc

1L 92D (6, 60) X A
D2 - E a\’? R . — 0. — 2
9”’ 00 9 Pt aelaej (en’b 91)<0n] 9]) + O(”en 0” )

= 2nD2(0,,,00) = n(0, — 0)TM(0)(0, — 0) + no(||6,, — 0]|*)

avec 52D2(6.60)
. a\Y» Y0
M) = < 00,00, )u "y

2nD?(0,,06,) a la méme distribution que n(6, — )" M(6)(8, — 6)

s LA

Ainsi

D’autre part
Vil — 0) 5 N(0, %)
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ol
Yy = diag() — 06"
Par le théoreme de Slutsky on a d’une part
VM (0)(6, — 0) — M(0)X

ou
X ~ N(0,%)
et d’autre part par le théoreme de I'application continue
(0 — ) M(0)(0, — 0) = (vn(B — 0))" (VM (0)(0, — 0)) — XTM(0)X
D’apres le corollaire 1.2.1 du chapitre 1 on a X7M ()X ~ > 3,2}
i=1

D’ou i
n(0, — 0)"M(0)(0, — 0) = > B2}

i=1

ot les Z; sont N[0, 1] et les 3; sont les valeurs propres de M (0)% avec r = rang(3Xq M (6)3)
avec M (0) = (w). o O
vJ=

20:00; ) ;1.
Q
Remarque 2.2.1 Sur la base du théoréme 2.2.1 on a pour tout i,j =1,...,d=M —1 :
92D2%(0, 6,) 0Cy(0,00)  OCy(6,00) 0*Cy(0,69)
M),  — = e\ 70) gn ’ ) / 0°Cy(0,60)
(9)1,] aezaej h‘ (C¢<9790)) X aej X 8(91 + h‘ (C¢(9790>> X 892883
Lorsque 60 = 6y on obtient
D*Cy (0, 0y)
M(0);; =h — :
( )17] (0) X 89289] o—to
0*Cy (0, 0y) ot an sti=
00,00; |y \ oy sii#j

Par conséquent d’aprés la proposition 2.2.1 M(0) = X5, et donc 2nD2(0,,00) suit une loi de
khie deuzx a d degrés de liberté.
Ainsi donc nous obtenons une approzimation de la fonction puissance P(0) = P(2nD?(6,,,60) > x3)

de la facon suivante :
v (X?z _

P(@):l-«p[a(@?&o) - Di(&,&o)ﬂ

ou ®[.] est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Ce résultat peut étre utilisé pour obtenir une approximation de la puissance du test D? (én, o)
de la méme facon que le théoreme 2.2.1.

Soient X un processus stochastique, X ™ un n-échantillon de ce processus, i la distribution de
X au temps t et o, sa limite. Les résultats précédents donnant la distribution asymptotique de
la statistique de divergence

Di(@n, bo) = Di (Mt (Qn) 7;“00(90))
dans I’échantillonnage aléatoire peuvent etre utilisés pour tester des hypotheses statistiques.

Nous voulons tester :
Ho: e = foo
Vs (2.10)

Hit o iy # oo

Le chapitre suivant illustre ce fait.
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Chapitre 3

Résultats numériques

Dans ce chapitre nous avons essayer d’illustrer les résultats théoriques du chapitre précédent.

3.1 Procédure de simulations

Soit X un processus stochastique convergeant exponentiellement vers sa distribution asymp-
totique. Soient (X7, ---,X,,) un n-échantillon de ce processus, j; la distribution de ce processus
a l'instant t et u, sa distribution asymptotique. On note par M, le processus moyen,

M, (t) = X;(t), t>0
1

1 n
nl
Autrement dit M, (t) est la moyenne empirique de cet échantillon au temps t.

On note par T,, le temps d’atteinte de la valeur de I'espérance de la distribution asymptotique du
processus échantillonné par le processus moyen M,,. Supposons que la distribution asymptotique
est centrée alors on a :

T,=inf{t >0: M,(t) =0}

Il a été montré par Lachaud dans [13] que T;, est équivalent au temps de rupture, du moins en
terme de convergence en probabilité.

Ainsi, pour la détection de I'instant de convergence du processus X a sa distribution asymptotique,
nous consideérons la méthode suivante pour laquelle la mise en oeuvre nécessite les calculs
suivants :

1. choisissez un entier n et construisez un n-échantillon du processus;
2. exécutez le n-échantillon et calculez le processus moyen a chaque instant ;

3. arrétez quand le processus moyen atteint pour la premiere fois 'espérance de la distribution
asymptotique.

Pour illustrer la méthode proposée ici, nous prenons un exemple. Le processus échantillonné est
la diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck décrite dans le chapitre précédent avec les parametres suivants :
p=1, 0 =1, zyg = 10. Dans notre étude nous considerons différents ensembles d’expériences
dans lesquelles les données sont génerées a partir du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. La taille
de I’échantillon varie de 100 a 2000 et pour chaque taille d’échantillon, le nombre de réplication
est de 1000.

Afin de mettre en évidence le phénomeéne de rupture, nous consideérons aussi la Méthodologie
suivante basée sur 1’étude de 1’évolution du processus et de sa convergence. Notre procédure est
la suivante :

* nous fixons une suite de temps espacée régulierement ty,t,, ...ty avec t; = % et
t=1,..., M = 1000.
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* 'expérience consiste a simuler un n-échantillon de processus d’Ornstein-Uhlenbeck

(X1, Xo, -+, X,,) avec les parametres suivants : p =1, o0 =1, xy = 10.

A chaque temps t;, nous testons si notre échantillon (Xi(t;), Xao(t;), -+, X, (;)) est

gaussien avec N (0, 0?).
Nous utilisons la statistique du test D, de la qualité de I'ajustement avec o = 0.5. La valeur p
(p-value) de d; est la probabilité d’observer une valeur de D,, (f4, ftoo) comme ou plus extreme
que d; selon la distribution normale. Ici, la valeur p du test est calculée pour chaque instant
t;. Ces valeurs p ont été produites sur la base de 1000 simulations de Monté Carlo sous les
hypotheses nulles (2.10). Ici, le niveau de signification est fixé a 5%. Les moyennes de ces 1000
valeurs p pour chaque temps t;, sont représentées dans les figures ci-dessous.

p-values du test de la stat de divergence pour n=100 p-values du test de la stat de divergence pour n=500
@ o S
©
o
©
S 7 ©o
Q
[} [}
= =
[ [
T ST T o<
[=% o o
S - o
o _| o |
o o
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
instant t instant t
(a) t ~2.302 (b) t ~3.107
p-values du test de la stat de divergence pour n=1000 p-value du test de la stat de divergence pour n=2000
W Ll w " i
© _| «© _]
o o
© ©
S @
[} [}
) )
[ [
T o< | T o<
o o o o
N ~N
o o
o _| o
o o
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
instant t instant t
(c) t ~3.453 (d) t =~ 3.800

FIGURE 3.1 — Moyennes des valeurs p du test D, pour différentes valeurs de n

3.2 Analyse des résultats de simulations

Il ressort clairement du tableau 3.1 que la convergence a la distribution asymptotique est
relativement lente. Ce résultat est confirmé en figure 3.1 ci-dessus ot nous présentons le tracé
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n,taille d’échantillon Valeur p du test de divergence D,

t=02.14 t=04.28 t=05.71 t=08.57
150 0.00 0.01 0.64 0.67
300 0.00 0.07 0.73 0.76
500 0.00 0.15 0.69 0.78
600 0.00 0.20 0.72 0.73
800 0.00 0.12 0.68 0.85
1000 0.00 0.10 0.69 0.89

TABLE 3.1 — Valeurs p pour la statistique de test D, (pi, ftoo) pour 'hypothese que py = pioo

de la valeur p (p-value) pour la statistique D,. Ces valeur p (p-value) pour la statistique D,,
ont été calculées en s’appuyant sur les résultats de la seconde section du chapitre 2.

L’idée de base est simplement de représenter graphiquement la moyenne des 1000 valeurs p
associées a chaque t;, pour I’hypothese que p; = pioo. L'instant de rupture est matérialisé par la
ligne verticale dans les figures. Afin de vérifier si I’équilibre est effectivement obtenu, ’expérience
est exécutée aprés le temps d’atteinte.

La premiere figure 3.1(a) indique le cas ou les valeurs p sont tirées pour n=100. Ici la ligne
verticale correspond a l'instant de rupture 102% ~ 2.302.

Pour les figures 3.1(b),(c) et (d), les valeurs p sont générées a partir de n=500, 1000, 2000, avec
temps de rupture 3.107, 3.453, 3.800 respectivement.

On a alors observé que la valeur p moyenne du test D, est nulle avant 'instant de rupture et
devient positive apres cet instant. En outre I’hypothese nulle est systématiquement rejetée avant
I'instant de rupture. On attend environ le double de I'instant de rupture et on observe que le
régime stationnaire est établi lorsque la valeur p moyenne se stabilise autour de 90%
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Conclusion Générale

En résumé, a I'instar des notions classiques, nous avons introduit la distance D, pour détecter
la convergence d'un processus stochastique a sa distribution asymptotique. Nous avons étudié
la propriété fondamentale de la convergence brusque a ’équilibre du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck (O.U). Nous nous sommes limités au cas d’O.U, mais les résultats des simulations au
chapitre 3 montrent que le théoréme 2.1.2 s’applique a un processus plus général.

Notre étude, illustrée par des résultats numériques, a montré que la méthode proposée ici permet
de détecter tres bien la convergence du processus a sa distribution asymptotique, au sens de la
distance D,,.
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