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RESUME iii

Résumé

C’est en cherchant des preuves
que j’ai trouvé des difficultés.
D. Diderot, Pensées philosophiques

Dans cette these nous consideérons une famille d’équations aux dérivées partielles (EDP)
paraboliques, ou l'opérateur est le générateur de la famille des équations différentielles
stochastiques (EDS) étudiées par Freidlin et Sowers [24]. Nous nous intéressons au com-
portement de la solution de 'EDP en combinant le principe de grandes déviations et la
théorie de I’homogénéisation. La classe ’EDP étudiée est la famille des équations de
réaction-diffusion de type KPP (Kolmogrov-Petrovskii-Piskunov). Les estimations que
nous avons obtenues sont ’analogue de celles de la formule de Varadhan (voir Dembo et
Zeitouni [13]). En outre, elles nous ont permis d’identifier (ou d’expliciter) une barriére

puis de décrire des ensembles de convergence assez robustes pour la solution de 'EDP.

Mots-clé:

EDP - Homogénéisation - Principe de Grandes Déviations - Equations Hamilton Jacobi
- Solutions de Viscosité - Formule de Girsanov - Formule d’It6 - Noyaux de Semigroupes

Banachiques - Transformation de Legendre - Lagrangien - Hamiltonien .
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Introduction

Cette these a pour objet I’étude de méthodes combinées d’homogénéisation et de grandes

déviations dans le cas des équations aux dérivées partielles (EDP) paraboliques.

Homogénéisation

En mécanique, physique, ou ingénierie des bio-matériaux, la plupart des phénomeénes ob-
servés sont caractérisés par un grand nombre d’échelles spatiales. La complexité mathé-
matique associée a la description de ces phénomenes croit de facon exponentielle avec le
nombre d’échelles. Sous certaines conditions, si la taille des micro-structures rencontrées
est sensiblement petite par rapport a la distance caractéristique du domaine d’étude, ’on
fait appel a une analyse asymptotique, pour étudier le comportement du matériau (ou du
milieu considéré) a 'aide du parametre infinitésimal § représentant le ratio entre ces deux
longueurs typiques. De maniére plus explicite, le niveau macroscopique peut étre décrit,
avec une bonne approximation par des équations simples ot les singularités microscopiques
agissent au travers de leurs caractéristiques moyennées. Ce passage du micro au macro,
recherchant un lien entre le comportement macroscopique et les procédures physiques mi-
croscopiques, est la méthodologie de I’lhomogénéisation.

Par une approche mathématique, la théorie est formulée par la donnée d’une famille
d’opérateurs différentiels partiels, dépendant du parametre §. Ces opérateurs possedent
des coefficients (réguliers) périodiques a oscillation rapide!. D’autre part, la périodicité et
la régularité des coefficients vont conduire a considérer un processus de diffusion sur une
partie compacte, ce qui permettra d’utiliser la compacité notamment en ce qui concerne

I’existence d’une mesure invariante pour la diffusion considérée.

Principe de Grandes déviations (PGD)

La théorie des grandes déviations étudie les événements rares ne suivant pas la loi des
grands nombres. Classiquement cette lo¢ nous assure que la moyenne empirique d’une

suite de variables aléatoires indépendantes, équidistribuées et intégrables, converge presque

1 Au moins une des variables associées aux coefficients est inversement proportionnelle a §.
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stirement vers la moyenne théorique (l'espérance). Si ces variables aléatoires ont des
moments d’ordre deux alors le théoréme centrale limite affirme qu’une certaine fonction
affine de cette moyenne converge en loi vers une variable aléatoire normale. D’apreés ces
théoremes classiques, la probabilité que les variables aléatoires concernées prennent des
valeurs dans des ensembles qui ne contiennent pas ’espérance est faible. Il y a grandes
déviations en ce sens que la moyenne empirique éviterait, avec une probabilité non nulle,

un voisinage fixé de la moyenne. Ainsi il est naturel de s’intéresser :

e & I’évaluation de la vitesse de convergence vers zéro de cet événement ;
e ou a la mesurabilité de cet événement ;

e ctc.

A Dévidence le PGD? nous permet de connaitre le comportement asymptotique de grands
systemes stochastiques, et ’on rencontre plusieurs variantes dans la littérature. En ce qui
nous concerne, dans le cadre étudié par Freidlin et Wentzell, la théorie des «petites per-
turbations de systémes dynamiques», le terme principal de 'opérateur est perturbé par un
petit parametre €. Par une approche probabiliste, cet opérateur peut étre construit a ’aide
d’une équation différentielle ordinaire (EDO) sur-amortie d’une martingale brownienne &

un facteur /€ prés.

Objectif et stratégie

Le but de notre étude est d’établir des théorémes d’existence de barriere a la solution de
certaines EDP paraboliques a coefficients réguliers et périodiques, de décrire les ensembles
de convergence de la solution, et d’établir (si possible) la limite de I’équation Hamilton-

Jacobi associée aux solutions de viscosité.

Plus précisément nous étudions la famille ’EDP suivante sur R?

X
)

ou _ £,0 1 £,0 £,0
5 (0= Legu (t,x)+;c(6u (t,x))-u (t, %)

; £06>0. (1)
u®%(0,x) = g(x), xeR?
« L’opérateur principal de 'EDP (1) est défini comme suit :
e g xy 0 d xy 0
L.s=< (5] =—=—+Y B (=] —; &6>0. 2
&d 21',]2::1 (UU )l](ﬁ) 0xl~6xj 1:21 (6) 0x; &0 > ( )

2Rappelons que le théoréme centrale limite fournit une majoration indépendamment de la loi des vari-
ables aléatoires étudiées; mais c’est la aussi sa limite en ce sens que la taille de ’échantillon doit étre
suffisamment grande pour que la majoration puisse étre valable pour toute loi. En parallele, le PGD tient
compte de la loi des variables aléatoires considérées, la majoration est donc plus fine, mais la contrepartie
est justement la connaissance nécessaire de la loi.
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Cet opérateur (2) est le générateur de la famille des équations différentielles stochastiques
(EDS) étudiées par Freidlin et Sowers [24] :

x,e,&

x£§
dx;™’ = \/'0( )th+B£5( , )dt '

£,6>0. (3)
X,6,0 _
)Q) =

X

Ou o: R4 — R ot B9: RY — R? sont des applications réguliéres & variables 1-
périodique. Le coefficient de diffusion ¢ est uniformément elliptique. Et le coefficient

de dérive B&? & valeurs vectorielles est défini par :
O _ ¢ ,0
B¢ —EB0+Bl+B§ . (4)

Les fonctions By, B; et B;"s sont de classe C*® (Rd,[Rd) pour tous €,6 >0, de plus on a :

lim || B2 || oo =0. 5

Aim 0 By e e ) (5)
x Le coefficient de semi-linéarité ¢ (de la source) de 'EDP (1) est une application de R? xR
A valeurs dans R, 1-périodique en x € R? puis satisfaisant les conditions suivantes :
H.1 VxeR?, c(x,1)=0
H.2 c(x,y)>0, VxeR?, ye(0,1),
H.3 c(x,)<0, VxeRY y>1UR*.

En outre, 'on désigne son maximum par :

c(x) = maxc(x, y) > 0. (6)
y=0
+ La condition initiale de 'EDP (1) g est élément de C(RY R*) | I'espace des fonctions

continues et bornées de R? & valeurs dans [0;+oo[ . De plus, nous supposons que :

sup g(x) = g < co. (7)
xeR4
En outre, nous associons a la condition initiale un domaine défini par G = {x € R : g(x) > 0}.

Par la continuité de g , il n’est pas difficile de vérifier® :

Go = Gh. (8)

Notre principal objectif c’est de combiner les effets du principe de grandes déviations et

de 'homogénéisation dans le cas des EDP paraboliques, par une approche probabiliste.

3 Gréce & la formule (8) nous parvenons i expliciter la barriére.
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Il est clair que le comportement limite de la solution de 'EDP (1) est dépendant des
vitesses de convergence entre § (parametre d’homogénéisation) et € (parametre des grandes
déviations). Lorsque le parametre § converge plus vite vers zéro alors I’homogénéisation
I’emporte sur le principe de grandes déviations. Dans ce cas, on applique les techniques
de ’homogénéisation en premier (les coefficients peuvent étre homogénéisés), ensuite on
établit un principe de grandes déviations. Si les deux parametres ont des vitesses quasi
identiques alors les effets de ces théories sont semblables. Et si € converge plus rapidement
que & alors le principe de grandes déviations prévaut sur 'homogénéisation. Dans ce cas,
dans ordre d’établir le PGD, 1'on doit geler le coefficient § et le laisser tendre vers zéro

dans le résultat final.

Historique

Cette approche de combinaison d’effets a débuté avec les travaux de P. Baldi [5] en 1991,
étendue par la suite par Freidlin et Sowers [24] en 1999, dans le cas des équations dif-
férentielles stochastiques (EDS). Une variante de 'EDP (1) a été étudiée par Madja et
Souganidis [36] en 1994, ou ils décrivent par une approche non probabiliste la solvabilité
du «cell problemy. Par la suite, Diédhiou et Manga [18] en 2008, ont proposé une étude de
I’EDP (1) dans le cas ou ’homogénéisation 'emporte sur le principe de grandes déviations
avec la condition de non dégénérescence. Et récemment Diédhiou [17] en 2013, par une
condition d’hypoelliptique de type Hormander, a étendu leur résultat dans le cas ou la

matrice de I'opérateur L.s5, est dégénérée.

Résultats obtenus

Nous avons étendu I’étude des EDP paraboliques de type (1), dans les cas suivants :

e le cas constant : les deux parametres convergent quasiment a la méme vitesse

0
lim - =v, >0
6—0 € vy
e—0

[10] Coulibaly A., Diedhiou A. et Manga C. (2015), Coupling homogenization and
large deviation in a parabolic PDE, Appl. Math. Sci.

e le cas infini : le principe de grandes déviations 'emporte sur I’homogénéisation

[11] Coulibaly A., Diedhiou A. et Manga C. (2016), Limit of a parabolic PDE solution
depending on two parameters, Int. J. Appl. Math.
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Ce travail est divisé en six chapitres regroupés en deux parties.

Partie I est composée de quatre chapitres :

Chapitre 1 présente les processus stochastiques;
Chapitre 2 décrit les méthodes probabilistes appliquées aux EDP;
Chapitre 3 présente la théorie de I’homogénéisation;

Chapitre 4 décrit le Principe de Grandes Déviations (PGD).
Partie II est composée de deux chapitres :

Chapitre 5 étudie le cas ou les effets de ces théories sont semblables;

Chapitre 6 étudie le cas ou le PGD I'emporte sur 'homogénéisation.



Partie 1

Préliminaires



Chapitre 1
Processus stochastiques

Nous allons rappeler les définitions et les principaux résultats concernant les processus
stochastiques a valeurs dans un espace de Banach, les intégrales stochastiques a valeurs

dans un espace de Hilbert et les processus de diffusion & valeurs dans Iespace de R4.

1.1 Processus aléatoires

1.1.1 Variables aléatoires

Dans toute la suite, on supposera donné un espace de probabilité (Q,%,P) dont la tribu

sera toujours supposée compléte!.

Définition 1.1 (variable aléatoire).
On appelle variable aléatoire (v.a.) X a valeurs dans R® une application mesurable de

F — R4, munie de sa tribu borélienne.

1.1.2 Espace L?
1.1.2.1 Espace L(Q)

On notera L(Q,ff,lP, [Rd) ou simplement L(Q, [Rd) I’ensemble des classes d’équivalences

presque sire des v.a. & valeurs dans R?.

Définition 1.2 (convergence en probabilité).
On dit qu’une suite (Xp)p=o de L(Q, [Rd) converge en probabilité vers X € L(Q,Rd) st pour
tout t>0 :

lim P (I1X, - X|| > 1) =0, (1.1)

L est-a-dire si B est négligeable, i.e BS A pour A€ F tel que P(A) =0, alors Be &
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Et ’on notera
P

Xn R X. (1.2)
Définition 1.3 (convergence presque sire ).
On dit qu'une suite (Xn)p=o de L(Q,RY) converge p.s. vers X € L(Q,RY) s’il eviste Ae F,
de probabilité 1, tel que || X, () — X (w) lln:mo pour tout we A. Et l’on note

X, 2% x. (1.3)

n—+oo

Remarquons que la convergence p.s. entraine la convergence en probabilité.

Définition 1.4 (convergence en loi).
On dit qu’une suite (Xp),=o de L(Q,Rd) converge en loi vers X € L(Q, [Rd) si pour tout
AeF :

P(XpeA) 7 P(XEA. (1.4)
Et ’on note
X, 2 x. (1.5)
n—+oo

Si ’on désigne par Cp (IRd) I’espace des fonctions continues bornées dans R? et E Popérateur

espérance associé a P, alors la définition est équivalente & :

E{f (Xn)} , =5 E{f(X}. (1.6)

La convergence en probabilité implique la convergence en loi. Notons, au passage, que la

convergence en o7 est juste la transcription de la convergence faible en termes de v.a.

Il est connu que :

e siXeL(Q, IRd) alors X est tendu’, i.e. pour tout & >0 il existe un compact de K < R%
tel que
P(XeK)=1-g¢; (1.7)

o si une suite de (Xp),»0 converge presque strement (p.s.) vers Y :F — R? alors
Y € L(Q,RY).

1.1.2.2 Espace L? (Q,Rd)

On peut définir la classe des v.a. P-intégrables, et I'espérance de telles v.a., en utilisant la

théorie de I'intégration au sens de Bochner?.

2 La propriété de tension est une propriété qui permet de limiter les phénomeénes de perte de masse,
elle permet d’extraire une sous-suite convergente.

3 Une v.a. X est P-intégrable au sens de Bochner si et seulement si la v.a. réelle | X|| est intégrable au
sens usuel.
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On notera LP (Q,Rd),p > 1 l'espace des classes d’équivalence de v.a. a puissance p, a

valeurs dans R?, P-intégrables. C’est un espace de Banach pour la norme :

<=

X1y := IIXIILp(Q,Rd)=(fQ||X||"dP)”:([E(||X||”)) : (1.8)

Les L” (Q,Rd) vont en décroissant : LP (Q,Rd) c L9 (Q,Rd) si g=p. Aussi il est classique
qu’il existe une unique application linéaire E: L! (Q,Rd) — R? que 'on appelle espérance,

telle que :

n n

EX)=) P(A)X;, si X=) 14X, (1.9)
i=1 i=1

IECOI <EIX]) ('inégalité de Jensen). (1.10)

Etant donné X dans L (Q, IRd) et ¢ une sous-tribu de &, on peut aussi définir I’espérance
conditionnelle de X par rapport & ¢ de la facon suivante® :
Si X est une v.a., on pose :

E(Xlg) :=E7 (X), (1.11)

ou cette derniere est I’espérance conditionnelle, en vérifiant que le résultat ne dépend pas
de la décomposition de X, puis on contracte la norme de L' (Q, IRd) et on étend la définition

par densité.

Alors I'opération E( |¢) hérite de beaucoup de propriétés®, de plus on :

E(E(X|g) =E(X), (1.12)
E(X|g) =X si X est Y-mesurable. (1.13)

1.1.3 Processus aléatoires

Dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes :

e |.| norme d’un vecteur de R?,
¢ |.]l| norme d’une matrice.

Définition 1.5 (processus stochastique).
Un processus stochastique X est la donnée d’une famille {X;: 0<t<+oo}, ot d t fixé, X;
est une v.a. mesurable a valeurs dans (Rd,%(Rd)) ;4 weQ fizé, la fonction t— Xi(w)

décrit la trajectoire du processus X.

4 Rappelons que le théoréme de Randon-Nikodym n’est plus valable pour des mesures & valeurs dans
% : par exemple prendre & = ! ([0,1D).
5 Elle est linéaire, idempotente et contracte toutes les normes de LP (Q,[Rd].
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Deux processus sont dits indistinguables lorsque :
P suplX;—YtIZO =1. (114)
t

Et c’est en ce sens qu’il faudra comprendre 1'unicité.

Lorsque pour tout w € Q les trajectoires sont continues, ’on dit que X est continu.

Définition 1.6 (filtration).

Une filtration® {F;: 0<t<+oo} est une famille croissante de sous-tribu de F :
FsF, 0<s<t<+oo. (1.15)

Définition 1.7 (processus adapté).
Un processus X est dit adapté a la filtration {F;: 0<t<+oo} si pour tout t, X; est Fy-

mesurable.

Dans toute la suite on aura toujours affaire & des processus mesurables et adaptés a une

filtration que I'on précisera.

Définition 1.8 (processus prévisible).
Soit {F1} =0 une filtration. Une suite (Hy) ;= est un processus prévisible’ si : H; S F,,

pour tout t=0.

Soit X un processus stochastique prenant la valeur x € R? & £ =0, ce que 1'on notera par
X*.

Définition 1.9 (processus de Feller).

On dit qu’un processus stochastique X est de Feller, si pour tout x e R? :

V>0, y—x= XV 1% x¥, (1.16)
[— 0= XF — x. (1.17)

Théoréme 1.10. Tout processus de Feller X admet une modification cadlag : c’est-a-dire

que les trajectoires de X sont continues d droites avec limites a gauche.

6 On dit alors que (Q,F,{%:},P) est un espace probabilisé filtré.

7 La notion de prévisibilité se comprend facilement en finance : par exemple un investisseur décide de
la maniére de placer ses capitaux en fonction de 'information disponible au temps présent, a moins de
compromettre un délit d’initié.
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1.1.3.1 Martingales

Définition 1.11 (martingale - sous(sur)martingale).
Une martingale® par rapport a une filtration {F};=o est un processus stochastique X,

intégrable, Fi-adapté et vérifiant :
E(X¢lz,)=Xs, VO<s<t<-+oo. (1.18)

Si lon remplace = par < (resp. =) on parle de sur-martingale (resp. sous-martingale).

Théoréme 1.12 (décomposition de Doob).
Toute sous-martingale {X;},;so peut étre écrite d’une maniére unique comme Xy = M; + Ay,

ot M; est une martingale et Ay un processus prévisible croissant nul a t=0.
Définition 1.13 (temps d’arrét).
On appelle temps’ d’arrét (relatif a la famille F;) une v.a. a valeurs dans [0,+o0l, T qui
vérifie :

fr<t}eZ;, pour tout t. (1.19)
Définition 1.14 (processus arrété).
Soit T un temps d’arrét et X; un processus Fi-adapté (a la méme filtration). On appelle

processus arrété le processus X' défini par :

XT':=Xgp;, 120, (1.20)

Il suit directement de cette définition que si X est une martingale (sous-martingale) alors

le processus arrété X7 est une martingale (sous-martingale).

Théoréme 1.15 (inégalité de Doob).
Soit T un temps d’arrét et X; une sous-martingale (a la méme filtration). Alors pour tout
A>0 :

AP (OS<L;I<)T X, = )L) <E(XVup,. ., x,21))- (1.21)

1.1.3.2 Mouvement brownien

L’exemple fondamental de martingale continue est le mouvement brownien (M.B).

Définition 1.16 (M.B de dimension d).
Un mouvement brownien d-dimensionnel, {Bt,gt ;0<t< +oo} est la donnée d’un proces-
sus mesurable B & valeurs dans R et d’une filtration F; tels que B soit continue F;-adapté

et vérifie :

8 Une martingale est une généralisation aléatoire d’une fonction constante.

9 Un temps d’arrét a deux propriétés importantes : il est aléatoire puisqu’il ne dépend pas du déroule-
ment antérieur et il ne peut pas dépendre du futur puisque le processus peut étre gelé ('on dit aussi on le
tue) & tout moment.
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e By=0 presque surement;
e pour s<t, l'accroissement By — B est indépendant de F;;

e pour s<t, l’accroissement B;— B suit une loi normale centrée, de matrice de covari-
ance Vt—sI;, ou I; est la matrice identité d’ordre d x d.

On rencontre plusieurs constructions'’ du M.B dans la littérature. Remarquons qu’au
passage, si B est un M.B alors B est une martingale de carré intégrable. De plus, B? —t

est aussi une martingale et ceci traduit le fait que le M.B est & variation quadratique finie.
Remarque 1.17 (quelques propriétés importantes).

L

\/EBct est aussi un M.B.

Auto-similarité : si By est un M.B alors pour tout ¢>0 :
Principe de réflexion : pour tout @ >0 on a : IP{ sup,.; Bs = a} = ZP{Bt = a}.
Théoréme 1.18 (régularité).
o Le M.B est a variation infinie sur tout intervalle.
e Le M.B n’est dérivable en aucun point.

o Les trajectoires du M.B sont localement Hélder-continues d’ordre a <1/2.

1.2 Intégrale stochastique
Dans cette partie nous donnons un sens a des équations de la forme :

dx dB,
= =X +gX)—=. (1.22)

Le probleme est que les trajectoires du M.B ne sont pas différentiables ni méme a variation
finie. Pour comprendre cette écriture, nous interprétons une solution de (1.22), en paralléle

des équations différentielles ordinaires, comme une solution de 1’équation intégrale:

t t
X,—onf f(Xs)ds+f g(X,)dB;. (1.23)
0 0

10 Citons :
o Kolmogrov(1933 et 1956) : utilisant la notion de «consistence» et un critére de continuité;

o Wiener(1923), Levy(1948) et Ciesielski(1961) : utilisant la théorie des espaces de Hilbert, et le
caractere Gaussien du M.B;

e Donsker(1951) : utilisant la notion de convergence faible sur ’ensemble d’une mesure.
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Et c’est & la seconde intégrable de (1.23) qu'il s’agit de donner un sens mathématique'’.

1.2.1 Intégrale par rapport au M.B

La construction est due a K. Itd (1942-1944) dans le cas du M.B. et a été généralisée au
cas d’une martingale de carré intégrable par Kunita et Watanabe (1967).

On suppose donné un M.B de dimension d, et ’on définit deux classes de processus :

t

o H?:= {H: (Hy) =0 : processus adapté tel que, Vt, E(f Hsds) < +oo};
0

o 2 l'ensemble des martingales (par rapport a la filtration du M.B) de carré inté-

grable, continues et nulles en zéro.

Définition 1.19 (processus simple).
Soit T une constante positive fizée. Un processus {es}iejo,1) est dit simple (élémentaire) s’il

existe une partition 0=ty< 1 <...<ty=T de [0,T] telle que :

N
er = ek Ty, (D) (1.24)
k=1

Pour un tel processus nous définissons l’intégrale stochastique par :

t N

j(; esst = Z €y (Bl’k _Btk—l) + €y (Bt — BtN) . (125)
k=1

Théoréme 1.20 (intégrale d’It6).

11 existe une unique application linéaire, notée I de H? dans M? telle que pour tout H € H?

et tout t,
t
[E(I(Ht)z):[E(f Hfds). (1.26)
0

FEt Uon note ,
1(H,) = f HydB;. (1.27)
0

Pour comprendre ot le M.B intervient dans I'intégrale, il faut se donner un processus H

de la forme :

p
Hy=®oliop + Y @ilisy 0 (1.28)
k=1

11 Autre approche :

e It6 a donné une autre définition de l'intégrale stochastique qui s’applique & une classe beaucoup
plus vaste d’intégrants (utilisant I'intégration par partie dans le cas différentiable);

o Lyons a introduit une construction basée sur la théorie des rough paths voir par exemple [35].
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ou0=1 <...<ty<+o0, ®y borné et Fp-mesurable et pour tout i:=1,...,p les ®; bornés

et prévisibles. Par suite il faut poser

p
I(Hp):=)_ ®;(Byar—Biy i nt)- (1.29)

i=1
Il est aisé de démontrer que l'intégrale stochastique I vérifie toutes les propriétés clas-
siques sur les processus élémentaires. Ensuite, on montre la densité des processus de la
forme (1.29) dans H2. Puis I'on prolonge l'intégrale stochastique I définie sur les pro-
cessus élémentaires & la classe H?. Notons au passage que 'on peut relaxer I'hypothése

d’intégrabilité portant sur H? en introduisant:
_ t
H2:= {H= (Hp) ;= : processus adapté tel que , Vi, [E(f Hsds) < +oo, P— p.s.}. (1.30)
0

On peut encore prolonger I sur cet ensemble, mais on n’a plus une martingale, mais
seulement une martingale locale.
L’unicité signifie que si I et I’ sont deux prolongements vérifiant les mémes propriétés,

alors I et I' sont indistinguables.

Remarque 1.21 (propriété de l’intégrale).
Pour tout HeH? et T € Ry

T
o I(H) est d variation quadratique finie et cette variation sur [0, T] est égale a f Hszds;
0

t 2 T
[E(sup stst )54[E(f Hszds). (1.31)
0<t<TI[J0 0

Théoréme 1.22 (martingale brownienne).
Soit {B[,gt; 0<t< +oo} un M.B. Soit {My; 0<t<+o0} une martingale brownienne (i.e.

e etlon a:

par rapport d la filtration du M.B), de carré intégrable et telle que My =0. Alors, il existe

un processus H € H? tel que : pour tout t=0,
t
Mt :f Hsst. (1.32)
0
De plus, si H est un autre représentant de M presque sirement :

+oo )
f |2, — H,|* de =o0. (1.33)
0

D’une certaine manieére, toute martingale de carré intégrable est une intégrale stochastique

par rapport a un M.B ( Karatzas-Shreve [30]).
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1.2.2 Formule de Girsanov - Formule d’It6
1.2.2.1 Formule de Girsanov

La formule de Girsanov joue un réle fondamental en Probabilité et Statistique. Elle
est mieux connue dans les situations ou l'on considére des lois de probabilités sur des
parametres (et non sur des trajectoires) comme la fonction de changement de mesure uti-

lisant le rapport de vraisemblance.

Soit (Q,%,P,%;) un espace probabilisé filtré sur lequel un M.B de dimension d, By, est
défini avec P(By=0) =1. Supposons que la filtration &; est complete et définissons un
processus H; = (Htl,...,H[d), mesurable et adapté par rapport a %;, a valeurs vectorielles,
satisfaisant : r ,

P{fo (#) ds<oo}:1, i=1,..d TeR,. (1.34)

Posons :

1

d t . i t
D;:= eXP{Z H;dB;__f ”Hs”zds}- (1'35)
i=1J0 2Jo

La formule de Girsanov nous permet d’introduire une nouvelle mesure de probabilité P de

densité Dy par rapport a P sur &r. Autrement dit,

dp
—:=Dr. 1.
=D (1.36)

Théoréme 1.23 (Girsanov(1960) Martin et Cameron(1944)).

Supposons'? que Dy (1.35) est une martingale. Définissons By par :
A . 4 .
B;=B;—f Hids, ii=1,...,d 0=f<-+oo. (1.37)
0

Alors, le processus {E’t,ﬂt, 0<t=< T} est un M.B de dimension d sur (Q,gf},ﬂﬁ)).

1.2.2.2 Formule d’Ito

La formule d’Ité (ou formule de changement de variables) est un outil particulierement

important dans I’étude des processus stochastiques.

Définition 1.24 (processus d’It6 ou semi-martingale).

Un processus X, a valeurs dans R, est appelé semi-martingale s’il se décompose de la

T
12 Notons que si [E(exp{%f || H IIZdS} < +oo alors D est une martingale. Ce critére est connu sous le
0

nom de condition de Novikowv.
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maniere suivante: pour tout t et presque stirement:

t t
X=Xy +f sts+f HdB;. (1.38)
0 0

Avec Xo et Ky & valeurs dans R, H, a valeurs dans RY? et élément de H?, et

t
[E(/ |Ks|ds
0

Cette décomposition, si elle existe, est unique.

< 400, Vit=0. (1.39)

Théoréme 1.25 (formule d’It6).
Soit f une fonction définie sur [0,+oo[ x R4 , a valeurs réelles, une fois continiment
dérivable en temps et deux fois en espace (i.e. toutes les dérivées partielles d’ordre 2

existent et sont continues)'®. Soit X une semi-martingale :
t t
X=X +f sts+f H,dB;. (1.40)
0 0

Alors {f(t,X[); 0< t<+oo} est encore une semi-martingale et admet la décomposition

sut-vante :

t

t t
F6X0) =1 (0, Xo) + f %(s,xs)dﬁ f V (s, Xo) Kods + f V (s, Xs) HydBy
0 0 0

| (1.41)
+§f Tr[H:D?f (s, X;) Hy) ds,
0

ou V[ désigne le gradient de f par rapport auz variables d’espace et D? f désigne la matrice

hessienne de f.

1.2.3 EDS - EDSR

On se place toujours sur un espace de probabilité (Q,%,P), et 'on se donne un M.B

d-dimensionnel B avec sa filtration.

1.2.3.1 Equations Différentielles Stochastiques (EDS)

Soit T un réel strictement positif. On considére deux fonctions f:Qx [0, 7] x R — R% et
g:Qx[0,T] x R4 — R4 Xd, mesurables. On se donne également une variable aléatoire ¢, de

carré intégrable et indépendante du M.B. On cherche a résoudre 'EDS :

dX;=f(,X)dt+g(t,X)dB;, Xo=¢. (1.42)

13 Sans I’hypotheése de régularité sur f, ceci est faux. Sans celle-ci, on tombe dans une autre classe de
processus, dit de Dirichlet.
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En fait, cette équation doit étre interprétée au sens d’une équation intégrale, a savoir :

t

t
Xt=f+f f(r,Xr)dr+f g(r,X,)dB,, 0sts<T. (1.43)
0 0

Définition 1.26 (solution (forte)).
Une solution de ’EDS (1.42), X, est un processus continu tel que :

e X est mesurable et adapté a la filtration (F¢) =0;
! 2
. u»—p.s.fo {1£ X0+ g0 X0 |2} < +oo;
t t
e P—p.s.ona Xt:<f+f f(r,X,)dr+f g(rX)dB,, 0=<t=<T;
0 0

ot la filtration est celle complétée définie pour tout t par F;:= U{(f,Bs): s< t}.

Le théoréme suivant est dii a K. Ito.

Théoréme 1.27 (existence et unicité).

On suppose qu’il existe une constante K telle que pour tout t€[0,T], x,y dans R? :

1. condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

|f(e0-fan|+|gtx-gty|<K|x-y|; (1.44)
2. croissance linéaire :
|[f(e, 0|+ g x| =K +IxI); (1.45)
3.
E(I€%) < +oo. (1.46)

Alors, ’EDS (1.42) posséde une unique solution. De plus, cette solution vérifie :

E( sup IXIIZ) < +o0. (1.47)
0<t<T

On peut montrer des résultats d’existence et d’unicité avec des conditions plus faibles sur
les coefficients b,o (voir Stroock et Varadhan [55]).

1.2.3.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

Considérons sur un espace probabilisé filtré (Q,%,{F};>0,P) une variable aléatoire ¢ sup-

posé Fr-mesurable. L’on veut résoudre I'équation différentielle suivante :

dy,
d—tt:o, 0<t<T, avec Yy=¢. (1.48)
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en imposant que Y soit adapté a la filtration {%#;};>¢ . Le candidat naturel Y; =& n’est pas
adapté. La meilleure approximation (dans L? (R?)) adaptée est la martingale Y, =E (¢]z,).
Si on travaille avec la filtration naturelle d'un MB, le théoréme de représentation des

martingales permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que:

t
Y, =E(¢lz,) =E©) +f0 Z.dB;. (1.49)

Un calcul élémentaire montre alors que :
T
Yt=€+f ZsdB;. (1.50)
t

On voit donc apparaitre sur 'exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le pro-

cessus Z dont le réle est de rendre le processus Y adapté.

Donnons-nous une application aléatoire f définie sur Q x [0, T] x RY x R4’ 3 valeurs dans

% Rdxaf’

Rd, telle que pour tout (y,z) € R4 , le processus (f(t,y, z))OStsT soit adapté. On

considére également ¢ une variable aléatoire, %,-mesurable, & valeurs dans R?. On veut

résoudre ’EDSR suivante:
T T
Y,=£+f f, Yr,Z,)dr+f Z.dB,, 0<t<T. (1.51)
t t

Définition 1.28 (solution d’une EDSR).
Une solution de ’EDSR (1.51) est un couple de processus (Yy, Zy)o<i<T VETifiant :

1. Y et Z sont mesurables et adaptés d valeurs respectivement dans R et R*4';

T
2. P—p.s.fo {|f(r,Yr,Zr)|+||Zr||2}dr<+oo}.

T T
3. P-psona: Yt=§+f f(r,Yr,Zr)dr+f ZydBy, 0<t<T.
t t
On avance I’hypothese suivante : il existe une constante K telle P—p.s :

e condition de Lipschitz en (y,z) :
£ (639~ F6 5 D =K (-] + 2= 2 ]); (152
o condition d’intégrabilité :
T
[E{I€I2+[ |f(r,0,0)|dr} < +o0. (1.53)
0

Le théoreme suivant est dit a Pardoux et Peng (1990).
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Théoréme 1.29 (existence et unicité).

Sous Uhypothése précédente, ’EDSR (1.51) posséde une unique solution (Y,Z) telle que :

T
[EU ||Zr||2dr) < +o0. (1.54)
0
De plus, Y est continu et l'on a :
[E( sup IYtlz) < +o0. (1.55)
0<t<T

1.3 Diffusion

1.3.1 Propriété de Markov

Définition 1.30 (diffusion).
Une diffusion d’Ité homogéne dans le temps est un processus stochastique (Xi);=o Satis-
faisant une EDS de la forme

dXt=f(Xt)dt+g(Xt)dBt, Xs:x, 0<s<t, (156)

ol B; est un M.B standard de dimension d, et le coefficient de dérive f:RY — R et
le coefficient de diffusion g:R% — R sont tels que I’EDS (1.56) admette une unique

solution en tout temps.

Remarque 1.31.
Si l’on note par X;"* la solution de (1.56), alors {Xssfh} et {Xg’x} ont méme loi.

Désignons par P* la mesure de probabilité sur la tribu engendrée par toutes les variables

aléatoires X?’x , 120, xeR?, et notons par EX 'opérateur d’espérance associé.

Théoréme 1.32 (propriété de Markov'?).

Pour toute fonction mesurable bornée ¢ :R* — R, on a :
E* (¢ Xisn) |2,) @) = EX (9 (Xp)), (1.57)

le membre de droite désignant la fonction EY ((p (Xh)) évaluée en y = X;(w).

La propriété de Markov se généralise a des temps d’arrét.

Théoréme 1.33 (propriété de Markov (forte)).
Pour toute fonction mesurable bornée ¢ : R4 — R et tout temps d’arrét T fini presque
surement, on a :

E* (¢ Xren) |2,) (@) = EX“ (9 (Xp) . (1.58)

14 Aytrement dit, I’état X; en un temps donné t détermine univoquement le comportement a tous les
temps futurs.
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1.3.2 Semi-groupes - Générateurs

Définition 1.34 (semi-groupe de Markov).
A toute fonction mesurable bornée ¢ :R4 — R, on associe pour tout t=0 la fonction Pup
définie par :

(Prop) (x) =E* (9 (Xp). (1.59)

L’opérateur linéaire Py est appelé le semi-groupe de Markov associé a la diffusion.

Notons que si ¢ désigne I'indicatrice d’un borélien A€ R, alors
(P14 (x) = IPX{Xt € A}. (1.60)

Remarque 1.35 (propriété de semi-groupe'”).
Pour tous t,h>0, on a :
P, =PoPy. (1.61)

De plus, on vérifie facilement les propriétés suivantes :

e P; préserve les fonctions constantes;
e Py préserve les fonctions non-négatives;

e P; est contractante par rapport a la norme L™ .
Le semi-groupe de Markov'® est donc un opérateur linéaire positif, borné par rapport a la

norme L (RY). En fait, il est de norme opérateur 1.

En général, on associe une densité de transition (resp. une probabilité de transition), si

elle existe, au semi-groupe (voir Stroock [53]).

Définition 1.36 (densité de transition).

On dit que la diffusion (X¢) =9 admet la densité de transition p(t,x,y), si
(Pry) (x) =fm{dp(t.x,y)<p(x)dx. (1.62)

pour toute fonction mesurable bornée @ :R? — R.

La propriété de semi-groupe implique que le comportement de P; sur tout intervalle [0, €],
avec € > 0 arbitrairement petit, détermine son comportement pour tout #>0. Il est donc

naturel de considérer la dérivée de P; en t=0.

15 Ceci est Péquivalent de I’équation de Chapman-Kolmogorov vérifiée par la fonction de transition de
probabilité, voir [53].

16 On parle de semi-groupe de Feller, lorsque c’est une famille de transition réguliere sur ’ensemble des
fonctions continues tendant vers zéro a l'infini. Ce que ’on supposera a chaque fois que I'on parlera de
semi-groupe.
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Définition 1.37 (générateur d’une diffusion).
Le générateur infinitésimal L d’une diffusion d’It6 est défini par son action sur une fonction

test @ via
(Pg) (x) — ()

Lo = i =

(1.63)

Le domaine de L est par définition l’ensemble des fonctions ¢ pour lesquelles la limite
(1.63) existe pour tout x € RY.

Formellement la relation (1.63) peut s’écrire

4P,
Li=—| . (1.64)

Par la propriété de Markov, cette relation se généralise (Py = I est I'identité) en

d . Pip-P . P,-1I
aPi= fim = = fim S P= L (1.65)
Et 'on peut donc écrire formellement
P;:=exp(tL). (1.66)

Nous préciserons ce point dans le chapitre suivant.

Remarque 1.38.
Par la formule d’Ité, on peut facilement prouver que le générateur de la diffusion (1.56),

tenant compte du fait que ’espérance de l’intégrale d’It6 s’annule, est de la forme :

ld

z]:l

+Zf,(x)— (1.67)

ou g* désigne le transposé de la matrice g.

Définition 1.39 (ellipticité).
Lopérateur L est dit elliptique, si pour tout x € R? il existe k>0 (dépendant de x) tel que

d d
> (88MijWyiyj=kY. yi, VyeR®. (1.68)
i,j=1 i=1

L’on dira que l'opérateur L est uniformément elliptique si k est indépendant de x.

Lorsque la matrice a:=(gg*) est inversible, I'on remarque que 'opérateur L est elliptique.

1.3.3 Mesure invariante

Considérons le semi-groupe Py associé a la diffusion X;.
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Définition 1.40 (mesure invariante).
U est une mesure invariante (ou stationnaire) pour le semi-groupe Py si pour toute fonction

@ ona:

[Py d(ueo) = [ puod(uc). (1.69)
Rd Rd

Ce que l'on peut écrire formellement par l’équation du point fize :
uPy=p. (1.70)

L’action en tout temps des transitions dans Py laisse donc invariante py au travers de

I'intégrale sur les fonctions a plusieurs variables réelles.

Le résultat suivant est du Veretennikov [57].

Théoréme 1.41 (Veretennikov).

Sous les conditions suivantes

o il existe a, B et A tels que pour tout x € R\ {0} :

= Z0<p et Trlgg" W] sAd; (1.71)

O<a< *(x) ,
(88 Il Tl

e il existen>—1, r>0 et M>0 (si n=—1 on impose que 2r >3 —a+ Ad) tels que
pour tout || x|| > M :

(f, =)< =i (1.72)

Il

Le processus Xy (1.56) posséde une unique mesure de probabilité invariante p.
Si de plus l'on désigne pu*(t) la loi de Xy lorsque Xo = x puis ||.llyar la norme de la variation

totale. Alors pour 2k+2 < m, m assez petit dans le cas n=-1, il existe un C tel que

@ —p®]l,, =CA+IxI™) 1+~ * D, xer? r>o0. (1.73)



Chapitre 2

Approche probabiliste des EDP

Dans ce chapitre nous présentons quelques approches analytiques aux EDP! . Puis, nous
parlerons de I’équation de Poisson qui sert, en général, dans la constructions des correcteurs
en théorie de I’homogénéisation. A ce propos, comme nous utilisons une approche proba-
biliste, nous rappelons les liens entre diffusion et EDP et les liens entre EDSR et EDP.
Enfin nous parlerons des équations de réaction-diffusion de type KPP et des équations

Hamilton-Jacobi, deux classes que nous étudierons dans la deuxieme partie du document.

2.1 Approches analytiques

Pour étudier une EDP il est judicieux de se poser quelques questions basiques, par exemple:

e I’équation admet-elle des solutions 7
 ou la solution (lorsqu’elle existe) hérite-t-elle des mémes propriétés que la source ?

e ou la solution est-elle unique ?

La premiere question s’intéresse a la solvabilité, la seconde & certaines régularités de la
solution (I'hypoellipticité de 'opérateur différentielle) et la troisietme & un concept fonda-

mental en mathématiques.

1 Les EDP (ou encore équations aux dérivées partielles) sont des relations entre les taux de variation de
certaines quantités (mesures) en fonction de différents parametres (temps, position, vitesse,...). Les EDP
se retrouvent dans tous les phénomenes de la physique, et concernent tous les états de la matiere: gaz,
fluides, solides; ainsi que toutes les théories classique, relativiste, quantique, etc.

On les retrouve aussi derriere de nombreux problemes géométriques; on parle alors ’EDP géométriques.
Elles permettent de déformer des objets géométriques selon des lois bien déterminées: les géométries
conformes, le transport optimal ou les problémes de frontiere libre.
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2.1.1 Solvabilité et régularité

Définition 2.1 (solvabilité).
Un opérateur L est dit localement solvable en xy s’il existe un voisinage ¥V de xqy tel que pour

tout ue CX® V), l’équation Lu(x) =0 admet une solution (soit au sens des distributions).

Le théoréme suivant montre le lien entre la solvabilité et ’ellipticité d’un opérateur du

second ordre [32].

Théoréme 2.2.
Tout opérateur elliptique du second ordre a coefficients de classe C* est localement solvable

en tout point.

Mais, ce n’est pas parce qu'un opérateur L est elliptique que l'opérateur parabolique
3 — L est solvable (admet une solution fondamentale). Historiquement, c’est tout d’abord
A partir des résultats sur les EDP qu’on a su construire des diffusions : il est classique” que,
lorsque la matrice associée & 'opérateur L est uniformément définie positive, et lorsque
les coefficients de L sont bornés et holdériens, I’équation parabolique — — L admet une
solution fondamentale qui engendre les probabilités de transition d’une diffusion (voir par

exemple Stroock [53]).

Rappelons que les solutions obtenues en utilisant une condition d’ellipticité sont (en

général) assez régulieres (voir par exemple le livre de Stroock [53], Chapitre 3).

2.1.2 Existence et unicité

Considérons le probleme suivant :

a—”(r X)+Lv(t,x)+h(x,v(t,x)=0, 0<t<T, xeR?
6[ ) ) ) ) - ) _ -_ ) (2'1)

v(0,x) = k(x), xeR,

2 Remarquons que, lorsque L est dégénérée, une telle démarche ne plus étre envisagée, puisque I’équation
parabolique — —L n’admet pas, en général, de solutions fondamentales. Toutefois, les questions a l'existence

d’une solution fondamentale sont résolues par la représentation des sommes des carrés (vecteurs) de Hor-
mander:

L=§ Z’Xi +X0,
i=1

ou les X; sont des champs de vecteurs lisses dont l'algebre de Lie engendre I’espace tangent en tout point.
Cela signifie que le rang des X; et de leurs crochets itérés est plein en tout point, autrement dit :

vxeR4,  dim Lie(X1,Xo,..., Xm) () = d.
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Ou L, le générateur de la diffusion (1.56), est défini par :

1 4 2 d 0 59
L=~ ). () —. :
2 z]Z (887);; 0x;0x; " 1fl(x) 0x; 22)

=1 i=

La fonction —h est appelée la source et g est la condition initiale. On suppose que la
matrice diffusion gg* associée L est uniformément elliptique, i.e. il existe deux constantes

A, A >0 telles que :
p.p. xeREVEERT, AEP < (& gg" (0)E) < AIEP. (2.3)

On renforce cette inégalité en demandant que I'application gg* soit bornée (lorsque gg*

est symétrique, la condition (2.3) suffit & dire que gg* est bornée).

Définition 2.3 (solution faible).
Une solution ue H' (R) de 'EDP (2.1) est dite faible si pour tout ve H' (R?), on a :

f (Vu,gg"vv) = —f (h,v). (2.4)
R R
Ou H' (RY) est Uespace de Sobolev Wy* (RY).

On dit qu’une telle solution est faible, car on ne demande pas a la fonction d’avoir deux

dérivées. Ceci s’oppose a la notion de solution forte et de solution classique.

Théoréme 2.4 (Lax-Milgram).
Soit ® une forme bilinéaire continue et coercive (elliptique) sur un espace de Hilbert H.
Alors pour toute forme linéaire F continue sur H, il existe un élément unique u e H tel
que:

®(u,v)=F(v), VYveH. (2.5)

Le théoreme de Lax-Milgram de la théorie des espaces de Hilbert permet d’assurer ’existen-
ce et I'unicité d’une solution faible sous I’hypotheése (2.3), pourvu que le second membre

de (2.4) définisse une forme linéaire continue sur H* (Rd). En effet, en considérant la forme

bilinéaire ®(u, v) = f ] (Vu,aVv). Les hypotheses faites sur la matrice de diffusion assurent
R

que @ est continue et coercitive sur H' (RY), i.e. :

O(u,u) = allul? (coercivité), (2.6)

O(u,v) < Bllulllvl  (continuité). (2.7)

Nous reviendrons sur la démonstration probabiliste de I'existence et 'unicité de la solution
I'EDP (2.1) a la section entre EDP et EDSR. Rappelons simplement que, dans un premier

temps, il faut montrer un principe du maximum faible : si F est positive, alors u est
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aussi. Et dans un second temps, il faut majorer la norme L d’une solution éventuelle en
fonction d’une norme de la source; une telle inégalité est appelée estimation a priori, car
on ne suppose pas que la solution existe pour prouver cette estimation. Ici on sait que
cette solution existe mais, de maniere générale, obtenir de telles inégalités est une étape

importante dans la preuve d’existence.

2.2 Equation de Poisson

L’objectif dans cette partie est de résoudre, pour u une fonction périodique, I’équation
suivante :
Lu+ f=0. (2.8)

Il n’est pas clair que cette équation admette toujours des solutions et méme si une (des)
solution(s) existe(nt) leur régularité en est une autre question. En effet, si u est une
fonction réguliére satisfaisant : Lu = h pour h donné, I’on voit en intégrant par rapport a

la mesure de Lebesgue sur une partie compacte (cas dans R)

f Lu(x)dx = h(x)dx =0. (2.9)
[0,1] [0,1]

Il est alors nécessaire que h(x)dx = 0. A laide du principe du maximum et de
(0,1]
I’alternative de Fredholm, l'on pourrait montrer que c’est une condition nécessaire et

suffisante.

Existence et unicité :

Sous les conditions (1.71) et (1.72) et les suivantes :

Ifo]<C(1+1x19), (2.10)

q assez petit pour @ = —1, alors f est uy-intégrable;

f fx)uldx) =0. (2.11)
R4

Pardoux et Veretennikov [47] ont montré que la solution de (2.8) dans R? est donné par

+o00
u(x) :f EXf (X;)dt. (2.12)
0

De plus, cette intégrale (2.12) est convergente et est 'unique solution de (2.8) appartenant

a 'espace de Sobolev My leo’f (Rd). Aussi cette solution vérifie certaines propriétés
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Théoréme 2.5 (Pardoux et Veretennikov 2001).
Sous les hypothéses (2.10) et (2.11)

1. si en outre, pour certains n<0 et C>0 et xeR%, on a : |f(x)| < C(+|x[ynt

alors la solution u est bornée et |Vu(x)||<C (1+ ||x||)("+’7_1)+; (2.13)

2. si en outre, pour certains n,C>0 et xEIRd, ona: |f(x)I=sC1+ x|+t

ot dans le cas n=-1 et n>4, 2r > Ad + (n—2)8, alors

lutoll < C (1+11x1™), (2.14)
1Vl < € (1+ 121 770 4 1), (2.15)

2.3 Liens EDP & EDS et liens EDP & EDSR

2.3.1 EDP et diffusion

Les liens entre EDP et processus de diffusion ont été bien développés par Kolmogrov dans
les années 1930. En effet, I’on peut constater que certaines solutions d’EDP linéaires
du second ordre peuvent étre écrites comme ’espérance d’une fonction d’un processus de
diffusion. Nous commencerons par la formule de Dynkin qui est la premiére classe de liens
entre diffusion et EDP.

Proposition 2.6 (formule de Dynkin).
Soit (X;) =0 une diffusion de générateur L, x € R%, T un temps d’arrét tel que E(7) < +00,

et ¢:RY — R une fonction deux fois continiment différentiable & support compact. Alors

E* (¢ (X1) = p(x) +EF ([0 Lo (Xs)ds). (2.16)

Preuve : Considérons la diffusion (1.56).
Sans perte de généralité, supposons que d =d' =1. Par la formule d’Tt6 (puis on passe

lespérance) :

T T
E* (¢ (X7)) = ¢(x) +E U Lo (Xs) ds) +E* U g (Xy) @' (Xs) st) .
0 0

Il suffit donc de montrer que 'espérance de l'intégrale stochastique est nulle. Or pour

toute fonction h bornée par K et tout NeN , on a :

TAN N
E* (fo h(Xs) st) =[* (fo Tys<ri it (Xs) st) =0,
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en vertu de la &, -mesurabilité de lj;<7 et h(Xs). De plus,

T TAN 2 T
[Ex(f h(Xs)st—f h(Xs)dBS] ):[Ex(f hz(Xs)ds)
0 0 TAN

< K*F*(r-7AN),
qui tend vers 0 lorsque N — +oo, en vertu de I’hypothese E(r) < +oo, par convergence

dominée. On peut donc écrire :

T TAN
[E"(f h(Xs)st): lim [Ex(f h(Xs)st)=0-
0 0

N—+oo

O]

La formule de Dynkin est tres puisée pour des problemes a valeurs au bord elliptique de

la forme Lu=20.

La seconde classe de liens entre EDS et EDP est constituée par les équations de Kol-
mogorov, qui sont des problemes aux valeurs initiales.
On remarque qu’en dérivant par rapport a t la formule de Dynkin, dans le cas particulier

T =1, on obtient :

d 0
3 (Prop) (x) = &Ex (o (Xp) =E* (Lo (X)) = (P:Ly) (), (2.17)

que l'on peut abréger sous la forme :

d
—P; = PsL. 2.18
de P (2.18)

Or nous avons vu avec la formule (1.65) que I'on pouvait aussi écrire formellement

d
—P;:=LP;.
FTl t

Par conséquent, les opérateurs L et P; commutent, du moins formellement. Le théoréme

suivant rend ce point rigoureux.

Théoréme 2.7 (équation de Kolmogorov rétrogrades).

Soit ¢ :RY — R une fonction deux fois continiment différentiable d support compact

1. la fonction
u(t, x) = (Prp) (x) =E* (¢ (Xp)). (2.19)
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satisfait le probleme auz valeurs initiales :

au(t )=Lu(t,x) t>0,xeR?
—_— ,x = u ,x ,x
ot (2.20)

u(0,x) = p(x) xeR4,

2. St w(t,x) est une fonction bornée, continiment différentiable en t et deux fois con-

tiniment différentiable en x, satisfaisant le probléeme (2.20), alors w(t,x) = (Pﬂp) (x).

La linéarité de I’équation de Kolmogorov rétrograde® implique qu’il suffit de la résoudre
pour une famille compléte de conditions initiales ¢, pour connaitre la solution pour toute
condition initiale.

Un cas important est celui ou ’on connait toutes les fonctions propres et valeurs propres
de L. Dans ce cas, la solution générale se décompose sur les fonctions propres, avec des
coefficients dépendant exponentiellement du temps.

Un autre cas important revient a décomposer formellement la condition initiale sur une
«base» de distributions de Dirac. En pratique, cela revient a utiliser la notion de densité

de transition.

Par linéarité, la densité de transition, si elle existe et est lisse, satisfait 1’équation de
Kolmogorov rétrograde (ici le générateur L agissant sur la variable x), avec la condition
initiale p(0,x,y) =6(x—y).

L’adjoint du générateur L est par définition 'opérateur linéaire L* tel que :

(Lpy) =D L") 2, (2.21)

pour tout choix de fonctions ¢,y : R? — R, deux fois contintiment différentiables, avec ¢
a support compact, ol {.,.) 2 désigne le produit scalaire usuel de L? (Rd).

En intégrant (L¢,y) . deux fois par parties, on obtient (ot L est le générateur de 1.56) :

d o d 0
.. - () —. 2.22
288y g 5 5 15, (222)

i=

L*:=

N =

Théoréme 2.8 (équation de Kolmogorov progressive).

S1 X; posséde une densité de transition lisse p(t,x,y), alors celle-ci satisfait I’équation :

a *
Ep(t’x’Y):L p(t,x,y), (223)
ot L* agit sur la variable y.

Supposons que la loi Xy admette une densité p par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors

3 Dans le cas du mouvement brownien, dont le générateur est le Laplacien a un facteur 1/2 prés,
I’équation de Kolmogorov rétrograde est 1’équation de la chaleur.
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X; aura une densité donnée par :

p(t,y):=(Sip) () :fw p(t,x,y)p()dy. (2.24)

En appliquant 1’équation de Kolmogorov progressive (2.23), on obtient ’équation de
Fokker—Planck (voir [34])

6 *
Ep(t,y) =L p(t,y), (2.25)
que 'on peut aussi écrire formellement :

d "
&St:L St. (226)

Le générateur adjoint L* est donc le générateur du semi-groupe adjoint S;.

Remarque 2.9. 5i p(y) est la densité d’une mesure de probabilité satisfaisant L*p =0,
alors p est une mesure stationnaire de la diffusion. En d’autres termes, si la loi de Xy

admet la densité p , alors Xy admettra la densité p pour tout t > 0.

Jusqu’ici nous avons rencontré des problémes a valeurs au bord elliptiques de la forme
Lu =0 et des équations d’évolution paraboliques de la forme 0;u = Lu. Le formule de
Feynman—Kac montre qu’on peut également lier des propriétés d’une diffusion a celles

d’équations paraboliques ou le générateur contient un terme linéaire en u.

Théoréme 2.10 (formule de Feynman-kac).
Soit ¢ :RY — R une fonction deux fois continiment différentiable & support compact, et

soit q:RY — R une fonction continue et bornée inférieurement.

1. la fonction

t
—[ q(Xg)ds
v(t,x)=E"|pXpe Jo , (2.27)

satisfait le probléme aux valeurs initiales :

a—U(tx)—Lv(tx)— X)v(t,x) t>0 xeR4
gg Y TRV O T AV ’ (2.28)

v(0,x) =p(x) xEIRd;

2. si w(t,x) est une fonction continiment différentiable en t et deux fois contintiment
différentiable en x, bornée pour x dans un compact, satisfaisant le probléeme (2.28),

alors w(t, x) est égale au membre de droite de (2.27).

En combinaison avec la formule de Dynkin, la formule de Feynman—Kac peut étre généra-

lisée & des temps d’arrét.
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Remarque 2.11. On dispose plusieurs variantes de la formule de Feynman-Kac dans
la littérature. Notons qu’on peut remplacer le processus de diffusion par un processus de
diffusion-branchement, ou un super-processus, qui est un processus da valeurs mesure (voir
par exemples les travaux de Dynkin [20], Le Gall [26]).

2.3.2 EDP et EDSR

Dans ce qui suit, 'on veut associer a la diffusion (1.56) un couple (Y, Z;) solution de

’EDSR : . .
Y, = k(X7)+ f h(Xs, Ys, Zs) d's — f ZsdBs
! ! (2.29)

T
[E( sup |Ys|2+f ||Zs||2)<+oo,
0<t<T 0

ot k:R4 — R et h:RYxRxR? — R sont des applications données.

Remarquons que nous avons adapté le probleme de sorte a faire dépendre la source h de
Z. Puis, faisons les hypotheses suivantes sur le coefficient h et la condition initiale k : h

et k sont continues et pour certains K, u, p >0

lk(x)| < K (1+1xIP), (2.30)
|h(x,y,2)| < K(1+1yl+lzl), (2.31)
<y—y’,h(x,y,Z)—h(x,y’,z’)>5p|y—y’|2. (2.32)

On suppose par ailleurs que les coefficients f et g de 'EDS (1.56) associée a la diffusion
X; sont localement lipschitziens et a croissance au plus linéaire & l'infini. Alors, il est

classique, Pardoux et Peng [44], que 'EDSR (2.29) posséde une unique solution.

Théoréme 2.12. Sous les conditions (2.50), (2.31) et (2.32) UEDSR (2.29) admet une

unique solution.
Preuve : voir Pardoux [42] O

Nous allons maintenant préciser le lien entre PEDSR (2.29) et 'EDP suivante :

a—u(tx)+Lu(tx)+h(x u(t,x) =0, 0<t<T, xeR?
6t » » » » - » —_ —_ » (233)

u(T, x) = k(x), xeR

ol u:Ry xRY— R et L 'opérateur de type (1.67)

On suppose par exemple que g et f sont globalement lipschitziens. On note {X{*: s>t}

la solution partant de x a 'instant ¢, et {(Y{*, 2*): t<s< T} la solution de 1’équation
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rétrograde :

T T
v =)+ [ n v ar- [ ztvas, (2:34)

N N

Supposons que la solution u de (2.33) soit de classe C'? (R x [Rd)7 alors par la formule
d’Ito
tx T'(ou t,x
u(t,x)=u(T,X;") - > +Lu|(r, X)) dr — (Mg — M), (2.35)
r

N

ou M est une martingale locale. Ensuite il est facile de voir que Ytt’x = u(t,x), si 'on

suppose que les applications f et g sont bornées, en effet :

T
u(t,x) :[Ex{k(X?x)+f h(X% u(s, X)) ds
t

g} (2.36)

ol &; désigne la filtration naturelle du processus X.

Donc (2.34) admet au moins une solution Ylf ¥ = u(t,x). L'unicité suivant la classe des pro-

T
cessus satisfaisant [E(supogsTIYsl2 + f IIZSIIZ) < +00, découle de I’hypothese de lipschitz.
0

Par la suite, si les fonctions h et k sont continues et lipschitziennes, I’on remarque que la
solution de 'EDSR. (2.29) est une solution de viscosité* de 'EDP (2.33).

Définition 2.13 (sous-solution de viscosité).
uce C([O, T] x IRd,[R) est une sous-solution de viscosité de ’EDP (2.33) si et seulement si
pour toute fonction ¢ : [0, T] x RY — R de classe C? vérifiant ¢(t,x) = u(t,x) au voisinage

d’'un point (9, x0) et ¢(t0,X0) = u(ty, xo) :

0
a—(f(t,x)+L(,b(t,x)+h(x,gb(t,x)) <0. (2.37)
Définition 2.14 (sur-solution de viscosité).

ue C([O, T] de,[R) est une sur-solution de viscosité de ’EDP (2.33) si et seulement si
pour toute fonction ¢ : [0, T] x RY — R de classe C? vérifiant G(t,x) < u(t,x) au voisinage

d’un point (o, x0) et (P(l'o,Xo) = u(ty, xo) :

op

E(r,x)+L(,b(t,x)+h(x,(,b(t,x)) >0. (2.38)

Une solution de viscosité est & la fois une sous et une sur-solution.

Théoréme 2.15 (Pardoux-Peng).

4 Une solution de viscosité est une solution de type tres faible, introduite par Lions et Crandall dans
les années 1980 dans le but d’atteindre I'unicité.
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L’unique solution de viscosité de ’EDP (2.33) est :
u(t,x) =Y, t>0,xeR? (2.39)

Remarque 2.16. Sil’on pose v(t,x) = u(T—t,x), alors on a une formule probabiliste pour

le systéme d’EDP paraboliques progressives

0
6—1;(t,x)+Lv(t,x)+h(x,v(t,x)) =0, 0<t=<T, xeR4

(2.40)
v(0,x) = k(x), xeR4
en terme de la solution de ’EDSR :
- T - T -
v = k(X?'x)+ f h(XP5, YY) dr - f Z}*dB,. (2.41)
¢ ¢
au sens ou
v(t, x):= Yot’x. (2.42)

2.4 Equations de type : KPP et HBJ

2.4.1 Les équations de réactions diffusions

L’équation renormalisée de Kolmogrov-Petrovskii-Piskunov (KPP) est sous la forme

£

ot
u®(0, x) = k(x), xe R4

_ € 1 € —ut d
(t,%) = Leu® (£, x) + s c(x)u (£, ) (1 - u(t,x)) t>0,x€R (2.43)

ou L, est un opérateur elliptique (dépendant du parametre € >0), 0<a<c(x)<f et k
positive et bornée.

Par la méthode des grandes déviations, Freidlin [23] a montré que la limite de la solution
de (2.43) est une fonction u°(t,x) qui ne peut prendre que deux valeurs (zéro ou un). Plus

précisément, il existe une valeur critique t, finie a partir de laquelle :

0 sit<ty,

lim 1% (¢, x) :{ (2.44)
e—0

1 sinon.

Puis ce résultat a été confirmé par Barles et Souganidis [6], par une approche analytique,
avec les solutions de viscosité, ou ils établissent une vitesse de convergence vers zéro sur
une fonctionnelle non positive V, en étudiant la limite’ de eloguf quand & tend vers
zéro. Enfin, Pradeilles [49], avec les EDSR et la théorie des équations Hamilton-Jacobi, a

généralisé ce résultat.

5 La vitesse de convergence vers «un» s’étudie en calculant la limite de £log(1 — us(t,x)).
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2.4.2 Les équations Hamilton-Jacobi
A un hamiltonien H du premier ordre de classe C? (voir Bachelet et al. [3]) :

RYxRY — R
H: (2.45)
(x,y) — H(x,y),

sont naturellement associés un systéme hamiltonien (newtonien) d’équations :

= 2 1 (x, 1)
xt—ay Xty Ve

3 (2.46)
V= —aH(be’t)»
et une équation Hamilton-Jacobi qui a pour inconnue une fonction u:RxR% - R :
iu(t,x)—H(x,Vu) =0. (2.47)

ot

Si l'on désigne par (x;,y:) la solution du systéme hamiltonien (2.46) avec la condition

initiale (xg,yo) alors on peut définir le flot hamiltonien pris au temps ¢, par I'application:

b1 2 (x0,¥0) — P (X1, 1) (2.48)

On s’arrange pour que le flot hamiltonien associé au systéme hamiltonien (2.46) soit com-
2

plet. Pour cela, il suffit de supposer que la quantité axdy H(x,y)| soit bornée. Par la

suite, on s’intéresse a la résolution du probléeme de Cauchy suivant :

9
St~ Ho Vi) =0 0<1, xeR? (2.49)

u(0,x) = g(x) xeR?,

En général, méme pour des données initiales lisses, I’existence de solutions classiques n’est
pas établie pour des temps grands. Il faut alors se contenter de solutions faibles : solutions
variationnelles® ou solutions de viscosité (la définition reste quasiment la méme). Dans la

suite, nous considérons les solutions faibles au sens des solutions de viscosité.

6 Grace au travail de Marc Chaperon (voir par exemple [9]), on sait décrire de maniére maniable la
solution variationnelle, par une construction géométrique, a ’aide d’une famille génératrice. Sans rentrer
dans les détails, si I’on suppose que le hamiltonien est une forme quadratique non dégénérée en y et lorsque
y est grand, on peut montrer que la famille génératrice est proche d’une forme quadratique non dégénérée.
Sur ce, on peut définir un représentant de la solution, grace au minmax : cette construction associe a toute
application f proche d’une courbe y; a l'infini, une de ses valeurs critiques, notée y(f), et ce continiiment
par rapport a la fonction f pour la norme uniforme, de sorte que

YO =r@|=<[f-8loo-

pour toutes les applications f et g dont la différence est uniformément bornée.



Chapitre 3
Théorie de ’homogénéisation

Le but de la théorie de ’homogénéisation’ est d’obtenir une approximation homogéne

(simple) d’un milieu décrit par des propriétés microscopiques supposées trés hétérogenes.

Par exemple, pour chaque € >0, on considére ’EDP suivante :

9 Etx) = Lot (1,2) + lh(f) WE (1, %)
ot e \e (3.1)

uf (0, x) = k(x) x e R4,

On suppose que he C' (R4 R,) mesurable, borné et périodique, et k € C (R4 R,) au plus &

croissance polyndmiale & l'infini. De plus, 'opérateur L¢ est construit a l'aide de 'EDS :

1, (XE X¢
dXE = —f(—‘)dt+g(—’)dBt

£ ¢ € (3.2)
£ X
XE=1.
€
Ou f:R? —R% et g: R — R4*? sont des applications mesurables et bornées, périodiques
de période 1 dans chaque direction. En outre, on suppose qu’elles sont classe C*°. Et de
plus,

gg* ) =al;>0, VxeR? (3.3)

L’objectif principal de ce chapitre c’est de montrer, en premier, que le processus X7 défini
en (3.2), converge en loi vers un mouvement Brownien non standard de matrice de co-
variance A, puis de préciser les propriétés de A, coefficient homogénéisé, appelé coefficient
de diffusivité effective. Ensuite, montrer que la solution de 'EDP (3.1) converge (au

sens des viscosités) vers la solution de 'EDP parabolique & coefficients homogénéisés (ou

I Tes champs d’application sont variés : étude des sous-sols (diffusion du pétrole en milieu poreux), pro-
priétés des matériaux composites, matériaux céramiques, matériaux supraconducteurs supra-filamentaires,
étude de polymeres, etc.
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lopérateur est de terme principal A).

3.1 Propriétés et complément sur I’équation de Poisson

Définissons tout d’abord, X¢:= 1xe

¢ X,2,» un revetement du processus X} a valeurs® dans T4

aX;=f(Xf)dr+g(X;)dB,

e X (3.4)
£ _
XE=1,
£

ol B, = %Bez ; est un mouvement Brownien.

marquons qu énérateur du pr u érateur
Remarquons que le générateur d ocessus X| est I'opérate

- 62 0
o — d * d
Le:= %Zi,jzl (g8 )ij (x) dxi0x; +Xi fi(X)(?_xi (3.5)
0 0 oa;; 0
— 1lyd * o d (£ _1va j 0
= Zzi,jzl ox; ((gg )ij (x) 6x,~) +Xin (fz 5 ijl ox; (x) o (3.6)

Comme il y a unicité en loi pour les solutions des EDS, indépendamment du brownien
considéré, on oubliera par la suite la dépendance en € du brownien. Ce qui va suivre
concerne 1'étude des propriétés ergodiques du processus X. Les sections suivantes sont
dues a Pardoux ([27],[43]).

3.1.1 Mesure invariante

Lemme 3.1 (Pardoux).
Ve =0, le processus de diffusion {Xf, t= 0} a valeurs dans T%, posséde une unique proba-

bilité invariante ue.

Preuve :
* Fxistence:
L’existence résulte de ce que {X } est un processus de Feller homogene a valeurs dans un

compact. Si v désigne la loi de 5(5, notons pour ¢ >0, A un sous-ensemble borélien de T4,

t
,ut:lf P, (Xie A)ds.
0

t

Comme {u;t>0} est une famille de probabilités sur un ensemble compact T4, il existe

2 Notons que le fait que e quand &€ — 0 est absolument sans importance, du fait que le processus
€

X est a valeurs dans un compact.
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une suite (f,) ey Croissante vers oo et une mesure de probabilité p sur T4 telles que
Wi, — M4, 1 — +oo0.
Soit ¢ € C(T%), 'application x— E*[¢(X?)] est continue. Donc

£, [¢(X6)] = lim E,,, [(%)

1 [ -
~tim > [ g (X5 )} ds

n—oo t, JO
t+t,

=lim — | E{p(X)}ds

n—oot, Jr

~tim L [ E o (%)) ds

n—oo t, Jo

=f o) p(dx),
'I]'d

donc p est une mesure invariante (on verra qu’elle posséde une densité).
x Unicité:

Supposons qu’il existe deux telles densités différentes p; et g, et considérons I'application:
z— inf (ps(x) - 2g¢(x)).
xeT4

Cette application est continue et décroissante. D’apres la proposition (3.5) ci-dessous, elle
est strictement positive en z =0 et strictement négative en z=1, donc il existe 0< zg <1
tel que

nf (pe(x) - 204.(x)) =0.

p(x) — z04q(x)

Posons r(x) = , alors r est la densité d’une probabilité invariante (comme

(p(x) —20q(x)) dx
combinaison linéaire de probabilités invariantes). Cette densité ne vérifie pas le résultat

de (3.5) d’ou la contradiction. O

Le résultat suivant nous montre que cette mesure possede une densité,

Proposition 3.2 (Pardoux).
Pour tout € 20, la mesure invariante e de X¢ a une densité p(x) telle que p € H! (TId).

En outre, pe — po dans L? (Td) quand € — 0.

La preuve de cette proposition s’appuie entre autre sur une inégalité de Nash.

Proposition 3.3 (inégalité de Nash).
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Il existe une constante ¢ >0 telle que, pour tout ¢ € H' (Td), si = (,b—/d d(x)dx,
T

oJl;

2
L2("|Id) L2(T4) (p”LZ (T4,R4) * (37)

On déduit immédiatement de I'inégalité de Nash, puisque pe est une densité de probabilité
et que “([)’

L1(1rd) ”‘/’” L' (T9) le résultat suivant

Corollaire 3.4 (Pardoux). Il existe une constante ¢ >0 telle que pour tout € =0
2+4 2
Ipellz* = e VPell e o me) - (3.8)

On va maintenant établir la stricte positivité de la densité.

Proposition 3.5 (Pardoux).

1l existe une constante ¢ >0 telle que
1 d
—<pex)<c, xeT% e=0. (3.9)
c

Preuve :
Ce résultat peut étre vu comme une conséquence de 'inégalité d’Aronson [39], dans le cas

de RY )
1 M|y - x| M M|y - x|
——expl——— | =p:(t, ) s —exp[————|,
Mtz t 5 t

en remarquant que pour tout ¢t >0,

pg(x)sz PV pe(t,y,x)dy,

ol p¢(t,y,x) désigne la densité de probabilité de transition.

La densité du processus sur le tore étant supérieure a celle du processus sur R% | on a bien
le résultat. O

On admettra le résultat tres classique

Theorem 3.6 (Pardoux).
Supposons que les coefficients f, g sont de classe C*®, et en outre g satisfait la condition

(3.3). Alors la mesure invariante u posséde une densité pe H' (T4).

Remarque 3.7. On pouvait aussi montrer l'existence et l'unicité de la mesure invariante,
en utilisant le principe du mazimum faible et l'alternative de Fredhoml aux opérateurs T)
définis par : YA>0

(M) o= | "ME g (%)} d. (3.10)
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3.1.2 Trou spectral

Proposition 3.8 (Pardoux).

Il existe une constante p >0 telle que pour tout € 20, si ¢ € L?(T%u,) et satisfait la

condition fd</)(x),ug(dx) =0, on a
T

1E* [0 () o rey = N0l o (s €

Preuve :

On démontre ce résultat en utilisant 'inégalité de Poincaré, et la propositions (3.5) . O

Alors, on a

Corollaire 3.9 (Pardoux).
1l existe C>0 tel que si ¢pe L™ (Td) et satisfait fd(p(x)pg(x)dx =0, t=0
T

(t—9)

E* (be”(ﬁ) <C|l¢p] poraye™”

Et le suivant,

Corollaire 3.10 (Pardoux).
Il existe C>0 tel que si ¢ € L ('I]'d) et satisfait [d(p(x)pg(x)dx =0, 0<s<t
T

E* (Xﬂfq:x) <C ||</’||L1(W) e PU=S)

3.1.3 Théoréeme ergodique

Ici on désigne par X la solution de I'EDS (3.2), et I'on note p = py.

Proposition 3.11 (Pardoux). Soit ¢ € L®(T%). Alors, V>0,

G
fo (p(?s)ds— t/wq)(x)p(x)dz, en probabilité quand € — 0.

Preuve :
Posons ag(x) = c/)(x)—f l(,b(x)pg(x)dx. On sait déja que fd(,b(x)pg(x)dx — fdgb(x)p(x)dx
quand € — 0. Il reste éTmontrer que ! !

fot$5 (X?SE) ds— 0.
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Il résulte de la propriété de Markov de X¢ et du corollaire (3.9) :

([ 52)ar|

! S— ZADN vE
E =2k [ [ 3 (X)3(X5)drds

—_ 2 rpes (s—1)
52|¢g Loo(vd)/o fo e P dsdr
2
:2|<,b£ Lm(w)p_z(—l+pt+e“’[).
Donc
t_ 2 2 - ot
E UO %(Xf)dr) SC‘% Lm(w)pz(—fﬁpsztw 2)—»0 quand & — 0.

3.1.4 Equation de Poisson

Le résultat de trou spectral exposé au paragraphe (3.1.2) va nous permettre également de
donner la solution de I’équation de Poisson sur T¢ associé & lopérateur L (la limite celui

définit en 3.6). A nouveau, considérons p = pg, p= o et X = Xo.

Le probléme est le suivant : soit ¢ € L (T4) vérifiant

j;rdgb(x)p(x)dx=0. (3.11)
On cherche?® ¢ solution de 'EDP :
LH(x)+p(x) =0, xeT (3.12)

La condition (3.11) est cruciale pour que (3.12) ait une solution. Cette solution n’est
unique qu’a une constante additive pres. On va fixer cette constante en cherchant une

solution ¢ telle que

f d(x)udx) = 0. (3.13)
T4

Théoréme 3.12 (Pardoux).
Soit ¢ € L (T4) qui vérifie (3.11). Alors léquation (5.12) a une unique solution ¢ €
Wz'”(Td) pour tout n=1, qui vérifie (3.13). Cette solution est donnée par la formule

probabiliste : -
¢(x) =f0 E*[¢(X,)] dt. (3.14)

3 Ce qui veut dire qu’on cherche une solution périodique a cette méme équation posée sur le cube unité
de RY.
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Preuve : Considérons 'EDP parabolique

0—u(tx)—Lu(tx)—0 >0, xeT?
{ ot B ' (3.15)

u(0,x) = p(x), xeT<

Nous remarquons que (3.15) a une solution unique dans C (Ry; L?(T4))NL? (Rs; H! (T4)),

qui est donnée par la formule probabiliste
u(t,x) =E*[¢(Xs)]-

Il résulte du corollaire (3.9) que u(t,.) — 0 dans L>®(T9) & vitesse exponentielle. Posons
t
v(t,x) :[ u(s,x)ds.
0

Il résulte de ce qui précede que v(t,.) € H! ('I]'d) pour tout =0, et que ||[v(t,.)]lo < C, donc

aussi ||v(t,.) ”LZ('ﬂ'd) < C. En outre
u(t,x) = Lv(t, x) + ¢p(x).

Donc

1[ <(gg*)(x)Vv(t,x),Vv(t,x)>u(dx) = <(/>(x), v(t,x)>

<u(t,x),v(t,x)>L2(m + 5 Jra

2w’
et on a immédiatement que v(t, x) est bornée. Donc, le long d’une sous-suite t,, — oo,
v(ty,x) — 0(x) dans H' ('I]'d),
et ¥ satisfait
peH'(TY), Lo+¢p)=0 et fd D(x) p(dx) = 0.
T
Enfin

t—o00

b = lim OI[E" (%)) ds= [ E[o(X)] s

t

L’unicité résulte de ce que si #(x) :f E* [¢(Xs)] ds, fd D(x)u(dx) =0 et Ld(x) =0, alors
0 T

V=0 p.p., d’ou par l'inégalité de Poincaré et la proposition (3.8), 7 =0.

La régularité o € M,s; W?>" (IR”Z) est établie par exemple dans Gilbarg et Trudinger [28]. [
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3.2 Homogénéisation et EDS

Pour simplifier, 'on fixe x =0. L’on veut montrer la convergence de X? en (3.2) :

xi=t[Cr(%)ase [g(X)as. (3.16)

L’on remarque que les fluctuations du terme ! f t f (ﬁ) ds ne sont pas controlables. Sur ce,
I’on exploite le fait que le coefficient f Vériﬁegla condgtion de centrage et 'on montre que la
contribution de ces fluctuations se résument & une intégrale brownienne. Pour cela, nous
utilisons des fonctions appelées correcteurs, qui sont solutions de I’équation de Poisson.

Introduisons X la solution de 'EDS (3.2) et le correcteur f solution de 'équation :
Lf+f=o. (3.17)

ou L est le générateur infinitésimal de 'EDS (3.4).

3.2.1 Meéthodologie

Supposons que :
/df(x)u(dx) =0, (condition de centrage). (3.18)
T

Par la formule d’It6 appliquée a f (XTf), on a
e[f(%)—f(f)] Ef Lf( )ds+f Vfg(X)st (3.19)
En sommant (3.16) et (3.19), 'on obtient en parallele de (3.17)

X€+g[( ] fI+Vf )st (3.20)

Théoréme 3.13 (convergence brownienne).

Le processus de diffusion X%, solution de U'EDS (3.2) converge en loi, au sens des processus
a valeurs dans C ([0, t],[Rd), vers un Brownien centré et de matrice de covariance A (appelée
coefficient de diffusivité effective), définie par

= Ad [1+Vf(2)](g8") @ [I+Vf(2)] uda.

Ce résultat résulte de la proposition (3.14) ci-dessous. Définissons

=

A :fw [1+Vf(2)]g2)udz). (3.21)
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Proposition 3.14 (Pardoux). On a :

ft(1+Vf)g(X—§)dl§s — A%B, (3.22)
0

£

lorsque € — 0 au sens de la convergence en lot dans l’espace C([O, t],le).

Preuve :

+ Nous allons tout d’abord montrer que les lois sur C ([0, #],R?) des processus
t o (XY A
Mf:f (1+Vf)g(=)as,
0 €

(sous [|5) forment une famille tendue de probabilités sur C ([0, t],Rd). Définissons pour cela

le module de continuité de M7 :

we(6) = sup |Mi-M;|, V6>0
0<s,r<t
|s—r|<d

et montrons ensuite que V>0, 36 >0, Ve >0,
P(we(6) >n) <n.

Soit >0 et0<d < 1. Pour Osiséon pose

Ff={ sup |M§—M§5|>g}.

id<s<(1+i)oAnt

Alors
P(we(6)>n) < P(Ff)
O<isf
t -
<~ sup P(F;)
50515%

En posant p¢ = (I+Vf)gg* (I+Vf)" (Xé) En utilisant les inégalités de Markov et Davis-
Burkholder-Gundy pour p>2, on a

3 ~ G+DSAL - \2
ooy e ([ et as) |
i

_pal
<x'n7Pé2,
et en combinant les deux dernieres inégalités on obtient

P(we(6)>n) < K’n_pég_l,
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2

np+1

p-2
et on obtient le résultat désiré en choisissant & = ( ) A1l. Montrons que la famille

est bien tendue. Soit >0, VreN, Ve>0, on a
@{ws 6> 172_”} <n27"

Par suite, on pose

k= U {(bEC([O, t],le): we 6 p) > 27" et ¢(0)=0}.

neN*§,>0
Le fait que V¢ € K, ¢(0) =0 et I’équicontinuité assure que K est borné dans C ([0, t],[Rd) et
le théoréeme d’Ascoli permet de conclure que K est compact. De plus
P{K} zIﬁ’( N {pec(ioa,r): w6 >2‘”n})
neN*
1—[@( U {we S >2‘"n})
neN*
Sy ui({wg 6,) > 2‘"17})

n=1

21—22%=1—n.

n=1

IV

Ce qui montre bien que la famille est tendue.

% Il ne reste alors plus qu’a montrer que le processus {A%Bt, t> 0} est I'unique valeur
d’adhérence de cette famille quand € — 0. Soit {M;, ¢ =0} une valeur d’adhérence de cette
famille quand € — 0 c’est-a-dire qu’il existe une suite (¢,) qui converge vers 0 telle que
Vit>0 et VO:C([0, t],IRd) — R continue bornée, on a

oM} —E{omy},  quand n— +oo.

L’uniforme intégrabilité des variables supg<,<,|M¢|” (les coefficients sont bornés) assure

que (Mg)Ossst
0<s<r<tetsilonse donne une fonction ¥ continue et bornée sur C([0, s],IRd), on

est un processus tel que SupOSsSt[E{ |M§|2} <oo. D’autre part, si l'on fixe

remarque que :
B{ (M - M)W (M5)} =0,

donc en passant a la limite pour €, — 0 :
E{ (M, - M) W (M) | =0,

ce qui assure du fait de 'orthogonalité des accroissements que M est une martingale
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(continue). En procédant de méme, on a :
.
e (1a1: - [z)?) wi (o1) = (005) [ oo,

D’ou l'on tire
E{ (M7 = [MJ?) W (M) | = W (M) ACr = ).

et on en déduit alors que le processus croissant associé a M est {As, 0<s< t}.

Posons N = AzM. Nous avons montré que N est une martingale continue telle que
{[Ns]2 —Is, 0<s< t} soit une martingale. Le théoréme de Lévy assure alors que N est un

mouvement brownien standard d-dimensionnel. O

3.2.2 Propriétés du coefficient de diffusivité effective

Dans le cas elliptique” oti la matrice gg* est définie strictement positive, il est classique
depuis les travaux de Norris [38], que le coefficient de diffusivité effective est symétrique

et défini strictement positif.

3.3 Homogénéisation et EDP

Cette partie concerne I’homogénéisation des opérateurs sous forme divergence a coefli-

cients périodiques. Et 'on s’intéresse a la limite de la solution de 'EDP (3.1).

On suppose que :

f h(0u(dx) =0, (3.23)
T4
f fx)u(dx) =0. (3.24)
T4
On définit le processus :
e 1 [P (xt
YE= -f n(=)ds. (3.25)
e Jo €

Alors la solution de (3.1) est donnée par la formule de Feynman-Kac par

ut(t,x) =E{k (X)) exp(Y{)}. (3.26)

4 Notons, au passage, que ceci n’est plus vrai si la matrice de diffusion est dégénérée. Dans ce cas, il
faut se référer aux travaux de Pardoux et Haierer [29] sur une autre version, avec des conditions moins
restrictives, ou ils caractérisent la non-dégénérescence de la matrice homogénéisée en utilisant la notion de
«loops». Dans [29], on trouve I'un des premiers résultats donnant une condition nécessaire et suffisante
pour la non-dégénérescence de la matrice homogénéisée.
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Définissons également
A +(x> ~
h(x):f E* [h(Xy)]dt, (3.27)
0
+00
f(x):fo E*[f(Xp]dt, (3.28)

les solutions au sens faible des équations de Poisson :

Lh(x) + h(x) =0, (3.29)
Lf(x)+ f(x)=0. (3.30)
Posons par la suite :
szw [I+Vf(2)](gg*) (@Vh(z)u(dz), (3.31)
D=fwvfz(z) (gg*) (2Vh(2)udz), (3.32)
A:fw [I+Vf(2)](gg*) (@ [I+Vf(2)] wdz). (3.33)

Maintenant, introduisons :

Xe=xi+e|F(F)-7(2)]. (3.34)
E=vere| (%) -h(%)], 3.35)
a8 (1, x) =E{k(X¢)exp (Y£)} 3.36)

Remarque que u®(t,x) et f(t,x) ont la méme limite.

Nous définissons une nouvelle mesure de probabilité P :

ool [ sy (Fan [0 (e (ri(Z)as. o

Par la formule de Girsanov :

B = Bt—fotg(—S)vh(—S)ds. (3.38)

est un M.B d-dimensionnel.

Ainsi, il est classique que

u(t,x) =E{k(x+Cr+A7B;)eP'}. (3.39)
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est la solution (au sens de viscosité) de PEDP parabolique a coefficients homogénéisés

suivante :
d 2 d
dw(t,x) _ 1 Y Ai,j—a wit, x) +y Ciaw(t,x) +Dw(t,x)
ot 24j=1 0xi0x; i3 0x; , >0,xeRY, (3.40)
w(0,x) = k(x)
Notons que :

Proposition 3.15 (Pardoux). Les convergences en loi suivantes ont lieu sous P, pour

tout t>0

Xt

t
sup f (I+Vf)gg*sz(—)dr—Cs —0, (3.41)
0<s<t|JO £

t N A [ XE
f(I+Vf)gg* (1+Vf)" (=) ds — ar, (3.42)

0 £

N A (XE
thgg*Vh(ﬁ)dSﬁDt. (3.43)

0 €

Théoréme 3.16 (Pardoux). Pour tout t>0,xeR?, on
uf(t,x) — u(t,x), lorsque e — 0.

Preuve :
Par (3.35) 'on déduit que

N PN'q

ve :f vig(=)dss.

0 €

Par la formule de Girsanov (3.38), on peut réécrire (3.34) comme suit

t

Xf:x+ft(I+Vf)gg*Vfl(X—§)ds+[ (I+Vf)g(X—§)st.
0 £ 0 £

Pour finir la démonstration nous nous appuyons sur les propositions (3.14) et(3.15). O



Chapitre 4
Principe de grandes déviations

Ce chapitre fournit une rapide panorama de la théorie des grandes déviations.! Les princi-
paux outils et méthodes utilisés dans nos travaux y sont présentés. Nous donnons d’abord
quelques définitions et propriété basique du principe de grandes déviations, ensuite nous
décrivons les outils qui nous permettent de caractériser le principe PGD. Puis, nous nous
intéressons au comportement d’un processus vu comme la perturbation brownienne d’une

équation différentielle ordinaire.

4.1 Définition et propriété basique

Si on considére une famille de mesures (g) e Sur une tribu donnée qui converge vers
une mesure Wg, le PGD permet de quantifier la nature de la convergence. Dans la suite,
nous allons nous référer a une suite de v.a., tout en sachant que c’est la suite de mesures
associées a ces v.a. qui convergent.

Soit (X¢)g<e<1 une famille de v.a. définie sur un espace probabilisé (Q, %,P), a valeurs dans

@ un espace polonais métrique? muni de sa tribu Borélienne.

Définition 4.1 (PGD).
On dit que la famille (X¢)o<e<1 Satisfait un principe de grandes déviations (PGD) avec une

(bonne) fonction taux I:% — [0,+00] si :

d
e pour tout m=0, @, :ef{xeéy:l(x) < m} est un compact;

1 Ta théorie des grandes déviations représente un raffinement des lois limites en probabilité. Elle
permet de donner une évaluation (de meilleure qualité que celle obtenue par le théoréme central limite)
de la probabilité des fluctuations rares. Explicitement, elle s’intéresse aux événements rares et au calcul
asymptotique de leur probabilité dans une échelle exponentielle.

2 Cet espace est le support des espaces de mesures de probabilités He.
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o pour tout fermé F de &, on a :

limsupelogP (X, € F) < — inlgl(x); (4.1)
X€E

e—0
e pour tout ouvert O de %, on a :

liminfelogP (X, € O) = — inf I(x). (4.2)
e—0 xe0

St Uon désigne par d la distance sur %, alors le PGD est satisfait si :
def
e pour tout m=0, ®,, = {xe@/ I(x) = m} est un compact;
e pour tout x* €%, pour tout n>0 :

limiglfsloglp{d (Xe, x*) >0} = —1(x"); (4.3)
E—)

e pour tout m=0, pour tout n>0 :

limsupelogP{d (X¢,®m) =1} < —m. (4.4)

e—0

Remarque 4.2.

En tant que limite, la fonction de tauz est unique dés lors que X, satisfait un PGD.
o Lorsqu’on remplace les fermés par des compacts, on parle de PGD faible.

o Lorsque la fonction taux n’est pas bonne ['on dit que cette fonctionnelle est assez

d
petite. C’est le cas si @y, :ef{xeg I(x) < m} n’est pas un compact (m>0).

e Le PGD est équivalent a la proposition suivante:

—infI(x) < limiglfelog[lj> (Xe € A) <limsupelogP (X; € A) < — inf I(x), (4.5)
o £— e

XEA e—0 XEA

ou A et ;} désignent respectivement l’adhérence et lintérieur de A.

e Bien entendu, ce qui définit la notion d’ouvert ou de fermé dans un espace est
fondamental; il est donc a craindre qu’en changeant d’espace topologique, on change

la nature du PGD qu’on peut obtenir.

En théorie des convergences faibles, 'on avait vu la notion de tension (1.7). Son analogue

en théorie des grandes déviations est le concept : tension exponentielle.
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Définition 4.3 (tension exponentielle).
Une famille (X¢)e=o de v.a. d valeurs dans %, est dite exponentiellement tendue si pour

tout a> 0, il existe un compact K< (dépendant de a) tel que

limsupelogP (X, € K¢) < —a, (4.6)

e—0

ou K€ désigne le complémentaire de K dans % .

Une des conséquences de ce résultat est que si une famille X de v.a. est exponentiellement
tendue alors le PGD est satisfait lorsque le PGD faible est vérifié.

La caractérisation suivante du PGD, connue sous la formule de Varadhan-Bryc dans la

littérature, est la propriété fondamentale de notre travail (Dembo et Zeitouni [14]).

Théoréme 4.4 (propriété fondamentale).

Soit (Xz) une famille de v.a. a valeurs dans R.

Formule de Varadhan : Supposons que (X¢) satisfait le PGD avec une fonction tauz
I:R% — [0,+00], et soit ¢p:RY — R une fonction continue. Si de plus, l'une des

conditions suivantes :

lim limsupelogE [1{4,(;(6)2,1}64)(58)] = —00; (4.7)
A—+00 g0
* pour certain f>1
Pod(Xe)
limsupelogE |e ]<oo. (4.8)
e—0
Alors,
P (Xe)
limelogE |e e ]= inf {p(x0) - I(x0)}. (4.9)
e—0 xeR4

Formule de Bryc : Supposons que la famille (X;) soit exponentiellement tendue et que
pour tout ¢ € Cy ([Rd), Vespace des fonctions continues et bornées de RY, la limite

sutvante existe
(Xe)

A(g) = lim elogE [¢"<" (4.10)
Alors, la famille (X¢) satisfait le PGD avec une fonction taux I définie par:
I(x)= sup {p(x)—A@P)}. (4.11)
([)GCb(Rd)
De plus, pour tout ¢ € Cp, (R%)
A(¢p) = sup {p(x) — I(x)}. (4.12)

xeR4
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4.2 Boite a outils pour les grandes déviations

Dans cette partie nous donnons les outils les plus utilisés pour obtenir le PGD. Nous
noterons, au passage, que certain de ces outils préservent le PGD, avec une possible

modification de la fonction taux (voir Dembo et al.[13] ou Feng et al.[22]).

4.2.1 Principe de contraction

Le principe de contraction est sans doute l'outil le plus utilisé, dans la littérature, pour
caractériser le PGD pour une construction trajectorielle. Seulement, en théorie de petites
perturbations des systémes dynamiques, ce principe présente un défaut rédhibitoire?; en
effet, il repose sur un argument : le «lemme de Gronwall», qui n’est valable que pour un

horizon fini.

Théoréme 4.5 (Principe de contraction).
Soient % et %' deux espaces métriques séparables et f une application continue de % vers

@', Considérons la fonction taux I de % a valeurs dans [0;+00]
e Pour tout y de &, définissons
I'(y)= in@f/{[(x):y:f(x)} et I'(y)=+oco si @. (4.13)
X€E

Alors, I est une fonction tauz sur '

o Si une famille de v.a. (X¢) satisfait le PDG avec une fonction tauz I sur %, alors
la famille de v.a. Y, = f(X¢) satisfait aussi le PGD avec I' sur %'.

4.2.2 Caractérisation dans le cadre des inégalités de dérivation

Dans cette section nous allons explorer une caractérisations du PGD dans le cadre le plus
général des inégalités de dérivation. Nous commencerons par un résultat dans le cas le

plus simple de R, puis nous donnerons une extension de ce dernier dans le cas de R?.

Proposition 4.6.

Soit X une variable aléatoire réelle telle que [E(etX) < +oo pour tout teR. On pose

A(t) = logE (e). (4.14)

3 Si lon s’intéresse au comportement de la mesure invariante, ce principe ne s’applique plus. Les
alternatives sont soit un critére de tension ([51]), soit une description trajectorielle ([25]).
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et on définit la fonctionnelle® suivante, pour tout x € R

A*(x) =sup [tx— A(1)]. (4.15)
teR

Alors,

(4.16)

siazEX): PXza<eN@
sia<EX): PX<a<eN@

Preuve : Le théoréme de convergence dominée montre que A est indéfiniment dérivable

sur R et que A'(0) =E(X). De plus, A est convexe car I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

[E{exp (%’B t)} <\/E(e®!)E(ef?),

X+ 1
donne : A (Ty) < 3 [A(x) + A(y)] . Il en résulte que la fonction A* est positive et s’annule

en x =E(X), de plus :

six=EX): A*(x)=sup;soitx—A(D)}
six<E(X): A*(x)=sup,f{tx—A(D)}.

Alors si a=E(X), on a pour tout =0 :
P(X2a)=P(X=>ta)<e "“E(eX)=e W,

Le raisonnement est le méme si a <E(X). O

Rappelons que Cramér est le premier a utiliser cette approche pour établir le PGD pour
une famille de variables aléatoires indépendantes. Ensuite ce résultat a été confirmé par
Gartnér-Ellis dans RY, puis généralisé par Baldi dans des espaces plus généraux (voir
Dembo et al.[13] ou Stroock et al.[25]).

Théoréme 4.7 (Gartnér-Ellis).
Supposons T >0 et x € R? soient fizés. Soit {X: €>0,t€[0,T1} une famille de variables

aléatoires a valeurs dans R, issue de x. Supposons de plus :
e la fonction grx, ci-dessus, soit bien définie de R? & valeurs dans R

gr(0) = hmelog[E{e(%@rX?"ﬂ}; (4.17)
€l0

o le vecteur nul de R soit dans lintérieur de {9 eRY: grx0) < oo};

40n I'appelle dans la littérature le transformé de Legendre-Fenchel, ou de Young, ou de Cramér. Notons,
au passage, que l’on travaille avec le logarithme de la génératrice des moments, parce ’on sait que la fonction
caractéristique peut étre différentiable & ’origine sans que la v.a. associée n’admette de moments.
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e [’ensemble A:= {6 eR?: |gT'x(6)| <oo}, de frontiére A, soit d’intérieur ;1 non vide,
que Vgr.x(0) soit défini pour tout €;1 et que limg_ga |gT,x(9)| = oo0.

OeA

Alors la famille {X;"*: €>0,t€[0,T1} satisfait un principe de grandes déviations avec une

fonction taux définie par :

Irx=sup { 0,2) - gT,x(B)}, zeR?. (4.18)
OeRd

Notons qu’il existe d’autres outils permettant de caractériser le principe de Grandes Dévi-
ations. Citons : la méthode de changement de mesure employée par Donsker et Varadhan
pour obtenir la borne inférieure dans le cadre markovien; ou les techniques utilisant la
convergence des noyaux banachiques et la théorie de semi-groupe (un livre de référence
est celui de Feng et Kurtz [22]).

4.3 Théorie de Freidlin-Wentzell

La théorie de Freidlin-Wentzel étudie les petites perturbations de systémes dynamiques.

4.3.1 Théoréme de Schilder

Le théoreme suivant sera utile aussi bien aux probabilistes intéressés par les conséquences
. . . o . 5 . . 7 . .
trajectorielles de processus qu’aux statisticiens® qui s’intéressent aux poids des petites

boules donnés par la mesure de Wiener.

Si 'on consideére % = Cx([O, T],[Rd) comme ’espace des trajectoires de fonctions continues

¢:[0,T] — R4, satisfaisant : ¢(0) = x muni de la norme de la convergence uniforme :

] Ce(10,T1,RY) = OiltlgTW(t)l- (4.19)

Soit By un M.B standard de dimension d défini sur I'espace de probabilité (Q, #,P). Con-

sidérons la diffusion suivante :
X% =eB,, €=0, tel0,T]. (4.20)

On peut alors se demander comment estimer certains événements rares, c¢’est-a-dire pour

1n>0 and 7 >0, la quantité :
P{ sup |x¢|=n}. (4.21)

0<t<t

5 Ce genre de résultats peut avoir des répercussions aussi bien en optimisation aléatoire qu’en statistiques
bayésiennes lorsqu’on étudie des a priori trajectoriel, pour des estimations de densité ou des problémes de
régression (voir [33], [56]).
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On désigne par A, I'espace des fonctions absolument continues & valeurs dans R? dont les

dérivées premieres sont de carré intégrable, muni de la norme :

Il = (fOT‘Wt)rdt);. (4.22)

Dans l'ordre de donner des estimations précises, Schilder en 1966, avait établi le suivant
(voir, Freidlin et al. [25] ou Dembo et al. [13])

Théoréme 4.8 (Schilder).
La famille de diffusion (X¢) (4.20) satisfait un principe PGD avec une fonction tauz

165, si e avee p0)=0

00 sinon.

1
1(¢) = { 2 (4.23)
+

Ce résultat a été généralisé par Freidlin et Wentzell (voir [13] ou[25]).

4.3.2 Théoreme de Freidlin-Wentzell

On se donne sur R4 un champs de matrice g(x) d’ordre d x d' et des champs de vecteur
f(x), fe(x) de sorte que f; converge uniformément vers f quand € — 0. Puis, 'on considere
I’EDS suivante :

dXE = f,(X)dt + Veg (XE) dB
{ (= Je(Xi)di+ Veg(Xi)db, £€(0,1),£€[0,T1. (4.24)

€ _
Xy=x

Avec B; un M.B standard de dimension d défini sur I’espace de probabilité (Q,%,P). On
suppose que f, fe, g sont lipschitziens et bornés par x. De plus, 'on désigne (toujours) par

a=gg"* la matrice carrée inversible d’ordre d.

Théoréme 4.9 (Freidlin-Wentzell).
La famille de diffusion (Xt) (4.24) satisfait un PGD avec une bonne fonction taux Sor
définie par :

1 _ : _
Zfo '¢> s) f(‘p(s))’a—l@(s)) dt si e avee G0) = x

+00 sinon.

So,7(P) = (4.25)

O 10| 1 =(0,a716).



Partie 11

Couplage Homogénéisation et

Grandes déviations



Chapitre 5

Cas ou les effets sont équivalents

Dans ce chapitre nous supposons que les paramétres ont quasiment la méme
vitesse de convergence. Dans ce cas, les effets associés aur paramétres (ho-
mogénéisation et grandes déviations) sont quasi-identiques. Ici comme la lim-
ite du rapport des coefficients est égale & une constante positive, d la différence
du cas de Diehiou et Manga [18] quelques coefficients dépendant de cette con-
stante vont apparaitre entre les lignes. Ce chapitre reprend en détail le travail

fait en collaboration avec Diedhiou, Manga et moi [10].

Le résultat fondamental (le lemme de Varadhan) a été obtenu grace aux travauz
de Bazendale et Stroock [7].
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5.1 Introduction

Nous considérons le systeme d’EDP (1) perturbé par deux parametres strictement positifs.
Nous étudions le comportement de la solution de P’EDP au regard du rapport relatif 6/¢
entre le parametre de ’homogénéisation () et celui des grandes déviations (g), tous ten-
dant vers zéro. Nous établissons un principe de grandes déviations puis nous identifions

une barriere qui nous permettra d’analyser la solution de 'EDP.

Comme les deux parametres § et € convergent tous vers zéro, nous introduisons, sans perte

de généralités, un nouveau parametre 6, défini par 6. =98. Et I'on suppose que

Oc
lim—=y>0. 5.1
im ==y (5.1)
Il en résulte que les deux perturbations disparaissent quasiment a la méme vitesse. Dans

cette situation 1’on peut directement appliquer les calculs de [25] ( voir aussi le Régime 2
[24]).

Notre objectif est de retrouver une variante de la formule de Varadhan puis d’identifier une
barriere. Les outils majeurs qui nous permettent de retrouver cette formule sont dans le
Corollaire 1.12 de Baxendale and Stroock [7]. Sous nos hypotheses, il est difficile de donner
une limite explicite de la solution u®?(t,x) comme dans les papiers [18] ou [17]. Toutefois
nous donnons les limites supérieure et inférieure de elogu®?(t,x), qui nous permettrons

de déduire par calculs directs le méme résultat que dans Diedhiou et Manga [18].

Considérons la famille de variables aléatoires {Xf e > 0} (3) satisfaisant I'EDS :

t X;c,e,ﬁg t X;C,Eﬁs
X;C,E,(sg — x+f B€,55 ( )ds+ \/E/ o'( )dWs (52)
0 0

[ 0,

Et supposons que la matrice associée au coefficient de diffusion est uniformément elliptique.

Tout d’abord, introduisons quelques notations pour rappeler le corollaire de Baxendale
et Stroock [7]. Soient Xy, Xj,---, Xy des champs de vecteurs de classe C® définis sur 4
une variété riemannienne compact de dimension d. Soient Yy, Y7,---,Y,; des éléments de
I'espace C™ (M [Rd) et B un mouvement Brownien de dimension d. Nous noterons par od 3

et df la différentiation au sens de Stratonovich et d’Itd respectivement. Prenons x € .4
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et considérons le couple (x¢,y;) solution des équations intégrales stochastiques suivantes :

t t
x[:x+Z‘lif X (xs)ociﬁk(s)+f Xo (x5) ds, (5.3)
0 0
t t
yt:foO Yy (xs)Od,Bk(s)+f0 Yy (x) ds. (5.4)

Remarquons qu’'une équivalence au sens d’It6 de ’expression de y; est donnée par :

‘ t
ytzszo Vi (x5) dﬁk(s)+f0 Qxyds, (5.5)

ot Qx) = Yo(x) + 1 X9 Xp (Y () (), (5.6)

et que x; est une diffusion sur .# dont 'opérateur infinitésimal est défini par :
1 da
L=-) X:+Xo. (5.7)
2k=1

Définissons :

« Pour xet, ax)=Y%_ Y? et alx,m=naxn), neRe
e Pour (x,n) € M xR, or(x,m) =(Ye(x),n), 0sk<d et
d

Q(x,n) = go(x,n) + % Y (Xeok(m) (x). (5.8)
k=1

e Pour ne [Rd, Ly = L+ZZ:10k(n77)Xk et Jp élément de & (), 'espace des mesures
de probabilités sur ., tel que

Lnu 00
],,(,u)—sup{—fﬂmdu : ueC® (M) and uzo}, (5.9)

si u est une mesure de probabilité et J,(u) = oco sinon.

o P, la loi des variables aléatoires (x;,y;) prenant la valeur (x,0) au temps =0 et

appartenant & l’espace C ([0, TT;.4 x R%).

De plus, supposons que
. 1 f
A = lim - log[EPx{ exp (n,yt)}, (5.10)

existe uniformément pour x€ .4 et que cette limite est indépendante de x. En outre,

on a

d
A(m) = sup {f (Q(x,n) +1/2 Z a(x,n))u(dx) — T (W) }, (5.11)
ueP (M) | J M k=1
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ou, de maniere équivalente

A= inf {f (x,m) — Lp(x)) p(dx)
m=,.of, s ﬂ(an $(0) p(dx

. (5.12)
+1/2 ) (Xk¢(X)—Uk(x,n))2M(dx)}.
k=14
Le résultat suivant est du & Baxendale et Stroock [7]
Théoréme 5.1. (Baxendale and Stroock )
Alors nous avons
Am) = Q) +am), (5.13)
A(m) < Q) + ), (5.14)
avec
Qup = fﬁ Qx,mm, (dx), (5.15)
d
= inf {1/2 Xpp(x) — o (x,m)° + m, (dx), 5.16
a(n) ¢€égw){ k; ﬂ( kp(x) — ok (x,m) }mL( X) (5.16)
d 2
Bm = sup {1/22 (Xxw(,mx) — o (x,m) }u(dx), (5.17)
Ty (@) <oo k=1J A4

ou m, désigne l’unique mesure invariante de l'opérateur L et w(,n) l'unique ue C®(H)

qui satisfait ’équation :
u=Qum-Qu et [ udm,=o. (5.18)
M

En fin, si l’on pose

I(y) =sup{(n, y) = A}, (5.19)
n

une autre expression équivalente de 1(y) , sous certaines conditions d’existence, est

2

[(n,w - fﬂ (QUx,m) — Lp(x)) p(dx)

I(y) = supinfsup ” (5.20)
9 £ 227;1:1[ (Xep(x) — 0k (x,m)” pldx)
Vi
Alors pour tout sous-ensemble T sur %B(R%), l'on a :
iminf, o0 - loginfre 4 Po{ 2 €T} 2 —inf . 1(p), (5.21)
t t yer

1 .
limsupt_,+oo;logsupx€ﬂ Px{% € F} < —inf  I(y). (5.22)
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) _

Et pour tout ®e C(RY) satisfaisant lim|y|_,ooW 0, l'on a :
y

1 N
lim sup —log[E"IX{etq’(y‘”)}—sup {@() -1} =0. (5.23)
t—’+00x€.ﬂ yERd

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la premiere section nous établissons le principe

de grandes déviations; dans la seconde section nous étudions le comportement de la solu-

tion de ’EDP.

5.2 Principe de grandes déviations

Définissons, pour tout T>0 et xeR?, la fonction g% . par:

exp (% <6,X;’£’55>)

Pour transporter les résultats dans le tore T4, 'on définit des champs de vecteurs 61,82, ...,64

£>0, 0eRY, (5.24)

g;x(B) =elogE

~e,0 .
et US ¢ sur T4 comme suit,

orp:={or, Vo), k=1,...,d;

Lede .~ L x %0 q4fini par la projection naturelle de RY

Introduisons le tiré-en-arriere X; =X
3 (7 ¢
%)

& valeurs dans T%, qui est solution au sens de Stratonovich de ’'EDS

d
aXFe = Y o (X9 odwf + 6% (X7 di
k=1 (5.27)
Xx,s,ég :i.
0 5.

Iy . s 1 . ~,0 ;
Selon (5.1) son générateur infinitésimal —Zg_10i+08’ ¢ converge vers 'opérateur :
5 &k=

1
Ly:= ;Tr [aD?@] +(Bo, Vo) +y{B1,Ve) = Lop +y(B1, V). (5.28)

Nous désignons par m, l'unique mesure invariante associée a Ly et nous introduisons une

%0 définie, a partir d’une fonction bornée ¢ indéfiniment différentiable

modification de X;
et de différentielles assez réguliéres, par :

x,6,0¢
X;c,s,ﬁg - X;c,£,55 _ 6§ ) (Xté_) - (51)] , (5.29)
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X,€,0,
e X

2
En appliquant la formule d’It6 a (—) (p( té ), nous avons

VE
( O ) (Xf'g“se) ( X )
Ve [ [

£

fOLY(p(X“gs)ds-k—f (o, V(p)( xwe)dWS

5 xe&e t x€§£
—f By’ Ve ( )ds+ ——y Bl,V(p)( )ds.

0
(5.30)
Définissons également une nouvelle mesure de probabilité P par :
dl]fb 68 t xség
e (- [y (X aw- £ Mool (= )as) 6

Nous remplacons par X&% défini en (5.29) la variable aléatoire X*€%  alors il est connu

que g7 (0) converge vers (voir Freidlin and Sowers [24]) :

14 2
0): ={(x,0)+T inf f - ,0) =6 B;(2),0
g1,x(0) :=(x,0) + X{(peclg(w)}{uez;lgm} W(ZZ(«T;C(Z) ) =G rp(2))” + (B1(2),0)

—(B1(2),Ve(2)) + - (<Bo,9> Lop(2)) | u(dz).

(5.32)
Maintenant nous posons
1 ¢ N 2
FAOE swp [ |52 (@120 -0x01)* + (12,0
—(B1(2), V(p(Z))+ L ((Bo,0) - Lo(p(Z))),u(dZ).
Et nous définissons le transformé de Legendre-Fenchel de }2 (6) par
,(0) := sug{{@ 0') = 7,0}, (5.34)
"eR
Posons a nouveau
12,(2) =19 (?) zeRY, (5.35)

Alors par Freidlin et Sowers [24]

Théoréme 5.2 (Freidlin and Sowers).
Fizons T>0. Pour tout xeRY et0< t < T, la famille de variables aléatoires {X“ 0e , E> 0}
d valeurs dans R? satisfait un principe de grandes déviations avec une fonction tauz

Ifm(z), VzeR?. De plus, ce PDG est uniforme pour tout 0< t<T et x € R
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Par la suite, posons

T
f B2 ((P (s)) ds si @ différentiable et ¢(0) = x,
0

SS,T(‘P) = (5.36)
+00 sinon.
Le résultat suivant établit le PDG au sens des trajectoires [24]
Théoréme 5.3 (Freidlin and Sowers).
Alors pour tout sous-ensemble borélien A c 9B ([0, T],IR”Z), nous avons
liminfeloglP{Xf‘g"sf EA} > — inf S5 7 (¢), (5.37)
€l0 o
PEA
limsupelogIP{Xf’g’af EA} <- infS% (). (5.38)
€l0 peA
Maintenant, définissons la constante C suivante :
Ezf c(z)m (dz). (5.39)
T4

Nous pouvons établir 'analogue de la formule de Varadhan [13],

Théoréme 5.4 (résultat fondamental).
Soit ¢ un élément de C® ('I]'d) et D un sous-ensemble borélien de C ([0, t],le). Introduisons

les constantes suivantes :

_r. 2
a(y):= ” (pe(,g‘}{‘vd){\[‘ﬂ'd ||0(z)V(p(z) || my(dz)}, (5.40)
B(v) = Y inf sup {f ||0(Z)V(p(z) ||2,u(dz)}. (5.41)
2 9eC>(T9) yegp(Ta) \JT4

Alors

liminf, o elogE

5 N R
ﬂD(X;"E'S)eXp{EfO c( ., )ds}
s 1 t X;c,e,ﬁg
Tp (x; )exp{zfo c( ; )ds}

Preuve : Comme les parameétres §, et € convergent a la méme vitesse, dans cette situation

= tE—inf¢€6 S5 () + ta(y), (5.42)

< tC~infy 555 () + tf(y). (5.43)

limsup, |, elogE

le parametre y affectera certains coefficients entre les lignes (ce qui engendra des biais a
lanalyse de 'EDP). Par la suite, nous rappelons que les fonctions o,B%% ¢ sont assez
régulieres et sont périodiques de période 1 suivant leur premiere variable, de plus elles

sont bornées et de différentielles bornées dans le tore T4. Alors il existe des constantes :

(9}

ko<é<k;, et ky<(V:By)<ks. (5.44)
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ou ¢ désigne la solution de ’équation de Poisson :

Lyé+c:fw c(zmy(dz). (5.45)

—x,,0 1
Posons X, :=

[

(B

= —Xf'g'§f, nous avons par ’application de la formule d’It6 :

) X;C,E,&g | x 3 5, t R X;(,E,Jg 5, t R X;r,e,&.g
(Sl -t [ vo (5 )ase & [[oval =) aw

5 X€§g t Xxyfﬁs
—f 8 € V ( )ds f ( > )ds+ tf c(z)my(dz).
0 O T

Comme Bg’éf est négligeable, alors

E

x exp

x exp

x exp

avec

@ 1= ex ( f (o, VC)(X“%)dW
dp P £VE 8¢ s

t x,€,0¢ t x,60¢
Tp (x xme)exp{ifo C(X; )ds” sz{exp(i(%—Y)fO <B1,Vé>(xs6‘ )ds)

162 1 o [ X0
-—ff ||aVc||2( ds
28 Jo 8¢
5012 Xf‘g’af X
()54
& 55 55

)}d@

Zf C(Z)my(dz));

eJ1d

x,€,0¢
- —f loVEl? (X5 )ds),

borne sup : en utilisant les estimations de (5.44), nous avons

E

t x,6,0¢
Tp (X% ) exp { Efo c (X; ) ds}

sexp{—ko (%)2+ kgi (i y) t+ ﬁ@t} x I]f"(Xx,e,zSg cD

ey

xexp(ffdc(z)my(dz)).
eJT

Remarquons que Xxg(s est la solution de 'EDS :

et [ o o

O ~ X
0= B+ 2 (g vy, et W=
£

Wi —

x,€,0¢
aV (X )ds.

£

Ef

Clairement, sous la mesure de probabilité P la fonction taux est S%Y ;- Alors

limsupelogE
€l0

1 t X)cez?;L
‘[lD( xEﬁs)eXp{Eﬁ) C( 5

)ds}] < (C— inf S5 () + tB(y);
$eD
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borne inf : pour l'autre inégalité, tenant compte de (5.44), on peut constater que

1 [t [ xFeoe PRY: 16,
ol [ ol on AL
2 t x,6,0¢
< [ exp| 2 | novenze X as|ap
P\ =
D 2e” Jo Oe
e (tf c(2ym,d ))
X €X] - Z <
iz ], .

o oty (4« ot (1) 1+ S22} b 05

€ ey

E

xexp(ffdc(z)my(dz)).
&JT

Et nous terminons cette preuve, en notant que :

t x,6,0¢
Tp (x5 ) exp { ifo c (X; ) ds}

> (C— inf S§ () + ta(y).
peD

liminfelogkE
€l0

5.3 Etude de la Convergence

£,0

Dans l'ordre d’analyser la solution u®°¢ nous utilisons un représentant probabiliste cons-

truit a 'aide de la formule Feynman-kac,

t Xx,e,ég
5 %f C(—S ,st’s’ag)ds
ut®(t,) =E | g (X7 )e"Jo o : (5.46)

Ol Y9 est la solution progressive et mesurable associée aux EDSR définies par Pardoux
et Peng [44] :

t X,€,0 t
. X »&,0¢
st,&‘,ﬁg — g(X;(,E,ég) + %f f( r5E ,er,e,ﬁg) dr — \}Ef Z;c,e,ﬁe aw,
S S ,0<s<t.

{[

Ot le générateur f est défini par : f(x,y) =c(x, ).y, xeR? et yeR.

(5.47)

Z;(,e,&e

2
dr}<oo

Comme Yox

&0 _ ue (¢, x) et que 0< YOx'g'ég <1v g. alors nous introduisons
0% (t,x) = elog us% (1, x),

en parallele des travaux de Pradeilles [49], ’on observe que les v&%(t, x) sont solutions de
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viscosité du systeme :

ove0e 1 2

1:% (£, %) = Le,agvg’éf(t,xﬂi'va"sf(t,x)a(é—i) +c(é,u£'5f(t,x))

v¥%(0,x) = elog(g(x)), x€ Gy (5.48)
l[in(l)v‘g"s*?(t,x) = —0o, x e RN\ Gy.

Comme le parameétre y apparaitra dans certains coefficients quand € tend vers zéro, nous
renoncons’ & I’étude du systéme (5.48). Ici, nous utilisons une approche de calculs directs
a la Freidlin [25].

Remarque 5.5.

St hﬂ)l elog uE”S(t, x) <0, alors pour tout € assez petit, il existe une constante C >0 telle que
&

C
ue9(t,x) < exp (——),
€
¢ £,0 _ Yx,s,ﬁg I . Ye,()‘,x >E Xx,£,65 d I
et comme u“°(t,x) = 0 , lona : Y, =k g(X; , de plus
limeloglP{Xf’g"sE € GO} <0.
€l0

Désignons par Z; 'ensemble des temps d’arrét, et ©; le sous-ensemble de Z; tel qu’il existe
O vérifiant pour tout ¢ € C([O,oo[, [Rd)

7(@) =inf{s < t: (1~ 5,0, € [0,00[xC([0,00, R},

avec la convention inf@ = t.

T est bien défini et appartient X;, et @ est 'ouvert associé a t.

Posons & = {(t, x) ERT x RY: % elog ue”s(t, x) < 0}.
€

Proposition 5.6.

Nous avons li%l ug’a(t, x) =0, uniformément dans tout sous-ensemble compact X de &.
£

Preuve :
Nous savons que % elog ug"s(t, x) est continue, puisque ue(t,x) Vest. Soit & un sous-
ensemble compact de & par la remarque ci-dessus, il existe une constante C > 0, telle que
V(6,%) € X,

lim elogu®?(t,x) < —C.

€l0

L En fait, il faut une certaine dextérité en mathématiques pour établir la convergence de ce systéme.
Et au cas échéant, I’on retrouvera les mémes difficultés rencontrées a l’identification de la fonction taux.
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Il s’en suit qu’il existe € » tel que

£,0 ¢
Yo<e<ey, V(LX) €L, u® (t,x)<eXp(——)-
€

Posons

Vi(t, x) = inf sup{(C+a(y))T Sor (@), @o=x, @;€ Gy, (pEC([O t], [Rd)}

1€0; ¢

Vi(t,x) = inf Sup{(6+,3(7/))1—80,((p), @0 = X%,¢; € Go, (pEC([O, t],Rd)}.
T€O, @

nous pouvons constater que
Vi(t,x) < Vo(t,x) <0.

Proposition 5.7. Alors nous avons

Vi(t,x) Sli_melogue"s(t, X) s%eloguf"s(t, x) < Vo(t, x).
€l0 €

Preuve : On a,

t
Y“‘Sexp(l c )dr)]
€ 0
t x,6,8
om0
eJo

( ) Vxeoeo} Yr=1} P(f(xa)d)]
Yseaulrd @[ o[ 55)

Selon le théoreme (5.4), nous pouvons observer que

Yx55 E

<E

+E

lvg [{ }expi

<(1vg)E

ﬁslogu&‘s(t, x) < inf { (E+ ﬁ(y)) T —1infSpr (@), po = X, € Gy, e C ([0, t],IRd) }
7€, ¢

€lo
Pour l'autre inégalité, nous définissons

€,X,0

T(p) = 1nf{0< s<t:limu”

(=5, > —a}, a>0,
elO

alors 'on a 7(¢) < t. Choisissons ¢ telle que

(C+ptn) 7~ intSor () > V(2,0 -
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Soit B €]0, t—1(p)[ tel que pour tout se [T(p),T(p)+ Pl,

Sa 3a
—— <limu®®(t,x) < —=—.

€l0 4

T étant semi-continue supérieure, alors il existe 1> 0 tel que
||1,l/—<p||ﬁ = sup |y, —@sl<n= 1Y) <1(p) + P.
s€(0,1]
Posons a nouveau u* (¢, x) =limelog u€(t, x). et choisissons 1n >0 tel que

lv-ols<n=Vselo,t@+pl, |u(t-sw)-u(t-sp5| < %

alors 'on a

Yxeﬁ_[E

x,6,0 1L [T@B (Xl x,6,0

Ymp +ﬁexp(8f0 c 5 Y, ar
TP [ xres

Y %60 r ,Yx,£,6 d

T(p)+p {IIX olly<n} X ( j(; C( s 7 ) r)]
T(p)+B Xxez?

Yx£6 [ Yx£6 d

T(@)+f {IIX <l’||15>77} ( 0 o '

566 TP (L yres) g
T8 || X y<n} ( fo C( s T ) r)]

Choisissons 1 > 0, pour € > 0 assez petit, alors la proposition (5.7) reste vraie, et par le fait

=E

+E

=F

que la fonction c¢ est continue, on obtient

YGJC(S >E Yxe& 1[T(<ﬂ)+l3 x3es P
° w+b {Ix-gl, <} SP\ZJ, €\ T5 TN

Ainsi, nous déduisons

0 (6,0 = sup{ (C+ @) (1) + ) = Soxtpop W), v =, | X =]y <} -2a,
d'ott

Va,f>0, u*(t,x) > (E+ a(y)) (1) + ) =~ infSor(+p) 202 Vi1, ) ~3a

De plus nous avons

u*(t,x) = Vi(t, x).

Ainsi, nous avons :



68 5.3 ETUDE DE LA CONVERGENCE

Remarque 5.8. Nous avons
limu®?(t,x) =1,
€l0
dans tout sous-ensemble compact de {(t, x) € [0, +oo[ xR : V4 (¢, x) = 0}, et

lim u%° (¢, x) =0,
€l0

dans tout sous-ensemble compact de {(t, x) € [0, +00] x R% : V, (¢, x) < 0}.



Chapitre 6

Cas ou le PGD D’emporte sur

I’homogénéisation

Dans ce chapitre nous supposons que le paramétre des grandes déviations con-
verge plus vite que le paramétre de I’homogénéisation. Dans l'ordre d’établir
le principe de grandes déviations, nous allons fixer le paramétre & dans un
premier temps. Ft aprés avoir utilisé les techniques de grandes déviations,
modulo une petite variation de €, nous laissons tendre § vers zéro dans un

second temps. Ce chapitre reprend en détail nos derniers résultats [11].

Les principauz outils utilisés sont la formule de Girsanov et les bornes des

noyauz banachiques de Norris Stroock [39].
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la situation ol € converge plus rapidement que
6. Dans ce cas les techniques du principe de grandes déviations prévalent sur celles de la
théorie de I’homogénéisation. Ici, nous adoptons les mémes outils utilisés par Freidlin et
Sowers (Regime 3) pour établir le PGD. Nous utilisons une analyse trajectorielle directe
plutét qu'une caractérisation dans le cadre des inégalités de dérivation au moyen du log-

arithme de la génératrice des moments.

Soit a une R4 x R%-matrice inversible et 0 € IRd, introduisons la norme |.|| ;-1 définie comme

10141 = 1/(6,a"10). (6.1)

Soit Q la forme quadratique suivante sur RY,

suit,

Q) =(v,av), (6.2)
et soit Q* la forme conjuguée qui lui est associée définie par : (voir Priouret [50])
Q*(U):sup{Z(t, v)—Q(t):tElRid}. (6.3)
Il est bien connu que si a est inversible alors,
Q*(w) =(v,a”'v). (6.4)
Notre hypothese majeure pour § = ¢, est la suivante
lim — = +oo. (6.5)

alors € converge vers zéro suffisamment plus vite comparé & 8,. Nous fixons' 8, en premier
et nous compilons les calculs pour une petite variation du coefficient € puis nous laissons

tendre 8, vers zéro dans le résultat final.

Pour obtenir la borne inférieure nous utilisons la formule de Girsanov en créant une nou-
velle mesure de probabilité PP dans le but de lui transférer le PGD satisfait par les processus
de diffusion sous la mesure initiale P. Pour la borne supérieure nous faisons appel aux

estimateurs des noyaux banachiques de Norris et Stroock [39].

1 Evidemment, une variation de € engendre des excitations sur §.. Mais nous considérons ces excitations
insignifiantes au regard de notre hypothese majeure. L’introduction de ¢ est juste une convention dans
une optique de simplification.
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Nous introduisons quelque notation que nous utilisons pour faire appel aux noyaux ba-
nachiques. Soit £ un opérateur différentiel du second degré sur les fonctions a valeurs
dans R?. Pour la symétrie maximale des opérateurs adjoints dans L? (de carré intégrable)

nous notons £ sous la forme :
L= (V,a(x)V) +{ab(x), V) —(V,abx)) + é(x). (6.6)

Les coefficients @, b, b, ¢ de & sont des applications mesurables sur IRd, a est a valeurs dans
'ensemble d x d-matrices symétriques et définies strictement positives, b et b dans R? et
¢ dans R. Nous nous intéressons aux semi-groupes Py, pour t < u, associés a £ et leurs
noyaux de transition p(t—u, x, y), appelés noyaux de chaleur associés a £. Alors, au moins

formellement, nous avons

0
—+%\|\P;,=0,
(0t+ ) b

lim Py, = I (identité), (6.7)
—U

(Prug) (x) = fu@d p(t—u,x,y)@()dy (pour ¢ est une fonction test).

Notre objectif est de trouver la borne supérieure de p(f—u, x, y) suivant la stricte uniforme
positivité de a et la régularité des autres coefficients : pour simplifier nous supposons qu’il

existe des constantes A <1 et A =0 telles que, uniformément sur R?

Iy<asMg, et |blg+]|b|,+lcl<A. (6.8)

g

ou les bornes de a sont atteintes dans le sens de la symétrie, et ou [|bll;:= (b, ab).
La borne supérieure que nous avons obtenu, a été exprimée en terme d’énergie fonction-

nelle. Pour ¢ < u et pour x, y € R%, nous définissons cette énergie par :

. 1%y . - 2
Et—u,x,y):= ¢e£¢1(2£,x,y)2ft ¢s—a(b-Db) (s P ds, (6.9)
ol
Uy . 12
d(t,u,m,y):={¢€C([t,u];Rd):(pt=x, (pu=yandf O ds<oo}. (6.10)
t

Le résultat suivant est du a Norris et Stroock [39]

Théoréme 6.1 (Norris et Stroock).

Supposons que les fonctizons a et b—b sont uniformément continues. Alors pour tout
a

1
a e (5;1) satisfaisant > A%, il existe une constante Cqpq >0 telle que pour tous

2a-1
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t,uelR avec t< u et tous x,yEIRd, l'on a

d
Ca,rd [1+A(u— H+E(t— u,x,y)]Tl—l ) 2
u-—t

plt—u,x,y) S(
(6.11)

xexp{—é"(t—u,x,y)+(u—t) sup (% ||b—l_)||2+é)(z)}.

z€eRd

Ce chapitre est organisé comme suit, dans la premiére section nous établissons un PGD

et dans la seconde nous étudions le comportement de la solution de 'EDP (1).

6.2 Principe de grandes déviations

En conséquence de (6.5) 'on remarque limgjo B&% = By. Par suite, pour I' >0 et ¢ €
C([O,F];Rd), introduisons V,. la fonction définie sur R x R4 — [0, 00) par (voir [25]) :

r .
V.(y,2) = inf f V((P (S)vBl((,b(S)))dS, (6.12)
¢pec(o,r1; RY) Jo
¢0)=y, p(IN=z
ou ,
. 1 . _ . 1 .
v (¢9Bl(¢)) = £<¢ -Bi(¢),a” ' (@) [(P -B (<P)]> =3 ”‘P ~Bi () ) (6.13)
Soit g5 : RY — [0, c0), 'application définie par Freidlin et al. [24] comme suit,
- im L d
Z4(2) —Fl_lglooFVF (orz), zeR. (6.14)

Par Freidlin et al. [24] nous savons que la famille de variables aléatoires {Xf’f’afz £> 0}

(3) satisfait un PGD avec une fonction taux I3. = définie par :
13.(2) = ng(?), zeRC. (6.15)

Comme la proposition 4.6 dans [24] travaille dans le sens d’une approche de limite projec-
tive (voir Dembo et al. [13]) alors nous adoptons la méme démarche pour établir le lemme

de Varadhan. Donc, sans perte de généralités, 'on prend T =1.

Introduisons la fonction C: R? — R définie par :

ze R, (6.16)

—l(z) )

C(2):=cl2) - é 1B (2113

Nous pouvons maintenant établir le PGD dans ’espace des trajectoires.

Proposition 6.2 (borne inférieure).
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Fizons xe€RY et soit ¢ un élément de C(Rd,R+). Alors pour tout ouvert G¢< R4

{; [RE= ds} _
liminfelogE |1 (x;<)el 0 >sup{C(2) - I} ()} (6.17)
t

zeG

Preuve :
Nous utilisons la formule de Girsanov pour établir ce résultat. Soit ¢ une fonction sur R?
telle que

o] + Vo) | + | D*px) | < M < +00, VxeR?. (6.18)

Par I'application de la formule d’It6 & £2¢ 'on a :

el

t £2 5 &3 9 X £2 t XSx,&&s
=f0 —[—<V¢>,BE >+ETr(aD <p)]( . )ds— eﬁfo nga( . )dWs-

8¢ e 6 €

(6.19)

Faisons un changement de mesure de probabilité en introduisant P sur (Q,%) comme

il { - Ve f 1V</> (Xfm)dw a f 1||V¢||2(X§YEY§€
—=expy— — o ——
dapP P 5. ‘ 0 5. 262 Jo a\ &

suit,

)ds}. (6.20)

Puis posons,

t Xx,e,(?g R
Yf=f c( 86 )ds et Vi=Vf-¢
0 :

R

O 8¢

Selon (6.21) il n’est pas difficile de voir que Y/ et ?tf sont indistinguables. Par suite, nous

remplacons Y€ par Y¢ et par la forme quadratique conjuguée Q* définie en (6.3) nous

1! X;C,S,ﬁg
e, "))
toep (1 [ oo (52 (£22) o

£

avons

2 3

¢ == (vppetey = —{e(aig)-evol}
6 a

I 262

[E[ﬂgei?f] -t

>f

2

; . X;C,E,(Se
XCXP(_EIO [(Eg_g)sup{||V¢||i}+Tr(aD2¢)]( 5 )ds)

1 x,6,0¢ 2
1 1 .50 1(X e ,
Igex -f [c— 1B ds—— (e-es) M’ |,
G p(a 0 2 a! 5 262

M =Mxa ou a désigne la constante d’ellipticité.

>f
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Par ce constat, nous déduisons

elogE {lexp(-11)} = f[E[c——nB*’@fu ](X:&t)ds—z%sz(sz—sﬂ)M'

€

+ Elog[P{Xx'g"sf € G}.

(6.22)

Fixons z€R% et @ > 0 et soit € > 0 assez petit de telle sorte que G contient le sous-ensemble

{z’ eR? : ||z'—z” S(D6£r}.

Choisissons une fonction ¢ € C ([0, 1],|Rd) telle que @(0) = x et ¢(1) = z. En plus, prenons &

I
tel que 0 < e < ¢ alors nous observons

0

{Xx’gﬁg € G} = {“Xmés - Z“ = 0)68} - {“Xx’gﬁs C(10,11,R4) =@ g

“ 1
X;c,e,ﬁgzx(x’“é (t)) O<t=<l.

Remarquons que

XEE0 (p)
O O

fIs =0}

Et dans cet ensemble, en utilisant la semi-continuité inférieure de ¢, 'on a

1 x,6,0¢ 1
f C(Xs )dsz inf f ((p()+w( ))
0 Ge } 0 Oe

{”w”C(IO.I],Rd) =0
1
[foe
0 [

et par analogie (pour le détail, voir [24])

J e s [55)es

0
< (D—} = { sup
C([0,1,R%) VE 0=r=<1

@(s)
< (1+m)[ 1B1I2., ( -
0

@(s)
( o + w(s)) ds

)ds+q§(£,@),

{”wnc([o 1, Rd) ‘D

£
avec

P(e,0) =K (1+x0) x  sup (—||Bo(y)||+”Bl(y) Bl(y)H)
yyy Rd E
Jy=v']=e

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)
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Avec (6.22) nous utilisons les inégalités (6.26) et (6.27)

1
1ye 8¢ 1
elogk [1](;6é b ] > 68,[0 [c— 5(1 +x®)| B; IIZ,I] (w()ds

3
—l0(e0) — 0 - —— (2=ex1) M’ (6.29)
2 262

£

+elogP (Xx";"sE € G) .

Observons que P et P ont la méme fonction taux car la dynamique de (3) peut étre réécrite

comme suit,

t x,6,0¢ t x,6,6¢
X X R
x50 _y= | oo ds+vVe| o dws,
t
0 O¢ 0 [

ou
e\e

£

R > t Xx,s,Eg
f% = B9+~ (g,Ve), et Wf:zwt_;_[ Uw( S )ds'
e JO

€

Par (6.29) on peut déduire que (laisser en premier @ — 0 puis laisser € =0 )

1 X,€,0¢
{1[ 6(7&5; ds} .
liminfelogE |16 (x7<%) el 70 > sup {C(z) - If}x(z)}.

€l0 zeG

O]

Soit {Pf s E< s} le semi-groupe sur B (Rd), I’espace de Banach des applications mesurables
et bornées & valeurs dans R%, défini par 'adjoint de Les,. Avec nos hypothéses sur la

matrice a, il existe un noyau de chaleur p®(s—t,z,y) tel que

(PE,¢) (z):fw Pis—t20)pmdy, t<s zeR?, peB(RY). (6.30)

Dans l'ordre de définir le noyau de Feynman-Kac, nous introduisons Pf‘g le transformé de
P} ; conjugué a un potentiel © € Cllj (R4 x Rd,[R), I’ensemble des fonctions différentiables et
bornées sur R, x R? & valeurs dans R, dont les différentielles sont bornées et continues sur

R4. Soit O =0(s,.) et considérons le semi-groupe
PP =e O P (6.31)
Alors le noyau de Feynman-Kac correspondant & Pf"? est défini par

p®(s—t,z,y) =e @@ pf(s—t,21)e>W, (6.32)
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Comme dans [24] nous observons que (pour plus de détails, voir le corollaire 10.3.22 [54])

: tc i ds) oe ) 2
E 1]A(Xf'€'5f)e( fﬂ ( O ) =f p(7) ¢ ((ﬁ) t,z,i)dz. (6.33)
ZEA/(Sg ~—— 55 €
ceci est p®

Avant de continuer, donnons quelque notation en tenant compte des coefficients de Norris

et al. [39] et quelques calculs a retrouver dans Freidlin et al. [24].

a®(z) = ia(z), (6.34)

@)= (%) a @B () -Ve(),  (6.35)

£

5O (2) = — (6—) a  (2)B%(2)+a ' (2) (div a)* () +VO(2),  (6.36)

&

®(2) = —é (‘%) (divB*®) (2) + ©(2) + IVO(2) 2 + (a®(2) (b° - °) (2), VO(2)).  (6.37)

Maintenant, comme dans (6.9), nous donnons la fonctionnelle d’énergie &O9(s—t,z, V)

pour t<s:
S . N 2
&59(s—t .= inf lf —(a®[b° - B® d
(s=t:2) pec(ion ) 4 |# -1 ]
o(t)=z
$0)=y

Proposition 6.3 (borne supérieure).
Fizons x€R? et soit ¢ un élément de C(Rd,R+). Alors pour tout sous-ensemble fermé
FcR4
1 X,€,0¢
{i[ C(LSB ds}
. 0 € = 3
limsupelogE | 1g (x7%¢) e < sup {C(z) - Il,x(z)}

1
€l0 z€F

Preuve :
Par les estimations de Stroock Norris [39] il est connu qu'il existe des constantes K, Ky, Kz

positives telles que :
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p®(~t,z,y) <K

d

2 ~ 2 >

(l—tsupzmd{||be||ao+||b@IIae+|c®|}(z)+8€'@’(t,z,y) ) 2
-t

-89 (t,2,y)— SUp, pd (®+||V®||i@ +(a®(b9—f7®],v®))(z)}
X

Q

Xe{ £50p, (1% +5° o -1 (2 (aivoc) o) (6.38)

for all t<0; for all y,zERd

a
( t 2o (21 +supzmd)e+||ve||i@+<a@(b@-5@),ve>\(z>]+£€'@<az.y>)2
-1

{ &9 (t,2,y)~ tsupzeRd(®+||V@Hi@+(a@(b9—39),V®))(z)} {—Kz(%f+l)t}
x e x e .

Avec (6.33) puis par un changement d’échelle, 'on a

1L (xee 2e)e ((vE)
TR I P M e

€

E

Nous allons procédé comme dans Freidlin et al.[24] (régime 3) et nous remarquons, ici, que
le noyau de Feynman-Kac p® n’est pas une densité contrairement au noyau de chaleur p.
Toutefois nous allons observé que les calculs associés aux estimateurs de Norris et Stroock

dans (6.38) sont indépendants de VO qui lui méme est borné.

En effet,
\/E 2
€ z X € TE . be
&9 (_ (i) — _) = -f ‘ P(s)— ( B 1+ qve-1(diva)* )(d)(s)) ds
be 6: 6 2 € al(¢(s)
2
1( 6, £ . €
=- (—) —(/)(s)—(Bﬁ'ﬁs_—(aV@—%(diva)*))((b(S)) ds (6.40)
2 \Ve e 0¢ a (¢(s)
§L 2
f Y(s)-Bo0% (y(s)—— {aVG—*(leﬂ) }(U/(s)) ds.
O¢ a l(y(s)

Par suite, on a

. £,0 Ve 2 x 3
lime& W5 s =17 ,(2). (6.41)
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Par la régularité de VO et a, il existe une constante K] telle que :

R 1 8 1
(@+||V®||i@ +(a® (@) (b°-1°),ve)) (2) = (®+— ||V®||i—<(—BE'5€+aV®——(diva)*),v®>) (2)
&€

@+2 Ivel _—<366e ve>) (2)+K]

IA

1
®+21nf @EW(IIV@H —2— (1355& ve)))(z)+K{

: (6.42)

<(
<

< (@—2 SUPyepd (2—<B£ s vo)-|vel| )) (2)+ K3
(

< (o- ZQ*( “5eoe)) (2) + K]

5s

1 2

e- Bede

1)(z)+K{.

2 8 a~

; , . VE)? 5. )2
L’on replace dans (6.38) ¢ et ©(z) respectivement par —(6—5) et (?) c(z) alors nous

avons

1 X,6,0¢
4
0 e = 3
limsupelogE | 1g (x7%) e Ssup{C(z)—le(z)}.
£l0 z€eF ’

Définissons,

T .
f B (¢ (s)) ds si ¢ différentiable et ¢(0) =
Sg,T(¢) =

+o00 sinon.

Le résultat suivant établit le PGD dans I'espace des trajectoires

Théoréme 6.4 (résultat fondamental).
Soit D un sous ensemble borélien de C ([0, T];Rd) et ¢ un élément de C(Rd,[R+). Alors,

T X,€,0
{;[ C(X%” £)ds} T
, U - sup ] fo Clpsnds -3 1@},

$eD
T X,E,0¢
HNCSE
limsupelogE | 1p (x3<%)el 0 < sup f C(p(s)ds— SST(¢)}
€l0 ¢eD

llrnl(l)nfslog[E Ip (xp%) e
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6.3 Etude de la convergence

La formule de Feynman-Kac implique que la solution de I'EDP (1) obéit a ’équation

X,€,0¢

t
%f C(XS,;E ,st"gﬁs) ds
u®% (t,x) =E | g (xr%) e Jo : (6.43)

ot Y*&0 est la solution progressive mesurable associée aux EDSR introduites par Pardoux
et al. [44] :

t t
X,€,0,
YSXy£}5£ — g(X;C,E,ﬁg) + %f f(xr55 £ erny,&E) dr — \}Ef Z;C,E,&Edwr
; s S ,0<s<t.
N

Ou le générateur f est défini par : f(x,y) =c(x,y).y, x€ R4 et yeR.

(6.44)

Z;\’yE,58

2
dr}<oo

Comme

YOx,e,(Sg — ue,ﬁg(t’ x) et 0< Yox,s,ég <1lvg.

L’on introduit v (t,x) =¢log u9 (¢, x). Par Pradeilles [49], on a les v&9 (¢, x) sont solu-

tions de viscosité de :

61/8'58 5 1 5 X 2 X
(£, x) = Lg s, v (8, x) + = |V (£, x)0 | — +c|—,u% (1,x)
at 2’ € 65
&0 (0, x) = elog(g(x), x€ Gy (6.45)
lilr(r)l Ve (¢, x) = —o0, x e RN\G,.
r

Dans ce qui suit, nous allons étudier la convergence de ce systeme. Avant, définissons une

distance sur R, x Rd, pour (t,x),(s,y) Ry x R4 par :

d{(tvw)a(*S?y)}:max{lt_‘g"”x_y”}'

Et posons,
v(t,x) :limsup{v‘""sg (5,9): (s,y) € B((t, x),n)},

n—0
v(t,x) :limiglf{ v (s, ) (s eB(, x),n)}.
T]—)
Pour x,0 € R%, désignons par H (x,0) I'Hamiltonien associé au Lagrangien L(zx,0) suivant:

L(z,0) := %<9,a(x)0> +(B1(0),0) +C).

L’on remarque que :
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o L(x,Vy) est la limite quand € — 0 de l'opérateur suivant :

1 1 X 1
L& (x,Vy) = ee e V02 [Lg'gg +-c (6—) ecVt?  yzeRY;
£ 3

« la fonction propre correspond a L(x, V) associée a la valeur propre H (x,Vy) peut

étre choisie strictement positive.

Théoréme 6.5. U et v sont sur et sous-solution de viscosité du systéme :

a
max|w, — (t,x) - H(x,Vw)|=0 xeR¥ t>0

6
w(,x) =0, x€Gy (6.46)
limw(z,x) = —oo, x€RY\Gy.

Preuve : Nous adoptons les mémes techniques utilisées dans (Pradeilles [49]).

* Nous considérons en premier v. Soit ® =V une fonction réguliere telle que ®(ty, xp) =

V(ty, Xo), et (g, Xp) un strict minimum local de ® —7.

Soit ¥ > 0 la fonction propre correspondante a la plus grande valeur propre de H(x, V®(fy, Xo)).

Maintenant considérons la fonction-test suivante :

DF (L, X¢) = DL, Xe) —eln (w(x)) (6.47)
dont la limite est
lif{)l(bg(ts,xg) =D(tg, Xp). (6.48)
&

Il existe une suite (f, x¢) qui minimise localement ®¢ — ve0 et qui converge vers (fp, Xp).

Par (6.47), on observe

0D (t,x) _ 0D(t, x)

or ot ' (6:49)
D (t, x) = DO(t, x)—— ( ) (6.50)
v(z)
-\2 Dy (& -\2 Dy w|E
D2®£(t,x)=D2<D(t,x)—(£) &%%) ( ) (6) (6.51)
Jovlg) v(3)
Avec le systeme (6.45), 'on tire
O %) = Loy 0%t )+5qu>g(t ) (x— ° (x— &0e (¢ )) (6.52)
ot e Xe) = Leg, e Xe 5 e Xe)O 5. 4 5. u erXe) |- .
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Puis par (6.50) et (6.51), nous avons

Le s, ®°(t,x) = B ( )qu x)_l(i)z Tr[a(‘s_i)Dzw(‘%)] + Ty a(i)chb(t x)
: 2\5. w((si) 2 5e
2 (ov().az)Pv(5)) . (8 (5).0v(3))
R A T N
) Ces termes servent a appeigr la forme quadratique Q*
(6.53)
Et 'on constate que

1 X 2 1 X i

—Hvtbg(t,x)a(—) =- (—) DO(t, )—— % H'

’ 2 e o (%) (6.54)

:é” (i)DcD(t 0l +o(1).

, D
Posons y, = et 0= — 1//(%:), insérons (6.53) et (6.54) dans (6.52) alors nous avons,

B, o W (Ve)

6_q)(tg,xg) < %”‘T(J’f)Dq’(tE»xs) 2‘//(3’8)+<Bg'65 (ve), D (te, X)) Y (¥e)
ot W (Ye)
QY e) + {3 (a(ye) 0e,0c) (B (1) 0) b (ve)
+ +0(1)

v (Ye)
"W (o) + (B (1), DO (1, x0) ) ()

Y(ye)
CYW(Ye) = & 5upg, cqa {2 (B (1), 0c) — (@ (ye) O, Oe) fw(ye)

p(ye)

"W (o) + (B (1e), D® (12, x0) ) ¥ () + COw (ye)

W (ye)

Lo (ve) D@, )

IA

+o0(1)

+

%”‘7 (e) DO(te, x¢)
+0(1).

IA

(6.55)

Alors si (g, x¢) converge vers (fp,Xo), , 'on a
fh]0) L (x, D® (ty, x0)) ¥ (¥0)
— (tp, X0) =< ( 0. X0)) ¥ (Yo
ot v (Yo)
< H(x,D®(ty, xp)) .

* Considérons cette fois-ci v. Soit (#p, xp) € R x R? tel que (g, Xp) < 0. Soit ® < v une
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fonction assez réguliere telle que ®(ty, xo) = v(fo, Xo), et (%o, Xo) un maximum local de ® - v.
En prenant la méme fonction-test ®¢ définie ci-dessus. Alors, il existe une suite (g, x.) qui

maximise localement ®¢ — &% et qui converge vers (fy, Xg). Par analogie, on a

0P
E(l‘o,xo) = H (x, DO (1, x0)) .

]
Introduisons quelque notation
P2(t,z,y) = inf{Sglt((p) : @0)=x and @(1) = y}, (6.56)
p?(t,x,Go) :=infyeq, p(1,X, ), (6.57)
t_
Ryt (¥) ::fO Clp(s))ds—S3 (), (6.58)

V*(t,x):=inf;co, sup,, {RO,,((p), @0)=x, ¢(t) € Gy, peC([0, t],IRd) }, (6.59)

ou 0O est I’ensemble des temps d’arrét qui sont plus petit que ¢ définis a ’aide d’un ouvert

@ contenu dans [0, t] x RY, i.e.
T(p):= min{se [0,2]: (t—s,¢(5)) e@}. (6.60)

Sur ce, on peut énoncer un résultat d’unicité (voir Pradeilles [49])

Théoréme 6.6 (Pradeilles).
Soit u et v des sous et sur-solution de viscosité de (6.46). Supposons, de plus, que pour

tout (t,x) € R* x R?
—p?(t,x,Gp) < v(t,x) < u(t,x) < rnin{ft—p2 (t,x, GO);O}. (6.61)

Alors

Par la suite, nous avons

Théoreme 6.7. Pour tout (¢, x) € R} x IRd,

lil%slog U0 (t,x) = V*(t, x).
g—)

Soient .4 et & des partitions de R* x R?, telles que :

=% eRLxRY 2 V(1,0 =0},

&={x)eR; xR? . V(1,0 <0}.
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Remarque 6.8. Nous avons

5 0 uniformly from any compact X of &,
limu®%: (t,x) = , o
elo 1 uniformly from any compact X of A .



Conclusions et perspectives

Conclusion

A Torigine le but premier de cette étude doctorale était d’ordre théorique : étendre
I’analyse du couplage du principe de grandes déviations et de la théorie de I’homogénéi-
sation, par une approche probabiliste, dans le cas des EDP paraboliques. En particulier
nous avons confirmer certains résultats dans la littérature mathématique obtenus avec le
PGD ou la théorie de ’homogénéisation dans le cas des EDP. Somme toute, nous avons
réduit I'erreur des approximations qui étaient obtenues. Nous avons choisi le couplage
comme approche stratégique de cette these car nous visons des améliorations de ce genre,

notamment la recherche d’une barriére sur la précision des calculs faits.

Sur le plan théorique, nous nous sommes intéressés a la classes des équations de réactions
diffusion de type KPP. Cette classe fait I’'objet de plusieurs études dans la littérature :
Freidlin dans le cas des grandes déviations (voir par exemple [23]), Barles et Souganidis
[6] dans le cas d’une approche analytique, Pradeilles [49] avec les équations différentielles
stochastiques rétrogrades et les solutions de viscosité, etc. Ce choix peut se justifier, par
le fait que la plus part des phénomenes sont décrits par les systémes de réaction-diffusion

(modeles mathématiques en biologie, en mécanique des fluides ou solides,...)

Sur le plan méthodologique, notre démarche a été bien orientée par la comparaison en-
tre la vitesses de convergence du parametres de grandes déviations et celle du parameétre
d’homogénéisation. Bien qu’on puisse penser que la nouvelle variable introduite 6., du fait
de la dépendance entre les parametres, est sujette a interprétation (la variable d’indice est

muette).

Comme proposition a ’observation générale de cette theése, tenant compte des travaux de
Diedhiou et Manga [18] d’une part, et de Diedhiou [17] d’autre part, nous pouvons affirmer

que le couplage présente certains avantages.

En comparaison avec ’homogénéisation, les résultats obtenus avec le couplages sont plus
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explicites et on peut s’épargner de centrer le terme de la source de 'EDP qui présente
un facteur explosif. En parallele avec le principe (PGD), 'approximation de la barriere
obtenue avec le couplage est d’autant plus précise. Et 'on constate que les ensembles de
convergence sont plus fins que ceux proposés dans la littérature mathématique, modulo

les équations de réaction-diffusion.

Certains résultats de cette thése permettent de formuler aussi une proposition voulant

qu’il puisse exister un défaut rédhibitoire, notamment dans le chapitre (5).

En effet, il est a signaler que le couplage présent un défaut cas : lorsque les vitesses
de convergence sont quasi identiques. Dans ce cas, 'on ne peut ni donner une formule
explicite de la barriére (voir théoréme 5.4), ni établir 'unicité de la solution associée au
systeme limite de 1’équation Hamilton-Jacobi. En plus, les ensembles de convergences
calculés sont biaisés. Ceci n’est pas une surprise au vu des travaux de Freidlin et Sowers

[24], ou dans le Regime 2 la formulation de la fonction tauz n’était pas explicite.

Perspectives

En mathématique, c’est comme dans un roman policier
ou un épisode de Columbo : le raisonnement par lequel
le détective confond l’assassin est au moins aussi
important que la solution du mystére elle-méme.

Cédric Villani : Théoréme Vivant

C’est lorsqu’il se veut - et comme c’est le cas dans notre probléme - un résultat plus juste,

plus général, que la résolution prend tout son sens.

Primo, la clef de notre résolution repose essentiellement sur 'ellipticité du coefficient de
diffusion. L’efficacité de cette hypothese garantit, par exemple, I'inversibilité de la matrice
homogénéisée. Mais il est clair que, lorsque la matrice de diffusion est dégénérée, il faut
une certaine dextérité en mathématique pour retrouver certains résultats.

Dans ce cas, on pourra consulter les travaux de Pardoux et Veretennikov [48], Khasminskii
[31] ou Ethier et Kurtz [21], pour Pexistence et I'unicité de mesure invariante. Egalement,
rappelons que Pardoux et Hairer [29] ont donné une condition nécessaire et suffisante pour
que la matrice homogénéisée soit inversible (voir aussi le travail de Pardoux et Sow [46]

dans le semi-linéaire).

Secundo, la périodicité joue aussi un role fondamental dans notre démarche, notamment
dans la résolution de 1’équation de Poisson. Alors il serait encore plus intéressant de
regarder, par exemple, le probléme sous I'angle ou les coefficients seraient aléatoirement

stationnaires (ou sans imposer la périodicité et l'ergodicité comme dans Bahlali et al [4]).
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En fin, signalons que ’on pouvait considérer un probléme :

e avec des conditions au bord de type Dirichlet ou de type Neumann ;

e avec un opérateur linéaire du second ordre qui serait différent d’une ligne & 'autre
du systeme d’EDP (voir Pardoux, Pradeilles et Rao [45]);

o avec un opérateur construit a I’aide d’une diffusion réfléchie (voir Pardoux et Ouknine
[41], Aman et N’zi [2], ou les articles de Diakhaby et Ouknine [15] [16]);

e avec un opérateur perturbé par un bruit aléatoire, plus précisément une EDP stochas-

tique (voir Aman, Elouaflin et Diop [1]);

o
« en imposant, cette fois-ci, que la limite du rapport — est indéfinie. Par exemple?, les
. €
sinn

. 1 , e
suites €, := — et §,:= convergent toutes vers zéro quand n tend vers 'infini;
n

. N I
mais la limite — n’existe pas.
€n

2 Un cas pénible qui m’a été posé par le Professeur Marie Salomon Sambou.
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