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RESUME

Soient H une algebre de Hopf cocommutative et S une algebre de H-module commutative.
Une (5, H)-algebre d’Azumaya est juste une (S, H)-algebre qui est aussi une S-algebre d’Azu-
maya.

Deux (S, H)-algebres d’Azumaya A et B sont équivalentes au sens de Brauer s'il existe une paire
de S#H-lattices P et Q tels que A ®g Endg(P) ~ B ®s Ends(Q) en tant que (S, H)-algebres
d’Azumaya.

L’ensemble des classes d’équivalences des (.S, H)-algebres d’Azumaya sous cette relation muni
du produit ®g est un groupe abélien appelé groupe de Brauer-Clifford des (.S, H)-algebres
d’Azumaya.

Ce groupe de Brauer-Clifford s’avere étre un exemple du groupe de Brauer-Clifford de la catégorie
monoidale symétrique des S# H-modules, une perspective qui permet de construire un groupe
de Brauer-Clifford dual pour la catégorie des S-modules avec une structure de H-comodule a
droite compatible.
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INTRODUCTION

Soient H une algebre de Hopf cocommutative et .S une algebre de H-module commutative.
Nous présentons dans ce mémoire de master un résultat de Guédénon et Herman intitulé groupe
de Brauer-Clifford des (5, H)-algébres d’Azumaya sur un anneau commutatif paru
dans Algebras and Representation Theory, 16(1) :101-127, 20183.

Dans [12, 13] Turull a introduit le groupe de Brauer des G-algebres centrales simples. Ce groupe
de Brauer a été développé principalement pour des situations survenant dans la théorie de
représentations des groupes finis ot I’on souhaite utiliser la théorie de Clifford en présence
d’actions de groupes de Galois. Ces applications sont similaires a celle de Dade[2, 3]. Comme
la théorie de Dade fonctionne bien sur les anneaux commutatifs, Herman et Mitra ont donné
une définition du groupe de Brauer dans le cas des G-algebres séparables sur les anneaux
commutatifs[6] et ont montré que le groupe est le méme que le groupe de Brauer équivariant
défini par Frohlich et Wall[5]. La version non tordue de leur groupe de Brauer équivariant B(S,G)
devient le groupe de Brauer des (S,H)-algebres d’Azumaya quand H = RG.

Notre étude est composée de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous allons rappeler quelques notions de bases sur les anneaux,
les modules et les algebres. Nous allons aussi définir dans ce chapitre les notions de catégorie,
de bifoncteur, de catégorie monoidale et de catégorie monoidale symétrique.

Dans le deuxiéme chapitre, nous évoquons la notion d’algebre d’Azumaya, de coalgebre, de
bialgebre et d’algebre de Hopf . Nous parlons aussi dans ce chapitre les notions d’algebre de
H-module, de produit semi-direct et celle de la catégorie de A# H-modules. Nous donnons aussi
dans ce chapitre un résultat sur les S# H-modules(Théoreme 2.3.12), qui nous est tres utile
dans le troisieme chapitre.

Dans le troisieme chapitre, nous développons le contexte nécessaire a la compréhension des
(S,H)-algebres et des (S,H)-algebres d’Azumaya puis nous définissons le groupe de Brauer-Clifford
B(S, H) pour une algebre de Hopf cocommutative H et une algébre de H-module commutative S
et nous décrivons les étapes nécessaires pour définir le groupe de Brauer-Clifford dual B«(.S, H)
pour une algebre de Hopf commutative H et une R-algebre de H-comodule commutative S.
Dans cette partie nous allons aussi étudier la relation entre ces deux groupes de Brauer-Clifford.
Voici les principaux résultats qui ont fait ’objet de cette étude :

Proposition 0.0.1 L’ensemble des classes d’équivalences des (S, H)-algébres d’Azumaya sous
la relation ~ muni du produit Qg est un groupe abélien.

Cet résultat nous a permis de définir le groupe de Brauer-Clifford des (S, H)-algeébres d’Azumaya
noté B(S, H).

Proposition 0.0.2 L’ensemble des classes d’équivalences des (S, H)-algébres de Hopf d’Azu-
maya sous la relation ~ muni du produit ®g est un groupe abélien.

Cet résultat nous a permis de définir le groupe de Brauer-Clifford des (S, H)-algebres de Hopf
d’Azumaya noté B(S, H).
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Théoréme 0.0.3 Soit H une algebre de Hopf commutative qui est un R-module projectif et de
type fini et soit S une algebre de H-module commutative. Alors

B*(S, H*) = B(S, H).



Chapitre 1
PRELIMINAIRES

1.1 Anneau

Définition 1.1.1 Soit A un ensemble muni de deuz lois internes notées "+" et ”.”. On dit que
(A, +,.) est un anneau si :

(i) ( A,+) est un groupe abélien(d’élément neutre noté 04);

(i) la loi"." est associative et admet un élément neutre noté 14 ;
(#i) la loi"." est distributive par rapport a loi "+.”.
Si 7.7 est commutative, on dit que l'anneau ( A,+,.) est commutatif.
Remarque 1.1.2 On écrit plus souvent xy a la place de x.y.

Définition 1.1.3 Soient A et B deux anneauzx. Une application f : A — B est un morphisme
d’anneauz si :

(i) fla+a’) = f(a)+ f(a') et flad') = f(a)f(a') Va,a" € A;
(i) f(1a) = 1p.

Définition 1.1.4 Soit A un anneau. L’opposé de A noté A° ou AP est défini par A° = A en
tant que groupe abélien et sa multiplication est donnée par a®b® = (ba)® ot a® est a vu comme
un élément de A°.

Remarque 1.1.5 (A°,+,.) est un anneau et si A est commutatif, alors A° = A.
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1.2 Module sur un anneau

Définition 1.2.1 Soit A un anneau. Un A-module a gauche est un ensemble M muni d’une loi
mterne

MxM-—M
(m,m') — m +m/

et d’une loi externe

AXM — M
(a,m) — a.m = am.

appelée parfois multiplication par un scalaire, satisfaisant les propriétés suivantes :
1. l’ensemble M, muni de la loi + est un groupe abélien ;
2. pour tous m,m’ € M, et tout a € A, on a : a(m+m') = am + am’;
3. pour tout m € M, on a : (1a)m =m;
4. pour tout m € M, et tous a,b € A, on a : (a+b)ym =am+bm;

5. pour tous a;b € A et tout m € M, on a : (ab)m = a(bm).

Remarque 1.2.2 Lorsque A n’est pas commutatif, la définition ci-dessus est celle d’un A-
module a gauche, et on peut définir de maniére similaire un A-module a droite en remplacant le
point 5. par (ab)ym = b(am).

Dans cette partie, on suppose que A est un anneau commutatif.

Exemple 1.2.3 e L’anneau A est un module sur lui méme (l’action de A sur A est donnée
par la multiplication dans A).

e Si A est un corps, un A-module n’est rien d’autre qu’un A-espace vectoriel.

e Tout groupe abélien M est un Z-module si, Yn € Z et~ € M, on définit

r+ax+ ..+ x(nfois) si n>0
nr=4<¢ 0 st n=0
—x—x—...—x(|n|fois) si n<O0

Lemme 1.2.4 Soit A un anneau. St M est un A-module a gauche, alors M est un A°-module a
droite. La loi est définie par :

M® A — M

(m,a) — m.a = am.
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Définition 1.2.5 (Morphismes de modules) Soient M et N deuxr A-modules a gauche. Une
application f : M — N est un morphisme de A-modules ou une application A-linéaire si :

- fm ) = f(am) + fOnl) ; Vi, € M
- flam) =af(m); (Vm e M) ; (Va € A).

Notations 1.2.6 Soient M et N deux A-modules a gauche.
L’ensemble des applications A-linéaires de M vers N est noté s\Hom(M, N) et sEnd(M) désigne
aHom (M, M).

Proposition 1.2.7 Soient M et N deux A-modules .

- L’ensemble (4Hom (M, N),+) est naturellement un groupe abélien :

(f +9)(m) = f(m)+g(m), Vf, g € sAHom(M,N) et m € M.

- Si A est commutatif alors sAHom(M, N) est un A-module :

(af)(m)=af(m),Vae A et f e sHom(M,N).

Définition 1.2.8 Soit M un A-module a gauche. Un sous-A-module de M est un sous-groupe
N de M quu st stable par la lot externe.

Définition 1.2.9 Soit M un A-module a gauche et soit My un sous-A-module de M. On dit que
M, est un facteur direct de M s’il existe un sous-A-module My de M tel que M = M; @ M.

Définition 1.2.10 Soit M un A-module a gauche. Soit m un élément de M. L’annulateur a

gauche de m dans A noté souvent Ann(m) est l'ensemble défini par Ann(m) = {a € A | am = 0y}.
L’annulateur de M est défini par Ann(M) ={a€ A|am =0y Ym € M}.

Définition 1.2.11 Soit M un A-module & gauche. On dit que M est fidele (ou A-fidéle) si
Ann(M) = {0}.

Définition 1.2.12 Soit M un A-module a gauche. Soit {z;}icr une famille d’éléments de M
ot I est un ensemble d’indices. On dit que {z;};cr est une famille libre si toute combinaison
A-linéaire nulle de ces x; est a coefficients nuls.

En particulier, si la famille {z;};cr est finie, elle est libre siy . a;.x; = 0, implique a; =0 Vi € [
et a; € A.

Définition 1.2.13 Un A-module a gauche M est libre s’il est engendré par une famille {x;}icr
libre.

Définition 1.2.14 Soit M un A-module a gauche. On dit M est un A-module de type fini s’il
eziste un ensemble non vide I d’indices fini et un morphisme ¢ : Al — M surjectif.

On dit qu’un A-module M est libre de type fini s’il est libre et de type fini.

10
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Définition 1.2.15 Une suite d’applications linéaires est la donnée de A-modules My, My, Mo
ou A est un anneau commutatif et de deux applications A-linéaires

f:My— My et g:M; — M. (1.1)
Cette situation est représentée par :
My L5 My -5 My, (1.2)
pour souligner qu’on peut composer f et g. Une suite d’application de A-modules
My L5 My L5 M,y (1.3)

est dite exacte en My si im(f) = ker(g).

Plus généralement si I est un intervalle de Z, une suite d’applications linéaires f; de A-modules
M.

—)Mi—l E)MngMn—I—l — ...
est une suite exacte si elle est exacte en M; pour tout 1 € I, c’est-a-dire
\4) el ’Lm(fz_l) = ]{567”(]‘”0

Définition 1.2.16 Soient M, N, P des A-modules. Une suite exacte courte est une suite de
la forme :

0—N-Lm-Lp—so, (1.4)

elle est dite exacte si f est injective, g surjective et im(f) = ker(g).
Définition 1.2.17 Considérons une suite exacte courte de A-modules.
0—N-L M- p—o, (1.5)
elle est dite scindée s’il existe un morphisme
r:P— M tel que gor=Idp. (1.6)

Proposition 1.2.18 Pour tout A-module a gauche P, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) P est isomorphe a un facteur direct d’un A-module libre ;

ii) toute suite exacte courte de A-module de la forme 0 — N—M — P — 0 est
scindée ;

iii) Pour tout morphisme surjectif (épimorphisme) f : N — M et pour tout morphisme
g: P — M il existe un morphisme h: P — N tel que g = f o h.

Définition 1.2.19 Soit P un A-module a gauche. On dit P est un module projectif (ou module
A-projectif) si P vérifie l'une des propriétés de la proposition(1.2.18).

11
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Définition 1.2.20 Soient A et B deux anneaux. Un groupe abélien M est appelé un A-B-
bimodule si M est un A-module a gauche ainsi qu’un B-module a droite tel que :

(am)b = a(mb) Yaec A, be B et m € M.

Exemple 1.2.21 e 5i A est un anneau, alors A lui méme peut étre considéré comme un
A-A-bimodule en prenant les actions gauche et droite comme une multiplication.

o Si A est commutatif, tout A-module peut étre vu comme un A-A-bimodule.

o Si A est un sous-anneau de B, alors B est un A-A-bimodule. C’est également un A-B-
bimodule et B-A-bimodule.

1.3 Algebre

Sauf mention expresse du contraire, dans tout le reste de notre travail , R est
un anneau unitaire commutatif et le produit ® et Hom sont définis sur R.

Définition 1.3.1 Soit A un ensemble. On dit que A est une R-algébre (associative unitaire)
sl existe :

o deuzx lois internes :

"+ AxA— A
(a,a') — a+d

"

x": AxA— A
et (a,a') — a x d' = ad

e ct une loi externe :
e RxA— A

(A,a) — Aa = Aa
telles que :

(i) (A,+,.) est un R-module,
(13) (A, 4+, X) est un anneau,
(1ii) A(ab) = (Aa)b = a(\D).

Dans la définition suivante, nous allons utilisé le produit tensoriel pour définir une algebre.

Définition 1.3.2 Une R-algébre associative unitaire A est un triplet du type (A, ma, pa) ot A
est un R-module et

magARA— A et s R— A
a®b+— ab A —> pia(A)

sont des applications R-linéaires vérifiant les deuzr axiomes suivants

e myo(my®ida) =mao(idgs @ my) : c’est Uaziome de l'associativité
® myo (pua®idy) =ida =mao (idg @ pa) : c’est Uaxiome de l'unité.

L’application ma est appelée le produit ou la multiplication, 'application pa est Uapplication
unité et pa(1g) est U’élément unité de A.

12
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Définition 1.3.3 Soient M et N deux R-modules. L’application

TM®N - M@N—)N@M
men—nQm, me M,n e N,

s’appelle application d’échange ou twist map.
e Soit A une R-algébre. L’algébre opposée de A notée A° est égale a A comme R-module et le
produit

mao: A°®A° — A°
a® ® b° — a°b° = (ba)° avec a°, b° € A°.

On a :mape =muoTaga. Ainsi
mae(a® ®@D0°) = (ma o Taga)(a®b) = ma(b® a) = ba.

Définition 1.3.4 Une R-algebre sera dite commutative si mag = My 0 Taga, 0u de maniére
équivalente si elle est commutative en tant qu’anneau.

Définition 1.3.5 Soient (A, ma, pua) et (B,mp, up) deur R-algebres et soit f: A — B une
application R-lin€aire. On dit que f est un morphisme de R-algébres si :

foma=mpo(f®f)
et

fopa= g

1.4 Catégorie Monoidale Symétrique

1.4.1 Catégorie

Définition 1.4.1 Une catégorie C est définie par les données suivantes :
1. une famille notée Ob(C) appelée la classe des objets de C. On note X € Ob(C) pour dire
que X est un objet de C.
2. une collection d’ensembles notée Home(X,Y') pour tous X,Y € Ob(C).
Si f € Home(X,Y), on dit que X est la source de f et Y est le but; on écrit
f: X — Y pour dire que f est une fleche de C ou un morphisme de C.
3. pour tout triplet (X,Y,Z) d’objets de C, une application
Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f,g) ——gof.

L’image g o f du couple (f,g) est appelée composition de f suivi de g.

Ces données dowent de plus vérifier les axiomes suivants :

a) la loi est associative : Vf € Home(X,Y), g € Home(Y, Z), h € Home(Z,T) on a :
ho(gof)=(hog)of;

13
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b) la neutralité des identités : pour tout X € Ob(C), il existe 1x € Home(X, X), appelé identité
de X (noté parfois idy ), tel que :
VfeHome(X,)Y),onafolx=fetV fe Homc(Y,X), onalxof=Ff.

Exemple 1.4.2 On note :

"Ens” la catégorie des ensembles. Les morphismes sont les applications.

"AM7 la catégorie des A-modules a gauche ou A est un anneau. Les morphismes sont les
applications A-linéaires.

"Ab” la catégorie des groupes abéliens. Les morphismes sont ceux des groupes abéliens.

"Top” qui est la catégorie des espaces topologiques. Les morphismes sont les applications continues.

1.4.2 Bifoncteur

Définition 1.4.3 Soient C, D et £ trois catégories. F' est un bifoncteur de C x D dans &,
noté ' : C x D — &, si pour tous objets X de C, Y de D, et les fleches f : X — X' et
g:Y — Y’ dans C et D respectivement, les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. F(idx,idy) = idp(X,Y), ot idx et idy sont les morphismes identités pour les objets X
etyY.

2. F(f,g) o F(f',g)=F(fof,gog), ouo représente la composition des fleches dans les
catégories C, D et £.

En d’autres termes, un bifoncteur F' associe a chaque paire d’objets (X,Y) de C et D un
objet de la catégorie £, et a chaque paire de fleches (f,g) de C et D une fléeche de €, de maniére
cohérente avec les compositions et les identités.

1.4.3 Catégorie Monoidale

Définition 1.4.4 Une catégorie monoidale (C,®,1,a,l,r) est une catégorie C munie d’un
bifoncteur ® : C x C — C, d’un objet I € C, et d’isomorphismes naturels

aynp: (MIN)@P — N® (M ® P) ly: IQM — M ry  MI — M
tels que les deux diagrammes de cohérence suivants

(M ® No)P) @ L2500 (N @ P) @ QY22 ) @ (N @ P) @ Q) (1.7)

CVZWX)N,P,QL lidl\/l@&N’P,Q

(M@N)® (P2Q) M® (N ® (P ®sQ))

QM,N,PRg5Q

et
(M®sI)®N Ly M®(I®N) (1.8)
M ® N
commutent
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1.4. CATEGORIE MONOIDALE SYMETRIQU#ydina Mouhamed Mbaye

1.4.4 Catégorie Monoidale Symétrique

Définition 1.4.5 Une catégorie monoidale C est symétrique s’il existe des isomorphismes
naturels Yy v : M @g N ~ N ®@g M dans C pour tous M, N € C tels que YN .m0 YN = tdpogn
et certaines conditions hexagonales sont satisfaites (voir[9];p.180).
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Chapitre 2
CATEGORIE DES S#H-MODULES

Soit R un anneau unitaire commutatif. Tous les R-modules que nous considérons ici sont des
R-R-bimodules, et toutes les R-algébres sont des R-modules avec R un anneau associatif.

2.1 Algebres d’Azumaya

Définition 2.1.1 Un R-module est un R-progénérateur s’il est de type fini, projectif et fidele
(¢’est-a-dire un générateur) dans la catégorie des R-modules.

Notations 2.1.2 Soit A une R-algebre. On désigne par :
- Z(A):={a€ Al ab=1ba Vbe A} le centre de A,
- Endgr(A) la R-algebre des R-endomorphismes de A,
- et par A® A° la R-algébre enveloppante de A dont le produit est donné par

(a®b)(c®d®) = (ac® (db)°), Ya,c € A et b°,d° € A°.

Proposition 2.1.3 Soit A une R-algebre, alors A est un A ® A°-module gauche dont l’action
est définie par (a ® b°).x = axb Ya,x € A et b° € A°.

Preuve :
A-t-on : [(a®@b°)(c®@d°)].z = (a®b)[(c®d°).x] ?
Soient (a®0b),(c®@d) € A® A° et x € A

[(a®b)(c®d)].z = (ac®bd®).x
= (ac® (db)°).x
= acxdb
=al[(c®d®).z]b
=(a®@b°)[(c® d°).x].

Donc A est un A ® A°-module gauche.

Définition 2.1.4 Une R-algébre A est centrale si A est fidéle et le centre de A se réduit a R,
c’est-a-dire Z(A) = R.
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Définition 2.1.5 Soit A une R-algebre. On dit que A est une R-algébre d’Azumaya si elle est
un R-progénérateur en tant que R-module et si l'application canonique A @ A° — Endgr(A)
définie par f(a ® b°)(c) = acb est un isomorphisme de R-algébres.

Remarque 2.1.6 Lorsqu’une R-algebre A n’est pas nécessairement commutative, un A-module
signifie simplement un A-module gauche.

Nous appliquerons systématiquement les mémes conventions ci-dessus avec S a la place de R.
Dans la majeur partie du document S sera une algebre commutative.

2.2 Algebre de Hopf

2.2.1 Coalgebre

Pour définir les axiomes de coalgébres, nous allons dualiser ceux définissant les algébres.
Définition 2.2.1 Une R-coalgebre C' est un triplet du type (C, Ac, €ec) ; ot C est un R-module,
Ac:C —CxC et cc:C — R

sont des applications R-linéaires satisfaisant les deuz axiomes suivants

o (Ac®ide)oAc = (ide ® Ag) o Ag : c’est laxiome de la co-associativité

o (¢ ®ide)oAp =ide = (ide ® €c) 0 A¢ = c’est l'axiome de la co-unité.
L’application A¢ est appelée la comultiplication ou le coproduit de C' et l’application ec est
appelée la co-unité de C.

Notations 2.2.2 Soit C = (C,Ac,ec) une R-coalgébre.
Un élément de C @ C' est de la forme Y . | ¢; @ d;. Pour uniformité d’écriture et par convention,
on adopte la notation de Sweedler-Heyneman : Soit ¢ € C, on note

Ace) =) ey @ =Y a®c=cay@cp = @c

Les notation Sweedler-Heyneman(ou Sweedler) sont tres utiles pour faire les calculs dans les
coalgebres.

Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation Ac(c) = ¢ ® co.

Awvec cette notation, l'axiome de la co-associativité se traduit par :

Ac(er) ® ca = 1 @ Ac(ez),
c¢’est-a-dire,
C11RC1a®Ca =01 ®C Ry =0 Ry ®c3, VeeCl.
l'axziome de la co-unité se traduit par :
ec(cr)ey = ¢ = crec(cy), Vee C.

Définition 2.2.3 Soient (C,Ac,ec) et (D, Ap,ep) deur R-coalgébres et soit f : C'— D une
application R-linéaire. On dit que f est un morphisme de R-coalgébres si :

Apof=(f® [f)oAc
et

epo f =ec.
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2.2.2 Bialgebre

Maintenant on va définir une structure associant la structure d’algebre et la structure de
coalgebre.

Lemme 2.2.4 Soient (B, mp, up) une algébre et (B, Ap,ep) une coalgébre. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Ap etep sont des morphismes d’algébres,

(ii) mp et up sont des morphismes de coalgebres,

(791) Pour tous a,b € B,

AB(ab) :a1b1®a2b2, AB<1B) = 1B®1B7
ep(ab) = ep(a)eg(b), ep(lp)=1g.

Définition 2.2.5 Une bialgébre B est un quintuplet (B, mpg, ug, Ap,ep) tel que (B, mp, up)
est une algébre (B, Ap,ep) est une coalgébre et l'une des propriétés équivalentes du Lemme
(2.2.4) est satisfaite.

Définition 2.2.6 Soient B et B’ deux bialgebres et soit f : B — B’ une application R-
linéaire. On dit que f est un morphismes de bialgebres si f est a la fois un morphisme d’algebres
et un morphisme de coalgébres.

2.2.3 Algebre de Hopf

2.2.3.1 Produit de convolution
Proposition-Définition 2.2.7 Soient (A,ma, ) une algébre et (C, Ac, ec) une coalgébre,
alors Hom(C, A) muni du produit de convolution = défini par :

(fx9)(c) = (mao(f®g)oAc)(c) = fla)glea) Vf,g € Hom(C, A) (2.1)

admet une structure d’algebre d’unité pa o ec.

2.2.3.2 Formule de I’antipode

Définition 2.2.8 (Algébre de Hopf) Soit (H, mp, py, Ay, en) une bialgébre. On considére
End(H) l’ensemble des endomorphismes de H d’élément unité py o €. On appelle antipode de
H lunique inverse (s’il existe) de idy notée Sy dans End(H).
Donc Sy € End(H) et

SH*ZdH = idH*SH = Uy C€x.

On appelle algébre de Hopf, toute bialgébre possédant une antipode.
On note alors H = (H, my, g, Mg, e, Sy) Ualgébre de Hopf d’antipode Sy .

Proposition 2.2.9 Soient (H, my, py, Ay, ey, Sy) une algébre de Hopf d’antipode Sy, on a :

SH(hl)hz = gH(h)lH = hlSH(hQ)
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Preuve :

Par définition, on a :
Sy xidy = pgoeyg = idyg * Sy. (2.2)
Ainsi, on a : VY h € H,
(S xidy)(h) = pg o en(h)
Su(h)idp(hs) = pr(en(h))
Su(h1)he = en(h)pn(1x)
Sy (h1)hy = eg(h)1y.

De méme :
(idg x Si)(h) = (pm o em)(h)
idg(h1)Su(he) = pu(en(h))
h1Su(ha) = ex(h)pm(1x)
hlSH(hg) = 6H(h)1H,
d’otu la formule :
SH(h1>h2 = EH(]'L)]_H = hlsH(hg)
Donc :
Su(lg) =1gSu(1m)
= EH(1H>1H
=1y

ou bien
Su(lg) = Su(lg)ly
=1y
d’ot SH(lH) == 1H [ |

Remarque 2.2.10 Une algebre de Hopf H est dite cocommutative si hy ®ho = ha®hy, Vh € H.

2.3 Algebre de H-Module

2.3.1 Algebre de H-Module

Définition 2.3.1 Soit H une algébre de Hopf. Un R-Module A est une algebre de H-module
a gauche st A est une R-algébre et un H-module a gauche tel que :

h(ab) = (hy.a)(ha.b) (2.3)
et
h.lA = EH(h)lA, (24)

ol AH(}L> = hl X hg.

Dans ce cas, nous dirons que l’action de H sur A est compatible avec la multiplication et
l'unité dans A.
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Définition 2.3.2 Un morphisme d’algebres de H-modules est un morphisme de H-modules
qui est aussi un morphisme d’algebres.

Lemme 2.3.3 Soient M et N des H-modules, alors Hom(M,N) et M@N sont des H-modules
sous l’action diagonale donnée par

(h.f)(m) = hn.(f(Su(h2)m)) (2.5)
et
h.(m ® n) = (hy.m)(ha.n), (2.6)
Vme M,ne N et f € Hom(M,N).

Preuve :

Puisque R est un anneau commutatif, M @ N et Hom(M, N) sont des R-modules.
A-t- on (hh)(m®@n) = h(K(m®n)) et lg(m@n) =men ?
Soient h,h' € H et m®n e M@ N. On a :

(hh)(m @ n) (hh/)1m @ (hh')an
= (hh))m @ (haohi)n
= hy(him) @ ha(hin), car M et N sont des H-modules
= h((hym) @ (hyn))
= WK (m @ n))
et

lyim®n) = (1g,m)® (1g,n)
= (1gm) ® (1gn)
=men.

Donc M ® N est un H-module.

L’action est elle bien définie ¢

C’est-a-dire, a-t-on (hf)(Am+m') = A(hf)(m) + (hf)(m')?
Soient f € Hom(M,N), N\é R, h€e H etme M. On a :

(Rf)YAm +m') = hi[f(Su(he)(Am +m'))]
1[(f(Su(he)(Am) + (Su(he)m')]
[f(ASH(he)(m) + (Sg(he)m)]
[f(ASH(h2)(m) + f(Su(ha)m')]
A (Su(h2)(m) + f(Su(ha)m’)]
1[>\f(5H(h2)m)]+h1 f(Su(ha)m')]
half (Su(he)m)] + (Rf)(m')
(Rf)(m) + (hf)(m').

Donc laction est bien définie.

A- 1= on [(hh') fl(m) = h(R' f)(m)) et (Luf)(m) = f(m)?
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Soient h,h/ € H, m € M etn € N. On a :
[(hR") f1(m) = (RR))1[f (Su(hh')am)]

Donc Homg(M, N) est un H-module.

2.3.2 Produit semi-direct ou Smash product

Définition 2.3.4 Si A est une algebre de H-module, alors ’algébre du produit semi-direct
A#H est la R-algébre qui est égal a A ® H en tant que R-module, et dont la multiplication est
donnée par

(a®h)(d @h)=a(hi.a) @ hoh', Ya,d' € Aet h,h € H. (2.7)

L’algebre A#H est engendrée par A et H. On identifie A et H a des sous-algebres de A#H via
les applications :
M A A#H | Ny H — A#H
a—s a#tl, © h—s 1,4h.

2.3.3 A#H-Module

Définition 2.3.5 Un A#H-module M est a la fois un A-module et un H-module, et les
A-actions et les H-actions sont compatibles, c’est-a-dire

h(am) = (hy.a)(he.m), Yh € H, a € A et m € M.
Exemple 2.3.6 Si A est une algebre de H-module, alors A est ne A#H -module gauche.

Exemple 2.3.7 Si A est une algébre de H-module et S une sous-algébre de H-module de A,
alors A est un S#H-module gauche.

On notera sugM la catégorie des A#H-modules gauche : les objets sont les A#H-modules a
gauche et les morphismes sont les applications A# H-linéaires a gauche.
Soit H une algebre de Hopf cocommutative et soit S une algébre de H-module commutative. Si

M est S#H-module, on a h.(ms) = (hy.m)(hs.s) :

h(ms) = h(sm) = (hy.s)(ha.m) = (he.m)(hy.s) = (hy.m)(hs.s)
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Lemme 2.3.8 Soit H une algebre de Hopf cocommutative et soit S une algébre de H-module
commutative. Si M et N sont des S#H-modules, alors M ®g N et Homg(M,N) sont des
S# H-modules.

Preuve :

Puisque S est un anneau commutatif, M ®s N et Homg(M, N) sont des S-modules.
e Montrons que l’action est bien définie.
Soienthe H, s€e S, me M etne N. On a :

h.[(ms) @n] = (h.(ms)) @ (? n)

= [(h11.m)(h12.5)] @5 (ha.n)

[
= [(h1.m)(hy.5)] ®s (h n)
= (h1.m) ®s [(h2.8)(hz.n)]
= (h1.m) ®g [(h21.5)(haz.n)]
= (h1.m) ®g (ha.(sn))

= hjm ®g (sn)].

Donc laction est bien définie. M ®g N est un H-module : la preuve est identique a celle du
lemme 2.3.3
Soienth e H, s€ S, me M etne N. On a :

h.[s(m ®g n)] h.[(sm) ®g n

hi.(sm)) ®g (ha.n)

hn S)(hlg.m>] ®S (hQTl)

hl S)(hgm)] Kg (hgn)
5)[(ha-m) @s (ha.n)
:5)(ha-(m @5 n)).

—~ —~

= (
[
= [
= (M
= (I
Donc M ®g N est un S#H-module.

La cocommutativité de H est nécessaire pour que Homg(M,N) soit un H-module avec
l’action diagonale.
Sotent f € Homg(M,N), s€ SShe Hetme M. On a :

(hf)(sm) = f(SH(hQ)( m))]

(h2)1.5)(Su(he)2m)]
(S (ha2).8)(SE(ha1)m)]
SH(h22) 8)f (St (ha1)m))]
[(Su(h3).5) f(SE(ha)m))]
[(Su(hs).s)f ESH hz)m))]

N N N

)
(hs)m))](car H est cocommutative )
11-(Sm (h2)-8)|[ha2(f (SH (hs)m))]

(h115u (h2).s][h 2(( (Su(hs)m))]

[h

[ 1

= 1151 (h3.5)][ha(f (S (ha)m))]
% 3(f )

(1
(h1Si(ha).s][hs(f(Su(ha)m))](car H est cocommutative)
€(h1)1us]ha(f (Su(hs)m))]

€(h1)slha(f (S (hs)m))]

s[e(ha)ha(f (Su(hs)m))]

slha(f(Su(ha)m))]

s((hf)(m)).
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Donc Uaction est bien définie. Homg(M, N) est un H-module : la preuve est identique a celle
du lemme 2.5.3.

23



2.3. ALGEBRE DE H-MODULE Seydina Mouhamed Mbaye

Soient h,hW € H, me M, s€ S et f € Homg(M,N). On a :

[h.(sf)l(m) = hy[(sf)(Su(ha).m)]
= h1.[s(f(Sk(h2).m))]
= (h11.5)[R12.(f(Su(h2).m))]
= (h1.8)[ha.(f(Su(h3).m))]
= (h1.8)[ha1.(f (Sw(ha2).m))]
= (h1.8)[(ha.f)(m)]
= [(h1.5)(ha.f)](m).

Donc Homg(M, N) est un S#H-module. B

h2
ho.

Théoréme 2.3.9 Soit H une algebre de Hopf cocommutative et soit S une algebre de H-module
commutative. Alors (suuM,®g,S) est une catégorie monoidale symétrique.

Preuve :

D’apres le lemme (3.1.4), on sait que S ®g M est un objet de gupy.#. Comme
SRsM~M~M®®sgS,

donc les isomorphismes naturels S ®g M et M ®g .S sont des isomorphismes de S#H pour
tout M € gup#. Puisque S est commutative, chaque S-module peut étre vu comme un S-S-
bimodule, de sorte que N ® M a la structure d’'un S-module. Ainsi, I'isomorphisme canonique
de S-module n ®g m — m ®g n est un isomorphisme de S-S-bimodules N ® g M ~ M ®g N
pour tout M et N € guuM. Dans ce cas, ces isomorphismes naturels sont les isomorphismes
des S# H-modules requis pour que cette catégorie monoidale soit symétrique.
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Chapitre 3

ALGEBRES DE S#H-MODULE

Soit H une algebre de Hopf cocommutative et soit S une algebre de H-module commutative.

3.1 (S, H)-algebres d’Azumaya

3.1.1 (S,H)-Algebres

Définition 3.1.1 Une (S, H)-algébre A est un objet A de sy M qui est une S-algébre, avec les
conditions supplémentaires que l’application de multiplication s : A Q@ A — A et l'application
dunité ng : S — A sont des morphismes dans sugM, c’est-a-dire qu’elles sont S-linéaires et
H-linéaires.

Définition 3.1.2 Un homomorphisme de (S, H)-algébres est un homomorphisme de S-algébres
qui est également H-linéaire.

Exemple 3.1.3 1l est facile de voir que l’algébre de H-module commutative S est une (S, H)-
algebre.

Lemme 3.1.4 Soit H une algebre de Hopf cocommutative et soit S une algebre de H-module
commutative. Supposons que A et B soient des (S, H)-algébres, alors

(i) A®gs B est une (S, H)-algebre ;

(i1) Uisomorphisme canonique des S-algébres A ®s B ~ B ®g A est un isomorphisme de
(S, H)-algébres ;

(11i) A° est un