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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude du problème des valeurs propres de l’opérateur de Monge-
Ampère complexe ainsi que celui des valeurs propres de l’opérateur Hessien complexe dans un
domaine borné à bord lisse de Cn.

Dans le premier chapitre, on donne les éléments de base dont on aura besoin pour les autres
chapitres.

Dans le deuxième chapitre, on démontre un nouveau théorème d’existence de solutions pour
un cas spécial d’équations de Monge-Ampère complexes dégénérées. Pour cela, on va établir
de nouvelles estimées a priori du gradient et du laplacien de telles solutions en utilisant les
méthodes et les résultats de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] et
de B. Guan [Guan98].

Dans le troisième chapitre, en suivant la stratégie de P. L. Lions [Lions86], on prouve d’une
part l’existence de la première valeur propre et d’une fonction propre associée pour l’opérateur
de Monge-Ampère complexe sur un domaine bornée strictement pseudoconvexe de Cn. On
montre que la fonction propre est plurisousharmonique, lisse de Laplacien borné dans Ω et de
valeurs au bord nulles. De plus, elle est unique à une constante multiplicative positive près.

D’autre part, on propose une approche variationnelle pluripotentielle du problème et en
utilisant le nouveau théorème d’existence, on démontre une formule de type quotient de Rayleigh
pour la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère complexe.

Dans le quatrième chapitre, on utilise une approche variationnelle pour prouver l’exis-
tence de la première valeur propre et d’une fonction propre associée qui est m-sousharmonique
d’énergie finie pour les opérateurs Hessiens complexes généralisées sur un domaine borné m-
hyperconvexe Ω de Cn associés à une mesure de Borel positive µ sur Ω. Sous certaines hypothèses
supplémentaires sur la mesure de Borel positive µ, on prouve que cette fonction propre est
Hölder continue. De plus, on donne des applications sur la solvabilité d’équations Hessiennes
complexes dégénérées plus générales avec un second membre qui dépend de la fonction inconnue.

Mots clés :
Fonction plurisousharmonique, Opérateur de Monge-Ampère complexe, Problème de Dirichlet,
Problème des valeurs propres, Valeur propre, Fonction propre, Sous-solution, Sursolution, Es-
timée a priori, Energie fonctionnelle, Fonction m-sousharmonique, Opérateur Hessien, approche
variationnelle, Quotient de Rayleigh.
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Abstract

In this thesis we study the eigeivalue problem for the complex Monge-Ampère operators
and also for the complex Hessian operators in a bounded strongly pseudoconvex domain of Cn

with smooth boundary.
In chapter one, we give the basic elements that we will need in the sequel.
In chapter two, we prove a new theorem on the existence of solutions for some special

complex degenerate Monge-Ampère equations. This requires establishing new a priori estimates
for the gradient and the Laplacian of such solutions using methods and results of L. Caffarelli,
J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] and B. Guan [Guan98].

In chapter three, following the strategy used by P. L. Lions in the real case [Lions86],
we prove the existence of the first eigenvalue and an associated eigenfunction with Dirichlet
condition for the complex Monge-Ampère operator on a bounded strongly pseudoconvex domain
Ω in Cn. We show that the eigenfunction is plurisubharmonic, smooth with bounded Laplacian
in Ω and boundary values 0. Moreover it is unique up to a positive multiplicative constant.

Finally we provide a Pluripotential variational approach to the problem and using our new
existence theorem, we prove a Rayleigh quotient type formula for the first eigenvalue of the
complex Monge-Ampère operator.

In chapter four, we use a variational approach, to prove the existence of the first eigenvalue
and an associated eigenfunction which is m-subharmonic with finite energy on a bounded
m-hyperconvex domain Ω for general complex Hessian operators of order m associated to a
positive Borel measure µ on Ω. Under some extra assumption on the measure µ we prove Hölder
continuity of the corresponding eigenfunction. Moreover we give applications to the solvability
of more general degenerate complex Hessian equations with the right hand side depending on
the unknown function.

Keywords :
Plurisubharmonic function, Complex Monge-Ampère operator, Dirichlet Problem, Subsolution,
Supersolution, Eigenvalue Problem, Eigenfunction, A priori estimate, Energy Functional, Sub-
harmonic function, Complex Hessian operator, Variational approach, Rayleigh quotient.
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Je tiens à exprimer ma plus profonde gratitude et ma reconnaissance envers tous ceux qui
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master 2. Il a toujours été disponible, à l’écoute de mes nombreuses questions et s’est toujours
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Polytechnique de nous avoir donné l’opportunité de mener nos travaux de recherches dans leurs
locaux.

Je remercie l’ensemble des membres du Dahira Matlabul Fawzayni et du Diazboul Mouride
de l’UASZ.
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Mäımouna DEME, Serigne Massamba DIENG, Mouhamed NIANG, Khady Gueye DIAGNE,
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Mäımouna GAYE, Abdou Seck DIOUM, Ramatoulaye DIAGNE, Ndiéme NDIAYE, Moussa
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1.8 Les classes d’énergie finie de type Cegrell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.9 Théorèmes de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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3.3.1 La fonctionnelle d’énergie du Monge-Ampère . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Introduction

Motivation

Dans cette thèse on étudie le problème des valeurs propres des opérateurs de type Monge-
Ampère complexe et plus généralement celui des opérateurs de type Hessien complexe sur dans
un domaine (ensemble ouvert, non-vide et connexe) borné à bord lisse de Cn.

Les équations de Monge-Ampère complexes jouent un rôle fondamental aussi bien en analyse
complexe qu’en géométrie kählerienne.

Il est bien connu que pour un domaine borné D à bord suffisamment régulier de l’espace
euclidien RN avec N au moins égale à 2, l’opérateur de Laplace, en tant qu’opérateur non borné
de l’espace L2(D) des fonctions de carrés intégrables à valeurs au bord nulles admet une infinité
dénombrable de valeurs propres positives tendant vers l’infini. De plus les sous-espaces propres
correspondants donnent une décomposition orthogonale de l’espace de Hilbert L2(D).

Il y a un autre opérateur qui joue un rôle important en analyse convexe, c’est l’opérateur de
Monge-Ampère réel. Cet opérateur associe à une fonction convexe, le déterminant de sa matrice
Hessienne (réelle) lorsque la fonction est lisse. Il peut être étendu au cas des fonctions convexes
mais la Hessienne étant alors une matrice à coefficients mesures positives. Le déterminant est
une mesure qui doit être définie au sens d’Alexandroff.

Dans ce cas l’opérateur est non linéaire mais le problème des valeurs propres pour cet
opérateur a été formulé et résolu par P. L. Lions en 1985 [Lions86]. La réponse contraste
singulièrement avec l’opérateur de Laplace.

Dans le cas particulier où la dimension est N = 2, l’espace R2 est muni d’une structure
complexe et peut être identifié à C. Dans ce cas l’opérateur est intimement lié à l’opérateur de
Cauchy-Riemann, ce qui se traduit par un lien étroit entre la théorie du potentiel logarithmique
et la théorie des fonctions holomorphes d’une variable complexe.

Le sujet proposé dans cette thèse s’incrit d’une part dans l’étude des problèmes des équations
de Monge-Ampère dans le cadre complexe.

L’opérateur qui entre en jeu est l’opérateur de Monge-Ampère complexe qui à une fonction
plurisousharmonique (l’équivalent complexe des fonctions convexes) associe le déterminant de
sa matrice Hessienne complexe lorsque celle-ci est lisse. Dans le cas général, la définition est
bien plus compliquée car les fonctions plurisousharmoniques ne sont pas en général continues
et peuvent avoir des singularités. Néanmoins E. Bedford et B. A. Taylor ont résolu ce problème
dans deux articles fondateurs en 1976 et 1982 [BT76, BT82]. Ce qui a donné naissance à une
nouvelle théorie, appelée Théorie du Pluripotentiel.

Dans ce cas le problème des valeurs propres de l’opérateur de Monge-Ampère complexe a
été considéré par N. D. Koutev et I. P. Ramadanov dans [KR89, KR90] mais leur étude ne
contient pas le cas traité dans cette thèse.
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D’autre part cette thèse s’intéresse aussi à l’étude du problème des valeurs propres pour
des opérateurs de type Hessien complexe associés à une fonction de classe C2 avec donnée au
bord de type Dirichlet. L’opérateur Hessien complexe est la fonction symétrique élémentaire
de degré 1 ≤ m ≤ n des valeurs propres de sa Hessienne complexe. Le cas m = 1 correspond
à l’opérateur de Laplace. Le cas m = n correspond à l’opérateur de Monge-Ampère complexe
que l’on vient d’introduire ci-dessus. Lorsque que la fonction inconnue est seulement bornée,
une théorie du potentiel analogue à celle de Bedford-Taylor [BT76] a été développée par B locki
[Bl05] et C. H. Lu [Lu12] dans le cadre locale mais aussi dans le cadre globale par C. H. Lu
[Lu12].

Pour le cas des opérateurs Hessiens réels, l’existence de la première valeur propre a été
prouvée par X. J. Wang (voir [Wang94]) en utlisant une approche parabolique.

Cette thèse comporte trois parties :
• La première partie porte sur les équations de Monge-Ampère complexes sur les domaines

strictement pseudoconvexes à bord lisse de Cn.
• La deuxième partie concerne les applications aux problèmes des valeurs propres des

opérateurs de Monge-Ampère complexes dans des domaines strictement pseudoconvexes à bord
lisse de Cn avec donnée au bord de type Dirichlet.

• Dans la troisième partie on développe une approche variationnelle pour le problème des
valeurs propres des opérateurs de type Hessien complexe généralisé avec donnée au bord de
type Dirichlet.

Dans ce qui suit nous allons donner un résumé des principaux résultats que nous avons
obtenus avec quelques idées de preuve.

Problème de Dirichlet pour les équations de Monge-Ampère

complexes

Dans cette partie, nous allons prouver un nouveau théorème d’existence d’une solution
pour un cas spécial d’équations de Monge-Ampère complexes dégénérées que nous utiliserons
pour démontrer les résultats principaux sur le problème des valeurs propres de l’opérateur de
Monge-Ampère complexe.

Soit Ω ⋐ Cn un domaine borné à bord lisse et ψ : Ω̄×R → R+ une fonction lisse sur Ω̄×R
et ψ ≥ 0.

On considère le problème de Dirichlet pour l’opérateur de Monge-Ampère complexe :

(0.0.1)

{
(ddcu)n = ψ(·, u)βn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω,

où β est la forme de Kähler standard sur Cn et u ∈ P(Ω) := PSH(Ω) ∩ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) est la
fonction inconnue.

Ici, nous utilisons les opérateurs différentiels standards d = ∂ + ∂̄ et dc := (i/2)(∂̄ − ∂) de
sorte que ddc = i∂∂̄ et PSH(Ω) désigne la classe des fonctions plurisousharmoniques sur Ω.

Le problème (0.0.1) a été résolu par L. Caffarelli, J.J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck
[CKNS85] lorsque Ω ⋐ Cn est un domaine borné strictement pseudoconvexe de Cn, sous l’hy-
pothèse ∂ψ

∂u
≥ 0 et certaines conditions sur la façon dont ψ dégénère près du bord ∂Ω. Plus

tard ce résultat a été étendu par B. Guan [Guan98] et B. Guan et Q. Li [GL10] à une situation
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plus générale dans le cas non dégénéré sur un domaine général (domaine borné à bord lisse),
en supposant l’existence d’une sous-solution strictement plurisousharmonique.

Cependant ces résultats ne s’appliquent pas dans le cas du problème des valeurs propres
de l’opérateur de Monge-Ampère complexe que nous considérons. Alors, en utilisant les idées
de [CKNS85], nous allons prouver un nouveau théorème d’existence pour de telles équations
sous l’hypothèse de l’existence d’une sous-solution et d’une sursolution par application de la
méthode du point fixe.

On dit que u ∈ P(Ω) est une sous-solution de (0.0.1) si elle satisfait

(0.0.2)

{
(ddcu)n ≥ ψ(z, u)βn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω.

De plus une sous-solution u est dite sous-solution stricte si

(0.0.3) (ddcu)n ≥ (ψ(z, u) + ϵ0)β
n dans Ω,

où ϵ0 > 0.

On dit aussi que ū ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω̄) une sursolution de (0.0.1), si elle satisfait

(0.0.4)

{
(ddcū)n ≤ ψ(z, ū)βn dans Ω,
ū = 0 dans ∂Ω.

L’inégalité différentielle (0.0.4) est entendue ici au sens des courants sur Ω.

Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théorème 0.0.1. Soit Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse,
0 ≤ ψ

1
n ∈ C∞(Ω̄ × R) et ∂ψ

∂u
≤ 0 dans Ω×] −∞, 0].

Supposons les conditions suivantes :

(1) si ψ > 0 dans Ω̄×] − ∞, 0], le problème de Dirichlet (0.0.1) admet une sous-solution
u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) ;

(2) si ψ ≥ 0 dans Ω̄×] −∞, 0] et ψ > 0 dans Ω×] −∞, 0[, le problème de Dirichlet (0.0.1)
admet une sous-solution stricte u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) ;

(3) le problème de Dirichlet (0.0.1) admet une sursolution ū ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω̄) telle que
u ≤ ū < 0 sur Ω.

Alors le problème de Dirichlet (0.0.1) admet une solution u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄)
telle que u ≤ u ≤ ū sur Ω̄.

On note C1,1̄(Ω̄) l’espace de toutes les fonctions v ∈ C1(Ω̄) dont le laplacien ∆v au sens des
distributions est une fonction bornée ; c’est-à-dire ∥v∥C1,1̄(Ω̄) < +∞, où

∥v∥C1,1̄(Ω̄) := ∥v∥C0(Ω̄) + ∥∇v∥C0(Ω̄) + ∥∆v∥L∞(Ω).

Ici et dans la suite, on utilise la notation :

C0,α(Ω̄) = {v ∈ C0(Ω̄) : ∥v∥C0,α(Ω̄) < +∞},
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pour 0 < α < 1, et la norme α-Hölder est donnée par

∥v∥C0,α(Ω̄) := ∥v∥C0(Ω̄) + sup

{
|v(z) − v(y)|

|z − y|α
: z, y ∈ Ω̄, z ̸= y

}
< +∞.

On dit que v est Hölder continue. On entend par Ck,α(Ω̄) pour k ≥ 1 et 0 < α < 1, la classe des
fonctions k-fois continûment différentiables et dont les dérivées partielles d’ordre k sont Hölder
continues.

D’après la théorie de Calderon-Zygmund, toute fonction v ∈ C1,1̄(Ω̄) satisfait v ∈ W 2,p(Ω)
pour tout 1 ≤ p < +∞. Ainsi d’après la théorie des espaces de Sobolev (lemme de Morrey), la
fonction v ∈ C1,α(Ω̄) pour tout α ∈]0, 1[ (voir [GT98]).

Idée de la preuve :

La solution du problème de Dirichlet (0.0.1) est un point fixe pour l’inverse de l’opérateur
de Monge-Ampère. Nous allons utiliser une méthode itérative pour trouver un point fixe. Nous
devons ensuite établir des estimées a priori pour contrôler le processus d’itération. Pour cela
nous allons procéder en deux étapes.

Étape 1 :

Lorsque ψ > 0 dans Ω̄×]−∞, 0], en utilisant le Théorème 1.4.1, on construit par récurrence
une suite (uj)j∈N dans PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) telle que u0 := u et que pour chaque j ∈ N, uj+1 :=
T (uj) soit l’unique solution du problème de Dirichlet suivant

(0.0.5)

{
(ddcuj+1)

n = ψ(·, uj)βn dans Ω,
uj+1 = 0 dans ∂Ω.

Ensuite on montre que la suite (uj)j∈N est croissante et vérifie u ≤ uj ≤ uj+1 ≤ ū. Donc la
suite (uj) converge presque partout vers une fonction u ∈ PSH(Ω) ∩ L∞(Ω) avec u ≤ u ≤ ū
dans Ω.

En utilisant la Proposition 2.2.1, on a montre que (∥∇uj∥C0(Ω̄)) est uniformément bornée et
d’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, uj → u uniformément dans Ω̄. Donc u ∈ PSH(Ω)∩C0,1(Ω̄)
et de plus on voit qu’en passant à la limite dans (0.0.1), u est une solution faible de (0.0.5).

Alors en utilisant la Proposition 2.2.3, on montre qu’il existe une constante uniforme C > 0
telle que pour tout j,

∥uj∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C.

Donc en passant à la limite dans cette inégalité, on a ∥u∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C. Donc u ∈ C1,1̄(Ω̄).

Étape 2

Ici, on suppose que ψ ≥ 0 sur Ω̄×] −∞, 0], ψ > 0 dans Ω×] −∞, 0[ et u une sous-solution
stricte du problème de Dirichlet (0.0.1) c’est-à-dire qu’elle satisfait l’inégalité (0.0.3) pour ϵ0 > 0.
Pour 0 < ε ≤ 1 fixé, posons ψε := ψ + εn. Considérons alors le problème de Dirichlet

(0.0.6)

{
(ddcu)n = ψε(·, u) βn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω.

Puisque ψε ≥ εn > 0, on va appliquer la première étape pour résoudre le problème (0.0.6). Pour
cela, on construit une sous-solution uε et une sursolution ūε du problème (0.0.6) avec uε ≤ ūε
dans Ω.

Alors en utilisant la pseudoconvexité stricte du domaine Ω et la première étape, on montre
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que pour tout 0 < ε < ε0, il existe uε ∈ PSH(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄) solution du problème (0.0.6). On
applique ensuite le même raisonnement qu’à la première étape pour montrer qu’il existe une
constante uniforme C > 0 indépendante de 0 < ε < ε0 telle que

∥uε∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C,

et que uε converge uniformément vers u ∈ C1,1̄(Ω̄).

Pour montrer que u ∈ C∞(Ω), on utilise l’argument complexe de la théorie locale d’Evans-
Krylov développée dans [WZ22, DZZ11] et la théorie de Schauder développée dans [GT98] (voir
section 2.3 pour plus de détails).

Problème des valeurs propres de l’opérateur de Monge-

Ampère complexe

Dans cette partie, on étudie le problème des valeurs propres de l’opérateur de Monge-Ampère
complexe. Soit Ω ⊂ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe de Cn à bord lisse ∂Ω et
0 < f ∈ C∞(Ω̄). Notre objectif est de résoudre le problème des valeurs propres avec condition
au bord de type Dirichlet pour un opérateur de Monge-Ampère complexe.

Le problème consiste à trouver un couple (λ, u), avec λ > 0 et u ∈ PSH(Ω)∩C0(Ω̄)∩C2(Ω)
vérifiant les conditions suivantes :

(0.0.7)


(ddcu)n = (−λu)nfnβn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω
∥u∥C0(Ω̄) = 1,

où β := ddc|z|2 est la forme de Kähler standard sur Cn.
P. L. Lions a résolu le problème d’existence de la première valeur propre avec condition au

bord de type Dirichlet pour l’opérateur de Monge-Ampère réel sur un domaine borné fortement
convexe à bord lisse dans RN (voir [Lions86]). Il a affirmé qu’en utilisant les résultats de L.
Caffarelli, J.J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85], tous ses résultats s’étendent sans
changement au cas de l’opérateur de Monge-Ampère complexe.

Nous n’avons pas été en mesure d’appliquer directement les résultats de [CKNS85] comme
Lions l’affirmait pour résoudre le problème dans le cas complexe. En effet nous avons à faire
à des équations de Monge-Ampère complexes avec un second membre du type ψε(z, u) :=
(ε − λu)nf(z)n avec ε > 0. Puisque ces fonctions sont décroissantes en u et ψε(z, 0) ≡ εf(z)n

est complètement dégénérée sur le bord lorsque ε→ 0+, les résultats d’existence de [CKNS85]
et [Guan98] ne s’appliquent pas directement dans ce cas.

Pour contourner ce problème, nous allons utiliser le nouveau théorème d’existence pour les
équations de Monge-Ampère complexes dégénérées (voir Théorème 0.0.1 ci-dessus) basé sur
le théorème fondamental de [CKNS85] et des nouvelles estimatées a priori du laplacien pour
l’opérateur inverse de Monge-Ampère que nous allons établir au chapitre 2.

Voici le premier résultat principal de cette partie.

Théorème 0.0.2. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse et
0 < f ∈ C∞(Ω̄) une fonction positive lisse dans Ω̄.
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Alors il existe un nombre réel λ1 = λ1(Ω, f) > 0 et une fonction u1 ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω) ∩
C1,1̄(Ω̄) avec ∥u1∥C0(Ω̄) = 1 tels que le couple (λ1, u1) soit l’unique solution du problème des
valeurs propres (0.0.7).

Le nombre λ1 sera appelé la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère com-
plexe par rapport à la forme volume dνf := fnβn et u1 sera appelé sa fonction propre normalisée.

On ne sait pas si la fonction propre u1 du Théorème 0.0.2 satisfait u1 ∈ C1,1(Ω̄) comme
dans le cas réel.

Idée de la preuve : Tout d’abord nous allons approcher l’EDP (0.0.7) par une EDP non
dégénérée du même type en perturbant convenablement le second membre. Ensuite nous allons
appliquer les estimées a priori uniformes de la première partie pour cette dernière et enfin, après
normalisation, passer à la limite pour obtenir une solution de notre problème de départ. Pour y
parvenir, nous allons suivre la stratégie de P. L. Lions [Lions86] et procéder en plusieurs étapes.

Nous allons considérer le problème perturbé

(0.0.8)

{
(ddcu)n = (1 − λu)nfnβn dans Ω,
u ≡ 0 dans ∂Ω,

où λ > 0 est un paramètre.

Ensuite, on introduit la borne supérieure suivante :

(0.0.9) µ1 := sup{λ ≥ 0 : ∃u ∈ P0(Ω), solution de (0.0.8)},

où

(0.0.10) P0(Ω) := {u ∈ PSH(Ω) ∩ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) ; u|∂Ω = 0}.

On utilise le théorème d’existence de [CKNS85] (voir Théorème 1.4.1), pour montrer qu’il
existe u0 ∈ PSH(Ω) ∩C∞(Ω̄) solution du problème (0.0.8) pour λ = 0, c’est-à-dire (ddcu0)

n =
fnβn. Donc µ1 est bien défini et 0 ≤ µ1 ≤ +∞.

• Dans la première étape, on montre en utilisant la formule d’algèbre linéaire de B. Gaveau
[Gav77] (voir chapitre 3, formule (1.5.1)) que µ1 ≤ λ1 < +∞, où λ1 est aussi défini au niveau
du chapitre 3.

• Pour la deuxième étape, on montre que ∥u0∥−1
C0(Ω̄)

≤ µ1, c’est-à-dire que 0 < µ1 ≤ λ1.

• Dans la troisième étape, on montre en procédant de la même manière qu’à l’étape 2, que
pour tout 0 < λ < µ1, que le problème (0.0.8) admet une solution uλ ∈ P0(Ω).

• En quatrième étape, on montre que ∥uλ∥C0(Ω̄) → +∞ lorsque λ→ µ1. Pour y arriver, on
procède par l’absurde. On suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout λ ∈]0, µ1[ qui converge
vers µ1, on a ∥uλ∥C0(Ω̄) ≤ M < +∞. On montre ensuite que le problème (0.0.8) admet une
sous-solution stricte u et une sursolution ū. Ainsi en appliquant les estimées a priori uniformes
du chapitre 2 et la théorie d’Evans-Krylov, on aboutit à une contradiction.

• Dans la cinquième étape, on utilise la famille normalisée définie pour λ < µ1 par la formule
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vλ := uλ
∥uλ∥C0(Ω̄)

qui est solution du problème

(0.0.11)


(ddcvλ)n = (∥uλ∥−1

C0(Ω̄)
− λvλ)nfnβn dans Ω

vλ = 0 dans ∂Ω
∥vλ∥C0(Ω̄) = 1.

Dans cet étape, on établit d’abord les estimées a priori uniformes des ∥∇vλ∥C0(Ω̄) et on montre
que lorsque λ → µ1, (vλ) converge uniformément vers φ1 ∈ PSH(Ω) ∩ C0,1(Ω̄) solution faible
du problème (0.0.7) avec λ = µ1.

Ensuite, pour montrer que φ1 ∈ PSH(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄), on va construire une surbarrière uni-
forme pour tous les vλ et appliquer les résultats du Théorème 0.0.1. Enfin, on utilise la théorie
d’Evans-Krylov complexe et la théorie de Schauder pour montrer que φ ∈ C∞(Ω) et que le
couple (µ1, φ1) est solution du problème (0.0.7) avec µ1 ≤ λ1.

• Pour la sixième étape de la preuve, on montre que λ1 = µ1 en utilisant le Lemme 1.5.3.
• La septième étape de la preuve est consacrée à l’unicité du couple (µ1, φ1). Dans cette

partie de la preuve, on utilise le Lemme 1.5.3, la Proposition 1.5.2 et le Lemme de Hopf [Eva10,
Lemme 6.4.2, p. 347] pour montrer que si (µ, φ) est une autre solution de (0.0.7) alors µ1 = µ
et φ1 = θφ, où θ > 0 est une constante.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on développe une approche variationnelle générale
pour le problème de l’existence de la première valeur propre pour des opérateurs de Monge-
Ampère plus généraux. L’idée de cette méthode est de considérer la fonctionnelle dont l’équation
de Monge-Ampère complexe (0.0.7) est l’équation d’Euler-Lagrange. On montre ensuite que
cette fonctionnelle est coercive et semi-continue inférieurement, ce qui nous permet de la minimi-
ser sur un ensemble compact convenable de fonctions plurisousharmoniques d’énergies bornées.
On montre ensuite que ce point minimum est la solution cherchée.

De façon plus précise, suivant Cegrell [Ceg98], on définit d’abord la classe E0(Ω) des fonctions
plurisousharmoniques bornées ϕ sur Ω avec une valeur au bord nulle telles que

∫
Ω

(ddcϕ)n < +∞.
Ensuite, on définit E1(Ω) l’ensemble des fonctions plurisousharmoniques u dans Ω telles qu’il
existe une suite décroissante (uj)j∈N dans la classe E0(Ω) vérifiant u = limj uj dans Ω et
supj

∫
Ω

(−uj)(ddcuj)n < +∞.
On montre que l’opérateur de Monge-Ampère complexe s’étend à la classe E1(Ω) et on

définit sa fonctionnelle d’énergie sur E1(Ω) comme suit : pour tout ϕ ∈ E1(Ω),

(0.0.12) E(ϕ) :=
1

n+ 1

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)n,

qui d’après [BBGZ13] est semi-continue inférieurement et que son opposé est la primitive de
l’opérateur de Monge-Ampère complexe.

Ensuite pour dVg := gβn une forme volume positive sur Ω̄ où 0 ≤ g ∈ Lp(Ω), p > 1 est une
fonction densité, on définit pour ϕ ∈ E1(Ω), la fonctionnelle

(0.0.13) Ig(ϕ) :=
1

n+ 1

∫
Ω

(−ϕ)n+1dVg.

On montre que la fonctionnelle Ig est bien définie, continue pour la topologie L1
loc sur les sous-

ensembles de niveau d’énergie bornée de E1(Ω).
On voit que l’équation de Monge-Ampère complexe (0.0.7) est l’équation d’Euler-Lagrange
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de la fonctionnelle définie pour ϕ ∈ E1(Ω), par la formule

Fg(ϕ) := E(ϕ) − ηn1 Ig(ϕ).

En minimisant la fonctionnelle Fg comme expliqué ci-dessus, on démontre le résultat suivant.

Théorème 0.0.3. Soit Ω ⋐ Cn un domaine hyperconvexe et dVg := gβn une forme volume
positive sur Ω̄ de densité 0 ≤ g ∈ Lp(Ω), p > 1 tel que

∫
Ω
dVg > 0. On définit le nombre réel

(0.0.14) ηn1 := inf

{
E(ϕ)

Ig(ϕ)
;ϕ ∈ E1(Ω), w ̸= 0

}
.

Il existe une fonction w ∈ E1(Ω) telle que

(0.0.15) ηn1 =
E(w)

Ig(w)
·

De plus (η1, w) est une solution (faible) du problème des valeurs propres

(0.0.16)


(ddcw)n = (−η1w)ngβn dans Ω
w = 0 dans ∂Ω
w < 0.

En utilisant le Théorème 0.0.3 et notre nouveau théorème d’existence (Théorème 0.0.1),
nous allons prouver une formule de type quotient de Rayleigh pour la première valeur propre.
C’est le deuxième résultat principal de ce chapitre.

Théorème 0.0.4. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse
et 0 < f ∈ C∞(Ω̄) une fonction positive lisse sur Ω̄. Soit (λ1, u1) la solution normalisée du
problème des valeurs propres (0.0.7). Alors

λn1 =

∫
Ω

(−u1)(ddcu1)n∫
Ω

(−u1)n+1dνf
= inf

{∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)n∫
Ω

(−ϕ)n+1dνf
;ϕ ∈ E1(Ω), ϕ ̸= 0

}
,

où dνf = fnβn.

Ce résultat est une conséquence directe du théorème suivant :

Théorème 0.0.5. Soit dνf := fnβn une forme volume positive lisse sur Ω̄ et (λ1, φ1) la solution
lisse normalisée du problème des valeurs propres (0.0.7) et soit (η1, w1) une solution faible du
problème (0.0.16) pour g = fn.

Alors λ1 = η1 et φ1 = θw1, où θ est une constante strictement positive.

Idée de la preuve : On voit que si (λ1, φ1) est la solution du problème des valeurs propres
(0.0.7) donnée par le Théorème 0.0.2, on a∫

Ω

(−φ1)(dd
cφ1)

n = λn1

∫
Ω

(−φ1)
n+1fnβn.

D’après la formule (0.0.14), on a λ1 ≥ η1.
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Pour montrer que λ1 = η1, on fait un raisonnement par l’absurde en supposant que η1 <
λ1 = µ1.

On montre en utilisant l’étape 3 de la preuve du Théorème 0.0.2, qu’il existe uη1 ∈ PSH(Ω)∩
C2(Ω̄) telle que

(ddcuη1)
n = (1 − η1uη1)

nfnβn dans Ω et uη1 = 0 dans ∂Ω.

Ensuite on va comparer w1 et uη1 . Pour cela on montre que w1 est borné et on utilise le principe
de comparaison pour montrer que u := tuη1 ≤ w1, où t := η1M et M est la borne de w1.

On montre que u est une sous-solution stricte de (0.0.16) et puisque w1 en est une sursolution,
en appliquant le Théorème 0.0.1, on montre qu’il existe φ ∈ PSH(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄) solution de
(0.0.16) telle que u ≤ φ ≤ w1. En normalisant cette fonction φ, on voit que (η1, θφ) avec
θ := ∥φ∥−1 est une autre solution normalisée de (0.0.7). D’après la propriété d’unicité du
Théorème 0.0.2, on a η1 = λ1. Cette contradiction montre que η1 = λ1.

Pour montrer que φ1 = θw1, on démontre que si (λ1, φ1) est la solution normalisée de (0.0.7)
alors pour tout u ∈ E1(Ω) solution faible de

(0.0.17)

{
(ddcu)n = (−λ1u)nfnβn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω,

il existe une constante positive θ > 0 telle que u = θφ1.

Notons qu’une formule de type quotient de Rayleigh pour la valeur propre de l’opérateur
de Monge-Ampère réel a été démontrée par K. Tso dans [Tso90] avec une approche différente.

Approche variationnelle au problème des valeurs propres

de l’opérateur Hessien complexe

Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné, µ ≥ 0 une mesure de Borel positive sur Ω, de masse finie
0 < µ(Ω) < +∞ et m un entier tel que 1 ≤ m ≤ n.

Le problème des valeurs propres de l’opérateur Hessien complexe associé à µ consiste à
trouver un couple (λ, u), où λ > 0 est une constante et u est une fonction m-sousharmonique
bornée sur Ω, vérifiant les propriétés suivantes :

(0.0.18)


(ddcu)m ∧ βn−m = (−λu)mµ dans Ω, (†)
u = 0 dans ∂Ω, (††)
u < 0 dans Ω.

L’équation (†) est interprétée aux sens des courants (ou des mesures de Radon) sur Ω (voir
chapitre 1, section 1.7) et l’identité (††) signifie que pour tout ζ ∈ ∂Ω, limz→ζ u(z) = 0.

Lorsque m = 1 et µ est la mesure de Lebesgue, c’est le problème classique des valeurs
propres de l’opérateur de Laplace. Lorsque m = n et µ est une forme volume lisse sur Ω̄, c’est le
problème des valeurs propres de l’opérateur de Monge-Ampère complexe que nous avons étudié
au chapitre 3 de cette thèse.

Nous allons utiliser une approche variationnelle pour résoudre ce problème. Nous définissons
deux fonctionnelles sur le cône positif convexe E1

m(Ω) des fonctionsm-sousharmoniques d’énergie
finie (voir chapitre 1, section 1.8).
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La première est la fonctionnelle d’énergie définie sur E1
m(Ω) par la formule :

(0.0.19) Em(ϕ) = Em,Ω(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)m ∧ βn−m, ϕ ∈ E1
m(Ω).

Cette fonctionnelle (mutlipliée par le signe −) est une primitive de l’opérateur Hessien sur
E1
m(Ω), c’est-à-dire E ′

m(ϕ) = −(ddcϕ)m ∧ βn−m sur E1
m(Ω) au sens du Lemme 1.8.4. D’après le

Lemme 1.8.4, elle est convexe (sur les segments) sur E1
m(Ω).

La deuxième fonctionnelle est attachée à une mesure de Borel positive µ sur Ω vérifiant la
condition d’intégrabilité suivante :

(0.0.20) E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ).

La fonctionnelle associée à µ est définie par la formule suivante

(0.0.21) Im(ϕ) = IΩ,µ,m(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ, ϕ ∈ E1
m(Ω).

C’est encore une fonctionnelle convexe sur E1
m(Ω) telle que I ′m(ϕ) = −(−ϕ)mµ pour tout ϕ ∈

E1
m(Ω) au sens du Lemme 1.8.4.

Cela montre que l’équation (ddcϕ)m ∧ βn−m = (−λϕ)mµ est l’équation d’Euler-Lagrange de
la fonctionnelle

(0.0.22) ΦΩ,µ,m(ϕ) := Em(ϕ) − λmIΩ,µ,m(ϕ), ϕ ∈ E1
m(Ω).

Lorsque (Ω, µ) est fixé, on écrira Im = IΩ,µ,m et Φm = ΦΩ,µ,m. Pour énoncer nos principaux
résultats, nous faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèses (H)

• Ω ⋐ Cn estm-hyperconvexe c’est-à-dire qu’il admet une fonction d’exhaustionm-sousharmonique
négative et continue (voir Définition 1.7.7) ;

• µ est une mesure de Borel positive telle que 0 < µ(Ω) < +∞ qui est fortement diffuse
par rapport à la m-capacité (voir Définition 1.9.1).

Un exemple important est lorsque µ := gβn, où 0 ≤ g ∈ Lp(Ω) avec p > n/m et
∫
Ω
gβn > 0

(voir Section 1.9 pour plus d’exemples).

Voici le premier résultat de cette partie :

Théorème 0.0.6. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné et µ une mesure de Borel positive sur Ω
telles que (Ω, µ) vérifie les hypothèses (H). Alors on a les propriétés suivantes :

(i) E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ) ;

(ii) la formule

(0.0.23) λm1 := inf

{
Em(ϕ)

Im(ϕ)
;ϕ ∈ E1

m(Ω), ϕ ̸≡ 0

}
,

définit un nombre réel positif λ1 = λ1(m,µ,Ω) > 0 ;
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(iii) il existe une fonction u1 ∈ E1
m(Ω) telle que u1 ̸≡ 0 dans Ω et

(0.0.24) λm1 =
Em(u1)

Im(u1)
;

(iv) (λ1, u1) est une solution de l’équation des valeurs propres (�) c’est-à-dire

(ddcu1)
m ∧ βn−m = (−λ1u1)mµ,

au sens des mesures sur Ω.

(v) Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe, µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω) et (m, p) qui vérifie
les conditions suivantes

(0.0.25) (n− 1)/2 < m ≤ n et p > p∗(m,n),

où p∗(m,n) est donné par la formule (4.3.7), alors u1 ∈ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[ et le
couple (λ1, u1) est une solution du problème des valeurs propres (0.0.18).

Lorsque m = n, le point (v) est démontré au niveau du chapitre 3.

Idée de la preuve : La preuve des points (i), (ii), (iii) et (iv) utilise une approche
variationnelle et est similaire à celle du Théorème 0.0.3.

Pour prouver le point (v), on montre que si Ω est strictement m-pseudoconvexe, µ = gβn

avec g ∈ Lp(Ω) et (m, p) qui vérifie les conditions (0.0.25), il existe r dépendant seulement de
p,m et de n telle que n/m < r < p et pour tout ϕ ∈ E1

m(Ω), on a gϕ := (−ϕ)mg ∈ Lr(Ω). Donc
g1 := (−λ1u1)mg ∈ Lr(Ω).

Ensuite, on montre en utilisant [Ch16b] qu’il existe une fonction m-sousharmonique v ∈
Cα(Ω̄) (0 < α < 1) telle que (ddcv)m∧βn−m = g1β

n sur Ω et v = 0 dans ∂Ω. Alors u1, v ∈ E1
m(Ω)

sont deux solutions de l’équation

(ddcϕ)m ∧ βn−m = g1β
n.

Par unicité dans E1
m(Ω) (voir [Lu15, Théorème 1.1]), on a u1 = v dans Ω̄. Cela met fin à la

preuve de (v).

Le deuxième résultat principal de cette partie est le suivant.

Théorème 0.0.7. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné et µ une mesure de Borel positive sur Ω
telles que (Ω, µ) vérifie les hypothèses (H).

Soit f : Ω × R −→ R+ une fonction borélienne vérifiant les propriétés suivantes :

• pour tout t ≤ 0, f(·, t) ∈ L∞(Ω, µ).

• il existe une constante λ0 < λ1 telle que pour µ-p.p. z ∈ Ω, la fonction t 7→ f(z, t) soit
différentiable sur ] −∞, 0[ et vérifie

∂tf(z, t) ≥ −λ0, pour tout t < 0.

Alors l’équation Hessienne

(0.0.26) (ddcφ)m ∧ βn−m = f(·, φ)mµ dans Ω,
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admet une solution φ ∈ E1
m(Ω).

Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe, µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω) et (m, p) qui vérifie
les conditions (0.0.25), alors le problème de Dirichlet suivant

(0.0.27)

{
(ddcφ)m ∧ βn−m = f(·, φ)mµ dans Ω,
φ = 0 dans ∂Ω,

admet une solution φ ∈ SHm(Ω) ∩ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[.

SHm(Ω) est la classe des fonctions m-sousharmoniques sur Ω.
Dans le cas réel, des résultats similaires ont été obtenus par K. Tso pour l’opérateur de

Monge-Ampère réel sur un domaine convexe borné de Rn en considérant la mesure de Lebesgue
sur Rn (voir [Tso90]). Pour le cas des opérateurs Hessiens réels, l’existence de la première valeur
propre a été prouvée par X. J. Wang (voir [Wang94]). Ces auteurs ont utilisé une méthode
différente basée sur une approche parabolique.

Le Théorème 0.0.7 se déduit facilement d’un résultat plus général. En effet, nous allons prou-
ver un théorème plus général (voir le Théorème 0.0.8 ci-dessous) et donner quelques applications
au niveau de la section 4.4.

Considérons le problème de Dirichlet plus général suivant

(0.0.28)


(ddcu)m ∧ βn−m = G(·, u)µ, dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω,
u < 0 dans Ω,

où Ω ⋐ Cn est un domaine borné, G : Ω×] − ∞, 0] −→ [0,+∞[ est une fonction borélienne
donnée, µ une mesure de Borel positive sur Ω vérifiant certaines conditions et u ∈ SHm(Ω) ∩
L∞(Ω).

On définit H : Ω × R− −→ R+ comme suit

H(z, t) :=

∫ 0

t

G(z, s)ds,

pour (z, t) ∈ Ω×] −∞, 0].
Considérons les hypothèses suivantes :

• (H0) Ω est un domaine borné m-hyperconvexe et µ est une mesure de Borel positive sur
Ω tels que (Ω, µ) soit fortement Γ-diffuse au sens de la définition 1.9.1.

• (H1) pour µ-p.p. z ∈ Ω, la fonction t 7−→ G(z, t) est continue sur ] −∞, 0] ;

• (H2) il existe θ1 < λm1 /(m+ 1) tel que

lim sup
t→−∞

(supz∈ΩH(z, t))

|t|m+1
< θ1 < λm1 /(m+ 1),

• (H3) Si G(z, 0) ≡ 0 dans Ω, il existe θ2 > λm1 /(m+ 1) tel que

lim inf
t→0−

H(z, t)

|t|m+1
> θ2 > λm1 /(m+ 1),

pour µ-p.p. z ∈ Ω.
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Ici λ1 := λ1(Ω, µ) est la première valeur propre de l’opérateur Hessien complexe défini par la
formule (0.0.23).

On définit la fonctionnelle correspondante sur E1
m(Ω) par la formule

ΦG,µ(ϕ) := Em(ϕ) −
∫
Ω

H(z, ϕ(z))dµ(z), ϕ ∈ E1
m(Ω)

Formellement l’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle ΦG,µ est précisément l’équation
Hessienne

(ddcu)m ∧ βn−m = G(·, u)µ

du problème (0.0.28) comme nous allons le voir au niveau de la section 4.4.
Nous allons utiliser une méthode variationnelle pour démontrer le résultat suivant.

Théorème 0.0.8. Supposons que (Ω, µ,G) vérifie les hypothèses (H0), (H1) et (H2). Alors la
fonctionnelle ΦG,µ a les propriétés suivantes :

1) la fonctionnelle ΦG,µ est bien définie, coercive sur E1
m(Ω) et atteint son minimum en une

fonction φ ∈ E1
m(Ω, C), pour un certain C > 0 suffisamment grand ;

2) la fonction φ est un point critique de la fonctionnelle ΦG,µ, donc c’est une solution de
l’équation Hessienne c’est-à-dire

(ddcφ)m ∧ βn−m = G(·, φ)µ,

au sens des mesures sur Ω ;
3) si Ω est strictement m-pseudoconvexe, G est à croissance polynomiale de degré m et

µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω), où (p,m) vérifie les conditions (0.0.25), alors φ ∈ Cα(Ω̄) pour un
certain α ∈]0, 1[ et φ est une solution du problème de Dirichlet (0.0.28).

Si de plus G(z, 0) ≡ 0 dans Ω et G vérifie (H3), φ est une solution non triviale c’est-à-dire
φ < 0 dans Ω.

Ici G est à croissance polynomiale de degré m signifie qu’il existe une constante M0 > 0
telle que pour µ-p.p. z ∈ Ω et tout t < 0, on a

G(z, t) ≤M0|t|m.

Idée de la preuve :
La preuve du Théorème utilise une méthode variationnelle mais tout d’abord on doit montrer

que sous les conditions (H0), (H1) et (H2), la fonctionnelle ΦG,µ est bien définie sur E1
m(Ω) et

est semi-continue inférieurement sur chaque ensemble

E1
m(Ω, C) := {ϕ ∈ E1

m(Ω) ; 0 ≤ Em(ϕ) ≤ C},

avec C > 0 et qu’il existe des constantes ϵ0 > 0 et C0 > 0 telles que pour tout ϕ ∈ E1
m(Ω),

(0.0.29) ΦG,µ(ϕ) ≥ ϵ0Em(ϕ) − C0.

En particulier ΦG,µ est minoré.
On remarque que l’inégalité (0.0.29) signifie par définition que la fonctionnelle ΦG,µ est

coercive.
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Ensuite, on montre qu’il existe une constante C > 1 telle que

inf{ΦG,µ(ϕ) ; ϕ ∈ E1
m(Ω)} = inf{ΦG,µ(ϕ) ; ϕ ∈ E1

m(Ω, C)}·

Puisque la fonctionnelle ΦG,µ est semi-continue inférieurement sur l’ensemble compact E1
m(Ω, C),

elle atteint son minimum en un certain φ ∈ E1
m(Ω, C).

Du coup, comme dans la preuve du Théorème 0.0.6, on en déduit que φ est un point critique
de ΦG,µ c’est-à-dire que φ est une solution de l’équation

(ddcu)m ∧ βn−m = G(·, u)µ.

Lorsque G(z, 0) ≡ 0 dans Ω, on montre que la condition (H3) implique que φ ̸≡ 0 dans
Ω. Plus précisément on montre que la condition (H3) implique que l’infimum de ΦG,µ est
strictement négatif.

Pour prouver que φ est Hölder continue et φ ≡ 0 dans ∂Ω lorsque Ω est strictement m-
pseudoconvexe, G est à croissance polynomiale de degré m et µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω) où (p,m)
vérifie les conditions (0.0.25), on utilise le même argument que dans la preuve du Théorème
0.0.6.





Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notions de base en théorie du pluripotentiel

Dans cette section nous allons donner quelques notions de base de la Théorie du Pluripo-
tentiel qui nous seront utiles tout au long de cette thèse. Pour plus d’informations sur la théorie
du pluripotentiel voir [Kl81, De89, Kol05, GZ17].
Nous entendons par domaine un ensemble non vide, ouvert et connexe.

Définition 1.1.1. Soit Ω ⊂ C un domaine. Une fonction u : Ω → [−∞,+∞[ est sou-
sharmonique si elle est semi-continue supérieurement sur Ω et pour tout a ∈ Ω, il existe
0 < ρ(a) < dist(a, ∂Ω) tel que, pour tout 0 < r < ρ(a), on a

(1.1.1) u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(a+ reiθ)dθ.

On rappelle qu’une fonction u est semi-continue supérieurement ( s.c.s en abrégé ) sur Ω si
pour tout c ∈ R, les sous-ensembles de sous-niveau {u < c} sont des ouverts de Ω.

En analyse complexe de plusieurs variables, il est bien connu que la classe des fonctions
sousharmoniques est trop grande et que la théorie classique du potentiel n’a qu’une gamme
limitée d’applications. En conséquence, le besoin d’une sous-classe plus appropriée se fait tout
naturellement sentir. Cela a motivé la théorie des fonctions plurisousharmoniques et la Théorie
du Pluripotentiel.

En Théorie du Pluripotentiel on étudie donc une classe plus restreinte de fonctions sou-
sharmoniques dont la composition avec des applications biholomorphes sont sousharmoniques.
Cette classe est précisément la classe des fonctions plurisousharmoniques définies comme suit :

Définition 1.1.2. Soit Ω un domaine de Cn. Une fonction u : Ω → [−∞,+∞[ est plurisou-
sharmonique ( psh en abrégé ) si elle est semi-continue supérieurement et pour toute droite
complexe Λ ⊂ Cn, la restriction u|Λ∩Ω est sousharmonique sur Ω ∩ Λ. C’est-à-dire pour chaque
point a ∈ Ω et chaque ξ ∈ Cn \ {0}, la fonction d’une variable complexe uξ : τ → u(a+ τξ) est
sousharmonique sur l’ensemble ouvert Ωξ := {τ ∈ C ; a+ τξ ∈ Ω} ⊂ C.

Cette dernière propriété peut être reformulée comme suit : pour tout a ∈ Ω, ξ ∈ Cn avec
|ξ| = 1, et r > 0 tels que B̄(a, r) ⊂ Ω, on a

17
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(1.1.2) u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(a+ reiθξ)dθ.

Notation 1.1.3. On note PSH(Ω) le cône positif convexe de l’ensemble des fonctions psh u
sur Ω et telles que u|Ω ̸≡ −∞.

Nous allons commencer par donner quelques propriétés de base des fonctions plurisoushar-
moniques.

Proposition 1.1.4. (1) PSH(Ω) ⊂ L1
loc(Ω).

(2) Si u, v ∈ PSH(Ω) alors λu+ ηv ∈ PSH(Ω), ∀λ, η ≥ 0.

(3) Si u ∈ PSH(Ω) et χ est une fonction réelle convexe croissante sur un intervalle contenant
u(Ω), alors χ ◦ u ∈ PSH(Ω).

(4) Soit (uj)j∈N une suite décroissante de fonctions psh sur Ω. Alors u := limuj est psh sur
Ω.

(5) Si u ∈ PSH(Ω) alors les régularisations standards u ∗ ρϵ sont psh sur Ωϵ := {z ∈
Ω| dist(z, ∂Ω) > ϵ}, pour 0 < ϵ≪ 1 et uϵ décroit vers u lorsque ϵ décroit vers 0.

(6) Soit (X, T ) un espace mesurable, µ une mesure positive sur (X, T ), et E(z, x) : Ω×X →
[−∞,+∞[ une fonction telle que

i) pour µ-p.p. x ∈ X, z 7→ E(z, x) est psh sur Ω,

ii) pour tout z0 ∈ Ω, il existe r > 0 et g ∈ L1(µ) tels que pour tout z ∈ B(z0, r) et
E(z, x) ≤ g(x) pour µ-p.p. x ∈ X.

Alors z 7→ V (z) :=
∫
X
E(z, x)dµ(x) est plurisousharmonique.

(7) Soit u une fonction psh sur un domaine Ω. Soit v une fonction psh sur un sous-domaine
relativement compact Ω′ ⊂ Ω. Si u ≥ v sur ∂Ω′, alors la fonction

z 7→ w(z) =

{
max[u(z), v(z)], si z ∈ Ω′,
u(z) si z ∈ Ω \ Ω′,

est plurisousharmonique sur Ω.

(8) Soit (ui)i∈I une famille de fonctions psh dans un domaine Ω, qui est localement uni-
formément majorée sur Ω, et soit u := supi∈I ui son enveloppe supérieure. Alors la
régularisée semi-continue supérieureurement

z 7→ u∗(z) := lim sup
Ω∋z′→z

u(z′) ∈ R ∪ {−∞}

est plurisousharmonique sur Ω et {u < u∗} est de mesure de Lebesgue nulle.

Nous allons utiliser les fonctions plurisousharmoniques pour définir des domaines pseudo-
convexes.

Définition 1.1.5. Un domaine Ω ⊂ Cn est dit pseudoconvexe s’il existe une fonction pluri-
sousharmonique continue φ sur Ω telle que {z ∈ Ω| φ(z) < c} ⋐ Ω, pour tout nombre réel
c ∈ R.
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Un domaine Ω ⊂ Cn à bord lisse ∂Ω est dit strictement pseudoconvexe, s’il existe une
fonction strictement plurisousharmonique ρ de classe C∞ définie au voisinage de Ω̄ telle que
ρ < 0 dans Ω, ρ = 0 dans ∂Ω et ∇ρ ̸= 0.

Une classe importante de domaines pseudoconvexes est la classe des domaines hypercon-
vexes.

Définition 1.1.6. Un domaine Ω ⊂ Cn est dit hyperconvexe, s’il existe une fonction plurisou-
sharmonique négative continue φ sur Ω telle que {z ∈ Ω| φ(z) < c} ⋐ Ω, pour tout nombre
réel c < 0.

Le triangle de Hartogs est un domaine pseudoconvexe mais pas hyperconvexe. Cependant,
Demailly a prouvé dans [De87] que tout domaine pseudoconvexe à bord Lipschitz est hyper-
convexe.

1.2 L’opérateur de Monge-Ampère complexe

Les opérateurs de différentiations extérieures d se décomposent comme suit : d = ∂ + ∂̄ et
dc = (i/2)(∂̄ − ∂), où ∂ et ∂̄ sont les opérateurs différentiels usuels. Alors on a ddc = i∂∂̄.
Pour u ∈ PSH(Ω) ∩ C2(Ω), on définit l’opérateur de Monge-Ampère complexe comme suit :

(ddcu)n = ddcu ∧ . . . ∧ ddcu︸ ︷︷ ︸
n fois

= det

(
∂2u

∂zj∂z̄k

)
βn,

où β := ddc|z|2 = i
∑n

j=1 dzj ∧ dz̄j est la métrique euclidienne sur Cn.
Notons que βn = 2nn !dV2n où

dV2n =

(
i

2

)n
dz1 ∧ dz̄1 ∧ . . . ∧ dzn ∧ dz̄n︸ ︷︷ ︸

n fois

est le volume usuel de R2n ou Cn.
Pour n = 1, on a ddcu = (1/2)∆udV2 et on sait que l’opérateur de Laplace est bien défini

pour toutes les fonctions sousharmoniques.
Pour n ≥ 2, l’opérateur de Monge-Ampère complexe n’est pas bien défini pour toute la

classe des fonctions plurisousharmoniques. Pour définir (ddcu)n lorsque u n’est pas régulière,
on peut approcher u par une suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques lisses (uj)
et étudier la limite faible au sens des courants lisses (ddcuj)

n. Lorsque u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω),
la convergence des (uj) est localement uniforme et l’existence de la limite se montre grâce à
l’inégalité de Chern-Levine-Nirenberg suivante (voir [BT82, BT87], [GZ17]) :

Proposition 1.2.1. Soient K ⋐ U ⋐ Ω, où K est un compact et U un ouvert. Soient uj ∈
PSH(Ω)∩L∞

loc(Ω), j = 1, . . . , n. Alors il existe une constante C > 0 dépendant de K,U,Ω telle
que

∥ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcun∥K ≤ C∥u1∥L∞(U) . . . ∥un∥L∞(U).

Cependant, lorsque u est psh et (localement) borné sur Ω mais non continue, Bedford et
Taylor [BT76, BT82] ont réussi à montrer que l’opérateur de Monge-Ampère est bien défini. Ils
définissent par récurrence le courant positif fermé :

ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcun := ddc(u1dd
cu2 ∧ . . . ∧ ddcun),
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où uj ∈ PSH(Ω) ∩ L∞
loc(Ω), j = 1, . . . , n.

Alors pour une fonction u ∈ PSH(Ω) ∩ L∞
loc(Ω), (ddcu)n est un courant positif de bidegré

(n, n) sur Ω qui s’identifie à une mesure de Radon positive sur Ω. D’après le théorème de
représentation classique de F. Riesz, on peut étendre cette mesure de Radon en une mesure de
Borel positive, unique et de masse localement finie, appelée mesure de Monge-Ampère complexe
de u.

De plus l’opérateur de Monge-Ampère complexe est continu pour la convergence uniforme
locale, pour la convergence monotone des suites dans PSH(Ω)∩L∞

loc(Ω) et il satisfait le principe
de comparaison suivant.

Proposition 1.2.2 ([BT76]). Soient u, v ∈ PSH(Ω) ∩ L∞(Ω) tels que pour ζ ∈ ∂Ω, on a
lim infz→ζ(u− v) ≥ 0 et (ddcu)n ≤ (ddcv)n au sens des courants sur Ω. Alors u ≥ v sur Ω.

Soit Ω un domaine borné de Cn. On définit la capacité de Bedford-Taylor [BT82], comme
suit : pour tout ensemble de Borel B ⊂ Ω,

CapΩ(B) := sup

{∫
B

(ddcv)n : v ∈ PSH(Ω, −1 ≤ v ≤ 0)

}
.

Cette capacité joue un rôle important dans la théorie du pluripotentiel (voir [BT82]) et d’après
la Proposition 1.2.1, elle est finie lorsque B est relativement compact dans Ω.
Soit D > 0 le diamètre de Ω, R := D/2 et B(a,R) une boule contenant Ω. On considère une
fonction test v(z) := R−2|z−a|2− 1 qui est psh et bornée sur Ω. Alors en utilisant la définition
de la capacité, on montre que pour tout borélien B ⊂ Ω,

(1.2.1) Vol(B) ≤ R2nCapΩ(B),

où Vol(B) :=
∫
B

(ddc|z|2)n est à une constante multiplicative près le volume de B sur Cn.

1.3 Les classes d’énergie finie

Dans cette sous-section, nous supposons que Ω ⋐ Cn est hyperconvexe c’est-à-dire qu’il
admet une fonction d’exhausion plurisousharmonique négative continue. Nous allons définir
une classe importante convexe de fonctions plurisousharmoniques singulières dans Ω adaptée à
l’approche variationnelle. Comme nous l’avons expliqué ci-dessus, l’opérateur de Monge-Ampère
(ddc·)n est bien défini sur la classe des fonctions plurisousharmoniques localement bornées dans
Ω.

Suivant Urban Cegrell [Ceg98], nous définissons la classe E0(Ω) comme l’ensemble des
fonctions plurisousharmoniques bornées ϕ sur Ω avec une valeur au bord nulle telles que∫
Ω

(ddcϕ)n < +∞. Ensuite, on définit E1(Ω) comme l’ensemble des fonctions plurisousharmo-
niques u dans Ω telles qu’il existe une suite décroissante (uj)j∈N dans la classe E0(Ω) satisfaisant
u = limj uj dans Ω et supj

∫
Ω

(−uj)(ddcuj)n < +∞. Il est facile de voir à partir de la définition
que E1(Ω) est un cône positif convexe dans L1

loc(Ω).

Il s’avère que l’opérateur de Monge-Ampère complexe s’étend à la classe E1(Ω) et est continu
pour la convergence monotone dans E1(Ω) . Si de plus u ∈ E1(Ω), alors on a

∫
Ω

(−u)(ddcu)n <
+∞ (voir [Ceg98]).
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1.4 Problème de Dirichlet

Dans cette section, nous allons énoncer quelques résultats fondamentaux sur l’existence de
solution pour le problème de Dirichlet pour les équations de Monge-Ampère complexes que
nous allons utiliser dans la suite.

1.4.1 Le Théorème de CKNS

Soit Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord de classe C∞ c’est-à-
dire Ω admet une fonction définissante ρ ∈ C∞(Ω̄) qui est strictement plurisousharmonique
au voisinage de Ω̄ et vérifie ∥∇ρ∥ > 0 sur ∂Ω. On considère le problème de Dirichlet pour
l’opérateur de Monge-Ampère complexe suivant :

(1.4.1)

{
(ddcu)n = ψ(·, u) βn dans Ω,
u = φ dans ∂Ω,

où β = ddc|z|2, ψ : Ω̄ × R −→ R+ et φ : ∂Ω −→ R sont des fonctions lisses.

Nous aurons besoin du théorème fondamental de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et
J. Spruck suivant (voir [CKNS85]).

Théorème 1.4.1 ([CKNS85]). Soit Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à
bord lisse. Soient φ ∈ C∞(∂Ω) et ψ ∈ C∞(Ω̄×R) telles que ∂tψ(z, t) ≥ 0 et ψ > 0 dans Ω̄×R.

Alors le problème de Dirichlet (1.4.1) admet une unique solution u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄).

1.4.2 Le théorème de sous-solution de B. Guan

Rappelons que sous la condition ∂ψ
∂u

≥ 0, Caffarelli-Kohn-Nirenberg-Spruck ont utilisé la
méthode de continuité et des estimées a priori pour prouver l’existence d’une solution unique
au problème de Dirichlet (1.4.1).

Dans le cas général, la méthode de continuité ne s’applique pas. Cependant sous la forte
hypothèse que ψ admet une borne inférieure strictement positive, B. Guan ([Guan98]) a pu
étendre le résultat de [CKNS85] à une situation plus générale en utilisant des estimées a priori
et une méthode plus complexe, la méthode du degré topologique comme dans le cas réel (voir
[CNS84]).

Énonçons le théorème de B. Guan [Guan98, Théorème 1.1]) que nous n’utiliserons que dans
notre application (voir Proposition 3.2.2).

Théorème 1.4.2 ([Guan98]). Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné à bord lisse et φ ∈ C∞(∂Ω).
Supposons que ψ ∈ C∞(Ω̄ × R), ψ > 0 dans Ω̄ × R et qu’il existe une fonction strictement
plurisousharmonique u ∈ C2(Ω̄) telle que (ddcu)n ≥ ψ(·, u)βn dans Ω et u = φ dans ∂Ω.

Alors le problème (1.4.1) admet une solution lisse u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) telle que u ≥ u
dans Ω.

Ce théorème ne peut pas être appliqué pour prouver le Théorème 3.1.1 car dans ce cas, le
second membre (−λu)n dégénère au bord puisque u = 0 dans ∂Ω. Nous allons démontrer au
chapitre 2, un nouveau théorème d’existence de solution qui traite ce cas (voir Théorème 2.1.1).



22 Préliminaires

1.5 Le problème des valeurs propres pour les opérateurs

linéaires elliptiques

Pour démontrer le Théorème 3.1.1 au niveau du chapitre 3, nous avons besoin de rappeler
quelques résultats de la théorie des opérateurs linéaires elliptiques du second ordre. Le lien avec
les opérateurs de type Monge-Ampère complexes est assuré par la Formule de Gaveau [Gav77]
en algèbre linéaire : si b est une matrice hermitienne positive n× n, on a

(1.5.1) (det b)
1
n =

1

n
inf{tr(a · b) : a ∈ Hn},

où Hn est l’ensemble des matrices hermitiennes positives n× n telles que det a ≥ 1.
Cette formule permet de réduire le problème des valeurs propres pour les opérateurs de type

Monge-Ampère complexe (voir l’équation (3.1.1)) en une équation de type Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB).

Soit A(Ω) l’ensemble des matrices hermitiennes positives n×n, a = (ajk̄)1≤j,k≤n à coefficients
des fonctions continues sur Ω tels que det a ≥ 1.

À chaque matrice a = (ajk̄)1≤j,k≤n ∈ A(Ω), on associe l’opérateur différentiel linéaire du
second ordre

(1.5.2) La =
1

n

n∑
j,k=1

ajk̄
∂2

∂zj∂z̄k
.

L’opérateur La est elliptique et vérifie le principe du maximum. De plus la formule de Gaveau
implique que si u ∈ C2(Ω), on a ponctuellement

(1.5.3) (detujk̄)
1
n = inf

{
Lau ; a ∈ A(Ω)

}
dans Ω.

Suivant l’idée de Lions dans le cas réel [Lions86], nous allons montrer au chapitre 3, l’exis-
tence d’une valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère complexe en utilisant les premières
valeurs propres des opérateurs linéaires La qui le définissent.

Pour cela nous aurons besoin du résultat classique suivant (voir [Eva10, Théorème 6.5.2] ) :

Lemme 1.5.1. Il existe un unique couple (γ1, ϕ1) = (γ1(a), ϕ1(a)) qui satisfait γ1 > 0, ϕ1 ∈
C2(Ω̄) et ∥ϕ1∥C0(Ω̄) = 1 tel que (γ1, ϕ1) soit une solution du problème de Dirichlet

(1.5.4)


Laϕ1 = −γ1ϕ1f dans Ω,
ϕ1 = 0 dans ∂Ω
ϕ1 < 0 dans Ω.

Le nombre γ1(a) = γ1(La,Ω) est appelé la première valeur propre de l’opérateur −La et ϕ1

est la fonction propre associée.
Nous allons utiliser les résultats suivants pour prouver l’unicité du Théorème 3.1.1 (voir

chapitre 3).

Proposition 1.5.2 ([BNV94]). Soient a ∈ A(Ω) et γ1 := γ1(a). Alors
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1. γ1 est donné par la formule suivante :

(1.5.5) γ1(a) = γ1(La,Ω) = sup{γ ≥ 0 : ∃ϕ < 0, Laϕ+ γϕf ≥ 0},

où ϕ ∈ C2(Ω) et ϕ = 0 dans ∂Ω,
2. si ϕ ∈ C2(Ω) est majorée dans Ω, lim supz→ζ ϕ(z) ≤ 0 pour tout ζ ∈ ∂Ω et satisfaisant

Laϕ+ γ1ϕf ≥ 0 dans Ω, il existe une constante θ ∈ R telle que ϕ = θϕ1.

Tous ces résultats sont démontrés dans [BNV94] dans le cas f ≡ 1 dans Ω, mais ils sont
toujours valables pour une densité positive générale f > 0 (voir [NP92]).

Pour appliquer ces résultats dans notre contexte, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5.3. Soient u, v ∈ PSH(Ω)∩C1,1̄(Ω̄)∩C2(Ω). Alors, il existe une matrice a ∈ A(Ω)
telle que

[det(ujk̄)]
1
n − [det(vjk̄)]

1
n = La(u− v).

Preuve. Rappelons que la fonction x 7→ detx de classe C1 sur l’espace Mn des matrices
d’ordre n et pour tout x ∈ Mn et ξ ∈ TxMn ≃ Mn, sa dérivée est donnée par la formule

(1.5.6) Dξ(det)(x) = D(det)(x) · ξ = tr(x̃τξ),

où x̃ est la comatrice de x et x̃τ sa transposée.
Posons g(t) := [det(tujk̄ + (1 − t)vjk̄)]

1
n pour 0 ≤ t ≤ 1. Alors g est différentiable dans [0, 1]

et on a

[det(ujk̄)]
1
n − [det(vjk̄)]

1
n = g(1) − g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt.

En appliquant la formule (1.5.6) de la différentielle de det au point x(t) := t(ujk̄) + (1− t)(vjk̄)
avec ξ := (ujk̄) − (vjk̄), nous obtenons

g′(t) :=
1

n
[det(x(t))]

1
n
−1tr(x̃(t)τξ).

Alors en posant w := u− v, on en déduit que

[det(ujk̄)]
1
n − [det(vjk̄)]

1
n =

1

n

n∑
j,k=1

ajk̄wjk̄ = Law,

où

ajk̄ :=

∫ 1

0

[det(x(t))]
1
n
−1x̃jk̄(t)dt.

Il nous reste à montrer que a ∈ A(Ω).

En effet, det
1
n est une fonction concave sur l’ensemble convexe Hn des matrices hermitiennes

positives n× n (ce résultat découle de la formule de Gaveau) . Donc

(det a)
1
n ≥

∫ 1

0

[
det
(

[detx(t)]
1
n
−1x̃(t)

)] 1
n
dt

=

∫ 1

0

[detx(t)]
1
n
−1[det x̃(t)]

1
ndt.
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Il reste à calculer det x̃(t). Cela se fait en se souvenant de la formule de l’inverse d’une
matrice x ∈ Hn : x−1 = 1

detx
x̃τ et donc det x̃ = (detx)n−1. Donc det a ≥ 1 et a ∈ A(Ω).

1.6 Fonctions m-sousharmoniques

Les ingrédients utilisés dans cette section sont développés dans [Bl05, Lu12, Ch16a]. Soient
Ω un domaine borné de Cn et m un entier fixé entre 1 et n. Soit Cn

(1,1) l’espace des (1, 1)-formes
réelles sur Cn.

Définition 1.6.1. Soit α ∈ Cn
(1,1). On dit que la (1, 1)-forme α est m-positive au point P ∈ Ω

si
αj ∧ βn−j ≥ 0 au point P, j = 1, . . . ,m.

On dit que α est m-positive sur Ω si elle l’est en chaque point de Ω.

On définit alors le cône des (1, 1)-formes m-positives sur Cn par

Θm := {α ∈ Cn
(1,1) : α ∧ βn−1, . . . , αm ∧ βn−m ≥ 0}.

Le lemme suivant est une généralisation de l’inégalité de G̊arding (voir [Ga59]) pour les
(1, 1)-formes.

Lemme 1.6.2 ([Lu12]). Soient α1, . . . , αm ∈ Θm. On note

(αj)m ∧ βn−m = hjβ
n, j = 1, . . . ,m.

Alors
α1 ∧ . . . ∧ αm ∧ βn−m

βn
≥ h

1/m
1 . . . h1/mm .

Soit T un courant de bidegré (n− k, n− k), k ≤ m sur Ω. On dit que T est m-positif si

α1 ∧ . . . ∧ αk ∧ T ≥ 0,

pour toutes (1, 1)-formes m-positives α1, . . . , αk sur Ω.

Définition 1.6.3. Soit u : Ω → [−∞,+∞[. On dit que u est m-sousharmonique (m-sh en
abrégé) si elle est sousharmonique et si

(1.6.1) ddcu ∧ α1 . . . ∧ αm−1 ∧ βn−m ≥ 0,

pour toutes (1, 1)-formes m-positives α1, . . . , αm−1.
L’inégalité (1.6.1) signifie que le courant ddcu ∧ βn−m est m-positif.
On notera par SHm(Ω) la classe des fonctions m-sousharmoniques dans Ω.

Puisque les fonctions m-sousharmoniques sont en particulier sousharmoniques, la classe
SHm(Ω) jouit des propriétés basiques comme les fonctions sousharmoniques sur Ω. On les
résume dans la proprosition suivante.

Proposition 1.6.4 ([Bl05]).
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1) Soit u une fonction de classe C2 dans Ω. Alors u est m-sh si et seulement si la forme
ddcu est m-positive en tout point de Ω.

2) Si u, v ∈ SHm(Ω) alors λu+ ηv ∈ SHm(Ω), ∀λ, η ≥ 0.

3) Soit u une fonction m-sh sur Ω. Considérons la suite régularisante standard par convo-
lution avec un noyau lisse u ∗ χϵ. Alors, pour chaque ϵ > 0, uϵ est m-sh sur Ωϵ := {z ∈
Ω : dist(z, ∂Ω) > ϵ} et uϵ décroit vers u lorsque ϵ > 0 décroit vers 0.

4) Soit (ui)i∈I ⊂ SHm(Ω) une suite localement uniformément majorée. Alors (supi∈I ui)
∗ ∈

SHm(Ω), où v∗ est la régularisée semi-continue supérieurement de v.

5) PSH=SHn ⊂ . . . ⊂ SH1 = SH.
6) Soit ∅ ̸= U ⊊ Ω un sous-emsemble tel que ∂U ∩ Ω est relativement compact dans Ω.

Supposons que u ∈ SHm(Ω), v ∈ SHm(U) et lim supz′→z v(z′) ≤ u(z) pour chaque z ∈
∂U ∩ Ω. Alors

z 7→ w(z) =

{
max[u(z), v(z)], si z ∈ U,
u(z) si z ∈ Ω \ U,

est m-sh sur Ω.

Contrairement aux fonctions psh, l’exemple suivant nous montre que les fonctions m-sh ne
sont pas invariantes par les applications holomorphes.

Exemple 1.6.5. Considérons la fonction u définie par u(z) = |z1|2 + |z2|2 − 1
2
|z3|2, z ∈ C3. On

voit que u est 2-sh dans C3 mais u /∈ PSH(C3).
Soit f : C3 → C3 une application holomorphe, définie par f(z) = (z1, z2,

√
2z3). Alors la

fonction u ◦ f(z) = |z1|2 + |z2|2 − |z3|2 est sousharmonique mais n’est pas 2-sh sur C3.

1.7 L’opérateur Hessien complexe

Dans cette section on utilise la méthode de Bedford et Taylor (pour les fonctions psh) pour
définir l’opérateur Hessien complexe pour des fonctions m-sousharmoniques localement bornées.

Lemme 1.7.1 ([SaAb12]). Soient u1, . . . , uk (k ≤ m) des fonctions m-sousharmoniques loca-
lement bornées sur Ω et T un courant m-positif fermé de bidegré (n− p, n− p) (p ≥ k). Alors
on peut définir par récurrence un courant m-positif fermé

ddcu1 ∧ ddcu2 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T = ddc(u1 · ddcu2 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T ).

Le produit est symétrique ; c’est-à-dire

ddcu1 ∧ ddcu2 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T = ddcuσ(1) ∧ ddcuσ(2) ∧ . . . ∧ ddcuσ(k) ∧ T,

pour toute permutation σ : {1, . . . , k} → {1, . . . , k}. En particulier, la mesure Hessienne d’ordre
m de u ∈ SHm(Ω) ∩ L∞

loc(Ω) est définie par

Hm(u) := (ddcu)m ∧ βn−m

L’inégalité de Chern-Levine-Nirenberg est encore valable dans ce contexte.
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Proposition 1.7.2 (Inégalité de Chern-Levine-Nirenberg). Soient D un ouvert relativement
compact de Ω et K ⋐ D un compact de D. Il existe A > 0 tel que

(1.7.1) ∥ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T∥K ≤ A.∥u1∥L∞(D) . . . ∥uk∥L∞(D)∥T∥D

et

(1.7.2) ∥vddcu1 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T∥K ≤ A.∥u1∥L∞(D) . . . ∥uk∥L∞(D)

∫
D

|v|T ∧ βp,

pour toute fonction m-sousharmonique v qui est intégrable par rapport au courant m-positif
fermé T de bidegré (n − p, n − p) (p ≤ m), et toutes fonctions m-sousharmoniques u1, . . . , uk
(avec k ≤ p).

De plus l’opérateur Hessien complexe est continu pour la convergence uniforme locale et
pour la convergence monotone des suites dans SHm(Ω) ∩ L∞

loc(Ω) (voir [Bl05, SaAb12, Lu15]).

Théorème 1.7.3 ([SaAb12]). Soient (uj0), . . . , (u
j
k) des suites décroissantes de fonctions m-

sousharmoniques dans Ω qui convergent vers u0, . . . , uk ∈ SHm(Ω) ∩ L∞
loc(Ω) respectivement.

Soit T un courant m-positif fermé de bidegré (n− p, n− p) (m ≥ p ≥ k) sur Ω. Alors

uj0.dd
cuj1 ∧ . . . ∧ ddcu

j
k ∧ T ⇀ u0.dd

cu1 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T,

au sens des courants.

Le théorème suivant montre que l’opérateur Hessien complexe est continue pour les limites
croissantes.

Théorème 1.7.4 ([Lu15]). Soient {ujk}∞j=1 des suites localement uniformément bornées de fonc-

tions m-sousharmoniques dans Ω pour k = 1, . . . ,m. Supposons que ujk ↑ uk ∈ SHm(Ω)∩L∞
loc(Ω)

presque partout lorsque j → +∞, k = 1, . . . ,m. Alors

ddcuj1 ∧ . . . ∧ ddcu
j
N ∧ βn−m ⇀ ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcum ∧ βn−m.

L’opérateur Hessien complexe satisfait aussi au principe de comparaison.

Proposition 1.7.5 ([Lu15]). Soient u, v ∈ SHm(Ω)∩L∞
loc(Ω) telles que lim inf

z→∂Ω
(u(z) − v(z)) ≥ 0.

Alors ∫
{u<v}

(ddcv)m ∧ βn−m ≤
∫
{u<v}

(ddcu)m ∧ βn−m.

Corollaire 1.7.6. Soient u, v ∈ SHm(Ω)∩L∞
loc(Ω) telles que (ddcu)m∧βn−m ≤ (ddcv)m∧βn−m

et lim inf
z→∂Ω

(u(z) − v(z)) ≥ 0. Alors u ≥ v sur Ω.

On va utiliser les fonctions m-sousharmoniques pour définir la notion de m-hyperconvexité.

Définition 1.7.7. 1. Soit Ω un domaine borné de Cn. On dit que Ω est m-hyperconvexe s’il
existe une fonction m-sousharmonique continue ρ : Ω → R− qui est exhaustive ; c’est-à-dire
pour tout c < 0, {z ∈ Ω : ρ(z) < c} ⋐ Ω.
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2. On dit que le domaine Ω ⋐ Cn est strictement m-pseudoconvexe si Ω admet une fonction
définissante lisse ρ qui est strictement m-subharmonique dans un voisinage de Ω̄ et vérifiant
ponctuellement |∇ρ| > 0 sur ∂Ω = {ρ = 0}. Dans ce cas on peut choisir ρ de sorte que

(1.7.3) (ddcρ)k ∧ βn−k ≥ βn for 1 ≤ k ≤ m,

ponctuellement sur Ω.
Lorsque m = n, on dit que Ω est strictement pseudoconvexe.

Nous renvoyons le lecteur à [ACH18] pour plus de détails sur la géométrie de ces domaines.
L’une des propriétés les plus importantes des fonctions m-sousharmoniques est la quasi-

continuité : c’est-à-dire la restriction d’une fonction m-sousharmonique au complémentaire d’un
ouvert de m-capacité arbitrairement petite, est continue. C’est l’analogue pour les fonctions
mesurables du théorème de Lusin en théorie de la mesure (voir [Ru87]).

Définition 1.7.8. Soit E ⊂ Ω un sous-ensemble de Borel. On définit la m-capacité de E par
rapport à Ω comme suit :

cm,Ω(E) := sup

{∫
E

(ddcu)m ∧ βn−m : u ∈ SHm(Ω), −1 ≤ u ≤ 0

}
.

La m-capacité partage les mêmes propriétés élémentaires que la capacité de Bedford-Taylor
(Voir [Lu15]).

Proposition 1.7.9.

(1) cm,Ω(E1) ≤ cm,Ω(E2) si E1 ⊂ E2.

(2) cm,Ω(E) = lim
j→+∞

cm,Ω(Ej) si Ej ↑ E.

(3) cm,Ω(E) ≤
∑
cm,Ω(Ej) avec E = ∪jEj.

1.8 Les classes d’énergie finie de type Cegrell

Dans cette section on suppose toujours que Ω est un domaine m-hyperconvexe de Cn.
Suivant Cegrell [Ceg98], on introduit quelques classes convexes de fonctions m-sousharmoniques
singulières dans Ω adaptées à l’approche variationnelle. On va aussi donner quelques propriétés
basiques et importantes de ces classes.

Définition 1.8.1. On note E0
m(Ω) le cône positif convexe des fonctions négatives ϕ ∈ SHm(Ω)∩

L∞(Ω) telles que ∫
Ω

(ddcϕ)m ∧ βn−m < +∞, ϕ|∂Ω ≡ 0.

On note E1
m(Ω) la classe de fonctions m-sousharmoniques u dans Ω telles qu’il existe une

suite décroissante (uj)j∈N dans la classe E0
m(Ω) vérifiant

(i) u = limj uj,

(ii) supj
∫
Ω

(−uj)(ddcuj)m ∧ βn−m < +∞.

Alors on définit l’énergie des fonctions dans E1
m(Ω) comme suit :
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Définition 1.8.2. Soit ϕ ∈ E1
m(Ω). On définit son m-énergie par

(1.8.1) Em(ϕ) = Em,Ω(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)m ∧ βn−m.

Pour chaque constante C > 0, on définit l’ensemble convexe

(1.8.2) E1
m(Ω, C) := {ϕ ∈ E1

m(Ω) : Em(ϕ) ≤ C}.

Un autre concept qui sera utile est défini pour toute fonction borélienne h localement ma-
jorée sur Ω par la formule

(1.8.3) Pm(h) = Pm,Ω(h) :=
(

sup{v ∈ SHm(Ω) ; v ≤ h dans Ω}
)∗
,

où ∗ signifie la régularisation semi-continue supérieurement.

S’il existe v0 ∈ SHm(Ω) tel que v0 ≤ h dans Ω, alors Pm,Ω(h) ∈ SHm(Ω) et v0 ≤ Pm,Ω(h)
dans Ω. La fonction Pm(h) est appelée l’enveloppe m-sousharmonique de h dans Ω.

Cette construction est classique en Analyse Convexe ainsi qu’en Théorie du Potentiel. Elle
a été utilisée plus tôt dans la théorie du Pluripotentiel par J. Siciak (voir [Si81] et les références
qu’il contient) et considérée dans ce contexte par C.H. Lu (voir [Lu15]).

Un cas particulier de cette construction qui a été étudié dans ce contexte par C.H. Lu dans
[Lu15] (voir aussi [SaAb13]) est la fonction dite extrémale définie comme suit.

Soit K ⊂ Ω un ensemble compact. La fonction extrémale relative m-sousharmonique du
condensateur (K,Ω) est définie par

(1.8.4) hK = hK,Ω := Pm(−1K) =
(

sup{v ∈ SHm(Ω) ; v ≤ 0 , et v ≤ −1 dans K}
)∗
.

Les propriétés la fonction extrémale sont résumées dans le lemmme suivant.

Lemme 1.8.3 ([Lu15]). Soit Ω ⋐ Ω un domaine borné m-hyperconvexe et K ⊂ Ω un sous-
ensemble compact non m-polaire.

Alors on a les propriétés suivantes :

(1) hK ∈ SHm(Ω) et −1 ≤ hK < 0 dans Ω ;

(2) hK = −1 quasi-partout dans K, cela qui signifie que hK = −1 sur K \ E où E ⊂ Ω est
un ensemble de Borel de m-capacité nulle ;

(3) (ddchK)m ∧ βn−m = 0 dans Ω \K ;

(4) pour tout ζ ∈ ∂Ω, limz→ζ hK(z) = 0 ;

(5) La capacité du condensateur (K,Ω) est donnée par la formule

(1.8.5) cm(K,Ω) =

∫
Ω

(ddchK)m ∧ βn−m = Em(hK).

La dernière égalité dans formule (1.8.5) vient du fait que la mesure νK := (ddchK)m ∧ βn−m
est de support K et hK = −1 quasi-partout dans K, donc νK-p.p. dans K.

Si de plus h ≤ 0 et qu’il existe v0 ∈ E1
m(Ω) tel que v0 ≤ h dans Ω alors Pm,Ω(h) ∈ E1

m(Ω).
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L’opérateur Pm joue un rôle fondamental dans l’approche variationnelle. Ceci a été mis
en évidence dans [BBGZ13] pour les équations de Monge-Ampère complexe et étendu aux
équations Hessiennes dans [Lu15].

Lemme 1.8.4. On a les propriétés suivantes.
(1) La fonctionnelle Em est Gâteaux différentiable et −Em est une primitive de l’opérateur

Hessien complexe c’est-à-dire pour tout chemin lisse t 7−→ ϕt dans E1
m(Ω) défini sur un intervalle

I ⊂ R, on a

(1.8.6)
d

dt
Em(ϕt) =

∫
Ω

(−ϕ̇t)(ddcϕt)m ∧ βn−m, t ∈ I.

En particulier si u, v ∈ E1
m(Ω) et u ≤ v, on a Em(v) ≤ Em(u).

(2) On a aussi

d2

dt2
Em(ϕt) =

∫
Ω

(−ϕ̈t)(ddcϕt)m ∧ βn−m

+ m

∫
Ω

d ϕ̇t ∧ dcϕ̇t ∧ (ddcϕt)
m−1 ∧ βn−m, t ∈ I.

En particulier, pour tous u, v ∈ E1
m(Ω), la fonction t 7−→ Em((1 − t)u + tv) est convexe dans

[0, 1].
(3) La fonctionnelle Em : E1

m(Ω) −→ R+ est semi-continue inférieurement sur E1
m(Ω) pour

la topologie L1
loc(Ω).

(4) Pour tout C > 0, l’ensemble E1
m(Ω, C) est compacte pour la topologie L1

loc(Ω).

1.9 Théorèmes de stabilité

Pour faire marcher l’approche variationnelle, on introduit une deuxième fonctionnelle as-
sociée à une mesure de Borel µ qui est définie par la formule suivante :

(1.9.1) Im(ϕ) = IΩ,µ,m(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ, ϕ ∈ E1
m(Ω).

Pour étudier les propriétés de continuité de la fonctionnelle Im,µ,Ω, nous allons considérer
une classe plus spéciale de mesures de Borel introduites dans [Kol98] et utilisées dans [CZ23].

La définition suivante a été introduite dans [CZ23] suivant une terminologie classique en
Théorie du Potentiel (voir [Po16]).

Définition 1.9.1. 1) Une mesure de Borel positive sur Ω est dite diffuse par rapport à la
capacité cm = cm,Ω s’il existe une fonction croissante continue Γ : R+ → R+ telle que Γ(0) = 0
et pour tout sous-ensemble compact K ⊂ Ω on a

(1.9.2) µ(K) ≤ Γ(cm(K)).

Dans ce cas on dit que µ est Γ-diffuse par rapport à cm.

2) Une mesure de Borel positive sur Ω est dite fortement Γ-diffuse par rapport à la capacité
cm si elle est Γ-diffuse avec Γ(t) = tγ(t), où γ est une fonction croissante continue vérifiant la
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condition de type Dini suivante

(1.9.3)

∫ 1

0+
γ(t)

1
m
dt

t
=

∫ 1

0+

Γ(t)
1
m

t
1
m

dt

t
< +∞.

La notion de domination par la capacité a été considée en premier dans [Kol98] lorsque
m = n.

On note Mm(Ω,Γ) l’ensemble des mesures de Borel positives µ sur Ω de masse finie forte-
ment Γ-diffuses.

Donnons quelques exemples (voir [CZ23]).

Exemple 1.9.2. 1. Soient 0 ≤ g ∈ Lp(Ω) avec p > n/m et µ := gdV2n. Alors d’après un
résultat de Dinew-Ko lodziej [DK14], µ ∈ Mm(Ω,Γ) pour une fonction Γ définie par Γ(t) = Atτ

avec τ > 1, qui vérifie évidemment la condition de Dini (1.9.3) (voir aussi [CZ23, Exemple 3.4]).

2. Soit µ une mesure de Borel positive telle qu’il existe φ ∈ SHm(Ω) ∩ Cα(Ω̄), 0 < α ≤ 1
avec φ = 0 dans ∂Ω et que µ ≤ (ddcφ)m∧βn−m au sens des mesures sur Ω. Alors µ ∈ Mm(Ω,Γ)
pour une fonction Γ définie par Γ(t) = Atτ avec τ > 1, ce qui satisfait la condition de Dini
(1.9.3) (voir [CZ23, Corollaire 4.1]).

Nous aurons besoin du théorème de stabilité faible suivant ([CZ23, Theorem 3.11]).

Théorème 1.9.3. Soit µ ∈ Mm(Ω,Γ) avec Γ qui vérifie la condition de Dini (1.9.3). Soient
u, v ∈ SHm(Ω) ∩ L∞(Ω) tels que lim infz∈∂Ω(u− v)(z) ≥ 0 et

(ddcu)m ∧ βn−m ≤ µ,

au sens des courants sur Ω.
Alors

sup
Ω

(v − u)+ ≤ Bh(∥v − u)+∥mm,µ)

où ∥(v− u)+∥mm,µ :=
∫
Ω

(v− u)m+dµ, B = B(m, γ, µ(Ω)) > 0 est une constante uniforme et h est
une fonction continue dans R+ telle que h(0) = 0 qui dépend seulement de µ et Γ.

Également nous aurons besoin du résultat suivant qui est une conséquence d’une combinai-
son du Théorème 1 et du Théorème 2.2 dans [CZ23].

Théorème 1.9.4. Soit µ ∈ Mm(Ω,Γ) avec Γ qui vérifie la condition de Dini (1.9.3). Alors
pour tout A > 0, il existe Cm = C(m,Ω, A) > 0 tel que pour tous u, v ∈ E1

m(Ω, A), on a

(1.9.4)

∫
Ω

|u− v|m+1dµ ≤ Cmh̃
(∫

Ω

|u− v|m+1dV2n

)
,

où h̃ = h̃Γ est continue dans R+ avec h(0) = 0.





Chapitre 2

Problème de Dirichlet pour les
équations de Monge-Ampère complexes

Le contenu de ce chapitre est la section 3 de l’article [BaZe23a]. Ici on démontre un nouveau
théorème d’existence de solutions pour un cas spécial d’équations de Monge-Ampère complexes
dégénérées que l’on utilisera pour démontrer les résultats principaux du chapitre 3. Pour cela,
on va établir de nouvelles estimées a priori du gradient et du laplacien de telles solutions en
utilisant les méthodes et les résultats de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck
[CKNS85] et de B. Guan [Guan98].

2.1 Introduction

Soit Ω ⋐ Cn un domaine borné à bord lisse et ψ : Ω̄×R → R+ une fonction lisse sur Ω̄×R
et ψ ≥ 0.

On considère le problème de Dirichlet pour l’opérateur de Monge-Ampère complexe :

(2.1.1)

{
(ddcu)n = ψ(·, u)βn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω,

où β est la forme de Kähler standard sur Cn et u ∈ P(Ω) := PSH(Ω) ∩ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) est la
fonction inconnue.

Comme nous l’avons déjà dit, le problème (2.1.1) a été résolu par L. Caffarelli, J. J. Kohn, L.
Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] lorsque Ω ⋐ Cn est un doamine borné strictement pseudocon-
vexe de Cn, sous l’hypothèse ∂ψ

∂u
≥ 0 et certaines conditions sur la façon dont ψ dégénère près du

bord ∂Ω. Plus tard ce résultat a été étendu par B. Guan [Guan98] et B. Guan et Q. Li [GL10]
à une situation plus générale dans le cas non dégénéré sur un domaine général (domaine borné
à bord lisse), en supposant l’existence d’une sous-solution strictement plurisousharmonique.

Cependant ces résultats ne s’appliquent pas dans le cas des problèmes que nous considérons
au niveau du chapitre 3. Alors, en utilisant les idées de [CKNS85], nous sommes en mesure de
prouver un nouveau théorème d’existence pour de telles équations sous l’hypothèse de l’existence
d’une sous-solution et d’une sursolution par application de la méthode du point fixe.

On dit que u ∈ P(Ω) est une sous-solution de (2.1.1) si elle satisfait
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(2.1.2)

{
(ddcu)n ≥ ψ(z, u)βn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω.

De plus une sous-solution u est dite sous-solution stricte si

(2.1.3) (ddcu)n ≥ (ψ(z, u) + ϵ0)β
n dans Ω,

où ϵ0 > 0.
On dit aussi que ū ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω̄) est une sursolution de (2.1.1), si elle satisfait

(2.1.4)

{
(ddcū)n ≤ ψ(z, ū)βn dans Ω,
ū = 0 dans ∂Ω.

L’inégalité différentielle est entendue ici au sens des courants sur Ω.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théorème 2.1.1. Soit Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse,
0 ≤ ψ

1
n ∈ C∞(Ω̄ × R) et ∂ψ

∂u
≤ 0 dans Ω×] −∞, 0].

Supposons les conditions suivantes :
(1) si ψ > 0 dans Ω̄×] − ∞, 0], le problème de Dirichlet (2.1.1) admet une sous-solution

u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) ;

(2) si ψ ≥ 0 dans Ω̄×] −∞, 0] et ψ > 0 dans Ω×] −∞, 0[, le problème de Dirichlet (2.1.1)
admet une sous-solution stricte u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) ;

(3) le problème de Dirichlet (2.1.1) admet une sursolution ū ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω̄) telle que
u ≤ ū < 0 sur Ω.

Alors le problème de Dirichlet (2.1.1) admet une solution u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄)
telle que u ≤ u ≤ ū sur Ω̄.

L’idée de la preuve est la suivante. Lorsque ψ > 0 dans Ω̄×]−∞, 0], on montre en utilisant
le Théorème 1.4.1 que pour tout v ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄), le problème de Dirichlet suivant

(2.1.5)

{
(ddcu)n = ψ(·, v)βn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω,

admet une unique solution u = T (v) ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄).
La solution du problème de Dirichlet (2.1.1) est un point fixe pour l’inverse T de l’opérateur

de Monge-Ampère. Nous allons utiliser une méthode itérative pour trouver un point fixe
de T . Nous devons ensuite établir des estimées a priori pour contrôler le processus d’itération.
C’est cela que nous allons faire dans les trois premières sous-sections de la section suivante.

2.2 Les estimées a priori

Dans cette section, nous supposons les conditions suivantes.

1. Ω est un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse de Cn et ρ est une fonction
définissante lisse de Ω telle que ddcρ ≥ β = ddc|z|2 ;

2. ψ > 0 et lisse dans Ω̄×] −∞, 0] ;
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2.2.1 Les estimées du gradient

Soit ϕ ∈ C0(Ω̄) une fonction fixée telle que ϕ < 0 sur Ω.

Proposition 2.2.1. Soit v ∈ PSH(Ω) ∩ C1(Ω̄) telle que v ≤ ϕ sur Ω. Soit u ∈ PSH(Ω) ∩
C3(Ω) ∩ C1(Ω̄) une solution du problème de Dirichlet (2.1.5).

Alors on a l’estimée suivante

sup
Ω̄

|∇u|2 ≤ sup
∂Ω

|∇u|2 +
supΩ̄ |∇v|2

2
+ C1,

où C1 dépend de L := ∥∇ρ∥C0(Ω̄), C0 := supΩ̄(|u|+|ρ|),M0 := supΩ̄ |v|, K1 := ∥ψ1/n∥C1(Ω̄×[−M0,0])

et m0 := minΩ̄0×[−M0,−A0] ψ
1/n > 0, où Ω0 dépend de C0, K1 et A0 := minΩ̄0

|ϕ|.

Preuve. On pose Φ = |∇u|2 =
∑

p |up|2, où up représente la dérivée partielle de u suivant
la direction zp.

On considère la fonction

G(z) := log Φ(z) +
u2

2
+Bρ

définie et continue sur Ω̄. Ici B est une constante positive que l’on spécifiera plus tard. Le
maximum de G sur Ω̄ est atteint en un point z0 que l’on peut supposer être à l’intérieur (sinon
la preuve est finie).

Si Φ(z0) ≤ 1, alors pour tout z ∈ Ω, G(z0) ≤ C2
0 , donc G(z) ≤ C2

0 , ce qui donne la borne
supérieure Φ(z) ≤ eC

2
0+BC0 sur Ω.

On peut donc supposer que Φ(z0) ≥ 1. Désormais, nous allons effectuer nos calculs au point
z0 ∈ Ω et nous pouvons supposer que la matrice (uij̄) est diagonale. D’après le principe du
maximum on a, pour tous 1 ≤ p, q ≤ n,

0 = Gp =
Φp

Φ
+ uup +Bρp,

0 = Gq̄ =
Φq̄

Φ
+ uuq̄ +Bρq̄.(2.2.1)

En utilisant (2.2.1), on obtient

0 ≥
n∑
p=1

upp̄Gpp̄ =
n∑
p=1

upp̄
(

Φpp̄

Φ
− |Φp|2

Φ2
+B + |up|2 + uupp̄

)

=
n∑
p=1

upp̄
(

Φpp̄

Φ
− |uup +Bρp|2 +B + |up|2

)
+ nu.(2.2.2)

Ensuite, on a

n∑
p=1

upp̄Φpp̄ =
n∑
p=1

upp̄
n∑
j=1

(ujuj̄)pp̄ =
n∑

p=1,j=1

upp̄
(
2Re(uj̄ujpp̄) + |ujp|2 + |ujp̄|2

)
=

∑
1≤p,j≤n

upp̄
(
2Re(uj̄ujpp̄) + |ujp|2

)
+
∑

upp̄.(2.2.3)

Posons g(z) := logψ(z, v(z)) pour z ∈ Ω.
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En dérivant l’équation de Monge-Ampère

log det(uij̄) = logψ(·, v) = g,

on obtient
n∑
p=1

upp̄upp̄j = gj.

Ainsi, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

n∑
p=1

upp̄Φpp̄ =
∑

upp̄ +
∑

1≤p,j≤n

upp̄|ujp|2 + 2Re

( ∑
1≤j≤n

gjuj̄

)
≥

∑
1≤p,j≤n

upp̄|ujp|2 − 2|∇g|
√

Φ.(2.2.4)

Nous allons estimer le premier terme du membre de droite. D’après le principe du maximum,
voir (2.2.1), ∑

1≤j≤n

ujpuj̄ + upupp̄ = −Φ(uup +Bρp),

et l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|Φ(uup +Bρp) + upupp̄|2 ≤ Φ
∑
j

|ujp|2,

par suite, on a∑
j,p

upp̄|ujp|2

Φ
≥ Φ−2

∑
p

upp̄|Φ(uup +Bρp) + upupp̄|2

≥
∑

1≤p≤n

upp̄|uup +Bρp|2 − 2Φ−1
∑

1≤p≤n

|uup +Bρp||up|

≥
∑

1≤p≤n

upp̄|uup +Bρp|2 − 2C0 − 2BLΦ−1/2,(2.2.5)

où L = supΩ̄ |∇ρ|. D’après (2.2.4) et (2.2.5) et le fait que Φ(z0) ≥ 1, on obtient

Φ−1
∑

1≤p≤n

upp̄Φpp̄ ≥
∑

1≤p≤n

upp̄|uup +Bρp|2 − 2Φ−1/2|∇g| − A1,(2.2.6)

où A1 := 2C0 + 2BL.

Puisque g(z) = logψ(z, v(z)) = n logψ1/n(z, v(z))), on a

∇g = n
[
∇ψ1/n(·, v) + (ψ1/n)t(·, v)∇v

]
ψ−1/n(·, v)

et par suite
|∇g| ≤ nK1 (1 + |∇v|)ψ−1/n(·, v),

où K1 est une borne supérieure de la norme C1 de ψ1/n sur Ω̄ × [−M0, 0].
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D’après l’inégalité arithmético-géométrique, on observe que∑
1≤p≤n

upp̄ ≥ nψ(·, v)−1/n.

Ce qui avec (2.2.2) donnent

0 ≥ (B − 2K1)
n∑
p=1

upp̄ − 2nK1Φ
−1/2|∇v|ψ−1/n(·, v) − A2 +

∑
1≤p≤n

upp̄|up|2,(2.2.7)

où A2 := A1 + nC0.

Nous allons poser B = 1 + 2K1(1 + eC
2
0+1), et ensuite considérer deux cas.

Premier cas : ρ(z0) ≥ −B−1. On pose

B1 := e−C
2
0−2 sup

Ω̄

(1 + |∇v|2).

Si Φ(z0) ≤ max(B1, 1) on a

G(z) ≤ G(z0) ≤ max(logB1, 0) +
C2

0

2
≤ max(log(1 + sup

Ω̄

|∇v|2) − 2, C2
0),

donc pour tout z ∈ Ω,

log Φ(z) ≤ G(z) − u(z)2

2
−Bρ ≤ max(log(1 + sup

Ω̄

|∇v|2) − 1, C2
0 + 1),

et on en déduit l’estimée recherchée.

On rappelle que Π1≤p≤nu
pp̄ = ψ−1(·, v).

Si Φ(z0) ≥ max(B1, 1), d’après l’inégalité arithmético-géométrique, on a

2nK1Φ
−1/2|∇v|ψ−1/n(·, v) ≤ 2nK1e

C2
0+1ψ−1/n(·, v) ≤ (B − 2K1 − 1)

n∑
p=1

upp̄.

D’après (2.2.7), il s’en suit que

0 ≥
n∑
p=1

upp̄ − A2 +
∑

1≤p≤n

upp̄|up|2.(2.2.8)

Donc
∑

1≤p≤n u
pp̄ ≤ A2.

Maintenant, rappelons l’inégalité élémentaire suivante : pour 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn, on a

(2.2.9)
∑

1≤j≤n

λj ≤ n (Π1≤j≤nλj)

( ∑
1≤j≤n

λ−1
j

)n−1

.

En appliquant cette inégalité avec λj = ujj̄, on en déduit que
∑n

p=1 upp̄ ≤ A3 := nAn−1
2 K1.

Puisque 0 ≤ upp̄, il s’ensuit que upp̄ ≤ A3, donc upp̄ ≥ A−1
3 . En introduisant cela dans (2.2.8)
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on obtient Φ ≤ A4 := A2A3 comme souhaité.

Deuxième cas : ρ(z0) ≤ −B−1. Observons que Ω0 := {z ∈ Ω; ρ(z0) < −B−1} ⋐ Ω, z0 ∈ Ω̄0.
De la continuité de ϕ et du fait que ϕ < 0 sur Ω, on en déduit que ϕ(z0) ≤ −A0 := maxΩ̄0

ϕ < 0.
Donc v(z0) ≤ ϕ(z0) ≤ −A0 < 0.

Puisque z0 ∈ Ω̄0, −M0 ≤ v(z0) ≤ −A0 et ψ > 0 dans Ω×] −M0, 0[, on a alors

ψ1/n(z0, v(z0)) ≥ m0 := min
Ω̄0×[−M0,−A0]

ψ1/n(z, t) > 0.

Si Φ(z0) ≤ e−C
2
0−BC0 sup |∇v|2 alors on a pour tout z ∈ Ω,

log Φ(z) = G(z) − u2(z)

2
−Bρ(z) ≤ G(z0) −

u2(z)

2
−Bρ(z)

≤ log Φ(z0) +
u2(z0)

2
+Bρ(z0) −Bρ(z)

≤ −C2
0/2 − 1 −B(C0 + ρ(z)) + log sup |∇v|2

≤ −1 + log sup |∇v|2,

ce qui prouve l’estimée recherchée.
Si Φ(z0) ≥ e−C

2
0−BC0 sup |∇v|2 , on a

Φ−1/2(z0)|∇v(z0)|ψ−1/n(z0, v(z0)) ≤ m−1
0 eC

2
0/2+BC0/2 =: A5,

et d’après (2.2.7), il s’en suit que

0 ≥ (B − 2K1)
n∑
p=1

upp̄ − A6 +
n∑
p=1

upp̄|up|2 ≥
n∑
p=1

upp̄ − A6 +
n∑
p=1

upp̄|up|2,

puisque B− 2K1 ≥ 1, où A6 := A2 + 2nK1A5. Le même raisonnement qu’au premier cas donne
l’estimée souhaitée.

L’estimée a priori de la Proposition 2.2.1 peut être améliorée pour un point fixe de l’opérateur
T .

Corollaire 2.2.2. Soit u ∈ PSH(Ω) ∩ C3(Ω) ∩ C1(Ω̄) une solution de l’équation de Monge-
Ampère complexe

(ddcu)n = ψ(·, u)βn

telle que u ≤ 0 dans Ω̄.
Alors on a l’estimée suivante

sup
Ω̄

|∇u|2 ≤ sup
∂Ω

|∇u|2 + C1,

où C1 dépend de L := ∥ρ∥C1(Ω̄), C0 := supΩ̄(|u| + |ρ|) et de K1 := ∥ψ1/n∥C1(Ω̄×[−C0,0]).

Il est important de noter qu’ici la constante C1 est indépendante de la borne inférieure de
ψ.

Preuve. On va utiliser les mêmes notations que dans la preuve de la Proposition 2.2.1.
Lorsque v = u, dans la preuve de la Proposition 2.2.1, on obtient Φ = |∇v|2 et alors l’inégalité
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(2.2.7) devient

0 ≥ (B − 2K1)
n∑
p=1

upp̄ − 2nK1ψ
−1/n(·, u) − A2 +

∑
1≤p≤n

upp̄|up|2.(2.2.10)

D’après cette inégalité et le fait que
∑n

p=1 u
pp̄ ≥ nψ−1/n(·, u), on en déduit que

0 ≥
n∑
p=1

upp̄ − A2 +
∑

1≤p≤n

upp̄|up|2,

si on pose B = 4K1 + 1. La conclusion s’en déduit de la même manière.

2.2.2 Les estimées du laplacien

On fixe une fonction v ∈ PSH(Ω) ∩ C2(Ω̄).

Proposition 2.2.3. Soit u ∈ PSH(Ω)∩C4(Ω)∩C2(Ω̄) une solution du problème de Dirichlet
(2.1.5).

Alors, on a l’estimée suivante

sup
Ω̄

∆u ≤ sup
∂Ω

∆u+
1 + ∥∇v∥2 + supΩ ∆v

2
+ C2,

où C2 dépend de r := supΩ |z|, C0 := supΩ̄ |u|, M0 := supΩ̄ |v|, C1 = supΩ̄(|∇u|) et de K2 :=
∥ψ1/n∥C1,1(Ω̄×[−M0,0].

Preuve. Considérons la fonction H(z) = log(∆u) + b∥z∥2 lisse sur Ω et continue sur Ω̄.
Alors H atteint son maximum sur Ω̄ en un point z0 ∈ Ω̄. Si z0 ∈ ∂Ω alors, on a l’estimée
souhaitée immédiatement.

Supposons alors que z0 ∈ Ω. Nous allons effectuer nos calculs au point z0 et nous pouvons
aussi supposer que (uij̄(z0)) est diagonale. Alors, d’après le principe du maximum, on a pour
tous 1 ≤ p, q ≤ n,

0 =
∂H

∂zp
= Hp =

(∆u)p
∆u

+ bz̄p

0 =
∂H

∂z̄q
= Hq̄ =

(∆u)q̄
∆u

+ bzq.(2.2.11)

En utilisant (2.2.11), on a

0 ≥
n∑
p=1

upp̄Hpp̄ =
n∑
p=1

upp̄
(

(∆u)pp̄
∆u

− |(∆u)p|2

(∆u)2
+ b

)

=
n∑
p=1

upp̄
(

(∆u)pp̄
∆u

− b2r2 + b

)
.(2.2.12)
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En dérivant deux fois l’équation de Monge-Ampère

(det(uij̄))
1/n = ψ(·, v)1/n = g(·, v),

on obtient, en utilisant la convention de sommation,

n−1gupq̄upq̄j = gj + gvvj,

n−2gukl̄ukl̄j̄u
pq̄upq̄j + n−1g(upq̄)j̄upq̄j + n−1gupq̄upq̄jj̄ = 2Re(gvjvj̄) + gvvjj̄ + gvv|vj|2 + gjj̄.

Si D est un opérateur de dérivée partielle alors Dukq̄ = −upq̄ukl̄Dupl̄. Puisque uij̄ est diagonale
en z0, on a

Dukq̄ = −uqq̄ukk̄Duqk̄.

En utilisant à nouveau le fait que (uij̄) est diagonale en z0, on obtient

n−2gupp̄uqq̄upp̄j̄uqq̄j − n−1gupp̄uqq̄|upq̄j|2 + n−1gupp̄upp̄jj̄ = 2Re(gvjvj̄) + gvvjj̄ + gjj̄,

qui est la même égalité que

n−1g

∣∣∣∣∣
n∑
p=1

upp̄upp̄j̄

∣∣∣∣∣
2

− g
n∑

p,q=1

upp̄uqq̄|upq̄j|2 + g
n∑
p=1

upp̄upp̄jj̄ = n(2Re(gvjvj̄) + gvvjj̄ + gvv|vj|2 + gjj̄).

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on remarque que

g
n∑
p=1

upp̄upp̄jj̄ ≥ −A1(1 + ∥∇v∥2 + ∆v),

où ∥∇v∥ := ∥∇v∥C0(Ω̄) et A1 > 0 dépends seulement de ∥ψ1/n∥C1,1(Ω̄×[−C0,0].

En introduisant cela dans (2.2.12) on obtient au point z0,

0 ≥ (b− b2r2)
n∑
p=1

upp̄ − A1(1 + ∥∇v∥2 + ∆v)

g∆u
.

En choisissant b suffisamment petit (en fonction de r) on obtient au point z0,

0 ≥ b

2

n∑
p=1

upp̄ − A1(1 + ∥∇v∥2 + ∆v)

g∆u
.

Si ∆u(z0) ≤ e−br
2−1(1 + ∥∇v∥2 + ∆v(z0)), alors

H(z0) ≤ log(1 + ∥∇v∥2 + ∆v(z0)) − 1,

donc pour tout z ∈ Ω,

log ∆u(z) ≤ H(z) ≤ H(z0) ≤ log(1 + ∥∇v∥2 + sup
Ω

∆v) − 1,

et on en déduit l’estimée souhaitée.
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Supposons alors que ∆u(z0) ≥ e−br
2−1(1+∥∇v∥2+∆v(z0)). Alors, en z0 on obtient l’inégalité

(2.2.13)
n∑
p=1

upp̄ ≤ A1g
−1.

En appliquant l’inégalité (2.2.9) avec λj := ujj̄, on déduit de (2.2.13) que

∆u(z0) ≤ A1g
ng−(n−1) ≤ A2,

où A2 := A1 supΩ×[−C0,0] ψ
1/n. Donc pour tout z ∈ Ω, on a

∆u(z) ≤ H(z) ≤ H(z0) ≤ ∆(z0) + b|z0|2 ≤ A2 + br2.

Ce qui met fin à la preuve.

Nous allons donner une deuxième estimation du lapacien d’un point fixe de l’opérteur T qui
dépend de la norme C2 de ψ sur Ω̄.

Soit u une solution lisse du problème de Monge-Ampère complexe

(ddcu)n = ψ(z, u)βn dans ; Ω, u = ϕ dans ; ∂Ω,

où ψ : Ω ×R → R+ est une fonction lisse, ϕ est une fonction lisse sur ∂Ω, et u est psh dans Ω.
Comme Ω est borné, on peut fixer une constante positive R telle que |z| ≤ R, pour tout z ∈ Ω.
Alors on a :

Proposition 2.2.4. Soit s ≥ n− 1 un nombre réel fixé. Alors on a l’estimée a priori suivante

sup
Ω̄

∆u ≤ C2(1 + sup
∂Ω

∆u),

où C2 dépend seulement de s, ϕ, R, C0 := supΩ̄ |u|, C1 := supΩ̄ |∇u|, ψ0 := supΩ̄×[−C0,C0] ψ et

de ψ2 := supΩ̄×[−C0,C0] |D
2ψ1/s|.

Preuve. Considérons la fonction H(z) = log(∆u) + 2b∥z∥2 définie et lisse sur Ω̄. Ici b > 0
est une petite constante que l’on spécifiera plus tard. Supposons que H atteigne son maximum
en un certain z0 ∈ Ω (si z0 est sur la bord ∂Ω, alors on a terminé). Le but est de majorer ∆u(z0),
on peut donc supposer que ∆u(z0) ≥ 1. Maintenant, nous allons effectuer nos calculs au point
z0 et nous pouvons supposer que (uij̄(z0)) est diagonale. Alors, par le principe du maximum on
a, pour tous 1 ≤ p, q ≤ n,

0 =
∂H

∂zp
= Hp =

(∆u)p
∆u

+ bz̄p

0 =
∂H

∂z̄q
= Hq̄ =

(∆u)q̄
∆u

+ bzq.(2.2.14)
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En utilisant (2.2.14), on a

0 ≥
n∑
p=1

upp̄Hpp̄ =
n∑
p=1

upp̄
(

(∆u)pp̄
∆u

− |(∆u)p|2

(∆u)2
+ b

)

=
n∑
p=1

upp̄
(

(∆u)pp̄
∆u

− 4b2R2 + 2b

)
.(2.2.15)

En dérivant deux fois l’équation de Monge-Ampère complexe

(det(uij̄))
1/s = ψ1/s(·, u) = g(·, u),

et utiliser la convention de sommation, on a

s−1gupq̄upq̄j = gj + guuj,

s−2gukl̄ukl̄j̄u
pq̄upq̄j + s−1g(upq̄)j̄upq̄j + s−1gupq̄upq̄jj̄ = 2Re(gjguuj̄) + guujj̄ + guu|uj|2 + gjj̄.

Si D est un opérateur de dérivée partielle, on a Dukq̄ = −upq̄ukl̄Dupl̄. Donc, en z0 (en utilisant
le fait que (uij̄) est diagonale)

Dukq̄ = −uqq̄ukk̄Duqk̄.

En utilisant à nouveau le fait que (uij̄) est diagonale en z0, on a

s−2gupp̄uqq̄upp̄j̄uqq̄j − s−1gupp̄uqq̄|upq̄j|2 + s−1gupp̄upp̄jj̄ = 2Re(gjguuj̄) + guujj̄ + guu|uj|2 + gjj̄,

qui esl la même chose que

s−1g

∣∣∣∣∣
n∑
p=1

upp̄upp̄j̄

∣∣∣∣∣
2

−g
n∑

p,q=1

upp̄uqq̄|upq̄j|2+g
n∑
p=1

upp̄upp̄jj̄ = s(2Re(gjguuj̄)+guujj̄+guu|uj|2+gjj̄).

Notons que

s−1

∣∣∣∣∣
n∑
p=1

upp̄upp̄j̄

∣∣∣∣∣
2

−
n∑

p,q=1

upp̄uqq̄|upq̄j|2 ≤ s−1

∣∣∣∣∣
n∑
p=1

upp̄upp̄j̄

∣∣∣∣∣
2

−
n∑
p=1

|upp̄upp̄j|2.

En fixant 1 ≤ j ≤ n, nous affirmons que

(2.2.16) s−1

∣∣∣∣∣
n∑
p=1

upp̄upp̄j̄

∣∣∣∣∣
2

−
n∑
p=1

|upp̄upp̄j|2 ≤ A2b
2(∆u)

∑
1≤p≤n

upp̄.

On écrit zj = xj +
√
−1yj. On remarque que 2upp̄j̄ = upp̄xj +

√
−1upp̄yj , upp̄xj ∈ R, upp̄yj ∈ R.

Donc

4

∣∣∣∣∣
n∑
p=1

upp̄upp̄j̄

∣∣∣∣∣
2

=

(
n∑
p=1

upp̄upp̄xj

)2

+

(
n∑
p=1

upp̄upp̄yj

)2

,
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4
n∑
p=1

|upp̄upp̄j|2 =
n∑
p=1

(upp̄upp̄xj)
2 +

n∑
p=1

(upp̄upp̄yj)
2.

Donc il suffit de prouver les estimées pour les dérivées partielles réelles. Nous allons nous occuper
de la dérivée par rapport à xj car le même argument s’applique pour la dérivée par rapport à
yj. En utilisant une idée de Pengfei Guan dans le cas réel [Guan97], on considère deux cas.

Cas 1. Supposons que les nombres upp̄xj , p = 1, ..., n ne sont pas du même signe. Soient I+
l’ensemble des indices p tels que les upp̄xj sont positifs et I− l’ensemble des indices p tels que
les upp̄xj sont négatifs. Alors

s−1(upp̄upp̄xj)
2 = s−1

∑
p∈I+

upp̄upp̄xj +
∑
p∈I−

upp̄upp̄xj

2

≤ s−1

∑
p∈I+

upp̄upp̄xj

2

+ s−1

∑
p∈I−

upp̄upp̄xj

2

≤
∑
p∈I+

(upp̄upp̄xj)
2 +

∑
p∈I−

(upp̄upp̄xj)
2,

où dans la dernière ligne nous avons utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque s ≥ n− 1 ≥
max(Card(I+),Card(I−)).

Cas 2. Supposons que les nombres upp̄xj , p = 1, ..., n sont de même signe. Sans perte de
généralité, nous supposons que unn̄ ≥ upp̄, pour tout 1 ≤ p ≤ n − 1. Alors, on a les inégalités
suivantes : ∆u ≤ nunn̄ ≤ n∆u et par suite unn̄ ≤ n(∆u)−1. D’après le principe du maximum,
on a Hxj = 0. Donc

n∑
p=1

upp̄xj + 4bxj∆u = 0.

Puisque les upp̄xj sont de même signe, on en déduit

n∑
p=1

|upp̄xj | = 4b|xj|∆u ≤ 4bR∆u,

donc |upp̄xj | ≤ 4bR∆u pour tout 1 ≤ p ≤ n. En utilisant cela, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et
le fait que s−1 ≤ n− 1, nous pouvons écrire

s−1(upp̄upp̄xj)
2 − (upp̄upp̄xj)

2

= 2unn̄|unn̄xj |
n−1∑
p=1

upp̄|upp̄xj | + s−1(unn̄unn̄xj)
2 + s−1

(
n−1∑
p=1

upp̄upp̄xj

)2

−
n∑
p=1

(upp̄upp̄xj)
2

≤ 2n(∆u)−1(4bR∆u)2
n∑
p=1

upp̄ + s−1

(
n−1∑
p=1

upp̄upp̄xj

)2

−
n−1∑
p=1

(upp̄upp̄xj)
2

≤ A2b
2∆u

n∑
p=1

upp̄.
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L’affirmation est ainsi prouvée. On obtient alors

g

n∑
p=1

upp̄upp̄jj̄ ≥ −A2b
2g(∆u)

n∑
p=1

upp̄ − A3.

En introduisant cela dans (2.2.15) on obtient

0 ≥ (2b− 4b2R2 − A2b
2)

n∑
p=1

upp̄ − A3

g
,

car ∆u ≥ 1. En choisissant b suffisamment petit, on obtient 0 ≥ b
∑n

p=1 u
pp̄ − A3g

−1, ce qui
implique

(2.2.17)
n∑
p=1

upp̄ ≤ A3b
−1g−1.

En appliquant l’inégalité (2.2.9) avec λj := ujj̄, on déduit de (2.2.17) que

∆u ≤ A4ψg
−n+1 = A4ψψ

−(n−1)/s ≤ A5,

puisque s ≥ n− 1. Cela complète la preuve.

2.2.3 Les estimées du second ordre sur le bord

Proposition 2.2.5. Supposons que u ∈ PSH(Ω) ∩ C1(Ω̄) est une fonction strictement plu-
risousharmonique sur Ω̄, w ∈ SH(Ω) ∩ C1(Ω̄) telles que u ≤ w < 0 dans Ω et u = w = 0
dans ∂Ω. Soit v ∈ PSH(Ω) ∩C2(Ω̄) telle que v ≤ w in Ω̄. Alors toute solution u ∈ PSH(Ω) ∩
C4(Ω) ∩ C2(Ω̄) de (2.1.5) telle que u ≤ u ≤ w dans Ω vérifie l’estimée a priori suivante

(2.2.18) sup
∂Ω

∥D2u∥ ≤ C3,

où C3 > 0 est une constante qui ne dépendant que de C0 := maxΩ̄{|u|, ∥u∥C1(Ω̄), ∥w∥C1(Ω̄),

∥v∥C1(Ω̄)} et de ∥ψ1/n∥C1,1(Ω̄×[−C0,0]).

Preuve. Puisque u ≤ u ≤ w, on a

(2.2.19) sup
Ω̄

|u| ≤ C0,

et

(2.2.20) sup
∂Ω

|∇u| ≤ C1,

où C0, C1 qui ne dépend que de la norme C1 de v et de w sur ∂Ω.
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Alors, la Proposition 2.2.1 donne une estiamtion uniforme de classe C1 de u dans Ω̄ :

(2.2.21) sup
Ω̄

|∇u| ≤ C ′
1,

où C ′
1 > 0 est une constante uniforme qui dépend de ∥u∥C1(Ω̄), ∥w∥C1(Ω̄), ∥ψ1/n∥C1(Ω̄×[−M,0]) et

de ∥v∥C1(Ω̄).

L’estimée C2 sur le bord se fait en trois étapes.

Les estimées des dérivées du second ordre tangentielle-tangentielle et tangentielle-normale
découlent de [Guan98] (voir aussi [CKNS85]). En effet ces estimées ne dépendent pas de la
borne inférieure de ψ, mais elles dépendent de la plurisousharmonicité stricte de u et d’une
borne uniforme sur |∇u| et |∇u| près de ∂Ω.

Cependant, l’estimée des dérivées du second ordre normale-normale obtenues dans [Guan98]
dépend fortement de la borne inférieure strictement positive de ψ sur Ω̄ × R, tandis que celle
obtenue dans [CKNS85] ne dépend pas de la borne inférieure de ψ mais utilise le fait que ψ est
croissante par rapport à la seconde variable.

Pour contourner cette difficulté, nous allons utiliser le fait que ∂Ω est strictement pseudo-
convexe et adapter les arguments de [CKNS85] à notre cas.

Fixons un point P ∈ ∂Ω et soit ρ une fonction définissante strictement plurisousharmonique
de Ω. Nous pouvons supposer que P = 0 est l’origine et choisir un système de coordonnées
locales z = (z1, · · · , zn), zj = xj + iyj, (1 ≤ j ≤ n) autour de l’origine tel que ρzα(0) = 0 pour
α < n, ρyn(0) = 0, ρxn(0) = −1 de sorte que l’axe xn soit la direction normale intérieure à ∂Ω
en 0. Par commodité, posons

t2k−1 = xk, t2k = yk, 1 ≤ k ≤ n− 1, t2n−1 = yn, t2n = xn.

Puisque dρ ne s’annule pas près du bord, et u = 0 dans ∂Ω, on peut écrire u comme suit

(2.2.22) u = hρ,

où h est une fonction lisse près du bord.

Nous allons utiliser les notations classiques

utα :=
∂u

∂tα
, utαtβ =

∂2u

∂tα∂tβ
, ujk̄ :=

∂2u

∂zj∂z̄k
·

Puisque ρ = 0 dans ∂Ω, d’après (2.2.22), on voit que uxn(0) = −h(0), et alors

(2.2.23) utαtβ(0) = −uxn(0)ρtαtβ(0), α, β < 2n.

Donc il existe une constante C2 > 0 telle que

(2.2.24) |utαtβ(0)| ≤ C2, α, β ≤ 2n− 1,

où C2 > 0 dépend seulement de la borne C1 de u sur le bord, de la constante C ′
1 dans (2.2.21)

et de la borne supérieure de la forme de Levi de ρ sur ∂Ω.

Pour établir les estimées
utαxn ≤ C2, α ≤ 2n− 1,
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on procède comme dans la preuve de [CKNS85, Lemme 3.1] (voir aussi [Guan98], p. 692-693).
Remarquons qu’ici la constante C2 dépend de la borne inférieure de ddcu (u est strictement
plurisousharmonique sur Ω̄) et de la norme C1 de ψ(·, v) mais elle ne dépend pas de la borne
inférieure de ψ.

Il reste à établir l’estimée

(2.2.25) |uxnxn(0)| ≤ C3,

pour une constante uniforme C3 > 0 qui ne dépend pas de la borne inférieure de ψ.

Nous allons utiliser une idée de [CKNS85] (voir p. 221) basée sur le lemme de Hopf avec les
modifications appropriées. D’après (2.2.24) nous avons déjà les estimées

(2.2.26) |upq̄(0)| ≤ C2, p ≤ n− 1, q ≤ n,

où C > 0 est une constante uniforme qui ne dépend que de la borne C1 de u sur le bord et de
la géométrie de ∂Ω. Donc il suffit de montrer que

(2.2.27) 0 ≤ unn̄(0) =
1

4
(uxnxn(0) + uynyn(0)) ≤ C.

En effet, en développant det(ujk̄)1≤j,k≤n, on obtient

(2.2.28) det(ujk̄(0)) = aunn̄(0) + b,

où
a := det(upq̄(0))|{1≤p,q≤n−1}

et b est borné d’après (2.2.26).

Puisque det(ujk̄) est majoré, il nous suffit de trouver un minorant strictement positif de a,
ce qui équivaut à l’inégalité

(2.2.29) {uαβ̄(0)}α,β<n ≥ c0In−1,

où une constante uniforme c0 > 0 qui ne dépend pas de la borne inférieure de ψ.

En effet, on déduit de (2.2.23) que

(2.2.30) uαβ̄(0) = −uxn(0)ραβ̄(0), α, β ≤ n− 1.

Puisque u ≤ w < 0 dans Ω et w = 0 dans ∂Ω, d’après le lemme de Hopf (voir [Eva10,
Lemme 6.2]), on a

(2.2.31) uxn(0) ≤ wxn(0) =: −δ0 < 0.

Puisque ∂Ω est strictement pseudoconvexe, d’après (2.2.31) et (2.2.30), on a (2.2.29). La conclu-
sion s’en suit.
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2.2.4 Les estimées a priori globales

En utilisant les résultats précédents, on déduit ici les estimées a priori globales pour les
solutions de l’équation

(2.2.32) (ddcu)n = ψ(·, u)βn.

Proposition 2.2.6. Soit ψ : Ω̄×] −∞, 0] −→ R+ une fonction positive lisse telle que ψ1/n ∈
C1,1(Ω̄×R). Soient u ∈ C2(Ω̄) une fonction strictement plurisousharmonique et w ∈ SH(Ω)∩
C1(Ω̄) telles que u ≤ w < 0 dans Ω et u = w = 0 dans ∂Ω.

Alors, si u ∈ PSH(Ω) ∩ C4(Ω) ∩ C2(Ω̄) est une solution de l’équation (2.2.32) telle que
u ≤ u ≤ w dans Ω, on a les estimées a priori suivantes :

(2.2.33) ∥∇u∥C0(Ω̄) ≤ C1,

où C1 > 0 est une constante qui ne dépend que de ∥u∥C2(Ω̄), ∥w∥C1(Ω̄) et de ∥ψ1/n∥C1(Ω̄×[−M0,0])

(M0 := ∥u∥C0(Ω̄)),
et

(2.2.34) ∥∆u∥L∞(Ω) ≤ C2,

où C2 > 0 est une constante qui ne dépend que de ∥u∥C2(Ω̄), ∥w∥C1(Ω̄) et de ∥ψ1/n∥C1,1(Ω̄×[−M0,0]).

Preuve. Puisque u ≤ u ≤ w ≤ 0 dans Ω̄, on a

(2.2.35) sup
Ω̄

|u| ≤ C0 := sup
Ω̄

|u|,

et

(2.2.36) sup
∂Ω

|∇u| ≤ C1 := max{sup
∂Ω

|∇u|, ∥∇w∥L∞(∂Ω)}·

Alors, le Corollaire 2.2.2 donne une estimée C1 uniform de u dans Ω̄ :

(2.2.37) sup
Ω̄

|∇u| ≤ C ′
1,

où C ′
1 > 0 est une constante uniforme.

Alors, on peut appliquer la Proposition 2.2.5 pour obtenir une estimée uniforme de ∆u sur
∂Ω. Ainsi pour conclure il suffit d’appliquer la Proposition 2.2.3.

2.3 Preuve du Théorème 2.1.1

Rappelons que nous voulons résoudre le problème de Dirichlet suivant :

(2.3.1)

{
(ddcu)n = ψ(·, u) βn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω.
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Comme il s’agit d’un problème de point fixe, nous allons utiliser une méthode itérative pour le
résoudre. Puisque ψ peut dégénérer sur le bord ∂Ω, nous allons procéder en deux étapes pour
y parvenir.

Étape 1. Supposons que ψ > 0 sur Ω̄×] − ∞, 0]. En appliquant le Théorème 1.4.1, nous
allons construire par récurrence une suite (uj) dans PSH(Ω)∩C∞(Ω̄) telle que u0 := u et pour
chaque j ∈ N, uj+1 := T (uj) soit l’unique solution du problème suivant :

(2.3.2)

{
(ddcuj+1)

n = ψ(·, uj) βn dans Ω
uj+1 = 0 dans ∂Ω.

Alors, l’observation principale est que la suite (uj)j∈N est croissante et satisfait u ≤ uj ≤
uj+1 ≤ ū dans Ω. Cela découle du principe de comparaison (Proposition 1.2.2) et du fait que ψ
est décrroissante.

En effet, pour j = 0, posons u0 := u. Supposons que pour j ∈ N∗ fixé, nous avons construit
des fonctions (uk)1≤k≤j dans PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) telles que pour 1 ≤ k ≤ j, on ait

(ddcuk)
n = ψ(·, uk−1) β

n, dans Ω et uk = 0 dans ∂Ω,

et u ≤ uk−1 ≤ uk ≤ ū dans Ω.
D’après le Théorème 1.4.1, le problème de Dirichlet (2.3.2) admet une unique solution

uj+1 ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄).
Puisque u ≤ uj−1 ≤ uj ≤ ū dans Ω et ψ est décroissante par rapport à la seconde variable,

on a

(ddcū)n ≤ ψ(·, ū) βn ≤ ψ(·, uj) βn = (ddcuj+1)
n

≤ ψ(·, uj−1) β
n = (ddcuj)

n

≤ ψ(·, u) βn ≤ (ddcu)n, dans Ω.

D’après le principe de comparaison, ū ≥ uj+1 ≥ uj ≥ u dans Ω. Ce qui réalise la construction
de la suite par récurrence.

Puisque la suite (uj) est croissante, elle converge presque partout vers une fonction u ∈
PSH(Ω) ∩ L∞(Ω) telle que u ≤ u ≤ ū dans Ω.

Posons Kj := supΩ̄ |∇uj|2 pour j ∈ N ; d’après la Proposition 2.2.1, on voit que

Kj+1 ≤ C1 + 2−1Kj,

pour tout j, où C1 une constante uniforme indépendante de j. Ainsi Kj ≤ 2C1 +K0, pour tout
j, donc la suite (∥∇uj∥C0(Ω̄)) est bornée par une constante qui ne dépend pas de j. D’après le
Théorème d’Ascoli-Arzelà uj → u uniformément dans Ω̄ et u ∈ PSH(Ω) ∩ C0,1(Ω̄).

De plus, en passant à la limite au sens faible dans (2.3.2), on voit que u est une solution
faible du problème de Dirichlet (2.3.1).

Par ailleurs, les inégalités u ≤ uj ≤ ū sur Ω̄, donnent

sup
j

(
∥uj∥C0(Ω̄) + ∥∇uj∥C0(∂Ω)

)
< +∞.

D’après la Proposition 2.2.1, il s’ensuit que supj ∥∇uj∥C0(Ω̄) < +∞. Alors, d’après l’es-
timée du laplacien sur le bord (ici nous avons besoin de la borne du gradient) que la suite
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(∥∆uj+1∥C0(∂Ω)) est bornée. Donc il existe une constante uniforme C ′ > 0 telle que pour tout
j ∈ N,

∥∇uj∥C0(Ω̄) + ∥∆uj∥C0(∂Ω) ≤ C ′.

En appliquant la Proposition 2.2.3 avec u = uj+1 et v = uj, on voit que les constantes Lj :=
∥∆uj∥L∞(Ω) satisfont aux inégalités Lj+1 ≤ C2 + 2−1Lj pour tout j ∈ N. Donc Lj ≤ 2C2 + L0

pour tout j ∈ N. Alors, il existe une constante uniforme C ′′ > 0 telle que

(2.3.3) ∥uj∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C ′′,

pour tout j ∈ N, où C ′′ ne dépend que de C ′, des barrières uniformes u et ū des uj et de la borne
supérieure de ψ sur Ω̄ × [−M0, 0] ainsi que de la borne inférieure de ψ sur Ω0 × [−M0,−A0],
cette dernière ne dépendant que de Ω et ū et de la borne supérieure de ψ sur Ω̄ × [−M0, 0] où
M0 est une borne uniforme des uj (voir Proposition 2.2.1).

En passant à la limite dans (2.3.3), on obtient ∥u∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C. D’où u ∈ C1,1̄(Ω̄).

Étape 2 : Maintenant, supposons que ψ ≥ 0, ψ > 0 dans Ω×] − ∞, 0[ et u une sous-
solution stricte du problème de Dirichlet (2.1.5) c’est-à-dire qu’elle satisfait l’inégalité (2.1.3)
pour ϵ0 > 0. Pour 0 < ε ≤ 1 fixé, posons ψε := ψ + εn. Considérons alors le problème de
Dirichlet

(2.3.4)

{
(ddcu)n = ψε(·, u) βn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω.

Puisque ψε ≥ εn > 0, nous pouvons appliquer la première étape pour résoudre le problème
(2.3.4). Pour cela, nous devons construire une sous-solution uε et une sursolution ūε du problème
(2.3.4) avec uε ≤ ūε dans Ω.

En effet, il est facile de voir que ūε := ū une sursolution du problème (2.3.4) puisque
ψ ≤ ψε. Par stricte pseudoconvexité, le domaine Ω admet une fonction définissante lisse ρ
strictement plurisousharmonique telle que ddcρ ≥ β dans Ω. Pour 0 < ε < 1, uε := u + ερ est
plurisousharmonique sur Ω et u+ ρ ≤ uε ≤ u dans Ω. Si de plus on pose

M := ∥ρ∥C0(Ω̄) · ∥∂tψ∥C0(Ω̄×I),

où I := [−C0, 0] et C0 := ∥u+ ρ∥C0(Ω̄), on a

(ddcuε)
n ≥ (ddcu)n + εn(ddcρ)n ≥ (ψ(·, u) + ϵ0 + εn)βn

≥ (ψ(·, uε) −Mε+ ϵ0 + εn)βn ≥ (ψ(·, uε) + εn)βn,

si on choisit ε > 0 assez petit de sorte que Mε ≤ ϵ0.

Donc pour 0 < ε < ε0 := min{1, ϵ0/M}, la fonction uε est une sous-solution du problème
de Dirichlet (2.3.4) telle que uε ≤ u ≤ ū dans Ω̄.

Alors d’après la première étape, pour tout 0 < ε < ε0, il existe uε ∈ PSH(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄),
solution du problème de Dirichlet (2.3.4) telle que u+ ρ ≤ u+ ερ ≤ uε ≤ ū dans Ω.

D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, on peut extraire une sous-suite (uεj) qui converge
uniformément sur Ω̄ vers une fonction u ∈ PSH(Ω) ∩ C0,1(Ω̄). Donc (ddcu)n = ψ(·, u)βn

faiblement sur Ω et u = 0 dans ∂Ω c’est-à-dire que u est une solution faible du problème de
Dirichlet (2.3.1).

Notons que pour tout ε ∈]0, ε0[, nous avons u1 := u+ ρ ≤ uε ≤ ū < 0 sur Ω.
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On affirme qu’il existe une constante uniforme C > 0 indépendante de ε ∈]0, ε0[ telle que

(2.3.5) ∥uε∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C.

En effet, soit 0 < ε < ε0 fixé. D’après la première étape, nous savons que par construction
uε est la limite d’une suite (ujε)j∈N dans PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) satisfaisant l’équation

(ddcuj+1
ε )n = (ψ(·, ujε) + εn)βn,

dans Ω et uε ≤ ujε ≤ ū dans Ω pour tout j ∈ N.

Puisque u1 := u + ρ ≤ ujε ≤ ū sur Ω, pour tout ε ∈]0, ε0[ et tout j ∈ N, on déduit des
estimées (2.3.3) de la première étape que

(2.3.6) ∥ujε∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C,

où C > 0 est une constante indépendante de ε, j. En passant à la limite dans (2.3.6), quand j →
+∞ pour ε ∈]0, ε0[ fixé, on obtient l’estimée recherchée (2.3.5), qui prouve notre affirmation.

D’après le Théorème d’Ascoli-Arzelà, il existe une sous-suite εj → 0 telle que uj := uεj → u
uniformément sur Ω̄, avec u ∈ PSH(Ω) ∩ C0,1(Ω̄) et u ≤ u ≤ ū < 0 dans Ω.

De plus en passant à la limite dans (2.3.5) quand ε = εj → 0, on obtient l’estimée recherchée

∥u∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C,

ce qui prouve que u ∈ C1,1̄(Ω̄).

Pour prouver que u ∈ C∞(Ω), nous allons utiliser l’analogue complexe de l’argument de
type Evans-Krylov.

Rappelons que pour chaque ε ∈]0, ε0[, uε ∈ PSH(Ω)∩C1,1̄(Ω̄) est une solution de l’équation
de Monge-Ampère suivante

(ddcuε)
n = gε β

n dans Ω, où gε(z) := ψ(z, uε(z)) + εn.

Observons que le second membre gε de cette équation est localement uniformément minoré
dans Ω par une constante positive indépendante de ε.

En effet, on a gε(z) ≥ ψ(z, uε(z)) ≥ ψ(z, ū(z)) > 0 dans Ω puisque ψ est croissante et

uε ≤ ū < 0 dans Ω. De plus g
1/n
ε ∈ C0,1(Ω̄) et ∥g1/nε ∥C0,1(Ω̄) est uniformément borné par une

constante indépendante de ε ∈]0, ε0[.

On peut alors appliquer l’argument complexe de la théorie d’Evans-Krylov locale développé
dans [Wang12] (voir aussi [DZZ11] et [GZ17, Théorème 14.9]). Alors pour tout sous-domaine
Ω′ ⋐ Ω et tout α ∈]0, 1[, il existe une constante C ′ > 0 telle que pour tout ε ∈]0, ε0[,

∥uε∥C2,α(Ω′) ≤ C ′,

où C ′ est une constante indépendante de ε ∈]0, ε0[. On en déduit que u ∈ C2,α(Ω′).

Pour montrer que u ∈ C∞(Ω), nous allons utiliser la théorie de Schauder expliqué dans
[GZ17, Section 14.3.2]. Plus précisément l’opérateur

F (u) := det(ujk̄)
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est localement uniformément elliptique sur la classe des fonctions lisses u strictement plurisou-
sharmoniques sur Ω.

Fixons un ensemble ouvert Ω′′ ⋐ Ω et prenons un sous-domaine Ω′ tel que Ω′′ ⋐ Ω′ ⋐ Ω.
Rappelons que u ∈ C2,α(Ω′) est une solution de l’équation suivante

F (u) = g := ψ(·, u),

sur Ω′.
Puisque g ∈ Cα(Ω′), pour ζ ∈ Cn fixé avec |ζ| = 1, les fonctions

uh(z) :=
u(z + hζ) − u(z)

h
,

sont définies dans un voisinage V de Ω̄′′ pour |h| > 0 suffisamment petit et vérifient une équation
linéaire du second ordre uniformément elliptique Lhuh = gh dans V à coefficients Höldériens et
à second membre Höldérien (voir [GZ17, Section 14.3.2], [GT98, Corollaire 6.3 ]). D’après les
estimées a priori intérieures de Schauder dans [GT98, Corollaire 6.3], on a uh ∈ C2,α(V ) avec
un contrôle uniforme sur sa norme C2,α(Ω′′) (indépendamment de h et ζ). Donc u ∈ C3,α(Ω′′)
pour tout Ω′′ ⋐ Ω. En itérant cet argument, nous montrons que u ∈ Ck(Ω′′) pour tout k ∈ N
et pour tout Ω′′ ⋐ Ω. On en déduit que u ∈ C∞(Ω).





Chapitre 3

Problème des valeurs propres pour les
opérateurs de type Monge-Ampère
complexe

Dans ce troisième chapitre qui est le contenu des sections 4 et 5 de l’artilcle [BaZe23a], on
va d’une part prouver en suivant la stratégie de P. L. Lions [Lions86], l’existence de la première
valeur propre et d’une fonction propre associée qui est plurisousharmonique avec condition
au bord de Dirichlet pour l’opérateur de Monge-Ampère complexe sur un domaine bornée
strictement pseudoconvexe de Cn. On montre que la fonction propre est plurisousharmonique,
lisse de Laplacien borné dans Ω et de valeurs au bord nulle. De plus, il est unique à une constante
multiplicative positive près.

D’autre part, on propose une approche variationnelle pluripotentielle du problème et en
utilisant le nouveau théorème d’existence du chapitre 2, on démontre une formule de type
quotient de Rayleigh pour la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère complexe.

3.1 Introduction

Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictemement pseudoconvexe de Cn à bord lisse ∂Ω et
0 < f ∈ C∞(Ω̄).

Notre objectif dans ce chapitre est de résoudre le problème des valeurs propres avec condition
au bord de Dirichlet pour un opérateur de Monge-Ampère complexe .

Le problème consiste à trouver un couple (λ, u), avec λ > 0 et u ∈ PSH(Ω)∩C0(Ω̄)∩C2(Ω)
remplissant les conditions suivantes :

(3.1.1)


(ddcu)n = (−λu)nfnβn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω
∥u∥C0(Ω̄) = 1,

où β := ddc|z|2 est la forme de Kähler standard sur Cn. Ici, nous utilisons les opérateurs
différentiels standards d = ∂ + ∂̄ et dc := (i/2)(∂̄ − ∂) de sorte que ddc = i∂∂̄.

P. L. Lions a résolu le problème d’existence de la première valeur propre avec condition
au bord de type Dirichlet pour l’opérateur de Monge-Ampère réel sur un domaine borné lisse

52
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strictement convexe dans RN (voir [Lions86]). Il affirma qu’en utilisant les résultats de L.
Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85], tous ses résultats s’étendent sans
changement dans le cas de l’opérateur de Monge-Ampère complexe.

Nous n’avons pas été en mesure d’appliquer directement les résultats de [CKNS85] comme
l’affirmait Lions pour résoudre le problème dans le cas complexe. En effet, on a affaire à des
équations de Monge-Ampère complexes avec un second membre du type ψε(z, u) := (ε −
λu)nf(z)n où ε > 0. Puisque ces fonctions sont décroissantes en u et ψε(z, 0) ≡ εf(z)n est
complètement dégénérée au bord lorsque ε → 0+, les résultats d’existence de [CKNS85] et
[Guan98] ne s’appliquent pas directement dans ce cas.

Pour contourner cette difficulté, nous allons utiliser notre nouveau théorème d’existence
pour les équations de Monge-Ampère complexes dégénérées de ce type (voir Théorème 2.1.1)
établi au niveau du chapitre 2. Le premier résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 3.1.1. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse et
0 < f ∈ C∞(Ω̄) une fonction positive lisse dans Ω̄.

Alors il existe un nombre réel λ1 = λ1(Ω, f) > 0 et une fonction u1 ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω) ∩
C1,1̄(Ω̄) avec ∥u1∥C0(Ω̄) = 1 tels que le couple (λ1, u1) est l’unique solution du problème des
valeurs propres (3.1.1).

Le nombre λ1 sera appelé la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère com-
plexe par rapport à la forme volume dνf := fnβn et u1 est la fonction propre normalisée qui
lui est associée.

On note C1,1̄(Ω̄) l’espace de toutes les fonctions u ∈ C1(Ω̄) dont le laplacien ∆u au sens des
distributions est une fonction bornée ∆u ∈ L∞(Ω) c’est-à-dire

∥u∥C1,1̄(Ω̄) := ∥u∥C0(Ω̄) + ∥∇u∥C0(Ω̄) + ∥∆u∥L∞(Ω) < +∞.

D’après la théorie de Calderon-Zygmund, une fonction u ∈ C1,1̄(Ω̄) satisfait u ∈ W 2,p(Ω)
pour tout 1 ≤ p <∞ et d’après la théorie des espaces de Sobolev (lemme de Morrey), il s’ensuit
que u ∈ C1,α(Ω̄) pour tout α ∈]0, 1[ (voir [GT98]). Notons que cette condition signifie que la
Hessienne complexe de u1 est bornée dans Ω.

On ne sait pas si la fonction propre u1 de notre théorème satisfait u1 ∈ C1,1(Ω̄).

D’autre part on développe une approche variationnelle générale pour le problème de l’exis-
tence de la première valeur propre pour des opérateurs de Monge-Ampère plus généraux. En
utilisant cette approche et notre nouveau théorème d’existence, nous allons prouver une for-
mule de type quotient de Rayleigh pour la première valeur propre. C’est le deuxième résultat
principal de ce chapitre.

Théorème 3.1.2. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe à bord lisse
et 0 < f ∈ C∞(Ω̄) une fonction positive lisse dans Ω̄. Soit (λ1, u1) la solution normalisée du
problème des valeurs propres (3.1.1). Alors

λn1 =

∫
Ω

(−u1)(ddcu1)n∫
Ω

(−u1)n+1dνf
= inf

{∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)n∫
Ω

(−ϕ)n+1dνf
;ϕ ∈ E1(Ω), ϕ ̸= 0

}
,

où dνf = fnβn.
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E1(Ω) ⊂ PSH(Ω) est le cône positif convexe des fonctions plurisousharmoniques négatives
et d’énergie de Monge-Ampère finie dans Ω ( voir Section 1.3 du chapitre 1 pour la définition
précise).

3.2 L’existence de la première valeur propre

Dans cette section, nous allons donner la preuve du Théorème 3.1.1, déduire quelques pro-
priétés de la première valeur propre et donner une application.

3.2.1 Preuve du Théorème 3.1.1

Nous allons suivre la stratégie de P. L. Lions [Lions86].

Rappelons que pour a ∈ A(Ω), la première valeur propre de l’opérateur −La est donnée par
la formule

(3.2.1) γ1(a) := sup{γ ≥ 0 : ∃u ∈ C2(Ω), u < 0 et Lau ≥ −γuf}.

Preuve. On définit le nombre suivant :

(3.2.2) λ1 := inf{γ1(a) : a ∈ A(Ω)}.

Suivant Lions, on considère le problème de Dirichlet

(3.2.3)

{
(ddcu)n = (1 − λu)nfnβn dans Ω,
u ≡ 0 dans ∂Ω,

où λ > 0 est un paramètre.

Puis on introduit le nombre réel suivant :

(3.2.4) µ1 := sup{λ ≥ 0 : ∃u ∈ P0(Ω), solution de (3.2.3)},

où

(3.2.5) P0(Ω) := {u ∈ PSH(Ω) ∩ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄) ; u|∂Ω = 0}.

D’après Théorème 1.4.1, il existe u0 ∈ PSH(Ω)∩C∞(Ω̄) solution du problème (3.2.3) pour
λ = 0, c’est-à-dire (ddcu0)

n = fnβn. Donc µ1 est bien défini et 0 ≤ µ1 ≤ +∞.

Puisque le second membre ψ(z, u) := (1− λu)nf(z)n ≥ fn(z) dans Ω̄×]−∞, 0], on observe
que la fonction u0 est sursolution du problème de Dirichlet (3.2.3) pour tout λ > 0.

La preuve se fera en plusieurs étapes.

Étape 1 : On montre que µ1 ≤ λ1.

En effet, si λ ≥ 0 est tel que uλ est une solution du problème (3.2.3), d’après la formule
(1.5.1), on a pour tout a ∈ A(Ω)
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Lau ≥ (1 − λuλ)f in Ω, uλ < 0 in Ω, uλ = 0 on ∂Ω.

Alors λ ≤ γ1(a). Par suite, on a 0 ≤ µ1 ≤ λ1 < +∞.

Étape 2 : Nous allons montrer que µ1 ≥ ∥u0∥−1
C0(Ω̄)

.

En effet, si λ < ∥u0∥−1
C0(Ω̄)

, on pose C = (1 − λ∥u0∥C0(Ω̄))
−1. Alors u = Cu0 ∈ P0(Ω) et

(ddcu)n = (ddcCu0)
n = Cn(ddcu0)

n = Cnfnβn.

On a aussi

Cf − (1 − λu)f = λCf(∥u0∥C0(Ω̄) + u0)

≥ 0.

Par conséquent,

(3.2.6)

{
(ddcu)n ≥ (1 − λu)nfnβn dans Ω,
u ≡ 0 dans ∂Ω.

En d’autres termes, u est une sous-solution du problème (3.2.3). Puisque (1 − λu)nfnβn ≥
fnβn = (ddcu0)

n dans Ω, il s’ensuit que u0 est une sursolution du problème (3.2.3) telle que
u ≤ u0 dans Ω. Puisque le second membre de l’équation (3.2.3) est strictement positif, on peut
appliquer le Théorème 2.1.1 pour conclure, c’est-à-dire que pour 0 < λ < ∥u0∥−1

C0(Ω̄)
, il existe

uλ ∈ P0(Ω) ∩ C∞(Ω) solution de (3.2.3) telle que u ≤ uλ ≤ u0 dans Ω. Cela prouve que tout
λ < ∥u0∥−1

C0(Ω̄)
, satisfait l’inégalité λ ≤ µ1. Donc nous avons montré que

(3.2.7) ∥u0∥−1
C0(Ω̄)

≤ µ1 ≤ λ1.

Étpe 3 : Nous allons montrer que pour tout 0 < λ < µ1, le problème (3.2.3) admet une
solution uλ.

En effet, si 0 < λ < µ1, il existe λ < λ′ < µ1 et uλ′ ∈ P0(Ω) tels que

(ddcuλ′)
n = (1 − λ′uλ′)

nfnβn ≥ (1 − λuλ′)
nfnβn.

Donc uλ′ est une sous-solution du problème (3.2.3). Puisque nous savons déjà que u0 est une
sursolution, l’application à nouveau du Théorème 2.1.1 donne l’existence d’une solution uλ ∈
P0(Ω) du problème (3.2.3).

Étape 4 : Nous allons montrer que ∥uλ∥C0(Ω̄) → +∞ lorsque λ→ µ1.

Supposons que le contraire est vrai, c’est-à-dire qu’il existe M > 0 tel que pour une sous-
suite (λj) dans ]0, µ1[, convergeant vers µ1 nous avons, ∥uλj∥C0(Ω̄) ≤M < +∞. Alors

−M ≤ uλj ≤ 0 in Ω̄.

et pour tout λ = λj, on a

(ddcuλ)n = (1 − λuλ)nfnβn ≤ (1 + µ1M)nfnβn.
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Observons que u := (1 + µ1M)u0 résout le problème suivant

(3.2.8)

{
(ddcu)n = (1 + µ1M)nfnβn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω,

et d’après le principe de comparaison u ≤ uλ sur Ω̄.
D’autre part, puisque

(ddcuλ) = (1 − λuλ)nfnβn ≥ fnβn,

et w := u0 résout le problème

(3.2.9)

{
(ddcw)n = fnβn dans Ω,
w = 0 dans ∂Ω,

alors, on a uλ ≤ w sur Ω̄.
Ainsi u ≤ uλ ≤ w < 0 sur Ω. Puisque u est strictement plurisousharmonique sur Ω, d’après

la Proposition 2.2.6, il existe une constante uniforme C > 0 telle que pour tout λ = λj,

∥uλ∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C.

Par le même raisonnement que dans la preuve du Théorème 2.1.1 (Étape 2) basée sur l’analogue
complexe de la théorie d’Evans-Krylov, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que
pour tout Ω′ ⋐ Ω, la suite {uλj} converge pour la norme C2(Ω̄′) vers une fonction uµ1 ∈ P0(Ω)
solution de (3.2.3) lorsque λj → µ1.

Comme dans la deuxième étape, on voit que pour δ < ∥uµ1∥−1
C0(Ω̄)

, C := (1− δ∥uµ1∥C0(Ω̄))
−1

et u := Cuµ1 ∈ P0(Ω), et on a

(ddcu)n = Cn(ddcuµ1)
n = Cn(1 − µ1uµ1)

nfnβn,

et
C(1 − µ1uµ1) − (1 − (δ + µ1)Cuµ1) = Cδ(∥uµ1∥C0(Ω̄) + uµ1) ≥ 0.

Donc

(3.2.10)

{
(ddcu)n ≥ (1 − (δ + µ1)u)nfnβn dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω.

En d’autres termes, u est une sous-solution du problème (3.2.3). Encore une fois puisque u0
est une sursolution, il découle du Théorème 2.1.1 qu’il existe une solution uλ de (3.2.3) pour
µ1 ≤ λ < µ1 + δ et cela contredit la définition de µ1. Donc , ∥uλ∥C0(Ω̄) → +∞ lorsque λ→ µ1.

Étape 5 : Dans cette partie nous montrons que la famille normalisée définie pour λ < µ1

par la formule suivante :

vλ :=
uλ

∥uλ∥C0(Ω̄)

,

converge vers une fonction φ1 ∈ PSH(Ω)∩C1,1̄(Ω̄)∩C2(Ω) telle que le couple (µ1, φ1) est une
solution du problème des valeurs propres (3.1.1).

En effet, pour λ < µ1, on a

(ddcvλ)n = ∥uλ∥−nC0(Ω̄)
(1 − λuλ)nfnβn = (∥uλ∥−1

C0(Ω̄)
− λvλ)nfnβn in Ω.
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Donc vλ résout le problème suivant :

(3.2.11)


(ddcvλ)n = (∥uλ∥−1

C0(Ω̄)
− λvλ)nfnβn dans Ω

vλ = 0 dans ∂Ω
∥vλ∥C0(Ω̄) = 1.

En utilisant la fonction u0 définie précédemment, on affirme qu’il existe C > 0 et 0 < µ2 < µ1

tels que pour µ2 < λ < µ1, on a

Cu0 ≤ vλ ≤ 0 dans Ω̄.

En effet, d’après l’étape 4, il existe 0 < µ2 < µ1 tel que pour µ2 < λ < µ1 on a ∥uλ∥C0(Ω̄) > 1.
Puisque vλ < 0 dans Ω et ∥vλ∥C0(Ω̄) = 1, il s’en suit que pour µ2 < λ < µ1,

(∥uλ∥−1
C0(Ω̄)

− λvλ) ≤ 1 + µ1.

En posant, C = 1 + µ1, on a pour µ2 < λ < µ1,

(3.2.12)

{
(ddcvλ)n ≤ Cnfnβn ≤ (ddc(Cu0))

n dans Ω
vλ = 0 dans ∂Ω.

D’après le principe de comparaison, on a pour µ2 < λ < µ1, Cu0 ≤ vλ < 0 dans Ω . Cela
juistifie notre affirmation.

Donc on a, une borne uniforme de ∥∇vλ∥C0(∂Ω) qui est indépendante de λ ∈]µ2, µ1[. Puisque
∥vλ∥C0(Ω̄) = 1, il résulte du Corollaire 2.2.2 qu’il existe une constante C1 > 0 telle que pour
tout λ ∈]µ2, µ1[,

∥vλ∥C1(Ω̄) ≤ C1

D’après le Théorème d’Arzelà-Ascoli, il existe une sous-suite (λj) dans ]µ2, µ1[ telle que
λj → µ1 et la sous-suite (vλj) converge uniformément sur Ω̄ vers une certaine fonction φ1 ∈
PSH(Ω) ∩ C0,1(Ω̄) qui est une solution faible du problème suivant :

(3.2.13)


(ddcφ1)

n = (−µ1φ1)
nfnβn in Ω

φ1 = 0 on ∂Ω
∥φ1∥C0(Ω̄) = 1.

Pour prouver que φ1 ∈ C1,1̄(Ω̄), nous allons appliquer la Proposition 2.2.6. Cela nécessite
l’existence d’une surbarrière uniforme pour tous les vλ. Pour construire cette surbarrière nous
allons utiliser la fonction φ1.

En effet, puisque vλj → φ1 uniformément dans Ω̄ quand j → +∞, il s’ensuit qu’en chaque
point de Ω̄,

−vλj ≥ −φ1 −
1

3

pour tout j ∈ N suffisamment grand. Puisque ∥φ1∥C0(Ω̄) = 1, il existe z0 ∈ Ω tel que −φ1(z0) =
1. Alors, il existe une boule B = B(z0, r) ⋐ Ω telle que −φ1 ≥ 2

3
dans B̄. Donc

−vλj ≥
1

3
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dans B̄ pour tout j assez grand. Il s’ensuit que

(ddcvλj)
n ≥ 3−nλnj f

nβn ≥ 3−nµn2f
nβn

dans B̄ et donc
∆vλj ≥

µ2

3
f

dans B̄.

En résolvant le problème de Dirichlet classique pour l’opérateur de Laplace suivant

(3.2.14)

{
∆w = µ2

3
fθB dans Ω

w = 0 dans ∂Ω,

où 0 ≤ θB ≤ 1 est une fonction lisse dans Ω̄ avec Supp(θB) ⊂ B et θB ≡ 1 dans un voisinage
de z0, on obtient alors une fonction sousharmonique lisse w telle que

(3.2.15)

{
∆w ≤ ∆vλj dans Ω
w = vλj = 0 dans ∂Ω.

Donc Cu0 ≤ vλj ≤ w < 0 dans Ω pour j assez grand.

D’après la Proposition 2.2.6, il existe une constante positive C > 0 telle que pour j assez
grand, on a

(3.2.16) ∥vλj∥C1,1̄(Ω̄) ≤ C.

Rappelons que vλj est une solution de l’équation de Monge-Ampère suivante :

(ddcvλj)
n = gjβ

n dans Ω, où gj := (∥uλj∥−1 − λjvλj)
nfn.

Remarquons que le second membre gj de cette équation est localement uniformément minoré par
une constant positive indépendente de j, puisque gj ≥ (−µ1vλj)

nfn et vλj → φ1 uniformément
dans Ω̄ et φ1 < 0 dans Ω.

De plus g
1/n
j = (∥uλj∥−1 − λjvλj)f ∈ C0,1(Ω̄) et ∥g1/nj ∥C0,1(Ω) est uniformément borné par

une constante indépendante de j.

Nous pouvons à nouveau appliquer l’argument complexe de la théorie d’Evans-Krylov locale
et la théorie de Schauder comme dans la preuve du théorème 2.1.1 (étape 2) pour conclure que
φ1 ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄) et que le couple (µ1, φ1) est une solution de (3.1.1) avec
µ1 ≤ λ1.

Étape 6 : Ici on montre que µ1 ≥ λ1.

En effet, d’après Lemme 1.5.3, il existe ā ∈ A(Ω) tel que

Lāφ1 =
[

det((φ1)jk̄)
] 1

n
= −µ1φ1f.

Donc φ1 est une fonction propre de −Lā associée à la valeur propre µ1. Cela implique que
µ1 ≥ γ1(ā) ≥ λ1. Puisque nous savons déjà que µ1 ≤ λ1, on en déduit que

µ1 = λ1.
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Étape 7 : La dernière étape consiste à prouver que (µ1, φ1) est unique. Soit (µ, φ) une autre
solution de (3.1.1). Toujours d’après le Lemme 1.5.3, il existe ã ∈ A(Ω) tel que Lãφ = −µφf ,
ce qui implique que µ ≥ λ1.

On affirme qu’il existe t > 0, tel que 0 ≤ t(−φ) ≤ −φ1 sur Ω̄. En effet, d’après le Lemme
de Hopf ([Eva10, Lemme 6.4.2, p. 347]) on a Dνφ1 < 0 sur ∂Ω (ν étant le vecteur normal unité
intérieur de ∂Ω). Donc il existe une constante c0 > 0 telle que

φ1(x) ≤ −c0d(x, ∂Ω) dans Ω.

D’autre part, soit ρ une fonction définissante lisse de Ω ; en particulier |∇ρ| > 0 sur ∂Ω.
Puisque φ = 0 sur ∂Ω, il s’ensuit que φ = hρ sur dans un voisinage de ∂Ω, où h est une
fonction lisse près de ∂Ω. Alors, il existe une constante c1 > 0 telle que 0 ≤ −φ ≤ c1(−ρ) sur
Ω̄. Maintenant, il suffit d’observer que d(x, ∂Ω) est équivalent à −ρ(x) sur Ω̄. En particulier, il
existe une constante c′0 > 0 telle que −ρ(x) ≤ c′0d(x, ∂Ω) sur Ω̄. En résumé, on a

−φ ≤ c1(−ρ) ≤ c1c
′
0d(·, ∂Ω) ≤ c1c

′
0c

−1
0 (−φ1), dans Ω,

ce qui prouve l’affirmation.
Maintenant, posons t0 = max{t > 0 : 0 ≤ t(−φ) ≤ −φ1 in Ω̄}. En appliquant encore le

Lemme 1.5.3 dans notre cas avec (µ, t0φ) et (λ1, φ1), on trouve a ∈ A(Ω) tel que

La(t0φ− φ1) + µt0φf − λ1φ1f = 0.

Donc

La(t0φ− φ1) = λ1φ1f − µt0φf

= −λ1f(t0φ− φ1) + (λ1 − µ)ft0φ.

Puisque λ1 ≤ µ et φ < 0, on a La(t0φ−φ1) ≥ −λ1f(t0φ−φ1). En utilisant le fait que λ1 ≤ γ1(a)
et ϕ := t0φ− φ1 ≥ 0, on en déduit que La(ϕ) ≥ −γ1(a)ϕf . Comme ϕ est borné et ϕ = 0 dans
∂Ω, d’après la Proposition 1.5.2, il existe θ ∈ R tel que ϕ = θϕ1 où ϕ1 est la fonction propre
positive de l’opérateur −La.
Ainsi soit θ = 0 et on conclut, soit θ > 0 et en utilisant à nouveau le Lemme de Hopf ([Eva10,
Lemme 6.4.2, p. 347]), on voit que il existe ε > 0 tel que θϕ1 ≥ ε(−φ) dans Ω̄, c’est-à-dire
t0φ− φ1 ≥ ε(−φ) dans Ω̄. Mais, cela veut dire que

−φ1 ≥ (t0 + ε)(−φ) dans Ω̄

contredisant la définition de t0. Cela montre que φ1 = t0φ et donc µ = λ1. Ce qui met fin à
preuve du Théorème 3.1.1.

Faisons quelques remarques qui proviennent de la preuve Théorème 3.1.1.

Remarque 3.2.1.
1. La preuve précédente donne une borne inférieure de λ1 = λ1(f,Ω). En effet, soit u0 ∈

PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄) la solution de l’équation (3.2.3) pour λ = 0, c’est-à-dire (ddcu0)
n = fnβn

dans Ω et u0 = 0 dans ∂Ω. Alors, d’après l’équation (3.2.7), on a

λ1 ≥ ∥u0∥−1
C0(Ω̄)

.
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En particulier, si Ω := B(a,R) ⊂ Cn est une boule euclidienne de rayon R > 0 alors, la première
valeur propre λ1(B(a,R)) = λ1(B(a,R), 1) satisfait l’estimée suivante :

(3.2.17) λ1(B(a,R)) ≥ R−2.

En effet, pour f = 1, la fonction u0(z) := |z− a|2 −R2 satisfait l’estimée (3.2.17) dans B(a,R)
et ∥u0∥C0(B̄(a,R)) = R2.

2. Soit F : Ω′ −→ Ω une application biholmorphe entre domaines bornés strictement pseu-
doconvexes de Cn qui se prolonge de façon lisse jusqu’au bord. Alors, on a

λ1(f̃ ,Ω
′) = λ1(f,Ω),

où f̃ := |JF |2/nf ◦ F et JF est le jacobien de F dans Ω′. En effet, soit (λ1, φ1) la solution du
problème des valeurs propres (3.1.1) de sorte que (ddcφ1)

n = (−λ1φ1)
nfnβn dans Ω. Alors

F ∗((ddcφ1)
n) = (−λ1φ1 ◦ F )n(f ◦ F )nF ∗(βn).

Puisque F ∗(βn) = |JF |2βn, alors en posant φ̃1 := φ1 ◦ F et f̃ := (f ◦ F )|JF |2/n, il s’ensuit que

(ddcφ̃1)
n = (−λ1φ̃1)

nf̃nβn,

ce qui prouve notre affirmation.

3.2.2 Une application

Nous allons donner une autre propriété de la première valeur propre λ1 = λ1(Ω, 1). Nous
allons considérer une fonction lisse H ∈ C1,1(Ω̄ × R) vérifiant les conditions suivantes :

(3.2.18)


H(z, t) > 0 pour tout (z, t) ∈ Ω̄×] −∞, 0]

∂H
∂t

≥ −λ0 dans Ω̄×] −∞, 0],

où λ0 ∈ R est une constante uniforme.
Soit λ1 la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère complexe avec f = 1.

Rappelons que λ1 est le supremum de tous les λ > 0 tels qu’il existe uλ ∈ PSH(Ω) ∩ C2(Ω̄)
satisfaisant l’équation (ddcuλ)n = (1 − λu)nβn avec uλ = 0 dans ∂Ω.

On veut résoudre le problème de Dirichlet suivant.

(3.2.19)


(ddcu)n = Hn(z, u) βn dans Ω

u = 0 dans ∂Ω,

où u ∈ PSH(Ω) est la fonction inconnue.
D’après [CKNS85], il est bien connu que le problème (3.2.19) admet une unique solution

lisse si ∂tH ≥ 0 dans Ω×] −∞, 0].
Suivant Lions [Lions86], nous allons démontrer le résultat plus général suivant.

Proposition 3.2.2. Supposons que H vérifie les hypothèses (3.2.18) pour une constante λ0 <
λ1. Alors le problème de Dirichlet (3.2.19) admet une unique solution u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄).
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Preuve. Pour montrer l’existence d’une solution, il suffit de construire une sous-solution et
d’appliquer le Théorème 1.4.2.

Soit C ≥ ∥H(·, 0)∥C0(Ω̄) > 0. Puisque λ0 < λ1, on peut choisir λ ∈]λ0, λ1[ et définir v := Cuλ,
où uλ est une solution du problème (3.2.3). Alors on a dans Ω,

[det(vjk̄)]
1/n = C(1 − λuλ)

≥ ∥H(·, 0)∥C0(Ω) + λ0(−Cuλ).

Par contre pour s < 0 et z ∈ Ω, on a

H(z, 0) −H(z, s) =

∫ 0

s

∂tH(z, t)dt ≥ −λ0(−s) = λ0s.

En appliquant cette inégalité avec s = Cuλ(z), on a pour tout z ∈ Ω,

C + λ0(−Cuλ) ≥ H(z, 0) + λ0(−Cuλ(z)) ≥ H(z, Cuλ(z)),

Donc Cuλ est une sous-solution du problème (3.2.19). D’après le théorème 1.4.2, il s’ensuit que
le problème (3.2.19) admet une solution u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄).

Maintenant nous allons prouver l’unicité. Si u, v sont deux solutions du problème (3.2.19),
d’après le Lemme 1.5.3, on peut trouver a ∈ A(Ω) tel que

(3.2.20)


La(u− v) = H(·, u) −H(·, v) dans Ω
u− v = 0 dans ∂Ω
u− v ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄).

On a alors pour tout z ∈ Ω,

H(z, u(z)) −H(z, v(z)) := c(z)(u(z) − v(z)),

où

c(z) :=

∫ 1

0

∂H

∂s
(z, v(z) + s(u(z) − v(z))) ds.

Posons w := u− v, alors (3.2.20) devient

(3.2.21)


(La − c)w = 0 dans Ω
w = 0 dans ∂Ω
w ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω̄).

Soit ϕ1 > 0 une fonction propre de −La associée à la valeur propre γ1 = γ1(a), c’est-à-dire
Laϕ1 = −γ1ϕ1 dans Ω et ϕ1 = 0 dans ∂Ω.

Puisque ∂tH(z, t) ≥ −λ0, il s’ensuit que c ≥ −λ0 > −γ1. Donc ϕ1 > 0 dans Ω et

(La − c)ϕ1 = Laϕ1 − cϕ1

= −(γ1 + c)ϕ1

≤ 0.
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Donc l’opérateur La − c vérifie le principe du maximum (voir [BNV94], propriété (ii) page
48). Donc le problème (3.2.21) admet une unique solution, ce qui implique que w = 0 dans Ω,
c’est-à-dire u = v dans Ω.

3.3 Une formule variationnelle pour λ1

Pour donner la preuve du Théorème 3.1.2, nous allons développer une approche variation-
nelle au problème des valeurs propres en utilisant la théorie du pluripotentiel.

3.3.1 La fonctionnelle d’énergie du Monge-Ampère

On définit la fonctionnelle d’énergie de l’opérateur de Monge-Ampère sur l’espace E1(Ω)
comme suit : pour tout ϕ ∈ E1(Ω),

(3.3.1) E(ϕ) :=
1

n+ 1

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)n.

Il a été prouvé dans [BBGZ13] dans le cadre des variétés kähleriennes compactes que E est semi-
continue inférieurement et que −E est une primitive de l’opérateur Monge-Ampère complexe
(voir aussi [Lu15], [ACC12] pour le cas des domaines). Plus précisément, on a :

Lemme 3.3.1. 1) Pour tout chemin lisse t 7−→ ϕt dans E1(Ω) défini sur un intervalle I ⊂ R,
on a

(3.3.2)
d

dt
E(ϕt) =

∫
Ω

(−ϕ̇t)(ddcϕt)n, t ∈ I.

En particulier si u, v ∈ E1(Ω) et u ≤ v, alors 0 ≤ E(v) ≤ E(u).
De plus, on a

d2

dt2
E(ϕt) =

∫
Ω

(−ϕ̈t)(ddcϕt)n

+ n

∫
Ω

d ϕ̇t ∧ dcϕ̇t ∧ (ddcϕt)
n−1, t ∈ I

En particulir, pour tous u, v ∈ E1(Ω), la fonction t 7−→ E((1− t)u+ tv) est convexe dans [0, 1].
2) La fonctionelle E : E1(Ω) −→ R+ est semi-continue inférieurement sur E1(Ω) pour la

topologie L1
loc(Ω).

Les estimées suivantes de la capacité des ensembles de sous-niveau des fonctions dans E1(Ω)
nous seront utiles (voir [CKZ05]). Il existe une constante D0 > 0 telle que pour tout ϕ ∈ E1(Ω)
et tout s > 0, on a

(3.3.3) CapΩ({ϕ ≤ −s}) ≤ D0

sn+1
E(ϕ).

3.3.2 Une inégalité de type Sobolev-Poincaré non linéaire

Nous aurons besoin du résultat suivant.
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Lemme 3.3.2. Soient 0 ≤ g ∈ Lp(Ω), p > 1 une fonction densité et dVg := gβn une forme
volume sur Ω̄. Alors, il existe une constante A = A(n, ∥g∥p) > 0 telle que pour tout ϕ ∈ E1(Ω),
on a

(3.3.4)

∫
Ω

(−ϕ)n+1dVg ≤ AE(ϕ).

De plus, pour toute suite (uj) dans E1(Ω) convergeant vers u dans L1
loc(Ω) telle que M :=

supj E(uj) < +∞, on a

(3.3.5) lim
j→+∞

∫
Ω

(−uj)n+1dVg =

∫
Ω

(−u)n+1dVg.

On observe que pour n = 1 , E(ϕ) = (1/2)
∫
Ω

(−ϕ)ddcϕ = (1/2)∥∇ϕ∥2L1(Ω). Donc l’inégalité

(3.3.4) dans ce cas est l’inégalité de Poincaré pour les fonctions ϕ dans E1(Ω) ⊂ W 1,2
0 (Ω).

Preuve. Pour démontrer l’inégalité (3.3.4), nous aurons besoin de l’estimée suivante due à
Z. B locki. Pour tous u, v ∈ E0(Ω) on a

(3.3.6)

∫
Ω

(−u)n+1(ddcv)n ≤ (n+ 1) ! ∥v∥nL∞(Ω)

∫
Ω

(−u)(ddcu)n,

Pour démontrer l’inégalité (3.3.6), on effectue une intégration par parties n fois (voir [Bl93]).

D’après un résultat bien connu de Ko lodziej [Kol03], il existe ϕ0 ∈ PSH(Ω)∩C0(Ω̄) tel que
ϕ0 = 0 dans ∂Ω et (ddcϕ0)

n = gdV au sens des courants sur Ω.

Pour prouver l’estimée (3.3.4), il suffit de supposer que ϕ ∈ E0(Ω). Puisque∫
Ω

(−ϕ)n+1dVg =

∫
Ω

(−ϕ)n+1(ddcϕ0)
n,

on montre en utilisant (3.3.6) que∫
Ω

(−ϕ)n+1dVg ≤ (n+ 1) ! ∥ϕ0∥nL∞(Ω)

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)n,

ce qui prouve l’estimée (3.3.4) avec A := (n+ 1)(n+ 1) ! ∥ϕ0∥nL∞(Ω).

Démontrons la deuxième propriété. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que
uj → u presque partout dans Ω.

Supposons d’abord que (uj) est uniformément bornée dans Ω. Puisque la suite (−uj)n+1
j∈N

converge vers (−u)n+1 presque partout dans Ω, alors d’après le théorème de convergence de
Lebesgue, on a

(3.3.7) lim
j→+∞

∫
Ω

(−uj)n+1gdV =

∫
Ω

(−u)n+1gdV.

On considère maintenant le cas général. Pour j, k ∈ N, on pose hj := (−uj)n+1, h
(k)
j =

(−u(k)j )n+1, h := (−u)n+1 et h(k) := (−u(k))n+1. Ici u(k) := sup{u,−k} et u
(k)
j := sup{uj,−k}

pour j, k ∈ N fixés. Ceux sont des fonctions boréliennes dans L1(Ω, dVg) et on a l’inégalité
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suivante : ∣∣∣∣∫
Ω

(hj − h)dVg

∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

(h
(k)
j − hj)dVg +

∣∣∣∣∫
Ω

h
(k)
j − h(k)dVg

∣∣∣∣(3.3.8)

+

∫
Ω

(h(k) − h)dVg.

Pour k fixé, la suite (u
(k)
j )j∈N est une suite de fonctions plurisousharmoniques uniformément

bornée dans Ω. Alors, en appliquant la première étape, on voit que pour chaque k ∈ N, le
deuxième terme de (3.3.8) converge vers 0 lorsque j → +∞, tandis que le troisième terme
converge vers 0 d’après le théorème de convergence monotone. Il reste à montrer que le premier
terme converge vers 0 lorsque k → +∞, uniformément en j. En effet, pour j, k ∈ N∗ on a les
estimées suivantes

(3.3.9)

∫
Ω

|hj − h
(k)
j |dVg ≤ 2

∫
{hj≥kn+1}

hjdVg.

On affirme que la suite k 7−→
∫
{hj≥kn+1} hjdVg converge vers 0 uniformément en j lorsque

k → +∞. En effet pour j, k fixés, on a

(3.3.10)

∫
{hj≥kn+1}

hjdVg =

∫
{uj≤−k}

(−uj)n+1gdV

D’autre part, étant donné un sous-ensemble de Borel B ⊂ Ω, d’après le théorème de
Ko lodziej [Kol03], il existe ϕB ∈ PSH(Ω)∩C0(Ω̄) tel que ϕB = 0 dans ∂Ω et (ddcϕB)n = 1B gdV
au sens des courants sur Ω. De plus, il existe une constante uniforme C0 > 0 telle que
∥ϕB∥nL∞(Ω) ≤ C0∥1Bg∥Lp(Ω).

Par conséquent, comme précédemment, l’inégalité de B locki (3.3.6) donne∫
B

(−uj)n+1gdV =

∫
Ω

(−uj)n+1(ddcϕB)n ≤ (n+ 1)! ∥ϕB∥nL∞(Ω)

∫
Ω

(−uj)(ddcuj)n

≤ (n+ 1)!C0M∥1Bg∥Lp(Ω).

Puisque gp ∈ L1(Ω), on déduit de la continuité absolue que ∥1Bg∥pLp(Ω) =
∫
B
gpdV → 0

quand Vol(B) → 0.

Cela implique que supj∈N
∫
B

(−uj)n+1gdV → 0 quand Vol(B) → 0. On va appliquer ce
résultat aux ensembles de Borel B := {uj ≤ −k}. Pour estimer leurs volumes, on observe
d’abord que la capacité de Monge-Ampère de ces ensembles peut être contrôlée à l’aide de
l’inégalité (3.3.3) c’est-à-dire que pour tous j, k ∈ N, on a

CapΩ({uj ≤ −k}) ≤ D0

kn+1
E(uj) ≤

D0M

kn+1
.

En utilisant l’inégalité (1.2.1), on voit que pour tout k ∈ N∗,

sup
j∈N

Vol({uj ≤ −k}) ≤ MD0R
2n

kn+1
→ 0, lorsque k → +∞.
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Cela prouve l’affirmation et complète la preuve du Lemme.

3.3.3 Une formule de type quotient de Rayleigh

Nous utilisons d’abord une approche variationnelle pour prouver le résultat suivant.

Théorème 3.3.3. Soient Ω ⋐ Cn un domaine hyperconvexe, 0 ≤ g ∈ Lp(Ω), p > 1 une fonction
densité et dVg := gβn une forme volume sur Ω̄ tels que

∫
Ω
dVg > 0. On définit le nombre réel

(3.3.11) ηn1 := inf

{
E(ϕ)

Ig(ϕ)
;ϕ ∈ E1(Ω), w ̸= 0

}
,

où Ig(ϕ) := 1
n+1

∫
Ω

(−ϕ)n+1dVg.

Il existe une fonction w ∈ E1(Ω) telle que

(3.3.12) ηn1 =
E(w)

Ig(w)
·

De plus (η1, w) est une solution (faible) du problème des valeurs propres

(3.3.13)


(ddcw)n = (−η1w)ngβn dans Ω
w = 0 dans ∂Ω
w < 0.

Preuve. Par hypothèse, Ω admet une fonction d’exhaustion plurisousharmonique négative
continue ρ. Alors ρ ∈ E1(Ω) et tout w ∈ E1(Ω) tel que w < 0 satisfait

∫
Ω

(−w)n+1dVg > 0. En
effet, puisque

∫
Ω
dVg > 0, il existe un ensemble compact K ⋐ Ω tel que Vg(K) :=

∫
K
dVg > 0.

Donc
∫
Ω

(−w)n+1dVg ≥ (−maxK w)n+1Vg(K) > 0. Donc η1 est un nombre réel positif bien défini
et par homogénéité, on a

(3.3.14) ηn1 = inf{E(w) ; w ∈ E1(Ω), Ig(w) = 1}.

De plus, d’après le Lemme 3.3.2, il existe une constante A > 0 telle que pour tout w ∈ E1(Ω)∫
Ω

(−w)n+1dVg ≤ AE(w).

En particulier, on a ηn1 ≥ A−1 > 0.

Par ailleurs, il existe, par définition, une suite minimisante (wj)j∈N dans E1(Ω) telle que
Ig(wj) = 1 pour tout j ∈ N et

lim
j→+∞

E(wj) = ηn1 .

Par construction, la suite (E(wj)) est bornée. En appliquant le Lemme 3.3.2 à la mesure
de Lebesgue λ2n, on voit que la suite (wj)j∈N est bornée dans Ln+1(Ω, λ2n). Quitte à extraire
une sous-suite, on peut supposer que (wj) converge faiblement vers w ∈ PSH(Ω) et presque
partout dans Ω. Donc (wj) converge vers w dans L1

loc(Ω). Par semi-continuité inférieure de la
fonctionnelle d’énergie, il s’ensuit que w ∈ E1(Ω) et E(w) ≤ limj→+∞E(wj) = ηn1 .
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Puisque supj E(wj) =: C < +∞, on déduit du Lemme 3.3.2 que

(3.3.15) lim
j→+∞

∫
Ω

(−wj)n+1dVg =

∫
Ω

(−w)n+1dVg.

Donc Ig(w) = 1 et w ∈ E1(Ω) est une fonction extrémale pour le problème des valeurs propres,
c’est-à-dire

ηn1 =
E(w)

Ig(w)
·

Pour prouver que (η1, w) est une solution du problème des valeurs propres, on considère la
fonctionnelle suivante définie pour ϕ ∈ E1(Ω), par la formule

Fg(ϕ) := E(ϕ) − ηn1 Ig(ϕ).

On observe aussi que lorsque ϕ est lisse,

F ′
g(ϕ) = −(ddcϕ)n + ηn1 (−ϕ)ndVg.

Cela signifie que l’équation des valeurs propres est l’équation d’Euler-Lagrange de la fonction-
nelle Fg sur E1(Ω).

On observe comme précédemment que pour tout ϕ ∈ E1(Ω) avec ϕ ̸≡ 0, on a Ig(ϕ) > 0 et
que

Fg(ϕ) := Ig(ϕ)

(
E(ϕ)

Ig(ϕ)
− ηn1

)
≥ 0,

par définition de η1. Puisque Fg(w) = 0, cela signifie que la fonctionnelle Fg atteint son minimum
sur E1(Ω) en w. Donc w est une sorte de ”point critique” de la fonctionnelle Fg. Pour prouver
cette affirmation, on va utiliser un argument délicat qui remonte à [BBGZ13].

Fixons une ”fonction test” ψ ∈ E0(Ω) et considérons le chemin ϕt = w + tψ qui appartient
à E1(Ω) si 0 ≤ t ≤ 1 car c’est un cône positif convexe. Lorsque t < 0, ce n’est plus le cas,
donc on considère son enveloppe plurisousharmonique ϕ̃t := P (ϕt) c’est-à-dire la plus grande
fonction plurisousharmonique inférieure à ϕt dans Ω. Puisque pour t < 0, w ≤ ϕt, il s’ensuit
que w ≤ P (ϕt). Donc ϕ̃t ∈ E1(Ω) pour tout t ∈ [−1,+1] (voir [Ceg98]).

Considérons maintenant la fonction d’une variable définie pour t ∈ [−1,+1] par

h(t) := E ◦ P (ϕt) − ηn1 Ig(ϕt).

Nous affirmons que la fonction h est dérivable sur [−1,+1], positive et atteint son minimum
en t = 0. En effet, observons d’abord que h(0) = 0. De plus puisque pour tout t ∈ [−1, 1],
ϕ̃t ≤ ϕt < 0 dans Ω, il s’ensuit que Ig(ϕt) ≤ Ig(ϕ̃t) et que

h(t) ≥ E(ϕ̃t) − ηn1 Ig(ϕ̃t) = Fg(ϕ̃t) ≥ 0,

pour tout t ∈ [−1, 1], ce qui prouve notre affirmation. Une propriété importante de l’opérateur
P est que pour toute courbe lisse t 7−→ φt dans L1

loc(Ω), on a :

d

dt
(E ◦ P )(φt) =

∫
Ω

(−φ̇t)(ddcP (φt))
n,
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pour tout t (voir [BBGZ13], [Lu15]).
Donc h est dérivable sur [−1,+1] et d’après le Lemme 3.3.1, on a pour tout t ∈ [−1, 1],

h′(t) =
d

dt
E(ϕ̃t) − ηn1

d

dt
Ig(ϕt)

=

∫
Ω

(−ϕ̇t)(ddcϕ̃t)n + ηn1

∫
Ω

ϕ̇t(−ϕt)ndVg.

Puisque h atteint son minimum sur [−1,+1] au point 0, il s’ensuit que h′(0) = 0, ce qui
implique l’identité suivante : ∫

Ω

ψ (ddcw)n = ηn1

∫
Ω

ψ (−w)ndVg.

pour tout ψ ∈ E0(Ω). Puisque toute fonction test lisse χ dans Ω peut être écrite sous la forme
χ = ψ1 − ψ2, où ψ1, ψ2 ∈ E0(Ω), il s’ensuit que

(ddcw)n = ηn1 (−w)ndVg,

au sens des courants sur Ω.

3.3.4 Preuve du Théorème 3.1.2

Le Théorème 3.1.2 est une conséquence immédiate du résultat suivant.

Théorème 3.3.4. Soit dνf := fnβn une forme volume positif lisse sur Ω̄ et (λ1, φ1) la solution
lisse normalisée du problème des valeurs propres (3.1.1) et soit (η1, w1) une solution faible du
problème (3.3.13) pour g = fn.

Alors λ1 = η1 et φ1 = θw1, où θ > 0 est une constante. En particulier

(3.3.16) λn1 =

∫
Ω

(−φ1)(dd
cφ1)

n∫
Ω

(−φ1)n+1dνf
= inf

{∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)n∫
Ω

(−ϕ)n+1dνf
;ϕ ∈ E1(Ω), ϕ ̸= 0

}
·

Preuve. Puisque (λ1, φ1) est la solution du problème des valeurs propres (3.1.1) donnée
par le Théorème 3.1.1, il s’ensuit que∫

Ω

(−φ1)(dd
cφ1)

n = λn1

∫
Ω

(−φ1)
n+1fnβn.

D’après la formule (3.3.11) on voit que λ1 ≥ η1.
Montrons d’abord que η1 = λ1. Pour cela nous allons raisonner par l’absurde. Supposons

que η1 < λ1 = µ1. Il résulte de l’étape 3 de la preuve du Théorème 3.1.1, qu’il existe uη1 ∈
PSH(Ω) ∩ C2(Ω̄) telle que

(ddcuη1)
n = (1 − η1uη1)

nfnβn dans Ω et uη1 = 0 dans ∂Ω.

De plus w1 est une (sur)-solution faible du problème (3.3.13). Nous voulons comparer uη1 et w1

en appliquant le principe de comparaison.
D’abord on affirme que w1 est borné dans Ω et w1 = 0 dans ∂Ω. En effet d’après le Lemme

3.3.2, on a E1(Ω) ⊂ Ln+1(Ω), donc w1 ∈ Ln+1(Ω). Posons p := n+1
n

> 1. Puisque f est borné



68 Problème des valeurs propres pour les opérateurs de type Monge-Ampère complexe

dans Ω, il s’ensuit que∫
Ω

[(−η1w1)
nfn]pβn ≤

∫
Ω

(−η1w1)
n+1fn+1βn ≤ ∥η1f∥n+1

L∞(Ω)

∫
Ω

(−w1)
n+1βn < +∞.

Cela signifie que la densité g := (−η1w1)
nfn ∈ Lp(Ω) avec p > 1. D’après un résultat de

Ko lodziej [Kol96, Théorème 3], il existe une unique fonction v ∈ PSH(Ω) ∩ C0(Ω̄) telle que

(ddcv)n = (−η1w1)
nfnβn sur Ω et v = 0 dans ∂Ω.

De plus on a aussi v ∈ E1(Ω). Cela signifie qu’on a deux solutions faibles v, w1 ∈ E1(Ω) de
l’équation de Monge-Ampère complexe

(ddcϕ)n = (−η1w1)
nfnβn.

D’après le théorème d’unicité de Cegrell [Ceg98, Théorème 6.2], il s’ensuit que w1 = v ∈ C0(Ω̄)
et w1 = 0 dans ∂Ω. Cela prouve notre affirmation.

Maintenant on a
(ddcw1)

n = (−η1w1)
nfnβn ≤ tnfnβn sur Ω,

où t := η1M et M := maxΩ̄w1. De plus (ddcuη1)
n ≥ fnβn sur Ω. Donc (ddcw1)

n ≤ (ddctuη1)
n

sur Ω. Puisque tuη1 = 0 = w1 dans ∂Ω, d’après le principe de comparaison, on a u := tuη1 ≤ w1

dans Ω.
Remarquons que

(ddcu)n = tn(1 − η1uη1)
nfnβn

≥ tn (1 + (−η1uη1)n) fnβn

= ((−η1u)n + tn)fnβn.

Donc u est une sous-solution stricte et lisse du problème (3.3.13) et w1 une sursolution continue
du problème (3.3.13) telles que u ≤ w1 dans Ω. D’après le Théorème 2.1.1, il existe une solution
φ ∈ PSH(Ω) ∩ C1,1̄(Ω̄) du problème (3.3.13) telle que u ≤ φ ≤ w1 dans Ω. Donc si θ−1 :=
∥φ∥C0(Ω̄), alors (η1, θφ) est une autre solution lisse du problème des valeurs propres (3.1.1).
D’après la propriété d’unicité du Théorème 3.1.1, il s’ensuit que η1 = λ1. Cette contradiction
conduit à la conclusion η1 = λ1. Le fait que φ1 = θw1 pour une constante positive θ > 0 découle
de la propriété d’unicité de la Proposition 3.3.5 ci-dessous.

Proposition 3.3.5. Soit (λ1, φ1) la solution lisse normalisée du problème des valeurs propres
(3.1.1). Supposons que u ∈ E1(Ω) est une solution faible du problème suivant

(3.3.17)

{
(ddcu)n = (−λ1u)nfnβn dans Ω
u = 0 dans ∂Ω.

Alors il existe une constante positive θ > 0 telle que u = θφ1.

L’idée principale de la preuve de ce résultat est due à Chinh H. Lu.
Preuve. Observons d’abord que u ∈ PSH(Ω) ∩ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[. En effet

comme dans la preuve précédente du Théorème 3.3.4, on voit que la densité g := (−λ1u)nfn ∈
L1+1/n(Ω). Donc d’après [Ch15] (voir aussi [GKZ08]), il existe ϕ ∈ PSH(Ω) ∩ Cα(Ω̄) tel que
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(ddcϕ)n = gβn dans Ω et ϕ = 0 dans ∂Ω. D’après le théorème d’unicité de Cegrell pour les
solutions dans E1(Ω) (voir [Ceg98, Théorème 6.2]), on a u = ϕ ∈ PSH(Ω) ∩ Cα(Ω̄) .

D’après les inégalités mixtes de Monge-Ampère ([Kol03], [Din09]), on a

ddcu ∧ (ddcφ1)
n−1 ≥ (−λ1uf)(−λ1φ1f)n−1βn = (−λ1u)Gβn,

faiblement sur Ω, où G := (−λ1φ1)
n−1fn est une fonction lisse dans Ω̄.

Considérons l’opérateur linéaire elliptique du second ordre suivant

Lϕ := ddcϕ ∧ (ddcφ1)
n−1/βn.

Alors Lφ1 = (−λ1φ1)G, et aussi

(3.3.18) Lu ≥ −λ1uG,

faiblement sur Ω.
Puisque −λ1uG ∈ Cα(Ω̄), d’après la théorie de Schauder, le problème de Dirichlet suivant

(3.3.19)

{
Lv = −λ1uG dans Ω
v = 0 dans ∂Ω,

admet une solution v ∈ C2,α(Ω).
En effet l’opérateur L est elliptique sur Ω et vérifie le principe du maximum [GT98, Théorème

3.5]. De plus l’opérateur L est localement uniformément elliptique et ses coefficients sont loca-
lement hölderiens sur Ω.

On peut donc appliquer l’observation de [GT98, Section 6.6]. Pour être plus précis on peut
appliquer la méthode de Perron pour résoudre le problème de Dirichlet (3.3.19) comme expliqué
après l’énoncé du [GT98, Théorème 6.11]. Remarquons en effet que u est une sous-solution de ce
problème, donc l’enveloppe supérieure v de toutes les sous-solutions du problème de Dirichlet
(3.3.19) est bien définie et est une sous-solution bornée telle que u ≤ v ≤ 0 dans Ω. Pour
montrer que v ∈ C2,α(Ω) est une solution du problème de Dirichlet (3.3.19), on peut utiliser le
processus de balayage classique en utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du [GT98,
Théorème 2.12], grâce au résultat de compacité fourni par les estimées locales de Schauder du
[GT98, Corollaire 6.3].

D’après (3.3.18), on a Lu ≥ −λ1uG = Lv, donc u ≤ v ≤ 0 dans Ω̄. Donc Lv ≥ −λ1vG sur
Ω.

En appliquant la Proposition 1.5.2, on en déduit qu’il existe θ > 0 tel que v = θφ1. Donc
Lv = −λ1vG dans Ω et v = 0 dans ∂Ω. D’après (3.3.19), on en déduit que u = v, donc
u = θφ1.

3.3.5 La propriété de monotonie de λ1(Ω)

Soient Ω′ ⋐ Ω ⋐ Cn deux domaines strictement bornés pseudoconvexes et 0 < f ∈ C∞(Ω̄).
On a alors le théorème de comparaison suivant :

Théorème 3.3.6. Soit f ′ := fΩ′ la restriction de f dans Ω′. Alors, on a

λ1(Ω, f) ≤ λ1(Ω
′, f ′).
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Preuve.
Soit u ∈ E1(Ω). On note EΩ(u) := 1

n+1

∫
Ω

(−u)(ddcu)n et IΩ,f := 1
n+1

∫
Ω

(−u)n+1fndV .
D’après le Théorème 3.3.4, il existe w′ ∈ E1(Ω′) tel que

λ1(Ω
′, fΩ′) =

EΩ′(w′)

IΩ′,f ′(w′)
.

D’après le théorème de sous-extension de [CKZ11], il existe w ∈ E1(Ω) tel que w ≤ w′ dans Ω′

et EΩ(w) ≤ EΩ′(w′). Puisque w ≤ w′ dans Ω′, il s’ensuit que IΩ′,f ′(w
′) ≤ IΩ,f (w), donc

EΩ′(w′)

IΩ′,f ′(w′)
≥ EΩ(w)

IΩ,f (w)
.

D’après le Théorème 3.3.4 on a λ1(Ω
′, f ′) ≥ λ1(Ω, f).

D’après l’inégalité (3.2.17) on a la borne inférieure de la première valeur propre suivante.

Corollaire 3.3.7. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement pseudoconvexe et R :=
diam(Ω)/2. Alors la première valeur propre λ1(Ω) = λ1(Ω, 1) satisfait l’estimée suivante :

λ1(Ω) ≥ R−2.

3.4 Questions ouvertes

Problème 1 : La solution donnée par le Théorème 0.0.2 est-elle dans C1,1(Ω̄) ?

Problème 2 : Il serait intéressant de généraliser le Théorème 0.0.1 et le Théorème 0.0.2 au
cas des équations Hessiennes complexes. Pour ce faire il faudrait établir des estimées a priori
du premier et du second ordre pour les solutions de ces équations. Cela est plus délicat et fera
l’objet de notre étude ultérieurement.





Chapitre 4

Approche variationnelle aux problèmes
des valeurs propres pour les opérateurs
de type Hessien complexe

Le contenu de ce quatrième chapitre se trouve dans l’article [BaZe23b]. On utilise une
approche variationnelle pour prouver l’existence de la première valeur propre et d’une fonction
propre associée qui est m-sousharmonique d’énergie finie pour les opérateurs Hessiens complexes
associés à une mesure µ sur un domaine borné m-hyperconvexe de Cn. Sous certaines hypothèses
supplémentaires sur la mesure µ, on prouve que cette fonction propre est Hölder continue. De
plus, on donne des applications sur la solvabilité d’équations Hessiennes complexes dégénérées
plus générales avec un second membre qui dépend de la fonction inconnue.

4.1 Introduction

Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné dans Cn, µ ≥ 0 une mesure de Borel positive sur Ω, de
masse positive finie 0 < µ(Ω) < +∞ et m un entier tel que 1 ≤ m ≤ n.

Le problème des valeurs propres de l’opérateur Hessien complexe associé à µ consiste à
trouver un couple (λ, u), où λ > 0 est une constante et u ∈ SHm(Ω) ∩ L∞(Ω), vérifiant les
propriétés suivantes :

(4.1.1)


(ddcu)m ∧ βn−m = (−λu)mµ dans Ω, (†)
u = 0 dans ∂Ω, (††)
u < 0 dans Ω.

L’équation (†) est interprétée aux sens des courants (ou des mesures de Radon) sur Ω (voir
chapitre 1, section 1.7) et l’identité (††) signifie que pour tout ζ ∈ ∂Ω, limz→ζ u(z) = 0.

Lorsque m = 1 et µ est la mesure de Lebesgue, c’est le problème classique des valeurs
propres de l’opérateur de Laplace. Lorsque m = n et µ est une forme volume lisse sur Ω̄, c’est le
problème des valeurs propres de l’opérateur de Monge-Ampère complexe que nous avons étudié
dans [BaZe23a] et qui a fait l’objet du chapitre 3 de cette thèse.

Nous allons utiliser la méthode variationnelle pour résoudre ce problème. Nous définissons
deux fonctionnelles sur le cône positif convexe E1

m(Ω) des fonctionsm-sousharmoniques d’énergie
finie (voir chapitre 1, section 1.8).
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La première est la fonctionnelle d’énergie définie sur E1
m(Ω) par la formule :

(4.1.2) Em(ϕ) = Em,Ω(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)m ∧ βn−m, ϕ ∈ E1
m(Ω).

Cette fonctionnelle (mutlipliée par le signe −) est une primitive de l’opérateur Hessien sur
E1
m(Ω) c’est-à-dire E ′

m(ϕ) = −(ddcϕ)m ∧ βn−m sur E1
m(Ω) au sens du Lemme 1.8.4. D’après le

Lemme 1.8.4, elle est convexe (sur des droites affines) sur E1
m(Ω).

La deuxième fonctionnelle est attachée à une mesure de Borel positive µ sur Ω vérifiant la
condition d’intégrabilité suivante :

(4.1.3) E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ).

La fonctionnelle associée à µ est définie par la formule suivante

(4.1.4) Im(ϕ) = IΩ,µ,m(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ, ϕ ∈ E1
m(Ω).

C’est encore une fonctionnelle convexe sur E1
m(Ω) telle que I ′m(ϕ) = −(−ϕ)mµ pour tout ϕ ∈

E1
m(Ω) au sens du Lemme 1.8.4.

Cela montre que l’équation (ddcϕ)m ∧ βn−m = (−λϕ)mµ est l’équation d’Euler-Lagrange de
la fonctionnelle

(4.1.5) ΦΩ,µ,m(ϕ) := Em(ϕ) − λmIΩ,µ,m(ϕ), ϕ ∈ E1
m(Ω).

Lorsque (Ω, µ) est fixé, on écrira Im = IΩ,µ,m et Φm = ΦΩ,µ,m.

Pour énoncer nos principaux résultats, nous faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèses (H)

• Ω ⋐ Cn est m-hyperconvexe c’est-à-dire qu’il admet une fonction d’exhaustion m-soushar-
monique négative et continue (voir Définition 1.7.7) ;

• µ est une mesure de Borel positive telle que 0 < µ(Ω) < +∞ qui est fortement diffuse
par rapport à la m-capacité (voir Définition 1.9.1).

Un exemple important est lorsque µ := gβn, où 0 ≤ g ∈ Lp(Ω) avec p > n/m et
∫
Ω
gβn > 0

(voir Section 1.9 pour plus d’exemples).

Voici le premier résultat de ce chapitre

Théorème 4.1.1. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné et µ une mesure de Borel positive sur Ω
telles que (Ω, µ) vérifie les hypothèses (H). Alors on a les propriétés suivantes :

(i) E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ) ;

(ii) la formule

(4.1.6) λm1 := inf

{
Em(ϕ)

Im(ϕ)
;ϕ ∈ E1

m(Ω), ϕ ̸≡ 0

}
,

définit un nombre réel positif λ1 = λ1(m,µ,Ω) > 0 ;
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(iii) il existe une fonction u1 ∈ E1
m(Ω) telle que u1 ̸≡ 0 dans Ω et

(4.1.7) λm1 =
Em(u1)

Im(u1)
;

(iv) (λ1, u1) est une solution de l’équation des valeurs propres (�) c’est-à-dire

(ddcu1)
m ∧ βn−m = (−λ1u1)mµ,

au sens des mesures sur Ω.

(v) Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe, µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω) et (m, p) vérifie les
conditions suivantes

(4.1.8) (n− 1)/2 < m ≤ n et p > p∗(m,n),

où p∗(m,n) est donné par la formule (4.3.7), alors u1 ∈ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[ et le
couple (λ1, u1) est une solution du problème des valeurs propres (4.1.1).

Lorsque m = n, le point (v) de ce résultat a été démontré au niveau du Chapitre 3.

Notre deuxième résultat principal est le suivant.

Théorème 4.1.2. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné et µ une mesure de Borel positive sur Ω
telles que (Ω, µ) vérifie les hypothèses (H).

Soit f : Ω × R −→ R+ une fonction borélienne vérifiant les propriétés suivantes :

• pour tout t ≤ 0, f(·, t) ∈ L∞(Ω, µ).

• pour µ-p.p. z ∈ Ω, la fonction t 7→ f(z, t) est différentiable sur ] −∞, 0[ et il existe une
constante λ0 < λ1 telle que

∂tf(z, t) ≥ −λ0, pour tout t < 0.

Alors l’équation Hessienne

(4.1.9) (ddcφ)m ∧ βn−m = f(·, φ)mµ dans Ω,

admet une solution φ ∈ E1
m(Ω).

Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe, µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω) et (m, p) qui vérifie
les conditions (4.1.8), alors le problème de Dirichlet suivant

(4.1.10)

{
(ddcφ)m ∧ βn−m = f(·, φ)mµ dans Ω,
φ = 0 dans ∂Ω,

admet une solution φ ∈ SHm(Ω) ∩ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[.

Le Théorème 4.1.1 sera démontré dans la sections 4.3 et le Théorème 4.1.2 dans la section
4.4.
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4.2 Les inégalités de type Sobolev-Poincaré non linéaires

Il existe plusieurs versions de ce type d’inégalités (voir [AC20] et [WZ22]). Ici, nous allons
donner différents types d’inégalités plus adaptés à notre approche.

4.2.1 Intégrabilité des potentiels d’énergie finie

Pour définir la fonctionnelle Im,µ,Ω, on considère des mesures qui vérifient la condition
d’intégrabilité (4.1.3). Pour cela on va donner des conditions suffisantes sur une mesure de
Borel µ pour assurer les propriétés d’intégrabilité des fonctions de la classe E1

m(Ω).
On aura besoin du résultat suivant.

Lemme 4.2.1. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictement m-pseudoconvexe et µ une mesure
de Borel positive sur Ω. Supposons qu’il existe une fonction v ∈ SHm(Ω) ∩ L∞(Ω) vérifiant

µ ≤ (ddcv)m ∧ βn−m dans Ω et v|∂Ω = 0.

Alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout ϕ ∈ E1
m(Ω), on a

(4.2.1)

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ ≤ AEm(ϕ).

En particulier E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ).

Remarquons que pour m = 1 , on a

E1(ϕ) =
1

2

∫
Ω

(−ϕ)ddcϕ ∧ βn−1 =
1

2

∫
Ω

dϕ ∧ dcϕ ∧ βn−1.

Par conséquent, l’inégalité (4.2.1) dans ce cas est l’inégalité de Poincaré classique pour les
fonctions dans E1(Ω) ⊂ W 1,2

0 (Ω).
Preuve. Pour démontrer l’inégalité (4.2.1), on aura besoin de l’estimée suivante due à Z.

B locki pour l’opérateur de Monge-Ampère complexe.
Pour tous u,w ∈ E0

m(Ω) on a

(4.2.2)

∫
Ω

(−u)m+1(ddcw)m ∧ βn−m ≤ (m+ 1)! ∥w∥mL∞(Ω)

∫
Ω

(−u)(ddcu)m ∧ βn−m.

La preuve se fait en utilisant une intégration par parties m fois (voir [Bl93]).
Pour prouver l’estimée (4.2.1), il suffit de supposer que ϕ ∈ E0

m(Ω). Puisqu’on a∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ ≤
∫
Ω

(−ϕ)m+1(ddcv)m ∧ βn−m,

on déduit de (4.2.2) que∫
Ω

(−ϕ)n+1dµ ≤ (m+ 1)! ∥v∥mL∞(Ω)

∫
Ω

(−ϕ)(ddcϕ)m ∧ βn−m.

En posnat A := (m+ 1)(m+ 1)! ∥v∥mL∞(Ω), on obtient l’estimée (4.2.1).
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Nous allons étendre le résultat précédent à une classe spéciale de mesures diffuses.

Proposition 4.2.2. Soit µ une mesure de Borel Γ-diffuse finie, c’est-à-dire pour tout ensemble
de Borel K ⊂ Ω,

(4.2.3) µ(K) ≤ Γ(cm(K,Ω)).

Supposons qu’il existe r > 0 tel que Γ vérifie la condition d’intégrabilité suivante

(4.2.4) ℓΓ :=

∫ 1

0

Γ(t)

t1+r/(m+1)
dt < +∞.

Alors il existe une constante C = C(m, r,Γ, µ(Ω)) > 0 telle que pour tout ϕ ∈ E1
m(Ω),∫

Ω

(−ϕ)rdµ ≤ CEm(ϕ)r/(m+1).

En particulier E1
m(Ω) ⊂ Lr(Ω, µ).

Preuve. L’idée de la preuve est classique (voir [BJZ05]). Soit ϕ ∈ E1
m(Ω), alors d’après le

principe de Cavalieri-Fubini, on a∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ µ(Ω) + r

∫ +∞

1

tr−1µ({ϕ < −t})dt.

D’après la propriété de domination (4.2.3), on a∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ µ(Ω) + r

∫ +∞

1

sr−1Γ(cm({ϕ < −s}))ds.

D’après [Lu15, Lemme 7.1], il existe une constante uniforme Bm > 0 telle que pour tout s > 0,

(4.2.5) cm({ϕ < −s}) ≤ Bm

sm+1
Em(ϕ),

Supposons d’abord que Em(ϕ) ≤ 1/Bm. Alors∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ µ(Ω) + r

∫ +∞

1

srΓ
(
s−m−1

) ds
s
.

Posons t = s−m−1. Alors on a∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ µ(Ω) + r(m+ 1)

∫ 1

0

Γ(t)

t1+r/(m+1)
dt.

En utilisant l’inégalité (4.2.4), on observe que∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ A,

où A := µ(Ω) + r(m+ 1) ℓΓ.
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Maintenant supposons que Em(ϕ) ≥ 1/Bm et considérons la fonction définie par

ϕ̃ := B−1/(m+1)
m Em(ϕ)−1/(m+1)ϕ.

Alors ϕ̃ ∈ E1
m(Ω) et Em(ϕ̃) ≤ 1/Bm. En appliquant l’inégalité précédente à ϕ̃, on a par ho-

mogénéité
∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ CEm(ϕ)r/m, où C := AB
r/(m+1)
m est une constante uniforme. Cela

prouve l’inégalité requise.
Comme conséquence nous avons le résultat suivant.

Corollaire 4.2.3. Soit µ une mesure de Borel finie qui vérifie la condition suivante : il existe
des constantes A > 0 et τ > 0 telles que pour tout ensemble de Borel K ⊂ Ω,

(4.2.6) µ(K) ≤ A Capm(K,Ω)τ .

Alors pour tout 0 < r < τ(m+ 1), il existe une constante B = B(m, τ, r, A,Ω) > 0 telle que∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ BEm(ϕ)r/(m+1).

En particulier E1
m(Ω) ⊂ Lr(Ω, µ).

Remarque 4.2.4. Il est facile de voir que la condition suffisante d’intégrabilité précédente est
presque optimale. En effet, supposons que E1

m(Ω) ⊂ Lr(Ω, µ). En faisant un raisonnement par
l’absurde comme dans [GZ07], on montre qu’il existe une constante B > 0, telle que pour tout
ϕ ∈ E1

m(Ω), on a ∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ BEm(ϕ)r/(m+1).

Soit K ⊂ Ω un ensemble compact. En appliquant l’inégalité (4.2.6) à la fonction extrémale
hK = hK,Ω = Pm,Ω(−1K) et en tenant compte des propriétés de hK on en déduit que

µ(K) ≤
∫
Ω

(−hK)rdµ ≤ BEm(hK)r/(m+1) ≤ B cm(K)r/(m+1).

Le corollaire suivant a été prouvé dans [AC20] par des méthodes similaires.

Corollaire 4.2.5. Soit µ := fβn où 0 ≤ f ∈ Lp(Ω) avec p > n/m. Posons k(m,n, p) :=
n(p − 1)/p(n − m). Alors pour tout 1 < r < (m + 1)k(m,n, p), il existe une constante C =
C(r,m, n, p, ∥f∥p) > 0 telle que

(4.2.7)

∫
Ω

(−ϕ)rdµ ≤ C Em(ϕ)r/(m+1).

En particulier E1
m(Ω) ⊂ Lr(Ω, µ).

Preuve. C’est une conséquence de la comparaison du volume et de la m-capacité due à
Dinew-Ko lodziej ([DK14]). À savoir pour tout θ < n/(n − m), il existe une constante M =
M(θ,Ω) > 0 telle que

(4.2.8)

∫
K

βn ≤MCapm(K)θ.
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D’après l’inégalité de Hölder, on a∫
K

fβn ≤M1/q∥f∥p(Capm(K)θ/q,

où q := p/(p − 1). Cela signifie que la condition de domination (4.2.6) est satisfaite pour tout

τ < k(m,n, p) := n(p−1)
p(n−m)

. Pour conclure, on applique alors le Corollaire 4.2.3.

Si µ satisfait aux hypothèses du Lemme 4.2.1 ou de la Proposition 4.2.2 avec r ≥ m + 1,
alors on a

E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ).

Dans ce cas, la fonctionnelle

Im,µ,Ω(ϕ) :=
1

m+ 1

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ

est bien défini sur E1
m(Ω).

Maintenant nous allons étudier les propriétés de continuité de la fonctionnelle Im,µ,Ω.

Théorème 4.2.6. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné m-hyperconvexe et µ ∈ Mm(Ω,Γ) avec Γ
qui vérifie la condition de type Dini (1.9.3).

Alors on a les propriétés suivantes :

1) E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ) ;

2) si (uj) est une suite dans E1
m(Ω, C) qui converge vers u ∈ E1

m(Ω, C) dans L1
loc(Ω), alors

(uj) converge vers u dans Lm+1(Ω, µ).

En particulier pour chaque C > 0, la fonctionnelle Im,µ,Ω est continue dans E1
m(Ω, C) pour

la topologie L1
loc(Ω) et

(4.2.9) lim
j→+∞

∫
Ω

(−uj)m+1dµ =

∫
Ω

(−u)m+1dµ.

Preuve. 1) On peut appliquer la proposition 4.2.2 pour r = m+1. En effet si Γ(t) = tγ(t), la

condition (4.2.4) est équivalente à
∫ 1

0
t−1γ(t)dt < +∞ , qui est vérifiée si γ satisfait la condition

de type Dini (1.9.3). Cela montre que E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ).

2) Soit (uj) une suite dans E1
m(Ω, C) convergeant vers u ∈ E1

m(Ω, C) dans L1
loc(Ω).

Nous allons procéder en deux étapes.

Supposons d’abord que (uj) est uniformément bornée dans Ω. Alors puisque la suite (uj)j∈N
converge vers u dans L1

loc(Ω; dV2n), quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que uj → u
p.p. dans Ω par rapport à la mesure de Lebesgue sur Ω. D’après le théorème de convergence
de Lebesgue, on a uj → u dans Lp(Ω, dV2n) pour tout p > 1. Donc uj → u in Lm+1(Ω, dV2n) et
d’après le Théorème 1.9.4, uj → u dans Lm+1(Ω, µ). Ce qui montre l’égalité (4.2.9).

Maintenant on va démontrer l’égalité (4.2.9) dans le cas général. Pour j, k ∈ N fixés, on

définit u(k) := sup{u,−k} et u
(k)
j := sup{uj,−k}. On définit aussi pour j, k ∈ N, hj :=

(−uj)m+1, h
(k)
j = (−u(k)j )m+1 et h := (−u)m+1 et h(k) := (−u(k))m+1. Ce sont des fonctions
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boréliennes dans L1(Ω, µ) et on a :∣∣∣ ∫
Ω

(hj − h)dµ
∣∣∣ ≤

∫
Ω

(h
(k)
j − hj)dµ+

∫
Ω

|h(k)j − h(k)|dµ(4.2.10)

+

∫
Ω

(hk − h)dµ.

Pour k fixé, la suite (u
(k)
j )j∈N est une suite de fonctions m-sousharmoniques uniformément

bornée dans Ω. Alors, en appliquant la première étape, on voit que pour chaque k ∈ N, le
deuxième terme de (3.3.8) converge vers 0 lorsque j → +∞, tandis que le troisième terme
converge vers 0 d’après le théorème de convergence monotone quand k → +∞. Il reste à
montrer que le premier terme converge vers 0 lorsque k → +∞, uniformément dans j. En effet,
pour j, k ∈ N∗ on a

(4.2.11)

∫
Ω

|hj − h
(k)
j |dµ ≤ 2

∫
{hj≥km+1}

hjdµ.

On affirme que la suite k 7−→
∫
{hj≥km+1} hjdµ converge vers 0 uniformément dans j lorque

k → +∞ . En effet pour j, k fixés, on a

(4.2.12)

∫
{hj≥km+1}

hjdµ =

∫
{uj≤−k}

(−uj)m+1dµ.

Maintenant, soit B ⊂ Ω un sous-ensemble de Borel fixé. Puisque µ ∈ Mm(Ω,Γ), avec
Γ vérifiant la condition Dini (1.9.3), d’après le [CZ23, Théorème 1], il existe une fonction
ϕB ∈ SHm(Ω) ∩ C0(Ω̄) telle que ϕB = 0 dans ∂Ω et (ddcϕB)m ∧ βn−m = 1B µ au sens des
courants sur Ω .

Donc comme précédemment, l’inégalité de Blocki (4.2.2) donne pour tout j ∈ N,∫
B

(−uj)m+1µ =

∫
Ω

(−uj)m+1(ddcϕB)m ∧ βn−m

≤ (m+ 1)! ∥ϕB∥mL∞(Ω)

∫
Ω

(−uj)(ddcuj)m ∧ βn−m

≤ (m+ 1)!C0∥ϕB∥mL∞(Ω),

où C0 > 0 est une constante uniforme.
D’après le Lemme 4.2.7 ci-dessous, on a ∥ϕB∥L∞(Ω) → 0 lorsque µ(B) → 0.
Cela implique que supj∈N

∫
B

(−uj)m+1dµ → 0 lorsque µ(B) → 0. On veut appliquer ce
résultat aux ensembles boréliens Bj,k := {uj ≤ −k}. Pour estimer la masse de µ sur les
ensembles Bj,k, on observe d’abord en utilisant l’inégalité (1.9.2) que pour tous j, k ∈ N, on a

µ({uj ≤ −k}) ≤ Γ(cm({uj ≤ −k})).

D’après (4.2.5), on a pour tous j, k ∈ N∗,

cm({uj ≤ −k}) ≤ D0

km+1
Em(uj) ≤

D0M

km+1
=: εk,

et εk → 0 lorsque k → +∞. Donc
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sup
j∈N

µ({uj ≤ −k}) ≤ Γ(εk) → 0, as k → +∞.

Cela prouve l’affirmation et complète la preuve du théorème.
Maintenant on va donner la preuve du Lemme 4.2.7 utilisé dans la démonstration du

Théorème 4.2.6 ci-dessus.

Lemme 4.2.7. Soient Ω ⋐ Cn un domaine borné strictementm-pseudoconvexe et µ ∈ Mm(Ω,Γ)
avec Γ qui vérifie la condition de Dini (1.9.3).

Alors pour tout sous-ensemble de Borel B ⊂ Ω, il existe une unique fonction ϕB ∈ SHm(Ω)∩
C0(Ω̄) telle que ϕB = 0 dans ∂Ω et (ddcϕB)m ∧ βn−m = 1B µ au sens des courants dans Ω.

De plus ∥ϕB∥C0(Ω̄) → 0 lorsque µ(B) → 0.

Preuve. L’existence de ϕB découle de [CZ23, Théorème 1]. Il reste à démontrer la deuxième
partie du lemme.

Nous allons faire un raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite d’ensembles
de Borel (Bj)j∈N∗ dans Ω telle que µ(Bj) → 0 lorsque j → +∞ et ∥ϕBj

∥L∞(Ω) ≥ δ0, où
δ0 > 0 est une constante uniforme et ϕBj

∈ SHm(Ω) ∩ C0(Ω̄) vérifie ϕBj
= 0 dans ∂Ω et

(ddcϕBj
)m ∧ βn−m = 1Bj

µ sur Ω. Sans perte de généralité, on peut supposer que µ(Bj) ≤ 2−j

pour tout j ∈ N.
Supposons d’abord que (Bj)j est une suite décroissante et posons B := ∩jBj. Alors µ(B) = 0

et pour tout j ∈ N, on a 1Bj+1
µ ≤ 1Bj

µ sur Ω. Cela implique que

(ddcϕBj+1
)m ∧ βn−m ≤ (ddcϕBj

)m ∧ βn−m dans Ω,

avec ϕBj+1
= ϕBj

dans ∂Ω. D’après le principe de comparaison, (ϕBj
)j∈N∗ est une suite croissante

dans Ω qui converge p.p. vers ϕ ∈ SHm(Ω) ∩ L∞(Ω) avec ϕ|∂Ω = 0.
Puisque l’opérateur Hessien est continu pour la convergence monotone et µ(B) = 0, on en

déduit que
(ddcϕBj

)m ∧ βn−m → (ddcϕ)m ∧ βn−m = 1Bµ = 0.

Puisque ϕ|∂Ω = 0, d’après le principe de comparaison, on a ϕ = 0 dans Ω.
Maintenant, démontrons que ∥ϕBj

∥L∞(Ω) → 0 lorsque j → +∞.
Puisque µ ∈ Mm(Ω,Γ), d’après le résultat de stabilité uniforme faible Théorème 1.9.3, il

existe une constante uniforme C0 > 0 telle que

(4.2.13) ∥ϕBj
∥L∞(Ω) ≤ C0h

(
∥ϕBj

∥mLm(Ω,µ)

)
,

où h(t) → 0 lorsque t→ 0.
Puisque (ϕBj

)j ↗ ϕ = 0 p.p dans Ω, on a (supj ϕBj
)∗ = ϕ = 0 dans Ω. Comme cm({supj ϕBj

<
ϕ = 0}) = 0 (voir [Lu15]) et µ est diffuse par rapport à la capacité cm, il s’ensuit que
µ({supj ϕBj

< ϕ = 0}) = 0. Cela implique que (ϕBj
)j ↗ 0 µ-p.p dans Ω lorsque j → +∞.

Par conséquent, d’après le théorème de convergence monotone, le terme de droite dans (4.2.13)
converge vers 0 lorsque j → +∞. Donc ∥ϕBj

∥L∞(Ω) → 0 lorsque j → +∞ et cela contredit le
fait que ∥ϕBj

∥L∞(Ω) ≥ δ0.
Le cas général se déduit facilement du premier cas en posant pour tout j ∈ N, Aj :=

⋃
k≥j Bk.

Alors (Aj)j est une suite décroissante d’ensembles de Borel qui décrôıt vers un ensemble de
Borel A. D’après la sous-additivité, on a µ(Aj) ≤ 2−j+1. De plus puisque Bj ⊂ Aj, on déduit
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du principe de comparaison que ϕAj
≤ ϕBj

≤ 0 dans Ω. Donc ∥ϕAj
∥L∞(Ω) ≥ ∥ϕBj

∥L∞(Ω) ≥ δ0
pour tout j ∈ N. En appliquant le raisonnement précédent avec Aj à la place de Bj, on obtient
une contradiction.

4.3 Le problème des valeurs propres

4.3.1 L’approche variationnelle : Preuve du Théorème 4.1.1

Dans cette section, nous utilisons une méthode variationnelle pour résoudre le problème des
valeurs propres de l’opérateur Hessien complexe (4.1.6).

Preuve. On a déjà montré dans le Théoème 4.2.6 que E1
m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ).

Puisque que Ω est m-hyperconvexe, remarquons d’abord qu’il admet une fonction d’exhaus-
tion continue négative m-sousharmonique ρ telle que

∫
Ω

(ddcρ)m ∧ βn−m < +∞.

En effet, soit Ω0 ⋐ Ω sous-domaine fixé et posons K := Ω̄0. Donc 0 < cm(K) < +∞ et
d’après le Lemme 1.8.3, la fonction ρ := hK définie par la formule (1.8.4) est une fonction
exhaustion pour Ω.

Alors ρ ∈ E1
m(Ω) et tout w ∈ E1

m(Ω) tel que w < 0 vérifie
∫
Ω

(−w)m+1dµ > 0. En effet,
puisque µ(Ω) > 0 il existe un ensemble compact K ⋐ Ω tel que µ(K) :=

∫
K
dµ > 0. Donc∫

Ω
(−w)m+1dµ ≥ (−maxK w)m+1µ(K) > 0. Alors λ1 est un nombre réel positif bien défini et

par homogénéité, on a

(4.3.1) λm1 = inf{Em(w) ; w ∈ E1
m(Ω), Im(w) = 1},

où l’on pose Im(ϕ) = (m+ 1)−1
∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ.

De plus, d’après le Lemme 4.2.1, il existe une constante A > 0 telle que pour tout w ∈ E1
m(Ω)

Im(w) ≤ AEm(w).

En particulier, on a λm1 ≥ A−1 > 0.

Par ailleurs, il existe par définition une suite minimisante (wj)j∈N dans E1
m(Ω) telle que

Im(wj) = 1 pour tout j ∈ N et
lim

j→+∞
Em(wj) = λm1 .

Par construction, la suite (Em(wj))j∈N est bornée. En appliquant le Lemme 4.2.1 à la mesure
de Lebesgue λ2n, on voit que la suite (wj)j∈N est bornée dans Lm+1(Ω, λ2n). Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que (wj) converge faiblement vers w ∈ SHm(Ω) et p.p. dans Ω (par
rapport à la mesure de Lebesgue). Donc (wj) converge vers w dans L1

loc(Ω). Par semi-continuité
inférieure de la fonctionnelle d’énergie, il s’ensuit que w ∈ E1

m(Ω) et

Em(w) ≤ lim inf
j→+∞

Em(wj) = λm1 .

Puisque supj Em(wj) =: C < +∞, d’après le Lemme 4.2.1 que

(4.3.2) lim
j→+∞

∫
Ω

(−wj)m+1dµ =

∫
Ω

(−w)m+1dµ.

Donc Im(w) = 1 et w ∈ E1
m(Ω) est une fonction ≪ extrémale ≫ pour le problème des valeurs
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propres, c’est-à-dire

λm1 =
Em(w)

Im(w)
·

Puisque Im(w) = 1, il s’ensuit que u1 := w ̸≡ 0 dans Ω. Pour prouver que (λ1, u1) est une
solution du problème des valeurs propres, considérons la fonctionnelle suivante, définie pour
ϕ ∈ E1

m(Ω), par la formule
Φm(ϕ) := Em(ϕ) − λm1 Im(ϕ).

Remarquons que lorsque ϕ est lisse alors

Φ′
m(ϕ) = −(ddcϕ)m ∧ βn−m + λm1 (−ϕ)mµ.

Cela signifie que l’équation (†) est l’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle Φm sur
E1
m(Ω). Il suffit donc de minimiser la fonctionnelle Φm sur E1

m(Ω).

Comme on l’a observé précédemment, pour tout ϕ ∈ E1
m(Ω) avec ϕ ̸≡ 0, on a Im(ϕ) > 0 et

donc par définition de λ1,

Φm(ϕ) := Im(ϕ)

(
Em(ϕ)

Im(ϕ)
− λm1

)
≥ 0.

Puisque Φm(u1) = 0, cela signifie que le minimum sur E1
m(Ω) de la fonctionnelle Φm est atteint

en u1. Donc u1 est une sorte de ”point critique” de la fonctionnelle Φm. Pour prouver cette
affirmation, nous allons utiliser un argument délicat qui remonte à [BBGZ13].

Pour une ”fonction test” ψ ∈ E0
m(Ω) fixée, considérons le chemin ϕt = u1+tψ qui appartient

à E1
m(Ω) pour 0 ≤ t ≤ 1, car E1

m(Ω) est un cône positif convexe. Cependant lorsque t < 0, ce
n’est plus le cas, et on considère donc son enveloppe m-sousharmonique ϕ̃t := Pm(ϕt) dans Ω
définie par la formule

Pm(ϕt) := sup{v ∈ E1
m(Ω) | v ≤ ϕt}·

Puisque u1 ≤ ϕt lorsque t < 0, il s’ensuit que u1 ≤ Pm(ϕt) pour t < 0, donc ϕ̃t ∈ E1
m(Ω) pour

tout t ∈ [−1,+1] (voir [Ceg98, Lu15]).

Maintenant considérons la fonction d’une variable définie pour t ∈ [−1,+1] par

h(t) := Em ◦ Pm(ϕt) − λm1 Im(ϕt).

Nous affirmons que la fonction h est dérivable sur [−1,+1], positive et atteint son minimum
au point t = 0. En effet, observons d’abord que h(0) = 0. De plus, puisqu’on a pour tout
t ∈ [−1, 1], ϕ̃t ≤ ϕt < 0 dans Ω, il s’ensuit que Im(ϕt) ≤ Im(ϕ̃t). Alors

h(t) ≥ Em(ϕ̃t) − λm1 Im(ϕ̃t) = Φ(ϕ̃t) ≥ 0,

pour tout t ∈ [−1, 1], ce qui prouve notre affirmation.

D’après le Lemme 1.8.4, on a ϕt,

d

dt
(Em ◦ Pm)(ϕt) =

∫
Ω

(−ϕ̇t)(ddcPm(ϕt))
m ∧ βn−m.
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Donc h est dérivable dans [−1,+1] et d’après le Lemme 1.8.4, on a pour tout t ∈ [−1, 1],

h′(t) =
d

dt
Em(ϕ̃t) − λm1

d

dt
Im(ϕt)

=

∫
Ω

(−ϕ̇t)(ddcϕ̃t)m ∧ βn−m + λm1

∫
Ω

ϕ̇t(−ϕt)mdµ.

Puisque h atteint son minimum sur [−1, 1] au point 0, il s’ensuit que h′(0) = 0, ce qui implique
l’identité suivante : ∫

Ω

ψ (ddcu)m ∧ βn−m = λm1

∫
Ω

ψ (−u)mdµ,

pour tout ψ ∈ E0
m(Ω). Puisque toute fonction test lisse χ dans Ω peut être écrite sous la forme

χ = ψ1 − ψ2, où ψ1, ψ2 ∈ E0
m(Ω) (voir [Lu15, Lemme 3.10]), il s’ensuit que

(ddcu)m ∧ βn−m = λm1 (−u)mµ,

au sens des courants sur Ω.

Maintenant supposons que Ω est strictement m-pseudoconvexe et (m, p) vérifiant les condi-
tions (4.1.8). Pour prouver la continuité Hölder, observons que (ddcu1)

m∧βn−m = (−λ1u1)mgβn
a une densité g1 := (−λ1u1)mg et d’après le lemme 4.3.1 ci-dessous, on a g1 ∈ Lr(Ω) avec
r > n/m.

D’après [Ch16b], il existe v ∈ SHm(Ω) ∩ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[ tel que

(ddcv)m ∧ βn−m = g1β
n dans Ω et v ≡ 0 dans ∂Ω.

Maintenant nous avons deux solutions v, u1 ∈ E1
m(Ω) de l’équation Hessienne complexe

(ddcϕ)m ∧ βn−m = g1β
n.

Par unicité dans E1
m(Ω), on a v = u1, donc u1 ∈ Cα(Ω̄) et u1 ≡ 0 dans ∂Ω (voir [Lu15, Théorème

1.1]).

Démontrons le Lemme 4.3.1 utilisé dans la preuve du Théorème 4.1.1 ci-dessus.

Lemme 4.3.1. Soit Ω ⋐ Cn un domaine m-hyperconvexe, 0 ≤ g ∈ Lp(Ω) avec (m, p) vérifiant
les conditions suivantes :

(4.3.3) (n− 1)/2 < m ≤ n et p > p∗(m,n),

où p∗(m,n) ≥ n/m est donnée par la formule (4.3.7) ci-dessous.

Alors il existe un exposant r qui dépend seulement de p,m et de n, telle que n/m < r < p
et pour tout ϕ ∈ E1

m(Ω), gϕ := (−ϕ)mg ∈ Lr(Ω).

Preuve. Fixons ϕ ∈ E1
m(Ω) et r > 1 tels que 1 < r < p et posons s = p/r > 1. D’après



84
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l’inégalité de Hölder, on a∫
Ω

grϕβ
n =

∫
Ω

(−ϕ)mrgrβn

≤
(∫

Ω

grsβn
)1/s(∫

Ω

(−ϕ)mrs
′
βn
)1/s′

≤ ∥g∥p/sLp(Ω)

(∫
Ω

(−ϕ)τβn
)1/s′

où s′ := s/(s− 1) et τ = τ(r, p,m) := mrs′ = mrs/(s− 1). Puisque s = p/r, on a τ(r, p,m) =
mrp/(p− r).

D’après cette inégalité, on voit que gϕ ∈ Lr(Ω) si ϕ ∈ Lτ (Ω). D’après le Corollaire 4.2.5,
appliqué à la mesure de Lebesgue, ϕ ∈ Lτ (Ω) si on a la condition suivante

(4.3.4) τ = τ(r, p,m) =
mrp

p− r
<
n(m+ 1)(p− 1)

p(n−m)
.

Observons que si m = n, cette condition est toujours satisfaite pour tout exposant r ∈]n/m, p[.

Supposons quem < n. Nous voulons trouver une condition sur (m,n, p) telle que la condition
(4.3.4) soit satisfaite par un exposant r ∈]n/m, p[.

Observons que la fonction τ est décroissante par rapport à p et le terme n(m+1)(p−1)
p(n−m)

est

inférieur à n(m+1)
n−m . Par conséquent, une condition nécessaire pour que (4.3.4) soit valable avec

r > n/m est que mr < (m+ 1)n/(n−m) et le nombre réel

(4.3.5) ℓ = ℓ(m,n) := (m+ 1)/(n−m) > 1,

ce qui signifie que m > (n− 1)/2.

Supposons maintenant que cette condition soit vraie pour ℓ > 1 et observons que la fonction
τ est croissante par rapport à r. Alors, par continuité, il existe r ∈]n/m, p[ de sorte que (4.3.4)
soit vrai si et seulement s’il est vrai pour r = n/m, c’est-à-dire

(4.3.6) τ(n/m, p,m) <
ℓn(p− 1)

p
.

L’inégalité (4.3.6) est équivalente à

m(ℓ− 1)p2 − ℓ(n+m)p+ ℓn > 0.

Il s’agit d’un polynôme quadratique en p dont le discriminant est positif. Il a donc deux zéros
p∗ < p∗ pour qu’il soit positif lorsque p > p∗, où

(4.3.7) p∗ = p∗(m,n) :=
ℓ(n+m) +

√
∆

2m(ℓ− 1)
, et ∆ := ℓ2(n−m)2 + 4ℓmn.

Il est facile de vérifier que p∗ > n/m, ce qui prouve le lemme.

Observons que si m→ n alors ℓ→ ∞ et p∗(m,n) → 1.
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4.3.2 La propriété de monotonie de λ1(Ω)

Soient Ω′ ⋐ Ω ⋐ Cn deux domaines bornés m-hyperconvexes et µ ∈ M(Ω, γ). Alors on a le
théorème de comparaison suivant :

Théorème 4.3.2. Soit µ′ := 1Ω′µ, la restriction de µ sur Ω′. Alors on a

λ1(Ω, µ) ≤ λ1(Ω
′, µ′).

Ce résultat a été démontré dans le chapitre 3, (voir aussi [BaZe23a]) pour les valeurs propres
de l’opérateur de Monge-Ampère complexe lorsque µ := gdV avec g ∈ Lp(Ω) (p > 1).

Preuve. On note EΩ(u) := 1
m+1

∫
Ω

(−u)(ddcu)m ∧ βn−m pour u ∈ E1
m(Ω) et IΩ,µ(u) :=

1
m+1

∫
Ω

(−u)m+1dµ.
D’après le Théorème 4.1.1 pour (Ω′, µ′), il existe w′ ∈ E1

m(Ω′) tel que

λ1(Ω
′, µ′) =

EΩ′(w′)

IΩ′,µ′(w′)
.

Alors en utilisant le théorème de sous-extension (voir [CKZ11] pour m = n), on montre qu’il
existe w ∈ E1

m(Ω) tel que w ≤ w′ dans Ω′ et EΩ(w) ≤ EΩ′(w′). Puisque w ≤ w′ dans Ω′, il
s’ensuit que IΩ′,µ′(w

′) ≤ IΩ,µ(w). Donc

EΩ′(w′)

IΩ′,µ′(w′)
≥ EΩ(w)

IΩ,µ(w)
.

Ainsi, d’après le Théorème 4.1.1 pour (Ω, µ), on a bien λ1(Ω
′, µ′) ≥ λ1(Ω, µ).

4.4 Une approche variationnelle pour des équations plus

générales

4.4.1 Un problème de Dirichlet plus général

Considérons le problème de Dirichlet plus général suivant

(4.4.1)


(ddcu)m ∧ βn−m = G(·, u)µ dans Ω,
u = 0 dans ∂Ω,
u < 0 dans Ω,

où Ω ⋐ Cn est un domaine borné, G : Ω×] − ∞, 0] −→ [0,+∞[ est une fonction borélienne
donnée, µ une mesure de Borel positive vérifiant certaines conditions sur Ω et u ∈ SHm(Ω) ∩
L∞(Ω).

On définit H : Ω × R− −→ R+ comme suit

H(z, t) :=

∫ 0

t

G(z, s)ds,

pour (z, t) ∈ Ω×] −∞, 0].
Considérons les hypothèses suivantes :
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• (H0) Ω est un domaine borné m-hyperconvexe et µ est une mesure de Borel positive sur
Ω telle que (Ω, µ) est fortement Γ-diffuse au sens de la définition 1.9.1.

• (H1) pour µ-p.p. z ∈ Ω, la fonction t 7−→ G(z, t) est continue sur ] −∞, 0] ;

• (H2) il existe θ1 < λm1 /(m+ 1) tel que

lim sup
t→−∞

(supz∈ΩH(z, t))

|t|m+1
< θ1 < λm1 /(m+ 1),

• (H3) Si G(z, 0) ≡ 0 dans Ω, il existe θ2 > λm1 /(m+ 1) tel que

lim inf
t→0−

H(z, t)

|t|m+1
> θ2 > λm1 /(m+ 1),

pour µ-p.p. z ∈ Ω.

Ici λ1 := λ1(Ω, µ) est la première valeur propre de l’opérateur Hessien complexe défini par la
formule 4.1.6.

On définit la fonctionnelle correspondante sur E1
m(Ω) par la formule

ΦG,µ(ϕ) := Em(ϕ) −
∫
Ω

H(z, ϕ(z))dµ(z), ϕ ∈ E1
m(Ω).

Formellement l’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle ΦG,µ est précisément l’équation
Hessienne

(ddcu)m ∧ βn−m = G(·, u)µ

du problème (4.4.1) comme nous allons le voir.
Nous allons utiliser une méthode variationnelle pour démontrer le résultat suivant.

Théorème 4.4.1. Supposons que (Ω, µ,G) vérifie les hypothèses (H0), (H1) et (H2) sur Ω.
Alors la fonctionnelle ΦG,µ a les propriétés suivantes :

1) la fonctionnelle ΦG,µ est bien définie et coercive sur E1
m(Ω) et atteint son minimum en

une fonction φ ∈ E1
m(Ω, C), pour un certain C > 0 suffisamment grand ;

2) la fonction φ est un point critique de la fonctionnelle ΦG,µ, donc c’est une solution de
l’équation Hessienne c’est-à-dire

(ddcφ)m ∧ βn−m = G(·, φ)µ,

au sens des mesures sur Ω ;
3) Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe, G est à croissance polynomiale de degré

m et µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω), où (p,m) vérifie les conditions (4.1.8), alors φ ∈ Cα(Ω̄) pour un
certain α ∈]0, 1[ et φ est une solution du problème de Dirichlet (4.4.1).

4)Si G(z, 0) ≡ 0 dans Ω et G vérifie (H3), φ est une solution non triviale c’est-à-dire φ < 0
dans Ω.

Ici G est à croissance polynomiale de degré m signifie qu’il existe une constante M0 > 0
telle que pour µ-p.p. z ∈ Ω et tout t < 0, on a

G(z, t) ≤M0|t|m.
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Pour commencer, on démontre d’abord le lemme suivant que l’on utilisera dans la preuve
du Théorème 4.4.1.

Lemme 4.4.2. Supposons que G vérifie les hypothèses (H0), (H1) et (H2). Alors on a les
propriétés suivantes :

(1) la fonctionnelle ΦG,µ est bien définie sur E1
m(Ω) et est semi-continue inférieurement sur

chaque ensemble
E1
m(Ω, C) := {ϕ ∈ E1

m(Ω) ; 0 ≤ Em(ϕ) ≤ C},

avec C > 0 ;
(2) la fonctionnelle ΦG,µ est coercive sur E1

m(Ω), c’est-à-dire qu’il existe des constantes ϵ0 > 0
et C0 > 0 telles que pour tout ϕ ∈ E1

m(Ω),

(4.4.2) ΦG,µ(ϕ) ≥ ϵ0Em(ϕ) − C0.

En particulier ΦG,µ est minoré.

Preuve. 1) D’après le Lemme 1.8.4, on sait déjà que Em est bien défini et semi-continu
inférieurement sur E1

m(Ω). Il reste à prouver que la fonctionnelle définie par

LH,µ(ϕ) :=

∫
Ω

H(z, ϕ(z))dµ(z)

est bien défini sur E1
m(Ω) et semi-continu supérieurement sur E1

m(Ω, C). Montrons d’abord que
L := LH,µ est bien défini sur E1

m(Ω). En effet la condition (H2) implique qu’il existe une
constante M > 0 telle que

(4.4.3) H(z, t) ≤M(−t)m+1,

pour tout t < 0 et µ-p.p. z ∈ Ω.
Puisque E1

m(Ω) ⊂ Lm+1(Ω, µ), il s’ensuit que la fonctionnelle LH,µ est bien définie sur E1
m(Ω).

Montrons maintenant que LH,µ est continue sur E1
m(Ω, C) pour la topologie L1

loc(Ω). En
effet soit (ϕj) une suite de E1

m(Ω, C) qui converge vers ϕ ∈ E1
m(Ω, C) pour la topologie L1

loc(Ω).
D’après le Théorème 4.2.6, la suite (ϕj) converge vers ϕ dans Lm+1(Ω, µ). Nous voulons montrer
que

lim
j→+∞

LH,µ(ϕj) = LH,µ(ϕ).

En effet, (ϕj) est une suite de Cauchy dans Lm+1(Ω, µ) et alors il admet une sous-suite (ϕ′
j)

telle que pour tout j ∈ N
∥ϕ′

j+1 − ϕ′
j∥Lm+1(Ω,µ) ≤ 2−j.

Par conséquent F := |ϕ′
0|+

∑+∞
j=0 |ϕ′

j+1−ϕ′
j| ∈ Lm+1(Ω, µ) et on a |ϕ′

j| ≤ F µ-p.p. dans Ω, pour
tout j ∈ N.

Donc en appliquant (4.4.3), on voit que H(z, ϕ′
j(z)) ≤ M(−ϕ′

j(z))m ≤ MF (z)m+1 pour µ-
p.p. z ∈ Ω et tout j ∈ N. Alors d’après le théorème de convergence de Lebesgue et la continuité
de H par rapport t, on montre que

lim
j→+∞

LH,µ(ϕ′
j) = LH,µ(ϕ).

Par le même raisonnement que ci-dessus, on voit que toute sous-suite de (ϕj) vérifie la même
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propriété c’est-à-dire que la suite (LH,µ(ϕj)) admet une unique limite égale à LH,µ(ϕ). Cela
prouve l’énoncé requis.

2) Pour prouver la coercivité, remarquons que la condition (H2) implique que 0 < θ1 < λm1 /
(m+ 1) =: θ et H(z, t) ≤ θ1|t|m+1 pour µ-p.p. z ∈ Ω et tout t ≤ t0, pour un certain t0 < 0.

Observons qu’aussi H est décroissante par rapport à la seconde variable puisque ∂tH =
−G ≤ 0. Donc pour tout ϕ ∈ E1

m(Ω), on a

ΦG,µ(ϕ) ≥ Em(ϕ) − θ1

∫
{ϕ<t0}

(−ϕ)m+1dµ−
∫
Ω

H(z, t0)dµ(z)

≥ Em(ϕ) − θ1

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ− C0,

où C0 :=
∫
Ω
H(z, t0)dµ(z).

D’autre part, d’après la définition de λ1, on a

Em(ϕ) ≥ λm1 /(m+ 1)

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ = θ

∫
Ω

(−ϕ)m+1dµ.

Ainsi

ΦG,µ(ϕ) ≥ Em(ϕ) − (θ1/θ)Em(ϕ) − C0

≥ (1 − θ1/θ)Em(ϕ) − C0,

ce qui prouve l’estimée (4.4.2), en posant ϵ0 := (1 − θ1/θ) > 0.

Nous pouvons maintenant donner la preuve du Théorème 4.4.1.

Preuve. Observons que d’après (4.4.2), la fonctionnelle ΦG,µ est minorée et

lim
Em(φ)→+∞

ΦG,µ(ϕ) = +∞.

Il existe alors une constante C > 1 telle que

inf{ΦG,µ(ϕ) ; ϕ ∈ E1
m(Ω)} = inf{ΦG,µ(ϕ) ; ϕ ∈ E1

m(Ω, C)}·

Puisque la fonctionnelle ΦG,µ est semi-continue inférieurement sur l’ensemble compact E1
m(Ω, C),

elle atteint son minimum en un certain φ ∈ E1
m(Ω, C).

Du coup, comme dans la preuve du Théorème 4.1.1, on en déduit que φ est un point critique
de ΦG,µ c’est-à-dire que φ est une solution l’équation

(ddcu)m ∧ βn−m = G(·, u)µ,

du problème (4.4.1).

Montrons que lorsque G(z, 0) ≡ 0 dans Ω, la condition (H3) implique que φ ̸≡ 0 dans Ω.
Plus précisément nous allons montrer que la condition (H3) implique que l’infimum de ΦG,µ

est strictement négatif.

En effet, soit u une solution non triviale du problème des valeurs propres (4.1.1), ce qui
implique que E(u) = θ

∫
Ω

(−u)m+1dµ.
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D’après (H3), il existe θ2 > 0 tel que lim inft→0−
H(z,t)
|t|m+1 > θ2 > θ pour µ-p.p. z ∈ Ω.

Donc pour tout t < 0, on a

ΦG,µ(tu) = (−t)m+1Em(u) −
∫
Ω

H(z, tu(z))dµ(z)

= θ(−t)m+1

∫
Ω

(−u)m+1dµ−
∫
Ω

H(z, tu(z))dµ(z).

Remarquons que pour t < 0, on a∫
Ω

H(z, tu)dµ =

∫
Ω

θ(tu)m+1(H(z, tu)/θ(tu)m+1)dµ(z),

donc

ΦG,µ(tu) = θ(−t)m+1

∫
Ω

(−u)m+1(1 − h(z, t))dµ(z),

où
h(z, t) := (H(z, tu(z))/θ(tu(z))m+1)

est une fonction uniformément bornée sur Ω d’après (4.4.3) et vérifie limt→0− h(z, t) ≥ θ2/θ > 1
pour µ-p.p. z ∈ Ω.

D’après le lemme de Fatou, on a

lim sup
t→0−

(−t)−m−1ΦG,µ(tu) ≤ (θ − θ2)

∫
Ω

(−u)m+1dµ < 0,

puisque θ2 > θ. Cela implique que pour t < 0 suffisamment petit, ΦG,µ(tu) < 0, donc ΦG,µ(φ) =
inf ΦG,µ < 0. Ce qui prouve que φ ̸≡ 0 dans Ω.

Pour prover que φ est Hölder continue et φ ≡ 0 dans ∂Ω sous les hypothèses du point 3)
de l’énoncé, nous utilisons le même argument que dans la preuve du Théorème 4.1.1 basé sur
le Lemme 4.3.1.

4.4.2 Preuve du théorème 4.1.2

Ici, nous allons appliquer le Théorème 4.4.1 pour prouver le Théorème 4.1.2.

Preuve. On veut appliquer le Théorème 4.4.1 avec G(z, t) = f(z, t)m pour (z, t) ∈ Ω×] −
∞, 0] .

L’hypothèse (H1) est clairement satisfaite. Montrons que (H2) est satisfaite. En effet,
puisque ∂tf(z, t) ≥ −λ0, il s’ensuit que pour µ-p.p. z ∈ Ω et t < 0,

f(z, t) =

∫ t

0

∂tf(z, s)ds ≤ f(z, 0) − λ0t.

Donc pour µ-p.p. z ∈ Ω et t < 0,

G(z, t) = f(z, t)m ≤ (M0 − λ0t)
m,

où M0 := ∥f(·, 0)∥L∞(Ω).
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complexe

Donc pour µ-p.p. z ∈ Ω et t < 0,

H(z, t) =

∫ 0

t

G(z, s)ds ≤ 1

λ0(m+ 1)
(M0 − λ0t)

m+1.

On en déduit l’hypothèse (H2) puisque λ0 < λ1. Par conséquent, le théorème découle du
Théorème 4.4.1.

4.4.3 Applications

On a comme conséquence les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.4.3. Supposons que (Ω, µ) vérifie l’hypothèse (H0). Alors pour tout nombre réel
0 < λ < λ1 = λ1(m,Ω, µ), l’équation Hessienne

(4.4.4) (ddcu)m ∧ βn−m = (1 − λu)mµ,

admet une solution u ∈ E1
m(Ω).

Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe et µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω), où (m, p) vérifie
les conditions (4.1.8), alors u ∈ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[ et u |∂Ω≡ 0.

Preuve. En appliquant le Théorème 4.4.1 avec G(z, t) = (1 − λt)m pour (z ∈ Ω et t ≤ 0),
on a

H(z, t) = (1 − λt)m+1/(λ(m+ 1)), (z, t) ∈ Ω×] −∞, 0].

Il est clair que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites pour tout λ < λ1.

Corollaire 4.4.4. Supposons que (Ω, µ) vérifie l’hypothèse (H0) et fixons 0 < k < m, a ≥ 0 et
λ > 0. Alors l’équation Hessienne

(ddcu)m ∧ βn−m = (a− λu)kµ,

admet une solution non triviale u ∈ E1
m(Ω).

Si de plus Ω est strictement m-pseudoconvexe et µ = gβn avec g ∈ Lp(Ω), où (m, p) vérifie
les conditions (4.1.8), alors u ∈ Cα(Ω̄) pour un certain α ∈]0, 1[ et u |∂Ω≡ 0.

Preuve. En appliquant encore le Théorème 4.4.1 avec G(z, t) = (a − λt)k pour (z, t) ∈
Ω×] −∞, 0], on a

H(z, t) = (a− λt)k+1/(λ(k + 1)), (z, t) ∈ Ω×] −∞, 0].

On voit de même que les conditions (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites puisque 0 < k < m.

4.5 Questions ouvertes

Problème 1 : La valeur propre du Théorème 4.1.1 est-elle simple, c’est-à-dire que la fonction
propre associée est-elle unique à une constante multiplicative positive près ?

Problème 2 : Dans le cas général, lorsque m < n et µ = gβn, où g ∈ Lp(Ω) avec p > n/m,
la fonction propre du Théorème 4.1.1 est-elle bornée, continue ou Hölder continue dans Ω̄ ? La
même question peut être posée pour la solution donnée par le Théorème 4.4.1 et ses corollaires.
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Problème 3 : La solution donnée par le Corollaire 4.4.3 est-elle unique ?

Problème 4 : La solution donnée par le Corollaire 4.4.4 est-elle unique ?

Lorsque µ := gβn avec 0 < g ∈ C∞(Ω̄), il découle du Théorème 3.1.1 et de la Proposition
3.2.2 que la réponse à la première et à la deuxième question est positive lorsque m = n. Nous
conjecturons que cela reste vrai en toute généralité.
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[Kl81] M. Klimek : Pluripotential Theory, London Mathematical Society Monographs, 6, Cla-
rendon Press, Oxford, 1991.

[Kol96] S. Ko lodziej : Some sufficient conditions for solvability of the Dirichlet problem for the
complex Monge-Ampère operator. Ann. Pol. Math. 65 (1), p. 11-21 (1996).

[Kol98] S. Ko ldziej, The complex Monge-Ampère equation. Acta Math. 180 (1998), no. 1,
69–117.

[Kol03] S. Ko lodziej : Equicontinuity of families of plurisubharmonic functions with bounds on
their Monge-Ampère masses. Math. Z. 240 (4), 835-847 (2002).

[Kol05] S. Ko lodziej : The complex Monge-Ampère equation and pluripotential theory, Mem.
Amer. Math. Soc. 178 (2005), no. 840, x+64 pp.

[KR89] N.D. Koutev, I. P. Ramadanov : Valeurs propres radiales de l’opérateur de Monge-
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l’étude du problème des valeurs propres de l’opérateur de
Monge-Ampère complexe ainsi que celui des valeurs propres de l’opérateur Hessien complexe
dans un domaine borné à bord lisse de Cn.

Dans le premier chapitre, on donne les éléments de base dont on aura besoin pour les autres
chapitres.

Dans le deuxième chapitre, on démontre un nouveau théorème d’existence de solutions pour
un cas spécial d’équations de Monge-Ampère complexes dégénérées. Pour cela, on va établir
de nouvelles estimées a priori du gradient et du laplacien de telles solutions en utilisant les
méthodes et les résultats de L. Caffarelli, J. J. Kohn, L. Nirenberg et J. Spruck [CKNS85] et
de B. Guan [Guan98].

Dans le troisième chapitre, en suivant la stratégie de P. L. Lions [Lions86], on prouve d’une
part l’existence de la première valeur propre et d’une fonction propre associée pour l’opérateur
de Monge-Ampère complexe sur un domaine bornée strictement pseudoconvexe de Cn. On
montre que la fonction propre est plurisousharmonique, lisse de Laplacien borné dans Ω et de
valeurs au bord nulle. De plus, elle est unique à une constante multiplicative positive près.

D’autre part, on propose une approche variationnelle pluripotentielle du problème et en
utilisant le nouveau théorème d’existence, on démontre une formule de type quotient de Rayleigh
pour la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère complexe.

Dans le quatrième chapitre, on utilise une approche variationnelle pour prouver l’exis-
tence de la première valeur propre et d’une fonction propre associée qui est m-sousharmonique
d’énergie finie pour les opérateurs Hessiens complexes généralisées sur un domaine borné m-
hyperconvexe Ω de Cn associés à une mesure de Borel positive µ sur Ω. Sous certaines hypothèses
supplémentaires sur la mesure de Borel positive µ, on prouve que cette fonction propre est
Hölder continue. De plus, on donne des applications sur la solvabilité d’équations Hessiennes
complexes dégénérées plus générales avec un second membre qui dépend de la fonction inconnue.

Mots clés :
Fonction plurisousharmonique, Opérateur de Monge-Ampère complexe, Problème de Dirichlet,
Problème des valeurs propres, Valeur propre, Fonction propre, Sous-solution, Sursolution, Es-
timée a priori, Energie fonctionnelle, Fonction m-sousharmonique, Opérateur Hessien, approche
variationnelle, Quotient de Rayleigh.
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