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Résumé

Dans ce mémoire, il est question d’étudier I'article [11] dans lequel Salomon Sambou et
Mansour Sané ont résolu I'équation du = f ot u est une forme différentielle de classe C™ qui
a une valeur au bord au sens des courants dans {2 un domaine strictement pseudoconvexe
de C™. Ils ont obtenu une solution u qui est une forme différentielle ayant une valeur au
bord au sens des courants dans ).
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Introduction

Dans ce travail, nous verrons que si f est une forme différentielle de classe C'*° ayant une
valeur au bord au sens des courants et 0 fermée sur un domaine strictement pseudoconvexe
a bord lisse de C", alors il existe une forme u a valeur au bord au sens des courants sur ce
domaine telle que Ou = f. Il s’agit du théoréme principal (théoréme principal de I'article
Salomon SAMBOU et Mansour SANE [11]).

Selon Lojaciewicz et Tomassini [9], si une forme différentielle f admet une valeur au bord
au sens des courants sur  CC C”, alors il existe un courant F & support compact sur
tel que Fjq = f. Ceci entraine que f est un courant prolongeable et donc d’ordre .
D’apres [10] si f est un courant prolongeable 0 fermé, alors il existe un courant prolongeable
U tel que OU = f. Cependant ce résultat de [10] ne permet pas de dire qu’il existe une
forme U de classe C™ avec valeur au bord au sens des courants telle que OU = f.

Pour établir le théoreme principal, la démarche adoptée est la suivante :

soit f un courant prolongeable sur Q d’ordre [ et 0 fermé.

— On montre qu'il existe un courant prolongeable d’ordre [ tel que OU = f.

— Soit S une extension d’ordre [ & support compact de U sur Q. Posons F = 95.
D’apres la formule de d-homotopie de [3], on a S = R.S + A0S + 0A.S ou R,
est un opérateur régularisant ie R.S est C® et ou la régularité de A.0S sur € est
meilleure que celle de dS sur un e—voisinage de €. [3]

Or 0S = F. Ainsi S, = R.S + A F est une autre solution du 9 de F.

— On montre que S, a une valeur au bord au sens des courants en partant d'un résultat
préliminaire ot on montre qu’une forme différentielle a croissance polynomiale admet
une valeur au bord au sens des courants.

Théoréme 0.0.1 (Théoréeme Principal) [11]

Soit QQ CC C™ un domaine strictement pseudoconvexe a bord lisse de classe C™ et soit f
une (0,7) forme différentielle de classe C*=, 0 fermée admettant une valeur au bord au
sens des courants, 1 < r < n. Il existe une (0,7 — 1) forme différentielle g de classe C*
ayant une valeur au bord au sens des courants, telle que Og = f.

Notre démarche dans ce mémoire est la sutvante :

— Au chapitre 1, nous allons voir les notions préliminaires, les variétés différentiables,
les formes différentielles sur ces variétés et les variétés presque complexes et variétés
holomorphes.

— Au chapitre 2, nous verrons lopérateur 0 sur les courants. Pour cela, nous allons
voir les (p, q)—formes différentielles sur les variétés complezes, les courants sur ces
variétés, les courants prolongeables et les groupes de O-cohomologie.
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— Le dernier chapitre concerne la preuve du théoreme principal qui commence par la
résolution du O pour les courants prolongeables d’ordre N et par la remarque sur
lordre d’un courant qui prolonge une forme différentielle a croissance polynomiale.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notion de variété différentiable

1.1.1 Variété différentiable et Espace tangent
Définition 1.1.1

Soit T un espace topologique et soit R = {U;};.; un recouvrement de T.

1. On dit que R est localement fini si tout point x de T posséde un voisinage ouvert
U, tel que U, NU; = O sauf par un nombre fini d’indice i € N (ie U, ne rencontre
qu’un nombre fini d’ouverts de R.

2. On dit qu’un recouvrement R’ = {V,-}jej est plus fin que R siVj € J, il existe 1 € 1
tel que V; C U;.

3. On dit que T est paracompact s’il est séparé et si tout recouvrement admet un
recouvrement localement fini plus fin.

Définition 1.1.2

On dit qu’un espace topologique T est dénombrable a l'infini s’il est réunion dénombrable
de compacts.

Proposition 1.1.1

Tout espace localement compact, dénombrable a ["infini est paracompact et admet une base
topologique dénombrable.

Proposition 1.1.2

Si T est un espace paracompact et R = {u;},.; un recouvrement localement fini, alors il

. / A . . —
existe un recouvrement R = {v;},; , avec le méme ensemble d’indices I, tel que v; C u;
pour tout 1 € I.

Soient n € Net k € NU {o0, w}.
Si k # w, on note C* la classe des fonctions k-fois différentiables et de dérivée k-ieme
continue et C" celle des fonctions réelles analytiques.



1.1. NOTION DE VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 1.1.3
Soit M un espace topologique.

1. Une carte locale sur M est un couple (U, @) ou U est un ouvert de M et
0 :U— ¢(U) CR" est un homéomorphisme.

2. Un atlas de classe C* sur M est une collection {(Uy, $a)}t,cr de cartes locales
qui recouvrent M telle que pour tous a, € I et Uy NUgz # 0, les fonctions de
transition p.p := pg o @t définies de po (U, NUg) C R™ vers pp(U, NUg) C R™
sont des difféomorphismes de classe CF.

3. On dira que deux atlas de classe OF sont compatibles si leur réunion est un atlas
de classe C*. La compatibilité de deuzx atlas de classe C* définit une relation
d’équivalence sur lensemble des atlas de classe C*. Remarquons de passage qu’un
atlas de classe C*' est un atlas de classe C*. On a donc des classes d’équivalence
d’atlas de classe C* compatibles.

Les notions suivantes sont tirées de [7] et [2]

Définition 1.1.4 (Variété différentiable)

1. Une variété différentiable M de dimension n et de classe C* est un espace topologique
connexe, séparé , dénombrable a 'infini et muni d’une classe d’équivalence d’atlas
de classeC* compatible.

2. Soit (U, p) une carte locale, le systéeme (o1, . .., pn) 0U les @; sont les composantes de
p, est appelé systeme de coordonnées locales associé a la carte (U, ) d'une variété
différentiable de classe C* et est souvent noté (zy,...,x,).

Exemple 1.1.1

(R™, Idgn) est une variété différentiable.

Remarque 1.1.1

Soit M une variété différentiable de classe C* et de dimension n.
— M est localement connexe par arcs donc connexe par arc puisqu’elle est connexe.
— M est localement compact donc d’apres la proposition 1.1.1 M est paracompact et
admet une base topologique dénombrable donc admet un atlas dénombrable de classe

C*.

Définition 1.1.5
Soient M une variété différentiable de classe C* et de dimension n, Q0 ouvert de M,
a€ M, etse NU{oo,w} tel que 0 < s < k. Soit f: M — R une fonction.

1. On dit que f est de classe C* en a s’il existe une carte locale (U, @) en a (ou si
pour toute carte locale (U, @) en a) la fonction fo ™' : p(U) — R est de classe
C® en p(a).

2. On dit que f est de classe C* sur Q0 si pour toute carte locale (U, ) telle que
UNQ+# o,
foo™:p(UNQ) — R est différentiable de classe C*.



1.1. NOTION DE VARIETE DIFFERENTIABLE

On note C*(Q2) ’ensemble des fonctions de classe C* sur 2 et C5(M) celle des fonctions
de classe C® en a. C*(QQ) et C3(M) sont des espaces vectoriels réels de dimension oo.

Les fonctions de classe C'™ sont aussi appelées fonctions lisses.

Remarque 1.1.2

C>®(Q) et C(Q) sont aussi appelés espaces des fonctions lisses et des fonctions lisses en
a.

Proposition 1.1.3 (Existence de fonction plateaux)

Soient X une variété différentiable, A un compact de X et U un ouvert de X tels que
AcCcUCcCX.
Il existe une fonction lisse plateau sur X telle que

fia=sl, fixw=0,0<f<1l VeeU\A et suppf = U.

Définition 1.1.6 (Espace Tangent)

Soient M une variété différentiable de dimension n et de classe C* et a € M. On appelle
vecteur tangent a M au point a € M, tout opérateur différentiel du premier ordre
v:CX®(M) — CX(M) telle qu si (U, p) est une carte locale en a, on a

(v.f)(a) = Z vja(fo—go_l)(go(a)) ; ot les vj sont des réels.

1<j<n oz

. \ , o O(fop™)

Si (1, ...,x,) est un systeme de coordonnées associé a (U, p), on note a—(gp(a))
Lj
of

ar ——(a).
p axj( )
Ai : of

insi, on a (v.f)(a Z vj ; ce qui nous permet d’écrire v.f = Z vj=— P’

1<j<n 1<5<n

L’ensemble des vecteurs tangents a M au point a est un espace vectoriel réel de dimension
celle de M, appelé espace tangent a M au point a et noté T,M .

Remarque 1.1.3

Soit U un ouwvert de coordonnées locales (x1,...,x,) et a € U.
Siv €T, M, alors on écrit simplement

0
vV = Z Uj%.
1<j<n J
0
Par conséquent, pour tout a € U, le n-uplet { H<j<n constitue une base de l’espace
O
T,M.
Définition 1.1.7 [Différentielle]

Soient M une variété différentiable de dimensionsn. Soita € M et f : M — R une fonction
différentiable en a. On appelle diﬁérentielle de f enal applicatz’on linéaire df (a) : T,M — R

telle siv = Z UJ E T.M, alors df (a Z v] =ov(f(a)).

1<j<n 1<5<n



1.1. NOTION DE VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 1.1.8

Soit M une variété différentiable de dimension n.

On appelle vecteur cotangent au point a de M toute forme linéaire sur T, M.

On note T M [’espace des vecteurs cotangents de M au point a ; c’est un espace vectoriel
réel de dimension celle de M.

Remarque 1.1.4

e Soitae M et C*(M)={f: M —R: fdeclasse C* en a}
Pour tout f € C*(M), df(a) : T,M — R est linéaire donc on a df (a) € T M.
Donc {df (a), f € C®*(M)} C Ty M
D’autre part, la dualité entre un vecteur tangent et un vecteur cotangent et la
définition 1.1.7 entraine que si o« € Ty M, alors il existe une fonction différentiable
fena€ M telle que a = df (a).
Donc {df (a), f € C(M)} D TrM.
Ainsi {df (a), f € C*(M)} =T: M.

e Soit (x1,...,z,) un systéme de coordonnées locales en a € M.

Sif=x; etv= (9_95] alors dxi(a)(aixj) = g—z = 0, symbole de Kronecker.
Ainsi (dzq, ..., dx,,) est la base de T M duale de la base (i, ey i) de T, M.
0, oz,

1.1.2 Fibrés vectoriels et Champs de vecteurs

Définition 1.1.9 (Fibrés vectoriels)

Soient E et M des variétés différentiables lisses (C™°) avec dimE > dimM et soit K =R
ou C

On dit que E est un K— fibré vectoriel de rang r sur M s’il existe une surjection

p: E— M telle que :

1. Pour tout a € M, p~'(a) = E, est un espace vectoriel de dimension r sur K
(r™'(a) = Ea = K")

2. 1l existe un atlas A = (Uy, pa) de M et des difféomorphismes (lisses)

he i p H(U,) — Uy x K"
appelés trivalisations locales telles que :
H.s:=hgoh': (UsNUz) x K — (UsNU,) x K"
(a,7) = (a, Aup(a).v);
ot les App @ Usp — GL(1,K), lisses satisfont les conditions suivantes dites de
cocycle :
(a) Apa(a) =1d , Ya € U, ;
(b) Aapla) = [Asa(a)] ™, Va € Uss ;
(c) Aapla)o Agy(a)o A, =1d, Yac U, NUsgNU,.
On note le fibré vectoriel E parp: E — M.

E est dit espace total du fibré. M est dite base du fibré, K" est appelé fibré type et p~*(a)
est appelé fibré au desus de a



1.1. NOTION DE VARIETE DIFFERENTIABLE

Remarque 1.1.5
i) Le fibré p: E — M sera dit réel (respectivement compleze) si K =R (respective-

ment K = C).
ii) Tout fibré p : E — M est localement trivial (ie vérifie la condition de trivialisation
locale).

iii) Le fibré p: E — M sera dit trivial s’il admet un difféomorphisme de trivialisation
h:p (M) — M x K" on dira donc que h est un difféomorphisme de trivialisation
globale.

En particulier, h : M x K" — M est un fibré (vectoriel) trivial de rang r sur M.
Exemple 1.1.2

Le cylindre S' x R est un fibré vectoriel trivial de rang 1 sur S'.

Proposition 1.1.4

Soit {(Ua, Ya)}taer un atlas sur M et Ayg € C™(Uga, GL(r,K)) un cocycle sur M.
Soit ' =U, x K"/ ~ avec (a,v) ~ (b,w) ssia =0 et w= Asg(a)v , a € Uyp.
Alors F est un fibré vectoriel de rang r sur M.

Définition 1.1.10

Soit M une variété différentiable lisse de dimension m.
On appelle fibré tangent de M, noté T M la réunion disjointe

T™ = | | T.M = | ] {a} x T.M = {(a,v) :a € M, v € T,M}.
aceM aeM
On appelle fibré cotangent de M, noté T*M la réunion disjointe
T*M = | | T;M = | {a} x ;M = {(a,&) :a € M, £ € T; M}
aeM aeM

Les fibrés tangent T'M et cotangent T*M d’une variété différentiable (lisse) M de dimension
m sont des variétés lisses de dimension 2m.

Proposition 1.1.5

Soit M une variété C*° de dimension n.

Soit
m:T™v —- M
(x,v) —x
et
r:7M—M
(2,6) =

les projections naturelles.
Alors 11 : TM — M et I1I* : T*M — M sont des fibrés vectoriels localement triviauzr de
rang m.

10



1.1. NOTION DE VARIETE DIFFERENTIABLE

Définition 1.1.11

Soit M une variété différentiable lisse de dimension m. Soit p : E — M un fibré vectoriel
lisse de rang r.

On appelle section lisse de ce fibré toute application s : M — E, C* (lisse) telle que
pos=I1dy.

On note I'(M, E) ’ensemble des sections lisses du fibré p : E.— M.

Définition 1.1.12 (champs de vecteurs)

On appelle champ de vecteurs sur M, toute section lisse du fibré tangent T'M.
On note X (M) l'ensemble des champs de vecteurs sur M , on a X(M) =T(M,TM)

Remarque 1.1.6 X € X(M) <= X € C*°(M,TM) etVx € M, X (z) € T,M.
Proposition 1.1.6 (Expression locale d’un champ de vecteurs)

St X € X(M) et si (U, (21, ...,x,)) est une carte locale de M, alors Xy = ZX aa
;

avec

Définition 1.1.13 (Crochet de Lie)

Soient X, Y € X(M). On appelle crochet de Lie de X etY (dans cet ordre) noté [X,Y]
le champ de vecteurs qui sur une carte (U, (x1,...,x,)) de M s’écrit :

LY 0X ) O
XY _Z<Z "o, E@xi)>6’xk’

o

X = inﬁ, Yiy = Z}gi. X, Y, e C®(U)Vi=1,...,m.

Remarque 1.1.7

Soit M =R™ X € X(M).
s 0

X = ZXi_ avec X; € C®(R™) done X = (X1, ..., X)) € C°(R™,R™).
= O

Proposition 1.1.7

Soit X = (X1,....Xn), Y =Y, ....Y,,) € X(R™) soit z € R™.
Soient DY et D, X les jacobiens de Y et X en x respectivement. On a :

[X,Y](z) = D,Y.X(z) — D, X.Y (x)

11



1.2. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES
DIFFERENTIABLES

1.2 Formes différentielles sur les variétés différentiables

1.2.1 Formes différentielles a valeurs réelles

Définition 1.2.1 (Espace des formes multilinéaires alternées )

Soit M une variété différentiable de classe C* de dimension n. Soit (U, p) une carte locale
de coordonnées (1, ...,x,), soit {(dx1)a,...,(dx,)e} la base de l’espace cotangent T M.
On appelle espace des p-formes linéaires alternées sur T, M [’epace vectoriel

ApT;M == vect{(dwil)a VANPIRIAN (dxip)a}1§i1<.,.<ip§n

avec (v, )a A ... A(dxi,)a : ToM X T,M X ... x T,M — R défini par

p facteurs

((dzi)a Ao A(dg,)a) (01,0, vp) = det (((d2ij)a, Uk))1<jnep = d€t ((dTi7)a) (k) 1< pep -

Remarque 1.2.1

APT*M est un R-espace vectoriel de dimension CP.

Expression locale Sur une carte (U, ¢ = (z1,...,2,)) , o« € APT*M, s’écrit :
Oé|U = E Qo ip(dxil)a NN (dxip)a
1<i1 <o <ip<n
ou o, ... i, sont des réels.

Définition 1.2.2 (Fibré des formes extérieures)

On appelle fibré des p-formes alternées sur M, 'espace APT*M qui est par définition
| | AT M.

aceM

APT*M c’est un fibré vectoriel de rang C? sur M.

Définition 1.2.3 (Formes différentielles)

Soient (n,p) € N, et M une variété différentiable de classe C" de dimension n, avec
r € NU {oo,w}. On appelle p-forme différentielle de classe C" sur M toute section du
fibré vectoriel des p-formes extérieures APT* M .

On note QP(M) l'ensemble des p-formes différentielles de classe C. Q2 (M) sera simple-
ment noté QP (M) et sera simplement appelé espace des p-formes différentielles sur M.
Les p-formes différentielles sont aussi appelées formes différentielles de degré p.

Remarque 1.2.2

Une p-forme différentielle w associe, pour tout a dans M, une forme p-linéaire alternée w,

sur l’espace tangent T,M a M en a.
Soit a € QP(M), w, € APTXM. On note aussi w, = w(a).

Expression locale Soit (U, ¢) une carte de M on a :

Qly, = Z iy, ipdxil ARTIVA dxip avee g, € CT(U)’

1<i1 < nnn <ip<n

........ ip

dz;, € Q) (M) sont appelés 1 — forme différentielles élémentaires sur M ;
Vw € QL (M), alors w = sz‘d$z‘ avec w; € C"(U).

=1

12



1.2. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES
DIFFERENTIABLES

Proposition 1.2.1

Awvec les notations de la définition 1.2.3 on a :
1. ANT*M = T*M donc QL (M) est l'espace de section de classe C™ sur T* M.
Ainsi d’apres la remarque 1.1.4 on a QL (M) = {df, f € C"(M)} avec
df ra e M — df(a) € T M.
2. NPT*M =0VYp>n donc Q2 (M)=0V p>n.
3. A°T*M =R. Donc Q2 (M) = C"(M).
Définition 1.2.4

Soit M une variété différentiable de classe C* de dimension n.

1. On dit qu’une forme différentielle « € QF (M) est une forme volume sur M si
a(a) #0Va e M.

2. On dit que M est orientable si elle admet une forme volume.
Définition 1.2.5 (Opérateur de différentiation extérieure)
L’opérateur de différentiation extérieure d est un opérateur différentiel
d: QP (M) — QP (M) Siwe QM) et w= > w,

1<01 <o <ip<n

Sur un systeme de coordonnées locales (U, (x1,....,x,)) on a :
n

a 11 [
(dw)y = > (E —wag;' ”dxk> Adig A ... A dai.
16 <o <ip<n

........ k=1

.........

Propriété 1.2.1
Soit u € (M), ve QI(M) on a :
i) d(lu ANv) =duANv+ (—=1)PuAdv (Reégle de Leibniz)
i) d*u = (dod)u =0 (idempotence).
Définition 1.2.6
Une forme différentielle o € QE(M) est dite :
1. fermée si da = 0,
2. exacte s’il existe un B € QP L} (M) tel que o = d.
Définition 1.2.7
Soit u € Q(X).
1. Soit AC X.

(a) On dit que u est nulle sur AN, avec Q un ouvert local, si ses composantes sur
Q sont des fonctions nulles sur AN K.

(b) On dit que u est nulle sur A si pour tout ouvert local Q de X tel que ANQ # 0,
u est nulle sur AN §Q.

2. On appelle support de u le plus petit fermé en dehors duquel u est nulle.
Remarque 1.2.3
Soit € Q2 (M) et (U, ) une carte de M. Si oy, = Z a;,

alors (suppa)U = m supp(au, ... z,,) ou supp(ay,, ... ip) = {l’ ceU ..., ip (x) # 0}

1<ip <.l <ip<n



1.2. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES
DIFFERENTIABLES

1.2.2 Formes différentiells a valeurs complexes

Définition 1.2.8

Soit B un espace vectoriel réel E de dimension m . On appelle complexifié de E le C-espace
vectoriel complexifié de dimension n noté CE (ou E ®g C) le C-espace vectoriel défini par
{u+iv/(u,v) € E}.

Proposition 1.2.2

Si l’espace vectoriel réel E a pour base {ey,...,e,} , alors son complexe CE a pour base
{e1,...,en} en tant que C—espace vectoriel complexe et {ey,ieq,...,en,0e,} en tant que
R —ev

Preuve:

C est un R—ev de dimension 2 avec pour base (1,}

En effet

V z € C il existe de fagon unique x,y € R tel que z =x x 1 +y X 7.

C est un C—espace vectoriel de dimension 1 avec pour base {1} car V z € C il existe de
facon unique A\ = z tel que z = A x 1.

E = R—ev avec pour base {ej,...,e,}.

CE ={u+w/(u,v) € E} Vw € CE il existe de facon unique u,v € E tel que w = u + iv.

Puisque u,v € E, day, ..., ay, b1, ..., Bn € R tel que u = Zozjej et v = Zﬁjej . Ce qui

J=1 J=1

n n n n
entraine que w = 5 aej 41 g piej = g aje; + E B;(ie;) alors {eq,ieq, ..., €, i€, } €st
Jj=1 J=1 Jj=1 Jj=1

une base de CE en tant que R — ev.
CE ={u+w/(u,v) € E} Vw € CE il existe de fagon unique u,v € E tel que w = u + iv,
il existe de fagon unique ayq, ..., ay,, 51, ..., B, € R tel que

w= ZO&j@j + Zﬁj(iej) = Z (aj + Zﬁ]) €j-
j=1 j=1

— = j=1
Posons \; = a; +i3;. Puisque «; et 3; sont uniques alors \; est unique.
n

w= Z Ajej, A; € C | \; unique ce qui entraine que {ey, ..., e, } est une base de CE en
j=1
tant que C — ev.
]

Exemple 1.2.1

L’espace CAPT M est un espace vectoriel complexe de dimenion C?, avec m = 2n = dim

M.

Définition 1.2.9
On appelle complexifié du fibré réel APT*M le fibré

CAPT*M := | | CAPT; M.

aeM
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1.2. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES
DIFFERENTIABLES

Définition 1.2.10 (Formes différentielles & valeurs complexes)

Soient (n,p) € N, et M une variété différentiable de classe C* de dimension n, avec
k € NU{co,w}. On appelle p-forme différentielle a valeurs complezes de classe C* sur M
toute section du fibré CAPT*M.

On note QZ(C(M) I’ensemble des p-formes différentielles complexes de classe C*.

QL (M) sera simplement noté Q¢(M) et sera simplement appelé espace des p-formes
différentielles complexes sur M.

w|U = Z iy, Z‘pde‘il VANRRRVAN d!Eip +1 Z ﬁil .......... ipdxh VANRTTVAN dZL’Z‘p

Proposition 1.2.3

Toute p—forme w a valeurs complezes de classe C* se décompose de maniére unique en
w=a+1if avec a, B des p—formes a valeurs réelles.

Autrement dit Q0 (M) = Qp(M) + 1 Qp(M).
En particulier,

Remarque 1.2.4

QM) = QM) +i Q(M).
{df,f € Ck(M)} +1 {df,f € Ck(M)} d’apres la propositionl.2.1
= {dfl +idfs, f1, f2 € Ck(M)}

= {d(fr +ifs), f1, f2 € C*(M)}
= {df,f e C*"(M,C)}

Ainsi les 1—formes a valeurs complexes de classe C* sur M s’identifient aux différentielles
des fonctions de classe C* & valeurs complexes.

Définition 1.2.11

Soit M une variété différentiable de classe C*
Soit w=a +if € Q (X) avec a, B € Q(X)

1. On appelle support de w noté Supp(w), Uintersection des supports de « et (3.

2. On appelle différentielle de w, la (p + 1)—forme de classe C*~1 a valeurs complexes
, noté dw éagle a : dw = da + idf.

3. On dit que w est fermée (respectivement exacte) si v et 3 sont fermées respectivement
exactes.

15



1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Propriété 1.2.2

Soit u € Qo (M), veEQ (M) ona:
i) d(lu ANv) =duANv+ (=1)PuAdv (Reégle de Leibniz)

i) d*u = (dod)u =0 (idempotence).
1.3 Variété presque complexe et variété complexe

1.3.1 Variétés holomorphes

Dans I'espace vectoriel complexe C", considérons le systeme de coordonnées complexes

canoniques z = (21, ...., z,) avec z; € C.
Notons x; et y; la partie réelle et la partie imaginaire de z;.
On a

2j =x;+iy; et z; =x; —iy; pour j =1,....n.
On peut alors identifier C" avec I'espace vectoriel réel R?*" muni des coordonnées réelles
(Z[‘h Y1y -eeey Tin, yn)

et de l'orientation canonique associée a ce systeme de coordonnées.
Les dérivations formelles par rapport aux variables z; et Z; sont définies par les formules

suivantes :
o _1/o0o 9N , 9 _1(0 0
82]' N 2 c%j ayj 827] N 2 &rj (9yj '
On a aussi
9 _9,9 , 9 _,(90_9
8xj N 8zj 8@ 6yj - azj Eﬁj '
Définition 1.3.1 (R— différentiabilité)
Soit
Ji
f = . 2, cCr—C™
fn

une application. On dit que f est R— différentiable au point £ € €y, s’il existe une
application R— linéaire notée d¢f, def : C7, — C, appelée différentielle de f en & telle
que pour h € C?, et voisin de 0, on a

FE+h) = f(&) = def(h)+ || h || e(&,R)
ot flgr(l)e(g, h)=0

16



1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Proposition 1.3.1

Si
fi
f=1"- pCcCh—QcCm
Ja
est R— différentiable, alors V& € Q1 Ve =1,....m
- “ 8fk fk: \ _ _
defe =D =57 (€)dz + Z 5 (9)dz; ol dz; = da; +dy; et dz; = du; — dy;
=17 =1 7
Preuve
— O O fk
defi = ) 7—(§)dw; + —=(&)dy;
Ik = 8xj 8yj
Posons % = %(% - iaiyj) et 6% = %(% + iaiyj) ce qui entraine que 8_353 = ('%] +
o 00 o
oz, oy, oz o7
Or dz; = dy] +dy; et dz; = dyj — dy; on a alors dz; = 3(dz; + dz;) et dy; = S (dz; — dz;)
0 0 0 0 —i
defi = ;< afj@ + af"f ()5l +45) +i(G0) - SO Fas —az) =
afk: 3fk Ofk Ofk O O
de fr = Z Zjdzj(f) 9z, —dz;(§) + 7z, ——dz;(§) + azjdzj(ﬁ) - a_jjdzj(f) -
on . o .
o 6+ )=
O fr O fi O fr Ok ,_ Of L
Z (G0 + (G, €)= S (€)+ (G (6~ 5Lz (€) +2(G s, )
Ok, O ,_
Donc dg f, = 2 a—zjdz](f) + 7z, ——dz;(§) O

Remarque 1.3.1
, R 8fk 3fk
SOZt d&fk = ]Zl 8_2] Z azj

— =1
Soit j ={1,...,n} VA, h, W €C.

dzj(Ah + ') = Adzj(h) + dz;(h') = dz; est une forme C—linéaire.
dzZj(Ah+ ') = Mdz;(h) + dz;(h') = dZ; est une forme C— antilinéaire

fk

Donc de fi, se décompose en deux parties C—linéaire qui est Z 02, (€)dz; et en une partie

7j=1

3fk

C—antilinéaire qui est Z &)dz;

7=1

J

17



1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Définition 1.3.2 (Application holomorphe)

Soit  de C"™ et soit f = (f1,..., fm): Q@ — C™ une application différentiable.
On dit que f est holomorphe si pour tout k = 1,...,m la fonction f; est holomorphe ie

0
Ya € Q, ﬁ((1):0 Vl<j<n,
sz
avec (21, ...., zn) systéme de coordonnées locales dans C".
Proposition 1.3.2
Si
S
f: . QL cCh—QycCcCm
Jm

est holomorphe alors Y& = (&1,...,&,) € Q, def est C— linéaire ie def(Avy + v2) =
)\dgf(vl) -+ déf(UQ) Vvl, vy € C* VA eR.

On a donc V¢ Yk =1,...mdefy = %(f)dzj
J

j=1

Preuve:
Soit df est ]R linéaire est C—linéaire si et seulement si df (ih) = idf (h).

df = Z d +Z d— df.h = Z -+i%ﬁjavech:(hl,...,hn)

8f 8f
8 ——h; —1—2 82

df (ih) = +Z Za—f -—'Zg—gj(ﬁj)-
dfgfh) zdf( ) B

Aussi idf.h =i

. (9 = Of — = Of —
] j=1 J j=1 J
szlaz( )—O<—>8fh—0 Vh € C" ++ 0f = 0 donc f holomorphe. O

Définition 1.3.3 (Biholomorphisme)

Sotent 1,y deuz ouverst de C" et f: €y C C* — Qo C C™ une application.
On dit que f est un biholomorphisme si f est bijective, holomorphe et f=1: Qy — Q) est
holomorphe.

Proposition 1.3.3

f:Q CcC" — Qy C C" bijective holomorphe et Jcf(a) est un isomorphisme Ya € €
entraine que f est biholomorphe.

18



1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Exemple 1.3.1 o
[(Cn : Cn — Cn
2(21y ey 2n) > 2(21, ey Z0)

est une application biholomorphe.

e Soit

f:Cr —-Cr

1

Z -

z

9 _
On a f(z) = — alors f(f) - = — S 0 ce qui entraine que f est holomorphe.
z 0z (22)?

montrons que [ est bijective : soit w = % alors z = i qui est unique car si la fonction
réciproque d’une fonction existe alors il n’y en a qu’une seule. Par suite, f est
bijective.

[ application bijective, alors f admet une bijection réciproque f~(z) = L = f(2)
donc =1 est une application holomorphe. Dot f est un biholomorphisme

Définition 1.3.4

Soit M un espace topologique séparé, on appelle atlas complexe une collection d’homéomorphismes
{0 : Uy = Vo taer, 0t (Uy)aer constitue un recouvrement ouvert de M, (Vi) des ouverts
de C™ tels que pour tous o et 3 € I, les fonctions de transition

Pap =030 05"t pa(UsNUs) C C" — p3(U, NUs) C C"

sont des biholomorphismes.
On dira que deuz atlas complexes sont compatibles si leur réunion est un atlas complexe.
On définit comme dans la définition 1.1.3 une relation d’équivalence d’atlas complexes.

Définition 1.3.5 (Variété analytique complexe)

On appelle variété analytique complexe X un espace topologique paracompact muni d’une
classe d’équivalence d’atlas complezes.

On note (21, ..., zn) les coordonnées complezes associées a une carte locale (U, ) d’une
variété complere X.

Exemple 1.3.2

1. C"est une variété complexe dont ’atlas complexe est composé d’une seule carte
(C", Ien).

2. L’espace projectif complexe P"(C) dimension n.
Soient z, 2" € C"*1\ {0}. On définit la relation d’équivalence suivante :
z~ 2 3N e C\ {0} tel que z = N2 ie il existe une droite complexe qui passe

i g — Ch\ {0} :
par lorigine qui relie z et 2. P"(C) = ——————=. Donc P"(C) est l’ensemble des

droites de C"™' qui passent par l’origine.
Soit z = (20, ..., 2n) € C""\ {0}, la classe de z sera noté [z : 21 : ...,: 2] et sera
appelé coordonnées homogénes de z. Pour tout j € {0,...,n},
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1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

on pose Uj = {[z0: 211 ...,: 2] € P*(C), 2; # 0}. Les ouverts U; recouvrent bien
P*(C). L’application

(Cof I Uj — C"
[20:21: .., 20] — (@,...,E,@,...,Z—n)
Zj Zj Zj Zj
un homéomorphisme d’inverse (to, - /; ) .,tn) e 7 SRR 7 T B U 2 SR 74 I
OnalU;NUy=A{[z0:21:...,:2,) € PY(C),2; #0 et 2z, # 0}, j # k. Alors

0;(U; N U) ={(20, -+, %5,y 2n) € C", 2z # 0} .
Soit T, = {(20, .-+ Zj, . 2n) € C", 2z, = 0}.
0;(U;NU,) =C"\ Tji, et o, (U; NUg) = C™\ Tj;.
Pour j <k, on a

pik = wrow; e (U;NTR) = op(U; N L)
N 1
(Zo, ce ey By Zn) — Z_ (Zo. sy Zj—1, 1, Zjdly e vy Rh—1y Rh+1y -+ o Zn) .
k
L’application pjj, est un biholomorphisme. Donc P™(C) est une variété compleze de
dimension n.

3. Tout ouvert d’une variété complexe est aussi une variété compleze.

4. la sphere de Riemann.
S = CU {0}, le compactifié d’Alexendrof de C (une partie V de S est ouvert si et
seulement si c’est un ouvert de C ou bien c’est le complément d’un compact de S si
cette partie V' contient le point 0o ).
Uy =C, p1 = Idc = (Uy, 1) est une carte locale de S.

Uy =S\ {0},

Q021U2—>C

0 stz= o
— 1
: - Stz #
z

(p;l:C%UQ

0 stz= 0
— 1
: - siz # 0.
z

(Us, ¢2) est aussi carte locale. . Or S = Uy N Us; donc {(Uy, p1), (Uz, p2)} est un
atlas topologique de S.
OnaU NUy =8\ {0,00} =C*,

QDQOgO;liUlﬂUQ—)C*
1

z =
z

20



1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

et
<plog0§1:U1ﬂU2—>C*
1
z — = .
z

s 0 07" et o1 0wyt sont biholomorphes donc {(Uy,¢1), (Us,02)} est un atlas
holomorphe.
D’ou S est une variété holomorphe de dimension 1 appelé sphére de Riemann.

Remarque 1.3.2

St X est une variété analytique complexe de dimension n, alors X est en particulier
une variété différentiable réelle de dimension 2n. En effet les biholomorphismes sont des
difféomorphismes de classe C* pour la structure sous-jacente entre ouverts de R**. On
notera X la variété différentiable sous-jacente a la variété analytique complexe X.
Si (21, ..., 2n) est un systéme de coordonnées locales de X, alors (1, ..., Tpn, Y1, ..., Yn) avec
z; = xj+y;, est un systéme de coordonnées locales de X sous-jacente & (21, ..., %y).

1.3.2 Structure complexe sur les variétés différentielles de di-
mension paire

Les notions suivantes sont tirées de [2] [12] et [7]

Définition 1.3.6

Soit E un espace vectoriel de dimension paire 2n.

Une structure complexe sur E est la donnée d’un endomorphisme L de E qui est involitif
(z'e L2 = _]E)

Soit M est une variété différentiable de classe C*° de dimension paire m = 2n.
Soit T'M le fibré tangent de M et X'(M) I'espace des champs de vecteurs sur M.

Définition 1.3.7 (Variété presque complexe)
e Un endomorphisme de T'M est une application J : TM — TM telle que [To J =11
et pour tout x € M Uapplication J, := J(x,.) est un endomorphisme de T, M.

e Une structure presque-complexe sur M est la donnée d’un endomorphisme J de
TM tel que pour tout x € M [’endomorphsme J, induit sur T, M est une structure
complexe (ie J* = —Idr,a)).

e Une variété presque complexe est un couple (M, J) ou M est une variété différentiable
de dimension paire et J une structure presque complexe sur M.

Exemple 1.3.3

M = RQn muni de (xl,yl,---yxnayn)'

0 0 0
J un endomorphisme de T, M defini par J (—) =—etJ (—) = ——.
ailfj 8yj

J est la structure presque compleze canonique sur R*",

Proposition 1.3.4
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1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Soit J une structure presque complexe sur M. Soit Jc 'extension de J par C—linéarité
au complexifié CT'M de TM par Jc(u+iv) = J(u) +iJ(v). Alors Jc admet des valeurs
propres 1 et —i dont les sous-fibrés propres associés sont respectivement notés par

M = {uec T,M"/Ju=iu} et T"'M = {v € T,M®/J,v = —iv}.

OnaCIM =T"M & T M

Définition 1.3.8 (Tenseur de Nijenhuis)

Soit (M, J) une variété presque compleze.
On appelle tenseur de Nijenhuis de J sur M [’application
Ny: X(M)x X(M) — X(M) tel que

Ny(X,Y)=[JX,JY] = JJX,Y] - JIX,JY] - [X,Y]

Définition 1.3.9 (Structure complexe)

Soit (M, J) une variété presque complexe . On dit que J est une structure complexe sur
M si J est intégrable sur M ie Ny =0 sur M.

Exemple 1.3.4
M=R?, 6 X,Y € X(R?

0 0 0 0 0 0 0 0
Pour tout x € X | on a [X,Y](x) = D,Y.X(x) — D, X.Y(x).

D.Y, D, X sont respectivement les jacobiens de 'Y et X en x.

On a oY, oY, oY aY;
DY.X =| 55 S V@) =| 2 9y
: oY, OY: [\ X, 9 v () + D2 x5()
or Oy or dy 2
0X, 08X 0X X
S o | (v T V(@) + 5 V()
D, XY (x)=| 5¥ ") (@)= | S¥ £
: 90Xy 0X5 | \Ys %y (z) + Ey (z)
or 0Oy ox oy 2
alors oY, oY, OX 0X
— X1 (2) + = Xa(z) — ——Yi(2) — ——Ya(2)
X, Y](z) = ox oy ox 8/%
22w+ T - Zvie) - )
ox 1 dy 2 ox ! oy 2

[JX,JY)(z) = D,JY.JX(2) — D, JX.JY ().
0

0 0 0 0 0 0 0
JY =J (Yla_m +Y28_y> = —Yga +Y18_y et JX =J (Xla_:r +X28_y> = —XQa—a: +X18_y
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1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Par analogie, on a donc :

%XQ( ) — GYQX () — %YQ@:) + %Yl(l‘)
IXIY)@) = | G a%/ 0X, 0%,
—%Xg( ) + e X (x) e Ya(z) — a—yyl($>

de la méme maniere, on a aussi
J[JX,Y](x) = J(D,Y.JX(x) — D, JX.Y)(x)

(~EX(@) - 22X (@) + 22V (2) - 22Y5(a)
- xw) - X0 - R + v

et J[X,JY](z) = J(D,JY.X(z) — D, X.JY)(2)

- 8Y2X<)+3Y2X()+3X1Y()+3X1Y()
2X1(w) — 9 o) + V3(0) — B2Yi(a)

Ainsi N;j(X,Y) = [JX,JY] = JJX,Y] = JIX,JY] - [X,Y] =

(92 X(x) — G2 X5(x)) + (— 8Y2X( 2Xl
(92 X (x) — 8Y1X2( ) + ({mX( aYl
+
H(GRYa(x) — B2Ys(x)) + (52Yi(r) — H2Y;
(Z2Ys(z) — S0 Yy (x ))+(8X1Y1( aXl
_/_
(8);3/( T) — a);y( z)) + (52Y1(z) — LY ( )
+(%2Ya(2) — G2Ya(2)) + (52 Xo(2) — 8Y2 (z)
+

(30 - F00) + (B alo) - ﬁ&
HG2X1(2) = G2 X0 () + (=G Ya(2) + F2Yi(x))
() = WX V)e)
Donc la structure presque complexe J est intégrable sur M.

Proposition 1.3.5

Soit (M, J) une variété presque complexe. Alors on a les équivalences suivantes :
i) J est intégrable

i) [TYOM, TYOM] c TYOM

i) [TOYM, T M| c T M

Proposition 1.3.6

23



1.3. VARIETE PRESQUE COMPLEXE ET VARIETE COMPLEXE

Si X est une variété holomorphe de dimension n, alors la variété différentiable sous-jacente
X de dimension 2n est munie d’une structure preque complexe intégrable J.

Proposition 1.3.7

Soit (M, J) une variété presque complexe avec dimM = 2n.
Soit (z1, ..., T2,) des coordonnées locales dans M. Posons z; = xj + i%jin ,j =1,...,n

Alors [J intégrable}<[ J(dz;) = idz; et J(dZ;) = —idZ;]

Proposition 1.3.8

Toute variété presque complexe intégrable est munie d’une structure analytique compleze.
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Chapitre 2

L’opérateur 0 sur les Courants

2.1 Formes différentielles sur les variétés complexes

2.1.1 Formes différentielles de bidegré (p, q)
Définition 2.1.1

Soit (M, J) une variété presque complexe avec dimension de M = 2n = m.

On appelle forme différenticlle de bidegré (p,q),0 < p,q < n et de classe C*, k €
N U {oo,w}, toute section de classe C*, du fibré APT*OM @ AIT*LM o T*'OM et
TN sont les duauz de T*°M et TOIM et o

w € NPTON @ ANIT* M = Fa € APT*OM, 33 € AT M

tel que w(ay, ..., o, B1, ..., By) = alon, ..., ap).B(B1, ..., By). You, ..., ap € T*HOM,

61, ...,ﬁq S T*O’IM.

On note QVY(M) Uespace des formes différenticlles de bidegré (p,q) et de classe C* sur
M, QPA(M) sera simplement noté QP4(M)

Proposition 2.1.1
Si (M, J) est une variété presque complexe, alors Vk € NU {oo}, on a

ve(M) @ Qpe(M)
ptg=r
Définition 2.1.2

Soit X une variété complexe de dimension n et soit X la variété presque complexe intégrable
sous-jacente a X.

1. On appelle forme différentielle de classe C* et de degré r sur X toute forme
différentielle de classe C* et de degré r sur X a valeurs complezes.

2. On appelle forme différentielle de bidegré (p,q) et de classe C* sur X toute forme
différenticlle de bidegré (p,q) et de classe C* sur X.
On note Q5 (X) (respectivement Q9(X)) Uespace des formes différentielles de classe
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2.1. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES COMPLEXES

C* et de degré p (respectivement de bidegré (p,q)) sur X.
On a donc

(X)) = Q)
QUX) = QPIX) et
%) = P %X

ptq=r

Ecriture locale d’une (p, ¢)—forme sur X Soit X une variété complexe de dimension

n et soit  C X un ouvert local de coordonnées (z1, ...., z,). Soit u € Q7(X). Alors une
(p, q)—forme différentielle u de classe C* s’écrit
ug = Z Wiy ,..sipht e jqdzil... VAN dZip N dzjl... VAN dijq, ou les Wiy, ipdnyensda

1<i1<...<ip<n, 1<51 <...<jg<n
sont des fonctions de classe C* sur 2 appelées composantes de u sur €.

Remarque 2.1.1
Si Q est un ouvert de C™ alors Yu € Q79(Q)

u = E Uy, ..., ipd1sees jqdzh”' VAN dZZ'p A del... VAN dgjq ot les Uy, ..., ipJ1serq sont
1<i1<...<ip<n,1<51<...<jq<n
des fonctions de classe CF sur Q.

Définition 2.1.3 (Opérateur de différentiation extérieur des (p, q)—formes)

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. L’opérateur de différentiation
extérieure d est un opérateur différentiel

d: Q0 (X)— QX)) seNn{oo}.
Soit w e O (X) , 3(p,q) € N2 avec p+ q = r tel que w € QP? (X).
Soit (U, p) une carte de X.

Wou = E Wi, IpJ1eeeeene jquil VANPRIRIVAN dZZ‘p A del AN deq.
1<ip..oon... 1p<n,1<j1.uuun, je<n
s — ,
Wi, IpJleeenn. Jq < ¢ (U> On pose wry = Wiy, pJLeneeeees Ja
dwy, = E (dwiy....ooipjrogy) d2iy A ce Adzg, Nz A Ndz,
1<ig <. <ip<n,1<j1 <o <jqe<n

dwy(2) = Z (Z 83 (wrre ™) ((2)) de) dzr Ndz; +

2]
[I|=p,|J|=¢ \l=1

Z ( % (wIJOg071) ((p(Z)) d§l> dZ[/\dEJ

|I|=p,|J|=¢q \lI=

Ainsi dw = Ow + Ow.
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2.1. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES COMPLEXES

/

avec Owy, = Z (Z 5 (wryo@™) (gp(z))dzl) dzr NdzZ; et
2

[I|=p,|J|=q
_ ! "0
Owyy, = Z (Z e (wrroe™) ((2)) dzl) dzr NdZ;.
=p,[Jl=q \1=1 ="
On a donc d =90+ 0 avec
d: QP(X) = QPT(X)
9501 (X) - QI (X)

Remarque 2.1.2
Puisque d*> = 0, alors on a pour des raisons de bidegré 0 = 9 =000 +000=0

2.1.2 Topologie d’espace de Fréchet

Topologie limite inductive des espaces de Fréchet

Dans cette partie, on s’inspire des livres d’Analyse fonctionnelle de [4] et [13]
Soit ' un C—espace vectoriel.

Définition 2.1.4 (Semi-norme)
Soit E un espace vectoriel complexe. On dit que p : E — R est une semi-norme si :
i) p(z) 20
i) p(Ax) = |Ap(x) Ve € E et A\ € C
ii) p(x +y) < p(x) +ply) Yo,y € E

Définition 2.1.5 (Semi-normes séparantes)

Soit P une famille de semi-normes sur E. On dit que P est séparante (ou sépare les points)
siVx #0 Jp € P tel que p(x) # 0

Définition 2.1.6 (Topologie définie par une famille séparante de semi-normes)
Soit P = (P;)ier une famille de semi-normes qui sépare les points.

Soitxe X;r>0etJCI,J fini

On appelle J—boule ouverte de centre x et de rayon r, noté B;(x,r) l’ensemble B;(x,r) =
{ye E:pjly—x)<r, VjeJ}.

P définit une topologie sur E dont les By(x,r), sont les ouverts élémentaires.

Remarque 2.1.3
Bjy(x,r) =z + B;(0,r)

Proposition 2.1.2 (Distance)

Soit P = (P,)nen une suite de semi-normes sur E, qui sépare les points. Alors l'application
d: X x X — Ry telle que d(x,y) Z 27" min(p,(x — y), 1) définit une distance sur E

neN
invariante par translation (ie d(x +u,y +u) = d(z,y) Vz,y,u € E).
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2.1. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES COMPLEXES

Proposition 2.1.3 La topologie induite par d est équivalente a celle dont une base de
voisinage est donnée par les By(x,r) définies a partir de la famille P = (P,)nen-

Définition 2.1.7 (Espace de Frechet)

On dit que ’espace vectoriel complexe E est un espace de Fréchet s’il est muni d’une suite
P = (P,)nen de semi-normes qui séparent les points et tel que, pour la distance d de la
définition précédente, l'espace métrique (E,d) est complét.

Exemple 2.1.1

Soit Q un ouvert de R™ muni des coordonnées (x1,...,x,). Soit C*(§2,C) lespace des
fonctions de classe C* sur £ a valeurs complexes.
Soit IC l’ensemble dénombrable des parties compactes non vides de 2 qui recouvrent 2. Pour
tout K € K et tout k € N, on pose ||¢||kx = sup |D%(x)| pour tout p € C*(Q2, C).
z€K |a|<k

olal

0x1°"....0x, "

La famille (||.||xx) gexcpen €5t une suite séparante de semi-normes sur C°(€, C) qui en
fait un espace de Fréchet.

N
a=(ag,...,a,) €NV |a] = Zozl, D =
I=1

Remarque 2.1.4

Un fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

Définition 2.1.8 (Topologie limite inductive d’espaces de Fréchet)

Soit E un espace de Fréchet et (F,), une suite de sous-espaces vectoriels fermés de E. On
appelle topologie limite inductive sur [’espace vectoriel F' = U E,, unique topologie T telle

n
que :

i) T coincide sur chaque F,, avec celle induite par E ;
ii) Une forme linéaire sur F est continue ssi sa restriction a chaque F,, est continue

iii) Toute suite convergente pour T est contenue dans ['un des F,.

Proposition 2.1.4

La topologie limite inductive des espaces de Fréchet (F,), est la topologie d’espace de
Fréchet sur F' = UF” qui est :

a) définie par la famille des semi-normes sur F' dont la restriction a F,, est continue
pour la topologie de F,.

b) la plus fine rendant continue les injections canoniques F,, — F.

Exemple 2.1.2

En considérant les mémes données et notations de l'exemple 2.1.1.

Soit K un compact de KC et soit Dy, (2, C) le sous-espace vectoriel de C* (€2, C) formé des
fonctions de classe C* a support dans K.

Muni de la topologie induite par celle de C*(Q,C), Dg (2, C) est fermé; donc c’est un
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2.1. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES COMPLEXES

espace de Fréchet.
On pose D (Q,C) = U Dk (2,C) .

Kek
Muni de la topologie induite par celle de C*(2,C), D (Q,C) est un espace vectoriel

topologique qui n’est pas complet. Mais D (Q,C) muni de la topologie limite inductive des
Dg (Q,C) est un espace de Fréchet.

Le cas des (p, q)—formes différentielles

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Soit U un ouvert local de X
de coordonnées (21, ..., 2p). Soit (x1,..., Tn, Y1, ..., Tn) le systeme de coordonnées locales de
X sous-jacent a (z1, ..., 2,). Posons x4, =y;, Vj=1,... n.

Alors (1, ooy Tpy Y1y ey Yn) = (T1, Ta, ...y Tap).
Et X une variété différentiable de C'"*° de dimension 2n sous-jacente a X.
Soit w € Q(X) = Qf ¢(X) une p—forme différentielle complexe de classe C*.

Alors wiy = Z %Ul,,.ipd%l A ... Ndx;, ol Wg...ip e C*(U,C).
1< < o< <20
Soit K C U un compact et a = (ay, ...., g, ) € N** un multi-indice.
Pour w € Q}(X), on pose Pf(wy) = sup |Do‘wg_._ip avec

1<it <o <ip<2n, z€K |a|<s

Blell ool
DO‘ U ] — 11...1p )
Wl (0) = G ()

Soit A un atlas dénombrable de X et U € A. Posons Py ;;(w) = sup Py (wir) avec K
KcU
compact.

Si s < oo alors la famille (PISQU) est une suite séparante de semi-

U ouvert de A, KCU
norme sur §27(X) qui en fait un espace de Fréchet qu’on notera £ (X)

Si s = oo alors la famille (Pj ) est une suite séparante de

U ouvert de A, KCU, seN
semi-norme su "(X) qui en fait un espace de Fréchet qu’on notera £"(X)

Si K est un compact de X, on note Dy (X) (resp Df (X)) le sous-espace vectoriel de
E"(X) (resp £I(X)) formé par les formes différentielles de classe C*° (resp C*) , de degré
p, a support dans K muni de la topologie induite par celle de £"(X) (resp E(X)).

D7 (X) (resp Dy (X)) est un fermé de £7(X) (resp £;(X)) donc c’est un espace de

Fréchet. Mieux DY ;- (X) est un Banach puisqu’il est induit par une suite finie de semi-

normes qui séparent les points.

On pose D"(X) = U Dy (X) et DI(X) = U D7 (X). D"(X) et D7(X) sont appelés des
K K

r— formes différentielles de classe C™ (resp de classe C*) a support compact.
Muni de la topologie induite par celle de (X)) (resp £(X)), D5(X) (resp DI(X) ) n'est
pas complet donc n’est pas un espace de Fréchet.

On met sur D"(X) (resp D;(X) la topologie limite inductive des topologies induites
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2.2. COURANTS SUR LES VARIETES COMPLEXES

par £"(X) (resp £ (X) ) sur chaque Dg(X) (resp sur chaque Ds (X)) ); ce qui fait de
Dy (X) et de Dy x(X) des espaces de Fréchet.

D’aprés la proposition 2.1.4, la topologie limite inductive des D} (X) (resp D} ;(X)
est la plus fine rendant continue toutes les injections Dy (X) — D"(X) (resp Df x)(X) —
DI(X)) , K compact de X.

Pour cette topologie, une semi-norme sur D"(X) (resp sur D7(X)) est continue si sa
restriction a chaque Dy (X) (resp DY ;- (X)) est continue. On I'appelle topologie forte sur
D"(X) (resp sur D%(X)).

Remarque 2.1.5

Soit p,q deux entiers naturels fixés.

Soit DP1(X) I’ espace des (p,q)—formres a support compact.

Soit 1 = p+ q. Puisque Q"(X) = @ QY(X), done D"(X) = @ D;"(X). Donc
UFw=r uFw=r

DP9 (X)) est un sous-espace vectoriel de D"(X).

Muni de la topologie induite par celle de D™(X), DP9 (X) est un fermé car pour (p,q)

fizé la limite éventuelle d’une suite de DP9 (X) ne peut se trouver que dans DP9 (X).

Ainsi DP9 (X) est un Fréchet.

De méme l’espace DY (X) des (p, q)-formes différentielles sur X de classe C* a support

compact, muni de la topologie induite par celle de D%(X) est un espace de Fréchet.

Remarque 2.1.6

On a les inclusions suivantes
— D(p’q)(X) C D(p 2 (X)) pour tout couple (t,s) d’entiers naturels tels que t < s
— DPO(X) C D(M)(X) pour tout s € N
— DI(X) C Dj(X) pour tout couple (t,s) d’entiers naturels tels que t < s
— D"(X) C DL(X) pour tout s € N

2.2 Courants sur les variétés complexes

2.2.1 Courants

Les notions suivantes sont tirées de [2].
Soit X une variété analytique complexe de dimension n.

Définition 2.2.1 (Courant)

i) On appelle courant de bidimension (p,q) ( ou de bidegré (n —p,n—q) ) sur X toute
forme linéaire continue sur DP9 (X),

i) On appelle courant de dimension r ( ou de degré (2n —r) ) sur X, toute forme
linéaire continue sur D"(X).
On note D'P9 (X)) (resp D'(X)) lespace des courants de bidimension (p,q) (resp
de dimension r) sur X.
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Exemple 2.2.1

Soit Q un ouvert de C* = R?". Un courant de degré 0 sur Q0 est une forme linéaire continue
sur D().

Remarque 2.2.1

1. D°(X) = D'®O(X) est appelé espace des distributions sur X et sera noté D'(X).

2. D’apres la définition 2.1.8, T € D'PD(X) (resp T € D'"(X) ) si et seulement si

pour tout compact K C X, Tng,@(X) (resp Tipr_(x)) est une forme linéaire continue.

Ecriture locale de (p, ¢)-fromes
Soit U C X un ouvert de coordonnées locales (21, ..., z,) et soit T € D'®I(U).
Localement, un courant 7' € D'®9(U) s’écrit de maniere unique
T = Z Til.“ipjlqudzil VANIAN dZip A déjl N A dqu,

1<ip<........ <ip<n,1<j1<onnnns <jq<n
ott les T3, i, .5, € D'(U) sont des distributions.

Définition 2.2.2 (Dérivation d’un courant)

Soient X une variété analytique complexe de dimension n, Q C X un ouvert et T € D, ().
Lopérateur de différentiation extérieure d défini pour les formes différentielles s’étend aux
courants de la maniére suivante :

si @ € D*"HQ), alors (dT, @) = (—1)" T, dyp).

De méme, le 0 s’étend o T de la maniére suivante :

il existe (p,q) € N? avec p+q=r, tel que T € D'®D(Q), on a (0T, p) = (—1)1 YT, D)
Vip € Din-pn-a-1)()).

De plus, ces opérateurs vérifient d> = 0 et 9 =0.

Courant d’ordre k£ € N
On a
DP9(X) = () DRI(X).
keN

DP4(X) est dense dans chaque D}(X); donc l'application
i [DY'(X)] — [DPUX)) = D, (X)

T +— T:T\Dp,q(M)
est injective.
[DY4(X)] est par définition le dual topologique de DY (X).
Définition 2.2.3
L’image i([Dy(X)]') identifiée a [DP1(X)] est appelée espace des courants de bidegré
(p,q) et d’ordre k et est notée D;,’fq(X).
Remarque 2.2.2

Soit T € D, (X). Alors T est d’ordre fini k € N si et seulement si T se prolonge
continiment sur D}*(X).
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2.2.2 Courants prolongeables

Les notions sont tirées de [1].

Définition 2.2.4 (Courant prolongeable)

Sotent X une variété analytique complexe de dimension n et 2 C X un domaine. Un
courant T' défini sur §) est dit prolongeable, si T est la restriction a 2 d’un courant (non
unique) T' défini dans X .

Notons D;q(Q) Uespace des courants de bidegré (p,q) définis sur 2 et prolongeables a
X.

Définition 2.2.5 (Fonction définissante)

Une fonction ¢ continue définie sur un ouvert D de C™, a valeurs réelles est une fonction
définissante pour D si, D ={z € D | ¢(z) <0}, bD ={z € D | p(z) =0}

Nous allons énoncé le théoreme de Hahn-Banach qui permet d’étendre les formes
linéaires continues g.

Théoréme 2.2.1 (Hahn Banach : forme analytique) (Rudin théoréme 3.3 p.58)

Sotent E un espace vectoriel et p une semi-norme sur E. Soit F' un sous-espace vectoriel
quelconque de E, et soit A une forme linéaire sur F, majorée par p en chaque point de
F. Alors il existe une forme linéaire A sur E, qui prolonge \ et qui soit majorée par p
en chaque point de E. En particuler, si p est une norme, munissant E d’une structure
d’espace vectoriel normé, alors la norme de A en tant que forme linéaire continue vis-a-vis
de p est égale a la norme de .

Pour 2 CC X, on a les caractérisations suivantes pour les courants prolongeables.

Proposition 2.2.1 (Martineau) [1/
Les propriétés suivantes son équivalentes.
1. T est prolongeable.

2. Le courant défini sur X \ bQ) par T sur Q et 0 sur le complémentaire de Q) est
prolongeable a X .

3. 1l existe une constante C' > 0 et un entier m tel que (T, p)| < C|¢|,.q pour toute
forme différentielle ¢ de classe C™ et a support compact dans 2.

4. 1l existe un monome de dériwation D et une forme différentielle g sur § (restriction
d’une forme différentielle continue sur ) tels que T = Dg sur Q.

Proposition 2.2.2 (Martineau) [1/
Soit X une variété analytique complexe de dimension n et € un domaine de X tel que

Q= Q . L'espace D;)p’q(X) est le dual topologique de D™ P "~9().
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Preuve:
Soit T' € D;zp “/(X), nous allons montrer que T’ admet une unique extension a D"~ "~4(()).

Posons D = X\ Q, D = X \ Q, puisque Q= Q. )
Soient T7 et Ty deux extensions de T a X. T} — T est un courant a support dans D.

Soient f € D" P " 9(()) et K C X un compact qui contient suppf, il existe une constante
Ck et un entier k tels que :

(11 =T, f) | < Ckl|flkx
ot | f|i.r désigne la norme C* sur K.
On va prouver qu'en fait | (1 — Tb, f) | < Cr|flr.xnp, car T1 — T5 est a support dans D.
Soit p la fonction définissante de D.
Posons V; = {z € X/p(z) < %}, J € N*, (vj)jen- est une suite décroissante pour I'inclusion
des domaines de X et N;V; = D.
Associons a (V});en+ une suite de fonctions (¢;);en< de classe C*° sur X, a support dans
V;, & valeurs dans [0, 1] et qui vaut 1 dans Vj ;. Comme 77 — T5 est & support dans D et
D C V; pour tout j € N*, on a :

Ty =T, f) | = [ {p;(Ty = T2), ) | < Cklwjflrx, pour tout j € N*.

l0j flexe = @i flexnv, < | flk kv,
car ¢; =0 en dehors de V; et 0<¢; <1.
Donc

{1y = T, ) | < |flr.icrv;, pour tout j;
ce qui implique
Ty =T, f) | < Ck|flk,xnD>
car D = N, V. o -
Mais |f], xnp = 0 car f =0 sur D, d'ott (T1 — Ty, f) = 0 pour toute f € D"~P "~9((2).
Donc Ty = Ty dans D™ "~4(Q)). On définit I'unique extension 7' de T' & D™ "~9(Q) par
T =Tilpns no@):
Ainsi :
D;lp’q(X) c [Drr ”_q(ﬁ)}/ (*) dual topologique de D"~P "~4((Q)).
Soit T' € [D"~P "~9(Q)] " T est un opérateur linéaire continue sur D": "=4((}) sous-espace
vectoriel de D™P "~9(X) muni de la topologie induite par celle de D"~ "~9(X).
D’apres le théoreme de Hahn - Banach, il existe un opérateur
T D P (X)) — C

linéaire et continu qui étend 7. Donc T'|p est un courant prolongeable et

[Drr (@))€ DE"(X). (%)

(*) et (**) donnent le résultat du théoreme. O

Remarque 2.2.3
Pour ¢ € D" "=4(Q) et T € DyP(X), (T, ) = lim (T, ;) ou (pj)jen est une suite de
j—o0

formes différentielles dans D"~ "~9(Q) qui converge vers ¢ dans D" P "~9(Q))
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2.3  Groupes de 0-cohomologie

Groupes de 0-cohomologie

Soit X une variété analytique complexe de dimension n.
Cohomologie de Dolbeault
On a l'application

5:EPI(X) —s EPIH(X)
v — O,

k=0,...,00
On note B
Zy(X)={fe&(X)|of =0}

Pespace des (p, ¢)—formes différentielles 9—fermées (qui est un sous-groupe de £74(X)) et
BP(X) = {f € &(X) |3 ge & (X) avec dg = [}

espace des (p, ¢)—formes différentielles O—exactes (qui est aussi un sous-groupe de Z2'(X)
car une forme différentielle 0—exacte .
Le groupe quotient

Z(p,fI) X
HP(X) = —’gpq)( ) avee  HPO(X) = HEO(X)
B (X)

est appelé (p, ¢)—ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des (p, ¢)—formes différentielles
de classe C* sur X.
De méme On note

Zoi(X) ={f e DY*(X) | 0f = 0}

Iespace des (p, ¢)—formes différentielles & support compact 0—fermées de classe C* et
BEO(X) = {f € DP(X) | 3 g € DY (X) avec 0g = f}

I'espace des (p, ¢)—formes différentielles & support compact d—exactes de classe C*.
Le groupe quotient

Z5" (X)
p7

HEZP(X) 1= —
’ B (X)

est appelé (p, ¢)—ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des (p, ¢)—formes différentielles
a support compact de classe C* sur X.
L’opérateur 0 défini pour les formes différentielles s’étend pour les courants par dualité.
On dit qu'un courant 7T de bidegré (n — p,n — ¢) défini sur un ouvert  de X est d—fermé
si 9T = 0.
On note

Z@2a(Q) ={T € D, ,(Q) | 0T = 0}.

cour
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On dit qu'un courant T' de bidegré (n — p,n — ¢) défini sur un ouvert  de X est d—exact
s'il existe un courant S de bidegré (n — p,n — q — 1) tel que S = T.
On note

Bra(Q)={0S|SeD,, ()}

cour

Puisque 0 = 0 donc ng{fr)(ﬁ) C Z«Eg&Q)(Q)-
L’espace vectoriel
(p.a)
H(p,q)(Q) = ZCL(Q)
cour B £gﬁqr) ( Q)

est appelé le (p, g)—ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants définis sur 2.
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Chapitre 3

Résolution du 0 pour les formes
différentielles ayant une valeur au
bord au sens des courants

3.1 Résolution du 0 pour les courants prolongeables
d’ordre N

Nous allons nous intéresser a la résoluttion du @ pour les courants de bidegré (p, q)
d’ordre N sur ) et prolongeables ou €2 est un domaine strictement pseudoconvexe de
C". D’apres [1], ces courants sont des duaux topologiques des (n — p, n — q)—formes
différentielles de classe CN & support compact sur . La technique de résolution est
identique & celle de [10] dans lequel Salomon SAMBOU a résolu le d pour les courants
prolongeables. 11 montre qu'il existe une solution du @ pour un courant prolongeable.
Ici Salomon SAMBOU et Mansour SANE ont montré que si le courant est prolongeable
d’ordre 1, alors il admet une solution du 0 qui est aussi un courant prolongeable d’ordre I.
Nous avons d’abord la proposition suivante; il s’agit de la résolution du 0 avec condition
de support.

3.1.1 Pseudoconvexité

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques définitions pour préciser la situation
géométrique dans laquelle nous aurons & résoudre le 0. Pour cela, commencons par
définir dans le cas de plusieurs variables complexes la notion de fonction sous-harmonique.
Ces fonctions nous serviront a définir la pseudoconvexité. La plupart des définitions et
propositions sont tirées de [2]

Définition 3.1.1 (Fonction harmonique)
Une fonction u: D C R? — R de classe C? est dite harmonique si

o 2
Au - 0“u  0“u

36



3.1. RESOLUTION DU § POUR LES COURANTS PROLONGEABLES
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Définition 3.1.2
f:DCcR?* — R?
(z,y) — (ulz,y),v(z,y))

Cas particulier :

est dite harmonique si u et v sont harmoniques.

f:(z,y) € DCR?— (u(x,y),v(x,y)) € R?* de classe C.

ou ov
6_(a) = 8_<a>

Si les fonctions u et v vérifient Va € D 05 y@v alors u et v sont harmo-
6_y(a) = —%(a)

niques donc f est harmonique.

Remarque 3.1.1

(*) Les domaines de C sont aussi des domaines de R? grice a l'isomorphisme x + iy €
C — (z,y) € R~
Par suite, on a lisomorphisme (21, ..., 2zn) € C" = (T1, Y1, -, T, Yn) € R?™.

(**) (v,y) ER? & z=x+iy € C.

Définition 3.1.3 (Fonction sous-harmonique)

Une fonction u définie sur un ouvert D de R? & valeurs dans [—oo, +oo[ est dite sous-
harmonique Si :

i) u est semi-continue supérieurement (s.c.s.), c¢’est-a-dire {z € D ; u(z) < s} est
ouvert pour tout s € R.

[e)

ii) Pour tout compact K C D et toute fonction h continue sur K, harmonique sur K,
telle que h > u sur bK, alors h > u sur K.

Définition 3.1.4 (Fonction plurisousharmonique)

Une fonction u de D C C" dans RU {—o0} est dite plurisousharmonique (psh) sur D
si u est semi-continue supérieurement et si pour tout a € D et w € C", la fonction
A — u(a + \w) est sous-harmonique dans 'ouvert {\ € C | a + \w € D}.

Exemple 3.1.1
Sotent zg € C fizé et C' > 0. Alors la fonction f : Q — C telle que

F(2) = Clog|z — =
est sousharmonique.

Définition 3.1.5 (Fonction d’exhaustion)

Une fonction p continue définie sur un ouvert D de C", a valeurs réelles est une fonction
d’exhaustion pour D si, pour tout ¢ € D, [’ensemble

D.={z€ D/p(z) < c}

est relativement compact dans D.
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3.1. RESOLUTION DU § POUR LES COURANTS PROLONGEABLES
D’ORDRE N

NB Une fonction d’exhaustion p vérifie p(z) — oo quand z s’approche du bord de D
(si D est borné).

Définition 3.1.6

Un domaine D C C" est dit pseudoconvexe sl admet une fonction d’exhaustion plurisou-
sharmonique continue.

Proposition 3.1.1

Soit D un ouvert borné de C". S’il existe une fonction plurisousharmonique continue p
définie sur un voisinage Uyg du bord de §2 telle que

Ua N = {Z € Upn | p(z) < O},
alors € est pseudoconvexe.

Définition 3.1.7 (Domaine a bord lisse de classe C™)

Un ouvert Q C C" est dit a bord lisse de classe C™ en un point p € 0§ s’ existe un
voisinage ouvert Uy, de Q , et une fonction ¢ : U — R de classe C™ telle que

Q={zeU|p(z) <0},
bQ={z€U]|p(z)=0}
et dp(p) # 0. La fonction ¢ est appelée fonction définissante de €2 .

Définition 3.1.8 (Forme de Lévi)

Soit D un ouvert de C" et p une fonction de classe C* sur D. On appelle forme de Lévi
de p en z € D la Hessienne complexe L.p de p en z, c’est-a-dire la forme Hermitienne

n 82 B
C"5 ¢ Lop(Q) = Y ’?(chck.

Proposition 3.1.2

Soient Q un domaine relativement compact de C* a bord de classe C? et p une fonction
de classe C? a valeurs réelles définie sur un voisinage Uy du bord de Q telle que

UbQﬂQ:{ZG UbQ | go(z) <0}
et do(z) # 0 pour tout z € bS.

. — 9p(2)
T () = n E:
Soit T,7(b2) {C e C"| 2. oz,

G = O} I’espace tangent complexe de bS).

Alors §) est strictement pseudoconveze (respectivement pseudoconvexe) si et seulement
si Lo(¢) > 0 (respectivement L,p(C) > 0) pour tout z € b2 et ¢ € TE(bQ) \ 0.
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3.1.2 Résolution du 0 pour les courants prolongeables d’ordre N

Proposition 3.1.3 (Principe du prolongement analytique)

Soit Q un ouvert connexe de C" et f une fonction holomorphe sur Q. Si f s’annule sur
un ouvert de € alors f est identiquement nulle sur Q.

Soit Q un ouvert connexe de C".
St deux fonctions f et g holomorphes dans ) sont égales dans un polydisque contenu dans
Q, alors elles sont égales dans tout €.

Preuve:

Si f, g sont analytiques sur un ouvert U simplement connexe et coincident sur un petit
disque |z — a| < r, alors f — g est analytique sur U et identiquement nulle sur le petit
disque ; donc son prolongement analytique est identiquement nul sur U. U

Proposition 3.1.4 [11]
Soit Q@ C C* un domaine strictement pseudoconvexe a bord lisse de classe C*. Si f €

DY (Q) N kerd, alors il existe g € Di’r_l(Q) telle que 0g = f sur C*, pour 1 <r <n—1.

Preuve: B B
Soit f € DY"(Q) N kerd. Puisque
Hyy(C*) = Hi o (C") = 0,

il existe h € DP"~H(C") telle que Oh = f. Puisque h est une (p,r — 1)—forme sur C* &
support compact, on a 5h|@n\§ = 0. Sir =1, alors hcn\q est une (p, 0)—forme holomorphe
a support compact. Le principe du prolongement analytique 3.1.3 entraine que h = 0 sur
C™\Q. Si r > 1, alors hicmq est une (p,r — 1)—forme différentielle a support compact
de classe C*. D’apres le théoreme (3-1) de [8], il existe § € CP"(C*\ Q) telle que
00 = hyemg- Soit 6 une extension de 0 a Q. Posons u = h — 8. Alors du = 0h = f et u
est a support compact sur €. ]

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréeme 3.1.1 [11]

Soit Q CcC C" un domaine strictement pseudoconvexe a bord lisse de classe C*°. Si T est
un courant de bidegré (0,7), d’ordre N, prolongeable et O fermé sur 2, alors il existe un
courant S de bidegré (0,7 — 1), d’ordre N sur Q, prolongeable, et tel que S =T sur
pour 1 <r <n.

Preuve:
Considérons 'application

Ly : 0D (Q) —s C
o — (T, )

Pour la démonstration, nous avons besoin des deux lemmes suivants.
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Lemme 3.1.1
Ly est bien définue.

Preuve:

Soient ¢ = dp et Y" = ' telles que dp = ', on a (¢ — ¢ ) = 0 et par conséquent
@ — ¢ est une (n,n — r)—forme différentielle de classe CN & support compact sur € et 0
fermée.
Sin—r =0, alors ¢p—¢ est une (n, 0)—forme holomorphe & support compact dans Q. Alors
¢ — ¢ =0 d’apres le principe du prolongement analytique. Donc on a (T, @) = <T, go/> ie
Lr(9p) = Lr(9¢).
Sin —r > 1, d’apres la proposition 3.1.4, ¢ — ¢ = 90 ot1 € D" "' (Q) qui est un
espace de Banach. Puisque D" (Q) est dense dansDy" (), il existe (6;);en une
famille d’éléments de D" (Q) telle que jligrnoo 90; = 00 dans D" "(Q). Comme T

est une forme linéaire continue sur D"~ "(Q) et 9T = 0 sur €, On a alors

(T,80) = lim (T,0,) = 0.

Jj——+oo

Ce qui entraine (T, ¢) = (T, ') ie Lr(dp) = Ly(dy'). Donc Ly est bien définie et est
linéaire. O
Lemme 3.1.2
L est continue.
Preuve:
Pour montrer que Ly est continue, il suffit de montrer que I'image réciproque de tout
ouvert U de C par L' est un ouvert de D3"~"(Q). Par définition de Ly, on a Lyod = T.
Par ailleurs, T" est continu et pour 1 <r <n —1,

d:DY"(Q) = DY THQ) N kerd
est un opérateur linéaire continu et surjectif entre espaces de Fréchet donc ouvert.

~ Soit U un ouvert de C, on a L' (U) = (T'(U) ou (T"H(U) est un ouvert de
ODN""(2) et est une application ouverte d’ott L;'(U) est un ouvert. O

Suite de la preuve du théoreme. D’apres le lemme 3.1.1 et le lemme 3.1.2, I'application
Lt est bien définie et continue. Il est évident qu’elle est aussi linéaire. De plus

ODY T (Q) = DY THQ) Nkerd € DYTHQ).

Donc

Ly : 0D (Q) —» C

est définie linéaire et continue. D’apres le théoreme de Hahn-Banach Lt se prolonge en

une forme Ly linéaire et continue sur D" (Q).
(=)"(0Lr, @) = (L1,0¢) = (T, ), ¥V p € D"""(Q).

Donc Ly est un courant prolongeable d’ordre N et T' = (—=1)"Ly; ainsi (=1)"Lyp est
solution de 0S = T et est un courant prolongeable. 0
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3.2. APPLICATION A LA RESOLUTION DU d POUR LES FORMES
AYANT UNE VALEUR AU BORD AU SENS DES COURANTS

3.2 Application & la résolution du 0 pour les formes
ayant une valeur au bord au sens des courants

3.2.1 Remarque sur ordre d’un courant qui prolonge un forme
différentielle a croissance polynomiale.

Nous nous intéressons ici a I’étude de 'ordre d'un courant qui prolonge une forme
différentielle a croissance polynomiale d’ordre N. Nous montrons qu’il existe un courant
qui prolonge la forme a croissance polynomiale dont 'ordre est le méme que celui de cette
forme. Un tel courant d’ordre N est un courant prolongeable. Nous allons d’abord établir
le résultat suivant.

Proposition 3.2.1

Soit U :0,to[xR™ — R une application vérifiant

K
lu(t, z)| < e Vt €]0,t[, Vz e R",

pour un certain K > 0 et un certain N > 0. Alors une primitive d’ordre [N| par rapport a
t de u est intégrable sur [0, to]; [N] désignant la partie entiére de N.

Preuve:
On a:

si0< N<1
o K 1—-N1to

donc u(t, x) est intégrable par rapport a t sur [0, to].

Si N>1;

On construit une suite de primitives d’ordre k& < [N] de u comme suit : pour tout ¢ €]0, ¢,
on pose

to
wt.) = [ wnalpa)dy V=1, [N
t

avec ug(y, z) = u(y, ).
Montrons par récurence que pour tout k < [N], on a

to
un(t, 7] < / /Ny (R
t

ol «y, étant une constante qui ne dépend pas de k.
Pour k=1, on a

to
t

to to
fur(t, )] = | / uly, 2)dy| < / fuly, 2)|dy < K / Ny,
t t
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3.2. APPLICATION A LA RESOLUTION DU d POUR LES FORMES
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Supposons qu’on a la relation(Ry) jusqu’a 'ordre [IN] — 1 et montrons qu’on a aussi (Rgi1).
On a

to
i (t,)] = | / wn(y,x)dy| < / ey, 7)\dy

/ ak/ uF N du) dy

— N N =t dy
to
<Ok / y*Ndy.
t
Ainsi on a bien la relation (Rj) pour tout k = 1, ..., [N]. En particulier,

to
lupn (t, )] < oz[N}/ y[N]_N_ldy.
¢

[N=N-1q —l(tt) , NeN
. y Y AR S?
Et puisque t
PR { (N — [N])"1 (=N —fM=Ny o,
Donc upn(t, ) est intégrable par rapport a ¢ sur [, o). O

Définition 3.2.1 (Fonction a croissance polynomiale)

Soit Q@ C C™ un domaine borné. On dit qu’une fonction f de classe C*° définie sur ) est
a croissance polynomiale d’ordre N > 0, s’il existe une constante C' telle que pour tout
z€8Q, ona

F(z)] <

d(2)N

ot d(z) désigne la distance de z au bord de €.
Une forme différentielle de classe C* sur () est a croissance polynomiale d’ordre N > 0 si
ses coefficients sont a croissance polynomiale d’ordre N.

Ainsi la proposition suivante est la conséquence de la précédente.

Proposition 3.2.2

Soient 0 CC C™ un domaine a bord lisse de classe C*° et f une fonction a croissance
polynomiale d’ordre N sur €. Alors il existe une distribution d’ordre N a support compact
qui prolonge f au sens des courants.

Preuve:

D’apres [1], une distribution G définie sur €2 est prolongeable si et seulement si, il existe
des constantes C' et m telles que | (G, ¢) | < Cl|¢ll,q ot ||.[l,.q est la norme de C™(Q).
Considérons 'application

[f]: DN(Q) c CN(Q) —
90—>/f<p
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Montrons que [f] est continue.
Pour cela il suffit de montrer que

| / fol < Cliglna

pour toute (n,n)—forme différentielle ¢ de classe O™ & support compact sur Q.

Pour z € Q suffisamment proche du bord b2 de 2 , on peut prendre d(z) comme la
premiere composante d'un changement de coordonnées (t1, ..., ta,) dans un ouvert local
contenant z et il existe alors un ¢ > 0 tel que |f(z)| < &. Puisque b est compact, on
peut le recouvrir par un nombre fini d’ouverts (U;);=1..._, ou chaque U; est un ouvert de
coordonnées (t, 1, ..., Ta,_1) pour lequel on a |f(z)| < tﬁN pour tout z € U;. D’apres la
proposition précédente, pour tout i = 1,...,p, une primitive d’ordre [N] de f|y, notée

p
U[iN} (t,z) est intégrable par rapport a ¢ sur U;. Posons U = U U;. On a

/Qf.soz Q\Uf-w+/Uf.90-

..........

p
Jp= / f.0:p
/U ; U;
p .
i=1 Y Ui

D’apres le théoreme de Stokes

p
/f.gOZ Z:I:/ Uty D™M6;0.
U i=1 Ui

Ainsi
p .
[ £01=Y [ 10lD™80)
U i=1 Y Ui
<Cill¢llna
et

| orel< / L Irelav

QU
<( [ 1f1av) lelos
O\U

<Callelloq
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3.2. APPLICATION A LA RESOLUTION DU d POUR LES FORMES
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ou dV est I'élément de volume.
D’ou

| / fol < Cliglxa.

Donc [f] est continue.

[f] est linéaire continue. Puisque DV (Q) est un sous-espace vectoriel de CV(Q) donc
d’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe F': CV(Q) — C une application linéaire
et continue qui prolonge [f]. Puisque | (f, o) | < Cll¢llyg Ve € CN(Q), alors d’apres le
deuxieme point du théoreme de Hahn Banach | (F) | < Cll¢|lyg Ve € CN(Q). F est
un prolongement de [f] d’ordre N et a support compact dans 2. O

3.2.2 Preuve du Théoreme principal

Définition 3.2.2

Soit Q0 CC C™ un domaine a bord lisse de classe C'*°, de fonction définissante p. Posons
Q. ={2€ Q| p(z) < —¢} et 1§ désigne le bord de ..

Soit f une fonction de classe C* sur ). On dit que f admet une valeur au bord au sens
des distributions s’il existe une distribution T définie sur le bord bS2 de € telle que pour
toute fonction p € C*(bQ2), on a :

lim foedo=<T, o>
e—0 b

ot st ¢ une extension de ¢ a § et i : b2, — C" ['injection canonique, ¢. = itp; do
désigne [’élément de volume.

Une forme différentielle de classe C'*° sur £ admet une valeur au bord au sens des courants
si ses coefficients ont une valeur au bord au sens des distributions.

Remarque 3.2.1

On note DP(Q) Uespace des (p, q)—formes différentielles de classe C*° sur Q ayant une
valeur au bord au sens des courants.

Proposition 3.2.3

Soit Q) un domaine a bord lisse de classe C™ et soit f une fonction a croissance polynomiale
sur ). Alors f admet une valeur au bord au sens des distributions.

Preuve:
Elle est divisée en trois parties.
Considérons ¢, ¢. et » comme dans la définition 3.2.2.

(1) On montre dans la premiere partie que si lim,._,o be fp-do existe, alors elle ne

dépend pas de I'extension ¢ de ¢ choisie.

(2) Dans la deuxiéme partie on montre que ( beE fedo)eo est une famille de Cauchy.
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(3) Enfin dans la troisieme partie on montre que l'application qui a

) — hm/ feedo

e—0

définit une distribution sur bf2.

(1) Démonstration de la premiere partie
Soit ¢ et ¢ deux extentions de classe C® de ¢; » — ¢ = 0 & l'ordre infini sur bS2.

Posons ¢ = ¢ — @'

Soit x € bS). et xy le point le plus proche de x dans b2, d’apres la formule de Taylor

Y(x) — (wo) = o (||lz — m0]|¥), Yk >0
=o (), Vk > 0.

Ceci entraine que ¥(z) = o(e*), Vk > 0.
Soit N l'ordre de f; on a :

\/bggfz/}da\g/b |f¢]do<0/

Vk>0

Il suffit de choisir £ > N pour que

D’ou le résultat.

lim fodo = 0.
e—0 b

(2) Démonstration de la deuxieme partie
Puisque f est prolongeable en une distribution F' a support compact, donc F' est
d’ordre fini m, et on a :

(F,¢) = lim
e—0 b

fodV

ou dV désigne I'élément de volume.
En plus, si F' prolonge f, alors % prolonge 7% au sens des distributions Vj =
J J

1,2,...n

d’ou le résultat.

af
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3.2. APPLICATION A LA RESOLUTION DU d POUR LES FORMES
AYANT UNE VALEUR AU BORD AU SENS DES COURANTS

(3) Démonstration de la troisieme partie
L’application

C®(bQ) — C

@ — lim fpedo
e—0 b
est une application linéaire.
Il suffit de montrer qu’elle est continue pour qu’elle définisse une distribution.
Puisque beE fpedo a une limite qui ne dépend pas de l'extension choisie, considérons ¢
telle que :
|@lng < Cli@llmpe , ot m est Pordre de F.

2n
: oF 0 .
g [, e =3 (G52 + (P

<C|@llmi1m
SCHHSOHm—i-l,bQ§

d’ou le résultat. O

Preuve: (Preuve du théoréme principal)

D’apres [9], si f est une forme différentielle 0—fermée, ayant une valeur au bord au sens
des courants sur € alors [f] est un courant prolongeable. Puisque 2 est compact, alors [f]
est d’ordre fini. Soit S une extension & support compact dans 2 de u olt u est un courant
prolongeable sur € de méme ordre que f. Considérons le courant F défini par F = 0.5 qui
est un prolongement de f & support compact dans Q et d’ordre fini (.

D’apres la formule de —homotopie de [3] on a : S = R.S 4+ A0S + 0A.S. Or 0S = F
ou R, est un opérateur régularisant et A, un opérateur qui augmente la régularité de %
Ainsi S = R.S + AF + 0A.S alors 0S = 0(R.S + AF) = F donc (RS + AF) |q est
une autre solution de I’équation du = f.

Or R.S est une forme de classe C'™° a support compact dans un e—voisinage du support
de S, donc bornée sur 2. Donc A F' est le mauvais terme de la solution R.S + A F, au
sens ou il n’admet pas immédiatement de valeur au bord. Sa régularité est meilleure que
celle de F' dans un e—voisinage V¢ du support de F. Puisque F' = 0 sur V\Q et F est
O sur €2 donc F' est O sur V. Ainsi A Fjq est donc C°°. Montrer qu’il a une valeur
au bord au sens des courants. Il nous suffit pour avoir le théoreme de montrer que A F
restreinte a €2 admet une valeur au bord au sens des courants. Or A F' est de méme nature
que (F), K (z,€)) ou K (z, £) est le noyau de Bochner Martinelli Koppelmann.

Nous allons donc montrer que (F, K (z,&)) admet une valeur au bord au sens des courants.
u(z) = (F, K (z,£)) pour tout z € . Soit z € £, p une fonction a support compact sur

d(:)>, ou d(z) est la distance

Bz, d(;) comprise entre 0 et 1 qui vaut 1 sur B (2’, r(z) =

de z au bord de €. On a
u(z) = (F, pK(Z, §)) +(F.(1 - p)K(z, §)).
Posons uy(2) = (F, pK(Z, &)) = LEQ pf NK(z, €).

uy est une forme de classe C'*° sur {2 ; donc admet une valeur au bord au sens des courants.
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Posons us(z) = (F, (1 — p)K(z, &)). Puisque [ est I'ordre du courant F' qui prolonge f,
on a :

uz(2) <C [ (1= p)K (2, €) g
<C (1 =p)K( Ol a5, 42

!
C
<  sup —————— +des termes moins mauvais
B 2 € — o1
LO\B(z, &£
1
C
= sup i
lQ\B( ) (42)
111
C

Donc uy est une forme a croissance polynomiale sur €2 d’ordre 2n — 1 + [; alors elle
admet une valeur au bord au sens des courants d’apres la proposition 3.1 de [11] .
OJ
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons éssayé de détailler I'article [11] de Salomon SAMBOU et
Mansour SANE sur la résolution du @ pour les formes différentielles ayant une valeur au
bord au sens des courants dans un domaine strictement pseuoconvexe de C".

Nous avons vu que pour aboutir a leur résultat, les auteurs ont d’abord exploité les résultats
de [9] qui ont montré qu'une forme différentielle -fermée qui a une valeur au bord au
sens des courants définit un courant prolongeable d’ordre fini sur un domaine relativement
compact. Ensuite en s’inspirant de la résolution du @ pour les courants prolongeables de
[10], ils ont résolu le & pour les courants prolongeables d’ordre fini. Enfin ils ont utilisé la
formule de d-homotopie de Chirka [3].

Puisque les auteurs ont travaillé sur un ouvert strictement pseudoconvexe sur C", ce
résultat serait-il vrai pour un ouvert pseudoconvexe d’une variété analytique complexe ?
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