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Résumé
Ce mémoire reprend l’article publié par notre directeur et ses co-auteurs, dans le but

d’approfondir certaines notions et résultats. la notion d’observateur est abordée pour
estimer la proportion d’escargots infectés et le paramètre de transmission escargot-homme
pour un modèle décrivant l’évolution de la schistosomiase en l’occurrence la version homo-
gène du modèle classique de McDonald et le résultat mesurable : le nombre de schistosomes
femelles par hôte.
La méthode proposée consiste à concevoir un système dynamique auxiliaire, appelé obser-
vateur, dont les solutions convergent exponentiellement vers celles du système du modèle
de la schistosomiase.
Ces estimations sont au cœur de deux des stratégies de contrôle de la schistosomiase,
à savoir l’utilisation de molluscicides et l’administration massive de médicaments aux
populations consernées.
Pour les stratégies de contrôle à plus grande échelle, un modèle hétérogène a été étudier
qui se compose d’un nombre arbitraire de groupes d’hommes (villages) et d’un nombre
arbitraire de sources d’eau douce, habitats naturels des escargots.
En effet, avec les hypothèses sur la charge de vers sur les hommes infectés dans chaque
parcelle ou groupe, il a été proposer une méthode d’estimation de la proportion d’escargots
infectés dans chaque habitat naturel d’escargot.
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Chapitre 1

Introduction générale

La schistosomiase, également connue sous le nom de bilharziose, est une maladie
parasitaire majeure qui cause plus de 200 millions de morbidités et plus de 700 millions de
personnes sont à risque dans le monde (voir [18] et [54]). La maladie sévit principalement
dans les zones tropicales et subtropicales. Elle tombe sous l’égide des maladies tropicales
négligées et n’est dominée que par le paludisme en termes d’incidence et de fardeau
économique dans les régions endémiques. Par conséquent, comprendre les mécanismes à
l’origine de la transmission de la schistosomiase et fournir des outils pour la contrôler
devrait être une priorité mondiale.
La schistosomiase est le produit final d’un cycle biologique complexe qui implique deux
hôtes (les Hommes et les escargots) ; deux agents pathogènes de transmission libres (les
cercaires et miracidiums) et une variété d’environnements.

En effet, la transmission globale se déroule comme suit : les œufs de schistosomes sont
secrétés par l’Homme dans l’environnement via l’urine ou les matières fécales (selon les
espèces de schistosomes). Les œufs éclosent et libèrent les miracidiums après un contact
avec de l’eau douce. Les miracidiums infectent les escargots d’eau à travers leurs tissus
mous, ce qui entraîne une amplification du nombre de parasites par reproduction asexuée.
Le parasite quitte l’hôte intermédiaire en l’occurrence l’escargot à travers les cercaires qui
peuvent pénétrer la peau des hommes au contact avec l’eau, complétant ainsi le cycle de
vie.

Figure 1.1 – cycle de transmission
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Différentes stratégies d’intervention ont été mises en œuvre pour tenter d’éradiquer la
schistosomiase ou d’atténuer sa morbidité dans de nombreux pays endémique [34]. En effet,
la campagne d’administration massive de médicaments a été largement utilisée avec plus
ou moins de succès. Cependant, cette méthode a montré ses limites en raison de facteurs
tels que le développement de la résistance aux médicaments , les difficultés à maintenir
la couverture d’une masse critique de la population cible et la rareté des ressources pour
entreprendre des programmes à l’échelle nationale( voir [26] et [47]) . La deuxième stratégie
de lutte consiste à contrôler les escargots hôtes intermédiaires à l’aide de molluscicides
chimiques. Toutefois, cette stratégie de contrôle présente deux principaux défis : évaluer le
nombre d’escargots infectés dans une source d’eau douce donnée et les habitats d’escargots
à cibler. L’objectif de ce mémoire est d’aborder ces deux dernières questions.

Vue le coût exorbitant des deux stratégies de contrôle de la maladie, il serait pertinent d’ex-
plorer d’autres solutions plus économe. C’est ainsi que l’estimation du nombre d’escargots
infectés dans une source d’eau douce est obtenue à travers des modèles mathématiques.
L’utilisation des modèles mathématiques pour comprendre la dynamique des interactions
entre l’hôte et les vecteurs remonte à l’article de Ross de 1911 [41]. Ross fournit un modèle
donnant l’évolution globale du paludisme, une maladie causée par le parasite Plasmo-
dium falciparum transmis entre hôtes humains et Anophèles femelles. Comme mentionné
ci-dessus, la schistosomiase a un cycle de transmission quelque peu similaire mais plus
complexe et son modèle mathématique a d’abord été donner par Macdonald [37] et plus
tard développé dans des directions différentes et les références qui y figurent dans [4], [8],
[9] et [40].
L’estimation des variables d’états et/ou des paramètres du modèle est un problème ré-
current en épidémiologie en général et dans la compréhension de la dynamique de la
schistosomiase en particulier. Par exemple, certains paramètres des modèles de schistoso-
miase, comme la durée de vie des escargots, pourraient être obtenus expérimentalement
(2-3 ans) (voir [24] et [48] ) ou la durée de vie des hôtes humains. Certains paramètres sont
inconnus et très difficiles à estimer. C’est le cas du taux de transmission escargot-homme.
Cependant, l’estimation de la valeur de ce terme de transmission escargot-homme est cru-
ciale dans une stratégie de lutte qui consiste à bloquer la transmission de la schistosomiase.
De plus, une facette de cette stratégie est la lutte chimique, dans laquelle des molluscicides
chimiques sont utilisés pour cibler les escargots infectés dans un environnement donné.
C’est également une tâche difficile car elle nécessite de faire la distinction entre les escargots
non infectés et infectés dans les environnements naturels. De plus, à notre connaissance,
il n’existe aucune méthode dans la littérature qui estime les escargots infectés dans une
source d’eau.

C’est dans ce cadre que ce mémoire utilise des éléments de la théorie du contrôle pour
estimer la proportion d’escargots infectés dans une source d’eau douce donnée et le taux de
transmission escargot-Homme. En effet, la schistosomiase, également connue sous le nom
de maladie de la pauvreté, est endémique dans les pays en développement où les ressources
sont très limitées et les habitats des mollusques (mares, marais, sources d’eau douce, ...)
sont répandus. Et donc, déterminer quels habitats d’escargots ciblés pour un contrôle
biologique ou quel(s) groupe(s) d’âges ou patch(s) humain(s) ciblés pour l’administration
massive de médicaments, est un problème majeur [40]. Pour la schistosomiase, il est
largement rapporté qu’il est possible de mesurer le nombre de parasites par hôte (voir [12]
et [52]) en utilisant des matières fécales ou de l’urine.

Le point focal de ce mémoire est de développer un cadre général pour estimer la propor-
tion d’escargots infectés et le paramètre de transmission escargot-homme en utilisant les
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données disponibles et l’évolution temporelle de la schistosomiase. Plus précisément, la
méthode consiste à construire un observateur.

Un observateur est un système dynamique auxiliaire qui utilise les données disponibles
sur certaines variables d’état et/ou paramètres et fournit des estimations dynamiques des
variables d’état non mesurées. Les solutions de ce système dynamique auxiliaire doivent
converger (le plus vite possible) vers les solutions du système original. La notion d’observa-
teur trouve son origine dans la théorie des systèmes [36]. L’utilisation de cet outil puissant
de la théorie du contrôle est récente en épidémiologie (voir [1], [7] et [14]).

Ce mémoire est composé de cinq chapitres présentés comme suit :
Après l’introduction générale, le chapitre 2 est consacré aux rappels de quelques
outils de base et des résultats utiles pour notre travail notamment les préliminaires sur les
observateurs.
La transmission de la schistosomiase à plus grande échelle est abordée dans les chapitres 3
et 4.
Dans le chapitre 3, le modèle classique de l’évolution de la schistosomiase de Macdonald
(voir [8], [9] et [52]) a été revisité et en supposant que la sortie mesurable est la variable
d’état considérée est le nombre de schistosomes femelles. Avec l’observateur, on pourra es-
timer la proportion d’escargots infectés et le taux de transmission escargot-homme inconnu.

Le chapitre 4 est consacré à un modèle de schistosomiase hétérogène, qui est composé
d’hôtes humains, structurés en groupes ou patchs qui interagissent avec les escargots, struc-
turés en diversers habitats naturels (étangs, eau douce, etc.). En supposant la possibilité
de mesurer la charge de vers chez les hôtes dans chaque groupe : il s’agit d’une technique
de routine disponible dans la plupart des pays.

Pour ce dernier modèle, l’observateur fournit un outil pour estimer la proportion
d’escargots infectés dans chaque habitat d’escargots, permettant ainsi une carte pour
optimiser l’allocation des ressources dans le contrôle de la schistosomiase.
Enfin le chapitre 5 est une conclusion qui récapitule le travail et ouvre des pistes de
recherches sur ce sujet.
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Chapitre 2

Outils mathèmatiques

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous rappelons des notions fondamentales et des concepts de base

d’analyse utilisés tout le long de ce travail. Pour une bonne étude des modèles épidémiolo-
giques, ces importantes notions sont énoncées sous forme de définitions, théorèmes.
Nous avons accordé une attention particulière à la notion d’observateur qui revêt un
caractère central pour cette partie. Pour plus de détails, des références dans la littérature
seront systématiquement données.
Considérons un phénomène biologique dont l’évolution est donnée par un système dyna-
mique :

ẋ = f(x, θ) (2.1)

où x est le vecteur représentant les variables d’état et θ le vecteur de paramètres du modèle
considéré. Supposons que seules certaines ou une combinaison de variables d’état soient
disponibles comme mesures. Dans la nomenclature de la théorie du contrôle, cette quantité
est appelée sortie mesurable et est notée par y = h(x) où h est une fonction lisse de l’état
x. Le système d’entrées-sorties qui prend compte de la dynamique du système avec les
données disponibles est donné par : {

ẋ = f(x, θ)
y = h(x). (2.2)

Prenons l’écriture simplifiée
ẋ = X(x), x ∈ Ω. (A.1)

On suppose que pour tout x ∈ Ω, cette équation admet une seule solution Xt(x) définie
pour tout t ∈ R. Dans la suite nous choisissons Ω = Rn.

2.2 Notion de stabilité
Définition 2.2.1 (ensemble absorbant)

Supposons que le système (A.1) est tel que f est de classe C1 et que Ω est un ouvert
de Rn. Supposons de plus que cette équation admet des solutions quel que soit t ≥ 0. Un
voisinage D de Ω est dit absorbant suivant (A.1) si tout voisinage borné de K de Ω satisfait
f(t,K) ⊂

◦
D pour tout t ≥ 0 (resp. t ≤ 0 ).

On considère maintenant que le système autonome (A.1) est de classe C1 et qu’il
satisfait f(t,K) ⊂

◦
D. On peut, quitte à reparamétrer les trajectoires considérer qu’il est
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complet. Cela signifie que l’on peut trouver une fonction φ(x) telle que ẋ = φ(x)f(x) soit
complet.

Définition 2.2.2 (ensemble invariant)
On dit qu’un ensemble M est positivement invariant pour le système (A.1) si pour tout
x0 ∈ M on a x (t, x0) ∈ M pour tout t ≥ 0.

Pour prouver qu’un ensemble est positivement invariant, nous utilisons en général le
théorème suivant dit théorème de la barrière.
Théorème 2.2.1 [40]
Soit H : Rn → R une fonction differentiable, a ∈ R et ∇H(x) ̸= 0 pour tout x ∈ H−1(a) =
{x ∈ Rn : H(x) = a}.
Soit

G = {x ∈ Rn : H(x) ≤ a} .
Si ⟨∇H(x), X(x)⟩ ≤ 0 pour tout x ∈ H−1(a), alors G est un ensemble positivement
invariant pour le système (A.1).

Lemme 2.2.1 Soit Ω un ouvert contenant un point x0 de la frontière de G,
∂G = {x | H(x) = 0}.On suppose qu’en tout point x de ∂G ∪ Ω on a∇H(x) ̸= 0 et

⟨X(x)|∇H(x)⟩ ≤ 0
alors aucune trajectoire de X ne sort de G par ∂G ∪ Ω.

Preuve 2.2.1 On va décomposer la démonstration en deux cas. Dans le premier cas, on
suppose qu’en x0 on a:

⟨X (x0) | ∇H (x0)⟩ < 0
Par un argument de continuité, il existe ε > 0 et une boule de centre x0 et rayon η telle
que pour tout y ∈ B (x0, η) on ait:

⟨X(y) | ∇H(y)⟩ < ε < 0

On considère la trajectoire Xt (x0) issue de x0. Pour t ≥ 0 suffisamment petit, elle reste
dans la boule B (x0, η). On a

d

dt
H (Xt (x0) = ⟨∇H (Xt (x0) |X (Xt (x0))⟩ < ε < 0

Ce qui prouve que Xt (x0) ∈
◦
G. Supposons maintenant que ⟨X (x0) | ∇H (x0)⟩ = 0. On

considère le champ
Xc(x) = X(x) − ε

∇H(x)
∥∇H(x)∥

Ce champ vérifie, pour tout ε > 0 l’hypothèse de la démonstration suivante sur Ω ∪ ∂G.
Soit η tel que la boule fermée B (x0, η) soit dans Ω. On choisit t ≤ T suffisamment petit
tel que Xt (x0) ∈ B (x0, η). Comme Xε est un champ ε-approché de X, on applique le
lemme de Gronwall :

∥Xε
t (x0) −Xt (x0)∥ ≤ ε

eLT − 1
L

Ceci prouve qu’en choisissant T suffisamment petit on aura

Xϵ
t (x0) −Xt (x0) ∈ B (x0, η)

Ceci montre par le même argument que la Preuve précédente que Xε
t (x0) ∈

◦
G, par

conséquent Xt (x0) est limite de points de G qui est fermé, donc dans G. La trajectoire
issue de x0 ne peut quitter G localement. Comme ceci est vrai pour tout point x0 de ∂G,
on a montré le résultat sur Ω.
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2.2.1 Attractivité
Définition 2.2.3 Un point x̄ ∈ Ω est un point d’équilibre pour le système (A.1) si
X(x̄) = 0

Définition 2.2.4 Un point x̄ est dit attractif s’il existe un voisinage U ⊂ Ω de x̄ tel que :
lim
t∞

Xt(x) = x̄; ∀x ∈ U .

Définition 2.2.5 Soit A l’ensemble des points x ∈ Ω pour lesquels lim
t→∞

Xt(x) = x̄.

A est appelé bassin d’attraction de x̄.
Un équilibre est dit globalement attractif si A = Ω c’est à dire si

∀x ∈ Ω, lim
t→∞

Xt(x) = x̄.

2.2.2 Stabilité au sens de Lyapunov
Le système est stable (Lyapunov stable) en x̄ si :

∀ϵ > 0, ∃γ > 0 : ∀x ∈ Ω, ∥x− x̄∥ < γ ⇒ ∥xi(x) − x̄∥ < ϵ

Si le système n’est pas stable en x̄, on dit qu’il est instable en x̄ ou que x̄ est instable pour
le système (A.1).

Cette définition signifie que, quelle que soit la boule d’exigence de rayon , il est toujours
possible de choisir une certaine sous-boule de rayon r telle que pour toute condition initiale
comprise dans cette sous-boule, la trajectoire résultante sera, en tout temps, comprise dans
la boule d’exigence de rayon .
Dans un langage plus imagé, un petit déséquilibre initiale n’entraine qu’un petit désequilibre
au cours du temps, déséquilibre qui peut très bien être permanent. Il existe plusieurs notions
de stabilité :

— Stabilité asymptotique.
— Stabilité exponentielle.
— Stabilité locale et globale.

Définition 2.2.6 (Stabilité asymptotique).
Le point d’équilibre x̄ est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

Outre la stabilité, la stabilité asymptotique exige l’existence d’un voisinage du point d’équi-
libre, tel que pour toute condition initiale appartenant à ce voisinage, l’état x(t) converge
vers x̄ lorsque le temps tend vers l’infini.
Cependant, la définition de la stabilité asymptotique ne donne pas une idée sur la rapidité
de convergence de la trajectoire x(t) vers le point d’équilibre x̄. D’où la notion de stabilité
exponentielle.

Définition 2.2.7 [56] (Stabilité exponentielle).
Le point d’équilibre x̄ est exponentiellement stable s’il existe α > 0 tel que, ∀ϵ > 0, il existe
ρ(ϵ) tel que

∀t ≥ t0, si ∥x0 − x̄∥ ≤ ρ ⇒ ∥x(t) − x̄∥ < ϵ ∥x̄− x0∥ exp (−α (t− t0))

Définition 2.2.8 [56] (Stabilité Globale).
Si la condition de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est vérifiée pour tout Rn, le
point d’équilibre est globalement asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable.
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Définition 2.2.9 (Fonction de Lyapunov)
Soit V : Ω → R une fonction de classe C1.
V est dite fonction de Lyapunov pour le système (A.1) si V̇ (x) ≤ 0, ∀x ∈ Ω.

Les théorèmes ci-dessous seront plus souvent utilisés pour montrer la stabilité du point
d’équilibre sans maladie.

Théorème 2.2.2 (Lyapunov 1892) [23]
Soit x = 0 un point d’équilibre du système (A.1), et D ⊂ Rn un domaine contenant
l’origine. S’il existe une fonction de Lyapunov V définie sur D, alors le point d’équilibre
xE = 0 est stable. Si en plus, V̇ (x) < 0, ∀x ∈ D − {0}, alors x = 0 est asymptotiquement
stable.

Preuve 2.2.2 Soit ε > 0, choisissons r ∈ (0, ε] tel que

B(r) = {x ∈ Rn, ∥x∥ ≤ r} ⊂ D.

Soit α = min
∥x∥=r

V (x). Alors α > 0 (par la première hypothèse du théorème). Choisissons
β ∈ (0, α) et soit

Ωβ = {x ∈ B(r), V (x) ≤ β}.
Alors Ωβ est dans l’intérieur de B(r), car dans le cas contraire, il existerait p ∈ Ωβ qui soit
en même temps sur la frontière de B(r). En ce point p, on aurait,

V (p) ≥ α > β

or, pour tout x ∈ Ωβ, V (x) ≤ β, ce qui constitue une contradiction.
L’ensemble Ωβ a la propriété suivante : n’importe quelle trajectoire dans Ωβ, issue de t = 0
reste dans Ωβ pour tout t ≥ 0. En effet, par la deuxième hypothèse du théorème nous
avons

V̇ (x(t)) ≤ 0 ⇒ V (x(t)) ≤ V (x(0)) ≤ β, ∀t ≥ 0.
Par la compacité de l’ensemble Ωβ, on conclut que le système (A.1) a une unique solution
pour tout t ≥ 0 tel que x(0) ∈ Ωβ. Comme V est continue et vérifie V (0) = 0, il existe
alors δ > 0 tel que

∥x∥ ≤ δ =⇒ V (x) < β.

Par suite
B(δ) ⊂ Ωβ ⊂ B(r)

et les implications suivantes sont vérifièes

x(0) ∈ B(δ) =⇒ x(0) ∈ Ωβ =⇒ x(t) ∈ Ωβ =⇒ x(t) ∈ B(r).

Par consequent
∥x(0)∥ < δ =⇒ ∥x(t)∥ < x ≤ ε, ∀t ≥ 0.

Ce qui signifie que le point d’équilibre x = 0 est stable. Reste donc à (A.1) montrer la
stabilité asymptotique. Pour se faire, supposons donc

V̇ (x) < 0,∀x ̸= 0, x ∈ D. (A.2)
et montrons que x(t) → 0 lorsque t → ∞, c’est à dire pour tout a > 0, il existe

T = T (a) > 0 tel que ∥x(t)∥ ≤ a, pour tout t ≥ T .
Par les mêmes arguments que précédemment, on sait que pour tout a > 0, on peut choisir
b > 0 tel que Ωβ ⊂ B(a). Il suffit alors de montrer que

V (x(t)) → 0, lorsque t → ∞
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Comme V (x(t)) est décroissante et minorée par zéro, il vient que

V (x(t)) → c ≥ 0, lorsque t → ∞.

Pour montrer que c = 0, on supposera le contraire (c > 0). Par la continuité de V (x), il
existe d > 0 tel que B(d) ⊂ Ωc. La limite V (x(t)) → c > 0 implique que la trajectoire x(t)
reste à l’extérieur de la boule B(d) pour tout t ≥ 0. Posons

−γ = max
d≤∥x∥≤r

V̇ (x)

( γ existe car V̇ est continue sur le compact {d ≤ ∥x∥ ≤ r} ). Par l’hypothèse (A.2) , nous
avons −γ < 0. Il vient donc

V (x(t)) = V (x(0)) +
∫ t

0
V̇ (x(s))ds ≤ V (x(0)) − γt → −∞, lorsque t → +∞

Cette dernière inégalité contredit l’hypothèse c > 0.
II est en général très fastidieux de montrer que V̇ (x) < 0, ∀x ∈ U\{0}.Ainsi, le plus

souvent, on fait appel au principe d’invariance de Lasalle pour étudier la stabilité globale.

Définition 2.2.10 [55]
Étant donné un état x0, on appelle la fonction t → X (t, x0) un mouvement du système
dynamique, et l’ensemble des positions

{
X (t, x0) , t ∈ R+

}
la trajectoire correspondant à

ce mouvement.

La notion de stabilité asymptotique nécessite d’observer les trajectoires quand le temps t
tend vers l’infini. Il nous sera alors très utile de considérer les ensembles limites de ces
trajectoires L+, défini par

Définition 2.2.11 [55]
Étant donnée un état initial x0, un point p est appelé un point limite positif du mouvement
X (t, x0) s’il existe une séquence {tn} telle que tn → +∞ et X (tn, x0) → p quand n → ∞.
L’ensemble de tous les points limites positifs est appelé l’ensemble limite positif L+.

Lemme 2.2.2 [55]
Soit un flot X(t, x) continu par rapport aux conditions instiales, alors quelque soit le
mouvement, l’ensemble limste correspondant à X (t, x0) est invariant.

Lemme 2.2.3 [55]
Soit un flot X(t, x) borné, alors quelque soit le mouvement, les trajectoires convergent vers
l’ensemble limite positif correspondant L+

X (t, x0) → L+quand t → ∞,

Théorème 2.2.3 [55] (Principe d’invariance de Lasalle)
Soient Ω ⊂ X un ensemble compact et V : X → R une fonction continue satisfaisant
(i) l’ensemble Ω est positivement invariant,

∀x ∈ Ω,∀t ≥ 0, X(t, x) ∈ Ω,

(ii) la fonction V est une fonction non-croissante du temps lorsque la trajectoire commence
dans Ω,

∀x ∈ Ω,∀t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x),
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(iii) le sous-ensemble E ⊂ Ω rassemble tous les états où la fonction V est constante dans
le temps,

∀x ∈ Ω,∀t > 0, V (X(t, x)) = V (x) =⇒ x ∈ E .

Si les trajectoires du système dynamique sont continues par rapport aux conditions initiales,
alors toutes les trajectoires débutant dans Ω convergent asymptotiquement quand t → ∞
vers le plus grand sous-ensemble invariant M de E .

Preuve 2.2.3 Puisque Ω est un ensemble compact et invariant, quelque soit x0 ∈ Ω,
X (t, x0) est borné, donc l’ensemble limite correspondant L+est non-vide, c’est un sous-
ensemble de Ω, le lemme 2.2.3 nous permet ensuite de conclure que X (t, x0) approche
L+quand t → ∞.

De plus, nous savons d’après le lemme 2.2.2 que cet ensemble L+est également invariant,
nous pouvons donc conclure que chaque trajectoire débutant dans Ω approche un sous-
ensemble invariant de Ω quand t → ∞.

Il nous reste simplement à prouver que ce sous-ensemble invariant se trouve dans
E . D’après la condition (ii) de ce théorème, on sait que V (X (t, x0)) est une fonction
non-croissante du temps, et V (x) étant également une fonction continue de x, elle est donc
bornée inférieurement sur l’ensemble compact Ω, donc V (X (t, x0)) a une limite l quand
t → ∞ :

lim
t→∞

V (X (t, x0)) = l.

Par définition, pour tout p ∈ L+il existe une séquence tn avec tn → ∞ et X (tn, x0) → p
quand n → ∞. Par continuité de V (x), nous avons

V (p) = lim
t→∞

V (X (t, x0)) = l.

Donc V (x) = l sur L+, et puisque L+est un ensemble invariant,

∀x ∈ L+,∀t ≥ 0, V (X(t, x)) = V (x),

aussi nous avons L+ ⊂ E . Toutes les trajectoires débutant dans Ω tendent vers un sous-
ensemble invariant de E , elles tendent donc vers le plus grand sous-ensemble invariant M
de E quand t → ∞.

2.3 Quelques matrices particulières
On appelle module de stabilité s(A) d’une matrice A, la plus grande partie réelle des

valeurs propres de A.
s(A) = max

λ∈Sp(A)
Re(λ)

où Sp(A) est le spectre de la matrice A. Le rayon spectral ρ(A) d’une matrice A, est le
plus grand module des valeurs propres de A

ρ(A) = max
λ∈Sp[A)

|λ|

Définition 2.3.1 [23]
Une matrice carrée est dite de Hurwitz (ou stable) si toutes ses valeurs propres sont

des parties réelles strictement négatives.
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Définition 2.3.2 (Matrice à diagonale dominante)
a) Une matrice A = (aij) ∈ Mn(R) est à diagonale dominante colonne si pour tout i tel
que 1 ≤ i ≤ n, on a

|aii| ≥
n∑

j=1,j ̸=i

|aji| .

b). Une matrice A = (aij) ∈ Mn(R est à diagonale dominante ligne si pour tout i tel que
1 ≤ i ≤ n, on a

|aii| ≥
n∑

j=1,j ̸=i

|aij| .

Si une matrice A est à diagonale dominante stricte, alors elle est inversible

Définition 2.3.3 [23]
Soit A = (aij) ∈ Ma(R) matrice carrée.On dit que la matrice A est réductible, s’il existe
une matrice de permutation P telle que

P TAP =
(
A11 A12
0 A22

)

La matrice A est dite irréductible si et seulement si elle n’est pas réductible.

Définition 2.3.4 [23] (Matrice de Metzler)
On dira qu’une matrice A = (aij) ∈ Mn(R) est de Metzler r si tous ses coefficients
extra-diagonaux sont positifs ou nul, c’est-à-dire (aij) ≥ 0 pour tout les i et j avec j̸= i.

Théorème 2.3.1 Le système linéaire ẋ = Ax laisse invariant l’orthant positif si et
seulement si A est une matrice de Metzler.

Théorème 2.3.2 Le système linéaire ẋ = Ax+ b laisse invariant l’orthant positif si et
seulement si A est une matrice de Metzler et b ≥ 0.

Définition 2.3.5 Le système dynamique (ẋ = f(t, x)) est coopératif si et seulement si la
fonction f(t, x) est telle que :

∀i ̸= j,∀t ≥ 0, ∀x ∈ D,
∂fi

∂xj

(t, x) ≥ 0

i.e. Df(.), la matrice Jacobienne du système (ẋ = f(t, x)) est en tout temps et en tout
point une matrice de Metzler.

2.4 Le taux de reproduction de base R0

Définition 2.4.1 En épidémiologie la quantité R0, sans dimension, est le nombre moyen
de cas secondaires engendrés par un individu infectieux typique durant sa période d’infec-
tiosité(période maximale pendant laquelle un individu malade peut transmettre l’infection
à d’autres individus), quand il est introduit dans une population constituée entièrement de
susceptibles. On suppose également qu’il n’y a pas eu d’intervention.

Pour le modèle mathématique de Macdonald considéré dans le chapitre 3, nous avons
les résultats suivants:
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Théorème 2.4.1 [40]
Si R0 < 1 alors l’équilibre sans maladie ou DFE est globalement asymptotiquement stable.
Si R0 > 1 alors le DFE est instable et il existe un unique équilibre endémique p ≫ 0 dans
Ω, qui est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 2.4.2 [40]
Si le réseau de patchs est fortement connexe, alors le DFE est globalement asymptotiquement
stable dans le domaine Rm+n × [0, 1]n quand R0 = 1.

2.5 Observabilité, identifiabilité
Considérons le système dynamique suivant :{

ẋ = f(x(t), u(t))
y = h(x(t)) (2.3)

avec :
−x(t) ∈ Rn la variable d’état du système à l’instant t.
−u(t) ∈ Uad ⊂ Rm la variable d’entrée encore appelée la commande appliquée au système.
−y(t) ∈ Rq la sortie mesurable ou variable observée au temps t.
−f : Rn × Rm → Rn, la fonction indiquant la dynamique du système à travers le temps.

Définition 2.5.1 [45] Deux états x1 et x2 (x1 ̸= x2) sont dits distinguables, s’il existe
un contrôle u(.) ∈ Uad et un temps t ≥ 0 tel que y (x1, u(.), t) ̸= y (x2, u(.), t).

Si le système est sans entrée donc sans contrôle, x1 et x2 sont distinguables s’il existe
un temps t ≥ 0 tel que y (x1, u(.), t) ̸= y (x2, u(.), t).

Définition 2.5.2 [45]
Le système (2.3) est observable, si pour tout x1 et x2 (x1 ̸= x2), on a x1 et x2 distinguables.

Si le système est sans entrée donc sans contrôle, x1 à un temps t ≥ 0 tel que
y (x1, u(.), t) ̸= y (x2, u(.), t).

Définition 2.5.3 [45]
Le système (2.3) est identifiable si pour tout paramètre p1 et p2, on a :

y (t, p1) = y (t, p2) ⇒ p1 = p2.

En général, on parle d’observabilité quand on veut estimer les variables d’état d’un
modèle et d’identifiabilité lorsqu’il s’agit d’estimer des paramètres.

2.6 Notion d’observateur
Définition 2.6.1 [44]
Un observateur du système dynamique (2.3) est un système dynamique auxiliaire dont les
entrées sont constituées des vecteurs d’entrèes et de sorties du système (2.3) à observer et
dont le vecteur de sortie, noté x̂(t) est l’état estimé du système :{

ż(t) = f̂(z(t), u(t), y(t))
x̂(t) = ĥ(z(t), u(t), y(t))

Ce système est tel que :
1. ∥e(t)∥ = ∥x̂(t) − x(t)∥ → 0 quand t → +∞.
2. Si à l’état initial t0 on a x̂ (t0) = x (t0), alors pour tout t ≥ t0, on a : x̂(t) = x(t).
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Figure 2.1 – Ensemble système-observateur

Remarque 2.6.1 En particulier, si le vecteur de paramètres θ est connu, un observateur
de système (2.3) à la forme suivante :{

ẑ(t) = g(ẑ(t), y(t), θ)
x̂ = k(ẑ(t), y(t), θ) (2.4)

Le défi de la conception d’un observateur consiste à trouver les deux fonctions g et k
de telle sorte que les solutions du système (2.4) convergent exponentiellement vers celui
du système (2.3), quelles que soient les conditions initiales. Les fonctions g et k doivent
satisfaire, pour toute condition initiale x(t0):
∥x(t) − x̂(t)∥ ≤ e−λt ∥x (t0) − x̂ (t0)∥ pour tout λ ∈ R+.

Remarque 2.6.2 Si le système (2.3) est linéaire, le problème pour trouver un observateur
est complètement résolu par la l’ observateur Luenberger [36] et la possibilité de réaliser
une estimation rapide arbitraire équivaut à ce que l’on appelle propriété observabilité (voir
ci-dessous définition 2.6.4 et théorème 2.6.1. Si le système considéré est non linéaire, il n’y
a généralement pas de méthode pour concevoir un observateur[11] et [32].

Lorsque le vecteur de paramètres θ n’est pas entièrement connu, il est possible de
concevoir un observateur pour le système. Ces types d’observateurs sont définis comme
suit:

Observateur adaptatif

Définition 2.6.2 [11]
Un observateur adaptatif pour le système (2.3) est un observateur pour l’estimation

conjointe de l’état x (t)et le vecteur de paramètres θ. Un observateur adaptatif (exponentiel)
pour système (2.3) est un système dynamique de la forme :

˙̂z(t) = g1(ẑ(t), θ̂(t), y(t))
˙̂
θ(t) = g2(ẑ(t), θ̂(t), y(t))
x̂(t) = k(ẑ(t), θ̂(t), y(t))

(2.5)

telle que les solutions de (2.5) et ceux de (2.3) vérifie que ˆx(t) −x(t) et θ̂(t) − θ convergent
(exponentiellement vite) vers zéro quand le temps t tend vers l’infini.
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Les deux définitions et théorèmes suivants seront utilisés pour prouver certains des résultats
des chapitres 2 et 3.

2.6.1 Observabilité et observateurs des systèmes linéaires
Cas de systèmes autonomes

Considérons le système linéaire autonome suivant:{
ẋ = Ax+Bu
y = Cx

(A.3)

où A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp. La paire de matrices
(A,C) est supposée observable (détectable), c’est-à-dire que la matrice
∆ =

(
C,CA, · · · , CAn−1

)T
est de rang maximal. La paire (A,C) étant détectable, on peut

trouver un vecteur K ∈ Rn tel que le spectre de la matrice A− KC soit dans le demi-plan
complexe gauche. Cette opération est appelée « placement des pôles ».

Définition 2.6.3 Un observateur de type Luenberger pour le système (A.3) est définie
par le système : { ˙̂x = Ax̂+Bu+K(y − Cx̂)

x̂ (t0) = x̂0

Ainsi, le problème de l’observateur se résume à trouver le vecteur K ∈ Rn de manière à
rendre la matrice A−KC stable.

Définition 2.6.4 (Condition de rang d’observabilité de Kalman)[51]
Soit A une matrice n × n et C une matrice q × n. La paire (A, C)est dit observable ou

satisfait la condition de rang d’observabilité de Kalman si la matrice : O(C,A) =



C
CA
CA2

...
CAn−1


est de rang n.

Théorème 2.6.1 (Le théorème du placement des pôles)[51]
Si la paire de matrices ( (A, C) satisfait la condition de rang d’observabilité de Kalman
alors il est possible de trouver une matrice K de telle manière que les valeurs propres de la
matrice A−KC sont tous à partie réelle négative, pour les systèmes linéaires de la forme :{

ẋ(t) = Ax(t)
y(t) = Cx(t) (2.6)

Proposition 2.6.1 [23] (un observateur exponentiel)
Si le système linéaire (2.6) satisfait la condition de rang d’observabilité de Kalman, alors
un observateur exponentiel est simplement donné par :

˙̂x(t) = Ax(t) −K(Cx̂(t) − y(t))

L’erreur e(t) = x̂(t) − x(t) satisfait ė(t) = (A−KC)e(t) et la matrice K peut être choisie
telle que la matrice A−KC soit Hurwitz.
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Cas des systèmes non autonomes

Considérons le système linéaire non autonome suivant:{
ẋ = A(t)x+B(t)u(t)
y = C(t)x (A.4)

où A(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m, C(t) ∈ Rn×m, x ∈ Rn, u(t) ∈ Rm et y ∈ Rp.

Théorème 2.6.2 [27] Si le système (A.4) est complètement uniformément observable et
si les matrices A(t) et B(t) sont bornées, alors le système :{ ˙̂x = A(t)x̂+B(t)u(t) + PCT (t)R(t)−1(y − C(t)x̂)

Ṗ = A(t)P + PAT (t) − PCT (t)R(t)−1C(t)P +Q(t)

est un observateur exponentiel global pour le système (A.4), avec P (t0) = P0 une matrice
semi-définie positive. Les matrices R(t) et Q(t) sont des matrices respectivement définies
et semi-définies positives et sont choisies de façon appropriée.

2.7 Conclusion
Ce chapitre a été consacré à quelques rappels et notions d’algèbre linéaire, des systèmes

dynamiques et de la théorie de contrôle.
Premièrement, la notion de stabilité la plus classique, celle au sens de Lyapunov a été
rappelée. Ensuite, la caractérisation de quelques matrices particulières a été exposée.
Dans un deuxième temps, nous avons développé la notion d’observateur avec les différents
définitions et théorèmes liés à ce dernier concept.
Le chapitre suivant sera dédié à l’observateur du modèle de lq schistosomiase de MacDonald.
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Chapitre 3

Observateur pour un modèle de la
schistosomiase de MacDonald

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, il a été conçu un observateur pour le modèle de la schistosomiase

de Madonald afin d’estimer le nombre d’escargots infectés et le taux de transmission
des escargots aux hôtes humains. Nous terminerons ce chapitre par quelques simulations
numériques qui seront faites pour montrer la convergence de ces observateurs et l’effet de
la présence ou de l’absence d’un traitement sur l’évolution de la maladie.

3.2 Présentation et analyse du modèle de la
schistosomiase de MacDonald

Macdonald, dans son modèle, s’intéresse à la transmission de la bilharziose dans une
communauté homogène comportant une seule mare. Les hypothèses fondamentales de ce
modèle sont les suivantes:
1. La population humaine est constante.
2. Le nombre total de mollusques est constant et égale à N car on suppose que la mort
d’un mollusque est immédiatement compensée par la naissance d’un autre.
3. Le taux d’acquisition d’œufs de schistosomes par la population humaine, qui donneront
naissance à des schistosomes femelles, est proportionnel à la taille de la population humaine,
à la fréquence des contacts avec l’eau par personne et par jour, à la densité de mollusques
infectés.
4. L’infection d’un mollusque par plus d’un miracidium ne fait pas augmenter le taux de
cercaires libérés par le mollusque. La dynamique globale de la schistosomiase est donnée
par le modèle suivant: {

ẇ = −γw + as
ṡ = b(1 − s)w − µs

(3.1)

— w est la charge moyenne en vers de schistosomes femelles au sein de la communauté;
— s est la prévalence chez les mollusques ou la proportion d’escargots infectés;
— a est le taux auquel les cercaires produits se développeront en schistosomes femelles

au sein d’un hôte humain;
— µ est la mortalité naturelle des mollusques;
— b est la probabilité qu’un œuf de schistosome éclose et donne naissance à un

miracidium qui va pénétrer avec succès un mollusque;
— γ est le taux de mortalité naturelle des schistosomes [45] et [8].
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Ce modèle (3.1) est une version du modèle de MacDonald et est proposé en premier par
Barbour [8] dans l’étude de la dynamique de la bilharziose. Il a été documenté que le
nombre de schistosomes femelles (vers) par hôte pourrait être mesuré à l’aide d’échantillons
d’urine ou de matières fécales [13]. On suppose désormais que la variable d’état w dans le
modèle (3.1) est mesurée.

Proposition 3.2.1 L’ensemble compact

Ω =
{

(w, s) ∈ R2 | 0 ≤ w ≤ a

γ
; 0 ≤ s ≤ 1

}
(3.2)

est un ensemble positivement invariant et absorbant pour le système (3.1), rendant ainsi
les solutions biologiquement fondées.

Preuve 3.2.1 Le système (3.1) peut être réécrit de la façon suivante sur R2:[
ẇ
ṡ

]
=
[

γ a
(1 − s)b −µ

] [
w
s

]
.

La matrice M(w, s) =
[

γ a
(1 − s)b −µ

]
est une matrice de Metzler pour

0 ≤ s ≤ 1, c’est à dire une matrice dont tous les termes hors diagonaux sont positifs ou
nuls. Les matrices de Metzler sont aussi appelées matrices quasi-positive. Les matrices
de Metzler ayant la propriété de laisser l’orthant positif positivement invariant donc R+

est positivement invariant. Utilisons le théorème de la barrière pour montrer que [0; 1] est
aussi positivement invariant.
Soit H: R2 → R une fonction differentiable,

Sur s = 0, H(w, s) = −s. Le produit scalaire entre le gradient de H(w, s) et le vecteur
champ du système (3.1) au point s = 0 est:

⟨∇H,X(x)⟩ = −bw ≤ 0

Sur s = 1, H(w, s) = s et nous avons :

⟨∇H,X(x)⟩ = −µ ≤ 0

Donc [0; 1] est aussi positivement invariant. D’où Ω le domaine est positivement invariant.
Les solutions w et s du système (3.1) étant bornées dans Ω donc Ω est aussi un compact
absorbant.

3.2.1 Linéarisation du modèle
La sortie mesurable est y(t) = w. en désignant x = (w, s)T ,le système dynamique qui

décrit l’évolution de la schistosomiase avec les données disponibles pourraient être écrites
sous une forme compacte comme suit:{

ẋ = Mx+ U(y)x
y = Cx

(3.3)

avec M =
(

−γ a
b −µ

)
, U(y) =

(
0 0
0 −by

)
et C = (1, 0)

Certains des paramètres du modèle sont inconnus. Par exemple, les taux de mortalité
des schistosomes γ, et escargots infectés µ respectivement, pourraient être mesurés par
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des considérations biologiques [19]. Cependant, les paramètres de transmission sont gé-
néralement inconnus et les valeurs proposées existantes sont convenables. Dans les deux
sous-sections suivantes, nous concevons un observateur pour estimer la variable d’états
dans deux cas: lorsque tous les paramètres sont connus, et lorsqu’un seul des paramètres
de transmission est connu. En fait, les observateurs proposés fournissent des outils pour
estimer la variable d’états sans utiliser les paramètres de transmission mentionnés ci-dessus.
De plus, nous utilisons cet observateur pour estimer ce paramètre. Enfin, l’estimation de
la variable d’état est obtenu lorsque tous les paramètres sont connus.

3.2.2 Estimation de la variable d’état du modèle lorsque tous
les paramètres sont connus

Le théorème suivant fournit un observateur (estimateur d’état) utilisant une injection de
sortie pour le système (3.3).

Théorème 3.2.1 Un observateur exponentiel pour le modèle de bilharziose de MacDonald
(3.3) avec sortie mesurable y(t) = w(t) est donné par

˙̂x = Mx̂+ U(y)x̂−K(Cx̂− y) (3.4)
oú KT = (k1, a+ b) avec k1 une constante positive.

Preuve 3.2.2 Il suffit de montrer que les trajectoires du système (3.4) convergent ex-
ponentiellement vers celles du système (3.3) pour toute condition initiale du (3.4). Pour
ce faire, nous montrons que l’équation décrivant l’évolution de l’erreur e(t) = x̂(t) − x(t)
converge exponentiellement vers zéro. En effet, on a:

ė = ˙̂x− ẋ

= Mx̂+ U(y)x̂−K(Cx̂− y) −Mx− U(y)x
= (M −KC)e+ U(y)e

(3.5)

Considérons la fonction de Lyapunov L = 1
2e

T e. La dérivé de L le long des trajectoires de
(3.5) est:

L̇ = 1
2 ė

T e+ 1
2e

T ė

= 1
2[(M −KC)e+ U(y)e]T e+ 1

2e
T [(M −KC)e+ U(y)e]

= 1
2
[
eT (M −KC)T + eTUT (y)

]
e+ 1

2e
T [(M −KC)e+ U(y)e]

= 1
2e

T
[
(M −KC)T + (M −KC)

]
e+ 1

2e
T
[
UT (y) + U(y)

]
e

(3.6)

En utilisant les expressions de M, K, C et U donnés en (3.3), équation (3.4) nous donne:

L̇(e) = eT

(
−k1 − γ 0

0 −µ− by

)
e

≤ 0, puisque y≥0.
De plus L̇ est une fonction quadratique définie négativement. Il s’ensuit que, d’après

le théorème de Lyapunov, toutes les trajectoires de (3.5) s’approchent de l’origine avec
un taux de convergence exponentiel quand t tend vers l’infini. On en déduit donc que le
système (3.4) est un observateur exponentiel du système (3.3).

Remarque 3.2.1 Dans le théorème 3.2.1, on choisit KT = (k1, k2) et k2 = a+ b tel que
pour tout vecteur K, M −KC soit Hurwitz.
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3.3 Estimation à la fois des variables d’état et d’un
paramètre du modèle

Dans le paragraphe précédent, il a été conçu un observateur pour estimer une variable
d’état, à savoir la proportion d’escargots infectés, étant donné que tous les paramètres
du modèle sont connus. En effet, l’observateur (3.4) dépend de tous les paramètres de
modèle (3.1). Cependant, les valeurs de certains paramètres dans les modèles épidémiques
ne sont généralement pas connues. Un problème récurrent dans les modèles épidémiques est
l’estimation des paramètres de transmission. Pour le modèle de la schistosomiase, c’est le
paramètre a qui représente le taux d’infection escargot-hôte difficile à estimer. Dans cette
partie, nous concevons un observateur qui permet d’estimer simultanément la variable
d’état et le taux de transmission escargot-hôte a étant donné que w est mesuré. Un tel
observateur est appelé observateur adaptatif.

3.3.1 Transformation linéaire
Soit a le paramètre inconnu. En utilisant la transformation linéaire

(z1, z2)T = (w,−γw + as)T = Tx

avec T =
(

1 0
−γ a

)
, le modèle (3.1) peut être écrit, avec les nouvelles coordonnées

comme

{
ż(t) = (A+B(y))z(t) + ψ(y(t))a,
y = C0z,

(3.7)

avec A =
(

0 1
−γµ −(µ+ γ)

)
, B(y) = −by

(
0 0
γ 1

)
, ψ(y) =

(
0
by

)
et C0 = (1, 0).

En effet, y est une sortie mesurable et satisfait l’équation y := y(t).
Si y(0)>0, y est une sortie mesurable et on a: ẏ = −γy + as.
Prenons l’écosystème comme une situation endémique (voir [9])

R0 = ab

γµ
donc R0 > 1

et [9] nous donne y(t) → ȳ = a

γ

(
1 − γµ

ab

)
.

Le théorème suivant donne un observateur qui estime à la fois les variables d’état et le
paramètre de transmission a.

Théorème 3.3.1 Un observateur adaptatif exponentiel pour le système (3.7) est donné
par le système suivant :{ ˙̂z(t) = (A+B(y))ẑ(t) + ψ(y(t))â(t) −K(y(t)) (C0ẑ(t) − y(t)) ,

˙̂a(t) = −Λ(y(t)) (C0ẑ(t) − y(t)) (3.8)
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

k1(y) =3(λ+ 1) − γ − µ− by

k2(y) =γ2 + µ2 + γµ+ b2y2 + (2µ+ γ)by + 3λ(λ+ 2) + 2 − 3
(λ+ 1)(by + µ+ γ)

= − 3(µ+ γ) + γ2 + µ2 + γµ+ b2y2 + (2µ+ γ − 3 − 3λ)
by + 3λ(λ+ 2) + 2 − 3λ(µ+ γ)

Λ(y) =λ(λ+ 1)(λ+ 2)
by

(3.9)

avec K(y(t)) = (k1(y(t)), k2(y(t)))T et Λ(y(t)) est définie par les relations de (3.9).
L’expression de Λ(y) dans (3.9) est bien définie puisque y(t)>0 pour tous t ≥0.

La preuve du Théorème 3.3.1 utilise un résultat classique concernant une classe des
systèmes linéaires variant dans le temps, que nous rappelons ici:

Théorème 3.3.2 Soit D une matrice constante dont les racines caractéristiques λ1, . . . , λn

sont toutes simples, et soit ξi le vecteur caractéristique de D correspondant aux racines
caractéristiques λi (i = 1, . . . , n).

Si R(t) est une matrice défine par t ≥ t0 tel que∫ ∞

t0
|R(t)|dt < ∞,

alors l’équation ẋ = (D +R(t))x admet un système fondamental de solutions
x1(t), x2(t), . . . , xn(t) qui satisfait

xk(t) ∼ eλktξk quand t → ∞, (k = 1, . . . , n).
Le symbole ∼ désigne l’équivalence asymptotique.

Preuve 3.3.1 le but est de montrer que l’erreur entre les systèmes (3.7) et (3.8) converge
exponentiellement vers zéro. L’erreur d’estimation

e(t) = (e1(t), e2(t), ea(t))T =( ẑ1(t) − z1(t), ẑ2(t) − z2(t), â(t) − a(t))T et on a :

ė(t) =

 −k1(y(t)) 1 0
−k2(y(t)) − γµ− bγy(t) −γ − µ− by(t) by(t)

−Λ(y(t)) 0 0

 e(t)
:= M(y(t))e(t)

(3.10)

La matrice variant dans le temps M(y) peut s’écrire sous la forme

M(y) = Ã(y) − K̃(y)C̃,

avec Ã(y) =

 0 1 0
−γµ− bγy −γ − µ− by by

0 0 0

 , C̃ =
(

1 0 0
)

et

K̃(y) =

 k1(y)
k2(y)
Λ(y)


Soit O(y) est une matrice d’observabilité au couple (Ã(y), C̃(y))

et ce qui donne: O(y)=

 C̃(y)
C̃(y)Ã(y)
C̃(y)Ã(y)2

 =

 1 0 0
0 1 0

γµ− b −γ − µ− by by


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Pour tout y > 0, rang(O(y))= 3 donc le couple (Ã(y), C̃(y)) est observable. Autrement
dit, il satisfait la condition de rang d’observabilité de Kalman (voir définition 2.6.4). Par
consèquent, par le théorème de placement des pôles (voir théorème 2.6.1), il existe un gain
K̃(y) dépendant de y tel que sp(M(y)) = {−λ − 2,−λ − 1,−λ}, où sp(M(y)) désigne
le spectre de M(y) et λ est tout nombre réel positif. Ce gain K(y) est donnée par les
relations (3.9) et peut être calculé en utilisant par exemple la formule d’Ackermann [6]

K̃(y) =
(
Ã(y) + λI3

)
·
(
Ã(y) + (λ+ 1)I3

)
·
(
Ã(y) + (λ+ 2)I3

)
· O−1(y) ·

 0
0
1


où I3 est une 3 × 3 matrice identité. Le spectre de la matrice M(y(t)) est fixe, et se
trouve entièrement dans la gauche du plan complexe car les valeurs propres de M(y(t))
sont −λ − 2,−λ − 1, et − λ avec λ>0. Ce qui n’est pas suffisant pour conclure que les
solutions de ė(t) := M(y(t))e(t) convergent vers zéro à une vitesse exponentielle puisque
le système (3.10) est un système non autonome.
Montrons que le système (3.10) peut être écrit sous la forme suivante:

ẋ = (D +R(t))x (3.11)

où D est une matrice constante.
Sous certaines conditions sur R(t), le comportement des solutions pour ces types de
systèmes non autonomes peut être obtenu en utilisant le théorème 3.3.2
Soit D = diag(−λ,−(λ + 1),−(λ + 2)) P(t) une matrice dépendent du temps, puisque
M(y(t)) est diagonalisable on a:

D = P−1(t)M(y(t))P (t).

Un calcul simple des vecteurs propres de M(y(t)), associés aux valeurs propres correspon-
dantes, permet de déterminer P(t) et donc P−1 . On obtient successivement

P(t)=-b y(t)



− 1
(λ+ 1)(λ+ 2) − 1

λ(λ+ 2) − 1
λ(λ+ 1)

γ + µ− 2λ− 3 + by(t)
(λ+ 1)(λ+ 2)

γ + µ− 2λ− 2 + by(t)
λ(λ+ 2)

γ + µ− 2λ− 1 + by(t)
λ(λ+ 1)

− 1
by(t) − 1

by(t) − 1
by(t)


et

P−1(t) =



−λ(λ+ 1)(λ+ 2)(γ + µ− λ+ by(t))
2by(t) −λ(λ+ 1)(λ+ 2)

2by(t)
(λ+ 1)(λ+ 2)

2
λ(λ+ 1)(λ+ 2)(γ + µ− λ− 1 + by(t))

by(t)
λ(λ+ 1)(λ+ 2)

by(t) −λ(λ+ 2)

−λ(λ+ 1)(λ+ 2)(γ + µ− λ− 2 + by(t))
2by(t) −λ(λ+ 1)(λ+ 2)

2by(t)
λ(λ+ 1)

2


Posons le changement de variable u = P (t)−1e et la nouvelle variable u(t) satisfait

l’équation linéaire à variation temporelle avec R(t) = dP−1(t)
dt

P (t). Par un simple calcul
on a :

R(t) = y′(t)
y(t)


1
2λ(λ− by(t) + 3) 1

2(λ+ 1)(λ− by(t) + 2) 1
2(λ+ 2)(λ− by(t) + 1)

−λ(λ− by(t) + 2) −(λ+ 1)(λ− by(t) + 1) −(λ+ 2)(λ− by(t))
1
2λ(λ− by(t) + 1) 1

2(λ+ 1)(λ− by(t)) 1
2(λ+ 2)(λ− by(t) − 1)

 .
En prenant la norme infinie on a:
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∥R(t)∥∞ =
∣∣∣∣∣y′(t)
y(t)

∣∣∣∣∣ |(3(λ+ 1)(λ− by(t)) + 3λ+ 1)|.

Les solutions du système (3.1) évoluent dans l’ensemble compact définit dans (3.3) , donc
y(t) = w(t) est une fonction positive et bornée de t. Nous choisissons λ suffisamment grand
de manière à ce que λ− by(t) ≥ 0.

∥R(t)∥∞ =
∣∣∣∣∣y′(t)
y(t)

∣∣∣∣∣ (3(λ+ 1)(λ− by(t)) + 3λ+ 1) =
∣∣∣∣∣y′(t)
y(t)

∣∣∣∣∣ (3λ2 + 6λ+ 1 − 3b(λ+ 1)y(t)
)
.

Puisque le système (3.1) est un système coopératif planaire, il existe T ≥ 0 tel que y(t) est
non croissant. ou non décroissante sur t ≥ T (voir [42] dans chapitre 3, théorème 2.2, page
43, [28] dans le théorème 3.21, ou [29], Proposition 2.5). Ceci implique que y′(t) change de
signe au plus une fois (pour t= T ). En utilisant l’identité de Chasles,∫ ∞

0
∥R(t)∥∞dt =

∫ T

0
∥R(t)∥∞dt+

∫ ∞

T
∥R(t)∥∞dt, et∫ ∞

T
∥R(t)∥∞dt = ±

∫ ∞

T

y′(t)
y(t)

(
3λ2 + 6λ+ 1 − 3b(λ+ 1)y(t)

)
dt (3.12)

Le signe dans (3.12) est positif lorsque y′(t) ≥ 0 et négatif dans le cas contraire. Ainsi, on
obtient, en utilisant le fait que y(t) tend vers ȳ = a

γ

(
1 − γµ

ab

)
lorsque t tend vers +∞

∫ ∞

T
∥R(t)∥∞dt = ±

[(
3λ2 + 6λ+ 1

) ∫ ∞

T

y′(t)
y(t) dt− 3b(λ+ 1)

∫ ∞

T
y′(t)dt

]

= ±
[(

3λ2 + 6λ+ 1
)

log
(

ȳ

y(T )

)
− 3b(λ+ 1)(ȳ − y(T ))

]
< ∞

Par conséquent,
∫ ∞

0
∥R(t)∥∞dt < ∞ et donc nous pouvons appliquer [20] (Chap. IV,

Théorème 2): les solution du systèmes (3.11) satisfont ui(t) ∼ e−λit,quand i = 1, 2, 3 pour
t → ∞.

Avec l’erreur e(t) = P (t)u(t), on obtient, pour t suffisamment grand, |e(t)| ≤ χ(y(t))e−λt|e(0)|
avec χ étant une fonction continue positive. Puisque y(t) est une fonction continue bornée,
on en déduit que |e(t)| ≤ C2e

−λt|e(0)|, pour une certaine constante positive C2. Ce qui
met fin la preuve.

3.3.2 Expression explicite de l’observateur de l’état x et du
paramètre a

L’observateur du théorème 3.3.1 donne une estimation ẑ de z et â de a. Par conséquent,
en utilisant la transformation linéaire et inversible z = Tx, on obtient une estimation de
x. En effet, dans les coordonnées originales x̂ = (ŵ, ŝ), l’observateur adaptatif (3.8) nous
donne:


˙̂x(t) =
(

−γ â(t)
b −µ− by(t)

)
x̂(t) −


 1 0

γ

â(t)
1
â(t)

K(y(t)) − ŝ(t)
â(t)

(
0

Λ(y(t))

) (C0x̂(t)−

y(t)),
˙̂a(t) = −Λ(y(t)) (C0x̂(t) − y(t))

(3.13)
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3.4 Estimation de l’etat du modèle lorsque le proces-
sus d’infection escargot-hôte n’est pas connu

Pour estimer la proportion d’escargots infectés, nous avons utilisé le modèle de Mac-
Donald (3.1). Ici, nous proposons un outil qui permet d’estimer la proportion d’escargots
infectés lorsque le processus d’infection est donnée par une fonction quelconque f(w, s)
dont l’expression analytique n’est pas nécessairement connue. En effet, dans ce cas, le
modèle de MacDonald modifié peut s’écrire comme suit:


ẇ = −γw + f(w, s)
ṡ = b(1 − s)w − µs
y = w

(3.14)

avec son équivalence {
ẋ = Gx+ Ef(x) + g(x),
y = Cx

(3.15a)
(3.15b)

où

x = (w, s)T , G =
(

−γ 0
b −µ

)
, E =

(
1
0

)
, C = (1, 0) et g(w, s) =

(
0

−bsw

)
=
(

0
−bys

)

Théorème 3.4.1 Soit z(t) = (z1(t), z2(t))T , Ḡ = (I2 − EC)G,K = (k1, k2), avec
k1 > 0, k2 = b > 0 et ĝ(t) = (0 ,-byzT

2 ).
Le systeme suivant : {

ż = (Ḡ−KC)z + (K + (Ḡ−KC)E)y + ĝ
x̂ = z + Ey

(3.16)

est un observateur exponentiel pour le système (3.15), c’est-à-dire que x̂(t) converge
exponentiellement vers x(t).

Preuve 3.4.1 La construction de l’observateur est inspirée de [31]. Dérivons l’équation
(3.15b)

ẏ = Cẋ

= C(Gx+ Ef(x) + g(x))
= CGx+ CEf(x) + Cg(x).

Puisque CE = 1, nous en déduisons que f(x) = ẏ − CGx − Cg(x). En remplaçant
l’entrée inconnue f(x) dans l’équation (3.15a), on obtient:

ẋ = Ḡx+ Eẏ + (I2 − EC) g(x).

Il suffit maintenant d’étudier la dynamique de l’erreur e(t) = x̂(t) − x(t). Nous avons:

ė = ˙̂x− ẋ

= (Ḡ−KC)e+ ĝ − (I2 − EC) g(x)

= (Ḡ−KC)e− by

(
0 0
0 1

)
e

(3.17)
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ė =
(

−k1 0
b− k2 −µ− by

)
e

On prend k2 = b, ce qui donne −1
dt

(
∥e(t)∥2

2

)
= 2

(
−k1e

2
1 − (µ+ by(t))e2

2

)
.

Puisque y(t) ≥ 0,il s’ensuit que d

dt

(
∥e(t)∥2

2

)
≤ −2

(
k1e

2
1 + µe2

2

)
≤ −2 min (k1, µ) ∥e(t)∥2

2.
Par conséquent, ∥e(t)∥2

2 ≤ e−2 min(k1,µ)t∥e(0)∥2
2 ce qui montre que l’erreur d’estimation e(t)

converge exponentiellement vers zéro quand t tend vers 0. Ceci met fin à la preuve.

3.5 Simulations numériques et commentaires
Pour générer les courbes issues des systémes (3.3) et de l’observateur (3.4), nous

utilisons les paramètres suivants: γ =0,05jour−1, µ = 0, 04 jour −1,
a = 2 vers femelles × jour −1 et b= 0, 01 verfemelle−1× jour −1.
Les conditions initiales sont données par (w(0); s(0)) = (3; 0, 3) et (ŵ(0); ŝ(0)) = (1; 0, 1)
La convergence se produit bien avant que les deux solutions des systèmes atteignent la
valeur d’équilibre (pointillés verts) à un temps t ≈ 7. Nous notons que les trajectoires
données par l’observateur (3.4) convergent vers l’état du système (3.3), pour n’importe
quelles conditions initiales de l’observateur système. Nous avons les courbes suivantes:
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Figure 3.1 – Dynamique couplée de la proportion d’escargots infectés s(t) (pointillés
rouges) telle que donnée par le système (3.3) et de son estimation ŝ(t) (bleu) telle que
donnée par l’observateur (3.4)

Figure 3.2 – Dynamique de la variable d’état z2(t) (tirets rouges) donnée par le système
(3.7) et son estimation correspondante ẑ2(t) (bleu) donnée par l’observateur (3.8)
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Figure 3.3 – Dynamique de la proportion d’escargots infectés s(t) (tirets rouges) donnée
dans (3.1) et de son estimation (bleu) fournie par l’observateur dans le théorème (3.3.2).
L’estimation ŝ(t) de s(t) est obtenue sans utiliser le paramètre inconnu a. Les conditions
initiales sont telles que (w(0), s(0))=(3 ; 0.3) et (ẑ1(0); ẑ2(0)) = (1; 0, 1).

Figure 3.4 – Comparaison entre l’estimation du paramètre inconnu a, â(t) l’estimateur
(3.8) ou (3.3.2) et la valeur de a
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Remarque 3.5.1
— On note que les estimateurs (3.7) et (3.4) sont complètement indépendants de a.
— Comme prévu par le théorème 3.2.1, ẑ2(t) (FIGURE 3.2 ) et

ŝ(t) (FIGURE 3.3 ) l’état estimé converge exponentiellement vers z2(t) et s(t)
respectivement bien avant qu’ils n’atteignent tous deux la valeur d’équilibre ce qui
confirme l’efficacité de l’observateur.

— L’observateur (3.4) et l’observateur adaptatif (3.8) estiment tous deux la proportion
d’escargots infectés s(t), et pour notre modèle et les valeurs des paramètres de base.

Les simulations numériques indiquent que les estimations données par les deux observateurs
convergent vers les variables d’état du modèle (3.3) avec approximativement la même
période de temps d’environ 5 jours (voir FIGURE 3.2 ). Cependant, l’observateur adaptatif
(3.3.2) permet d’estimer non seulement les variables d’état non mesurées mais aussi le
paramètre a de transmission de l’homme-escargot inconnu.

Remarque 3.5.2 Le système (3.16) est appelé observateur avec entrée inconnue[30] et
[31].

3.6 Conclusion
Le problème de l’estimation de l’état et des paramètres du modèle de MacDonald (3.1)

a été traité à l’aide d’un observateur à gain élevé. Dans le thérorème (3.2.1), nous avons
fourni une estimation de la proportion d’escargots infectés s(t) lorsque tous les paramètres
sont supposés connus. Et, dans le théorème (3.3.1), nous avons conçu un observateur
adaptatif pour estimer simultanément la variable d’état s(t) et un paramètre inconnu
à savoir le taux de transmission escargot-homme. En effet, ces estimations sont basées
sur le modède Macdonald, qui est une représentation grossière de la dynamique de la
schistosomiase.
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Chapitre 4

Observateur pour un modèle de la
schistosomiase de Patchs

4.1 Introduction
Barbour a proposé une extension du modèle de MacDonald sur l communautés hu-

maines et m mares pour tenir compte des hétérogénéités aussi bien au sein de la population
humaine que celle des mollusques. Dans ce chapitre, nous proposons de concevoir un
observateur pour le modèle de la schistosomiase qui tient compte de l’hétérogénéité des
individus et des bassins. En effet, nous revisitons un modèle dynamique proposé dans [40]
pour lequel les individus sont structurés en l patchs ou groupes qui interagissent avec les
escargots qui sont dispersés dans m sites de contact en eau douce.

4.2 Propriétés d’une métapopulation
Un patch est considéré comme vide si aucun individu n’y est présent et occupé si un

individu au moins y réside.
- L’extinction locale est temporaire grâce à l’immigration inter-patchs.
- On suppose que la colonisation des patchs se fait de façon égale ; la colonisation faisant
référence au processus par lequel un patch vide est occupé par un migrant d’un patch
occupé.
- Les patchs vides proches de patchs occupés sont plus susceptibles d’être occupés que
ceux éloignés des patchs occupés.
- Les qualités d’un patch varient d’un patch à l’autre à cause de facteurs comme la taille
du patch, le flux de migration, la disponibilité des ressources.

4.3 Présentation du modèle de la schistosomiase de
patchs

La dynamique de la schistosomiase résulte des interactions de m groupes d’individus
dans l sources d’eau douce [40] est donnée par:{

ẇ = − diag(γ)w + As
ṡ = diag(11 − s)Bw − diag(µ)s (4.1)

En utilisant la même configuration que dans le cas homogène et en désignant par:
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— w = (w1, w2, . . . , wl) le vecteur correspondant au nombre de schistosomes femelles
(vers) par hôte (pour l patchs ou groupes)

— s = (s1, s2, . . . , sm) le vecteur correspondant à la proportion d’escargots infectés
(pour m sites ou étangs d’eau douce)

— A=(aij) ∈ Ml,m(R) est une matrice non négative de l ×m, qui représente la
transmission de l’escargot à l’homme,

— B=(bij) ∈ Mm,l(R) une matrice non négative de m ×l, qui représente la transmission
de l’homme à l’escargot,

— 11 est le vecteur (1, · · · , 1)T de Rm.
Plus précisément, aij est la transmission des escargots de l’étang j aux humains du patch i
et bij est la transmission des humains du patch i aux escargots de l’étang j. Comme pour
le cas homogène, γ ∈ Rl

+ est le vecteur des taux de mortalité du schistosome femelle dans
les populations hôtes humaines, µ ∈ Rm

+ est le vecteur des taux de mortalité des escargots
dans le site aquatique.

Proposition 4.3.1 L’ensemble

D =
{
(w, s) ∈ Rl+m

+ | 0 ≤ w ≤ diag(γ)−1A11; 0 ≤ s ≤ 11
}

est un ensemble absorbant et positivement invariant pour le système (4.1), rendant ainsi
les solutions de (4.1) biologiquement fondées.

Preuve 4.3.1 Par le terme absorbant, nous entendons que les trajectoires du système
(4.1) tendent vers le compact D quand t tend vers l’infini. Pour montrer que l’ensemble D
est positivement invariant, nous utilisons le théorème de la barrière. Ainsi :

sur w = 0, H(w, s) = −w donc ∇H =
[

−1
0

]

⟨∇H,X(x)⟩ = −As ≤ 0

avec X(x) le vecteur champ du système (4.1) en w = 0.
Sur w = diag(γ)−1N,

H(w, s) = w ⇒ ∇H =
[

1
0

]

⟨∇H,X(x)⟩ = As− A11
≤ A(A11) − A11

or
A(A11) − A11 = (A−D)A11 ≪ 0

car nous définissons D comme étant la matrice dont tous les termes valent 1 et la matrice
A est composée (par définition) de termes tous plus petits que 1.

Sur s = 0, H(w, s) = −s ⇒ ∇H =
[

0
−1

]

⟨∇H,X(x)⟩ = −Bs
⟨∇H,X(x)⟩ ≤ 0

Et enfin, sur y = A11, H(w, s) = s ⇒ ∇H =
[

0
1

]

⟨∇H,X(x)) = diag
(
1 − diag(A11)−1A11

)
Bw − diag(µ)A11

= − diag(µ)A11 ≤ 0 ce qui met fin à la preuve.
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4.4 Un observateur du modèle de patchs
La méthode est inspirée de [38] et [40]. Nous supposons que le résultat mesurable est

le vecteur w. On a mesuré les vers chez l’hôte humain dans chaque groupe. En notant que
diag(11 − s)Bw − diag(µ)s = Bw − diag(Bw)s− diag(µ)s,
avec la sortie mesurable y = w, le modèle (4.1) avec les données mesurées peut être écrit
comme suit : {

ẋ = Mx+ U(y)x
y = Cx

(4.2)

où
x=(w, s)T ,M =

(
− diag(γ) A

B − diag(µ)

)
,U(y)=

(
0 0
0 − diag(By)

)
et

C =



1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... . . .
0 0 · · · 1 0 · · · 0

l colonnes︸ ︷︷ ︸ m colonnes︸ ︷︷ ︸


Le théorème suivant donne un observateur exponentiel pour le système (4.2).

Théorème 4.4.1 Un observateur d’état exponentiel pour le système (4.2) est donné par

˙̂x = Mx̂+ U(y)x̂−K(Cx̂− y) (4.3)

où K =
(
K1
K2

)
avec K2 = AT + B, et K1 toute matrice carrée l × l dont les

composantes sont toutes positives.

Preuve 4.4.1 Soit e = x̂ − x, l’erreur entre les solutions des systèmes (4.3) et (4.2).
L’évolution de l’équation d’erreur est ė = (M + U(y) −KC)e.
En considérant la fonction V = 1

2e
T e, on obtient:

V̇ = −eT
1

(
KT

1 + diag(γ)
)
e1 − eT

2 (diag(µ) + diag(By))e2 + eT
2

(
AT +B −K2

)
e1

Ainsi, il est possible de trouver K1 et K2 qui font que V̇ est définie négative. Un choix
simple est K2 = AT +B et K1 > 0. D’après le théorème de Lyapunov e converge vers 0,
ce qui met fin a la preuve.

4.5 Conclusion
L’observateur obtenu dans le théorème 4.4.1 permet d’estimer la proportion d’escargots

infectés dans chaque site d’eau douce. Ce dernier est particulièrement utile pour fournir un
outil permettant de mieux contrôler la schistosomiase, comme le contrôle biologique des
escargots ou pour allouer des ressources (comme l’utilisation de molluscicides chimiques
[43]) aux habitats des escargots d’eau douce appropriés selon la proportion d’escargots
infectés.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié des outils et des méthodes pour estimer les variables
d’état et les paramètres d’une classe de modèle de la schistosomiase en utilisant des éléments
de la théorie du contrôle. L’un des problèmes fondamentaux dans la modélisation et le
contrôle de la transmission de la schistosomiase est d’estimer la proportion d’escargots
infectés dans un habitat d’escargot donné et le paramètre de transmission escargot-hôte.
En revisitant le modèle classique de la schistosomiase de MacDonald (voir [4], [8] et [9]) et
utilisé le fait qu’une variable d’état clé pouvait être mesurée, à savoir la charge de vers chez
les humains. Notre méthode consiste à utiliser des éléments de la théorie des systèmes pour
concevoir un système dynamique auxiliaire, appelé observateur, qui converge de manière
exponentielle vers le modèle original.

En premier lieu avec le modèle prenant compte une seul souce d’eau, l’estimation de
la proportion d’escargots infectés, en supposant que tous les paramètres soient connus,
est donnée par le théorème 3.2.1 et lorsque le paramètre de transmission escargot-hôte
est inconnu par le théorème 3.3.1 dans un système homogène. De plus, en utilisant ce
dernier observateur, nous avons estimé le paramètre inconnu. La comparaison de la valeur
asymptotique du paramètre obtenu avec celle d’une constante évaluée utilisée dans la
dynamique du modèle de la schistosomiase est illustrée par la FIGURE 3.4.

En second lieu, nous avons considéré un modèle de la schistosomiase hétérogène avec
un nombre arbitraire de groupes d’ages (patchs) dans la structure des hôtes-humains où les
escargots sont distribués dans m sources d’eau, considérés dans [9], [38] et [40]. La méthode
pour estimer la proportion d’escargots infectés dans chaque habitat d’escargot est aussi
donnée l’observateur dans le théorème 4.4.1. Ce résultat pourrait aider à mieux concevoir
des politiques de santé publique efficace, notamment en allouant les ressources disponibles
là où elles sont le plus nécessaire, en ce qui concerne les groupes d’hôtes. Dans les deux cas,
homogène comme hétérogène, nous avons estimé le taux de transmission escargot-homme.
Cependant, une étude comparative des deux cas permettra une analyse plus poussée de
l’état estimé. Ces observateurs sont conçus en supposant que la sortie mesurable soit une
fonction continue dans le temps. Toutefois, dans la vie réelle, on peut espérer au mieux
disposer d’un nombre limité d’échantillons de mesures à des moments discrets. Il serait
intéressant de concevoir des observateurs pour des modèles d’épidémies qui sont continus
dans le temps pour lesquels la sortie mesurable est discrète dans le temps.
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