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Résumé

Dans ce mémoire, il est question de I'expression explicite de 'opérateur d-Neumann sur la
boule unité de C" due a Michael Range. Pour ce faire, 'auteur s’est référé des résultats
de Kohn concernant la résolution de I'équation de Cauchy-Riemann (Jg = f) sur un
domaine pseudoconvexe, donnant I’expression du d-Neumann en fonction de I'opérateur
solution canonique. Le résultat principal est obtenu grace au résultat de Lieb qui montre
I’équivalence entre 'opérateur solution canonique S, = éNqH et 'opérateur intégral T,
sur la boule unité de C".



1 Introduction

L’équation de Cauchy-Riemann dg = f a été longtemps le théme central de 'analyse
complexe a plusieurs variables. Diverses méthodes de résolutions de cette équation ont été
proposées dont celle dite le probleme du d-Neumann.

Soit €2 un domaine pseudoconvexe dans C", n > 2. L’opérateur de Cauchy-Riemann

d: L§ Q) = L§ .1 () est linéaire, dense, fermé et satisfait 9% = 0. Soient 0" I'adjoint de
d et 0 = 00" 4+ 00 le laplacien complexe. Pour 1 < ¢ < n, le potentiel inverse de [ noté
N, et est appelé opérateur O-Neumann.

Récemment, Phong dans [10] et Stanton dans [13] ont obtenu des formules de représen-
tations explicites de IV, dans des domaines spéciaux comme le demi espace supérieur de
Siegel et Harvey et Polking dans [1] sur la boule.

Kohn a montré que résoudre le probléme du O-Neumann revient & donner les propriétés
de régularité et exprimer explicitement I'opérateur IV,. Ainsi si f est O-fermée, il prouve
I'existence d’un opérateur appelé solution canonique noté S, = 5*Nq+1 tel qu’on ait
g = 5*Nq f, solution de I’équation de Cauchy-Riemann. Il a établi le résultat suivant :

Théoréme 1.1 Soient (2 un domaine pseudoconvexe relativement compact a bord lisse
d’une variété hermitienne, f une (0,q)-forme différentielle et H, la projection orthogonale.
Supposons que R(0) est fermé et soit

Sq=0"Ngt1: L§ . 1(Q) = L§ ()
I'opérateur solution canonique, alors
f=Hyf =S,0f +S;_,0"f
pour f € Lj () N Dom(8) N Dom(d*) et
Ny =8,5, + S, 1541

Lieb dans [5] a prouvé que si D est la boule unité de C", alors I'opérateur intégral T,
défini de L(Q), g+1(D) & valeur dans Laq(D) est égal a I'opérateur solution canonique 9*Ny44

sur R(9). Ainsi nous pouvons énoncer le résultat principal de ce document.

Théoréme 1.2 I’opérateur solution canonique 5*Nq+1 correspond a l'opérateur intégral
Ty, sur tout Lg,q+1(D)'

L’objectif de ce mémoire est de donner une expression explicite de I'opérateur NV, sur
la boule unité de C" due & Michael RANGE dans [12], en partant du résultat de Lieb
appliqué a ceux de Kohn.

Dans la premiere partie, nous allons commencer par introduire les notions de base néces-
saires pour la compréhension du document. Ensuite, on donnera la formule explicite de
I'opérateur N, sur un domaine pseudoconvexe relativement compact a bord lisse d'une
variété hermitienne X. Enfin, on va introduire les noyaux régularisants des fonctions a
coefficients dans L? sur D et faire la preuve du Théoréme (1.2), qui permet la déduction
de I'expression de IV, dans le cas ou D est la boule unité dans C".



2 Préliminaires

Dans cette section nous allons définir des notions tirées de [3] que nous utiliserons dans
la suite du document.

2.1 Quelques outils sur la géométrie différentielle

Soient n € N et k € NU {oo,w}.
Si k # w, on note C* la classe des fonctions k-fois différentiables et dont la dérivée k-ieme
est continue et C" celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 2.1 (Carte)

Soit M un espace topologique. Une carte sur M est un couple (U, ¢) ou U C M et
¢ : U — ¢(U) C R" est un homéomorphisme.

Définition 2.2 (Atlas)

Un atlas de classe C* est une collection d’homéomorphismes ¢, : Uy, — Vi, o € I, appelée
carte différentielle ou (U, )qaes constitue un recouvrement d’ouverts de M, (V). des ouverts
de R" tels que pour tous a et 8 € I, si U, N U # 0, alors les fonctions de transition

Pap = Pa 05 1 a(Ua NUg) = 0o(Ua N Ug)

sont des difféomorphismes de classe C*.
Les composantes ¢, (z) = («F, ..., z5) sont appelées coordonnées locales sur U, définies
par la carte locale (U, ©q)-

Définition 2.3 (Variété différentiable)

Une variété différentiable X de dimension n et de classe C* est un espace topologique
séparé muni d’un atlas de classe C* & valeurs dans R™.

Définition 2.4 Soit X une variété différentiable de classe C* et de dimension n, Q C X
un ouvert et s € NU {oo, w} tel que 0 < s < k. Une fonction f est de classe C° sur Q si

fop ! est de classe C* sur ¢, (U, N Q) pour tout a € I. L'ensemble des fonctions de classe
C? sur Q est noté C*(€2, R).

Définition 2.5 (Vecteur tangent)

Un vecteur v, tangent a X au point x, est par définition un opérateur différentiel de

premier ordre qui agit sur les fonctions,

c’est-a-dire pour tout f € C'(Q,R), on associe localement v.f = vja—f(xg); ou les
1<j<n O

v; sont des réels.

Dans un systéme de coordonnées locales (1, ..., x,,) autour de xq sur

on écrit simplement

Définition 2.6 (Espace tangent, Espace cotangent)
L’ensemble des vecteurs tangents est appelé espace tangent. Par conséquent, pour tout

0
o € €, le n-uplet {a—}1<j<n constitue une base de I'espace tangent a X au point xg;
x0T



noté T, X. Son dual T X est I’espace vectoriel cotangent a X au point .

Si f € CY(Q,R), sa différentielle au point xq est une forme linéaire sur T,, X, définie par :

dfe(v) =v.f = > vja—f(xo) Vv € T, X.

1<j<n Ox;
o of
En particulier, si v; = dz;(v), alors localement df = Y ——duz;.
1<j<n Ox;
0 0
La famille {dz, ..., dz, } est la base duale de {a—, s a—} Donc c¢’est une base de I'espace
T1 Tn

cotangent T, X.

Définition 2.7 (Champ de vecteurs)

Soit X une variété différentiable de classe C*. On appelle champ de vecteur de classe C*

(s > k) sur un ouvert Q C X, toute application s : @ — TX = [ J T, X de classe Cck
zeX
telle que s(z) € T, X pour tout =z € X.

On note I'*(X) I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur X.

Définition 2.8 Un ouvert Q € R? est dit & bord lisse de classe C* avec 1 < k < o0, en
un point p € b2 s’il existe un voisinage ouvert U de p dans R? et une fonction de classe
C* r:U — R tels que

QNU={zeU:r(x) <0}

bQNU ={zeU:r(z)=0}

r est appelé fonction définissante locale de €2 en p.
Un ouvert Q C R? est dit & bord lisse de classe C* s’il I’est en tout point p € bS2.

2.2 Fibrés vectoriels

Définition 2.9 Soient M une variété différentiable de dimension n et K = R ou C un
champ scalaire. Un fibré vectoriel de rang r au-dessus de M est une variété E de classe
C* munie d’une application © : E — M de classe C° appelée projection et d’une
structure de K-espace vectoriel de dimension 7 sur chaque fibre E, = 7~ '(x). Cela veut
dire qu’il existe un recouvrement ouvert (V,,)ae; de M et des C*°-difféomorphismes 6,
appelés trivialisations

O : By, — Vo xK' ot Epy, =7 '(Va)
telle que pour tout x € V,, 'application
E, 2 {1} x K — K’

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour chaque «a, 8 € I , 'application

Oas =00 005" : (VaNV3) x K — (Vo NV3) x K
peut se mettre sous la forme
Qaﬂ(xvf) = (I,gaﬂ(fﬁ).f), (l‘,f) S (Va A VB) x K

ot la famille (g,5) est inversible & coefficients dans C*(V,NVj3, Gl(r, K)), d’inverse (gos) " =
(gpa) et satisfaisant a la condition de cocycle

90898y = Jar SUr Vo NVgNV,.



La collection (g.5) est appelée systeme de matrices de transition. Réciproquement, toute
collection de matrices inversibles satisfaisant la condition de cocycle définit un fibré vectoriel
E, obtenu en recollant les cartes V,, x K" via les identifications 6,3.

Exemple 2.1  Les fibrés tangents TM = | J T, M et cotangent T*M = | J T, M d’'une

aeM aeEM
variété différentiable M de dimension n sont des fibrés vectoriels localement triviaux de

rang n au-dessus de M.

Définition 2.10  Soient 2 C M un ouvert, £ un fibré vectoriel sur M et k£ € N U
{+00,w}. Une section de classe C* de E|q est une application s : ) — E de classe ck
telle que s(x) € E,, pour tout x €  (i.e mo s = Idg).

Exemple 2.2

1. Une 1-forme différentielle est une section du fibré cotangent.
2. Un champ de vecteur est une section du fibré tangent.

Définition 2.11  Soient n et p deux éléments de N et M une variété différentiable de
classe C" de dimension n, avec r € NU {oo,w}. Une p-forme différentielle de classe C" sur
M est une section de classe C" du fibré vectoriel des p-formes extérieures APT* M.

Ainsi, une p-forme différentielle w associe a tout x dans M, une forme p-linéaire alternée
w, sur 'espace tangent T, M a M.

On note EP(M) I'ensemble des p-formes différentielles de classe C" sur M.

On peut effectuer plusieurs opérations avec les p-formes différentielles, par exemple :

e Produit extérieur
Soient u une p-forme différentielle et v une g-forme différentielle définies localement par :

’ !

v(z) = > wvy(x)dey et u(z) = > ur(x)de;.

|J1=q =p

Alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p + ¢) définie localement par :

/

unv(@)= Y wulz)vy(x)de; Adryavec 0 <p+qg<n
|=p,|JI1=q
I = (iy,....75p) avec 1 < iy < ........ <i,<n
J = (j1, ) avee 1< i <, <j.<n

dry =dz; A ... Ndx;, et dey = dxj A ... N dz;,.

e Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d: EP(M) — EPTL(M)

T

défini localement par la formule

pour

et vérifie les propriétés suivantes :



i) dlu Av) =duAv+ (—1)Pu A dv (Regle de Leibnitz) ;

ii) d*u = 0 (idem-potence).
Une forme u est dite fermée si du = 0 et elle est dite exacte s’il existe une forme v, telle
que deg(v) = deg(u) — 1 vérifiant v = dv.
 Pull-back
Soit F': X — Y une application C* entre deux variétés orientées de dimension respective

ni, na. Si v(y) = > vr(y)dyr est une p-forme différentielle sur Y, le pull-back (tiré-en-
[|=p

arriere) F*v est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplagant y par F'(x) dans

I’écriture de v, c’est-a-dire

Fro(x) = 2/: vi(F(x))dF;, A ... \NdF;,.

|I|=p

Définition 2.12 (Variété complexe)

Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une

collection (U, ¢a)acs OU les U, sont des ouverts de X tels que X = U U, et
ael
Yo : Uy — C" sont des homéomorphismes pour lesquels on a :

si Uy N Us # 0
Pap = SOaOSOEI : @B(Ua N Uﬂ) — QOQ(UQ N UB)

sont des biholomorphismes.
(Ua, pa) sont appelées cartes locales.

2 €Uy 0alz) = (27,25, ooy 2i) € C™.

(27,25, e z) sont appelés coordonnées locales autour de z.

rn

La collection (U, ¢a)acr €st appelée atlas complexe.

2.3 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n. Considérons X
comme une variété différentiable de dimension 2n. Pour tout z € X, on a ’espace cotangent
T7X de X en z et la structure complexe J, de T, X définie localement par

J(dxj) = dy; et J,(dy;) = —dz;.

Remarque 2.1 J, est un endomorphisme R-linéaire de T X vérifiant
J.oJ, = —Idpsx.
Soit 77 X le complexifié de T X, c’est-a-dire 'ensemble des éléments de la forme
utivouu,v el Xeti= V1.
J, se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de 7 X noté encore J, tel que

‘]z2 - —Ide*Xc



et
J.(u+iv) = J,(u) +iJ,(v)

pour tous u,v € T, X.
J. admet deux valeurs propres i et —i, ce qui permet la décomposition de T, X C suivant.

T;XC = Tz*l,OX D Tz*O,lX
ou

ThoX ={veT;X%/J.v=iv}
Th, X ={ve T:XC/)Jv=—iv}

zeX zeX

sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.

Pour p,q € N tels que 1 < p,q < n, notons par APT7; ;X et AYT7, | X respectivement les
espaces vectoriels des p-formes alternées sur 77, (X et des g-formes alternées sur 17, X.
Dans un systeme de coordonnées locales (21, ..., 2,),

APTT o X = vect{dz;, N ... Ndz, }1<ii<..<iy<n

AqT:OJX = vect{déjl AN dzjq}1§j1<....<jq§n

ou (dzi,...,dz,) et (dzy, ....,dz,) sont des bases locales de 17, (X et T, X
donc

zeX zeX

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré 77, X et des g-formes
extérieures sur le fibré 75, X.
On pose

APOTEXC = NPT (X & AT, X

donc

APDTIXC = vect{dz;, A ... Ndz) NdZj A ... NdZ,}

avec 1 < < ... < <netl<j <. .<j,<n.

Définition 2.13

Le fibré APOT*XC .= APTY o X @ AT, X est appelé fibré des (p, g)-formes extérieures
sur le fibré cotangent complexifié

T*X°¢ = |J Tr X"

zeX

Définition 2.14 (Formes différentielles)

Soit 2 C X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p,q) (ou (p, g)-forme
différentielle) et de classe C* (k € NU {+o0}) sur Q, toute section sur Q de classe C* du
fibré APOT*XC,

On note C¥ (X) Tespace des (p,q)-formes différentielles de classe C* sur X et £P9(X)
I'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* sur X.



Dans un ouvert € C X de coordonnées locales (z1, ...., 2, ), une (p, ¢)-forme différentielle u
de classe C* s’écrit

!’

u(z) = Z U[J(Z)dZ[/\dZ],

[1|=p,|J|=¢

oit les ur; sont des fonctions de classe CF, I = (iy, oy dp) €t J = (J1,...., Jq) sont des
multi-indices d’entiers vérifiant 1 <i4; <y < ... <4, <netl<j <... <j, <n,

dzp = dzy N ... Ndz,,

dzy =dz; N ... Ndz;,
et Z indique que la somme se fait suivant les indices croissants.

On note par DP(Q)) le sous-espace vectoriel de C;]f,q(X ) formé par des (p, ¢)-formes a
support compact dans €2 (on 'appelle aussi 'espace des formes tests) et par C5°(X) le
sous-espace vectoriel de Ck (X)) formé par des fonctions de classe C™ a support compact
sur X. Toute fonction f E COO( ) est appelée fonction test.

Définition 2.15 (Produit scalaire hermitien)

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Une forme hermitienne sur X est
la donnée en tout point 2y € X d’une application qui varie de maniere C™° en fonction de
z

h:T,X xT,X — C, définie par :

pour deux vecteurs

U = Z ujaa , U= Z Ukaa appartenant a T, X,
}7 A _ Zk
n o 9 B n B
h(u,v)(z0) = > h(@’@) (20)ujOr = Y hjn(20)u;vy
j.k=1 zj Oz jk=1

ol

g 0
h; h
(20 = <E)z] 8zk>( %0)
et qui vérifie les propriétés suivantes :
i) h(A\u,v) = Ah(u,v), YA € C,

i) h(u,v) = h(v,u), Yu, v €T, X,

iii) h(u,u) >0, Yu e T, X,

iV) h(u,u) >0V u#0,

V) h(u+v,w) = h(u,w) + h(v,w), Yu, vetweT,X.

On note her(T,,X) 'ensemble des formes hermitiennes sur 77, X.

Définition 2.16 (Variété hermitienne)
Soient X une variété complexe de dimension n et h une métrique hermitienne sur X. Alors
le paire (X ,)h) est appelé variété hermitienne sur X.

8



2.4 Les opérateurs 0 et 0
Définition 2.17 (Les opérateurs 0 et 9) (cf [7])

Soient X une variété complexe et Q C X un ouvert. Si f est une fonction de classe C*
sur un voisinage d’un point a € €2, on a localement

0
df, = E:af Ydx -+§: a)dyj,
7j=1
on pose

o 1o 0,0 _1@”1)
8zj N 2 8xj 8y] 32j B 2 8:6]- 83]] .

Puisque z; peut s’écrire comme suit :

Zj =T + 1Yy,

alors on a dz; = dx; +idy; et dz; = dx; —idy;, ou x; et y; sont des réels.
Cette transformation permet d’écrire df, sous la forme suivante :

n af ~
dfo =3 5-(a)dz + > Z=(a)dz;.
j=1Y%j j=1Y~J
Posons
0fy = zn: —f(a)dzj et Of, = zn: %(a)dz_j,
=1 8Zj j=1 (9zj
donc -
df =0f +0f.
La décomposition -
d=0+0
se généralise sur toutes les formes différentielles.

En effet, si

/

w(z)= > wry(z)dz ANdz,

[I|=p,|J|=q

est une (p, ) forme différentielle de classe C*

/

dw(z) = Z deJ(Z) ANdzr Ndzy; = Z (6wI,J(z) —i—éw[,{](z)) ANdzr Ndzy.
[T1=p,|J|=q [I|=p,|J|=¢
On posera

ow(z)= Y Owrs(z) ANdzp Adzy et Qw(z) = Y. Owry(2) Adzr Adzy.
H|=p,|J1=q [T1=p,|J|=q
Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :
0:C, Q) — C;jrll’q(ﬂ)
9:Cs () — C1().

Propriétés 2.1
1)d=0+0 et d*=0.



2) *=0*=000+000=0.

Définition 2.18 [//] Soit (X,w) une variété hermitienne compacte avec dimcX = n.
L’opérateur de Hodge est un isomorphisme noté x défini par

* =%, O (X, C) — O (X,C)

n—gq,n—p

tel que u A xTU =< u,v >, dV,,, avec w une forme hermitienne et <, >, un produit scalaire
hermitien.

Lemme 2.1 [7/7] L’opérateur de Hodge a des propriétés supplémentaires suivantes :
1) x%¢ = (=1)""¢p pour ¢ € C;%(X,C).
2) xdV, =1 et x1 =dV,,.

2.5 Harmonicité & Pseudoconvexité

Les domaines pseudoconvexes sont définis a partir des fonctions harmoniques. Les
definitions de cette partie sont tirées de [7].
2.5.1 Harmonicité

Définition 2.19 (Fonction harmonique)
Une fonction u de classe C? définie dans un domaine D de C est dite harmonique si

Au=20

0? ( 0? 0?

iA=a
ou 020z \0z2 " oy

> désigne 'opérateur de Laplace.

Remarque 2.2 En identifiant C & R?, on va voir que les fonctions harmoniques sont trés
liées aux fonctions holomorphes.
On rappelle qu'une fonction f : z € Q — f(z) continue est holomorphe si elle est

différentiable et satisfait I’équation de Cauchy-Riemann 2= 0.
z

Définition 2.20 (Fonction sous-harmonique)

Une fonction u définie sur un ouvert D de C a valeurs dans [—oo, +oo[ est dite sous-
harmonique si :

i) u est semi-continue supérieurement (s.c.s.), c’est-a-dire {z € D ; u(z) < s} est ouvert
pour tout s € R.

ii) Pour tout compact K C D et toute fonction A continue sur K, harmonique sur }O( ,
telle que h > u sur bK, alors h > u sur K.

Définition 2.21 Soient 2 C C™ un ouvert et ¢ une fonction de classe C? sur §2. On
appelle forme Lévi de ¢ en z € () la Hessienne complexe noté L.p de ¢, c’est-a-dire

n 8290
w— Lyp(w) = Z 9205,
J

jk=1

(2)w;wy.
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Définition 2.22 Une fonction ¢ de classe C? sur un domaine Q € C" est dite plurisou-
sharmonique si

—(D)tite 2 0,

Vze, teC".
Une fonction ¢ de classe C? sur un domaine € C C" est dite strictement plurisousharmo-
nique si

n
p)tity > 0,
Z zjazk g

Vit 0.

2.5.2 Pseudoconvexité

Définition 2.23 Une fonction ¢ continue définie sur un ouvert D de C", a valeurs réelles
est une fonction d’exhaustion pour D si, pour tout ¢ € R, I’ensemble

DC:{ZE(C”|<p(z)<c}
est relativement compact dans D.

Remarque 2.3 Une fonction d’exhaustion ¢ vérifie ¢(z) — oo quand z s’approche du
bord de D.

i rné, on défini u vexité uit :
Si 2 n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit

Définition 2.24 Un domaine €2 C C" est dit pseudoconvexe si {2 admet une fonction
d’exhaustion ¢ plurisousharmonique continue.

Définition 2.25 Soient €2 un domaine borné de C" et ¢ une fonction définissante de
classe C? de . On dit que € est pseudoconvexe au point p € bS), si la forme de Lévi

n 8290 _
t:tr, >0
VvVt € C" vérifiant

; ajj(??)fj = 0. (1)

Le domaine () est strictement pseudoconvexe si la forme de Lévi est strictement positive
pour tout ¢t # 0 et V¢t € C", la relation (1) est vérifiée.

Q) est dit domaine pseudoconvexe s’il est pseudoconvexe en tout point du bord 0f2.

Q) est dit domaine strictement pseudoconvexe s’il ’est en tout tout point de son bord.

Remarque 2.4 Soient {2 C C" un domaine pseudoconvexe et ¢ une fonction d’exhaustion
lisse et plurisousharmonique sur €2. Alors

=10

ceR

ou Q. ={z € Q:p(z) <c} sont des domaines relativement compacts.
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2.6  Outils d’analyse fonctionnelle

Dans cette partie, on va rappeler quelques notions d’analyse fonctionnelle.

Définition 2.26 Un produit scalaire sur un R- espace vectoriel €2 est une application
affine de 2 x ) a valeurs dans R bilinéaire, symétrique, définie positive et notée < .;. > .

Définition 2.27 Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace préhil-
bertien.

Définition 2.28 Soit €2 un K-espace vectoriel (K =R ou C ). On appelle norme sur €2,
I’application notée || . || et définie de 2 dans R, telle que :

1.VzeQ: |z|]|=0<x2=0.
2.Vzx eQetVA e K: || Xx|=N ]
3.V (wy) € oty <llzll+lyl.

Définition 2.29 Un espace vectoriel normé (€2, || . ||) est dit complet si toute suite de
Cauchy (pour cette norme) d’éléments de €2 est convergente dans 2. Un tel espace est
appelé espace de Banach.

Si (2, . ]|) est complet et que la norme est issue d'un produit scalaire, alors (€2, || . ||) est
un espace d’Hilbert.

Exemple 2.3 (Espace de Banach)
On note LP(Q2), 1 < p < oo, l'espace vectoriel des classes de fonction f, mesurable presque
partout, on note par ||.||z» la norme associée a LP(Q) et est définie par :

1 = ( [ 157az)"

Lorsque p = oo, L™ est défini par
L>(Q2) = {f mesurable presque partout : |f(z)| < oo}
et sa norme par
[|fll = inf{c >, |f(z)| < ¢, presque partout}.
Pour tout 1 < p < oo, LP(Q2) muni de la norme ||.||z» est un espace de Banach.

Exemple 2.4 (Espace de Hilbert) Soit 2 C C" un domaine.

L*(£2) muni de la norme
%
fllee = (1),
Q

qui provient du produit scalaire : Vf, g € € on a

< f,g>= /Q(f x g)dzx

est un espace de Hilbert.
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2.6.1 Notion de distribution
Définition 2.30  Soit 2 un ouvert de R". On pose

D(Q) :={p :R" — C,p € C*(R") | supp(p) C £, et supp(yp) compact }

ou supp(p) = {z € R"|p(x) # 0}.
Une suite (¢;)jen d’éléments de D(€2) converge vers ¢ dans D(€2) quand j tend vers 400 si :

i) V 7, le support de ¢, et celui de ¢ sont contenus dans un compact K C €,

ii) (D%p;())jen converge uniformément vers D%p(x) sur K C €,
pour tout multi-indice @ = (o, ....., ay,) avec o € N et

Soit K C R"™ un compact, on désigne par Dg 'espace des fonctions ¢ : R" — C de classe
C* a support dans K.

Définition 2.31  Une forme linéaire 7" sur D({2) est dite séquentiellement continue sur
D(€) si l'application T : D(€2) — C est continue au sens suivant : pour toute suite (¢; ) en
d’éléments de D(€2), si ¢; converge vers ¢ dans D(£2), la suite des nombres complexes
T(p;) converge vers T'(¢).

Définition 2.32  Une distribution 7" sur 2 est une forme linéaire sur D(£2) séquentiel-
lement continue. On note D (Q2) I'espace des distributions sur €.

Remarque 2.5 Si T € D'(Q) et o € N", alors Papplication ¢ — (—1)1°1(T, D*p) est une
distribution appelée dérivée d’ordre o de T'. On la note par DT

Exemple 2.5

1) Soient Q un ouvert de R" et a € R". La fonction
do : D(2) — C définie par 0,(¢) = ¢(a) = (da, ) est une distribution appelée
mesure de Dirac.

2) Soit f une fonction localement intégrable' sur Q C R. Alors I'application T} :

D(€2) — R définie par T¢(p) = /Qf(a:)gp(x)dx est une distribution sur €.

2.6.2 Théorie des opérateurs

Comme nous essayons d’établir 'expression explicite de I'opérateur inverse du Laplacien
complexe, il est primordial d’énoncer quelques définitions et propriétés sur la théorie des
opérateurs (voir [9], [11] et [15]).

Définition 2.33 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Un opérateur est une appli-
cation linéaire T' définie sur un sous-espace vectoriel Dom(T) C H; a valeurs dans Ho.
Dom(T) est le domaine définition de l'opérateur T.

Définition 2.34 Soient X et Y deux espaces de Banach, on note £(X,Y) ’ensemble
des applications linéaires continues et By := {x € X : ||z||x < 1}.

On dit que T € L(X,Y) est compact si 'image par T' de la boule unité fermée Bx de X
est relativement compacte dans l'espace Y (ie T'(By) est compact).

1. Une fonction a valeurs complexes sur un ouvert 2 de R™ est dite localement intégrable si sa restriction
a tout compact de €2 est intégrable au sens de Lebesgue.
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Remarque 2.6

1. T € L(X,Y) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (z,) dans X, la
suite image (T'z,) admet des sous-suites convergentes dans Y.

2. SiT), Ty € L(X,Y) sont compacts, alors a; T} 4+ asT5 est compact pour tous scalaires
a1, as. Ainsi, les opérateurs compacts de X dans Y forment un sous-espace vectoriel
de L(X,Y). Cet espace des opérateurs compacts sera noté K(X,Y).

Définition 2.35 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et T : H;y — H,. L’unique
application linéaire T™ : Hy — H; telle que pour tous = € H; et y € Hy on ait :

<Tx,y>=<ux,Ty >

est appelée adjoint de T

Remarque 2.7 Par définition de la norme de I'opérateur et en utilisant un corollaire
d’Hahn-Banach, on a

* *
[T* = sup [Ty = sup [{z,T"y)|
yEHs,|ly[<1 @€ H) ||2]|<1
yE€Hg,|lyl[<1
= sup [(Tz,y)|= sup |Tz|=]T].
weHy, =<1 €M, ||z[|<1
yEHy,[lylI<1

Ainsi ||T7]| = |7

Proposition 2.1 Soient H; et Hy des espaces de Hilbert. L’application 7' —— T™ est
une isométrie de L£(Hy, Hy) dans L(Hs, Hy), elle est linéaire si les espaces sont réels et
sesquilinéaire si les espaces sont complexes. De plus, V1T € L(Hy, Hs),

(T*)" =Tet |T7T| = |T|*
Enfin (TS)* = S*T* VS € £(H,, H,).

Preuve 2.1 Par définition du produit scalaire et de ’adjoint, pour tous x € Hy, y € Ho,
Tl,TQ € £<H1,H2) et A € (C, on a .

(z,(Ty + AT2)" (y)) = (Th + A\T2) (z),y

( )
<T() ) ATy (), y)

= (z, (T <ZE T3 (y >
= (, (T* + )\T*) ().

Ainsi T —— T est antilinéaire. Elle est isométrique d’apres la définition de ’adjoint.
Montrons que (7%)" = T'. Pour cela on montre que pour tous = € Hy et y € Ho, on a

On a
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Montrons que ||T*T| = ||T||?. Tout d’abord on rappelle que la norme de 'opérateur est
une norme d’algebre et donc en particulier,

177N < T = 17>

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et la
définition de la norme opérateur, on obtient :

IT°T|| = sup [[T°T(x)|

[l=]I<1

= sup  [(T"T(z),y)]

=<1, ]ly[I<1
> sup [(T"T(x),z)|
=<1
> sup |[(T(z), T(x))|
=<1
> |17
On a donc Iégalité ||[T*T|| = ||T'||* d’apres les deux inégalités précédentes. Enfin, pour

vérifier que (7°'S)* = S*T™, il suffit de montrer que pour tous x € Hy et y € Hs, on a
(TS)"(x),y) = (S*T™"(x),y) . On a, par définition de 1'adjoint,

(T5) (%), y) = (x, (T'S)(y))

= (T"(2),5(y))
= (5"T"(x), ) -

Comme ceci est vrai pour tous x et y, on a l'égalité (T'S)* = S*T™.

Définition 2.36 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Un opérateur T : H; — Hs
est fermé si son graphe noté I'(T") et défini par

I(T)={(z,Tz) : x € Dom(T)} C Hy x Hy
est fermé.

Définition 2.37 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. On dit qu'un opérateur
T : Hy — H est a domaine dense si Dom(T') = H;.

Définition 2.38 Soit H; un espace de Hilbert. Un opérateur T : Dom(T) C Hy — H; a
domaine dense est auto-adjoint si 7% = T.

Proposition 2.2 /7] Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Si T': H; — Hj est un
opérateur fermé et a domaine dense, alors son adjoint est fermé.

Définition 2.39 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés de normes respectives
|.llx et ||.]ly. Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné si,

IM>0: VeeX; |A@)|y < M|z|x.

Remarque 2.8 Si X =Y = H est un espace de Hilbert, un opérateur 1" est borné dans
Hsi Dom(T) = H et T : H — H est continue.
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Exemple 2.6 L’homothétie vectorielle de rapport k :
H,: X — X

r — Hip(x)=keux

Vo e X [|Hi()|| = [k o xl| = |K[[[z]]

est un opérateur linéaire borné.

Dans la suite, nous utiliserons Ker(T') et R(T) pour représenter respectivement le
noyau et l'image de T.

Proposition 2.3 (cf [2]) Soit T un opérateur défini de H; a valeurs dans Ho.

1. Si T est fermé, alors Ker(T') est fermé.

2. Soit R(T') 'adhérence de R(T). Par la définition de l'opérateur adjoint, on a

H, = Ker(T) ® R(T*)

et

Hy = Ker(T*) ® R(T).

Proposition 2.4 Soit T un opérateur fermable a domaine dense sur H, alors

Ker(T): =R (T*) et Ker(T*)=R(T)*
Ker(T) =R (T*)" et Ker(T*)" =R(T).

Preuve 2.2 Montrons d’abord Ker(T) = R (T%)".
On a

y € R(T)" = ((y,T*x) = 0,Yx € Dom (T*)) = (y € Dom(T) et (Ty,z) =0,Yz € Dom (T*))
=y € Ker(7T)
R (T*)" C Ker(T)
y € ker (T) = ((Ty,x) = 0,Yx € Dom (T7)) = (y € ker(T) et (y, T*z) = 0,Ya € Dom (T*))
=y e R(T*)*
= Ker(T) C R(T*)".
Ainsi par ces deux inclusions, on a 1’égalité
Ker(T) = R (T*)".
Montrons maintenant R(T)* = ker(T™)
y € R(T)" = ((y,Tx) = 0,Yz € Dom(T)) = (y € Dom (T*) et (T*y,z) = 0,Yx € Dom(T))
=y € Ker (T7)
= R(T)* C Ker (T%)
y € ker(T") = ((IT"y,x) = 0,Yx € Dom(T)) = (y € Dom (T") et (y,Tz) =0,Vo € Dom(T))
=y eR(T)"
= ker(T*) C R(T)".
Par suite on a :
R(T)* = ker(T).

Les deux autres relations s’obtiennent en prenant 1’orthogonale et en remarquant que

Ker(T') est fermé.
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Lemme 2.2 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et T : H; — H, un opérateur
linéaire, fermé et dense.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R(T) est fermé.

(b) Il existe une constante C' telle que :

Ifll < CIITfll2 ¥f € Dom(T) N R(T*).

(¢) R(T™) est fermée.
(d) 11 existe une constante C' telle que :

gl < CIT gl Vg € Dom(T") N R(T).
Preuve 2.3 Supposons que R(T) est fermée. De la proposition (2.3), on a :
T : Dom(T)NR(T*) — R(T)

est bijectif et d’inverse
T-': R(T) — Dom(T) N R(T*)

est bien défini et est aussi un opérateur fermé. Ainsi d’apres le théoréeme du graphe fermé,
T~ est continu et cela prouve (b). En supposant (b) vraie on obtient R(T) C R(T). Ce
qui montre que (b) <= (a).
De fagon analogue on montre (¢) et (d) sont équivalentes.
Montrons que (b) implique (d). On a

| <9, Tf>|=|<T"g. f>1| <CIT"glli ITf]2
pour g € Dom(T*) N R(T') et f € Dom(T) N R(T*). Donc

| < g,h > | <C|T7g|l1 ||l2, pour g € Dom(T*) N R(T) et h € R(T),

qui implique (d). Par analogie, on montre que (d) = (b).
Théoréme 2.1 Soit T : X — Y un opérateur linéaire. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. T est borné;

2. T est continu sur tout l’espace X ;

3. T est continu en 0.
Preuve 2.4 L’implication (1 = 2), découle du fait qu'un opérateur borné est une
application Lipschitzienne donc continue. 2 = 3 car 'opérateur T est continu sur tout

I'espace X en particulier en 0. Il suffit de démonter I'implication (3 = 1). Supposons
donc que 'application linéaire T est continue au point 0 de X. On a

Ve >0,30. >0: Ve e X et |z||x < b = ||T(z) =T (0x)|ly = [|T(2)|ly <e.

Soit maintenant € X vérifiant ||z||x # 0. Alors,
O O
sl 5 <= )

2 2 Jlzflx
En d’autres termes,

de _ %”T(QC)HY

y 2 ll2llx

2 l#llx

T 2
Vee X et |y 0= L@y 2
lzllx o

Par conséquent,

2e
Ve € X = [|T(z)[ly < ;II-’EHX-

3

Donc T est borné, d’ou I’équivalence des trois propriétés.
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3 La formule explicite de I'opérateur 9-Neumann

On s’intéressera dans cette section a la formule explicite de I'opérateur 9-Neumann.
Nous commencerons par le cas d’'un domaine pseudoconvexe relativement compact a bord
lisse d'une variété hermitienne et finir par le cas de la boule unité de C".

3.1 Cas d’un domaine pseudoconvexe relativement compact a
bord lisse d’une variété hermitienne
Soit 2 € C" un domaine pseudoconvexe.
Si ,
f= > frsdzNdz,
[1|=p,|J1=¢
et

!/

g= > grsdz Ndz,
[I|=p,|J|=q

sont deux (p, q)-formes différentielles & coefficients dans L*(Q2), nous définissons le produit
scalaire et la norme comme suit :

/ /

<fig>= > < frngs> |fP=<ff>= > |fi

[I|=p,|J|=q [T|=p,|J|=q

1P = [ <ff>di= Y [ |fsfde

[I|=p,|J]=q

L’opérateur de Cauchy-Riemann 0 pour les (p,q)-formes différentielles de classe C* sur Q
s’étend aux (p,q)-formes différentielles de carré intégrable sur € et est donné par

0:L2,(Q) — L2 _1(Q)

avec

Dom(0) ={f € L2,(Q):0f € L2 ()}

Puisque L;q(Q) est muni d’un produit scalaire, alors 0 admet un adjoint noté 9%, ¢’est-a-dire
que B B
<df,9>=</[,0" >,

YV f € Dom(0) et g € Dom(0").
Notons

le laplacien complexe avec
Dom(0) = {f € Dom(9) N Dom(d*) : df € Dom(d*) et O*f € Dom(é)}.
Nous pouvons ainsi énoncer ces propriétés du laplacien.

Proposition 3.1

Le laplacien [J est un opérateur linéaire, dense, fermé et auto-adjoint.

Preuve 3.1 Soit D?4(Q)) 'ensemble des (p,q)-formes différentielles & support compact.
[] est donc linéaire.
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Montrons que [ est dense.

On sait que :
DP4(Q) C Dom(O) C Lf),q(Q).

Le passage a 'adhérence nous donne les inclusions suivantes :

Dra(Q) C Dom(0D) C L2 (92).

Or - -
Dra(Q) = L2 (Q) = L2 (),
donc on a
2 Py 2
L; () C Dom(OJ) C L, (2),
d’ou

Dom(0) = L2 ().

Ce qui montre que Dom([J) est dense.
Montrons que [ est fermé.
Soit f, une suite d’éléments de Dom/(0O) telle que f, — f, avec f € Dom(O). Montrons
que Of, =0f :

<O fafo> = < (00" +0°0)fu, fu >

< 99" fo 4+ T Ofus fr >

<00 fuy fo >+ < 0°0fu, fu >
<0 f, 0 fo >+ < 0fn,0fn >
= 110" fall* + llOfal .

Puisque J et 9% sont des opérateurs fermés, il existe f € Dom(@) N Dom(0*) telle que
O fr — O [ et Afn — 0 )f. 1l découle a nouveau du fait que 9 et 9" sont des opérateurs
fermés que 0*0f, — 0*0f et DO* f,, — OO* f.

Nous avons donc prouvé que [ est un opérateur fermé.

Montrons que le laplacien est auto-adjoint. En effet pour f,g € Dom() on a :

<(D>*f7g> = <f|jg>

<f(86*+8*6)

< f,00%g + 0"0g >

< f,aa*g >+ < f76*8g>

<88*fg>+<(9*8fg>
< (00" +0°0)f, g >

= <Uf,g>.

Donc [ est auto-adjoint. W

Théoréme 3.1 [2] Soit Q un domaine pseudoconvexe borné de C", pour tout f €
L2 (Q) Nker(0) avec 0 < p<mnet0<q<n, il existeu € L2 () tel que u = f et :

2 < 2 2
q/Q|u| AV < 6 /Q|f| v,

A / . \
ou d := sup |z — z | le diametre de Q.
z,ZIEQ

Lemme 3.1 Si 2 C C" est un domaine pseudoconvexe borné, alors

Ker(O) = {0}.
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Preuve 3.2 Soit a € Ker(0), ainsi o € Dom(d) N Dom(9*) et

<a,0a> = <a, (00" +0°0)a >
= [10"all® +]|0a|l?

= 0.
d’a=0et da=0= ac Ker(d) ﬂ_Ker(é*), on a donc Ker(O) C_Ker(é) ﬂ:l(er(é*).
On a aussi d’autre part, si « € Ker(d) N Ker(9*) = a € Dom(0), 0a =0 et 9"a = 0, il
s’en suit 0"0a =0 et d0*a = 0, donc o € Ker(O).
Ker(O) = Ker(0) N Ker(9*).

Soit a € Ker(9) N Ker(9*) = a € Ker(0) et a € Ker(9*) = da=0et 0*a =0 .
Puisque 2 est pseudoconvexe borné, alors il existe u tel que du =

= Ju=a«a

= 00u=0a=0
= <J0u,u>=0
= < 0u,0u>=0
= |oull*=0

= OJu=0

= a=0.
Ainsi Ker(9) N Ker(9*) = {0}, donc Ker(O) = {0}.

Lemme 3.2 Si 2 C C" est un domaine pseudoconvexe borné de C", alors R(OJ) est
fermée.

Preuve 3.3 Puisque (2 est un domaine pseudoconvexe borné de C", d’apres le théoreme
(3.1), pour tout f € L2 () N ker(9) il existe un u € L2 _(Q) tel que du = f, et u
satisfait

2 < 2 2
q/Q|u|dV < 65/Q|f|dV

5
lull> < equauu?

. €02
Ainsi en posant C' = /—, on a
q _
[|ul] < C]0ul|.

D’apres le lemme(2.2), R(0) est fermé, par conséquent R(9%) est aussi fermé et R(J) =
ker(0). Ainsi nous avons la décomposition orthogonale suivante :

L2 () = ker(d) ® R(0*) = R(9) ® R(J").
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Pour tout f € Dom(d) N Dom(d*), on a :

f=fi+f2 ou fieR(D) et fre RO
On a fi, f» € Dom(d) N Dom(9") et

of =0fy , Of=0h.

Toujours d’apres le Lemme (2.2), on a les estimations suivantes :

1) |[flh £ C|19fll2 pour tout f € Dom(d) N R(9*).

2) | fll2 < C||0* f|l1 pour tout f € Dom(d*) N R(D).
D’apres le théoreme (3.1), on a :

1111 < Callo full* et [ f2]l* < CoiallOfell?

2
ou C, =e— est une constante.
q

Puisque - - ~ ~
Of =0f, , 0°f=0"h,
on a

1A < Cllo I et [Ifal* < CorallOfI*.

Par conséquent, on a :

LFIP = LA+ 12l < Callo™ fIP + ConallOf 117

2
Or Cy = e—, donc Cy > Cyy; . Ainsi, on a
q

£ < Co(llo" FI* + 10£11%) Vf € Dom(9*) N Dom(0).
Pour tout f € Dom(O), on a
1fII? < Cy(< Of,0f >+ < O f,0°f >) = Co(< 0°0f, f >+ <00 f, f >)=C, <Of, f >.
De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous permet d’écrire :
Co <Of, f >< CollTfIHILAAl-
Ainsi
AP = < CllTflIfIl

=7l = < GlOf.
D’ou, d’apres le lemme (2.2), R(0J) est fermée. A

Définition 3.1 Le probléme du d-Neumann ( resp. le probleme du d-Neumann avec
poids) consiste a chercher un opérateur inverse du laplacien, appelé 'opérateur 0-Neumann
et noté N, : L;q(Q) — szq(Q) (resp. inverse du laplacien & poids, appelé 'opérateur
d-Neumann & poids et noté N ., : L (Q,0) — L2 (Q,0).)
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Remarque 3.1 Puis que Lz’q(Q) est un espace de Hilbert et [J un opérateur auto-adjoint
sur L;Q(Q), alors on a la décomposition de Hodge suivante :

L2 (Q) = Ker(D)® R(O). (2)

Si Q est borné, d’apres le lemme (3.1) et le lemme(3.2), Ker(O) = {0} et
R(O) = R(O) = L, 4(€2), donc O bijectif.
Théoréme 3.2 Soit 2 un domaine pseudoconvexe borné dans C", n > 2. Pour tous
0<p<n,1<qg<n, il existe un opérateur N, : L;q(Q) — L;q(Q) tel que :

1. R(N,,) C Dom(0O).

2. N, ,00=0N,, =1 ou I désigne 'application identité.

3. Pour toute f € L2 (),

f=00"N,,f ® 00N, ,f.

4. ON,y = Npys10, ¥ 1 < g <n—1sur Dom(D).
5. 5*Np,q :Nm_lé*, V2<qg<nsur Dom(é*).
6. Soit /
d:= sup |z—z|
Z,ZIGQ

le diametre de €2, pour toute f € Lf),q(Q), on a les estimations suivantes :

ed?
[ NpofIl < 7|\f|l

- ed?
|ONpq fI| < 7||f||

~ ed?
19" N fll < 3/~ IF1

Preuve 3.4 On a
O: Dom(0) C L2 () — L2 ().

Par définition, l'opérateur N, , est I'inverse de [J, avec
Nyg: L2 () = Dom(0O) C L2 ().

Par conséquent, on a (1) et (2).

C’est-a-dire R(N,,) C Dom(0) et N, ,00=0N, ,=I.

Montrons la relation (3).

Comme L2 () est un espace de Hilbert et que ker(CJ) = {0}, la décomposition de Hodge

p,q
nous permet d’avoir la relation suivante :

L2 () = R(O) = 99*(Dom(0)) ® 9*9(Dom(D)).
Donc Vf € L;q(Q) on a
f= 55*Np,qf 52 5*5Np,qf~

Montrons la relation (4).

Soit f € Dom(0), on a :

f = 53*Np,qf@é*5Np,qf

Of = 00"ON,,f car 00" N, ,f =0
Np,qH?f = Np,q+1aiaiaNpizfi -
Npg+10f = Npg11(00" + 0"0)ON, . f
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or N, ,:1(00* +9%0) = I d’apres la relation (2).
Donc - B B
Npg10f = ONpof V[ € Dom(0),

ainsi on a établi

Np,qHé = 5Np,q

Pour obtenir la relation (5), on utilise le méme procédé. C’est-a-dire :
soit f € Dom(9%), on a

f= gé*Np,qf b 5*5Np,qf
O'f = 0'00"N,,f car 0*0*ON,,f =0
Npgo10°f = Npq10*00* N, f

Ny 10°f = Npy 1(00" 4+ 0°0)0*N, . f

or N,, 1(00* +9*0) = I d’apres la relation (2).
Donc - - -
Npg10"f = 0"Nyof  Vf € Dom(97),

ainsi on a établi

N,y 10" = 0"N, g

Enfin montrons la relation(6).

Comme 2 est pseudoconvexe borné alors R(0J) fermée, d’apres le lemme (2.2) on a :

1A < GollTfNl v € Dom(DD)

= HNp,qu < CqHDNp,qu = CquH-

Donc on a la relation suivante :

[N f Il < Coll -

On a aussi :

||5Np,qf‘|2 + ||5*Np,qf||2 = < ?‘]\CP#IJC’ 5NP#If >+ < 5i]_\7p,qfa 5*Npuqf >
= < OON, f, Npof >+ <00 N, of, Npof >

<ONpof, Npof >

< fiNpof >

1IN Npa Sl

IN

Or [Ny fIl < Cyl[ f]l; done
1ON, o f I + 10" Noo f 117 < Coll £
D’apres (3) on a :
1ON o I < Coll 1P et 10" NpofII* < Coll FII*.

Ainsi, on obtient les deux résultats suivants :

HON, o f | < JCIFIl et 10" Nypof | < \JCIFIl VF € Dom(D) N Dom(&").

Remarque 3.2 Puisque f est quelconque dans L;q(Q), alors ON,,, et 0*N,, sont des

opérateurs bornés.
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Remarque 3.3 1) Sil'opérateur N, , existe avec les propriétés du Théoreme (3.2),
alors pour tout u € L2 () Nker(9), il existe v € L3 ,_; () telle que dv = u sur Q.
En effet

u = 00"Npqu+9*ON,u
99" Np,qu + 9" Np g410u
= 00"N, ,u

car Ny 4410u = 0.

2) L’opérateur Ny ,, a des propriétés analogues a celles de 'opérateur N, , énumérées
au Théoréme (3.2) et on obtient une solution canonique v = 0" Ny , qu de I'équation

Ov =uVuelL (Q)Nker(d).

0,9

Dans la suite, la donnée f est une (0, g)-forme différentielle et on notera NN, au lieu de Ny,
lopérateur 0-Neumann.

Définition 3.2 Soit T un opérateur sur Lg (€2).
On appelle projection orthogonale noté H,, I'application définie de Laq(Q) a valeurs dans
Ker(T).
Si ¢ = 0, on I'appelle la projection de Bergman.
Théoréme 3.3 Sous les hypotheses du théoréme (3.2), on a les égalités suivantes dans
Laq(Q) :

i) ON,=NO=I1-H,

i) HN,= N,H, =0,

Preuve 3.5 La preuve est une conséquence du Théoréme (3.2). Du fait que le domaine
est pseudoconvexe borné alors ker([J) = {0}, donc la projection orthogonale est dans ce
cas l'application nulle.

Théoreme 3.4 Soient X une variété Hermitienne et 2 € X un domaine pseudoconvexe
relativement compact. Supposons que R([J) est fermé et soit

Sq = 0" N1t Lg 411(Q) — L§ 4()
I'opérateur solution canonique. Alors
f—H,f =S,0f + S;‘,l(?_*f
pour tout f € Lg (€2) N Dom(d) N Dom(0*).
Ny =8,5, + 5, 1541

Preuve 3.6 D’apres le théoreme (3.2), S, est un opérateur borné, pour 0 < ¢ < n — 1.
Son adjoint est donné par :

St = (0"Ngs1)" = Ngs10 = ON,.
Soit f € L§ () N Dom(d) N Dom(9"). On sait que

N,O0=0N,=1I- H,
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alors

(I - Hq)f = D:]qu o
= qu = ((9(9* + 3*8)qu
= 00*N,f + 0*ON,f
= ON, 10" + O0*Nyy10f
- S;flé*f"‘sqgf
= (S;_10" +5,0) . (4)
En remplagant f par N, f dans 'égalité (4), on a

(I - Hq)qu = (S;—la_* + Sqé)qu
Nof — HoNof = Si_10*Nyf + S;ON,.f
Nof = S 1S¢af + 5,5, f, car HiNyf =0

= (81541 + 545 f
donc
N, = S;‘_ISq_l + SqS;. [ | (5)

On a ainsi une expression de 'opérateur d-Neumann en fonction de 1'opérateur solution
canonique et de son adjoint dans un domaine pseudoconvexe relativement compact a bord
lisse d'une variété hermitienne.

3.2 Cas de la boule unité de C".

Nous allons dans cette partie réécrire I'expression de I'opérateur -Neumann de la
relation (5) dans le cas ot le domaine est la boule unité de C".
Soit D la boule unité de C", alors

D={2eC":|z] <1},
avec 7(z) = |z|* — 1 la fonction définissante.

Définition 3.3 /2] Soit D un domaine de C". On note H(D) l'ensemble des fonctions
holomorphes de carré intégrable. L’ensemble H (D) est un sous espace de L*(D), et est lui
méme un espace de Hilbert. Si D est borné, on a

No:H(D) — C

fo— fw)

avec w € C.
Selon 'estimation de Cauchy

|f(w)] = ed(w) "I f]|z2(p)
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ou ¢ est une constante qui ne dépend que de n et d(w) une distance sur D. Ainsi d’apres le
théoréme de représentation de Riez, il existe un élément unique, noté Kp(.,w) dans H(D)
tel que

£(@) = nulf) = (. Ep(w) = [ FEEp(z @)V,

pour tout f € H(D).
La fonction Kp(z,w) ainsi définie est appelée fonction noyau de Bergman sur D.

Dans le but d’écrire les expressions des (0, q)-formes différentielles dans L?(D), nous
rappelons d’abord les formules de base et les noyaux introduits dans [3].
Soient W une (1,0)-forme différentielle donnée par

(&)

W= (1- < z,£>)’

et Qo(1W) une double forme différentielle donnée par

Qo(W) = (2im) "W A (O:W)"

o AOr(€)(1— < 2,6 >) — 0c(1— < 2,€ >) AIr(§)\"

= (2im)"W A < (I—<z¢5) >
. 90r(€)(1— < 2,& >) + X1y z;d&; A Or(€)\»1

= (2im) "W A ( (= <2.¢>) >

_ N or(€) d0r(€) i1 zjdéj A Or(€)\nt

= @M e ey (<1— <2E>) | (- <zE>) ) |

On sait que (a +b)" = > CFa*b"* (la formule du binéme de Newton).
k=0
On note aussi Vi € Net r € N* tel quet +r=n— 1.

or () )A<( dor (¢) ))%( ?zlzjdéjAar(ﬁ))’“:O

(I— < z,&> 1- <z, &> (1— < 2,£>)?

si r # 0 du fait du caractere alterné du produit vectoriel (0r(&) A dr(€) =0). Sir =0
c’est-a-dire t = n — 1, alors

Qo(W) = (2im)™™ or(€) A (( 90r(§) ))n—17

(I— < 2,£>) - < z,&>

d’ou

_,0r A (90r (&))"t
(1— < z,&>)"

Qo(W) = (2im) "W A (0:W)" ! = (2ir)

Avec ces choix de W et Qy(17), le noyau de Bergmann Kp est donné par

KD(Z, f) = *agﬁ()(W)

ou * est "isomorphisme de Hodge.
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QW) = ((zm)—nar(f)/\(58r(§))n—1>

(1— < z,&>)m
o Or(©) A (00r(e)"
= (2im) (I— <& z>)
On a
(€)= 3
k=1
00r(§) = >_ > hdg; N d&,
j=1k=1
et d’apres [3]

CO N SE T A

j=1

= (n—1)! Z Z epede” N deX

|J|=n—1|K|=n—1

en remplacant ces expressions dans Qy(1), on a

or(€) A (90r(€)"
(I— <& z>)m

QW) = (2im)™"

— Qim)" Yrey Erdés A —1)! z’: z’: epcdg? A dgx

(1-< &z >)m i1 Ko (1= <&z >)"
: ko1 ERERdET N dE
= (2im) " (n—1)!
2 |JZT; u; (1= <§z>)

QO ! Jke, ded A dE
IeQ(W) = 84((2i7r)*”(n_1) 3 Z 2 k= 151<(§sz>)/\ 5)

|J|=n—1|K|=n

= (2 —1)! 2 k= L ehelde NdE(1— < €2 >)"
( Z7T TL |J§: Kz: (1_ <£ P >)2n
e, § g meed

+(2im) " (n — 1)In (1= <€z 5)20 1= <&z >)M

|J|=n—1|K|=n (

" ekelde N dE
= (2im) "(n—1)! Z Z k=1 EK e N dS

T 1o (I—-< &z >)m

ik 15K5kZJ§kdf/\d§
+(2im)~ n—l'nz Z J1_<£z>)n+1

|J|=n |K|=n

> ekdé A dE = (2i)"dV,

|J|=n |K|=n
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I’expression devient

— n(20)"dV n <& z>(2)"dV

(W) = (2im) " (n— 1)!((1_ P RS T (W e
. '(1— <& z>)dV+ < 2,6 >dV
™ mn.
(1_ < gaz >)n+1
dv
(1— <&z >)ntl

= 7 "n!

KD(Z, f) = *8§QQ(W)

v
T (- < €z >
n! *dV

7 (1— < €,z >+l

D’ol
n! 1
(1— < &z >)ntl’

Soit Ly une forme différentielle donnée par

Kp(z,€) = car  *dV =1.

n—q—2
Lq= Z Y1,qC.a
pn=0

avec ”
Chog = X/: §z;dEWT N dzd
: Q1=q (1= <&z >t [Ig = 22+ r(Er(2)" "
1<4,5<n

et 7,,4 une constante réelle convenablement choisie.
Soit wy une forme différentielle donnée par

/
wg =27 Z de¢? A dz’
[J|=q
avec
—ilog|§—z\2 sin=1
W) =1 mra)y 1
2rm € — 22
la solution fondamentale du laplacien ou encore appelé le noyau de Green.
On pose

stn>1

!/

Cug= . mydeiQdz?

Q=g
1<i,j<n
ou
mi; = &ngg*(uﬂ)b*(n*#*l)
avec B
p=(1-<&z>) et b=IE— Z|2 +7r(&)r(2).
Posons
82 62
ijkl = o= Mij €t Dijkl = = Mj.
TR pgog, PN T 08,

Pour démontrer le Lemme principal, on a besoin des résultats suivants :
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Lemme 3.3 Pour Q et K fixes, avec |Q| =g et |K|=¢q+2

Sk = Z S%QEkKLmijkl = 0. (10)
L
1:7j7k’l

Preuve 3.7 On remarque que 5;{@5,&2 #0,8i |QNK|>q—1.

Il n’y a donc que deux cas non triviaux a considérer :

Cas A : Si Q C K, on a comme ensemble K = {a, 8} UQ
CasB:SiQNnK=Joul|J|=q¢q—-1, K ={a,p,v}UJet Q={A\}UJ ou A & {a, B, v}.

Considérons d’abord le Cas A.
Apres permutation, on peut supposer que K = ofQ. Dans la somme (10), on sépare les termes

avec k = [ de ceux avec k # .
Sik=1I,
0% e = <)

Pour [ € K, L est alors complétement déterminé par [; ces termes donnent donc

> 5%ﬂmijkl =Y (magu — Mpau)- (11)
leK
1,J
Si k£ 1,
!
0 # ef?enn? = —eit-

Pour | ¢ K, L est alors complétement déterminé par i et j; donc les termes avec k # | conduisent
a:

Z _Ei?lfmijkl = Z(malb’l + Migal — Miapl — mglal). (12)
IgK IgK

1£k

1,J

Calculons maintenant m;;;.

On a:
32
Mijkl = @m
_ 0 0 +1 (n—p—1)
= afl 35 fz ]gb (1 n=
= —m—u—lhi[&qﬂ&—ww—fﬁbp—lﬁéﬂﬁ”FWﬂ“”*]
= (ntntlge O [(236 — s + Etalol? — €32yt ) 60+ Dp=n]

= (-n+p+ 1)( — dizjzi + duzibrl2|? + kil ) ¢~ (D= (nn)
+H(n 4 1)+ 17 ( - Gz + Gz&la) gm0
—(=n+p+1)n—p) (& — 2+ &2 = V) (- Gzize + Gzl 6025

= (n—p-— 1)(5ilzj(zk — &lz]?) — §izj5kl|z|2> ¢~ HHDp=(n=n)
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+(n—p—1)(p+1) (El&'zjzk - 515ﬂj§k|2!2) ¢~ (D p=(n=p)

= = 1) = ) (&2 (217 — 21l2f? = ALl + Exale]") ) oD,

Posons
o on—p—1
H = prtlpn—n
g, - wtlh-—p-1)
2 = prT2pn—h
g -~ =wh-p—1)
3 = (bu—l—lbn—u—&-l ’
alors
mije = Hi {51'12’]‘(2% — &l2l?) — fizj(skl|2|2}

+H, [ilSiZjZk - 515¢Zj€k|2|2}
+Hsj [&'Zj(zkzz — zk&l|2* — 2&l2* + §k§:1|214)},

ou 0;; est le symbole de Kronecker.
Pour k=1

Sap0.0 = Y_(Magu — mgan)
leK

(13)

(14)

(15)

en remplacant les m;ji; par leurs valeurs de la relation (14) dans la relation (15) et en combinant
les termes avec Hq, Ho resp Hs, et comme ils sont constants par rapport a [, on peut donc poser :

Sapg,o = H1S1+ H2S2 + H3Ss.

Déterminons les termes S, Sa, et S3 :

S1o= Y (Balzaz — 258121%) — Suazslzl® — Sp1(zazt — 2alil2[?) + 0uépzalzl?)

l

= Y (bar(zsz — 25812%) — 0pi(za2t — 261121)) + D (0uépzalz|” — duazslzl?)
1

l

= ) OBailzaz — 288121%) = Sp1(2az1 — 261l 27)) + (€p2al2]* — Eazpl2|?) D (D).

l
= (2820 — 2ptalzl?) — (2a2s — 2a€pl2[*) + n(Epzal2|* — Eazpl2l?)
= —fa25|z|2 + fgza|z|2 + n(fﬂza|z|2 — faz,g|z|2)
= (e 1)(Epzalal? — azslo?)
= —(n+1)(Eazslzl” — Ep2al2l?).

NB : [ parcourt ’ensemble K, comme « et 3 sont des éléments de K, si [ coincide avec « et avec

B alors d,; = dg = 1 et sinon dy; = dg = 0.

So = Y (Bbazsz — Bazsll|2] — 2€s2az + 2€p2a81)2]7)
!

= (azs —£820) Y (212 — 2&|21%)

l

= (bazs — Ep2a) (12" = |21* Y 2&)
l
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= |22 (azs — €p2a)(1— < &,2>)
= [21*(€a2s — £82a) 9,
et

Sz = ) (bazs — Epza) (B — 2&)2)* — 2&|2* + &&= ")

l

= (azp — Eﬁza)<25m — |2 Z(Zlél +28) + |2|* Zélfz)

= (§a25-—£5za)(ZP 1 3+ 20 + € )

= |2 (6as — €57a) (1 + I¢] rzP (et a6))
= |2 (6azp — Ep2a) (1 + [P + |6 — 22 — [¢* = |22)
= |22 (€azs — €p2a) (1€ — 2 + (1€ = (|22 - 1))
= |2’ (Eazs — §92) (€ — 2P+ 1(E)r(2))
= |2[*(6azs — £520)D-
Ainsi, on a :
Sapa = —(n+1)[2[*(Cazs — pza) Hi + 212 (€a2s — Ep20) 0H2 + |2[* (Eazs — €520 )b H3

= |2[*(¢azs — fﬁ%)( — (n+1)H, + ¢Hy + bH3)-

(16)
Or
_ —p—1 —(p+)n—p—1
( —(n+1)H, + ¢Hy + bHS) = ( —(n+ 1)1;/14-1!271—# + G +¢35‘an—’[: )
(n—pn—p-1)
+b S pn—p+1 )
_ (—(n+1)(n—ﬂ—1) Lt Di—p—1)
& o @ pnn
(n—p)(n—p—1)
+ &M—‘rlbn—,u )
= (~+D)m—p=D)+ @+ —p-1)
) 1)>$—(u+1)b—(n—u)
= 0,
d’ott
S&BQ,Q — 0

31



Pour k #1, on a :

I
Sas@@ = D —Eonmim
€K
Ik
i’j
= > (Maig + Muigar — Miasl — Malal)
]

= > (Mag — mMuap) + Y _(Mupar — Maiar)-
I l

Ici on a deux sommations presque identiques avec celui du cas k = [, par analogie

Sap@.Q = 0

Ce qui prouve la relation (10) dans le cas A.

Considérons maintenant le cas B. Apres permutation on peut supposer

K=afvJ, Q=X\et AN¢K.

Cela implique que

igAJ _apvd
e €kr #0

seulement pour [ = A, alors

igAT J
Sk = Y. e enr” mien
i?jik
L
= Z ngjumijk)\-
k#A
= Z(mﬁua/\ — MyBa + Myapx — Mavp + Mapv\ — mﬂaw\)‘ (17)
A

Calculons myjy. D’apres la relation (14) on voit que pour 4, j, k # A

Mk

avec

H, [51‘)\27]'(21@ — &lz]?) — fizj(;kA|Z|2} + Hj [ixfizjzk - 5,\§i2j€k|z|2]
+Hs [fizj(zkix — 2 |2)? — A&z + §k§A!Z\4)]
HyZ)\&izjzy, — Hozr&izi€|2|* + Hséizjzrzn — Habizjzrén 2|
— H3&2; 208k 2|° + H3&izi&én 2|
. . C. 3 e 2 ) 3 4 m a2 3 2
zjzp(Haza&i + Ha&izy — H3§iéx[217) + ik (Hs2i602|" — Hazazj|z|” — Hzzj2)[2]%)

zizk fai + &i&kgng (18)

fi = Hozn& + Hs&izy — Ha&in|2)? et g = Hszi€o|2|* — Hazazj|2|? — Haziz| 2%

On a, fy; est indépendante de j et de k. Et aussi g); est indépendante de ¢ et de k. Donc la
relation (18) montre que m;jiy est la somme d'un terme symétrique entre j, k et d’un terme
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symétrique entre i, k.
Ainsi de la relation (17) devient :

Skq = Y, ((Zuzafw +&a€89x0) — (282afrw + &éagrg) + (2az8foaw + £0€890a)
X

_(zuzﬁf)\a + {afﬁg/\u) + (Zﬂzuf)\a + gagz/g)\ﬁ) - (Zazvf)\,b’ + {,Bgngoz))

= Y (22afrs + s — 28%afr0 — Evbadns + 2asfrv + EEp0ra
A

—2u28faa — §a€B9n + 2820 faa T §abvgrg — 2azvfrg — §5§ug>\a)
- 0 (19)

Ceci acheve la preuve du lemme (3.3). [ |
Lemme 3.4 Pour L et K fixes, avec |[L| =g+ 1 et |[K| =g+ 3

Rk = Z 5ngEZLQpijkl =0. (20)
Q
’L"j?k7Q

Preuve 3.8 En faisant le changement de variable L=Q, on voit que le lemme (3.4) est identique
au lemme (3.3) mais avec I'augmentation des longueurs des ensembles QQ et K. Ainsi la preuve
est similaire & celui du lemme (3.3).

Définition 3.4 /5] L’adjoint formel de I'opérateur de Cauchy-Riemann 0 pour les formes
différentielles de classe C' & support compact noté ¥ est défini par

91 L3,(Q) » L3, ,(Q)
et vérifie )
(0f,9) = (f,V9).

Ona: E9f
19(2 fAdZ 2Z€kK A
A

Lemme 3.5 [8] Soient &, z € Q et w, une double forme différentielle définie par la relation (8),
pour n > g > 1 alors :
Vewg = Ozwq—1.

Preuve 3.9 Soit

_ o— £y J_ o— (n—2)! 1 £J
we(&,2) =27% > d¢/ Ndz" =277 o] B sd&’ N dz
[J|=q |/|=q
En lui appliquant I'adjoint formel, on a :
Yewg(§,2) = 27 Z |2n 2dﬁ‘l/\dzj)
|J|= q
- (n*2 1 J 7K A od
= 271 e dET Ndz
zz T
= 2 Uy S S g (6 - ol - o) R A
g | T|=q 1<k<n
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Ll o = M (R TR (O

|J|=q 1<k<n

(G — A€ — 22(€ — o)) dEX A de?

- Z > & (”—1(fk—2k)|§—2| 2")d£ Adz!

|J\ q1<k<n

_ }: 3 e (k—zwg—zy%y%KAdz

|J|=q 1<k<n
Par analogie a wy, on connait la formule de w,—1, ainsi
2)!

— ! 1 _
(9zwq_1(§, Z) = 2*(]4’1 (n " 82 Z mdﬁJ A dZJ
2n |J|=g—1 €=

gart (= 2) Z > 5 O (€ = 22(1€ = #I2) ") dzic A dE N d=

|J|=¢—11<k<n Oz

D S S A A Ly

‘J| q1<k<n
_,(n—=1)! _ ~ B 3
2 ‘Z(in > X el - a)le - 27 dg Az,
H Ve R
On obtient ainsi I’égalité du lemme (3.5). [ |

Nous pouvons ainsi énoncer le lemme principal.

Lemme 3.6 (principal) ~ B
O (V¢ Lq) = 0¢(0:Lq) = 0

sur D x D pour tout q.

Preuve 3.10 Rappelons que
n—q—2
= Z Vu,qChg>
pn=0

avec 7,4 une constante réelle convenablement choisie.
La démonstration du lemme principal revient a montrer que

O(9¢Clug) = 0¢(0:Cluq) = 0
En fixant p et q dans la suite, on écrit

Cu,q = Z mijdfidezQ

Q=g
1<i,j<n

ot -
mij = gizj(b*(#ﬂ)b*(n*u*l) ]

Calculons alors J¢(9¢C),q) et Og(9:Cluq)-
651950#,(] = ggﬂg( Z mijdfidezQ)

|Ql=q
1<ij<n
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d’apres la relation (9)

5& 196 Cu,q =

Et

5& 9:Cug =

D’apres la relation (9)

9¢0,C1q =

9 D
|Ql=q
1<ij<n

ZZ

|Ql=¢
1<ij<n

02

ijQ L

Z Z%JL T
0&,0

|Ql=q g 5

1<4,5<n

228%6285 mi;del A dz9)

yjQ Y

—2 &L 8§ &

mwdg’f AdEE A d2®

—2 ijdf_K Adz®

-2 Z efngkKLmijkldéK Adz®.

1k

>

|Ql=¢
1<i,j<n

55(% Z mijdgideZQ

IQl=q
1<4,5<n

e Y.
|Ql=q
1<i,j<n

5522

IQl=q
1<i,j<n

B Y.
|Ql=q
1<i,j<n

> Z%ag 9 mljdgk/\dﬁwQ/\dzL
IQl=q
1<i,j<n

Z Z€ng€lQLagazmijd§K Adz".

1k
Ql=¢
1<i,j<n

D" 0.ymi; A dETRdZS
l

mwdz A dETQ A dzF)

o
Z(efga—zlmijdé 79 ndz")
l

>

IQl=q
1<4,5<n

K L FK A gL
> emiotiopijndE™ A dz".
LK

Les sommes sont prises sur tous les indices strictement croissants [, k C (1,
|L| =g+ 1et |K|=q+2 dans (21), respectivement |K| = ¢+ 3 dans (22). Et i,j sont entre 1 et

n.
Ainsi 551950‘&7(] =0et 556,20#7(1
|

(22)

n) avec |Q| = g,

= 0, respectivement d’apres le lemme (3.3) et le lemme (3.4).
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Définition 3.5 [5/ Un noyau I'(, 2) sur D x D est dit admissible simple de classe C1 si I est
de classe C' sur D x D — {(§,2) : £ = z € bD}, et si pour chaque p € bD, il existe un voisinage
U de p tel que I' ait une représentation

_ bt?(’;"t %@Zﬁ;u sur (U x U N (D x D) (23)

pour certains entiers naturels j, s1, s2, tg, - ,t4. Si tg = 0, on dit que I' est pur.

Définition 3.6 /5] Un noyau admissible simple " est d’ordre A, si pour tout p € bD il a une
représentation (23) avec les propriétés suivantes :
4
1. sim= th — 81— 82 >0, alors
j=1

2n +min(2,m) +j — 2(to +m) > A.

2. sim <0, alors
21’L—|—j+|m|—2t02)\.

Remarque 3.4 Un noyau I' est dit admissible s’il peut s’écrire sous la forme d’une somme finie
de noyaux admissibles simples. T est de classe C! §'il est une somme de termes de classe C''. Une
forme double est admissible si tous ses coefficients sont admissibles.

Théoréme 3.5 [5]
i) Si f € CY(D), alors

f=(9f,9¢Lo = *Qo(W) + dwo) + (£, Kp);
i) Sig>1et f€ C&q(D) N Domd*, alors
[ = (OF.9eLg — DeLygs + Betwy) + (57 f, DLy 4 + Datwgr).
Définition 3.7 L’opérateur intégral
14 L(Z),q+1(D) — Lg,q<D)

est défini par :

Tof = (f, 9eLo = "Q(W) + de) (24)
et pour 1 < g < n, par

Tyf = (f,0¢Lg — 0:Lg-1 + 55%)]3.

Corollaire 3.1 (cf [5]) Soit Ty : L(Q),qH(D) — Laq(D) un opérateur linéaire défini par
qu(z) = (f7 F(? Z))D

ou I' est une forme double sur D x D, dont tous les coeflicients sont des noyaux admissibles de
classe C*. Alors

1. siI' est pur, T}, se prolonge en un opérateur borné,

1
2. si ordre de I' > 1, T}, est borné en norme L?, et lisse d’ordre 3 dans le sens suivant :

(T, )(2) = (L)) = el flus|z = 2|2, 2,2 €D,
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Le corollaire (3.1) montre que le noyau de 7Tj est composé de termes admissibles d’ordre >1, et
de Ocwy.

D’apres le théoreme (3.5) et la relation (24) respectivement (25), on a la formule de représentation
suivante, pour f € C’é’q(D) N Domod*

sig=0
f= (0f.9¢Lo — +Qo(W) + Dewo) + (f, Kp)
f = Todf+(f,Kp)
f=(f.Kp) = Toof; (26)
etsil<gq

f = (0f,9¢Ly — 0:Lg—1 + Ocwy) + (0% f,9¢L* y—1 + Vwy—1)

= T,0f + (0 f,9¢L* -1 + Vowy—1). (27)

Nous voulons maintenant mettre la relation (27) sous la forme plus symétrique, par analogie
avec la formule générale de la relation (4).

Lemme 3.7 Sig>1et f € C&yq([?) N Domd*, alors
f=T0f+T; ,0"f. (28)

Preuve 3.11 Soit Tq*,l I'adjoint de Tf_1. T;,l est un opérateur intégral et son noyau est donné
par : B

Ve Ly — #.Q5(W) + 0,wo, sig=1
et

1§ZL:;_1 — 755[1;_2 + 8zwq_1, stq > 2.

De la relation (6), on a - -
—_— n_p (0OT) A OF
Q* = (2 n_\"7 /"7
O(W) ( 7”’) (17 < §,Z >)n)
est holomorphe en &, par conséquent si f € Domd* alors

(0" f, 5 05(W)) = (f, 9ex-05(W)) = 0,

de plus o o
(a*fv 8L2—2) = (f) 8586‘[’;—2) = 0.
T, est défini par :
T;—lf = (fa 19ZL(>;—1 + 8§Wq—1)7

ainsi
Tq*flé*f = 0"/, V:Ly_q + Ogwg—1),
d’apres le lemme (3.5) 0,wq—1 = Jewy
Ty (0 f = (0" f, 9L} + Dewy). (29)
D’apres les relations (25) et (27), on a :

f = T,0f + (0" f,0¢L* 41 + Vewy)

= T,0f +T; 0"f; (30)
d’ott Pégalité (28). |
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Comme dans un domaine pseudoconvexe la projection orthogonale du laplacien est une application
nulle; en comparant les relations (4) et (28), on a T, = S, et d’apres la relation (28), T, = 0" N
sur 'image R(0). En effet, en remplagant f par 0* NOf dans la relation (30), on a :

*NOf = T,0(F'NOf)+ T8 (9*NIf)
= T, (00"NOf) + Ty ,(0*0"NOf)
= T,00*NOf)  car 99" =0
= T,(00°NOf) + T,(0*ONDf) — T,(8*ONOf)
— T,((0" + 8*B)NAS) — T,(5*NOdY)

= T, (ONOf)  car 00=0

= T,0f.
On obtient 1’égalité sur R(0).
Le cas général est de montrer Pégalité sur I'espace L2. Le résultat est le suivant :

Théoréme 3.6 L’opérateur 5*Nq+1 correspond avec l'opérateur intégral T, défini par les
relations (24), resp (25) sur tout L(Q)qu(D).

Preuve 3.12 D’apres [0], L37q+1(D) = R(0) @ R(9*). Puisque T, = 0* N 41 sur R(9), il suffit
de prouver que 5*Nq+1 est nul sur R(9*), c’est-a-dire

T,0°f =9*No*f = 0. (31)

Pour f € Lg’q_i_Q(D) N Dom(9*)

Tod*f = (0"f,9¢Lo — *Q(W) + dewp)

= (9"f,9¢Lo) — (9" f,xQ2(W)) + (9" f, Dewo))
et pour ¢ > 1

T,0°f = (0"f,9¢Ly— 0:Lg—1 + Ocwy)

= (9"f,0¢Lq) = (0" f,0:Lg-1) + (9" f, Dewy)-
On sait que o o
(0" f, Ocwq) = (070" f,wq) = 0;

et puisque Qo (W) est holomorphe en &, on a (9% f, *Q(W)) = 0 au cas ot ¢ = 0. Une intégration
par partie et le Lemme principal (3.6) implique que :

(0% f,9¢Ly) = (0% f,05L4-1) = 0.
Ainsi T, est nul sur R(0*) pour tout q. ) ) B
Comme Lg,qH(D) est la somme directe de R(0) et R(0"), donc T, = 0% Ng41 sur tout L(Q),qH(D)'
|

Ainsi de la relation (5), nous avons la formule explicite de 1’opérateur 9-Neumann sur la boule
unité de C".
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4 Conclusion

Ce travail porte sur un article de Michael RANGE intitulé "The d-Neumann operator on the
unit ball in C™". Apres avoir énoncé quelques notions préliminaires, nous avons pu a travers
le Théoréeme (1.1), donner une expression explicite de l'opérateur d-Neumann en fonction de
I'opérateur solution canonique et ses propriétés de régularités sur un domaine pseudoconvexe
relativement compact a bord lisse d’une variété hermitienne. Et a travers le Théoreme (1.2), en
déduire la formule de N, sur la boule unité de C".
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