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Notations et abréviations

Nous utiliserons un certain nombre de notations et d’abréviations.
EDP : Equation aux Dérivés Partielles.

R : Espace des nombres réels.

RY : Produit cartésien de R de dimension N.

N : Espace des nombres entiers.

Q) : Domaine borné de R .

02 : Bord de Q2.

I" : Une courbe fermée et réguliere dans (2.

C°(92) : Espace des fonctions C*° dans 2 a support compact.

1/2
DM2(RY) : Le complété de C°(Q2) pour la norme </N |Vu2dm> .
R

tr(.) : La fonction trace d’'une matrice.
p.p : Presque partout.

CO7Q(QT0/2) — [T = C(QTO/Q)’ sup M < 0, 0 < 0 < 15,
TyEC(@Qun) 1T YN

CLQ(QTO/2) = {U € CI(QTO/Q); Du € CO,Q(QTO/2)}'

v



Résumé

Dans ce mémoire, on considére un domaine borné Q de RV, N >4, et b, h : Q@ — R deux
fonctions continues. Soit I' une courbe fermée et réguliere dans (2. 1l s’agit d’étudier 'existence
des solutions positives u € H&(Q) de I’équation de Hardy-Sobolev perturbée :

—Au+ hu + bu't? = pfauzg_l dans ,

2(N — o) ot

ou 2 := est exposant critique de Hardy-Sobolev, o € [0,2], 0 < § <

— N -2
pr : 2 — R est la fonction distance a I'. Elle est donnée par :

pr(x) == inf d(z,y) Vo € Q.
yel’

Nous allons étudier la solution de I’équation en deux cas :

e le cas de I’équation de Hardy-Sobolev non perturbée ( b = 0),
—Au+ hu = pl?”u%*l dans Q.

Trouver une solution de I’équation de Hardy-Sobolev non perturbée revient a minimiser la

fonctionnelle suivante :
/yvu|2dy+/ hu?dy
J(u) . JQ Q

. s
% ul%ed
(/Qpr ] y)

Pour résoudre le probleme, nous démontrons que pour toute dimension N > 4, ’existence d’une
solution (ou plutoét une condition suffisante d’existence) dépend de la géométrie locale autour de
la singularité. En revanche, dans le cas ou la dimension N = 3, c’est la géométrie globale
(particulierement, la masse de la fonction de Green).

e Le cas de 'équation de Hardy-Sobolev perturbée ( b # 0).
Trouver une solution de I’équation de Hardy-Sobolev perturbée revient & minimiser la
fonctionnelle suivante :

1 1 1 1 . .
J(u) = 5/0\Vu]2dy+§/Qhu2dy+m/gbu2+5dy_27*/Qpr | dy.

Pour résoudre ce probleme, nous démontrons que I’existence d’une solution dépendra uniquement
de la perturbation pour les dimensions N > 4 et qu’une interaction entre la géométrie globale
dans un domaine 2 et la perturbation apparaitra en dimension 3.



INTRODUCTION

Les inégalités fonctionnelles constituent un outil standard en théorie des équations aux dérivées
partielles (EDP), en calculs des variations, en théorie géométrique de la mesure, en géométrie
riemannienne, en géométrie différentielle et dans beaucoup d’autres branches importantes de
I’analyse. Elles ont beaucoup d’applications en physique mathématique, en théorie spectrale, en
biologie, en astrophysique, en ingénierie etc. Particulierement dans ce mémoire, nous allons
étudier les inégalités de Hardy-Sobolev avec singularité cylindrique. Avant d’étudier ces inégalités
de Hardy-Sobolev, il est nécessaire de connaitre les inégalités de Hardy et de Sobolev. En faisant
une interpolation entre les inégalités de Hardy et de Sobolev, on obtient les inégalités de
Hardy-Sobolev.

Le célebre théoreme de Sobolev [9] affirme que, pour tout entier N > 3, il existe une constante C
dépendant de N tel que

N2/
(/ |u]20d:r> "< C/ |Vul?dz pour tout u € DM?(RY) (1)
RN RN

N
N3 est Pexposant critique de Sobolev et D?(RY) est le complété de C°(RY)

avec 28 =
0= N _

1/2
pour la norme u — ( / \Vu]zda:) . La meilleure constante C' pour I'inégalité de Sobolev est
RN
2-N
atteinte par les fonctions de la forme w(z) = C (1 + |x]2> >, voir [1].

L’inégalité classique de Hardy avec singularité cylindrique s’écrit :

(N—k—2

2
) / [ul?|z| ~2dx < / |Vu|?dx pour tout u € DVA(RY), (2)
2 RN RN

ou |z|_2 le poids, c¢’est-a-dire, une fonction mesurable positive p.p dans RY. Contrairement &
N-—-k-2

2
> ) est optimale mais jamais atteinte, (voir Brézis

I'inégalité de Sobolev la constante <

et Nirenberg [10]).

En interpolant les inégalités et , on obtient I'inégalité de Hardy-Sobolev avec singularité
cylindrique : pour tout 0 < k < N —1et o € [0, 2], il existe C = C(N, o, k) telle que

. \2/2%
(/ |z|_”\u|20dx> < C’/ |Vu|?dz pour tout u € DV?(RY), (3)
RN RN

2(N —o)

W= (t RF x RV=F et 27 =
ouzx=(t z)eR"x et 2 N 5

Cependant, on observe que :
e si o =0, on retrouve I'inégalité de Sobolev (|1]).
e Sio=2et k# N — 2, alors nous obtenons I'inégalité de Hardy avec singularité cylindrique

(2

Enfin pour o € [0, 2], la meilleure constante pour l'inégalité de Hardy-Sobolev est donnée par

est 'exposant critique de Hardy-Sobolev.

SN, :=inf {/ \Vul?dz, u € DV?(RY) et / 2]~ ul?7dz = 1}. (4)
RN RN

1



La constante Sy, est atteinte par des fonctions strictement positives w € D2 (RM). De plus
Fabbri, Sandeep [12] ont montré que la constante est atteinte par la fonction de la forme

w(z) = 0(Jt|, |2]), ou O est une fonction définie par : 6 : Ry x Ry — R. Il existe un cas
particulier par exemple lorsque k = 0 (voir Lieb [4], Aubin [19] et Talentie [7]), Sy, est atteinte

par :
2—N
[eg

2N 9o\ =
w(z) = (N = 2)(N = 0))2& ((1+]a*)
Si 0 = 1, Fabbri et Sandeep [12] ont montré que chaque minimiseur s’écrit comme suit

N—-2
2

w(z) =[N —k)(k—1)] =

2—N
2
’

((1+ 122 + 147)

excepté du cas o = 1, les minimiseurs ne sont pas connus explicitement (voir [20] et [12]).
Dans ce mémoire, nous allons travailler sur €, un domaine borné de RY avec N >4, N = 3 et
k=1.

Notre objectif principal est d’étudier 'existence d’une solution positive u € H}(Q) de 'équation
de Hardy-Sobolev perturbée

—Au + hu 4 bu't0 = pru?~t  dans Q. (5)

On distingue deux cas.
e Si b =0, alors nous obtenons I’équation non perturbée de Hardy-Sobolev avec singularité une
courbe

~Au+ hu = ppu? 1 dans Q. (6)

Trouver une solution de I'équation ([G) revient & minimiser la fonctionnelle (voir [5] proposition

4.5)
/|Vu|2dl‘+/ hudz
J(u) == 2% 2 .

2
—c 2% 22‘.
ul“edx
([ pitufaz)

Par la suite, nous allons introduire 'infinimum

Q. T):= inf J(u 7
@ T) = it () @

et nous montrons que si
,U/h(Qa P) < SN,O’?
alors pp (92, T') admet un minimiseur.

e Si b # 0, alors nous obtenons I’équation .
Chercher une solution de I’équation ({5)) revient & minimiser la fonctionnelle (voir [5] proposition

4.5)
1

1 1 5 1 70_ .
J(u) = §/Q|vu’2dx+§/ghU2dx+m/Qbu2+ dr — 22';/Qpp ‘u|2UdZL‘.

Ensuite, nous allons utiliser I'infinimum

e (2, T, h, b) := inf J(u
( ) u€Hg(2)\{0} ()

pour montrer que si

MU(Qa F7 ha b) < SN,C”

alors p (€2, I', h, b) admet un minimiseur.



Ce travail est composé de trois parties.

e Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions : dans la premiere section, nous
rappelons les courbes réguliéres (les courbes paramétrées par longueur d’arc, la notion de
courbure et de torsion). En suite, dans la deuxiéme section nous rappelons les espaces LP({2)
(I'inégalité de Holder, le lemme de Fatou, le théoreme de convergence dominée et le théoreme de
Fubini et le théoreme de changement de variable) et enfin nous terminons par les espaces de
Sobolev (la dérivation faible, les espaces des fonctions test, les espaces H'(Q) et Ha (),
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, inégalité de Minkowski, I'inégalité de Poincaré, formule de Green
et un résultat de compacité).

e Dans le deuxieme chapitre, nous allons développer une paramétrisation locale et une métrique
pour résoudre 1’équation de Hardy-Sobolev sans terme de perturbation, ensuite nous allons
donner un développement de la fonctionnelle J et terminer par les conditions suffisantes pour
lexistence de minimiseur pour l'infinimum p(Q2, I, h) de dimension N > 4 et N = 3. L’objectif
de ce chapitre est de démontrer le théoreme .

Ce chapitre est une présentation détaillée du travail de Fall-Thiam [14].

e Dans le troisieme chapitre, nous traitons brievement ’existence d’un minimiseur pour
Pinfinimum (2, T', h, b) de dimension N > 4 et N = 3 de I’équation de Hardy-Sobolev avec
perturbation. L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoreme ((3.0.1]).

Le contenu de ce chapitre n’est autre qu’'une présentation détaillée et développée du travail de
Ijaodoro-Thiam [IT].



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre est consacré aux courbes régulieres sur IR™Y dans la premiére section, pour cela on se
réfere aux livres de Do Carmo [17], C. Bér [3], et M.Berger [15]. Dans la seconde section, nous
rappelons les espaces LP et les espaces de sobolev, les principales références du section sont : G.
ALLAILRE-F. ALLOUGES [5], Franck Boyer [6]. H. Boumaza [8] et T. Aubin [9].

1.1 Courbes régulieres sur RY
Généralités

L’objectif de cette partie est de caractériser les sous-ensembles de RY appelés courbes qui sont
des objets unidimensionnels et auxquels les méthodes de calculs différentiels peuvent étre
appliquées. Une maniere naturelle de définir de tels sous-ensembles consiste a utiliser des
fonctions différentiables. On dit qu’une fonction réelle d’une variable réelle est différentiable (ou
lisse) si elle a, en tout point indéfiniment dérivable. Une premiere définition de la courbe, pas
entierement satisfaisante mais suffisante pour les besoins du document, est la suivante.

Définition 1.1.1. Soient n € N et I C R un intervalle de R. Une courbe paramétrée est une
application o : I C R — R™, t = a(t) = (a1 (t),0a(t), ... an(t)) de classe C*.

Le mot classe C* dans cette définition signifie que « est une relation qui applique chaque ¢ € T
en un point a(t) = (a1 (t),aa(t),...,an(t)) € R™ de telle sorte que les fonctions

a1 (t),0a(t), . .. ,an(t) sont de classe C*. La variable t est appelée parametre de la courbe.
L’ensemble C' = «a(I) = {a(t), t € I} est appelé support géométrique (ou trace). On dit que C
est une courbe géométrique et « est une paramétrisation de C'. On notera une courbe paramétrée
par (a, I). La paramétrisation («, I) donne plus d’informations que la courbe géométrique.

Exemple 1.1.1. Une paramétrisation du cercle d’équation x> + y? = R? est Uapplication
a1 [0;27] — R? avec a(t) = (Rcos(t), Rsin(t)).

FIGURE 1.1 — Représentation du cercle unité.



Exemple 1.1.2. (Hélice) Soient a et b deux réels strictement positifs et

a:R — R?
t: — «at) = (acos(t), asin(t), bt).

Cette courbe est représentée (géométriquement) par la figure .

—— HELICEaveca=3eth=2

FIGURE 1.2 — Hélice avec a = 3 et b = 2.

Définition 1.1.2. Soit o : I C R — R" une courbe paramétrée. L’application

o :ITCcR — R"
da(to)

dt = (O/l (to),aé(to), e 704;1(750))7

tg +— O/(to):

est appelée vecteur vitesse (ou vecteur tangent) de la courbe « en ty. La droite engendrée par ce
vecteur au point a(ty) est appelée droite tangente a o en ce point.

Définition 1.1.3. Soit o/ : I C R — R" le vecteur vitesse d’une courbe paramétrée (o, I). La
fonction v : t — v(t) = ||/ (t)|| est appelée vitesse de o ot ||.|| est la norme euclidienne de R"
et Uapplication o’ : 1 C R — R"™, t — ' (t) est appelée accélération de .

Soit a: I C R — R™ une courbe paramétrée. Pour chaque t € I ol /() # 0, il existe une
droite, qui contient le point a(t) et le vecteur o/(t). Cette droite est appelée droite tangente de «
en t. Pour I'étude de la géométrie différentielle d’une courbe, il est essentiel qu’il existe une telle
droite tangente en chaque point. Un point ¢ ot o/(#) = 0 est un point singulier de .

Définition 1.1.4. Un point p = a(ty), to € I est dit régulier si o/ (tg) # 0. La courbe est dite
régulicre si tous ses points sont réguliers. Autrement dit o/(t) #0V t €L

Proposition 1.1.1. Soit o : I € R — R™ une courbe paramétrée de classe C*. Soit tg € I, si
o' (tg) # 0, alors o/ (tg) est un vecteur tangent a la courbe o en af(ty).

Démonstration. Un vecteur vy est dit tangent & o au point a(tp) si
(a(t) — a(to)) = A(t)vo + A(t)e(t), avec A\(t) € R et thl? e(t) = 0.
—to

Puisque o est de classe C!, on a :

a(t) = a(ty) + (t —to)d! (to) + (t — to)e(t) avec lim e(t) =0,

t—to
ce qui permet de conclure. O

Remarque 1.1.1. Une courbe paramétrée réguliere admet une tangente en tout point. Mais la
réciproque n’est pas vraie.



Définition 1.1.5. Soit o : I C R — R"™ une courbe réguliére. On dit que « est biréguliére au
point tg € I si les vecteurs o/ (to) et o'(to) sont linéairement indépendants. Si c’est le cas, on
définit le plan osculateur de o au point tg par :

Iz, (@) = a(ty) + vect(a/(to), o’ (to)).

Le plan osculateur de a au point to est le plan qui passe par a(ty) et d’espace directeur
vect(a(tg), o’ (to)).

Définition 1.1.6. Soit (o, I) une courbe paramétrée de classe C*. Une courbe paramétrée (3, J)
est une reparamétrisation de (o, I) s’il existe une bijection ¢ : J — I de classe C*t et que sa
réciproque soit de classe C' telle que

Vtel, B(t) = ao¢(t).
On dit que [ est une reparamétrisation de a et ¢ est un changement de parametre.

Proposition 1.1.2. Soient («, I) une courbe réguliere de R™ et (3, J) une reparamétrisation de .
Alors B est réguliére.

Démonstration. (3, J) étant une reparamétrisation de («, I) alors il existe un
difféomorphisme ¢ : J — I telle que 3 = a0 ¢. Ce qui implique que B'(t) = ¢'(t)a’ (¢(t)) # 0
car ¢ est un difféomorphisme. O

1.1.1 Courbe paramétrée par longueur d’arc

Définition 1.1.7. Soit (a, I) une courbe paramétrée de R" et [a, b] un intervalle inclus dans I. La
longueur de la courbe o sur |a, b] est définie par :

pe) = [ /@yl

Proposition 1.1.3. La longueur d’une courbe est invariante par changement de paramétre,
c’est-a-dire si B est une reparamétrisation de «, alors L(a) = L([B).

Démonstration. Soit f = a o ¢ avec ¢ : [c, d] — [a, b]

pe) = [ /@y

Posons t = ¢(u) donc dt = ¢'(u)du. Alors

L [0 ,
(a) = /¢ gy NI )

()
:/L 16/ (w)e (¢(u)) || du
¢~ 1(a)

d /
= [ 18 @wldu.
Dot le résultat. 0

La Proposition [1.1.3| nous dit que la longueur ne dépend pas de la paramétrisation particuliere.
En effet, la longueur d’une courbe ne dépend pas de la vitesse a laquelle nous ’avons parcourue.

Définition 1.1.8. Une paramétrisation («, I) d’une courbe est dite normale ou par abscisse
curviligne si pour tout [t1, to] C I, la longueur de la courbe géométrique entre les points a(t1) et
a(ty) est ta —t1. En d’autres termes

M@Z/hwﬁﬂﬁzh—n

t1



Définition 1.1.9. On appelle fonction longueur d’arc d’origine to € I de la courbe paramétrée
réguliére a : I — R", la fonction définie par :

t
ot —s o(t) :/ o/ ()|l du, Yt € I.
to

Proposition 1.1.4. Si la courbe est paramétrée par longueur d’arc, alors
lo'(8)= 1,V ¢ €.

Démonstration. La courbe est paramétrée par longueur d’arc donc

o(t) = /t:|o/(u)]du:t—t0.

En dérivant ci-dessus, on obtient pour tout t € I : ¢/(t) = ||/ (u)||= 1. O

Proposition 1.1.5. Toute courbe réguliére peut étre paramétrée par la fonction longueur d’arc
(c’est-a-dire il existe une reparamétrisation (3, J) de (a, I)) telle que ||B'(t)||=1, Vt € J.

Démonstration. Soit o, la fonction longueur d’arc de a d’origine tg :
oc:I — R4

P a(t):/t:]a’(u)]du.

La courbe « est de classe C'', donc elle est dérivable de dérivée continue. Par conséquent, o est
dérivable et sa dérivée o’ (t) = ||a/(¢)||> 0. Comme la courbe est réguliere, alors ||/ (t)[|> 0. D’ou
o est strictement croissante et donc injective de I vers o(I) = J.

Soit 7 : J — I l'inverse de o telle que o(7(s)) = s Vs € J; sa différentielle est

d(a(7(s)))

7 =o'(1(s)).7'(s) = 1.

Soit 8 : J — R"™ une reparamétrisation de « définie par 5 = a o 7. En dérivant cette relation on
obtient

d’ou
18" () I=llo" (7 (s)) 7" ()| = 1.
Ainsi B(s) = a o 7(s) est une courbe paramétrée par longueur d’arc.
O

Remarque 1.1.2. Dans la suite de ce document, nous travaillons avec les courbes paramétrées par
longueur d’arc.

Corollaire 1.1.1. Soient («, I) une courbe réguliere de classe C' et tg e I. Alors labscisse
curviligne T = o1 : J — I est un changement de paramétre admissible et

B=aor,
est une paramétrisation normale qui a le méme support géométrique que c.

Exemple 1.1.3. Considérons la courbe paramétrée o : [0;2m] — R? définie par :
a(t) = (Rcos(t), Rsin(t)) avec R un réel strictement positif. L’abscisse curviligne est donnée
par :

o:[0;2r] — R

t t
to—s /||o/(u)||du:/ Rdu = Rt.
0 0
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La fonction o est bijective et sa bijection réciproque

o l=71:00;27R] — [0;2n7]

5 > T(S):%.

La reparamétrisation
B=aor:[0;2rR] — R?

0-a(3) = (1o (7)1 ()

On montre que |3 (t)|| = 1. Ainsi 3 est une reparamétrisation normale de c.

est donnée par :

Définition 1.1.10. Une courbe paramétrée o : I C R — R"™ est dite périodique de période T' si
pour tout t € I, a(t + T) = a(t), T > 0 et il n'existe pas T' < T tel que a(t +T') = a(t) pour
tout t € I. Une courbe est dite fermée si elle a une paramétrisation réguliere périodique.

Définition 1.1.11. Une courbe fermée est dite fermée simple si elle a une paramétrisation
réguliere périodique o de période T telle que : a soit injective sur [0, T1.

Cette condition dit que la courbe n’a pas de point multiple, a part le point ot elle se ferme.
Comme les changements de parametres sont bijectifs, la condition d’injectivité vaut non
seulement pour une paramétrisation périodique de la courbe fermée, mais automatiquement pour
touts ses paramétrisations périodiques. Le choix de la paramétrisation périodique de la courbe
fermée ne joue aucun role pour déterminer s’il s’agit d’une courbe fermée simple ou non.

1.1.2 Courbure d’une courbe plane

Dans cette partie, nous nous focalisons sur les courbes planes c’est-a-dire celles qui prennent leurs
valeurs dans R2. La particularité d’une courbe est la possibilité de définir son champ normal. En
effet, soit a : I € R — R? une courbe plane & vitesse unité. On définit le champ normal par

n(t) = ( ) _01 ) L (8).

, .. . N / , . 4
Cette définition est faite de maniere que (a (1), n(t)) forme une base orthonormée orientée
positivement vers R%. En d’autres termes, nous faisons tourner le vecteur vitesse de 90 degrés
dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. Comme « est une courbe & vitesse unité, on a :

(d/, o)y =1.
La différentielle de cette équation donne
0=(a", )+ {a", o) =2(a", ).

Ainsi les vecteurs o(t) et o”(t) sont perpendiculaires. Donc le vecteur o (¢) est un multiple du
vecteur normal

a’(t) = k(t) - n(t).

Définition 1.1.12. Soit o : I € R — R? une courbe paramétrée par longueur d’arc. On définit sa
courbure comme la fonction

k: I CR— R,
t— k(t) =[|a” ()]



Vs &(t)
a(t)

"f n(t)

FIGURE 1.3 — Représentation de la courbure en un point.

La courbure mesure la maniere dont une courbe s’éloigne localement d’une ligne droite. Elle
évalue le rapport entre la variation de la direction de la tangente a la courbe et un déplacement
d’une longueur infinitésimale sur celle-ci : plus ce rapport est important, plus la courbure est
importante.

Remarque 1.1.3. Si la courbure est non nulle on définit le rayon de courbure comme étant
ltnverse de la courbure.

Définition 1.1.13. Soit o : I C R — R? une courbe paramétrée réguliére a vitesse unité de classe
Cl. Le repére de Frenet de a au point a(t) est le repére orthonormé

(a(t), v(t), n(t)),

ot v(t) = o/ (t) est le vecteur tangent d la courbe au point a(t) et n(t) est le vecteur normal d la
courbe au point a(t).

Le repere de Frenet est défini en chaque point d’une courbe paramétrée réguliere. Les formules de
Frenet expriment la facon dont ce repere bouge le long de la courbe plus précisément, elles
donnent les dérivées de ce repere dans la base de Frenet.

Proposition 1.1.6. (Formules de Frenet) Soit o : I C R — R? une courbe paramétrée
normale réguli¢re de classe C*, posons v(s) = o/ (s). Soient & la courbure de o et n(s) le vecteur
normal. Alors pour tout s € I, on a :

V(s) = K(s)n(s),
n'(s) = —r(s)v(s).

Démonstration. La premiere formule a déja été montrée. Le vecteur normal n étant unitaire
donc
n(t) -n(t)=1 pour tout tel.

En dérivant par rapport a t, on obtient
2n(t)-n'(t) =0 pour tout t e 1.
Ainsi n/(t) est colinéaire & v(t), c’est-a-dire il existe A € IR tel que :
n'(t) = Av(t).
D’autre part n(t) - v(t) = 0, par dérivation on a :
n'(t) - v(t) + n(t).v'(t) = 0.
La premiere formule de Frenet entraine que n(t) - v'(t) = k(t), il en résulte que
n'(t) - v(t) = —r(t),

d’ou le résultat.



Pour les courbes planes fermées quelconques, on introduit un nombre d’enroulement qui dit de
combien le vecteur tangent tourne lorsque ’on parcourt la courbe une fois.

Définition 1.1.14. Soit o : I C R — R? une courbe plane & vitesse unité et de période T. Soit
k: I — R la courbure de . On définit

1 T
No = —/ k(s)ds.
27 Jo

Ce nombre en apparence curieux a une signification topologique précise : il est toujours un entier
relatif qui représente le nombre de tours fait par la tangente autour d’un point, en comptant
positivement les tours effectués dans le sens direct, et négativement ceux effectués dans le sens
rétrograde.

Théoréme 1.1.1. (Umlaufsatz)
Une courbe plane fermée simple a un nombre d’enroulement égale a +1.

Démonstration. Voir [3]. O

Définition 1.1.15. Deux courbes fermées, de classe C*, « et 3 sont dites homotopes s’il existe une
homotopie

Fec® ([0, 1] x Sl;Rz) :

telle que pour tout t de [0, 1] Uapplication Fy : x — F(t, z) de S' dans R? soit de classe C" et
que Fo = a et Fy = 3. Autrement dit, on exige que, pour chaque t, F; soit une courbe fermée.

Théoréme 1.1.2. (Whitney-Grauenstein)
Soient deuzx courbes fermées a et 8 homotopes de R"™. On a

Ng = Ng.
C’est-a-dire les nombres d’enroulements de o et de 8 sont égaux.
Définition 1.1.16. Une courbe plane est dite convexe si sa frontiére est un ensemble convexe.

Proposition 1.1.7. Soient o est une courbe plane paramétrée par longueur d’arc et n le vecteur
normal le long de «, alors la condition de convezité en un point o(ty) est équivalente a

(a(t) — alto), n(to)) > 0 pour tout t € 1

ou
(a(t) — alty), n(to)) <0 pour tout t € I.

Démonstration. Voir [3]. O

Définition 1.1.17. Soit oo : I C R — R? une courbe plane normale. Nous disons que o a un
sommet en tg € I si k'(ty) = 0.

Théoréme 1.1.3. (des quatre sommets)
Sia:ICR—R? est une courbe convexe fermée simple normale et de période T', alors a a au
moins quatre sommets.

Démonstration. Voir [3]. O

L’inégalité isopérimétrique relie la longueur d’une courbe plane fermée simple a I'aire de son
intérieur. Plus précisément :

Théoréme 1.1.4. (Inégalité isopérimétrique)

Soit L la longueur d’une courbe fermée simple a et A laire de la portion du plan englobée par o.

Alors
L*(a) > 4w A(a)

et L*(a) = 4w A(a) si et seulement si o est un cercle.
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Démonstration. Voir [3]. O

On termine cette partie par le théoreme de Jordan qui dit que le complémentaire d’une courbe
plane fermée simple a deux composantes connexes, dont 'une compacte est appelée intérieur de
la courbe.

Théoréme 1.1.5. (Jordan)

Soit C' une courbe plane fermée simple de classe C?. Alors C a exactement deux composantes
connexes, notées Ciny et Coyy telles que Cipy et Cope sont des domaines de R? de frontiére
commaune

OCint = OC eqy = OC.
Démonstration. Voir [15]. O

Remarque 1.1.4. L’ouvert Ci,y s’appelle lintérieur de C et Ceyy s’appelle lextérieur de C'.

1.1.3 Torsion d’une courbe de gauche

Ici on se focalise sur les courbes de gauches, c¢’est-d-dire o : I € R — R3. Contrairement aux
courbes planes, il n’est plus simple de définir un champ normal. Si a: I € R — R? est une
courbe de l'espace R? paramétrisée par longueur d’arc, alors les vecteurs perpendiculaires au
vecteur unitaire o/(t) forment un plan, les vecteurs unitaires perpendiculaires au vecteur vitesse
forment un cercle.

Dans le cas des courbes planes, nous avons deux vecteurs unitaires perpendiculaires ; o/ (t) et
a”(t). Nous allons utiliser le vecteur o () pour définir le vecteur normal. Quel vecteur normal
devrons nous choisir dans le cas des courbes dans 'espace ?

La définition de la courbure est a priori aussi un probleme puisqu’elle nécessite le vecteur normal.
Rappelons que le signe de la courbure décrit si une courbe particuliere se courbe vers la gauche
ou la droite. Qu’est ce que cela devrait signifier dans le contexte des courbes dans I’espace ?
Cependant, il existe un moyen d’éviter ce probleme. Rappelons que pour les courbes planes

a’(t) = k(t) - n(t).

En passant au norme
k()] = " @)

Si nous abandonnons le signe de la courbure, nous pouvons la définir sans se référer au champ
normal. On définira donc la courbure d’une courbe dans I’espace comme suit :

Définition 1.1.18. Soit o : I C R — R3 une courbe dans l’espace paramétrée par longueur d’arc.
La fonction

k:ICR—R,
t— w(t) =[" )],

est appelée courbure de .

Remarque 1.1.5. Encore une fois, la courbure est une mesure de [’écart d’une courbe par rapport
a une ligne droite. Concretement, si a est une courbe dans l’espace paramétrée par longueur
d’arc, alors o est une ligne droite si et seulement si o' =0, c’est-a-dire si k = 0. Mais dans
l’espace la courbure est toujours positive. Cela n’a plus de sens de parler d’une courbe se courbant
vers la droite ou la gauche.

Définition 1.1.19. Soit o : I € R — R? une courbe paramétrée par longueur d’arc. La normale n
et la binormale b sont définies respectivement par n(s) = o’’(s) et b(s) = o'(s) An(s).

Définition 1.1.20. La base orthonormale (o/(t), n(t), b(t)) est appelée triedre de Frenet.
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Le triedre de Frenet est seulement défini pour les t tels que k() # 0. La courbure d’une courbe
plane montre comment le vecteur vitesse tourne dans la direction du vecteur normal. On
introduit une notion similaire pour une courbe dans l’espace. Il mesure comment le vecteur
normal sort du plan engendré par lui méme et le vecteur vitesse, c’est-a-dire comment il se
déplace dans la direction du vecteur binormal. Ainsi la torsion d’une courbe tracée dans I'espace
mesure la maniére dont la courbe se tord pour sortir de son plan osculateur (plan contenant le
cercle osculateur).

Définition 1.1.21. Soit o : I € R — R? une courbe dans Uespace paramétrée par longueur d’arc.
Soit tg € I avec k(tg) # 0, soit (' (t), n(to), b(ty)) le tricdre de Frenet de o en ty. Alors

7(to) = (n(to), V'(to))
est appelé torsion de a en ty.

Proposition 1.1.8. Soit o : I € R — R? une courbe paramétrée normale. Pour tout s € I, il
existe T(s) tel que :

b (s) = —7(s)n(s).

Démonstration. Soit a: I C R —» R? une courbe paramétrée normale. En dérivant
b(s) = a'(s) A n(s) membre & membre on obtient :

V(s) =a"(s) An(s)+a'(s) An'(s) = d'(s) An/(s).

Donc V/(s) est orthogonal & o/(s) ; puisqu’il est aussi orthogonal & b(s). D’oti il est colinéaire &
n(s). Ainsi il existe 7(s) tel que :

aft)

b(t)

FIGURE 1.4 — Représentation de la Torsion.

Exemple 1.1.4. En reprenant l’exemple de I’hélice

a:R — R
t: — at) = (acos(t), asin(t), bt).

Alors o (t) = (—asin(t), acos(t), b). Dot ||/ (t)|| = Va? + b2 # 1. Ainsi on paramétrise la

courbe par longueur d’arc

o(t) = /OtHa’(u)Hdu:t\/a?—i-b?
B(s) = aor(s).
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De ce fait B(t) = <

normale de o

t tb .
est une reparamétrisation

t )
cos | ——— |, as ,
¢ <\/a2+62> “ m<\/a2+b2 Va2 + b2

pt) = (_\/a;lwsm <\/a2t+ b2>7 \/a?a—i— 5 (\/G;W)’ \/aQbW>

6”(1&)—(— a cos( ! ) B Sin( ! ) O)
e \Vae) 2™\ Vare) )

Ainsi la courbure est : a

w(t) =18 Ol = 535

La normale principale est égale a :

e CE)

La binormale est égale a :

t b t a
b= 'xn:< a sin( >,— cos( >, >
& Vva? +b? Vva? +b? Vva? +b? Vaz+v2/) " a? + b2
La torsion est alors égale a :
T(t) =V, n) = 1.

La torsion est donc constante tout le long de la courbe.

Définition 1.1.22. Soit o : I C R? une courbe réguliére paramétrée normale et a(s) un point
birégulier. Le triedre de Frenet de o au point birégulier o(s) est le repére orthonormé direct :

(a(s), &/(s), n(s), b(s)).

Proposition 1.1.9. (Formules de Frenet)
Soit o : I € IR —» R? une courbe paramétrée normale réguliére de classe C3 en a(s) un point
birégulier en posant o/ (s) = v(s). Alors on a :

(s) = mls)n(s),
n'(s) = —r(s)v(s)+7(s)b(s),
V(s) = —7(s)n(s).

Démonstration. La premiere et la derniere relation ont déja été montrées. Pour la deuxieme
relation, puisque n est unitaire donc en dérivant, on obtient que

n(t)-n'(t)=0, V tel.
Ainsi, le vecteur n'(t) est orthogonal n(t), d’ot ils existent 11 et 1y € IR tels que :
n'(t) =ho(t)+1bl), ¥V tel.
Le repere (a(s), v(s), n(s), b(s)) étant orthonormé donc
n(t)-v(t)=0 et n(t)-b(t)=0, V tel.

En différenciant, on obtient que

n'(t)-v(t) = —n(t) V' (t) et n'(t)-b(t)=—n(t) V() Vtel.
Il résulte de la premiere et la derniere relation que

n'(t)-v(t) = —k(t) et n'(t)-b(t)=r7(t), Vtel.

Ainsi, on a le résultat.
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Théoréme 1.1.6. Soit a: [0, L] C R? une courbe fermée paramétrée par longueur d’arc alors

L
/ k(s)ds > 2,
0

avec égalité si et seulement st o est une courbe plane conveze.

1.2 Les espaces L”

Pour la bonne compréhension des résultats a établir dans le cadre de ce mémoire, il est
nécessaire de rappeler certaines notions importantes. Il s’agit principalement des éléments de
la théorie de mesure et intégration et de ’analyse fonctionnelle. Nous référons aux documents
suivants : Allaire - Allouges [5], Franck Boyer [6], H. Boumaza [8], T. Aubin [9] et Brezis -
Nirenberg [10] .

Dans toute cette section 2 est un ouvert de R"™.

Définition 1.2.1. Soit 1 < p < +o0. On note LP(R™) l’ensemble des fonctions f, mesurable de R"™
a valeurs dans R ou C, qui vérifient

/ |f(2)[Pde < +oc.
RTL

On appelle espace LP(R™) l’espace des classes de fonctions égales presque partout qui sont dans
LP(R™). Plus précisément, on définit la relation d’équivalence ~ sur LP(IR™) par :

f~9ef=9pp
et on définit 'espace LP(R"™) = LP(R™)/ ~. On identifie la classe d’équivalence de f € LP(R™)
qui est un élément de LP(R™) avec son représentant f. Ainsi nous avons

LP(Q) = {f : Q — R, mesurable tel que/ |f(z)[Pdz < +oo} :
Q

On considere 'application

Il 2@ — R |
£ Al = ([ 1rpde)”

qui est la norme associée a LP(2). Le passage a la limite de I'exposant p aboutit & la construction
des espaces L*°(Q2) de fonctions bornées.

Définition 1.2.2. On définit

L*Q)={f:Q — R,mesurable : 3¢>0:|f(x)] <c pp dans Q}.
On définit || f|lec = inf{M >0:|f(z)| <M p.p dans €}, la norme associée a L>().
Lemme 1.2.1. (Inégalité de Young)

1
Soient a et b deuzx réels positifs et 1 < p, ¢ < +00 deux exposants conjugués i.e. — + — = 1. Alors
p g

a? b9
ab < — + —.
p q
Théoréme 1.2.1. (Inégalité de Holder)

Soient p et q deux exposants conjugués. Si f € LP(Q) et g € LI(Q), le produit fg est dans L'()
et

/Qlf(l‘)g(x)!dw <[ fllr@llgllia)- (1.1)
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Démonstration. Soient 1 < p < 0o et ¢ le conjugué de p. D’apres l'inégalité de Young

1 1
ab< —aP 4+ -b? Va>0et Vb> 0.
b q

Soient f € LP(Q2) et g € LY(Q). Posons a = |f(z)| et b=|g(z)|.

On a
1 P 1 2|9
|f(x)g(z)| S;!f(:r)! +q\g( IR

Comme f € LP(Q) et g € LY(R), alors fg € L'(Q).

On a par intégration

/If r)|dz < ;/Q\f(x)pdx—ké/ﬂw(xﬂqu

1 1
= @)+ 9@l

Posons f = Af avec A > 0,

1
3 [ @@ de < ¥ @) gy + Zlo@k

1 1
L@@z < X 1@ 0 + 3 9@

Posons .
A= HfHZpl(Q)HQHZq(Q)

Remplacons A\ par sa valeur, on obtient
)|z < “y 41 “
[ 1r@gta@lde < 5@l loliadey + Zla@lol /5

Puisque g — q_ 1, alors
p

1
/ |f(z)g(z)|dx < *Hf( )| Lo ll9ll La(o) + 6”9(x)”Lq(Q)HfHLP(Q)

/ [f(@)g(@)] < [[fllze@) 9l La (; + ;) :

/Q|f9|d37 < | fllzr@ll9llace)

O

Définition 1.2.3. (les espaces L ) Soit p € [1, + co]. Une fonction mesurable f sur § est un
élément de L} (Q) lorsque pour tout compact K C Q, 1k f € LP(Q).

Il n’existe pas de norme ||.|| sur LY () tel que (L7 (2),]|.]|) soit un espace de Banach. On

peut en revanche définir une notion de convergence sur Lj ().

Définition 1.2.4. Soit (fy)n une suite de L} (), et f € L} (). On dit que (fn)n tend vers

[ dans L} (Q) (ou que cette suite converge localement dans LP(Q) vers f), lorsque pour tout
compact K de Q, (1 fn)n converge vers 1 f dans LP(Q) lorsque n — oo.
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1.2.1 Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

Nous présentons le théoreme de convergence dominée ou TCD en abrégé. Ce théoreme affirme

que
fyotim o=

lorsque (fy)nen est une suite simplement convergente de fonctions intégrables dominée par une
fonction positive intégrable g au sens suivant : |f,| < g pour tout n € N. Le fait qu’il suffise
d’avoir une convergence simple de la suite (fy,)nen vers f est un grand progres par rapport aux
énoncés qui peuvent étre rencontrés dans le cadre de l'intégrale de Riemann. D’une maniere
générale, le théoréeme de convergence dominée est, comme nous le verrons, d’une grande utilité
pratique.

Lemme 1.2.2. ( de Fatou)

Soit (fn)nen une suite de fonctions de L'(Q) telle que :
pour chaque n, fp(x) >0 p.p sur Q

lim f.(z) = f(z),

alors f € LY(9) et

/ﬂnl;mOO inf f,dp < nhjlm 1nf/ﬂfnd,u (1.2)
avec (1 une mesure de lebesgue.
Démonstration. Soit g, := inf fi et g :=liminf f, = lim g,.

k<n n n

D’une part, comme g est la limite d’une suite de fonction croissante (g,,), par application du
théoréme de Beppolevi (voir [10]) on obtient :

/gd,uzlim/gndu. (1.3)
Q noJo

D’autre part, g, < f, donc par la monotonie de l'intégrale, on a

/ gndp < / Jndp
Q Q

lim inf </ gnd,u) < liminf (/ fnd,u>
n Q n Q

et par passage a la limite

d’apres 1’égalité (|1.3), on a
/gdu = lim/ gndp = lim inf/ gndp = / liminf f,du < liminf/ fndu
Q nJo n Q Q" n Q

d’out on obtient la relation ([1.2]). O

Théoréme 1.2.2. (de la convergence dominée de Lebesgue)

Soient (fn)nen une suite de fonctions de L*(Q) et g € L'(Q). Si on suppose que :
o fu(z) — f(x) p.p surQ,

o pour tout n € N, |fn(x)| < g(x) p.p sur Q.

Alors f € LYQ) et || fn — flli) — 0,

en particulier
lim /fnd,u:/fdu.
n—+oo JO 0
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Démonstration. D’abord montrons que f est intégrable. Puisque f est la limite simple d’une
suite de fonction f,, et Vn € N, |f,(z)| < g(x). Donc |f(x)| < g(x).
Ensuite posons h, =2g — |f, — f| > 0 et Ll)l}_l hn(x) = 2g(x). Par le lemme de Fatou,

n o0

/ lim inf hy(x)dp < lim inf [ h,(z)dp
Q

n——+0o00 n—-+oo Q

[ 20dn <~ [ 2gdp+ tim (= [ 182~ 11) du
Q [¢) n—-+oo 0
< — 1 — .
0<— lim sup /Q |frn — fldp
Donc

tin_sup [ |fo ~ fld <0,
Q

n—-+0o

et on n’a aussi que
< lim i - < i — fldp.
0< ngr—ll-loo 1nf/é |fn f|dﬂ - ngI—&I-loo Sup/ﬂ ’fn f|d'u

D’ou

tiw [ 5 fldu =0.

n—-+4oo

li dy = du.
nﬁlg_&/ﬂf i /Qfﬂ

De ce fait, on a

1.2.2 Théoréme de Fubini

Lorsque 'on calcule I'intégrale d’une fonction f : R? x R? — C de plusieurs variables, le
premier outil auquel on doit penser est le théoreme de Fubini. Celui ci s’énonce sous la forme
suivante :

Théoréme 1.2.3.

Soit f € Ll(Rd“’), ou p et d € N. Alors les fonctions suivantes sont définies presque partout
T / flz, y)dy et yr— / f(z, y)dz
RP R4
et sont respectivement dans L'(R?) et L*(RP). De plus, on a la relation suivante :

/Rd+p f(z, y)dady = /Rd </]RP f(z, y)dy> dz = /Rp (/Rd f(z, y)dx) dy. (1.4)

Démonstration.

Soient [a, b] C R™ et [¢, d] C R™ avec n, m € N.
d b
Posons g(z) = / f(z, y)dy et h(y) = / f(z, y)dz. Montrons que

[ oz = [ntay (15)

Pour tout t € ]Rd, on a

wle, 1) = [ fG vy (1.6)
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Posons b
:/ Y(x, t)dx. (1.7)

En dérivant sous le signe intégrale,

b X
o (1) = / W(at’t)dx. (1.8)

b(z)
z/( : f(z, y)dy

Rappel

par dérivation,

) Of(
o/ 0) = V@) 4~ 0 o alo) + [ 2Dy (1.9
Utilisons la relation ([1.9) pour dériver la relation (1.6)) par rapport a ¢, on obtient
OP(z, 1)
o0 T f(w, t).

Alors par la relation (|1.§), on a

Ainsi par intégration, on a
d d
/h(t)dt = /@’(t)dt
C C
o

Donc par la relation ((1.7]) et (1.6]) , on obtient

par conséquent

- / " h(tydt = / ().

D’ol on obtient la relation (1.5). O

1.2.3 Théoreme du changement de variable

L’autre outil essentiel permettant de calculer une intégrale est le théoreme de changement

de variable. On note pour ¢ : U — R une fonction différentiable sur un ouvert U de R? et
O0:
pour z € U, la matrice jacobienne de ¢ en x par J,(,). C’est la matrice l%(x)] de la
J 1<i,j<d
différentielle de ¢ au point x dans la base canonique de R

18



Théoréme 1.2.4.
Soit p: U — V = o(U) un C*-difféomorphisme entre deuz ouverts de Re. Alors,
1. pour toute fonction g mesurable et positive, g : o(U) — [0, + o],

Ly 900 = [ olo(@)) ldet(Tp(a)]

2. Une fonction mesurable f : o(U) — C est intégrable sur o(U) si et seulement si
(fop)|det(J,(.))| est intégrable sur U et on a

/ o= |, fota))ldet(T,(@))da.

Les changements de variable qui interviennent le plus souvent dans ce document sont les
changements de variables en coordonnées polaire et les changements de variable linéaires. Pour le
changement de variables en coordonnées polaire on a :

Corollaire 1.2.1. Dans R?, nous avons le changement de variables en coordonnées polaire

2w p+oo
/]R2 f(z, y)dzdy = /0 ; f(rcosf, rsin @) rdrdf.

Ce qui devient dans R"

/ f(z1,x9, ... xp)dz1dey . . . day, = / / f(r) rN=Ldrde
Rn SN-t [07 +OO[

avec
0= (01,02,...0N) € SNTL et 0 la mesure de la sphére.

En effet, le changement en coordonnées polaires dans R? est donné par le difféomorphisme
D :(r, 0) — (rcosf, rsinf) dont le jacobien en tout point est donné par :

cos —rsinf

Jo(r, 0) = sinf rcosf

‘:r.

+o0o

Exemple 1.2.1. Pour calculer l'intégrale gaussienne : I = / exp(—z:2)d1:, on applique Fubini
—0o0

pour obtenir que

I’ = /R2 e*(x2+y2)dxdy.

Enfin, en appliquant le changement de variables en coordonnées polaires de dimension 2, on a :

27 +oo 1
I? = / / e rdrdf = 2 {—67"2
o Jo 2

+oo 1
=2 X — =,
0 2

D'oi I = /7.

1.3 Espaces de Sobolev

En mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particulierement adaptés
a la résolution des problemes d’équation aux dérivées partielles. Plus précisément, un espace de
Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenue par la combinaison de la
norme LP(§2) de la fonction elle-méme et de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Les dérivées
sont comprises au sens faible, au sens des distributions afin de rendre ’espace complet. Les espaces
de Sobolev sont donc des espaces de Banach ou des espaces de Hilbert. Les espaces de Sobolev
HY(Q) et H}(R) sont un outil essentiel pour I'étude des équations aux dérivées partielles. Dans
cette partie, nous référons aux documents suivants : G. Allaire - F. Allouges [5], Franck Boyer [6],
J. Royer [13] et Bony J.-M [2].
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1.3.1 Espace des fonctions test

Un multi-indice a est un N-uplet, o = (o, ...,a,) € NY. On appelle longueur de « Pentier
la| = a1 + ag + -+ - + . On définit la factorielle de o par a! = a;! - ag! -+ . Six € RY, on

pOS(f auSSi xr — 33] Lo N €
8.%'1 8$N '

Dans la suite, C° désigne Despace des fonctions continues. C* 'espace des fonctions k fois dérivables
et dont les dérivées k-iémes sont continues. Ainsi la fonction ® € C* si pour tout o € NV tel que
la| <k, la fonction 0%® est continue dans €.

Définition 1.3.1. Soit ® une fonction réelle ou complexe. On appelle support de @, noté supp(P),
Uadhérence dans RN de Uensemble des points en lesquels la fonction ne s’annule pas. En d’autres
termes

supp(®) = {z € 2, B(z) £ 0}.
C’est-a-dire xo ¢ supp(P) si et seulement si, il existe Vy, de xg tel que pour tout © € Vy, on a
O(x) =0.
Définition 1.3.2. L’espace des fonctions test noté C3°(€2) ou C°(Q2) est l’ensemble des fonctions
®: Q — R indéfiniment dérivables tel qu’il existe un compact K € Q, K = supp(®).

Exemple 1.3.1. 1. La fonction nulle 0 € C5°(R2), car son support est l’ensemble vide qui est
considéré comme un compact.
2. Considérons la fonction ®

1
Vo e RV, @(m)z{eXp< 1—r|x||2) st llzll <1
0

St non.

Quelques propriétés de C5°(€2)

e L’espace des fonctions C5°(2) est stable par de nombreuses opérations, par exemple la
combinaison linéaire, le produit de convolution de deux fonctions dans Ci°(£2) est une
fonction dans C5°(€2).

o SifeCy® () et geC™®(Q) alors fg € C°(2).

1.3.2 Dérivation faible

On définit tout d’abord le concept de dérivée faible dans L?(Q). Cette notion généralise la
dérivation usuelle (parfois appelée, par opposition, dérivation forte) et est un cas particulier de la
dérivation au sens des distributions (voir [2]).

Définition 1.3.3. Soit v une fonction de L*(Q). On dit que v est dérivable au sens faible dans
L*(Q) s’il existe des fonctions w; € L*(Q), pour i € {1,...,N}, telles que, pour toute fonction
peCr(), ona

0¢ B ‘
/Qv(w)ﬁxi (x)dz = —/sz(ac)qb(:c)dx. (1.10)
ov

Chaque w; est appelée la i-eme dérivée partielle faible de v et notée désormais .
T

Remarque 1.3.1. En dimensions supérieures, si u et v sont dans l’espace L}, .(Q) et o un multi-
indice, on dit que v est la dérivée faible d’ordre o de u si

/u(t)@"‘qﬁ(t)dt: (—1)\04/ v(t)d(b)dt, (1.11)
Q Q

pour tout ¢ € C°(Q) et
alelg
- ozt ... 0zp™

0%
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1.3.3 Espace H'(Q)
Définition 1.3.4. Soit Q un owvert de RN . Lespace de Sobolev HI(Q) est défini par

HY(Q) = {v € L*(Q) tel que Vi€ {1,...N} (%;v € LQ(Q)}, (1.12)
. Ov L . . L
ou 3 est la dérivée partielle faible de v au sens de la définition|1.5.5,
T;

Proposition 1.3.1. Muni du produit scalaire

(u, v) = / (u(z)v(z) + Vu(z).Vo(z)) dz (1.13)
Q

et la norme )

3
ey = ([ (lu@)P + [Fu(@)P) do) "
Q
Vespace de Sobolev H'(Q) est un espace de Hilbert.
Nous allons utiliser les deux résultats suivants pour la preuve de la proposition [1.3.1

Théoréme 1.3.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit H' () un espace de Hilbert. Soient u, v € H'(Q). Alors

[(u, v)| < [lull|v]]- (1.14)
Démonstration.
1. Si v =0 vral.

2. Supposons que v # 0.

Soit t > 0 et considérons que (u + tv, u + tv) > 0, alors

(u+tv, u+tv) = (u,u)+ 2t{u, v) +t3(v, v)
[ull® + 2¢(u, v) + ¢*]|v]|?

est un polynome en ¢ qui est toujours supérieur ou égal & 0. Donc son discriminant est A’ < 0;
c’est-a-dire
(u, 0)* = [Jull’llv]|* <0, alors (u, v)* < [lul?[lv]|*

V(s 0)2 < lull[|v]].

D’ou, on obtient le résultat. O

Donc

Proposition 1.3.2. (Inégalité de Minkowsksi)

Pour tout u et v dans H' (),
lu+ ol < Jull + vl (1.15)

Démonstration. Développons |u + v||?, on a
lu+)* = [[ul® + 2{u, v) + [Jv]|?
par I'inégalité de Schwarz
2
ull® + 2(u, o) + ol* < [lull® + 2[lulllv]l + [[v]* = (lu+ol)*.

D’ou, on obtient le résultat. ]
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Démonstration de la proposition [1.3.1] 1l est évident de voir que la relation (1.13]) définit
bien un produit scalaire dans H'(Q). Vérifions que ||.| H1(Q) est une norme dans H L)

1. Soit u € H'(Q), on a |l 1) = 0 <= u=0.

2. Soit A€ R, on a
Pl = ([ (Mol + [9ru) o)

= (WP [ (ju@)P + 1N Vute \Q)dx)
= W ([ (ju@F + 1Vu@ d:c)

[Aull o) = [M[ull g1 o)

donc on obtient

3. Pour tout u, v € H*(Q) on a

1

Jut vl = ([ (lute) + v(@)P? + [Va(e) + Vo)) o)

en appliquant I'inégalité de Minkowski, on obtient
w4+ vl g @) < lulla @) + 1ol g @)

Montrons que H 1(Q) est un espace complet pour la norme associée. Cela revient a montrer que
toute suite de Cauchy dans H'(Q) converge dans H' ().

Soit (t,)n>1 une suite de Cauchy dans H'(§2). Par définition de la norme de (uy,)n>1 dans H'(Q),
on a

ouy,

lunll @) = llunllz2) + H HL2(Q

0
#)n>1 pour i € {1,...,N} sont des suites de Cauchy dans L?(Q). Comme L?*(Q) est
Ty

complet, il existe des limites u et w; telles que u,, converge vers u et

ainsi que (

Un,
converge vers w; dans
T

L*(Q). Or, par définition de la dérivée faible de u,, pour toute fonction ¢ € C°(Q), on a

[ g2 @ie = - [ T2 @)

0x; o Ox;

Par passage a la limite pour n — +o00, on obtient

/ ()81}1 /wl

ce qui prouve que u est dérivable au sens faible et w; =

Donc u € H'(Q) et (up)n>1 converge
axz =

vers u dans H'(Q). Donc H'(Q) est complet. D’ott H'(2) est un espace de Hilbert. O

1.3.4 Espace H;(9)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H 1(Q) et qui
nous sera tres utile pour I’étude de notre probleme.

Définition 1.3.5. Soit C°(2) lespace des fonctions de classe C™ a support compact dans SQ.
L’espace de Sobolev HY () est défini comme l'adhérence de C°(Q) dans H(Q).
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Proposition 1.3.3. Muni du produit scalaire (T.13)) de H'(Q), ’espace de Sobolev H}(Q) est un
espace de Hilbert.

Démonstration. Par définition, H} (Q) est un sous-espace fermé de H'(2) qui est un espace de
Hilbert donc H{ (Q) est un espace de Hilbert. O

Théoréme 1.3.2. (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un owvert de R borné dans au moins une direction de lespace. Il existe une constante
C > 0 telle que, pour toute fonction v € H}(Q),

/ () |?dz < c/ V()| da. (1.16)
Q Q
Démonstration. Pour u € HL(Q) et |a, z[ € Q un ouvert de RV, on a

u(@)] = fula) — uta)| = | [ Vu(b)at] < [Vull oo

1
ol = ([ JuoPar)” < ([ ae)? [ o < mes(@)} (9l
Q Q

1 1
comme ¢ est le conjugué de p tel que — + — =1 avec 1 < p < oo, d’apres I'inégalité de Holder
P q

Alors

1
il ey < mes@)HI ¥l oy < mes? ([ 1006”19l

Ainsi
lull oy < mes()Fmes(Q)+ || Vull oy < mes()]|Vall ooy
Or
lullm ) = lullz2@) + [ Vull 20y,
alors
lull () < mes()| Va2 + [Vull 2oy
donc

[ull ) < (mes(Q) +1) [[VullL2(o)
Posons C' = (mes(2) + 1). Alors

[ull i) < ClIVull 2@

En tenant compte de la norme de H(Q) et celle de L?(€2), on obtient

/Q(\u(x)\2+ Vu(a)]?) de < C/Q|Vu|2dx,

donc

/Q|u(a;)|2da:SC/Q]Vu(:v)\Qda:—/Q]Vu(x)]ng;7
/Q|U(33)|2dl“ <(C-1) /Q |Vu(z)*dz.
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Remarque 1.3.2. (a) L’inégalité de Poincaré permet de dire que si Q2 est borné dans au moins
une direction , la norme du gradient dans L*(Q) contréle la norme de la fonction dans L?(€2).
Ainsi la norme du gradient dans L*(Q) peut étre définie comme une norme sur HJ(Q).

(b) L’inégalité de Poincaré n’est pas vraie pour les fonctions de H'(Q). En effet, les
fonctions constantes (non nulles) annulent le terme de droite dans (1.16]) mais pas le terme de
gauche. L’hypothese sous-jacente essentiele dans l'inégalité de Poincaré est que les fonctions de
H}(Q) s’annulent sur le bord Q de louvert Q.

Corollaire 1.3.1. Soit Q un owvert de RN borné dans au moins une direction de Uespace. Alors la
semi-norme

1
el = ([ [Vo@)faz)” (1.17)
0 Q
est une norme sur HY (Q) équivalente o la norme usuelle induite par celle de H'(Q).

Démonstration. Soit v € Hj (). La premicre inégalité

%
Wl < Ivllpe) = </Q (Iv(x)!2 + !Vv(x)|2> dx) :

d’apres l'inégalité de Poincaré, on a
1
2

lollnie < (€ [ Vo) Pdo+ [ [Fo(a)Pac)”,

donc )
3

1 1
Jollney < (€ + )% ([ [Vo@)de)” = (€ + D olyca
d’ott [[v]| 1) < C]v\Hé(Q), ce qui prouve que ’v‘Hé(Q) est une norme équivalente a [|[v[|g1(q). O

1.3.5 Formule de Green

Théoréme 1.3.3. (Formule de Green)

Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. Siu et v sont des fonctions de H'(Q), elles vérifient

ov ou
/Qu(x)a% (x)dz = —/Qv(x)a% (x)dx + - u(z)v(x)ni(z)ds, (1.18)

ot n = (n;)1<i<n est la normale unité extérieure a OS).

Démonstration. Soient u et v dans H'(2), on pose X (x) = u(x)v(x)e;. Pour tout = € Q, on a
alors

div(X)(x) = 0;(uv)(z) = v(z)diu(z) + u(z)dv(z).

Par intégration, on a

/Qdiv(X)(:U)dx:/gzv(:n)(?iu(x)dm—k/u(:v)@w@)dm.

Q

Ainsi par la formule de Stokes (voir [I3]), on obtient

/89“(9”)“(3”)”1(33)‘15:/Q“(f”)ai“(x)dx+/QU($)3iv(x)d:c.
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Corollaire 1.3.2. (Formule d’intégration par parties)

Soit @ un ouvert régulier de classe Ct. Soient u une fonction de 02((_2) et v une fonction de
CY(Q), toutes deuz & support borné dans le fermé Q0. Alors elles vérifient la formule d’intégration
par parties

/ Au(z)v(z)dx = —/ Vu(z)Vo(z)ds + %(x)v(x)ds, (1.19)
Q Q a0 on
. ou . ou
ou Vu = ( ) est le vecteur gradient de u et — = Vu.n.
0xi ) 1<i<n on

Démonstration. Soient u € C*(Q) et v € C*(Q), posons w(x) = v(z)Vu(z) et
div(v(z)Vu(z)) = v(z)Au(z) + Vo(z).Vu(z).
D’apres la formule de stokes (voir [13]),
/de'v(w(x))dx = /Q (v(x)Au(z) + Vo(z)Vu(z)) de = - Vu(z)n(z)v(z)do.
Ainsi

/Auvdm:/ auvda—/ VuVudz.
Q a0 on Q
O

Remarque 1.3.3. Il n’y a pas de terme au bord dans cette formule d’intégration par parties, si le
support de u est compact.

Corollaire 1.3.3. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. L’espace H}(Q) coincide avec le
sous-espace de H*(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le bord 5.

1.3.6 Un résultat de compacité

Théoréme 1.3.4. (Théoréme de Rellich)

Si Q est un ouvert borné régulier de classe C*, alors de toute suite bornée de Hl(Q), on peut
extraire une sous-suite convergente dans L*(Q) (on dit que Uinjection canonique de H'(Q) dans
L*(Q) est compacte).

1.3.7 Espaces H™(Q2)

On peut aisément généraliser la définition de I’espace de Sobolev H'(Q) aux fonctions
qui sont m > 0 fois dérivables au sens faible. Commencons par donner une convention d’écriture
bien utile. Soit & = («,...,cr,y) un multi-indice, c’est-a-dire un vecteur & N composantes entieres

N
positives a;; > 0. On note |a| = Z o, pour une fonction v,
i=1
Hlal
0%v(x) Y (2).

= o a
0x,t...0x N

A partir de la définition de la dérivée premiere faible, on définit par récurrence sur m la
dérivée d’ordre m faible : on dit qu'une fonction v € L*(Q) est m fois dérivable au sens faible
si toutes ses dérivées partielles faibles d’ordre m — 1 sont dérivables faiblement au sens de la
définition Remarquons que, dans la définition d’une dérivée croisée, ’ordre de dérivation
n’est pas important, a cause du théoreme de Schwarz

0%v B 0%
8xi6xj N 8.%‘j8.%'i’

ce qui justifie la notation 9%v ou l'ordre de dérivation n’est pas indiqué.

25



Définition 1.3.6. Pour un entier m > 0, l’espace de Sobolev H™(QQ) est défini par
H™(@) = {v € L*(Q) tel que, Ya et || <m, 0™ € L)}, (1.20)

ot la dérivée partielle 0%v est a prendre au sens faible.

Proposition 1.3.4. Muni du produit scalaire

(u, v) = /Q S 0%u(z)0%u(x)dx (1.21)

laf<m

et de la norme |lul| gmq) = 1/{(u, v), lespace de Sobolev H™ () est un espace de Hilbert.

Définition 1.3.7. (Transformation Kelvin) Soit D un domaine dans RY pour N > 3. Si u est
une fonction harmonique dans un domaine D, alors sa transformée de Kelvin est la fonction

R N—-2 RQ
V<y>=(|y|) u(mzy> V(o0) = 0

qui est harmonique dans le domaine D' obtenu a partir de D par inversion dans la sphére

Sr ={z:|z| = R} défini par

R2

r—yY=-—5T, 0 — oo,
|z

ot = (21..1,), |z|= (224 ... +22)/2

Dans ce chapitre, nous avons rappelé des notions d’une courbe réguliere et enfin des notions
d’analyse a savoir la mesure, I'intégration et ’analyse fonctionnelle. Particulierement les espaces
de Sobolev H'(Q) et H}(Q) qui seront utiles pour trouver un minimiseur de I’équation de
Hardy-Sobolev.
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Chapitre 2

L’EQUATION DE HARDY-SOBOLEV
NON PERTURBEE

Les équations non perturbées sont les équations pour lesquelles le terme perturbatif est nul,
dans notre cas d’étude, le terme b du probleme est nul. Dans cette partie, il s’agira d’étudier
I’existence de solution de I’équation @ dans 'espace de Sobolev H& (Q), pour £ un ouvert borné
de RY avec N > 4. Soient o € ]0, 2[ et h : @ — R une fonction continue. Soit T' une courbe
fermée réguliere de §2 . On considere l'infinimum de Hardy-Sobolev suivant :

/|Vu\2dy—|—/ hu?dy
pho(,T) = inf 22 £ . (2.1)

2

uweHL(0Q)\{0} " * 2%

0 — 2 o
([ ootulay)

Rappelons que la meilleure constante de Hardy-Sobolev avec singularité cylindrique est donnée

par [14] :
/ |Vu|?dz
Sno = min RY (2.2)

2
VPR | e lan)
RN

avec ¥ = (t, z) € R x RV~ L’objectif est de montrer que si iy, 5(Q, T') < Sx o, alors Vinfinimum
Lh.o (€2, T') est atteint. Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théoréme 2.0.1. Soient N >4, o €10, 2[ et Q un domaine borné de RY. Soient T' une courbe
fermée contenue dans ) et h : Q — R une fonction continue telle que opérateur —A + h soit
coercif. Alors il existe une constante Cn  strictement positive, dépendant uniquement de N et de
o avec la propriété que si yog € I' est telle que

h(yo) < —CNJ’k(yo)’Q. (2.3)

Alors la fonctionnelle J admet un minimiseur u € Hy(Q). Ici k: T — R est la courbure de la
courbe I

L’inégalité du théoreme montre que le signe de la courbure n’est pas important
mais sa norme l'est. Dans ce chapitre, nous allons démontrer le théoréeme Pour cela,
on construit des fonctions tests pour pouvoir comparer pup (£, I') et Sy,. Il est toujours
vrai que p5,5(§2, I') < Sn,, notre méthode consiste a trouver une fonction test pour laquelle
pho(2, I') < Sy, cela permet de retrouver de la compacité, ainsi pour toute suite minimisante
de pno(£2, I'), il existe une sous suite qui converge vers un minimiseur. La fonction test sera
construite a partir du minimiseur w de Sy . En faisant un changement de variable et en utilisant
le systéeme de coordonnées locales, on voit que l'influence de la géométrie locale de la courbe pour
obtenir une condition suffisante d’existence de minimiseur.
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Ce chapitre est divisé en 4 sections : dans la section [2.1] nous faisons une paramétrisation
locale et nous définirons une métrique. Dans la section [2.2] nous étudions I'inégalité de Hardy-
Sobolev cylindrique sur RY. Nous terminons par une construction des fonctions tests pour
I’existence d’un minimiseur : pour la dimension N > 4 dans la section et pour N = 3 dans la
section La référence principale de ce chapitre est Fall-Thiam [14].

2.1 Paramétrisation et métrique

Soit T' € RY une courbe fermée et lisse. Soit (Ej,...,Ex) une base orthonormale de RY. Pour
tout yp € I' et r > 0 petit, on considere la courbe ~ : |—r, r| — I', paramétrée par longueur
d’arc, tel que v(0) = yo. Pour une translation et une rotation, nous supposons que ' (0) = E;
et aussi un champ orthonormal lisse (E2(t),...,En(t)) sur le fibré normal de T' de telle sorte que
(Y (t),Ea(t),...,En(t)) soit une base orienté de RY pour tout ¢t € |—r, r[, avec E;(0) = E;. Posons

Qr :=]—r, r[ X Brn-1(0, 1),

ot Bpk(0, r) est une boule de R”* de rayon r et de centre 0. Si r > 0 suffisamment petit, la
fonction Fy, : Q, — Q définie par

N
(t, 2) — Fyo(t, z) == (t) + > zEi(t), (2.4)
i=2
est réguliere et paramétrée par longueur d’arc au voisinage de yo = Fy, (0, 0). Nous considérons
pr : I' — R, la fonction distance a la courbe

pr(y) = min |y — gl.
yERN
Dans le systeme de coordonnées locales ci-dessus, nous avons

pr(Fyo(z)) = [2| Va=(tz) e (2.5)
Puisque 7 est une courbe paramétrée, pour tout ¢t € |—r, r[ et i, j = 2,....N

N .
Ej(t) = k() (t) + Y 7 (1) E; (1), (2.6)
=2

la quantité k;(t) est une courbure de direction E;(t), tandis que 77 (¢) est une torsion du plan

d’osculateur parcouru par {7'(¢), E;(t)} de direction E;. On note r > 0 suffisamment petit, &;(¢)
et 7/ (t) sont des fonctions régulieres sur |—r, 7[. De plus 7/ (t) = —T;(t) pour tout i, j = 2,...,N.
Le vecteur courbure k : I' — RY est définit par :

N
k(vy(t)) = Z ki(t)E;(t) et sa norme est |k(y(t))] := (2.7)
=2

(2

Ensuite, nous dérivons 'expansion de la métrique induite par la paramétrisation Fy, définie
ci-dessus. Pour tout z = (¢, z) € @, nous définissons

g (z) = atFyo (x)'atFyo (), gu(z) = a1‘/Fyo (x)-aziFyo (z) et gij(x) = aZijo (x)'aziFyo (z).

Nous avons les résultats suivants.
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Lemme 2.1.1.

Il existe r > 0, dépendant seulement de T' et N, tel que pour tout x = (t, z) € Q,

N N N N
gi() = 142 zki(0)+2t > zkj(0)+ > 2ziziki(0)k;(0) + > ziz;Bij + O(|z]?),
1=2 =2

ij=2 ij=2

N N
qu(z) = > z7i( Z 0) + O(|z|*),
=2 =2

9ij(x) = i,
ot

Bi;(t) == Z TZ»Z (t)T]l- (t).

Démonstration. Posons F' = Fy pour simplifier les notations, on a :
les dérivées partielles de la relation ([2.4]) par rapport a ¢

O F )+ Z 2z E(t) (2.8)

Les dérivées partielles de la relation (2.4)) par rapport a z;
0., F(x) = Ei(t). (2.9)

Ainsi, on a la dérivée de I'expansion de la métrique induite par la paramétrisation F, :
> pour g;;(x) :on a
gij(x) = 8Zijo (x)~8ZiFyo (z),

d’apres ([2.9))
gij(ﬁ) = Ei(t)E;(t) = dy5. (2.10)

> Pour g1;(x) : d’apres les relations et (2.9), on a

Gqri(r) = 8tFyo(x)'aZ¢Fyo(x)

N
= (’y’(t) + Z szJ,' (t)) Ei(t)
j=2
’ N
= Y (O)-Bi) + 32 Ej(0)- it
=2

or F1(t) = +/(t) un vecteur tangent et orthogonal & F;(t) alors Fy(t).E;(t) = 0, donc

gui(z Z ZJEI

En remplacant I'expression de E}(t), on obtient

N N
gu(@) = ) % <’<¢j(t)’/(t> +>.7 (t)Ez'(t)) Ei(t)
j=2 i=2

N
= Y ziki(t)Er )+ Z )z B (t) Eq(t),
=2
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or E;(t)E;(t) =1, alors

il ZZzEz Z %) (2.11)

Appliquons la formule de Taylor de T}(t) a l'ordre 2 au point 0, on a
7j(t) = 75(0) + t(7)'(0) + O(|#?)).

Cependant, on obtient gi;(x).
> Pour g11(z) : on a

911(x) = O F (x).0.F (z) ( +ZZJE/ )

N 2
=7'(t)7(t) +27/(t Z % Ej(t) (Z sz;(t)> )
=2

puisque la courbe T' est paramétrée par longueur d’arc, alors v/(t).7'(t) = |y (t)|> = 1, car ~'(t)
est un vecteur tangent, alors

N N 2
gi(z) =1+2> zEj(t)y () + (Z sz;(t)> , (2.12)
j=2

j=2
or
N 2
Z ZjE} Z Z]E/ Z Z zjzlE’
Jj=2 = ij=2

En appliquant la relation (2.6]), on obtient

N 2 N
(Z szé-(t)) = Yz ( i(1)Y' (1) + ZT ) E;(t)
=2

ij=2

Ej(t)

N N
= |:Z iji z + Z Zj%q (Z Tz'] )Ej(t))
j=2

1j=2 1j=2

N N N o
= > ziziki(Oki ()Y ()Y () + D 25z (Z 7 (t)Ej(t)) ki ()Y (t)
=2

ij=2 ij=2
JN N J N N

+ ) % (Z 7 (t)Ei(t)> ki)Y' () + D 25z (Z T (t) T (1) E; (t)E@-(t)) ,
ij=2 i=2 ij=2 j=2

comme Tij (t) = —T]Z:(t) et v/ (t)y'(t) = 1 et E(t)E(t) = 1, on obtient la relation suivante :

1j=2 1j=2

(Z z]Eg(t)) = Z 22k ( )+ Z 2% (ZT ) .

Donc par la relation (2.12]), on obtient

N N N
911 =142 Z Zj —I— Z ijiki(t)k‘j(t) + Z Zj%i (Z Tz-l(t)T;(t)) . (2.13)

ij=2 ij=2 =2
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Par la formule de Taylor de k;(t) au point 0 et d’ordre 2, k;(t) = k;(0) + tki(0) + O(|t?]).
Ainsi, on obtient

N N
gu(z) = 1+ 22/2] )+ 2> ziki(0) + > zjziki(0)k;(0)
=2 ij=2
+ Z 2% <Z7’ ) + O(|z)?).
1j=2

Posons f3;;(0 Z 7; (

Ainsi, on obt1ent gll( ).

Lemme 2.1.2.

1l existe r > 0, dépendant seulement de I" et N, tel que pour tout x € Q,, nous avons :

N N
VIgle) =14 ziki(0) + > 2ikj(0) Z zizjk; )+ O(|z]*), (2.14)
i=2 =2

zg2

oti |g| représente le determinant de g et g~'(z) la matrice inverse de g(x) avec des composantes

N N
gt (x) = 1-2) 2ki(0) — 2t 2ki(0) +3 Z ziziki )+ O(|z?),
=2 =2 ij=2
4 N . N N
gtz) = —szT;-(O) —tsz( +222123kl 0)r ( )+ O(|z]?), (2.15)
j=2 Jj=2 Jj=2
.. N - .
g7 (@) = G+ D amT (0)7,(0) + O(lz]).
Im=2

Démonstration. Par définition, g(z ) z'd + H(z) avec g : Q, — £, id représente la matrice
identité de My (R) et d’apres le lemme 1} H est une matrice symétrique avec des composantes
suivants : «, 8 = 1,...,N donnés par :

N N N
H11($) = 222:1]{51(0) + QtZzlk‘;(O) + Z 2’7,2]]{51(0)]6](0) + Z Zizj,Bij(O) + O(‘$|3),
= =2

ij=2 ij=2

N
Hyi(z) = Z 0) + O(|z[?),

Hl‘j (a;) = 0.
(2.16)
Rappelons que |g| est le determinant de la matrice g. On a |g| = det(H +id), posons I = id, alors

Vlgl = \Jdet(H + 1),

Par la formule de développement limité d’ordre 1, lorsque H — 0, on a

det(H + I) = % + %det([ + H) + O(|H|).
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Le développement du polynéme caractéristique Pg(X) d’une matrice H d’ordre n est donné par :
Py(X):=det(XI, + H) = X" — Cp, 1 X" ' + ...+ C1 X + Cy,
avec Cp,_1 et Cj,_9 sont des coefficients du polynéme caractéristique. Pour X =1 et n =2, on a
det(I+ H)=1-Ch_1+ Cp_o.

tr(H)? — tr(H?)
2

Comme Cj,_1=—trHet C,_o= , alors on obtient

tr(H)? — tr(H?)
5 :

det(I+ H)=1+trH +

Cependant

H  tr(H)?  tr(H2
det(I + H) :1+”2 +tr(4) - tr(4 )y oqmp),

d’ou

r r 2 r 2
\/@:\/det(I+H):1+t2H+t (f) —(tf)JrO(yHP). (2.17)

Lorsque |z| — 0, comme H est une matrice symétrique et g(x) = H(z) + id, on a
trH(x) = Hi1(x) + H;j(z). En appliquant la relation (2.16)), nous avons

N N N N
trH =2 2ki(0) + 2t Y 2k{(0) + > 2iz;ki(0)k;(0) + D 2:2;8:;(0) + O(|z[*).
=2 =2

ij=2 ij=2

Ainsi, on obtient

trH N N
— = Z'Zl i( +tZzZ~k§ Zzlz] Z 2:2jBi;(0) + O(|z]*).  (2.18)
1=2 z] 2
Ce dernier entraine que
trH
< ’ ) Z 212k (0)k;(0) + O(|z?). (2.19)
ij=2
Comme H est une matrice symétrique, Hyg = Hp, et
N
H2 — Z = Z Hocﬁ H,BOC )
a=1 af=1
N
— Z H?
af=1
N
= H121 +2 Z HliHlj + HZZJ
ij=2
Or HliHIj == lez et Hij = 0, alors
N
tr(H?) = H7) + 2> Hij(). (2.20)

=2
Calculons H7,(z), on a : trH = Hyy + Hj

(trH)2 = (Hy1 + Hij)Q = H121 car H;; = 0.
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Donc

H? (z) =4 Z 22k )+ O(|z?). (2.21)
1J=2

Calculons HZ(z), on a

Hyi(z Zz] 7;(0)+ O (|=?),

ainsi N ) N N
Hij(x) = (Z Zﬂj(o)) +0(|z*) = (Z%’T}(O)) (ZZJ ( )> +O(|z]”)
j=2 j=2 i=2
donc
H(x Z 2i2;7H(0)7H0) + O(|z]3). (2.22)
1j=2

En utilisant les relations (2.21)) et (2.22]) dans la relation (2.20f), on obtient :

N
tr(H?) =4 Z zizjki )+ 2 Z 2127} )+ O(|z]?).

1j=2 ij=2

Ce dernier entraine que,

—tr H2
Z zizjk; Z 2127} )+ O(|z]?). (2.23)
ij=2 1] 2
En tenant compte des relations (2.18)), (2.19) et (2.23)) dans la relation (2.17), on obtient la

relation ([2.14)).

Enfin déterminons la matrice inverse ¢~ ! de g. Posons
g(z) = id + A(z) + B(z) + O(Jz]*),

olt A et B sont des matrices symétriques de composants (Aag) et (Bag), pour tout o, f =1,...,N.
En utilisant les résultats du lemme [2.1.1} on identifie que la matrice A est :

A (x _22% :(0), Ag(z sz ) et Ajj(z) =0, (2.24)
et la matrice B est :

N N N
BH(:C) = 2t Z sz;(()) + Z Ziiji(O)kj(O) + Z ZiZjﬁij(O)
=2 =2

ij=2

(2.25)

N
Byi(z) = t Z zj(15)'(0)

i=2

Bij(x) = 0.
Lorsque |z| — 0, par la formule de Taylor, on obtient

g (x) = id — A(z) = B(z) + A*(z) + O(|z]).
> Pour g'!(x), d’apres les relations et (2.25)), on obtient :

g (z) = 1—Au(z)— Bu(z +ZA z) + O(|z]?)
= 1-An(z) — Bu(z) + 43 (2 +ZA )+ O(|z]*).
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N N

gll(x) = 1- Qszi(O) — 2752 ZiK Z 2i2jki(0 Z 2235 (0
=2 =2 ij=2 ij=2
N N (N 4 2

; <2szi(o)> £ [ anio] +ogap)
i=2 i—2 \j=2
N N
= 1- Qszi(O) — 2752 ZiK Z 2i2jki(0 Z 22 i (0

i=2 i=2

2

1j=2 1j=2
N N
+4 Z ZiZjHi(O)Iij(O) + Z Ziijz'lT]l' + O(|x|3)
ij=2 ijl=2

Ceci entraine que

N N N
gz = 1- 22 ziki(0) — 2tsz;(0) +3 Z 22jki(0)k;(0) + O(|z®).
i=2 i=2

ij=2
(2.26)
> Pour ¢g*!(x), on a :
gﬂ(:ﬁ) = —Ali( ) Blz Z AiqAra + O(’$| )
a=1
puisque
Z AzaAla - Azl All + Z Az] Al]
Ji=2
alors
g“(x) = _Ali( Blz + Z A” A1] —|- Azl( )All(l’) + O(|$’3)
=2
On sait que A;j(x) = 0, alors
N N ‘
Ail (a:)An(a:) = 2zziki(0) Z ZjT; =2 Z Zlkl Z] j
=2 j=2 jl=2
Ainsi, on obtient gt (z) de la relation (2.15)).
> Pour g% (z) :
9" (x) = 6ij — Aij(x) — Bij(x) + (A%)i5(x) + O(|z)
ainsi
N
(A%)i(2) = Ani(2)Agj(z) + > Ag(z)Aji(z) + O(|z),
1=2
alors
Aqi(z) A2 Z Zm’i' ).ZZ[TZJ(O) = Z Zm 21T, (0)77(0)
1=2 Im=2
et Ay =0 et Aj; =0 avec [ =2,..,N. Enfin, on obtient g (z) de la relation (2.15)). O
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2.2 L’inégalité de Hardy-Sobolev cylindrique sur R

Nous considérons la meilleure constante de Hardy-Sobolev avec I'inégalité cylindrique donnée
par :

SN.e = min {/ |Vw|?dz : w € D1’2(]RN),/ 2|77 w|?* dx = 1} .
R™ RN
1l existe une fonction positive w € DM?(RY), satisfaisant I’équation :
—Aw = Sy o|2| 7 |w|>> 1 dans RY (2.27)
voir [I4]. Pour une certaine fonction 6 : Ry x Ry — R, donnée par :
w(z) = w(t, 2) = 0((t], |2]). (2.28)

Ensuite, nous avons besoin des résultats des estimations de w faisant intervenir ses dérivées
d’ordres supérieurs.

Lemme 2.2.1.

Soit une fonction 0 donnée par la relation . Alors, nous avons les propriétés suivantes :
(a) la fonction t — 0(t, p) est de classe C™ avec tout ses dérivées uniformément bornées en
fonction de p.

(b) 1l existe une constante C' telle que pour tout |(t, p)| < 1, nous avons

0,(t, p) + Oip(t, p) + pO,p(t, p) < Cp' 7.

Démonstration. La démonstration de (a) voir. I. Fabbri, G. Mancini and K. Sandeep [12]. La
preuve de (b), en utilisant les coordonnées polaires |z| = p.., on obtient : w(t, p) = 6(|¢], |p|)-
Ainsi

Aw(t, p) = 070(1t], pl) + 030([t], |pl)-

Posons
O0(|tl, |pl) = O et 859(’75’7 p) = 0pp-

Alors d’apres les relations (2.27)) et (2.28)), on obtient
Aw(t, p) = S]\;,Up_"w%_1 = SNJp_"@Q;_l = 0 + 0,

donc
p27N(pN726p)p + att = SN’UP—0920—17
d’ou
(PN720,) + PN 20 = Snop™ 707 (2.29)

En intégrant cette identité suivant la variable p, on obtient

P N-2 P N-2 P N2 —op25—1

; (r 0,)dr + ; T O (t, r)dr = Sy & ; r r=26% (¢, r)dr.
Ceci entraine que

p p .
0,(t,p) = —pZ*N/ N 720, (t, r)dr + SN,gpsz/ rN=2pm092 (¢, r)dr
0 0

En dérivant sous le signe intégrale par rapport a ¢, on obtient

p p .
Ou(t, p) = —p>N / P20, (8, 1)dr + Syopt N / P20 0.0(t, 1)0% 2 (8, r)dr.
0 0
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Comme 2}, > 2, d’apres (a), on obtient

10p(t, £) + Oip(t, )| < [0p(t; p)| + 104, (t, p)

p
< ‘_pQ_N/O TN_2 (Gtt(t, T’) + ettt(t7 T)) dr| +

p * *
‘SN,U/)QN /0 N2 (0% 71 ) + 00(, 1)0% 2t 7)) dr

p
< ‘_pz—N/O N2,

p
+ ‘SNygp2_N/ rN=2p=qy
0

1 p 1 p
o 2—N N—-1 2—N N—-1—0c
- f N—l[r }o+SN7”p N—1—a[r ]
B 1 1 -
PN_1 TPoNeN 1 _,°
_ Cp+cpl—o

D’ou
10,(t, p)| + 104(t, p)] < Cp+Cp'~7  pour tout |(t, p)| < 1.
En utilisant la relation ([2.29)), on obtient

100p| = ‘SN,O'IO_UHQ;_l - Htt‘ < ‘SN,092;_1P_U‘ :

Posons C' = Sy 6% 1. Alors |0pp] < Cp~7 pour tout |(t, p)| <1,
par conséquent, on obtient
p0pp| < Cpl_a-

Donc, par les relations (2.30) et (2.31)), on a
6u(t, D)) + 16p(t, )] + [p0,p] < Cp'7.
D’oti, on a la relation (b).

Corollaire 2.2.1.

(2.30)

(2.31)

Soit w un minimiseur Sy . Alors il existe Cy et Cy deux constantes positives ne dépend que de

N et o, telles que :

(a) pour tout z € RY
Cs

1
< < —
w(z) < R

1+ |z|N=2 —
(b) Pour |z| =|(t, 2)| <1,

[Vw(x)| + ||| D*w(z)| < Calz['~7.
(¢) Pour |x| =|(t, 2)| > 1,

[Vw(x)| + |z]| D*w(z)| < Cymax (1, [2]7) 2~

Démonstration. Pour la preuve de (a) (voir. I. Fabbri, G. Mancini and K. Sandeep [12]). la
démonstration de (i7) est une conséquence de (7i) du lemme rappelons que w(t, z) = 0(Jt|, |z])

et v : RN — R est la transformation de Kelvin donnée par :
o(t, 2) = v(@) = 0 ([tl]2] 72, [2l[2]2) |2,

qui est un minimiseur de Sy . Donc elle satisfait (i), ainsi on obtient (7).
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Lemme 2.2.2.

Soitv € DV2(RN), N > 3, satisfaisant v(t, z) = 0(|t],|2|), pour toute fonction § : Ry xR, — R,
Alors pour 0 < r < R, nous avons

k(fUO)\Q 2 2
VUQ\/gdx:/ Vv2d$+| / z|%|Opw|*dx
/QR\Qr| a2 QR\QT‘ | N -1 QR\Qr’ 1o

2
+ W“”/ 2P| Vol2de + O (/ yx\i*ywy?dx) .
N -1 Jor\@- QrR\Qr

Démonstration. On a |Vu|” = Oij 7 et V|2 = g ———, alors
ij=2 81’28]}] g ij=2 81‘181‘]

Vol2/jglde = / \Vv]2dx+/ Vol = [Vol?) /|glde
/QR\QT g Qr\Q: QR\QT< g )
+/ \WP(,/g\—l)dx. (2.32)
QR\QT'

Vol2(2) = [Vo2(2) = 3 [9°7(2) = Gap] 00 0(2)0-0(2).
ap
Puisque g est une matrice, d’apres le lemme [2.1.2] on a

Rappelons que

N N
Vol2(@) — (Vo) = 3 [97(x) = 0] 00(2)02,0(2) + 27 g™ (@) (0:00:0) + (g™ = 1) (Br0)?.
ij=2 i=2

Donc en multipliant par la métrique et ensuite par integration on obtient

/QR\QT [leﬁ( — |Vu*( ]\fdx_ Z/ —5”} azlvazjvfdx

=2

+QZ/ ) (05,0050 \/7d:1:+/ 8tv \/7da: (2.33)

Determinons les expressions suivantes : d’apres le lemme [2.1.2] on a

Z /R\QT %j — 5ij) 8Zivﬁzjv\/de

R\Qr

ij=2
= Z Z/ ZlZmT O)T&(O)+O(|x|3)> 0,v0;,v1/|g|dx
1j=2Im=2 Qr\Qr
= / O)zlzmzlz \/ |de + O (/ ]w\?’lvzvlzdw) .
z]ZQZmZQ‘/R\Q"" ! ’ ’ ‘2 Qr\Qr
Puisque
N . N . /
Y T(0)ziz = Y (75(0)) zizj = 0. (2.34)
ij=2 ij=2
Alors
U~ 61) 0,00, v4/|gldz = O (/ |x|3|VZU|2d:E>. (2.35)
”22/ R\Qr ) ol Qr\Qr
e Ona: 8ﬂ;zw7 6ZU:M et Owd,v M
i El 1t]z]
e i (1], |2
th t, z
YU 1) = — 0 —-
(1l el) = 20
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Ainsi

Z/R\ o &gvazzv fdx—Z/

d’apres le lemme [2.1.2] on obtient

N
Z/ atvav\/»dx:—ZT
Qr\Qr ij=2
N .
- 2.(7)
ij=2
N
+
ijl=2
+

Par la relation ([2.34]), on obtient

Z/R\r 8tvav\rdx
e Ona: /QR\Qr (911 — 1) \8,511]2\/@&7:

N N
= -2 szz(()) — 2t sz; +
/QR\QT zZ; ;
= / Zzl (0)|0v| d:n—2/
QR\ T §=92 Q Qr

Z Zizjki

).
QR\Qr ij=2

N
> ki(0)k;(0)

ij=2

il en résulte que

/QR\QT (gll - 1) |8tv|2\/Ed:E
N

> ) [

1=2

Ensuite, on obtient

/QR\QT (6" = 1) 1900 lgle = “;éyo

2 )" ki(0)75(0

0 (/ ]x\glvzv]2dx> .
QR\QT‘

v (Itl, |2]) tzigy/|g|de,

O [t 12Dtz lglaeds
QR\QT
) [ el JaD) By lgldd
QR\Q’I‘
V[t JaD) ez flgldtd
QR\Q’I'

(2.36)

- (/ Q|1:]3|Vv|2dx>.

3 Z zizjk;

132

e

1=2

0) 4+ O(|z|? ) |0v]? 1/ |g|da

0)t|0pv|*dx

0)[0yv[2dz + O (/ |x|3|8tv|2dx>
QR\QT
/ 2i2j|0]*dz + O </ |$[3|8tv|2dx> ,
QRr\Qr QRr\Qr

ziz;|0p|*dz + O (/ |:c|3|8tv|2dx>
R\QT QR\QT

12 |00[2de + O (/ |x]3|8tv|2d:z>.
QrR\Qr Qr\Qr

22 |0p|?de+O (/ ]x\3]8tv|2dx> . (2.37)
QRr\Qr QrR\Qr

En utilisant les relations (2.35)), (2.36)) et (2.37) dans la relation (2.33]), on obtient

/QR\QT 1V (@) — 190(@)] /lglder =

38

’ / 122|00)%dz + O </ |x]3|Vv|2dm>.
R\ T QR\Q’I‘

(2.38)



D’apres le lemme [2.1.2] on a

N N
/ |Vol? (\/|g| - 1) dr = / |Vol? Zziki(O)d:c +/ |Vv|2tz,zik§(0)da:
QR\QT' QR\QT‘ 1 Qr =2
L / 312
- |Vo|? zizjk 0)dz + O (/ |z|?| V| da:)
2 Jor\or Z ’ Qr\@Qr

+
ij=2
1
= = |Vo|? 2i2;ki(0)k;(0)dx 4+ O (/ \x!S\Vv\de>
2 JQr\@- UZQ ! Qr\Qr

1 N
= S MOF [ [VePafde 0 (/ :E|3\Vv|2d:r>.
i=2 QRrR\@r Qr\Qr

Alors, on obtient

!k‘(yo)!? 21,12 3 2
Vol? <,/yg _ 1) dz = 7/ Vol?|2%de + O / 3 Vol2dz | . (2.39)
/QR\QT 2(N = 1) Jor\Q- Qr\Qr

Appliquons les relations (2.38)) et (2.39)) dans la relation ([2.32)) on obtient le résultat. O
2.3 Construction d’une fonction test et existence du minimiseur pour
1n (€2, I') de dimension N > 4

On considére €, un domaine borné de RV, N >3, et I' C Q. Une courbe fermée et réguliere.
Pour tout u € Hg(Q) \ {0}, on définit la fonctionnelle .J : H}(Q) \ {0} — R par :

/|Vu|2dy+/ hu’dy
Q Q

o 2/25 7
T ul“ed
(/ Pr | ’ 3/)

soit n € C2° (Fy,(Q2r)) tel que 0 <7 < 1etn =1 dans Q,. Pour € > 0, on considere une fonction
ue : 2 — R donnée par :

ue(y) = e@ N2 (F ) w (7 (F, W) - (241)

J(u) = (2.40)

En particulier, pour chaque z = (¢, z) € R x RY¥~!, nous avons

e (Fyo () := €@V 25(2)0 (‘? t’) : (2.42)

il est clair que u. € Hg(Q). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.1.
Pour J donnée par la relation (2.40)) et ue donnée par la relation (2.41)), lorsque e — 0, on a
E( k 2
J(ue) = Sy g + 225 sl ) / el + 2’(‘@0)'/ 122 Vw[2de
(N - 1) Q’I‘/E
e [k(yo)|? / 20 2 2 2
SN |z|“ " “w*dxr + ¢ h(yo)/ wdz
(N ) /e Qr/s
< Fyo(ex)) — (y0)|w2dx> +0 (V2. (2.43)
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Démonstration. Nous posons F' = Fy; pour simplifier les notations. En remplacant dans la

relation (2.41]), on obtient
w(y) = 2N (P (y) ) We(y) ot We(y) = w (s P (y))

alors )
Vue|? =@M <2vwf.vn2 + P [VW|? + W3|n|2> .

Par la formule de I'intégration par partie, on obtient

/ Va2 = N / VW2 dy
Q F(QZT)

+ &N ( VWf.Vn2dy+/ Wan2dy>
F(Q2r)\F(Qr) F(Q2:)\F(Qr)

= 6(2‘N)/ 1’| VWZ|dy
F(Qa2r)

W2An*dy + /
F(Qar)\F(Qr)

1
w2 (|vn2 — 2An2> dy. (2.44)

1
W2Vn?dy
2 Jr@aF@n)

P |VW,2dy + &2~ N)/
F(Q27)\F(Qr)

)
)

F(Qar)

Puisque / Vn||? = — /nAn, on obtient

/ Ve [2dy = £V / P IVW2dy — <N / W2 (nAn)dy,
Q F(QZT) F(Q27‘)\F(Q7)

par la formule de développement limité, on obtient

/ |Vu.|?dy = 6(27N)/ P IVW.|*dy + O <6(2N)/ Wfdy) . (2.45)
Q F(Q2r) F(Q2:)\F(Qr)

Comme y = 1 Qrje — (2 est lisse donc par changement de variable,

W) =u ) et W (F) (i (e ) e,

or Vw(e 'z) = e 'Vw(x), alors

/ |Vu 2 dy = e_N/ |Vw|*n? ’det Jrse(x ‘ )| dx + O < / ’det Jrse(x ‘ dy)
Q Q er\Qr

r/e

d’apres la dérivée de 'expansion de la métrique, on obtient ‘det (Jpye(z | =V /|g.].
Comme 7 = 1 dans @, alors 1. = 1 dans Q,./., donc

/ |Vu > dy = / [Vwl|? \/|ge|dz + O (52/ w?dz +/ |Vw|2da:> .
Q Q/E Q2T‘/E\Q7‘/E QzT/E\QT/E

T

En utilisant le lemme [2:2:2] on obtient

E(xo)|? E(xo)|?
/Q\Vus|2dy:/ [Vw|?, dx+52%/ |z|2|atw|2dx+s22|(](vo_)|1)/Q 22| Vw|?dz

r/e r/e

+0 (E?’/ 23| Vw|2dx + 82/ w2dx+/ \Vw\de+52/ Vw2dx> .
Qr/e Q2r/c\Qr /e RN\Q./c Q2r/\Qr/e
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Ainsi, on obtient

3|k 2
/|Vu5|2dy = SN,UJrEQM/ |2|?|Vw|?da
Q Qrye

2(N —1)
O 5—:3/ |x|3|Vw|2dx+52/ lw|?dz | .
Q Q2r/c\Qr /e

En utilisant le corollaire [2.2.1] et par intégration, on montre que

O (83/ w|2dx> =0 (s(N’Q)) .
Q
Par conséquent,

27, 2|k(x0)|2/ 2 2 o k(o) [? / 2 2 (N-2)
/9|qu| dy = Sno+e N-1 Jo,, |z|*|Ow|*dx+¢ 2N - 1) Jo |z|*|Vw|*dz+O (s ) (2.46)

+

r/e

T Vw xr+e€
| |3‘ ‘Qd 2/
Q27‘/€\QT‘/E

r/e

r/e
Utilisons la relation (2.28) dans la relation (2.41f), on obtient

2—N

welFp() = F 08 (L0 D)) = F nloe o) = e o,

*

. 25
ainsi, on obtient |u.|*s = (s_N/2) (e (z)w)?" .

F
En utilisant le changement de variable y = (z) et la relation ([2.5)), on obtient
€

/pFoluelx’dﬂf =/ |z w? /]gledz + O (/ 277 (n(éﬂf)w)23> :
Q Q /e Q27‘/E\Q7‘/€

r

Par le lemme [2.2.2] on obtient

—o : —o, 2% [ (yo)[? 2—0, 2%
prlucPodz = / |z| Tw?da 4 |z|“ 77w dx
/Q r 0 2(N —-1) Jg

r/e r/e

+ O 53/ |a:|3|z|_"w2:dx+/ |z~ w? | .
Qr/e Qar/c\Qr/e
Cependant, on obtient

- x IR 2—0, 2%
prlluclPede = 14— |2]* " w? dx
/Q r : 2(N_1) Qr/e

+ O 53/ \J:|3|z|_"w23dx+/ |z|_”w2§dx+/ 2|~ w?dz | .
QT/E RN\QT'/E Q2'r-/s\Q'r~/s

En utilisant la relation (a) du corollaire nous montrons par intégration que

53/ 23] 2|~ w?e da + / 2|~ w3 dz —I—/ |z w? dz = O (N7,
QT/E RN\QT/E QQr/e\Qr/e

/ p;a|ug|2;dx =1+ 52 |k(y0)|2 / |z|2_”w2;dx +0 (EN—O') )
Q Z(N_ 1) Qr/e

En utilisant la formule de développement de Taylor, on obtient

(/ e lu |2:dx)2/2; = 1+g2k(y0)|2/ |22~ 7w dz + O (eV77) (2.47)
o LT (N =1) Jq, /e | |

Par le méme changement de variable, on montre

/ huldy = / hu?dy
Q2 F(Q2r)

- 52/ h(yo)w?*dz 4+ O (62/
Q Q

Finalement, en combinant ([2.46)), (2.47) et (2.48)), on obtient le résultat escompté. O

donc

|h(F (ez) — h(y0)|w2> +O(EN). (2.48)

r/e r/e
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Proposition 2.3.1.
Pour N > 5, on définit

1 1

. 1 2 2 2 2 1 2
AN’U':m/RN’Z‘ |8tw| dz + <2—%>AN|Z| |Vw\ dLU—FQ;‘/RN’LU dz >0

et

Byg = w?dz.

Supposons, pour un certain yg € I', tel que

AN,
W) < —5 lk@)? VN5,
N,o

3
h(yo) < —i‘k(yo)\Q VN = 4.

Alors pp(Q, T') < Sn o

Démonstration. 1l est clair que

Swo [P utdr= [ |PIVufe— (N - 1) [
Qr/s Q""/s Qr/s

pour la démonstration de cette relation, on pose n(x) = n.(x).
On multiplie la relation (2.27) par |z|?n.w et par intégration, on obtient

widz + O (aN_2) ,

SN,U/ 7/’5‘2’27011}2;(1.% = —/ (\z\Qngw) Awdz.
2r/e 2r/e
Comme/HVwH2 = —/wAw, alors

SN,U/ 775’2‘2—01023(133 = / Vw.V (\z|2naw) dz
2r/e QQT/E

1
= / ne|2)? | Vw|?da + 7/ Vuw? Vv (|z|2175) dz.
2r/e 2 QQT/E

Par la formule de I'intégration par partie, on obtient
. 1
SNJ/ ne|z|* Cwdr = / ne|2|* | Vw|*dx — f/ w?A (\2\2776) dz
QQT‘/E QZ'r/s 2 Q2r/s

1
= / ne|z|* | Vw|*dx — 5/ w? (A\z|2) Nedx
Q2r/5 Q2r/s
1
- 5/ w? (|22 An. +29n.9]22)
2 Q2T/E\Qr/5

= / el 22| Vw|*dz — (N — 1)/ w?n.dz
2r/e Qar/e
1

= w? (|z[2A7]8 + 4ZV775) .
2 QQT/E\QT/S

Comme n = 1 dans Q. /., on en déduit que
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SN,G/ ns|z|2—“w2??dx=/ Iz\2|Vw|2dx7(N—1)/ w2dz
QQT/E Qr/s Q'r/s

+ O (/ 2|2 w? dx +/ 22| Vw|2dz + w2dm>
Q27"/E\QT’/E QQT‘/S\QT‘/E Q2r/£\Qr/e

+ O (52/ |z|| Vw|dz —1—52/ |z|2w2da:> .
Q2r/e\Qr/s Q2r/s\Qr/a

Grace au corollaire nous obtenons par intégration que

@) (/ 2|27 w? dx +/ 22| Vw|*dz —I—/ w2d;1:>
QQr/g\Qr/e QQT‘/E\QT‘/& QZT/&\QT/E

+ O (52/ |z|[Vw|dx +£2/ |z]2w2dx> = (€N72> .
Q2'r/e\Qr/s QQT/S\QT/E

D’oli on obtient la relation (2.49)).
Ensuite comme h est continue, pour § > 0 et on peut trouver rs > 0 tel que

|h(y) — h(yo)| <6 pour tout y € F(Qry)- (2.50)

Cas N > 5. En utilisant les relations (2.49)) et (2.50]) dans la relation (2.43)), pour tout r € (0, rs),
on obtient
1 1 |k(zo)?

k(xo)|?
J(u) = Sy + 2B [ oPloupar + & (5- 2) [ RV

2
+ 8—|k(a:0)]2/ w?dz + 62h(y0)/ w?dz + O (62/ (52w2dx) +0 (EN_2> .
2;;. RN RN RN

D’apres le corollaire on obtient par estimation

/ ]z\QIVdex—i—/ w?dz = O (g).
RN\QT/E RN\QT‘/E

Il en résulte que

J(ue) = Sno + €2 { Anolk(30) 2 + By oh(yo) | + O (65*Bng ) + O () .
Supposons que
AN,G’k<yO)’2 + BN7Uh(yO) < 0.

On peut ainsi choisir respectivement § > 0 petit et € > 0 petit de sorte que

J(us) < Sn.o + €2 {AN,UWZ/O)\Q + BN,ah(yo)} < SN

Comme

O, T)= inf  J(u) < J(u),
(2, T) e o (ue) < J(ue), on a

Mh(Qa F) < SN,O'-
Cas N = 4. En tenant compte de la relation (2.50) dans (2.43)), on obtient par estimation pour
tout r € (0, rs)

2‘]‘3(300)’2
N -1

* ;—*|k(:c0)|2/ w’dz + €2h(y0)/ w?dr + O (82/ 52w2dx> +0 (ENfz) .
Q'r/e

o r/e Qr/s

1 [k(wo)|”

< —
J(ue) < Snote 5N 1

/ 1220w d + &2

/ 122 V| ?de
Qr/s Q'r/s
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Ainsi, par la relation ([2.49)), on obtient

3|k(y0)|2 2 2 ’k'(yO)’Z 2—0, 2%
J(ug) < S U+527/ z|“|Vw|*dx SU/ z|* 7w dx
+ 52h(y0)/ w?dz + O (526 w2daz> +0 <5N_2) . (2.51)
QT/E Q'r/s
D’apres la relation ([2.49)), on a
/ 22| Vw|?de = SNJ/ |22 w2 dx + (N — 1)/ w?dz 4+ O (6N_2) . (2.52)
Qr/a Qr/a Qr/a

En tenant compte de la relation (2.52)) dans la relation (2.51f), on obtient

3““(?/0)\2 2—0, 2 e \k(yo)\Z 2—0, 2*
J(u) < Sy + 2l 8 U/ z*T%wedx — — S U/ z|*7wedx
(ue) < S, 2(N —1)"% Qr/g‘ | 2 (N-1)"" Qr/s’ |

3
+ €’ (Vf(yo)!2 + h(?;o)) / wdz + O <€25 w2dx> +0 (sN*Q) :
2 Q'r/e Q’r/g
Par la relation (a) du corollaire on montre que

—o 2% 3|k (yol? 1 |k(yo)\2
2—0, 2%
/T/E |z|“ " “w*dr = O(1). Posons C= <2( " (N-1) SN.o

avec C' une constante positive indépendante de ¢, ainsi

T(us) < Sug 2 (G0 + hlan) ) [

w’dz + O (52(5
Qr/e

wzdx> + Ce2. (2.53)
Qr/s

D’apres la relation (a) du corollaire nous montrons par intégration que

C3 C?
/ 2d < / w?dx < / 2 2dm
Qr/e 1 + ’x‘ Q Qr/e 1 + ’x‘

On sait que Q, /. = |-r/e, r/e[ x Bgs(0, /), on a

/ S <[ war< | G e
B 1+ |z Qr/e B 1+ [z

R4(0,r/¢) R4(0,2r/¢)

r/e

En utilisant les coordonnées polaires et par changement de variable, pour R > 0, nous avons

t3
/ d7m2d:c = 87| ——dt
Bea(0.R) (1 + |z[?) o (1+12)
VR
Sl
0 2(1+ st)

- |SS,/ <1+s 1js)>ds

_ |3! VR
= <l0 1+ VR) - 1+\F>

il existe donc des constantes numériques ¢, ¢ > 0 telles que pour tout £ > 0 petit,

clloge| < / w?dz < é|loge]. (2.54)

r/e
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Supposons que 3|k(yo)|?/2 + h(yo) < 0.
En utilisant la relation (2.54)) dans la relation (2.53)) on obtient

3 B .
T(u2) < Sug e (SR + hluo) ) ¥loge| + <25c| loge] + €=,
Alors, en choisissant § > 0 petit et € petit respectivement, on obtient

3
T(ue) < Su -+ ¢ (3 k(wo) + hlon) ) ¥l loge| + <20c]loge| + C=* < Sua
alors J(uz) < Sy, pour § > 0 et € petit, comme

pr(Q2, 1) = inf J(ue) < J(ug),on a
@0)= it ) < T

pn(2, T) < J(ue) < Si;
d’ou
pn(2, T') < Sy
O

Démonstration. du théoréme Pour tout r > 0, il existe une constante ¢, > 0 ne dépend
que de Q, T', N, o et r tel que pour tout v € Hj(Q) alors

N o\
Sxo (/Qprg|u|20dy> §(1+r)/ﬂ\Vu|2dy+cr+ (/Q|u|2<7dy) C(@255)

Par la proposition on montre que si il existe yo tel que h(yg) < —Cn.o|k(yo)|? alors
pho (2, T') < Sy o, puisque si p5(2, I') < Sy, et par la relation ([2.55) alors il existe une fonction
u € Hy(9) strictement positive minimiseur du probleme (). O

2.4 Construction d’une fonction test et existence de minimiseur pour
1 (2, T, h) de dimension trois

On considére une fonction

1
R:R3\ {0} — R, z+— R(z)= 2l qui satisfait — AR =0 dans R*\ {0}. (2.56)

On note G la solution de ’équation

SALG. )+ hG(y, ) = 0 dans O\ {y), -
G(y,.) = 0 dans 909 '
et G satisfait
G(z,y) =R(z—y)+O(1) pour =z, yecetx#y. (2.58)

On note que G est proportionnel & la fonction de Green de —A + h avec zéro Dirichlet.
Soit X € Cg°(]-2,2[) avec X = 1 dans |—1, 1] et 0 < X < 1. Pour r > 0, on considére la
fonction cut-off cylindrique symétrique suivante :

[t] + ||
r

ne(t, z) =X ( > pour tout (t, z) € R x R2. (2.59)

Alors nous avons

C

n-=1 dans Q,, UTGH(%(Q27~>, \Vm\ﬁ; dans RS,
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Pour yo € Q, soit r, € ]0, 1] tel que
Yo + QQTO c Q. (260)

On définit la fonction My, : Q2r, — R donnée par :
1
My, (x) :== G (yo,  + yo) — nr(x)m pour tout 7 € Q2 (2.61)
il résulte de la relation (2.58)) que M, € LOO(QTO). Par les relations (2.57) et (2.56]), on a
C
‘ - AJwyo (:E) + h($)My0 (.1‘)| < m

tandis que R € LP (QTO) pour p € |1, 3[. Ainsi, par la théorie de la régularité elliptique,

=CR pour tout =€ Qr,

M,, € w2 p(QTO/Q) pour tout p € |1, 3[. Donc par le théoreme d’incorporation de Morrey (voir
[9]), on en déduit que

HMyOHCl,Q( ) < C pour tout p €10, 1]. (2.62)

Qrg s
Il existe une fonction continue m : {2 — R et ¢ > 0 une constante positive telles que

Gz, y) = Tiy’ + cem(y) +o(1)  lorsque z — y. (2.63)

Ainsi par la relation (2.63)), la masse de 'opérateur —A + h dans 2 au point yo € €2 est donnée
par
m(yo) = M, (0). (2.64)

Nous rappelons que le minimiseur w satisfait
—Aw = |z|%w?* ! dans R / |z| T w?de =1, (2.65)
R3

ol x = (t, z) € R x R? De plus par la relation (a) du corollaire on a

Cy Cy
< <
) < TR

d R3. 2.6
1+ x| — ans (2.66)

Le résultat suivant va jouer un role tres important dans la suite de la section.

Lemme 2.4.1.

Considérons une fonction v. : R®\ {0} — R donnée par

T
Ve(z) =€ ! (g)
Alors il existe une constante ¢ > 0 et une suile (en),cy (toujours noter par €) telles que
c c
ve(x) — Tl pp VreR? et ve(x) — Tl Ve € R\ {z=0}. (2.67)

Démonstration. Par le corollaire v, est borné dans C?(R3\ {z = 0}).
Donc par le théoréme de Arzela-Ascoli (voir [9]) v — v dans CLL.(R*\ {z = 0}). En particuliere

ve — v et Vv.— Vv pp VaeR?
d’apres la relation (2.66)), pour tout C7 > 0 et Cy > 0 alors

Co
e+ ||

0< < we(x) <

2.68
edlz] = ° (2.68)
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On sait que v.(z) = 5*111)(;), alors —Auv.(x) = 5*1Aw(§) donc par la relation ([2.27]), on a
—Av.(z) =e* 7 f.(x) sur R®, (2.69)

ou fe(x)= S37U‘Z|701)€2:71($) < C\z\*"]w\*f’“" pp.-Va=I(tz2) € R3.

Soit ¢ € CF° (RS \ {O}) En multipliant (2.69)) par ¢ ensuite par intégration, on obtient :

/R3 (—Ave(®)) pdz = /IR3 fe(@)p(x)da,

comme ¢ est a support compact, d’apres la formule de 'intégration par partie, le terme au bord
dans cette formule est null, on obtient

g2e /R3 f(z)p(z)de = —/R3 ve(z)Ap(z)de.

Appliquons la relation ci-dessus dans la relation (2.68) et on a

1 1
— _Ap(x)dz < — A < — -

par le passage a la limite pour n — oo, on obtient

1 1
lim Cy /RS P Ap(z)dr < nhm /RS veAp(z)dr < nhmoo Cy /RS P Ap(z)de,

n—aoo

alors le théoreme de la convergence dominée nous donne :

1 1
—C! —A dx < — A de < -C —A d
[ s dee < [ odpar < 01 [ Ap(a,

donc on peut en déduire que Av = 0 sur D’ (R3 \ {O}) En particuliér, v est équivalent a la
fonction de classe C™ (R3 \ {O}) qui est toujours notée par v. Grace a la relation ([2.68|) et par le

c
théoreme de Bocher (voir [1]), il existe une constante ¢ > 0 tel que v(x) = —. O

|z|
Nous rappelons quelques estimations utiles.

Lemme 2.4.2.

Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout €, r € |0, r9/2[, nous avons

/ |Vw|*dz < C max (1 + 6) ; / lw|*dz < C'max (1 + T) ; (2.70)
Qr/s T Qr/s €
/ w|Vw|dz < C'max (1, log r) ; (2.71)
Qr/a €
r r2
/ |Vw|dz < C'max (1, ) , / |w|dz < C'max (1, 2) ; (2.72)
Q'r/a € Qr/e €
82/ |z|7‘7]a:|2w2<*7d33—|—5/ 2| "o w? ~Ldx+ / 2| "Tw?dx < Cro 3379, (2.73)
r/e Q4T/E\Qr/6 Rd\Qr/E

Démonstration. Nous utilisons le corollaire 2.2.1] pour la démonstration des estimations. [J
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Etant donnée yo € I' C R>, soit ro défini dans (2.60). Pour r € 0, r9/2[, on considere
Fy, : Q. — § par une paramétrisation au voisinage de yo dans € avec la propriété que
Fy,(0) = yo donner par ({2.4). Pour € > 0, on considere u, : {2 — R donnée par

ue(y) =&, (Fpl () w (W) : (2.74)
Nous pouvons maintenant définie la fonction test ¥, : 2 — R par
e (y) = ue(y) + €V 2emy (F () My, (Fyl(v) (2.75)
il est clair que ¥ € H} () et
Ve (Fy (@) = e () (2) + 72 (@) My (), (2.76)

le résultat principal de cette section est contenu dans le résultat suivant.

Lemme 2.4.3.

On a
Jl(\Ijs) = 53,0 - 57T262m(y0) + Or(s)

lorsque € — 0.

Démonstration. La preuve de cette lemme est séparé en deux étapes données par les deux
lemmes suivantes : le lemme et le lemme Pour simplifier les notations, on écrira € au
lieu de €, et on supprimera l'indice yo, en écrivant M et I a la place de M, et Fy, respectivement.
Nous définissons :

i) = (F), Vely)i=o (F0) et Mony) :=mar (F7' () M (F' ()

ot v.(x) = e lw(z/e), avec ces notations la relation (2.75)) devient

Ue(y) = ue(y) + " *eMar(y) = £/°Vo(y) + "/ *cMa, (y). (2.77)
Nous considérons d’abord le numérateur dans (2.58]). O
Lemme 2.4.4.
On a oR
[1vwaay+ [ nutay = sy, - emo)et [ G do(w) + 0, 60) (2.78)
Q Q 20, OV

ot v est un vecteur unitaire normal de Q.

Démonstration. En rappelant la relation (2.77)), les calculs directs donnent

—~ 2 —~
VU () = [Vue () + 6 | VMo ()| + 262V () V Mo (1),

par intégration, on a

VU.(y)dy =

—~ 2
ay

/ IV Gt dy + ec? [ Vil (y)
F(Q2r)\F(Qr) F(Q2r)\F(Qr)

+ 251/%/ Ve (y)V My, (y)dy
F(Q2r)\F(Qr)

‘/F(QQT)\F(QT)

_ 2
[V @V dy + = VM ()| dy

€
/F(er)\F(Qr /F(Q27-)\F(Qr)

+ 250/ V (iiVe(y)) V My, (2)dy. (2.79)
F(Q2r)\F(Qr)
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Par la relation (2.59), n,v. = ne ‘w (/) est cylindrique. En utilisant le changement de variable
pour y = F(z), on obtient

V@V Pay =< [ IV o)l yada.

2r T

‘),
F(Qa\F(@r)

En utilisant le lemme [2.2.2] on a

IV (7, Ve(y)) |Pdy = 5/

o, IV () 2de + O (87“2 / W(WE)\?dx>
2r I8

9
‘/F1(Q2T)\F(QT) QQT\QT ( )
2.80

En calculant la deuxieme expression de la relation (2.80)), on trouve

5/ IV (nv:) [Pda = a/ 7 Vve + vV, 2da.
QQT\QT 2r\Qr
Puisque 7, = 1 dans @, et en développant cette expression, on obtient

6/ |V (nyve) |2dx < 5/ ]VUS\Q + e/ v§|V77T|2dx + 25/ ve|Voe| |V, |d.
QQ’I’\Q’I‘ QQT\QT QZT ™ QQT\QT

C
Comme 7, € H(Q2,) et |[Vn,| < — dans R* avec C une constante, on a
T

C C
s/ IV (nyve) Pde < 5/ Vo |2dz + —25/ v2dr + —5/ ve| Voe|de.
Q2T\QT Q27‘\Qr r Q27‘\QT‘ r Q2T\QT

C C
= 5/ |Vw|*dz + —25/ w?dx + —5/ w|Vw|dz.
QQT/E\QT/E r QQT/E\QT/S r Q2’I‘/E\Q’I‘/E

En utilisant les relations (2.71)) et (2.70]), on obtient

C C
8/ |V (nyvs) |*dz < C' max <1, E) + —emax <1, r) + —emax (1, log r) ,
Q2 \Qr r r £ T €

donc

O <5 /er\Qr |V (nyve) 2dm> = O,(e). (2.81)

En remplagant la relation (2.81]) dans la relation (2.80]), on obtient

: IV (0 Ve(y)) [Pdy = 6/ IV (rve) Pdz + Oy (e). (2.82)

2r

‘),
F(Qa)\F(@r

On procéde de la méme maniére et on obtient le résultat suivant :

IV Mo, (2)Pdy = / VM Pz + O, (e). (2.83)
)

2r Qr

3/
F(QQT)\F(Qr
Nous avons les estimations suivantes :

0<w. <Clz|™!' pour 2z e€R3\{0};

|Vo(z)] < Clz|™2 pour |z|>e. (2.84)
En utilisant la relation (2.66)), le corollaire et les estimations ci dessus, par changement de

variable pour y = F'(x), on obtient

V(i Ve) Vilydo = [V (10.) VM e

€
/F(er)\F(Qr) Q2r\Qr
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En utilisant le lemme [2.1.2] on a

V(i Ve) Vipde = e / Y (mv.) VMdz
QQT\QT'

+ O (6/ |Vo|dz + = vgd:v> .
QQT‘\Q’I‘ r QQT‘\QT

Ainsi, d’apres le corollaire on montre que

),
F(QQT)\F(QT)

| Vi) Vilde= [ V() VMAr 0. (289
F(QQT)\F(QT) QQT\QT

En tenant compte des relations (2.82)), (2.83]) et (2.85) dans la relation (2.79)), on obtient

\V\IIE\de = 5/ |V (mve)\de

2r r

/F(QZT\F(QT)
+ec? / |VM|? dz 4 2ec / V (nve) VMdz + O, (e). (2.86)
QQT\Qr QQ’I‘\QT‘

Grace au lemme et la relation (2.84)), en utilisant le théoreme de la convergence dominée
lorsque € — 0, nous obtenons

2
Lo wmla = [ (5
Q2:\Qr Q2r\Qr ||
— 02/ IV (R dz + o(1). (2.87)
QQ’I‘\QT‘
De méme, on a par le théoreme de la convergence dominée
/ V (gve) VMdz = / v (nrc) vV Mda
Q2 \Qr Q2r\Qr |z
= c/ V (n,R) VMdz + o(1). (2.88)
Q27‘\Q7‘

En tenant compte des relations (2.87)) et (2.88) dans la relation (2.86]), on obtient

/ VU, 2dy = 602/ IV (,R) |*dx
F(QQT)\F(QT) 2r r

4+ ec? / |VM|?dz + 2&c? / V (n,R)VMdz + O, (¢)
QZT\QT‘ Q27‘\Q7'
- / IV (R + M) [?de + O, (e). (2.89)
2r

En procédant de la méme maniere pour 'expression h|¥|? dans F(Qs,) \ F(Q,), on obtient

B U2y — ec2/ h(. + o) [ R + M2 dz + O, (). (2.90)

2r T

/F(er)\F(Qr)

Puisque le support de W, est contenu dans (4, alors que celui de 7, est dans Qo,, il est facile de
déduire de la relation (2.62)) que

— 2
/ VU, | dy = 502/ ’VMQT dz = O,(¢g)
O\F(Qr) F(Qar\F(Q2r)
et par le lemme [2.4.3] on a
— 2
/ h’\I/€|2dy:5c2/ h Ve + Mo, dy:or<€)'
Q\F(QT‘) F(Q4’I‘)\F(Q2T)
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Ainsi d’apres les relations (2.89) et (2.90)), nous concluons que

/ V. |2y +/ bW |2dy = €c2/ IV (-R + M) |*dx
Q\F(Qr) Q\F(QT) QQT\QT

+ ECQ/Q h(. + yo)lmR + M2z + O, (&).
2r T

Rappelons que G(z + yo, yo) = n-(x)R(z) + M(x) pour tout z € Q2 et que par la relation

(2.57) on a
—A,G(z 4 yo, Yo) + h(z + yo)G(x + yo, yo) = 0,

pour tout z € Qa, \ Q,. On sait que ¥, € H}(Q), d’apres la relation (2.57)
h(z + y0)G(x + yo, yo) =0 VYV x € 09,
alors par les relations et , on obtient
h(z + y0)G(x + yo.y0) = h(z + yo) (R + M) =0 Vz €0Q,

donc par le théoreme de Green, on a

/ V. |?dy + / h|W.|2dy = ec? / (mR+ M) wa(x) + O, (e),
Q\F(Qr) NF(Qr) 9(Q21\Qr) ov

ol v est un vecteur normal extérieur de Q2, \ @,. Grace a la relation (2.62)), nous avons finalement

/ VO, 2dy + / B0, [2dy = —ec? / RPdo@)— e [ MZdo(2) + 0, ().
O\F(Qr) O\F(Qr) 0Q, Ov 0Q, Ov
(2.91)

Ensuite, déterminons I'expression suivante / |[V¥|2dy  pour r et e petites, on a
)

T

/ V. |dy = / V. [2dy + 5c2/ VM [2dy + 251/%/ V. .V Moy dy.
F(Qr) F(Qr) F(Qr) F(Qr)

Par le changement de variable pour y = F(z)/e, on a
/ V. [2dy :/ Vw|?de + O (8/ |x|2|VM]2da:+52/ |Vw|dx> +0.(e).
F(QT) Q'I'/E Q'I'/E QT/E

D’apres le corollaire on obtient

/ IV, |%dy :/ Vl?de + O, ().

F(Qr) Q’V‘/E
Par la formule d’intégration par partie, en utilisant la relation (2.73)), on en déduit que

9 9 ow

/ VO, dy = —/ |Aw|?dz + wldo(z) + O, (e).
F(Qr) Qr/s

En appliquant la relation (2.27)), on obtient

* 6
/ VW Pdy = Ssp / 2| 7w dz + / w2l do(z) + O, (e).
F(Qr) Qr/e B(Qr/s

Ainsi, par le lemme [2.4.1], on a
2 a'UE
/ VU, |*dy = S35 + 8/ ve——do(z) + O, (e).
F(Qr) 0Q. Ov
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Comme @, := |—r, [ X Brz2(0, r) pour N = 3 et d’apres la relation ([2.84]), on obtient

r

/ vs%da(az) :/ / ve(t, 2)Vue(t, z).ida(z)dt + 2/ ve(r, 2)0pe(t, z)dz.
0Q, Ov 9B2,(0, 1) J—r || B2,

En appliquant la relation (2.67)) et le théoreme de convergence dominée, pour r > 0 fixé et lorsque
¢ — 0, on obtient

/ 0. P do(z) = c2/ / Lol Zdo(z)at + 2c2/ L oL )dz
0Q, v B2, (0, r) J—r |z~ "] [2] B2, |z [l

= ¢ / R(t, )VR(E, 2).2do(z)dt + 262 / R(r, 2)0,R(r, z)dz
B2, (0, r) z B2,

—r 2]

= o, R?;jda(:c) + o(1).
Ainsi, nous obtenons
/ VU 2dy = S50+ 2 [ ROdo(z) + o(1) + O, (e).
F(Qr) oQ, Ov

De plus, d’apres la relation (2.72)), on a

—~ 2
/ hU2dy = 5/ h (VE + CMQT) dy = O,(e).
F(Qr) F(Qr)

En combinant ces derniéres, on obtient

/ V. |2dy +/ h¥2dy = S35 + ec? Ra—Rda(x) + O, (e). (2.92)
F(Qr) F(Qr) 0Q, Ov

En combinant la relation (2.92)) avec la relation (2.91)), on obtient

/ |V, [2dy + / hU2dy = S5, — ec? Ma—Rda(x) + O, (e) + o(e).
Q Q 0Q, Ov

Puisque M (y) = M(0) + O(r) = m(yp) + O(r) dans Q2,, on a le résultat final

OR
/Q V. |2dy + /Q hU2dy = S35 — 5m(yo)c2/ 8—do’(az) + O, (¢).

oQr OV
Le résultat suivant associé au lemme précédent fournit la preuve du lemme [2.4.3 0

Lemme 2.4.5. On a

(/Q PEU|‘1’5

Démonstration. Puisque 2, > 2, pour tout a, b € R, il existe une constante C'(o) positive telle
que

N\ 2% 2
2a> — 11— 2 em(y) / IR 1o (2) + O, (o). (2.93)
S35 0Q, Ov

[ Ja+b%— | a = 25ablal> 72| < C(0) (Jaf> 26> + |b[*) . (2.94)
On multiplie la fonction test ¥, par la fonction distance a I' puis par intégration, on obtient
[oittvfidy = [ gl e by Py
Q F(Qr)

F(Q4r)\F(Q7‘)
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Appliquons I'inégalité (2.94)), on a

[ seowapeay
Q

/ pfgluslzzdy+23€1/zc/ i |u |~ My, dy
F@.) FQ,)

_|_

0/ P luene %272 (/2 M) dy + / pr? |t My, | dy
F(Qar) F(Qar)

+ O / pr u % dy + 2:;51/2c/ pf”|ua|23_1ﬁgrdy 2.95)
F(Qar)\F(Qr) F(Qar)\F(Qr)

En utilisant 'inégalité de Holder et la relation (2.14)), on a

—0 * ~ 2 2;_2 —
/F o el 2(28.) Ay < el g, oy IV (g, i)
4r
_ s 2
EHU)”LQ;; (QM, ‘Z‘,o\/@)”MQT”LQ; (F(Q4r), p;a)
< e(1+Cr) || My |? = 0,(e). (2.96)

L2 (F(Qar), p17)
En rappelant que ||w]| ;22 (B, pr°) = 1. De plus comme 2} > 2, par la relation ([2.62)) on obtient
> Fr
/ pr7 |e /2 Moo dy = o(e). (2.97)
F(Q4r)
De plus, par le changement de variables et par la relation ([2.73)), on obtient

ey + 25ee /2 o e % Ny dy
F

/F(Qm)\F(Qr) (Qar)\F(Qr)

= / |zr<f|w5|23dx+cs/ 2|~ we|? ~* Mda
Quar/e\Qr/e Qar/c\Qr/e

/ 2|~ we|?e da + cs/ 2]~ Jw|? "1z = o(e). (2.98)
Q47~/5\Qr/a Q47~/5\Q7'/5

IN

En tenant compte les relations (2.96)), (2.97) et (2.98) dans la relation (2.95]), on obtient

[oerwapiay= [ iy e [t My + 0, ),
Q F(Qr) F(Qr)

On définit B () := M(ex)\/]ge|(z) = M(ex)\/]ge|(ex). Alors par le changement de variable y = F(z)/e
dans I'identité ci-dessus

| igdde + 2 [ e P M fgclde + 0,(6)

Qr/e Qr/e

/ |27 we 7 /] gl da + 2366/ 277 [we ! Boda + O, (e),

r/e r/e

/p1:0|\115|2;dy
Q

d’apres la relation (2.14])

/Qp;”|\118|23da::/ 2| we de + 2;ec/ |27 . [~ Boda

r/e r/e

+ O,(e) + 0 (52/ |z|_”|x|2w2§dx> .
Qr/e

/ \z|7”wz;dz+/ |z|7”w§‘*’dx:/ |z|7"wg‘*’dx,
Qr/e R3\Q /e R3
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alors

/p1?‘7|\1/5|2:dy = 1+2:sc/ 2|77 Jwe|?s T  Bodz 4 O,.(e)
Q Qr/s

+ O / |z|7"w§:'d:c+52/ |z|*"|:17|2w§:‘dx .
R3\Q,./c Qr/e

Par conséquent, d’apres la relation ([2.73))
/ |z|_”wg;dx+52/ \z|_”|x|2w§:’dx = O(e).
RS\QT‘/E Qr/s
Il en résulte que

2/2;,
</ p1?‘7|\115|2;dy> :1+2;’;5c/ |2| 7 |we > " B.dx 4+ O, (e). (2.99)
Q

r/e

On multiplie la relation (2.65)), par la fonction B, € C'(Q,) et par intégration, on obtient

53,0/
Q

En utilisant 'intégration par partie, on a

2]~ Jwe|? ' Boda = 7/ (Aw)B.dz.
Qr/e

r/e

. ov
Sg,g/ |27 |w.|*> ' Bodr = VwV B.dx — / B.—dz.
Qr/e Qr/e Qe v
Comme B, — B, d’apres le théoreme de la convergence dominée, on a
- 2% —1 ow
S35 |2| 79 |we|?e ™" Bedx = VwV B.dx — Bi—dx.
Qr/a C27‘/5 aQ"‘/E v

Puisque |VB;| < Ck¢, par le lemme et par la relation (2.62)) donc
e/ VwVB.dz < Ce/ Vw| =0 (52/
Q Qr/e Q

|Vw|dac> = O,(e).

r/e r/e

D’une part,
. 0
53,(,5/ |2| 77 |we|*s ' Bodx = —¢ By Ue do(z) + O, (e).
Qr/e 0Qr v
D’autre part, par le lemme [2.4.1] la relation (2.62]) et le théoréme de la convergence dominée, on a
0 (eay)
B do(z) = Bi— 4o (z) + o(1)
Q- Y oQr v
OR
= c/ By—do(x) + o(1),
3Q7‘ 4
or By = M(x)\/g(x) = M(xz) = M(0) + O,(¢) donc
0 OR
/ B1 22 do(z) = eM(0) / do(z) + O, () + o(1).
Q. v 0Q, ¥

Ainsi, on obtient

« 1
ce/ |2| 7 |we|*s 7! Bodx = —ec? M(O)/ 8—Rdo(a§) + O, (g) + o(1).
Q 53,0 0Q, v

r/e

Il en résulte de la relation ([2.99))

2/2:
. “ 1
(/ p;”\Il5|2<’dy> =1-ec? M(O)/ 8—Rda(x) + O, ().
Q 53,0 0Q, YV

Puisque M (0) = m(yp), alors

2/2

- v 1 R

(/ pE”\IIEIQGdy> =1-ec? m(yo)/ —do(z) + O,(e).
Q SS’U oQ. 14
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Démonstration. (complet du lemme [2.4.3})
Par le lemme 2.4.4] et le lemme 245 On a :

J(¥.) = S5, — ec’m(yo) / IR 1o (2) + O, ().

ov

T

1
Enfin, rappelons que R = —. Nous pouvons calculer

<]
/8 R o) = — [ Zsv@de(a)

v
Q, Ov 0qQ, |z

—9r T 7”3
= 7dz—27r/ ————dt = —7% (1+72).
/BRQ 0.r) 72+ |22 —r T2 12 ( )

D’apres ce dernier et la relation (2.100]), on obtient

J(V.) = S35 — em’c’m(yo) + Or(e).
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Chapitre 3

L’EQUATION DE HARDY-SOBOLEV
PERTURBEE

L’objectif de cette partie est de montrer qu’en rajoutant un terme de perturbation a I’équation
de Hardy-Sobolev, la courbure ne joue aucun role sur I’existence de Solution positive. Soient 2
un ouvert borné de RY avec N > 3, h et b deux fonctions continues. Soit I' une courbe fermée
réguliere de 2 . On considere la constante de Hardy-Sobolev perturbée suivante :

1 1 .
~(Q, T, h,b) = f d hu?d /b2+5d——/‘0 25 dy.
Lo (2, T, h, b) IH{O}Q/UI y+/uy+ 7475 Jo y2:_QPFIU\ Yy

ueHL(Q
(3.1)
On s’intéresse a l'effet de b et/ou a la position de la courbe I' sur I'existence d’un minimiseur
pour i, (2, T', h, b). Nous avons le résultat principal de cette partie :

Théoréme 3.0.1. Soient N >4, o € 10, 2[ et Q un domaine borné de RY. Soient T' une courbe
fermée contenue dans Q) et h, b: Q0 — R deux fonctions continues telle que l'opérateur —A + h
soit coercif. On suppose qu’il existe yg € I' telle que :

b(yo) < 0. (3.2)
Alors la fonctionnelle J admet un minimiseur u € Hy ().

L’inégalité montre que ni la courbure de I' ni le potentiel A ne jouent aucun roéle sur
I’existence de la solution positive. Dans cette partie nous allons démontrer le théoreme Pour
cela nous allons construire des fonctions tests pour compare (€2, I', h, b) et Sy 5.

Ce chapitre est divisé en deux sections : nous construisons des fonctions tests pour 'existence
d’un minimiseur pour N = 3 dans la section et pour N > 4 dans la section (3.2)).

3.1 Construction d’une fonction test existence de minimiseur pour
w(Q, ') h, b) de dimension N > 4

On considére Q un domaine borné de RN, N > 3 et I' C Q une courbe fermée et régulicre.
Pour u € Hy(2) \ {0}, on définit la fonctionnelle

1 1
:§/Q|Vu|2dy+§/ghu2dy+m/ bu2+6dy_7/pra|u|2ady (33)

Soit n € C° ( 0(Qar )> tel que 0 <np <1letn=1dansQ,. Poure > 0, on consideére u. : 2 — R
donné par

usly) =2 0 (Fl@)w (s Fly) - (34)

En particulier, pour tout x = (¢, z) € R x RN_I, nous avons

s (By(@)) =7 ntye (1, D). (35)
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Il est clair que u. € H&(Q) On a la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Pour N >4, on a

J(ua) = SN,O' + g2 6<N272) b(yo) /N w5+2dx + 0 (526(1\722)> ,
R

lorsque ¢ — 0.

(3.6)

Démonstration. La preuve de la proposition est divisée en deux étapes : d’une part, par

le lemme et d’autre part, par le lemme Pour cela nous avons

1 1 1 x
J1(u) == §/Q|Vu|2dm+ §/Qhu2dm— o Qpf”|u|2f’d$.

Lemme 3.1.1.

On a
O(E?) VYN > 5,

Ji(us) = Sno + { o) <€2| 10g(5)|) VYN = 4.

Lemme 3.1.2. On a

_5(N-2)

/ budz = ¥ 2 b(yo)/Nw5+2d:U+O(€2) pour N > 4,
Q R

Qr/a

lorsque ¢ — 0.

Démonstration. Puisque Fy, : Q, — Q, on a Q = Fy (Qr) + Fy, (Q2r) \ Fyy(Qr). Donc

/ b(z)u?Hidz = / b(z)utHods + b(z)utda.
Q Fyo (Qr)

Fyo (QQ'P)\FZJO (QT)

/ buZtode = 52_35(3/0)/ wt2dz + O(e?) pour N =3 et § <1,
Q

/ buttde = &2 3b(y) /N w2z + O(EF3)  pour N=3 et >1
Q R

Puisque b est continue et r petit, pour y = F), /e, par le théoreme de changement de variable, on

a

§(N—2)
/Qb(:v)ug"";da: = & b(yo)/Q w0 /|g|dz
r/e
_§(N-2)
+ 2772 b(yo)/ w2+6\/\g\dx.
QQT‘/E\QT‘/E

Par la relation ([2.14]), on obtient

(N=2)

/b(w)u?‘sdw = b(y0)€2*5 2 / w0 (z)dx
Q Qr/s

S(N—2) S(N—2)
+ O (64_ T / |z 2w 0de + &2 2 : / w2+5dx> .
Q QQT/E\QT/S

r/e

En appliquant le corollaire 2.2.1] on obtient
- f0a) /
Qr/s

o7

§(N—2)
|z 2w 0de + 2 2 / wdzr =0 (52) VN >3.
Q2T‘/E\Q’I’/E



Pour N=3etd<1,ona
/ ba)uZHda = b(yo)e> / ) (@)de + 0 ().
Q Qr/s

Pour N =3 et § > 1, d’apres le corollaire on obtient

/ b(z)u2tdr = b(yo)&tQ_% / w?tdz + O (ng) .
) RN

Pour N > 4, on obtient, d’apres le corollaire [2.2.1]

S(N—2)
2= "2 / w0z =0 (52) ,
QZT/E\QQT/E

5(N—2)

/ b(z)utH0de = byo)e?™ 2 / w?dz + O (52> :
Q Q'r/s

donc

ainsi

O]

3.2 Construction d’une fonction test et existence de minimiseur pour
1 (2, T, h, b) de dimension trois

Proposition 3.2.1. Soient (,,)nen une suite et ¢ une constante donnée par le lemme|2.4.1. Alors
il existe ro, ng > 0 tel que pour tout r € |0, ol et n > ng

-
J(U.) = S3, — enm’m(yo) c® + en w*todz + Or(en) pourd <1,
’ 2 + 5 Qr/s
82_g
J(U.) = S3, — epm®m(yg) c® + — w*todz + Or(en)  pouré > 1,
’ 24+ Jrs

pour Oy(ey) satisfaisant

rh—r>n0 nh—r>noo 67710T(€n) =0.

Démonstration. La preuve de cette proposition est séparée en deux étapes données par le

lemme 2.4.3] et le lemme 3.2.11 O
Lemme 3.2.1. On a

/ | |2H0dy = 52_%b(y0) / w?dz + o (52_3) .
Q QT‘E

Démonstration. Puisque § > 0, par le développement de Taylor, on a

/Q 02y = /Q e () + Y2 M0 (y)[*Hody

:/Q|u5|2+6dy—|— O<51/2/9|u5|1+5]]g2r|dy+/ﬂu€5|MQT|2dy+/S2|A72T|2+5dy). (3.7)

En utilisant I'inégalité de Holder et la relation (2.14]), on a

N2 .
/F(Q4r) |7]ua\5 (61/2M2r> dy < EHué‘HiQJrJ(F(QM))HM27“||%2+6(F(Q4T))
_9s 5 —~
= s gy ) 1M Nass i (38)
_S .,
S E4 2||M27"H%2+6(F(Q4T)):0(6).
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Puisque § > 0, d’apres (2.62)), on obtient facilement
/ €120y, [*0dy = O (e173) = o(e), (3.9)
F(QM)

En tenant compte des relations (3.8)) et (3.9)) dans la relation (3.7)), on obtient

/ ]\P€|2+5dy = / |u5|2+5dy +0 <€1/2/ |u5|1+5ﬂgrdy> + o(e).
Q F(Qr) F(Qr)

En multipliant la relation ci-dessus par la fonction b qui est continue, ensuite par application du
lemme [3.1.2] on obtient

[
1 ay = Su0) [
Q Q

On défini

wt2dz 4+ O (51/2/ |u5|1+5MQTdy> + o(e).
F(Qr)

r/e T

Be(x) = M(x)/|g:|(x) = M(ex)y/|gl(ex).

Alors par le changement de variable y = ——= dans 'identité ci-dessus et en rappelant la relation
€

dy = &5 [l gl (@)
Qr/s

_ 53—%/ |+ B.da.
QT/E

81/2/ ’u6’1+5’]\72r
Q

Par le développement de Taylor, puis en appliquant le corollaire nous obtenons

51/2/9\u5]1+5|]\727«]dy _ O<535/2/ \w|1+5dx> :O<83*5/2).

Qr/e
Enfin
) )
[ 1oy = n0) [ w? oo (2%)
Q Qr/e

lorsque € — 0. O
Démonstration. du théoréme Puisque si

po (2, T, b, b) < SN o, (3.10)

alors 1, (€2, I', h, b) est atteint par une fonction positive u € H&(Q) On peut en déduire de la
proposition et la proposition pour € — 0 que u (€2, I', h, b) est atteint alors il existe
un minimiseur u € Hy () du probleme. O
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CONCLUSION

L’objectif principal de notre travail a été réalisé par une étude de I'inégalité de Hardy-Sobolev
pour résoudre le probleme :

—Au+ hu + bu't? = pfguz;_1 dans Q.

L’inégalité de Hardy-Sobolev est tres utile pour ’étude des équations aux dérivées partielles et a
fait ’objet de plusieurs travaux. Nous avons utilisé I'inégalité de Hardy-Sobolev pour démontrer
le théoreme [3.0.1] et le théoreme 2.0.11

Nous avons utilisé la méthode des fonctions tests, elle consiste a trouver une fonction test pour
laquelle 5, (2, I', b, b) < SN, ce qui nous a permis de retrouver la compacité. Ainsi pour toute
suite minimisante de up, (2, I', h, b), il existe une sous-suite qui converge vers un minimiseur.
La fonction test est construite a partir du minimiseur de Sy . En faisant un changement de
variables et en utilisant le systeme de coordonnées locales, on a pu voir 'influence de la géométrie
locale de la courbe pour obtenir une condition suffisante d’existence de minimiseur. Le théoréeme
nous montre que le signe de la courbure n’influe pas de I'existence de la solution positive
u € H&(Q) du probléeme, mais sa norme 'est pour le cas b = 0. Par contre, le cas b # 0, nous
avons constaté que 'existence de la solution positive u € H&(Q) du probleme ne dépend pas de
la géométrie des courbes I', grace a I'influence du terme perturbation b.

En guise de perspective, nous envisageons d’étudier :

— l'inégalité de Hardy-Sobolev avec singularité une courbe inclus entierement sur le bord
de . Nous espérons découvrir I'influence locale de la courbure moyenne du bord afin
d’obtenir un minimiseur ;

— les constantes optimales pour les inégalités de Hardy, de Sobolev et de Hardy-Sobolev;

— l'inégalité de Hardy-Sobolev sur une variété riemannienne compacte M et aussi dans le
cas ou I' est une sous-variété fermée de M. Nous croyons que les normes de la seconde
forme fondamentale et de la courbure moyenne de I' vont jouer des roles importants ainsi
que les courbures scalaires de M et de I
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