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Résumé

Ce travail sur I'ceuvre de Siqi FU et Emil J. STRAUBE a pour principal objectif d’étudier la
compacité du probléeme du 9-Neumann sur les domaines convexes. Il se base sur ’absence de variété affine
ou d’ensemble analytique irréductible au bord avec des dimensions appropriées et aussi sur ’existence
d’un opérateur solution compact pour le 9 sur les (0, q)-formes différentielles.



Introduction

Le probléme du 0-Neumann revét une importance capitale dans la théorie de ’analyse complexe de
plusieurs variables. Sa compacité est une propriété basique avec pas mal de conséquences utiles. Dans le
cas des domaines & bord lisse, elle implique la régularité globale du probléme d-Neumann. La théorie de
Fredholm pour les opérateurs de Toeplitz est aussi une conséquence directe de cette compacité. Ainsi
Catlin [4] a montré la compacité du d-Neumann pour les domaines & bord lisse pour lesquels le bord
satisfait la propriété P, définie en (2.3).

Il sera question alors dans ce mémoire d’étudier la compacité du O-Neumann dans les domaines convexes
bornés. Pour 'obtention de cette compacité, 'accent sera surtout mis sur I'absence au bord de variétés
affines ou analytiques avec les dimensions appropriées.

Pour ce faire nous aurons pour support le théoréeme principal suivant :

Théoréeme 1
Soient €2 un domaine convexe de C" et 1 < ¢ < n. Il y a équivalence entre :
1. Tl existe un opérateur solution compact pour le 0 sur les (0, q)-formes différentielles.
2. Le bord de ) ne contient pas de variété affine de dimension plus grande ou égale a q.
3. Le bord de €2 ne contient pas de ensemble analytique irréductible de dimension plus grande ou
égale a q.

4. Lopérateur 9-Neumann N, est compact.

Ceci étant, en premier lieu, nous allons montrer que (4) = (1) en utilisant 'écriture de N, sous la forme
Ny = (é*Nq)*(g*Nq) + (5*Nq+1)*(é*Nq+1)' (1)

Ensuite pour montrer I’équivalence (2) < (3) nous allons utiliser les notions d’hyperplan de support et
d’enveloppe convexe.

Pour (2) = (4) on va définir les ensembles et fonctions a pics, se servir du théoréme des ensembles pics
de Glicksberg [10] et de la proposition suivante qui permettra de faire le rapport entre 1’absence de
variété affine au bord et la propriété de Catlin P, qui, implique la compacité du O-Neumann.

Proposition 0.1 Soient X un sous ensemble compact convexe, zop € X et 1 < ¢ < n.

Alors il existe un sous ensemble affine L de dimension inférieure ou égale a ¢ — 1 tel que X N L soit un
ensemble a pic si et seulement si il ne contient pas de variété affine de dimension supérieure ou égale a ¢
contenant zg.

Et pour I'implication (1) = (2) nous allons utiliser le Théoreme d’Oshawa Takegoshi [22] et les propriétés
du noyau de Bergman. Enfin, 'application aura pour but de montrer que I'opérateur intégral de Henkin-
Ramirez défini dans [19] est une solution compacte du 9 sur les (0, g)-formes différentielles, ce qui nous
permettra d’aboutir a la compacité du 9-Neumann N, d’apres le Théoreme (1).



1 Préliminaires

1.1 Quelques outils sur la géométrie différentielle
1.1.1 Variétés différentiables

Les définitions de cette partie sont tirées de [7].
Soient n € N et k € N|_J{oo,w}.
Si k # w, on note C* la classe des fonctions k-fois différentiables et dont la dérivée k-iéme est continue
(si k = 0o c’est I'ensemble des fonctions indéfiniment différentiables), et C* celle des fonctions réelles
analytiques.

Définition 1.1 (Carte)

Soit X un espace topologique. Une carte sur X est un couple (U, p) ou U C M et
¢ : U — p(U) C R" est un homéomorphisme.

Définition 1.2 (Atlas)

Soit X un espace topologique. Un atlas de classe C* est une collection de cartes (Un, Po) OU g : Uy — Vg,
a € I et (Uy)aes constitue un recouvrement d’ouverts de X, (V,,), des ouverts de R" tels que pour tous
aet el siU,NUg# 0, alors les fonctions de transition

Pas = Pa 095 0s(Ua NUp) = @a(Ua N Up)

sont des difféomorphismes de classe C* .
Les composantes ¢, () = (zf,...,x) sont appelées coordonnées locales sur U, définies par la carte

(Uas ¢a)-

Définition 1.3 (Variété différentiable et variété différentiable analytique)

Une variété différentiable X de dimension n et de classe C* est un espace topologique séparé muni
d’un atlas de classe C* & valeurs dans R”. Lorsque les fonctions de transition sont des difféomorphismes
analytiques on parle de variété différentiable analytique.

Définition 1.4 (Fonction de classe C*)

Soient X une variété différentiable de classe C* et de dimension n, Q C X un ouvert et s € NU {oo, w}
tel que 0 < s < k. Une fonction f est de classe C* sur 2 si fop,! est de classe C* sur ¢, (U, N Q) pour
tout a € I. L’ensemble des fonctions de classe C° sur ) est noté C*(Q2, R).

Définition 1.5 (Vecteur tangent)

Soit X une variété différentiable.
Un vecteur v, tangent a X au point xg, est par définition un opérateur différentiel qui agit sur les
fonctions,

0
c’est-a-dire pour tout f € C*(€2,R), on associe localement v.f = > vj—f(xo); ou les v; sont des
1<j<n Ox;
réels.
Dans un systéme de coordonnées locales (1, ..., x,) autour de xq sur €,

on écrit simplement

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et U C E, V C F deux ouverts, f : U — V une application. On dit que f est
un difféomorphisme de classe C” si f est inversible et si f et f~! sont différentiables de classe C".



Définition 1.6 (Espace tangent, Espace cotangent)

L’ensemble des vecteurs tangents est appelé espace tangent. Par conséquent, pour tout zy € €2, le
0

n-uplet { 8—}1<j<n constitue une base de I'espace tangent a X au point g ; noté T,, X . Son dual T X
x;T T

est I'espace vectoriel cotangent a X au point xg.
Si f € C'(Q,R), sa différentielle au point zy est une forme linéaire sur T}, X, définie par :

dfso(v) =v.f = > Ujﬁ(:lf[)) Yo € T, X.

1<j<n Ox;
- . of
En particulier, si v; = dz;(v), alors localement df = Y ——du;.
1<j<n Ox;
: 0 0 ) )
La famille {dz1, ...,dx,} est la base duale de {a—, s 6—} Donc c’est une base de I'espace cotangent
T Tn

T: X,

Définition 1.7  Soient M et N deux variétés différentiables de classes respectives C? et C° et de
dimensions respectives m et n. Soit k& < min(p, s).

On dit qu'une application f : M — N est de classe C* lorsque pour toutes cartes locales (U,, @q) sur
M et (Vs,105) sur N, Papplication fgo : ¥ 0 fow,': wa(Us) — ¥5(Vs) qui envoie louvert ¢, (Uy,) de
R™ dans ouvert 13(V3) de R™ est de classe C*. On dit que f est un C*-difféomorphisme lorsque f est
inversible et si f et f~! sont différentiables de classe C*.

Définition 1.8 Un ouvert Q C R? est dit & bord lisse de classe CF avec 1 < k < 00, en un point
p € bS) §'il existe un voisinage ouvert U de p dans R? et une fonction de classe C* r: U — R tels que :

1.
QNU ={zeU:r(z) <0}

WANU ={zeU:r(z)=0}
2. La différentielle de la fonction r est non nulle en p.

La fonction r est appelée fonction définissante locale de €2 en p.
Un ouvert Q C R? est dit & bord lisse de classe C* §’il I’est en tout point p € bS).

1.1.2 Fibrés vectoriels

Définition 1.9 Soient X une variété différentiable de dimension n, de classe C* et K =R ou C un
champ scalaire. Un fibré vectoriel de rang r au-dessus de X est une variété E de classe C° munie d’'une
application 7 : F — X de classe C'™ appelée projection et d’une structure de K-espace vectoriel de
dimension r sur chaque fibre E, = 7~ '(z). Cela veut dire qu'’il existe un recouvrement ouvert (V4 )aer
de X et des C'*°-difféomorphismes 6, appelés trivialisations

0o : By, — Vo x K" o Ey, =7 (V)
telle que pour tout x € V,, 'application
B, Y (2 x K — K"

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour chaque «, 8 € I , 'application

Qaﬁzéaoﬁgl c(VanVg) x K" — (V,NV3) x K"
peut se mettre sous la forme
eaﬁ(x’g) = (%gaﬁ(fﬁ)‘f% (:E,f) S (Va N Vﬁ) x K

8



ot la famille (gos) est inversible a coefficients dans C*°(V,, N V3, Gl(1, K)), d’inverse (gas) " = (gsa) et
satisfaisant a la condition de cocycle

9aB98y = Jay SUr VoNVgNV,.

La collection (g.pz) est appelée systeme de matrices de transition. Réciproquement, toute collection de
matrices inversibles satisfaisant la condition de cocycle définit un fibré vectoriel F, obtenu en recollant
les cartes V,, x K" via les identifications 6,3.

Exemple 1.1  Les fibrés tangent TX = | J T,X et cotangent T*X = | J T/ X d’une variété dif-
acX acX
férentiable X de dimension n sont des fibrés vectoriels localement triviaux de rang n au-dessus de

X.

Définition 1.10  Soient X une variété différentiable et {2 C X un ouvert. Soit E un fibré vectoriel
sur X. Une section de classe C* de E)q est une application s : ) — E de classe C* telle que s(z) € Ey,
pour tout z € 2 (i.e mos = Idg).

Définition 1.11 (Champ de vecteurs)

Soit X une variété différentiable de classe C*. On appelle champ de vecteurs de classe C* (s > k) sur
un ouvert 2 C X, toute section C* du fibré tangent. C’est-a-dire toute application s : Q — TX de
classe C* telle que s(x) € T, X pour tout z € €.

On note I'*(X) I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur X.

Définition 1.12 (1-forme différentielle)

Soient X une variété différentiable et U C X un ouvert. Une 1-forme différentielle sur U est une section
du fibré cotangent . C’est une application

w: U—T'X=|JIiX
aclU
a— W,

a valeurs dans l'espace cotangent a X en tout point a.
Sia=(a,...,a,),on a

w(a) = z: w;(a)(dz;),

ou les coefficients w;(a) € R dépendent de a.
n

Localement une 1-forme différentielle s’écrit w = Z w;dx; ou les coefficients (w;);=1,._, sont des fonctions
i=1

définies de U a valeurs dans R.

Une 1-forme différentielle est de classe C* si les coefficients w; le sont.

Exemple 1.2 (1-forme différentielle)

1. dx est une 1-forme différentielle de coefficient 1.

1 y
— ———dy est 1-fi différentielle de cl c R xR 0,0)}.
e T /2 y est une 1-forme différentielle de classe sur \ {(0,0)}

2. w(z,y) =

Définition 1.13  Soient n et p deux éléments de N et M une variété différentiable de classe C" de
dimension n, avec r € NU {oo,w}. L’ensemble des applications multilinéaires alternées sur T,,M forme
un espace vectoriel noté A*T* M. L’ensemble de ces espaces définit un fibré vectoriel sur M, noté AT M
et appelé fibré des k-formes extérieures.

Une p-forme différentielle de classe C" sur M est une section de classe C" du fibré vectoriel des p-formes

9



extérieures APT*M.

Ainsi, une p-forme différentielle w associe a tout x dans M, une forme p-linéaire alternée w, sur 'espace
tangent T, M a M.

On note EP(M) I'ensemble des p-formes différentielles de classe C" sur M.

On peut effectuer plusieurs opérations avec les p-formes différentielles, par exemple :

e Produit extérieur
Soient u une p-forme différentielle et v une g-forme différentielle définies localement par :

! /

v(z) =Y vy(x)dry et u(z) = > ur(z)dzy.

|J|=¢q |=p

Alors le de u avec v est la forme de degré (p + ¢) définie localement par :

’

uhv(@)= Y wz)vy(x)de; Adeyavec 0 <p+qg<n
|=p,|J|=q
I=(i1,...,5) avec 1 <43 <---<i,<n

J=(1...5p avec 1 <jy <---<j,<n
dry = dxy N--- Ndwg, et dvy = dxj A--- ANdxy,.

e Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d: EP(M) —s EPTL (M)

s s

défini localement par la formule

L au[

du = Z Z %dxk ANdxy,

pour

et vérifie les propriétés suivantes :
i) d(u Av) =duANv+ (—1)Pu A dv (Regle de Leibnitz),

ii) d*u = 0 (idempotence).
Une forme u est dite fermée si du = 0 et elle est dite exacte s’il existe une forme v, telle que deg(v) =
deg(u) — 1 vérifiant u = dv.

1.2 Notions de géométrie complexe
1.2.1 Variétés complexes et convexité

Définition 1.14 (Variété complexe)

Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collection

(Uas Pa)acr ou les U, sont des ouverts de X tels que X = U U, et
ael
Yo : Uy — C" sont des homéomorphismes pour lesquels on a :

Si Uy N Uy # 0
Pap = QOQOQOEI : @B(Ua N Uﬂ) — SOa(Ua N Ulg)

10



sont des biholomorphismes.
(Ua, pa) sont appelées cartes locales.

2 € Uy, pa(2) = (27, 25, oo zy) e C™.
(27,25, e ,zx) sont appelés coordonnées locales autour de z.
La collection (Uy, ¢a)acs est appelée atlas complexe.
Définition 1.15 (Domaine étoilé et domaine convexe)

1. On dit qu'un domaine D C C" est étoilé en un point P € D si pour tout M € D, le segment
[P, M] est contenu dans D.

2. On dit qu’'un domaine est étoilé s’il est au moins étoilé par rapport a un de ses points.

3. On dit qu'un domaine est convexe s’il est étoilé par rapport a tous ses points.

Exemple 1.3 La boule unité de C" est un domaine étoilé, mieux elle est convexe.

1.2.2 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n. Considérons X comme une
variété différentiable de dimension 2n. Pour tout z € X, on a l'espace cotangent 77X de X en z et une
structure complexe J, de T, X et définie localement par

J.(dx;) = dy; et J.(dy;) = —dx;.

Remarque 1.1 J, est l'endomorphisme R-linéaire de T X vérifiant
JooJ, = —Idpsx.
Soit 77 X le complexifié de T X, c’est-a-dire 'ensemble des éléments de la forme
u+wouu,vel; X

et i = v/ —1. J, se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de 7 X € noté encore J, tel que J 2= drs xc
et

J.(u+iv) = J,(u) +iJ.(v)
pour tous u,v € T, X.

On a
TZ*XC = Tz*l,oX D T,:O,IX

ou

T:oX ={veT; X"/ v =iv}
T X ={v e T; X"/ J.v = —iv}

Tr o X = U 170X et T5 X = U T X
zeX zeX
sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.
Pour p,q € N tels que 1 < p, ¢ < n, notons par APT7; X et A?T, | X respectivement les espaces vectoriels
des p-formes alternées sur 17, (X et des g-formes alternées sur 77, X.
Dans un systeme de coordonnées locales (21, ..., 2,),

11



NPT o X = vect{dz;, N ... Ndz, }i<ii<...<ip<n
AqT;()’lX = vect{dijl N A dijq}1§j1<....<jq§n

ou (dzi,...,dz,) et (dzy, ....,dz,) sont des bases locales de T7; (X et T}, X
donc
APTY o X = |J AT oX et AT X = | AT, 1 X
zeX zeX

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré 77, X et des g-formes extérieures sur
le fibré T, X.
On pose

APOTIXC = NPT (X & AT X

donc

APDTIXC = vect{dz;, A ... Ndz;, Nz, A ... NdZ;, }
avec 1 < < ... <, <netl<j <. <j,<n.

Définition 1.16

Le fibré APOT*XC .= APTY o X @ AT, X est appelé fibré des (p, ¢)-formes extérieures sur le fibré
cotangent complexifié
T X = |J Tr X"

zeX

Définition 1.17 (Formes différentielles)

Soient X une variété analytique complexe et {2 C X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré
(p,q) (ou (p,q)-forme différentielle) et de classe C* sur Q, toute section sur Q de classe C* du fibré
AP * xC

On note C’;f’q(X ) I'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* sur X.

Dans un ouvert Q C X de coordonnées locales (21, ...., 2, ), une (p, ¢)-forme différentielle u de classe C*
s’écrit

/

u(z) =Y up(z)dz Adzy,

[I|=p,|J|=q

ot les uy; sont des fonctions de classe C*, I = (iy,...,3,) et J = (ji,...., j,) sont des multi-indices
d’entiers vérifiant 1 <74 < < ... <, <netl<j <...<j, <n,

dZ[ = dzil VANPIRIAN dzip,

dZ] == déjl VANPIAN dgjq
et Z indique que la somme se fait suivant les indices croissants.
On note par D (X) le sous-espace vectoriel de C¥ (X) formé par des (p, q)-formes différentielles &
support compact dans X (on 'appelle aussi 'espace des formes tests) et par C5°(X) le sous-espace
vectoriel de C’;:ﬂq(X ) formé par des fonctions de classe C™° a support compact sur X. Toute fonction
f € C3°(X) est appelée fonction test.

Définition 1.18 Produit scalaire hermitien

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Une forme hermitienne définie positive sur X
est la donnée en tout point zy € X d’une application

h:T,X xT,X — C, définie par :

pour deux vecteurs

0
U= ) u; v = Vp—=— appartenant a T,, X;
Z J 82] ’ kzjl k(‘?zk PP 0

12



o0 0 Y _
B, v)(z0) = Zh(a 7)ot = 3 hiulza)um

jk=1

o 0
hik(zo) = (, ) z
J:k( 0) azj aZk (0>
et qui vérifie les propriétés suivantes :

i) h(Au,v) = Ah(u,v), YA € C,

i) h(u,v) = h(v,u), Yu, v € T, X,

iii) h(u,u) >0, Yu € T, X,

iV) h(u,u) >0V u+#0,

V) h(u+v,w) = h(u,w) + h(v,w), Yu, v et we T, X.

On note her(T,,X) 'ensemble des formes hermitiennes sur 7%, X.

1.3 Variétés algébriques affines et variétés algébriques analytiques

Les définitions de cette section sont tirées de [12].

Définition 1.19 (Ensemble algébrique affine)

Un ensemble algébrique affine est I’ensemble des solutions dans un corps algébriquement clos? K
d’un systeme d’équations polynomiales a coefficients dans K. Plus précisément, si Py, ..., P, sont des
polyndomes a coefficients dans K, alors ils définissent un ensemble algébrique affine

V(Pl,...,Pm):{(al,...,an)EK"|Pl(al,...,an):...:Pm(al,...,an):O}.

Définition 1.20

Une variété (algébrique) affine est un ensemble algébrique affine qui ne peut pas s’écrire comme union
de deux sous-ensembles algébriques affines propres. Un tel ensemble est dit irréductible.

Une variété affine de dimension ¢ est (relativement) un sous ensemble ouvert d'un sous espace affine
complexe de C" de dimension ¢ ( cf [9]).

Définition 1.21
Soit G C C". Un ensemble V' C G est dit ensemble analytique dans G si pour tout p € G, il existe un
voisinage U de p dans G et des fonctions holomorphes fi, ..., f,, définies dans U telles que

UNnV={z:fi(2)=0,V1<k<m}.

Définition 1.22 [12](Point régulier)

Soit V' un ensemble analytique.

Un point p € V est dit régulier s’il existe un voisinage U de p tel que U NV soit une variété analytique
complexe. Tout autre point est appelé un point singulier.

Une variété singuliere est une variété dont tout point est singulier.

2. Un corps algébriquement clos est un corps commutatif K dans lequel tout polynéme non constant a coefficients dans
K possede une racine dans K.
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1.4 Harmonicité & Pseudoconvexité
1.4.1 Harmonicité

Définition 1.23 [7] (Fonction harmonique)
Une fonction u de classe C? définie dans un domaine D de C est dite harmonique si

2

0
Au=0ou A =4 9205 désigne 'opérateur de Laplace.

20%
Définition 1.24 [7] (Fonction sousharmonique)
Une fonction u définie sur un ouvert D de C a valeurs dans [—oo, +0o est dite sousharmonique si :

i) u est semi-continue supérieurement (s.c.s.), c’est-a~dire {z € D ; u(z) < s} est ouvert pour tout
s € R.

ii) Pour tout compact K C D et toute fonction h continue sur K, harmonique sur [O( , telle que h > u
sur bK, alors h > u sur K.

Définition 1.25 [7] Une fonction ¢ sur un domaine 2 C C" est dite plurisousharmonique si :
i) @ est semi-continue supérieurement.

i) La restriction ), est sousharmonique sur 2 N L pour toute droite complexe L C C".

Définition 1.26 [7] Soient 2 C C" un ouvert et ¢ une fonction de classe C? sur . On appelle forme
de Lévi de ¢ en z € (), la hessienne complexe notée L,p, c’est-a-dire

n 6290
w— Lyp(w) = ———(2)w,;wy, pour tout w € (1.

Définition 1.27 [7] Une fonction ¢ de classe C? sur un domaine @ C C™ est dite plurisousharmonique

si .
25

jk=1

%o -
tity, >0
Z]azk(z)] k=Y

VzeQ teC".

1.4.2 Pseudoconvexité

Définition 1.28 [16] Une fonction ¢ continue définie sur un ouvert D de C", & valeurs réelles est une
fonction d’exhaustion pour D si, pour tout ¢ € R, I’ensemble

DC:{Z€D|¢(Z)<C}
est relativement compact dans D.

Remarque 1.2 Une fonction d’exhaustion ¢ vérifie ¢(z) — oo quand z s’approche du bord de D.

Si 2 n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 1.29 [10] Un domaine 2 C C" est dit pseudoconvexe si {2 admet une fonction d’exhaustion
¢ plurisousharmonique continue.

Définition 1.30 [16] Soient € un domaine borné de C" et ¢ une fonction définissante de classe C? de
. On dit que Q est pseudoconvexe au point p € bS2, si la forme de Lévi

n 82§0
tity >0

14



vt € C" vérifiant
- so
—_— 2
> 5t )

Le domaine (2 est strictement pseudoconvexe si la forme de Lévi est strictement positive pour tout ¢ # 0
et Vt € C", la relation (2) est vérifiée.

() est dit domaine pseudoconvexe s’il est pseudoconvexe en tout point du bord b{2.

Q2 est dit domaine strictement pseudoconvexe s’il I’est en tout point de son bord.

1.5 Opérateurs 0 et 0
Définition 1.31 ( [28] Les opérateurs 0 et 0)

Soient X une variété complexe et 2 C X un ouvert. Si f est une fonction de classe C* sur un voisinage
d’un point a € €2, on a localement

on pose

95~ 2'9n, 'ay) oz 2\, iy

Puisque z; peut s’écrire comme suit :

zj = x; +1y;, alors on a
dz; = dx; + idy; et dz; = dxj — idy;,

ou z; et y; sont des réels.
Cette transformation permet d’écrire df, sous la forme suivante :

dfo =) ——(a)dz; + ) —=(a)dz;.

jz::l 8Zj J j:zl 8Zj J
Posons

Of, = zn: / (a)dz; et Of, = Zn: i(a)dz_],
) 8zj j=1 sz
donc B
df =of + 0f.
La décomposition )
d=0+0

se généralise sur toutes les formes différentielles.

En effet, si

w(z)= > wry(z)dz Adz,
[=p,|J|=q

est une (p, q ) forme différentielle de classe C*

/

dw(z) = Z dwy j(z) Ndzr NdzZy = Z (Owy 5(2) —i—éwLJ(z)) ANdzy Ndz;.
[1|=p,|J]=q [1|=p,|J|=q
On posera

ow(z) = Z Owr j(z) Ndzp Ndzy et 5@0(2) = Z ngJ(z) ANdzr Ndzy.

[I|=p,|J|=q [I|=p,|J|=q
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Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

Propriétés 1.1
1)d=0+0 e d*=0.

2) *=0*=000+000=0.

Définition 1.32 [28] Soient X une variété analytique complexe et {2 un ouvert de X.
Une (p, q)-forme différentielle w de classe C* définie sur 2 est dite d-fermée si dw = 0.
On note

Zr () = {w € C (Q) /0w = 0}.
C’est un sous groupe de Ck ,(82).

Une (p, ¢)-forme dlfferentlelle w de classe C* définie sur un ouvert Q est dite J-exacte s'il existe une
(p,q — 1) forme différentielle u de classe C* telle que du = w.

(Q) {ou € CI’iq(Q)/u € C’Iﬁq_l(Q)}.

C’est aussi un sous groupe de C% (Q).
Puisque 9% = 0, alors B;f’q(Q) C Zk ,(82).
L’espace vectoriel )
() =
P,
est appelé le (p, g)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe C*définies
sur €.

1.6  Outils d’analyse fonctionnelle

Dans cette partie, on va rappeler quelques notions d’analyse fonctionnelle en se référant a [3].

Définition 1.33 Un produit scalaire sur un R- espace vectoriel E est une application affine définie de
E x E a valeurs dans R bilinéaire symétrique définie positive notée < .;. >

Définition 1.34 Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace préhilbertien.

Définition 1.35 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E, I'application notée || . || et
définie de E dans R, telle que :

)VzekE: ||z]|=0&2z=0.

2)Vx e EetVA e K: [[Xx|=\|=]-

3)V (wy) €E*: oty <zl +Iyll.

1.6.1 Présentation des espaces L”, 1 <p < o0

On considere €2 comme un ouvert de R" ou de C". Les fonctions f et g seront considérées de €2 a
valeurs dans R ou C.
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Définition 1.36 Soient deux fonctions mesurables f et g définies sur un espace mesuré (€2, i), on dit
que f et g sont équivalentes presque partout (noté f ~ g) si

f(z) = g(x)

pour presque tous les z € X, c’est-a-dire si 'ensemble F = {z € Q: f(z) # g(x)} a une mesure nulle,
en d’autres termes pu(E) = 0.

En utilisant cette relation d’équivalence, I’espace LP(2) est défini comme ’ensemble des classes d’équiva-
lence de fonctions mesurables f telles que || f]|, < oo.

Plus précisément, nous définissons :

LP(Q) = {[f] : fest mesurable sur 2, || f|, < oo}, (3)

ou [f] est la classe d’équivalence de la fonction f. L’espace LP(2) est donc un espace de fonctions
mesurables modulo I'équivalence presque partout, avec la norme || - ||, qui est définie sur L”(£2) comme
suit :
Pour 1 < p < o0, )

P

b = ([ 1£@Pdn)". 0

Sip = o0,

[f1Lee = ilelgﬂf(l’) }-

1.6.2 Notion de distribution
Définition 1.37  Soit 2 un ouvert de R". On pose

D(Q) :={p:R" — C,p € C™(R") | supp(p) C 2, et supp(y) compact }

ot supp() = {7 € Rifp(z) Z 0}.
Une suite (¢;) ey d’éléments de D(€2) converge vers ¢ dans D(€2) quand j tend vers 400 si :

i) V 7, le support de ¢, et celui de ¢ sont contenus dans un compact K C €,

ii) (D%p;(z))jen converge uniformément vers D%p(x) sur K C €,
pour tout multi-indice @ = (o, ..... ,ap) avec o € N et

olel

D* = — est la dérivée d’ordre |a| =: a; + ... + .

Soit K C R™ un compact, on désigne par Dg 'espace des fonctions ¢ : R" — C de classe C'™ a support
dans K.

Définition 1.38  Une forme linéaire T sur D(Q2) est dite séquentiellement continue sur D(€2) si
I'application T : D(2) — C est continue au sens suivant : pour toute suite (¢,);en d’éléments de D(£2),
si ¢, converge vers ¢ dans D(£2), la suite des nombres complexes T'(p;) converge vers T'(¢).

Définition 1.39  Une distribution 7" sur  est une forme linéaire sur D(2) séquentiellement continue.
On note D (€2) I'espace des distributions sur (2.

Remarque 1.3 Si T € D'(Q) et & € N*, alors Papplication ¢ — (—1)1(T, D%p) est une distribution
appelée dérivée d’ordre o de T'. On la note par DT

Exemple 1.4

1) Soient €2 un ouvert de R" et a € R™. La fonction
do : D(Q) — C définie par d,(p) = ¢(a) = (d4, @) est une distribution appelée mesure de Dirac.
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2) Soit f une fonction localement intégrable® sur G' C R. Alors application T} : D(G) — R définie
par T(p) = / f(z)p(x)dx est une distribution sur G.
e

1.6.3 Espace de Sobolev

Etant donné que nous avons déja défini les espaces LP et une distribution, ainsi on peut définir des
espaces de Sobolev sur un domaine 2 C R" comme suit :

Définition 1.40 On appelle espace de Sobolev noté WP (Q), 'espace donné par
WmP(Q) :={u € LP(Q) : D*u € LP(Q) V]a| < m}

ou D%u est la dérivée d’ordre v de u au sens des distributions, 1 < p < oo et m € N. On définit une
norme sur W™P(Q) par :

1 .
[ullwme@) = ( D (1D ullfpq)? si1<p<oo
la[<m

|wllwm.ee) = Z |D“ul| = si p = 0.

|laj<m

Remarque 1.4

1 Si mg < m, alors on a une injection continue de W™?(Q) dans W™P(Q).

2 WOP(Q) = LP(Q).

Définition 1.41 Un espace vectoriel normé (E, || . ||) est dit complet si toute suite de Cauchy (pour
cette norme) d’éléments de E est convergente dans E . Un tel espace est appelé espace de Banach.
Si (E,]| . ||) est complet et que la norme est issue d’un produit scalaire, alors (E, || . ||) est un espace

d’Hilbert.

Exemple 1.5

Soit 2 C C", tout espace LP(2) avec 1 < p < oo est un espace de Banach.
L’espace L*(£2), muni de la norme

1/2
1l = ( /| |f|2dx)

qui provient du produit scalaire (f,g) —< f,g >= / f.gdx, est un espace d’Hilbert.
Q

Maintenant donnons quelques notions pour définir un espace réflexif de Banach.
En effet, soient F un espace vectoriel normé et E* son espace dual avec la norme :

£z = sup [(f, )]
E

S
llzll<1

Le bidual est le dual de E* avec la norme :

€]l 5 = sup [, )] (&€ E™).
feE*
i<t

3. Une fonction a valeurs complexes sur un ouvert €2 de R" est dite localement intégrable si sa restriction a tout
compact de 2 est intégrable au sens de Lebesgue.
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Ainsi, on a 'injection canonique Jy : £ — E** définie comme suit :
pour tout x € F, 'application

f=A{fx)

est linéaire continue sur £ ; donc c’est un élément de E** qui est noté par Jyz. On a

(Jox, fYpepr = (f2)prp Y e E, VfekE"

Remarque 1.5 J; est linéaire et c’est une isométrie. Ainsi,
I Joz|| 2+ = [l 2.

Définition 1.42 [/ Soient £ un espace de Banach et J : E — E* l'injection canonique. F est dit
réflexif si J est surjective, c’est-a-dire
J(E) = E*.

Proposition 1.1 Soit X un espace de Banach, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) X est réflexif.
2) La boule unité fermée de X est faiblement compacte.

3) Toute suite bornée de X admet une sous-suite faiblement convergente.

Exemple 1.6 Tout espace d’Hilbert est reflexif, de méme que les espaces L”, avec 1 < p < oo.

1.6.4 Théorie des opérateurs

Comme nous essayons d’établir la compacité d'un opérateur particulier, il est primordial d’énoncer
quelques définitions et propriétés des opérateurs (cf [20], [29] et [30]).

Définition 1.43 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Un opérateur est une application linéaire
T définie sur un sous espace vectoriel D(T') C H; a valeurs dans Ho. D(T) est appelé le domaine de
I'opérateur.

Définition 1.44 Soient X et Y deux espaces de Banach, on note £(X,Y’) 'ensemble des applications
linéaires continues et By = {x € X : ||z|x < 1}.
On dit que T' € L(X,Y) est compact si I'image par T" de la boule unité fermé By de X est relativement
compacte dans I'espace Y, (T'(Bx) est compact).

Remarque 1.6

1. T € L(X,Y) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (x,) dans X, la suite image
(T'z,,) admet des sous-suites convergentes dans Y.

2. SiTy, Ty € L(X,Y) sont compacts, alors a; Ty + asTs est compact pour tous scalaires ay, as. Ainsi,
I’ensemble des opérateurs compacts de X dans Y forment un sous-espace vectoriel de £(X,Y).
Cet espace des opérateurs compacts sera noté K(X,Y).

Définition 1.45 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert et T : H; — H,. L’unique application
linéaire T™ : Hy — H; telle que pour tous x € H; et y € Hy on ait :

<Tz,y>=<uz,T"y >

est appelée adjoint de T
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Remarque 1.7 Par définition de la norme de 'opérateur et en utilisant un corolaire de d’Hahn-Banach
(cf [3] corollaire 14), on a

[T = sup | T"yll= sup [{z,T"y)
yeF,|lylI<1 €E, |z||<1
yer, |yl<1
= sup [(Tz,y)= sup |Ta|=|T|
€B, |zl <1 z€E,||z||<1
e |yl <1

Ainsi 7] = |T].

Proposition 1.2 Soient E et I’ des espaces de Hilbert. L’application T —— T™ est une isométrie
de L(E,F) dans L(F, E), elle est linéaire si les espaces sont réels et sesquilinéaire si les espaces sont
complexes. De plus, VT € L(E, F),

(T*)" =T et |T°T| =T
Enfin (TS)* = S*T* VS € L(F, E).

Preuve 1.1 Par définition du produit scalaire et de I'adjoint, pour tous x € F, y € F, T1,Ty € L(E, F)
et A€ C,ona:
(7, (T + AT2)" (y)) = ((T1 + A\T2) (2), y)
= (T1(x),y) + A (Ta(2), )
= (2, T} (v)) + {, T3 (y))
= (2, (T7 + XT3) ().
Ainsi T —— T™ est antilinéaire. Elle est isométrique d’apres la définition de I’adjoint. Montrons que
(T*)* = T. Pour cela on montre que pour tous z € E et y € F, on a

On a .
(T(z),y) = (&, T"(y))
= <T* y), $>
= (v, (T")" ()
= ((T")" (x),y)-
Montrons que || T*T|| = ||T'||>. Tout d’abord on rappelle que la norme opérateur * est une norme d’algebre
et donc en particulier, |T*T|| < ||T|| |T*|| = ||T||*>. D’autre part, en utilisant encore une fois de plus le

Théoreme d’Hahn-Banach et la définition de la norme opérateur, on obtient :

IT°T[| = sup | T"T(z)]

=<1

= sup [T"T(z),v)]

[=lI<L]lyll<1

> sup [(I"7T(x),z)|

=<1

= sup |[(T(z),T(x))|

llz]|<1

= |71

4. Si L(H) est 'ensemble des opérateurs sur H on définit la norme opérateur de A € L(H) par | A|| = sup{||AR| : h €
H, ||h|| < 1} il vérifie certaines propriétés dont le fait que si A, B € L(H), alors AB € L(H) et ||AB]| < || 4| - | B]]
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On a donc l'égalité || T*T|| = ||T||*. Enfin, pour vérifier que (7'S)* = S*T*, il suffit de montrer que pour
tousx € Eety € F,ona (TS)"(x),y) = (S*T"(x),y) . On a, par définition de 1'adjoint,

(15)"(x), y) = {x, (TS)(y))
= (T"(2),5(y))-
= (5"T"(x),v) -

Comme ceci est vrai pour tous z et y, on a ’égalité (T°'S)* = S*T™.

Définition 1.46 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. Un opérateur T': H; — Hy est fermé si son
graphe noté I'(T)) et défini par

N(T)=A{(x,Tx):x € D(T)} C Hy x Hy
est fermé.

Définition 1.47 Soient H; et H, deux espaces de Hilbert. On dit qu’un opérateur T : H; — Hs est a
domaine dense si D(T') = H;.

Définition 1.48 Soit H; un espace de Hilbert. Un opérateur 7' : D(T) C H; — H; a domaine dense
est auto-adjoint si 7" =T

Définition 1.49 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés de normes respectives ||.||x et ||.||y.
Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné si,

IM=0: veeX; [A()|y < Mlz|x.

Exemple 1.7 . Les opérateurs linéaires suivants sont tous bornés :
1. L’opérateur identité : Idy : X — X, z+— ldx(x) =x;

Vo e X [[ldx (@) = [l].-
2. L’homothétie vectorielle de rapport k:  Hy: X — X, x+— Hy(z) =kex;
Vo e X [|Hi(z)|| = [k o xf| = |K[|[z]]

Remarque 1.8 Si X =Y = H est un espace de Hilbert, un opérateur 7" est borné dans H si D(T") = H
et T': H — H est continue.

Définition 1.50 On dit qu'un opérateur (T, D(T')) est fermable s’il possede une extension fermée
notée T'.

Proposition 1.3 Soit 7" un opérateur fermable & domaine dense sur H, alors

(Ker(T))" =R(T) et Ker(T") = (R())*

Ker(T) = (R(T*))" et Ker(T*)" =R(T).

Preuve 1.2 Montrons d’abord Ker(T) = (R (T*))"
On a

y € R(T)): = ((y,T"z) = 0,Yz € D(T*)) = (y € D(T) et (Ty,z) = 0,Yx € D (T"))
=y € Ker(T)
(R (T*))* C Ker(T)
y € ker (T) = ((Ty,x) = 0,¥z € D(T")) = (y € ker(T) et {y,T"z) = 0,¥z € D (T"))
=y e (R(T)"
= Ker(T) C (R(T%))*.
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Ainsi par ces deux inclusions, on a I’égalité
Ker(T) = (R (T*))*.
Montrons maintenant (R(7))* = ker(T™)
ye R(T)" = ((y.Ta) =0,z € D(T)) = (y€ D(T*") et (T"y,a) = 0,¥z € D(T))
=y € Ker (T7)
= (R(T))* C Ker (T%)
y € ker(T") = ((T"y,z) =0,V € D(T)) = (ye D(T") et (y,Tz) =0,Vz € D(T))
=ye R(T)"
= ker(T") C R(T)".
Par suite on a :
(R(T))* = ker(T™).
Les deux autres relations s’obtiennent en prenant I’orthogonale et en remarquant que Ker(T) est fermé.
Lemme 1.1 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert et T : H; — Hs un opérateur linéaire, fermé et

dense.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R(T) est fermé.

(b) Il existe une constante C' telle que :

I/l < CITfll2 VS e D(T)NR(T™).
(c) R(T™) est fermée.

(d) Il existe une constante C' telle que :

lgll < ClITglly Vg € D(T™) N R(T).

Preuve 1.3 Supposons que R(T) est fermée. De 1'égalité (4.1.1) de [0], on a :

T : D(T)NR(T*) — R(T)

est bijectif et d’inverse

T~ R(T) — D(T) N R(T%)

est bien défini et est aussi un opérateur fermé. Ainsi d’apres le théoréme du graphe fermé, 77! est continu
et cela prouve (b). En supposant (b) vraie on obtient R(7") C R(T"). Ce qui montre que (b) <= (a).
De fagon analogue on montre (c) et (d) sont équivalentes.

Montrons que (b) implique (d). On a
| <9, Tf>2|=1<T"g. f>1| <CITglls 1T S]],

pour g € D(T*)NR(T) et f € D(T) N R(T*). Donc

| <g,h>2| < CIT7g|1 ||h]l2, pour g € D(T™) N R(T) et h € R(T),
qui implique (d). Par analogie on montre que (d) = (b).

Théoréme 1.1 Soient X et Y deux espaces de Banach.

A: X — Y un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes sont équivalentes
1. A est borné;

2. A est continu sur tout 'espace X ;

3. A est continu en 0.
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Preuve 1.4 L’implication (1 = 2), découle du fait qu'un opérateur borné est une application
Lipschitzienne donc continue. 2 = 3 car 'opérateur A est continu sur tout ’espace X en particulier en
0. I1 suffit de démonter I'implication (3 = 1). Supposons donc que I'application linéaire A est continue
au point 0 de X. On a

Ve>0,30.>0:Ve e X et |loflx < 8. = [|A(z) — A(Ox)|ly = |A@)|ly < e.

Soit maintenant € X vérifiant ||z||x # 0. Alors,

0. e 0. 0 ||A
oz ] %o a ()| - Sl
2 lzllxlly 2 2 lzlix /My 2 llzlix
En d’autres termes,
A 2
VeeXet |l 0= IA@IY 2
lzllx 0
Par conséquent,
2e
Vo € X = [|A(@)lly = S lzllx.

Donc A est borné, d’ou I'équivalence des trois propriétés.

Le théoreme suivant est tiré de [0].

Théoréme 1.2 (Lemme de Rellich)
Soit 2 un domaine borné de R™ a bord Lipschitzien. Si s > ¢t > 0, alors I'inclusion

WH(Q) — WHQ)
est compact.

Dans la suite on va s’intéresser a 'espace L*(€2). En particulier aux espaces de Sobolev qui sont dans

L*(9).

1.7 Le 0-Neumann

~Soit © C C" un domaine. Dans cette partie, on va introduire 'opérateur 9-Neumann (cf [0]). Ainsi,
le 0 défini pour les (p, ¢)-formes différentielles s’étend a 1'espace des (p, ¢)-formes différentielles dont les
coefficients sont dans L? au sens des distributions noté L;jq(Q).

Si /
f= > fisdzNdzy,
[1|=p,|J|=¢
et

!/

g= > grsdzNdz,
[1|=p,|J|=¢

2

sont deux (p, g)-formes différentielles dans L, ,

comme suit :

)(£2), nous définissons le produit scalaire et la norme

!/ !/

< f,g>= Z < fr.0: 91,7 >, [P =<[f>= Z \fI,J\Z

[I|=p,|J]=q [I|=p,|J|=¢

P = [ <fif>de= > [ |frsfde

[I|=p,|J|=q
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Puisque L;q(ﬂ) est muni d’un produit scalaire, on définit respectivement le 9 et son adjoint 0* par

9 L2, () — L2 1 ()
D(0) ={f € Ly () : 0f € L; 1 ()}

ax . 72 2
0" L, () — L

p,g—1

(62).

DO )={feLl (Q):0feL, ,(V}

p,q—1

Ainsi, le laplacien est défini comme suit :
72 2
O:L,, () — L, ()

et

avec
D(D) = {f € D@)ND(0): 0f € D(?") et I"f € D()}.
Proposition 1.4

Le laplacien [J est un opérateur fermé, dense et auto-adjoint.

Preuve 1.5

Montrons que [ est fermé.
Soit (x,,) une suite d’éléments de D(0OJ) telle que x,, — 2 avec x € D(O); montrons alors Oz,, — Oz
Soit y € D(O); on a :

< Oz, y >=< (00" + 0%0) (), y >=< 00" (xn),y > + < 0*0(x,),y > .

Comme 0 et 0" sont fermés alors
or, — 0r et O, — Ox.
Par conséquent

Llrgrl < O,y >=< 00"z + 0*0z,y >=< (00" +0*0)x,y > .
Ainsi, on obtient :
lim <0Ozx,,y>=<0z,y> Vye D).

n—>-400

Donc [ est un opérateur fermé.

Montrons que [ est dense.
Ona Dra(Q) = L3 () et DP(Q) c D(O) C L2 ()

Dra(Q) c D(O) C L2 ()
Lg,q(Q) - ﬁ - Lf},q(Q)u
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ou DP()) est l'espace des (p, q)-formes différentielles & support compact.
Donc D(0) = L2 (). Par suite D(0J) est dense.
Montrons que le laplacien est auto-adjoint. En effet on a :

<(@z,y> = <z,0y>

< x,00"y + 00y >

< x,00% >+ < x,0°0y >
<00z, y >+ < 00,y >
< (00" 1 0Dy >

= <Uzy>.

Donc [ est auto-adjoint.

Le probléme du 9-Neumann consiste & chercher un opérateur inverse du laplacien noté N, , : L; () —
L2 () vérifiant les propriétés du théoréme qui suit(cf [0]) :

Théoréme 1.3 L’opérateur N, , vérifie les propriétés suivantes :
1 R(N,,) C D(O).
2 N, ,0=0N,, =1 ou I désigne I'application identité.
3 Pour tout f € L (),
f=00"N,.f ®0"ON,,f.
4 ON,y = N,y10, V1 < g <n—1sur D(9).
5 5*Np7q = p,q—lg*a V2 < g <nsur D(é*)

Preuve 1.6 Si U admet un inverse Ny, on a :
O:D(O) C L2 (Q) — L2 ().
Par définition, l'opérateur N, , est I'inverse de [, avec
Npg: L2, (Q) = D) C L] ().

Par conséquent on a (1) et (2).

C’est-a-dire R(N,,) C D(O) et N, ,0=0N, ,=I.

Montrons la relation (3).

Comme L;q(Q) est un espace d’Hilbert et que [ est un opérateur fermé et que ker(J) = 0, la
décomposition de Hodge (L2 (Q) = R(0) & ker(0)) nous permet d’avoir la relation suivante :

L2 () = R(O) = 99" (D(O)) & 0*0(D(0)).
Donc Vf € L2 () on a
f=00"N,f ®0*ON,,f.

Montrons la relation (4).
Soit f € D(0), on a :

= éé*Np,qf & 5*5Np,qf
Of = 000N, ,f car 000" N, ,f =0
Np,q+laf = Np7q+laa*aprqf
Np,quléf = Npg+1 (55* + 5*5)3Np,qf
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or Np,q+1(55* + 5*5) = I d’apres la relation (2).
Donc i i .
Npg110f = ON,f Vf € D(0).
Ainsi on a établi
Np7q+1(‘§ = 5Np,q

Pour obtenir la relation (5), on utilise le méme procédé. C’est-a-dire :
soit f € D(9"), on a

f = 00°N,,f ®0ON,,f
O'f = 000*N,,f car 3*9*ON,,f =0
Npg 10" f N,y 10°00*N, . f
Npy 10°f = Npy 1(00" +0*0)0* N, . f

or N,, 1(00" 4+ 070) = I d’apres la relation (2).

Donc B B B
Ny 10"f =0"N,,f Yf e D).

Ainsi on a établi

Np,qflg* - é*Np’q.

Remarque 1.9 Si l'opérateur N, , existe avec les propriétés du Théoreme (1.3), alors pour tout

ue L2 (Q)Nker(d), il existe v € L7 () telle que dv = u sur Q. En effet

u = 00" N, qu+ 0*ON, qu = 00" N, qu + O* N, 4410u = 99" N, yu

car Np7q+15u = 0. Ainsi v = 5*Np7qu est appelée la solution canonique de Péquation v = u.

2 Compacité du 0-Neumann sur les domaines convexes

Dans cette partie nous établissons la compacité du 9-Neumann en s’appuyant sur le Théoréme (1).
On va donc donner les conditions nécessaires & la compacité du O-Neumann puis les conditions suffisantes
de compacité de I'opérateur solution du 0. Mais avant cela, montrons I'implication (4) = (1) qui nous
permettra plus tard de compléter les équivalences du Théoreme (1).

Théoréme 1
Soient €2 un domaine convexe de C" et 1 < ¢ < n. Il y a équivalence entre :

1. Il existe un opérateur solution compact pour le d sur les (0, q)-formes différentielles.

2. Le bord de €2 ne contient pas de variété affine de dimension plus grande ou égale a q.

3. Le bord de Q2 ne contient pas d’ensemble analytique irréductible de dimension plus grande ou égale
a q.

4. L'opérateur O-Neumann N, est compact.

2.1 Premiere partie : (4)= (1)

Il est question ici de montrer que la compacité du O-Neumann entraine 1’existence d’une solution
compacte pour le 0 pour les (0, g)-formes différentielles.
N, = N, I
= N,ON,
= N, (00" +0°0) N,
= (Ny0) 0" Ny + 0" Nysr (Ng110)
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= (O°N,) 0Ny + 0" Nyr (9" Nysa ) (5)
Puisque I'ensemble des opérateurs compacts est un espace vectoriel et que
Ny = (5*Nq)*(5*Nq) + (5*Nq+1>(é*Nq+1)*v

alors les compacités de 5*Nq et 5*Nq+1 équivalent a celle de N,. Ainsi si N, est compact alors on a la
compacité de 0" N, qui s’avere étre la solution canonique pour le d sur les (0, ¢)-formes différentielles.

2.2  Conditions suffisantes de compacité de N,
2.2.1 Deuxiéme partie : (2) < (3)

Puisque toute variété affine est un ensemble analytique irréductible, alors ’absence d’ensemble
analytique irréductible au bord entraine ’absence de variété affine. En effet les ensembles analytiques
dans C", sont définis a partir de fonctions holomorphes (analytiques) et les variétés affines a partir de
polynémes (qui sont aussi des fonctions holomorphes). Ainsi (3) = (2).

Il nous reste donc & montrer que (2) = (3).

Définition 2.1 (Enveloppe convexe)

Soit A une partie d’'un ensemble E, '’enveloppe convexe de ’ensemble A est la plus petite partie convexe
de E qui contient A.

C’est l'intersection de toutes les parties convexes de E qui contiennent A.

Définition 2.2 [2] (Hyperplan de support)
Un hyperplan de support d’un ensemble S de R"™ est un hyperplan qui vérifie les propriétés suivantes :

1. S est entierement contenu dans un des deux demi-espaces fermés délimités par ’hyperplan.

2. 1l existe au moins un point du bord de S qui appartient a 'hyperplan.

Preuve 2.1 (2) = (3)

D’apres [2] on a observé la chose suivante : Si V est une variété g-dimensionnelle de C", son enveloppe
convexe V contient une variété affine de dimension q.

Pour n =1, on a ¢ = 1 (puisque 1 < ¢ < n) donc V est une variété de dimension 1 de C, donc une
courbe, ainsi son enveloppe convexe contient un sous ensemble ouvert de C".

De fagon générale pour n on a l'induction suivante sur les dimensions : Si V est d’intérieur non vide (
dans C" ) alors cet intérieur est un sous ensemble ouvert de C" donc une variété affine. Si l'intérieur de
V est vide, alors V est contenu dans un hyperplan réel.

Notons cet hyperplan {a1y; + ... + a,y, = 0} . En effectuant le changement de coordonnées suivant

n
Z AiYi = Tn,
i=1

cet hyperplan devient {x,, = 0}.
D’apres la propriété de 'image ouverte des fonctions holomorphes non constantes appliquée a la restriction
de la fonction z, a V, c’est a dire la fonction

p:C, — Ctelle que p(z1,...,2,) = zn,

V' est contenu dans I'hyperplan complexe {z, = 0}.

En effet puisque p est holomorphe non constante donc I'image de tout ouvert par p est un ouvert de C.
Ainsi en supposant que V' n’est pas inclus dans 'hyperplan complexe {z, = 0}, I'image de V' par p est
un ouvert de C inclus dans axe des imaginaires (dii au fait que V' C {x,, = 0}), ce qui est absurde. De
ce fait V' est inclus dans I'hyperplan complexe {z, = 0}.

Pour prouver que (2) = (3) dans le Théoréme (1), on suppose maintenant que le bord de €2 contient une
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variété V analytique de dimension q.

Soit po un point régulier de V. On suppose sans perte de généralité qu’un hyperplan de support pour €2
est donné par {z,, = 0} en py. L’argument dans le paragraphe précédent montre si V,, est I'intersection
entre V et un petit voisinage de pgy alors,

Vpog{znzo}g{l’n:()}.

Par conséquent 1’enveloppe convexe de V,, est contenu & la fois dans {2, = 0} et dans , donc dans bS).
Or par 'observation précédente cet enveloppe convexe contient une variété affine de dimension gq.
Donc si le bord de €2 ne contient pas de variété affine il ne contient pas d’ensemble analytique irréductible,
d’ou (2) = (3).

2.2.2 Troisiéme partie 2)= 4)

Dans cette partie on montre que 'absence de variété affine sur le bord entraine la compacité de IV,.

Définition 2.3 []

Soit 2 C C" un domaine borné, on dit que bS2 satisfait la propriété P, de Catlin si V M > 0, 3 un
voisinage U = Uy, de b2 et une fonction lisse A = Ay de classe C? sur U tel que :

(1) 0<Az)<1,VzeU et
(11) Yz € U, la somme des ¢ valeurs propres de la forme hermitienne

( *X (2))
8zj8§k ch’

est supérieure ou égale & M. C’est-a-dire pour toute (0, ¢)-forme différentielle u et z € U,

Y 3 il m() > M)

|K|=q—1 7,k=1

Pour montrer que (2) = (4), on aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.1 [/] Soit 2 C C" un domaine borné dont le bord satisfait le propriété P, de Catlin,
Alors on a la compacité du 0-Neumann sur €2.

Le Lemme suivant nous sera utile pour la preuve de la proposition (2.1).

Lemme 2.1 Soit {2 un domaine borné pseudoconvexe de C", avec 1 < g < n.

N, est compact sur L%qu)(Q) si et seulement si, Ve > 0, il existe une constante C; telle que l'on ait

I’estimateur compact suivant :
lall? < (119l + 107ull?) + C.lull,.

Pour tout u € D(9) N D(9%).

Preuve 2.2 Soit j, : D(0) N D(0*) — L%(),q)(Q) I'injection canonique ott D(9) N D(9*) est muni de la
norme du graphe’. D’apres le Théoreme 2.9 (cf [27]), on a N, = j, 0 ji comme opérateur sur L%qu)(Q)
et N, = j, de L?07q)(§2) 4 D(0) N D(0%). La Proposition 4.2 de [27] nous dit que si © est un domaine
pseudoconvexe borné dans C" avec 1 < g < n, les affirmations suivantes sont équivalentes :

5. La norme du graphe d’une fonction f : X — Y est définie comme la norme de 'opérateur linéaire T: X — X x Y
défini par T'(z) = (=, f(x)) :
[fllgraphe = nf{| T - T'(2) = (2, f(2)), € X}
ou ||T|| est la norme de l'opérateur T' définie comme la borne supérieure des ratios | Tx|y /||z||x pour tous les vecteurs
z € X non nuls.
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N, est un opérateur compact de L%Qq)(Q) dans lui méme,

N, est un opérateur compact de L%O,q)(ﬂ) dans D(9) N D(9%),

I'application qui va de D(9) N D(9*) a L%qu)(Q) est compact.

Autrement dit j, o j; compact < j; compact < j, compact. Mais un opérateur A est compact si et
seulement si A* est compact et un opérateur de la forme AA™ est compact si et seulement si A et A* sont
compacts. Retenons aussi que le fait de dire que 0* N, et 9" N,,; sont compacts dans L*(Q) Nker(J) est
équivalent de dire que 5*Nq et 5*Nq+1 sont compacts sur tout espace L*(£2), puisque les deux s’annulent

sur le complément orthogonal de ker(d). De plus, on a la formule suivante

N, = N, (90" +90) N,
= (N2) "Ny + 0" Ny (Ny1a0)
= (0°Ng) Ny + 0" Ny (9N ) (6)
les parentheses sont destinées a indiquer que nous considérons Nqé et Nq+15 comme des opérateurs
bornés sur L%O,q_l)(Q) et L%O7q)(ﬂ) respectivement (alternativement, on peut observer qu’il suffit d’établir

(6) pour les formes lisses a supports compacts, puisque 'espace de telles formes différentielles est dense

dans L%Qq)(Q). Les deux opérateurs & droite de (6) sont bornés, donc N, est compact si et seulement si

ces deux opérateurs sont compacts. Mais encore une fois, un opérateur de la forme A*A est compact si
et seulement si A est compact.

Montrons maintenant le fait de dire que I’application qui va de D(9) N D(9%) a L?qu)(Q) est compact,
est équivalente a dire pour tout € > 0, 9 C; telle que on a ’estimation compact suivant

lull? < (119ull* + 17ul?) + C.lull,

pour tout u € D(9) N D(9*).
D’apres la propriété (i) du Lemme 4.3 de [27] on a

[Ty < ellzlx + Cel[Sz| 2.

ou T : X — Y est un opérateur linéaire et S : X — Z un opérateur lin¢aire, injectif et continu. Donc en
posant X = D(0)ND(9"), Y = L%Qq)(ﬂ) T = j,,

S: D) N D(0") C Ly () = Wy (D),
avec Z = W(B’I(I)(Q). D’apres le Lemme de Rellich ( voir Théoréme (1.2)), S est compact.

On peut maintenant faire la preuve de la proposition (2.1). Elle est tirée de [1].

Preuve 2.3 On utilisera la méthode de I'estimation de Carleman pour l'opérateur 9, telle qu’introduit

par Hormander [16]. On rappelle que pour une fonction donnée ® sur 2 et une (0, ¢)- forme différentielle
f= Z frdzr, on définit
[1=q

1£15 = | 1712 av,

ot | f|? est donnée par

f2 = 1

|I|=q

On note par L?O’q)(Q, ®) I'espace des (0, q)-formes différentielles f telles que || f||3 < oo.

Pour toutes fonctions poids ®; , ®y et ®3, opérateur d nous permet de définir les opérateurs 7" et S
qui sont fermés et denses comme suit :

T S,
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avec Tf = Of et Sf = Of ot f est une (0,0)-forme différentielle ou une (0, 1)-forme différentielle

respectivement. D’apres [16], 'adjoint 7™ est défini par
T*f = e 0% (e~ f), f e D(T).
Maintenant on suppose que ® et ¥ sont des fonctions dans C*(Q), telles que :
P =D -2V, P =P -V et $3= 9.
Toujours dans [16] on a 'estimation suivante :

/Zazl fl _q’dV—i—/ 2

2,7=1 ljl

of: |2
az]

fl e dS+ Y

2,7=1

@ZZ D3

< ISFIG, + 20T I3, +2 [, |Z—fj|2 “*aV, ¥f € D(T*) N D(S),

<j

ou r est la fonction définissante de 2. En falt ce qui fait différence entre l'estimation obtenue dans |

(7)
]

et (7) est le fait que I'intégrale sur le bord n’existe pas. Ce terme intervient ici car la fonction W est
dans C*(Q) et ne s’annule pas au bord comme dans [16]. Aussi en examinant la preuve de I'estimation

(7), on peut toujours vérifier que le terme 2/ |0W|?| f|?e~®dV  trouvé dans [16] peut étre remplacé par
Q

le dernier terme de I'estimation (7).
L’idée de cette preuve est de choisir des fonctions ® et ¥ pour que tout d’abord &5 =
cette fagon I'opérateur

T*f éla*( <I>2f) élé*f

d — T =0. De

est simplement un multiple de 0" f par une fonction lisse. Donc il est possible d’estimer 2|7 |3, en
termes de ||0* f|*. Ensuite on doit choisir ® et ¥ de telle sorte que le dernier terme de (7) soit dominé

1
par le premier terme de (7) Donc on pose ¢ = ¥ = 66’\, A€ C®(Q)ona:

2 8218’ a0z il =

2,7=1

Par suite

On a aussi




Si on substitue ces deux expressions obtenues ci-dessus dans (7), on obtient l’estimation suivante :

- 3 o e 4 / > 5 h| €= 5o Y < USHIa, +IT T s - (®)
car n 82
r —
_ ff >
”21 02:07; fil; 20

2
Si0<\<1, alors e — 662’\ > (. Donc

sh|2

3
En outre si 0 < X <1, AP > 1 et e ® < 1, alors

2

8)\ (e)‘ — e”‘) e~ ®dv > 0.
82] 6

31 " 92N = =
22 F.dv <:‘/ afPe=tdv 2/i6* 2¢=2 gy
4(3/91,J,zla(,%mf < [ 19fPetav 2 [ 17 fPe
< 2[0f|* + 2(10" F*.
Ainsi on a montré que si pour toute fonction A € C*(Q2), 0 < X < 1, alors

[y fzf dv < 1637 + 161" (9)

INES 1
z 2 _
On observe que si A(z) = ‘5‘ avec D := sup{|z|; z € Q}, alors en s’appuyant sur (9) on a

I£1I* < 16D*Q(f. f)- (10)

Partant des hypotheses de la définition de la propriété Py, pour tout M > 0, il existe une fonction
A € C?(Q) avec 0 < A < 1 telle que pour tout z € bS2

Z 0*A(2)

tit; > Mt (11)
ij= ) 0z 823

Par continuité des dérivées secondes de A, il existe un nombre positif  (qui dépend de M) tel que (11)

est valable pour tout z € S5 = {z; —0<r(z) < O}. L’inégalité (9) implique que :

M [ 1PV < 16005 ). (12

On choisit 75 € C5°(2) (I'espace des fonctions de classe C™ a support compact dans ) telle que
vs(z) = 1 a chaque fois que r(z) < —4.
Pour qu’une constante a soit déterminée, on a l'inégalité

s f1I” < allvs fI1F +a™ s fl12s-

Par I'inégalité de Garding, il existe une constante C qui dépend seulement du diametre de €2 telle que

1117 < C1Q(vs f, 75 f)-

Ici, nous avons omis le terme usuel de la forme C||vsf||* car, d’apres 'inégalité (10), on a
lysf11* < 16D*Q(vs, v5.)-
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Ainsi ||y;5f]|* peut étre estimée

176 f1IF < C1Q(vsf,7sf) < 2Ch (Hw?fll2 + \|758*f||2> +20 (H[%, AP+ v, 8*]f||2>-

Puisque la somme des termes du commutateur est bornée par Cs || f||* pour une certaine constante C
qui dépend de ¢, on obtient I'inégalité

19 f1I* < 2aC1Q(F, f) + 2aC1Co|l fII* + o~ lvs f 112y (13)

1
Maintenant on choisit a telle que 2aCy < 4/M et 2aC,Cy < 3 En combinant (12) et (13), on obtient

MISIP < M [ 1PV + M fIP
< 20QU )+ (M +a Ml 2,

ce qui donne :

LFI? < (40/M)Q(S, f) + (2/a) [y f 112

Maintenant on choisit M telle que 40/M < ¢ et soit & = (2/a)'/?vs, on obtient alors Iestimation de
compacité suivante

117 < eQUf, f) + ll€fI12s-

Ainsi, d’apres la Proposition (2.1), 'opérateur N, est compact. H

Pour faire le lien entre I'absence de variété affine au bord et la propriété de Catlin on va se servir de
la Proposition (2.2). Mais avant cela donnons quelques définitions et théorémes qui seront utiles pour la
preuve de cette Proposition.

Définition 2.4 (Ensemble a pic)

Un sous ensemble fermé E de X est un ensemble a pic s’il existe une fonction f € H(X) (qui est la
fermeture des fonctions holomorphes dans I'algebre des fonctions continues) telle que f(z) = 1 sur E et
|f(2)] < 1sur X\ E. La fonction f sera dite fonction pic.

Définition 2.5 [31] Soit X un sous ensemble compact de C". On appelle enveloppe polynoémialement
convexe de X l’ensemble

h(X) = {z e C"|Q(2)] < max |Q(z)| pour tout polynéme Q} :
X est dit polynomialement convexe si h(X) = X.

Théoréme 2 [31](Oka-Weil)

Soit X un ensemble polynomialement convexe de C". Alors pour toute fonction holomorphe f sur un
voisinage de X, il existe une suite de polynémes {P;} dans 21, ..., 2, tel que

P; — f uniformément sur X.

Définition 2.6 [10] Une mesure p sur X est dite orthogonale de A si / fdu=0,Vf € A. On notera
b's
pe At

Le Théoreme suivant est celui des ensembles pics de Glicksberg.

Théoréme 3 [10] E est un ensemble pic si et seulement si pour toute mesure de Borel finie v € H(X)*
on a vy € H(X)" ol vg est la restriction de v sur E.
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Proposition 2.2 Soient X C C" un sous ensemble compact convexe, zg € X et 1 < g < n.

Alors il existe un sous ensemble affine I de dimension inférieure ou égale a ¢ — 1 tel que X N L soit un
ensemble pic si et seulement si il ne contient pas de variété affine de dimension supérieure ou égale a ¢
contenant zg.

Entamons donc la preuve de la Proposition (2.2).

Preuve 2.4

Supposons que X N L soit un ensemble pic et qu’il contienne une variété affine, c’est-a-dire un sous
ensemble ouvert qu’on va noter #. Alors il existe une fonction f € H(X) telle que f(z) =1sur X N L et
|f(2)] <1sur X\ L.

Comme f est holomorphe non constante, alors d’apres la propriété de 'image ouverte, 'image de tout
ouvert par f est un ouvert.

Or f(0) = {1} qui n’est pas un ouvert, ce qui est absurde.

Donc X N L ne contient pas de variété affine. D’ou le premier sens de la proposition.

Maintenant place a la preuve du sens inverse.

Définissons d’abord la branche principale de la racine carrée. C’est la fonction h : C* — C donnée
comme suit :

pour z, = + iy

2 2 > c
hz) = V2 == e"%Wﬂ. W y>'

On peut voir que h est définie sur {z € C" : Re(z,) > 0} et que (h(2))* = (r/Zn)> = 2n.

On raisonne par récurrence.

Pour n =1 on a ¢ =1, donc L est de dimension 0; ¢’est un point.

Notons ce point [. Donc X N L = {i}.

On suppose sans perte de généralité que X C {Re(z —1) > 0}.

Etant donné f(z) = exp(—p-vz — 1), définie sur X "L = {I}, on a f(z) =1 sur X N L et |f(2)] <1 sur
X\ L.

Ainsi X N L est un ensemble pic.

Supposons que l'implication est vraie jusqu'au rang n — 1 et montrons qu’elle est vraie au rang n.
Puisqu’il n’y a pas de variété affine de dimension supérieure ou égale a ¢ contenant zy, contenue dans X,
alors zg est un point du bord de X.

Sans perte de généralité, on suppose que zq est l'origine et X C {Rez, > 0}. Posons ¢(z) = exp(—p\/2n)-
Et J=XnN{z,=0}. Si ¢ =n, on prendra L = {z, = 0}.

Ainsi J est un ensemble pic et la fonction g une fonction pic pour J.

Maintenant supposons que 1 < g <n — 1.

Alors J est un sous ensemble convexe compact de C"~! et d’aprés 'hypothése de récurrence, il existe un
sous espace affine complexe L C {z, = 0} 2 C""! de dimension inférieure ou égale & ¢ — 1 tel que J N L
soit un ensemble pic pour H(J).

Montrons a présent que X N L = J N L est un ensemble pic pour H(X).

Soit v une mesure de Borel finie sur X telle que v € H(X)*. Ainsi nous avons pour tout polynéme

holomorphe f et un entier m que / fg"dv =0, donc / fg"dv —|—/ fg"dv =0.
b's J X\J

En tendant m vers 400 on obtient que / fdv = 0. L’ensemble convexe J est polynémialement convexe (cf
J

[28] Lemme 1.4) donc les polynémes holomorphes sont denses dans H(.J) par le Théoréeme d’approximation
d’Oka-Weil (2).

Par conséquent, vy € H(J)" et donc vynp € H(J)* .

En utilisant le Théoreme de Glicksberg (3) dans 'autre direction ; on conclut que J N L est un ensemble
pic pour H(X). Ceci compléte la récurrence et la preuve de la Proposition (2.2). B

Maintenant on peut achever la preuve de (2) = (4).
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Preuve 2.5 Pour un ensemble ouvert U C C", on note P,(U) 'ensemble des fonctions continues A sur
U tels que pour tout z € U et {t1,...,t,} une famille de vecteurs orthonormaux de C"; la fonction

C = (gl, ...,Cq) cCl— )\(Z + Cltl + ...+ thq)

est sousharmonique sur {¢ € C% z + (1t; + ... + (;t, € U}. Ainsi P,(U) est donc I'ensemble des fonctions
continues sur U qui sont sousharmoniques sur chaque sous espace affine de dimension ¢. En particulier,
Py (U) est I'ensemble des fonctions plurisousharmoniques continues et P,(U) est 'ensemble des fonctions
sousharmoniques continues. P,(U) est un cone convexe de C'(U) (C’est a dire un sous ensemble d'un
espace vectoriel qui est stable par combinaison linéaire avec des scalaires positifs) qui est fermé si on
prend le maximum ponctuel d'un nombre fini de ses éléments. On note que chaque fonction dans P,(U)
est localement une limite uniforme d’éléments C*-lisses de P,(O) avec O un ensemble ouvert légerement
plus petit. Cela découle de 'argument usuel de la suite régularisante. Finalement on a

q—1 n
=2 Izl + (@ = 1) Y |zf* € B(C).

Jj=1 J=q
Maintenant pour un domaine pseudoconvexe borné 2, on note P, (b2) la fermeture dans C'(b82) de P, (V)
avec V un voisinage de b€2. Une mesure de probabilité p sur bQ2 est dite P,-mesure (cf [L1]) pour z € b2
si

Az) < / Mg Ae P(be). (14)

bQ

Soit €2 un domaine convexe a bord et zy un point du bord par lequel il n’y a pas de variété affine de
dimension supérieure ou égale a ¢ qui soit contenue dans b$2. On suppose que la seule P,-mesure pour zy
est la masse de Dirac en zj.

On note qu’il n’y a aussi aucune variété affine de dimension supérieure ou égale a ¢ contenant 2z, qui soit
contenue dans Q (C’est un cas particulier de 'argument & la fin de la section 2). D’apres la Proposition
(2.2), il existe un sous espace affine complexe L de dimension inférieure ou égale a ¢ — 1 tel que b2N L soit
un ensemble pic pour H(Q). Soit f la fonction pic correspondante. Puisque f € H(S), alors | f| € P,(bQ)
d’apres le Corollaire 2.1.11 dans [18]. La relation (14) nous montre que toute P,-mesure v pour zj est
a support dans b2 N L. Apres un changement de coordonnées on peut supposer que zy est 'origine et

L C{z,=..=2,=0}. En (14) prenons maintenant

qg—1 n
A== |52+ (@ —1) X |5 € P(C). (15)
Jj=1 Jj=q
q—1
On sait maintenant que le support de v est contenu dans L ou A est réduit a — Z]zj\z. On obtient ainsi
j=1
de (14) que le support de v est le point zy. Apres on fait appel au Théoreme d’Edwards [11] ( Théoreme
(2.2)) qui dit que pour toute fonction continue u sur b2 et z € bSQ,

inf {/ udp, p P, — mesure pour z} =sup{A(2); A € P,(b2), A < u, sur b2}
b

Du fait que toutes les mesures ont pour support des singletons, le théoreme donne :
u(z) =sup{A(2); A € P, (), A < wu, sur bQ} (16)

pour toute fonction u € C(bS2).

Pour M > 0, soit uy(2) = —M|z|*. 1l découle de (16) et d’un argument de compacité similaire & la
preuve du Théoréme de Dini que ujy; peut étre approximé uniformément sur b§2 par des fonctions dans
P,(b82), donc par des fonctions qui sont lisses et dans P,(V') avec V' un voisinage de bQ2. En particulier,
il existe un voisinage U de bS2 et une fonction A € P,(U) N C*(U), tels que 0 < X\ + M|z|* < 1 sur U
(apres rétrécissement de U si nécessaire).

La somme des ¢ plus petites valeurs propres de la hessienne de A + M \z|2 est supérieure ou égale a
gM > M (parce que A € P,(U), et la somme des ¢ plus petites valeurs propres de la hessienne est
supérieure ou égale & 0). Ainsi Q satisfait les hypotheses de la Proposition (2.1) donc le 0-Neumann est
compact, ce qui termine la preuve de (2) = (4). B
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2.3 Conditions nécessaires de compacité de la solution de I'opérateur du 0
2.3.1 Quatriéme partie (1)=- (2)

Pour montrer que Pexistence d’une solution compacte pour le d sur les (0, q)-formes différentielles
implique I'absence de variété affine au bord de €2, on va se servir du Théoréme d’Ohsawa Takegoshi
([22]; [21]) mais aussi du Théoréme de convergence de Vitali.

Théoréme 4 [3] (Vitali) Soient (X, A, 1) avec p(X) < ooun espace mesuré, p € [1, +oo[ et f, (fu)nen : X — F
des fonctions mesurables telles que les (f,,)nen sont dans LP(X). Alors f € LP et f, — f dans L” si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. La suite (f,)nen converge en mesure vers f.

2. La famille (f?),ecn est uniformément intégrable ©.

Théoréme 5 [22]

Soient 2 un domaine pseudoconvexe de C", 1) : Q — R U {—o0} une fonction plurisousharmonique et
H C C" un hyperplan complexe. Il existe une constante C' dépendant seulement du diametre de Q telle
que pour toute fonction f € H N satisfaisant

/ e | f|2dV,_1 < oo,
QNH

il existe une fonction holomorphe F' satisfaisant Flong = f et

/e-¢|F|2dvn < 0/ e~ f2dV,,_,.
Q QnH
ou dV,_1 est une mesure Lebesgue de dimension 2n — 1.

Dans la suite du document on aura besoin du noyau de Bergman, et pour ce faire nous allons introduire
les notions suivantes tirées de [1] qui vont nous aider a le définir.

Soit €2 un domaine borné de C".

On note H?(Q2) I'espace des fonctions holomorphes L*-intégrables sur €. Pour f € H*(Q), | f]* est sous
harmonique et pour B(z,r) C

2 1 Py 2
FOF < 5ge77 Jogen P
Ainsi
|f(2)]? mﬂﬂb (17)
et

sup |f(2)] < C(K, Q)| flla avec K C Q un compact
K

oit ||f|lq désigne la norme L* de f sur €. Il en résulte que la convergence dans H*(€2) implique la
convergence localement uniforme, et donc H*(Q2) est un sous espace fermé de L?. De ce fait H*(2) est
un espace de Hilbert séparable avec le produit scalaire

(f.9) = [ fad

6. Une famille de fonctions (fs)aca définies sur un espace mesuré (X, 3, u) est dite uniformément intégrable si, pour
tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour tout ensemble mesurable E avec u(E) < 0 et pour tout sous-ensemble fini B C A,
on a:

sup [ [fuldu<e
E

aEB
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De par (2.2), pour w € € fixé, la fonction
feH Q) — flweC

est continue.
Ainsi d’aprés le Théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément de H?(Q2), que 1’on
note K (.,w), tel que

flw) = (f, K(,w))
ou de fagon équivalente

fw) = [ FEKE @A)
pour tout f € H*(Q).

Définition 2.7 (Noyau de Bergman) [17]

La fonction
Kq: Ox O —C

est appelée le noyau de Bergman pour le domaine €2.

Propriétés 2.1 [17]
Le noyau de Bergman vérifie les propriétés suivantes :
1. |Ko(z,y)]* < Ko(z,7)Kq(y,y) pour tous x,y € €.
/()]

2, ———< :
(e, 3] 1/l

3. Ona:0< Ko(z,2) = |[Kal, 2)lI = sup {|f ()] : f € HXQ), |Ifll =1}
De ce fait, si Q C Qy, alors Kq,(z,2) < Kq(z, 2), pour tout z € .

Nous aurons aussi besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.2 Soit 2 un domaine convexe borné de C". On note Kq(z,w) le noyau de Bergman défini
sur 2.

1. Pour tous py € bS) et p; € 2, il existent des constantes C' > 0 et 9y > 0 telles que :

Ka(ps,ps) > CKq(pas, pas)

P1— Do
lP1 = pol
2. Pour toute suite (p;); d’éléments de €2 convergeant vers p, € bS2,

pour tout d € |0, o[ ot ps = po + &

lim —KQ(Z’pj)
I7ree [ Ka(pj, i)

=0

localement uniformément * sur €.

Preuve 2.6

7. Une suite de fonctions (f,) : X — M converge localement uniformément vers f : X — M si et seulement si tout
point de X posseéde un voisinage sur lequel (f,,) converge uniformément vers f.
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le —POH

1) Soit U une boule de centre py et de rayon r qui est le minimum entre la distance d(p;, bQ2) et 5

P1— Do
[Ip1 = poll
Comme (2 est convexe, alors T5(Q2NU) C Q2 pour 0 < § <

Posons 71 :=

Ior =0l 4 732) = = 4 om.

On pose 6y = =
Ainsi pour 0 < § < 9,

Ka(ps, ps) > CKanu(ps, ps) = CKryanuy (P2s, P2s) = CKal(pas, pas)-

2) Sans perte de généralité on suppose que €2 contient l'origine. Il suffit d’établir la convergence simple.
D’apres le point 2. des propriétés (2.1) et le Théoreme (4) de Vitali, on obtient la convergence localement
uniforme.

Pour z € Q, soit f(w) = Kq(z,w).

Dans ce cas, || f(w) — f(tw)]jq — 0 lorsque ¢t — 1~. Maintenant on prend t de sorte que 0 < ¢ < 1, on
obtient,

)l ) = eyl ()
Ko(pj.pj) Ka(pj, pj) Ka(pj, pj)

| Ka(z,tp))]
< f(w) = flw)lla + -
\ (p],p])
Le domaine est convexe donc satisfait la condition de cone externe (cf [17] Théoréme 6.1.17) c’est-a-dire

que pour un point zy € b€, il existe 7 € ]0, 1], a > 1, et une suite (w;); de points n’appartenant pas a §2
tels que

lim w; = z
j—>+00

et
QN Bwj, rllw; — z0l|*) =

Sous ces conditions, pour toute suite (z;); telle que lim z; = zp, on a
H_’_

lim Kq(z,2) = +o0.

Z—>r20

Donc si j — 400, alors Kq(p;,p;) — +00.
Ainsi en tendant j — +oo puis £ — 17, on obtient la partie 2 du Lemme.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de (1) = (2) dans le Théoreme (1). C’est-a-dire que l'existence
d’un opérateur solution compact pour le 0 sur les (0, ¢)-formes différentielles entraine I’absence au bord
de variété affine de dimension supérieure ou égale a q.

Preuve 2.7 (1) = (2)

On suppose qu'il existe un opérateur solution compact S, sur les (0, ¢)-formes différentielles et que bS2
contienne une variété affine de dimension ¢. (Ainsi ¢ <n — 1 ). Apres une transformation affine nous
pouvons supposer que

{(#,0) € C", || < 2} C b0

ol 2" = (21,..24). Soit 2”7 = (2441, -y 2n)-
Posons
Q, = {,z” e C",(0,27) € Q},
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puisque €2 est convexe alors €; (qui est non vide) est aussi un domaine convexe de C"79(2”).
Posons
Q= {z" e C" %27 € ),

alors
{ZeChLIZ| <1} x Qy C Q.

Tout point de cet ensemble est le milieu d'un segment de droite joignant un point de {|z’'| < 2} x {0} &
un point de {0} x €.

Soient py € 25 et p; = p—,o, j € N*.
J

K 7 .
Posons f;(2”) = M
Ko, (pj7pj)
Puisque Kq(z,2) = [[Ka(., 2)|[5 alors || fjlle, = 1.
On a,
15, = mborlls, Ko p)
J 2

KQl(pj7pj) N K92<pj7pj)
—2(n—q) KQI (p]’ p])

= 2
Ko, (2pj, 2p;)

> (' pour j assez grand.

La premiere inégalité découle du fait que Kq, (p;,p;) < Ko, (pj,pj)% | K, (., p;)|lq, obtenu en appliquant
la propriété de reproduction de Kg,(pj,.) a la fonction Kg,(.,p;) c’est a dire en appliquant le point
(3.) des Propriétés (2.1) et en prenant f = Kq,(.,p;). La derniere égalité découle de la transformation
du noyau de Bergman faite en (cf [17] Proposition 6.1.7). Elle dit que pour une fonction h: G — D
holomorphe entre deux domaines de C" nous avons :

Kp(h(2),h(w)) det W (z2) det I (w) = Kg(z,w).

Donc en prenant G = Qy, D =Qy et h: pj = (pj,1s -5 Pjn) € Q2 — 2p; € Qy on obtient det h'(p;, p;) =
2n1,
Alors on a :

220" Ko, (2p5,2p;) = Koy (pj, 1s).

De plus, [|Ka, (- p))l8, = Ko, (p):p))-
Ce qui donne alors :
HKQ1<'7p]')H?22 . 272(n7q) KQ1(pj’pj)

Ko, (pj, ;) Ko, (2p;, 2p;)

La derniere inégalité quand a elle, provient du Lemme (2.2). D’autre part, par le Lemme (2.2), f; — 0
uniformément et localement sur €2;.

Par conséquent, aucune sous-suite de {f;} ne peut converger dans L?(€2;). D’apres le Théoreme (5)
d’Ohsawa Takegoshi [22] (cf [21]) il existe des fonctions L*-holomorphes Fj(2/,2”) sur Q tels que
F,(0.2") = f;(=") et [ Bylla < C.

Maintenant on utilise une idée de [5].

Soit a; = Fj(2/,27)dz1 A ... A dzy. Ainsi da; = 0, ||a]| r2(0,90) < C.

Posons g; = Sya;.

On note g; la forme obtenue de g; en éliminant les termes contenant dz;, avec ¢ +1 < j < n. Pour
2”7 € Q) fixé, on peut voir les formes o et §; comme des (0, ¢) et des (0,q — 1) formes différentielles
respectivement, dans les variables 2" = (21, ..., z), || < L.

On a 0. J; = aj, ol ., définit le 9 dans les variables .

1
Soit x € C§°(]—o0, +00o[) une fonction régularisante 0 < y < 1, telle que x = 1 sit < 5 et x = 0 si
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3
t>—.

Soient = x(|2'|)dz1 A ... Adz, et (.,.) le produit scalaire sur les formes différentielles dans CY. Il en
résulte que :

L) =@ = €| [ o= o BV ()
= C| [ (0ad;— 0uis BV ()

|2/]<1

- C / (G; — G, 05 B)AV ()
|2’]<1
c { [ g - Msz/)}
|2'|<1
Ainsi apres intégration en z”;

1f5 = Frllo, < Cllgs = dillez, @ < Cllg = gnllzz, @)

N

IA

Puisque {f;} n’a pas de sous-suite qui converge dans L*(£2,), alors {g;} n’a pas de sous-suite qui converge
dans L%()’q_l)(Q), ce qui est en contradiction avec la compacité de S, Cela complete la preuve de (1) = (2)
dans le Théoreme (1). W

Ainsi toutes les assertions du Théoréeme (1) sont équivalentes.

D’o, en définitive, sur les domaines convexes de C", la compacité du d-Neumann équivaut & I'absence
au bord de variétés affines ou analytiques de dimensions supérieures ou égales a g avec 1 < g <n et a
I’existence d’un opérateur solution compacte pour le d sur les (0, ¢)-formes différentielles.

3 Application

Dans cette partie, nous allons montrer que la formule intégrale de Henkin-Ramirez peut nous fournir
un opérateur solution compact pour la résolution du 0 sur les (0, g)-formes différentielles, et c’est cette
compacité qui va permettre Iobtention de la compacité du -Neumann.

Pour y arriver, nous allons d’abord introduire quelques notions autour des noyaux de Henkin-Ramirez.

3.1 Les noyaux de Henkin-Ramirez

Les définitions et résultats de cette partie sont tirés de [25] et [13].
Dans cette section, on appellera double forme différentielle toute forme différentielle sur un ouvert d’un
espace produit de deux variétés analytiques complexes.
Ainsi on dira que f((,z) est une (p,q,r,s) double forme différentielle sur W C Q; x Qy avec ; et
)y deux variétés analytiques complexes si f est une (p, ¢)-forme différentielle en ¢ et une (r, s)-forme
différentielle en z.

Définition 3.1 (Noyau de Cauchy- Fantappié)

Soit a une double forme différentielle de type (1,0,0,0) sur W C C" xC", les doubles formes différentielles
de type (77,,77, —q—- 17 07 Q)

Q(a) = (~1)1a-1/2 (n - 1) (1)% A (ca)" 171 A (Dza)f

q 29T
sont appelés noyaux de Cauchy-Fantappié pour les (0, ¢)-formes différentielles associées a a.

Exemple 3.1 Si

a = C )
N
alors Q,(a) = B, , qui se trouve étre le noyau de Bochner Martinelli pour les (0, ¢)-formes différentielles.
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Définition 3.2 Soient a et b deux doubles formes différentielles de type (1,0,0,0), les doubles formes

différentielles
I+h\ (n—2—1—h ; ;
< +z )(" . )w b A (Gea) A (Bea) 20

Ay(a,b) = (=1)7@rD/2 x (Q;T)nxlzhj

A(0za)' A (0,a)17!

sont appelés noyaux de transition entre 2,(b) et £2,(a).

Théoréme 6 (Henkin-Ramirez)

Soit 2 un domaine strictement pseudoconvexe donné par

Q=A{¢:r(¢) <0}

avec r une fonction C* strictement plurisousharmonique. o
Alors il existe des constantes positives 6, €, ¢, et une fonction h(¢, z) qui est de classe C*~2 sur Vs x Qs

ou
={¢:r(¢) <o} Vs ={C: [r(Q)]< 0}
avec les propriétés suivantes :
i) h est holomorphe en z et toutes les dérivées en z sont de classe C*~2 en ( et 2.
it) Pour ||¢ —z|| <e,
h(¢,z) = a(¢, 2) F(¢, 2)

ol a((, z) est une fonction holomorphe en z et de classe C*72 en ((, 2) avec a(¢,¢) =1, et on F
est un polyndéme de Levi de r.

ii1) En particulier h(¢,¢) = 0.
iv) |h(¢,2)| = ¢ pour || — 2| > &
v) Re h(C,2) >1(¢) —r(2) +7[¢ = 2[|* pour [|¢ — 2| < e.

Définition 3.3 Une fonction h définie sur un voisinage de b2 x Q avec les propriétés de i) a iii) est
dite fonction de Henkin-Ramirez.

Définition 3.4 Soient D un domaine strictement pseudoconvexe, r une fonction définissante pluri-
sousharmonique de classe C*~2 et U un voisinage de bQ). Pour ¢ € U, on appelle polynéme de Levi
F(C,z) = F™ de r la fonction définie par

Y 1 & 0%
Z a(” e 21‘,;1 9GOk (G = 2) (G = 2)-

Jj=1

Théoréme 7

Sous les hypotheses du Théoreme (6), il existe une constante positive § et des homéomorphismes de
classe CF~2

hj : ‘7:5 — O(Q(;),
tels que

= ihj(c,z)(cj - 2j)

J=1

satisfait les propriétés et estimations du Théoreme (6).
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Maintenant utilisons les fonctions h,;((, z) du Théoréme (7) pour définir la forme suivante dite de
Leray

k(¢ 2) =

Les estimations du Théoreme (6) nous disent que k(, z) est définie sur

{(¢,2) : C by, 2z € Q}

pour |n| suffisamment petit.
Les noyaux de Cauchy Fantappié associés ont les propriétés suivantes :

i) K(C,z):= Qo(k) est holomorphe en z et de classe C*™® et toutes les dérivées en z sont de classe
C* 3 en C et 2.

ii) Q4(k) =0 pour ¢ > 1.
On rappelle que

d
ZM %

est la forme génératrice du noyau de Bochner-Martinelli.
On introduit les noyaux de transitions

Ay(C, 2) = Ag(k, D).

Ils sont de classe C*72 en ( et z et toutes les dérivées en z et Z sont aussi de classe C*73.

Théoréme 8 (Henkin-Ramirez-Lieb)

Soient f € C'(lo?q) (Q) ot1 Q est un domaine strictement pseudoconvexe & bord de classe C*, k > 3: K((, 2)
et A,4(C, z) les noyaux de Henkin-Ramirez associés a 2. Alors on a, pour z € Q, ¢ > 1,

£ = [0 NG = [ DFQ) A Bug(¢.2) + 8| [ £ A A=) = [ 1O A BugaC:2)].

On pose
i) i= [ FON A (G 2) = [ F10)ABuga(€.2)

Si f est une forme différentielle O-fermée alors f = 8Rq_1 J ce qui nous donne ainsi une solution pour le
probleme du 0. Maintenant nous allons utiliser ce résultat pour établir la compacité du d-Neumann.

3.2 La compacité de la solution de Henkin-Ramirez

Nous allons utiliser ici I’équivalence entre (4) et (1) dans le Théoréme (1).
Mais avant cela considérons le théoréme suivant :

Théoréme 9 [13] Soient D CC C" un ouvert et S une fonction mesurable au sens de Lebesgue sur
D x D. On suppose que S satisfait les estimations suivantes :

1. /\S 2)|7dV () < N" < oo p.p en z,

2 [ IS¢ 2PaV(z) S NT <00 ppen,

pour v > 1.
Alors l'opérateur intégral défini par S est compact sur L*(D). B
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La solution R,_;f admet une intégrale au bord, ce qui constitue une entrave pour les estimations de
compacité. On va donc appliquer le Théoréme de Stokes pour ramener 'intégrale au bord a une intégrale
sur €.

Mais d’abord, puisque A,_1(C, 2) est définie sur b2 x €2, on va utiliser I'extension Ay (¢, 2) (cf [29]

VIL5 ) définie sur Q x Q\ Ayq et qui vérifie A,_1(¢,2) = Ag_1(¢, 2) sur bQ x Q.
De ce fait on a

| FON A2 = [ FA )" 0A(C2).

Le Théoreme suivant (cf [25] VII Lemme 5.5) va nous permettre d’avoir les estimations du Théoreme

9).

Théoréme 10 Soit M((, z) un coefficient des doubles formes 9 A, 1(¢, 2) ou By, 4_1. Alors pour tout s
tel que 1 < s < (2n+ 2)(2n + 1), il existe une constante Cy < oo telle que

1 [ IMEG V() €€, S o0 V2 €
2, /|M APdV(2) < Cs < 0o VC € Q.
Donc, comme tous les coefficients de 54121[1_1(( ,2) et By, 41 vérifient les estimations du Théoreme
(9), alors / fAM(C, 2) est compact. De plus 5<Aq,1(§“, z) et Byq-1 sont de la forme Y M;(¢, z)dxy,
@ 7

alors, les opérateurs intégraux définis par 54121(1,1((’ ,2) et By, 41 s’écrivent
‘/Qf/\ZMJ( dZEJ—Z/f/\MJ dl’J
J

qui sont des sommes finies d’opérateurs compacts donc sont compacts.
De ce fait,

Q) A BcAya G, 2)

et

| FQ A Bua(€2)

sont compacts. D’ou R, f est un opérateur solution compact du d ce qui entraine la compacité du
0-Neumann N, d’apres le Théoreme (1).
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Conclusion

Le travail présenté a travers ce mémoire est basé sur l'article de E.J Staube et Siqui Fu intitulé
"Compactness of the 9-Neumann problem on convex domains'. Aprés avoir introduit des notions
préliminaires utiles a cette étude, nous avons donné des conditions suffisantes a la compacité du probleme
du O-Neumann sur les domaines convexes, en utilisant notamment la propriété de Catlin, puis des
conditions nécessaires de compacité de 1'opérateur solution du 0 sur les (0, ¢)-formes différentielles en
s’appuyant sur les propriétés du noyau de Bergman et le Théoreme d’Ohsawa-Takegoshi. Et ceci a été
établi autour de I'existence d’un opérateur solution compact pour le 9 sur les (0, g)-formes différentielles
et sur ’absence de variétés affines ou analytiques au bord du domaine. Cette absence s’est avérée étre
une condition nécessaire et suffisante & la compacité du 0-Neumann. Enfin pour Papplication, nous
avons montré que la formule intégrale de Henkin-Ramirez nous fournit un opérateur solution compact
du probléeme du 0 sur les (0, g)-formes différentielles ce qui nous a permis d’établir la compacité du
0-Neumann.

43



Références

1]
2]
3]

[4]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Z.Blocki, The Bergman kernel and metric phd course, Jagiellionian University 2010
S. Boyd L. Vandenberghe, Convex Optimization Cambridge University Press 2004

H. Brezis, Analyse fonctionnelle Théorie et application. Masson Paris New York Barcelone Milan
Mexico Sao Paolo 1987.

D. Catlin, Global regularity of the 9-Neumann problem, in "Complex Analysis of Several Variables'
(Y.-T. Siu, Ed.), Proceed. Sympos. Pure Math., Vol. 41, pp. 39 — 49, Amer. Math. Soc., Providence,
1984.

D.Catlin, Necessary conditions for subellipticity and hypoellipticity for the d-Neumann problem on
pseudoconvex domains, in "Recent Developments in Several Complex Variables" (J. E. Fornaess,
Ed.), Ann. Math. Stud., Vol. 100, pp. 93 — 100, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1981.

S. C. Chen, M. C. Shaw : Partial differential equation in several complex variables, AMS/IP Studies
in Advanced Mathematics, Vol 19, Amer. Math. Soc., Providence, RI, International Press, Boston,
MA 2001.

J.P.Demailly, Complex Analytic and Differential Geometry Universit e de Grenoble I Institut
Fourier, UMR 5582 du CNRS 38402 Saint-Martin d’H‘eres, France Version of Thursday June
21,2012

G.B.Folland, Real Analysis Modern Techniques And Their Applications Second Edition

S. Fu and E. J. Straube, Compactness of the 9-Neumann Problem on Convex Domains Received
January 12, 1998 ; accepted April 4, 1998

T W.Gamelin, "Uniform Algebras" Chelsea, New York,1984.

T. W. Gamelin, "Uniform Algebras and Jensen Measures," London Math. Soc. Lecture Note Ser.,
Vol. 32, Cambridge Univ. Press, Cambridge, UK, 1978

R. Hartshorme "Agebraic geometry" Springer Science+Business Media, Inc. ISBN 978 — 1 — 4419 —
2807 — 8 ISBN 978 — 1 — 4757 — 3849 — 0 (eBook) 1977

T.Hefer I.Lieb, On the compactness of the 9-Neumann operator Annales de la faculté des sciences
de Toulouse 6Ge série, tome 9, no 3 (2000), p. 415 — 432

G.M. Henkin, Integral representation of a function in a strictly pseudo-convex domain and applica-
tions to the d-problem (russian), Mat. Sb., 82 (1970), 300 — 308

L. Hormander, L*-estimates and existence theorems for the -operator, 2014 Acta Math. 113,
89 — 152 = (1965).

L. Hérmander, An introduction to complex analysis in several variables, Van Nostrand, Princeton,
N.J, (1966).

M. Jarnicki and P. Pflug, "Invariant Distances and Metrics in Complex Analysis," de Gruyter,
Berlin, 1993.

S.G.Krantz, Function theory of several complex variables Second edition 2000 ISBN 0—8218—-2724—3

44



[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

. Lieb J.Michel, The Cauchy-Riemann Complex : Integral Formulae and Neumann Problem

B.Mauray, Théorie spectrale Décembre 2004. http ://www.math.jussieu.fr/ mau-
rey/ts012/poly/index.html.

T. Ohsawa, On the extension of L? holomorphic functions II, Publ. RIMS Kyoto Univ. 24(2) (1988),
265 — 275.

T. Ohsawa and K. Takegoshi, On the extension of L? holomorphic functions, Math. Z. 195(2) (1987),
197 — 204.

T. Ohsawa, A remark on the completeness of the Bergman metric, Proc. Japan. Acad. Ser. A Math.
Sci. 57(4) (1981), 238 — 240.

E.Ramirez De Arellano, Ein Divisionsproblem in der komplexen Analysis mit einer Anwendung auf
Randintegraldarstellungen, Math. Ann. 184 (1970), 172 — 187.

R.M.Range, (R. M.). 2014 Holomorphic Functions and Integral Representations in Several Complex
Variables, Second printing, Springer-Verlag, New York, 1998.

W.Rudin, Functional Analysis, Second Edition, McGraw-Hill, New York, 1991.

E. J. Straube, Lectures on the L?-Sobolev Theory of the -Neumann problem. ESI Lectures in
Mathematics and physics, Vol. 7, European Mathemetical Society (EMS), Ziirich, 2010.

C.L.Thiébaut, Théorie des Fonctions Holomorphes De Plusieurs variables
V. Trénoguine, Analyse Fonctionnelle. Editions Mir. Moscou, 1985.

V. Trénoguine, B. Pissarevski, T. Sobolev Problémes et exercices d’analyse Fonctionnelle. Editions
Mir, 1987.

J. Werner, Banach Algebras and Several Complex Variables Second Edition Graduate Texts in
Mathematics.

45



	Préliminaires
	Quelques outils sur la géométrie différentielle
	Variétés différentiables
	Fibrés vectoriels

	Notions de géométrie complexe
	Variétés complexes et convexité
	Structure complexe 

	Variétés algébriques affines et variétés algébriques analytiques
	Harmonicité & Pseudoconvexité
	Harmonicité
	Pseudoconvexité

	Opérateurs  et  
	 Outils d'analyse fonctionnelle
	Présentation des espaces Lp, 1 p  
	Notion de distribution
	Espace de Sobolev
	Théorie des opérateurs

	Le -Neumann

	Compacité du -Neumann sur les domaines convexes
	 Première partie: (4) (1)
	 Conditions suffisantes de compacité de Nq 
	 Deuxième partie: (2)(3)
	Troisième partie 2) 4)

	Conditions nécessaires de compacité de la solution de l'opérateur du 
	Quatrième partie (1) (2)


	Application
	Les noyaux de Henkin-Ramirez
	La compacité de la solution de Henkin-Ramirez

	Bibliographie

