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Résumé

Soient H une algebre de Hopf d’antipode S sur un corps k et M un H-module et un
H-comodule. Notre mémoire porte sur les modules anti-Yetter-Drinfeld stables, résultats
de Piotr M. Hajac, Masoud Khalkhali, Bahram Rangipour, Yorck Sommerhéuser. Ces
derniers ont étudié la stabilité des modules anti-Yetter-Drinfeld et établi la connexion
entre ceux-ci et les A(H)-modules avec A(H) = H* ® H ou H est une algebre de Hopf
de dimension finie et H* = Homy(H, k) son dual linéaire. Dans cette étude, la structure
de H-comodule d’'un module anti-Yetter-Drinfeld M est convertie en une structure de
H*—module sur M.
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Introduction

Soient H une algebre de Hopf d’antipode bijective S sur un corps k et M un H-module a
gauche et un H-comodule a droite.

Nous présentons dans ce mémoire de master des résultats de Piotr M. Hajac, Masoud
Khalkhali, Bahram Rangipour, Yorck Sommerhéauser sur les modules anti-Yetter-Drinfeld
stables parus dans ELSEVIER C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 587-590. [7]
Tout au long de ce travail, nous utiliserons la notation de Sweedler-Heyneman avec som-
mation et parentheses omises et la notation ® signifie ®,. Toutes les applications seront
supposées k—linéaires. Notre étude est composée de trois parties.

Dans la premieére partie nous avons rappelé les prérequis a savoir une bialgebre, une
algebre de Hopf et son dual.

Dans la deuxiéme partie nous avons parlé d’algebre de H—comodule, des modules de
Hopf et leurs catégories, les produits tensoriels de H-module et de H—comodule. Nous
avons aussi évoqué la transformation des modules de Yetter-Drinfeld et le fait que le
produit tensoriel entre un module de Yetter-Drinfeld et un module anti-Yetter-Drinfeld
est un module anti-Yetter-Drinfeld a travers le théoreme 2.2.1. Nous avons aussi parlé de
la stabilité des modules anti-Yetter-Drinfeld a travers les théoremes 2.2.2 et 2.2.3.

Dans la troisieme et derniére section nous avons parlé des extensions de Hopf-Galois
et 'action opposée de Miyashita-Ulbrich puis I'algebre de comodule du double de Drinfeld.
En effet avec I’action modifiée de Miyashita-Ulbrich, les auteurs du papier ont obtenu
un module anti-Yetter-Drinfeld stable a partir d’'une H-extension de Hopf-Galois d’apres
la proposition 3.1.1. Ils ont établi une connexion entre les A(H)-modules et les modules
anti-Yetter-Drinfeld avec (A(H) := H* ® H) par la proposition 3.2.2 et ont aussi montré
que A(H) est un D(H)-comodule avec D(H) := (H*)*? @ H ou (H*)*P est la co-opposée
du dual H* de H a partir de la proposition 3.2.3.

Les théoremes ci-dessous représentent quelques résultats(principaux) de cette étude.

Théoréme 2.2.1 [7, Lemme 2.3/
Soient N un module de Yetter-Drinfeld et M un module anti-Yetter-Drinfeld. Alors :
i) N ® M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche gauche via I'action
h(n & m) = hln &® hgm
et la coaction
Nemp(n @ m) =n_im_1 ® ng ® my,

i1) N ® M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche droite via I’action
h(n & m) = hgn & hlm
et la coaction
pnem(n ®m) = ng @ mo @ nimy,

De méme
i1i) M ® N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite gauche via 'action
(m ®n)h = mhy ® nhy
et la coaction
Menp(Mm @ n) =m_1n_ ® my ® n,
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iv) M ® N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite droite via 'action
(m ®n)h = mhy @ nhy
et la coaction
pren(m @ n) =me @ ng @ ming.

Théoréme 2.2.2 [7, Lemme 2.2/
Considérons le corps k comme un H—module a droite via un caractere § et comme un
H—comodule a gauche via un élément de type-groupe o. Alors k = ks est un module
anti-Yetter-Drinfeld stable si et seulement si (d, o) est une paire modulaire en involution.

Théoréme 2.2.3 [7, Lemme 2.4/

Soit M une algebre et un H—comodule a gauche. Supposons que 7w : H — M est un
épimorphisme d’algebre et I'action hm = w(h)m fait de M un module anti-Yetter-Drinfeld.
Supposons également que 7(1_1)1p = 1. Alors M est un module anti-Yetter-Drinfeld stable.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Bialgebres

Définition 1.1.1 (Algebre)

Soit A un k—module. On considéere A ®y A = A® A le produit tensoriel sur k.
Une k—algebre associative unitaire A est un triplet du type (A,ma,pa) ot A est un
my: ARA— A etps: k— A
a®a —ad Va,d € A A— Ay VA ek

plications k—linéaires satisfaisant les deux ariomes suivants :

e myo(my®ida) =mao (idgs ® my) : c’est lassociativité

o et mao (ida® pa) =ida =mao (ua®ida) : c’est l'unité.
L’application m 4 est appelée le produit ou la multiplication, ['application g est l'application
unité et pa(ly) est ’élément unité de A.

k—module, sont des ap-

Pour définir les axiomes de cogebres, nous allons dualiser ceux définissant les algebres.

Définition 1.1.2 (Coalgebre)

Une co-algébre (ou coalgébre) C' est un triplet (C, Ac,ec); ou C est un k—module,
Ac:C —CRC eteg:C — k sont des applications k—linéaires satisfaisant les deux
ariomes suivants :

o (Ac®ide)oAg = (ide @ A¢) o A, c’est la co-associativité,

o (idec ®ec)oAp = (ec ®ide) o Ag, c’est la co-unité.
L’application A est appelée la co-multiplication ou le co-produit de C' et
l'application ec est appelée la co-unité de C'.

1.1.1 Notation de Sweedler-Heyneman

Définition 1.1.3

Soit C' = (C, Ac,ec) une coalgébre.

Un élément de C @ C' est de la forme Y. | ¢; ® d;. Pour une uniformisation d’écriture et
par convention, on utilise la notation de Sweedler-Heyneman : Soit ¢ € C, on a :

Ac(c) = Z cay @ c@) = Z €1 & = c1) ®Cz) = €1 @ Ca.



1.1. BIALGEBRES M. F. AIDARA

L’intérét pour ces notations de Sweedler est de faciliter les calculs dans les coalgebres.
On peut aussi utiliser les exposants, dans les notations, a la place des indices.
Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation Ax(c) = ¢; ® co.
Avec cette notation, ’axiome de la co-associativité se traduit par :

Ac(c) ® ca =1 ® Ac(cz);
c’est-a-dire,
C11 @ C1o Qo =01 Qo1 Qa0 =1 KV o X ey, Ve e C.

L’axiome de la co-unité se traduit par :
ec(cr)ea = ¢ = c1ec(cr), VeeC.

Ainsi pour montrer qu'un k—module C' est une k—coalgebre, il suffit de montrer qu’il
existe deux applications A¢ : C — C® C et e¢c : C — k telles que : Ve € C, avec
Ac(c) =c1 ® ¢y, 0n a:

C11 X C12 ® g = €1 ® Co1 X Co9

et
ec(cr)er = ¢ = crec(ey).
Lemme 1.1.1

Soient (B, mp, ug) une algebre et B = (B, Ag,ep) une coalgébre. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i ) Ap et ep sont des morphismes d’algebres ;

it ) mp et pp sont des morphismes de coalgébres ;

iii )pour tous a,b € B;

Ap(ab) = a1by ® asby, Ap(lp) =1p® 13,
ep(ab) = ep(a)ep(b), ep(lp) = lk.

Définition 1.1.4 (Bialgebre)

Une bi-algébre (ou bialgebre) B est un quintuplet (B, mp, up, Ap,ep) tel que (B, mp, up)
est une algebre, B = (B, Ap,ep) est une coalgébre et l'une des propriétés du Lemme 1.1.1
est satisfaite.

Définition 1.1.5 (Morphisme de bialgébre)

Soient B et B" deux bialgébres. On dit que f : B — B’ est un morphisme de bialgebres si
f est a la fois un morphisme d’algébres et un morphisme de coalgébres.

1.1.2 Elément de type-groupe et élément primitif
Définition 1.1.6

Soit B une bialgebre. On dit qu’un élément non nul g de B est de type-groupe si :

Ap(g) =g®g etep(g) = Ly
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On dit qu’un élément x de B est un élément (g,h)-primitif si :
Ap(z) =g +2Qh etep(x) =0

ou g et h sont des éléments de type-groupe de B.
On dit qu’un élément x d’une bialgébre B est un élément primitif si :

Ap(z)=2®1g+1pR@x et eg(r) =0.

1.2 Algebre de Hopf

Soient (A, ma,ua) une algebre et (C,Ac,ec) une coalgebre. On note Homy(C, A)
I’ensemble des applications k—linéaires de C' dans A.

1.2.1 Produit de convolution

Définition 1.2.1 (Produit de convolution)
Soient f,g € Homy(C, A). La convolution est définie par :

fxg=mao(f®g)oAc.

Avec la notation de Sweedler, le produit de convolution devient :
pour tout c € C on a :

(f *9)(c) = fler)g(ca).
Proposition 1.2.1
Soient (A, ma, pua) une algébre et (C, Ag, ec) une coalgébre. Alors (Homy(C, A); ) est une
algébre unitaire d’élément unité py oec. En particulier, le dual C* = Homy(C, k) de C
est une algebre d’élément unité py o ec = ec.
Remarque 1.2.1
Dans la proposition précédente, si C' = A est une bialgébre, alors (Homy (A, A),*, s 0
ea) = (Endy(A),x,pua0ca) U'ensemble des endomorphismes de A est une algébre.
Proposition 1.2.2

Soit (A, ma, pua) une algébre de dimension finie. Alors son dual A* = Homy (A, k) est une
coalgebre :

le co-produit : Ay« =ml : A* — (A® A)* = A* ® A%,

ona:Aa(f)=fi® fo, Vfe€A* Doncona:

(A (r@y) = (L f)xz®y) = fi(r)f2y) = f(zy), VryeA

et eqe = pty : A* —> k* =k est définie par :

eas(f) = f(la), Vfe A"
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Définition 1.2.2 (Algebre de Hopf)

Soit H = (H,my, py, Ay, en) une bialgébre. On considére Endy(H) ['ensemble des
endomorphismes de H d’élément unité pg ocy.
On appelle antipode de H ['unique inverse (s’il existe) de idg noté Sy dans Endy(H).
Donc Sy € Endy(H) et

SH*ZdH =uUgocyg = ZdH‘kSH

On appelle algebre de Hopf, toute bialgébre possédant une antipode.
On note alors H = (H,my, iy, Ay, ep, Sy) Ualgébre de Hopf d’antipode Sy .

1.2.2 Formule de 'antipode et Propriétés de ’antipode
Soit H une algebre de Hopf d’antipode Sy. Donc :

SH*ZdH = UgOoEmy :ZdH*SH

On a:Vh € H;
(Sp #idp)(h) = 0 211 (h)
Su(h)idp(hs) = pu(en(h))
Su(hi)he = e (h)pn(1x)
Su(h)hs = e (W) 1.
De méme :

(idy * Sp)(h) = (i 0 en)(h)
idg (h1)Su(he) = pu(en(h))
h1 S (he) = en(h) i (1x)
7y St (hs) = e () 1.

D’ou la formule :
SH(hl)hz = z’:‘H(h)lH = hlSH(hQ)

Théoreme 1.2.1
Soit H une algébre de Hopf d’antipode Sy .

i) Soit g,h € H,
Su(gh) = Su(h)Su(g),
on dit que Sy est un antimorphisme d’algébres et Sy(1y) = 1.
i1) Pour tout h € H,
An(Su(h)) = Su(hz) ® Su(hi),

on dit que Sy est un antimorphisme de coalgebres et ey o Sy = ep.
iti) Si H est commutative ou co-commutative alors :
S2 =idy, c’est-a-dire, S;* = Sy
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Preuve :
i) Soient g, h € H. Montrons que : Sy (gh) = Sy(h)Su(g).
On a: Su(gh) = Sulen((gh))(gh)s]
= Sulen(gih1)(g2h2)]
= en(g1h1)Su(g2h2)
= en(91)en(h1)Su(g2hs)
= en(91)en(h1)1uSu(g2h2)
= €H(g1)SH(h11)h12SH(gzh2)
= SH
= SH

(h11)eu(91)1mh12SH(g2h2)
(hl )SH(911)912h12SH(92h2)
= SH(hl)SH(gl)g2h25H(93h3)
= Su(h1)Su(g1)(gh)2Su((gh)s)
= Su(h1)Su(g1)en((gh)2lu
= Su(h1)Su(g1)en(g2)en(ho)ln
= Sp(hien(he))Su(gien(92)) 1
Su(gh) = Su(h)Su(g).
AH(lH) :1H®1H Donc :
ou bien

Su(lg) =Su(lu)ly = lgeu(ly) = 1g;
it) Soit h € H. Montrons que (g o Sy)(h) = ey(h).

On a: EH(SH(h)> = €H[SH(h1€H<h2))]

en[Su(hi)em (h2)]

| (A | |
™M
T

éTH(SH(h)) =EH h)
Soit h € H. Montrons que Ay (Sy(h)) = Sy(hy) @ Sg(hy).

10
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OH a SH(hQ) & SH(hl) h12€H(h22)) & SH<h1)

S
S (hQEH(hg))®SH(h1)
Sn(

(
1y ® Su(hi1)hi2) Au(Su(2))
1) An(Su(hs))
(h1)SH(h2)]
)ha)]

= ho)em(hs)ly @ Su(hi)ly

= [Su(h2) @ Sp(h1)][en(hs)An(1g)]

= [Su(h2) ® Su(h1)]Aulen(hs)1y]

= [Su(h2) ® Su(h1)|Arlhs1 Su(hs2)]

= [Su(h2) ® Su(h1)]AxlhsSu(hy)]

= [Su(h2) ® Sp(h1)]Aw(hs) Au(Su(ha))
= [Su(h2) @ Sp(h1)](ha1 @ haa) Ay (Su(ha))
= [Su(h2) @ Su(h1)](hs ® ha)An(Su(hs))
= [Su(h2)hs] @ [Su(h1)ha] Au(SH(hs))

= [Su(ha1)hae] @ [Su(h1)hs] A (Sw(ha))
= [en(h2)1u] ® [Su(hi)hs] Ar (S (ha))
=1 ® [Su(h1)en(he)hs]| Ay (Su(hy))
=1y ® [Su(h1)eny(ha1)hoo| Ap(Su(hs))

= (1g @ Sg(h1)h) A (Su(3))

(
(1g ®ep(hm
(1g ® 1g)
(1H X 1H> €H(h1
= Au(1g)An(Su(h))
=Ag(1gSu(h))

Su(h2) © Su(hi) = A(Su(h)).

ii1) Soit h € H. Montrons que S% = idy.
Pour cela il s’agira de montrer que :

NG
S

2

S?{*SH:uHoaH:SH*SEI.

Deux cas se présentent.
1°"cas : H commutative

(SH*Su)(h) = Sf(h1)Su(h)
= Su(Su(h))SH(hs)
= Sy (haSu(hy))
= Sy (Sg(h1)hsa), car H est commutative.
= Su(en(h)1n)
= en(h)Su(1n)
=cen(h)ly

(St *Su)(h) = (uu oen)(h) (1)

11
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(Su * S5r)(h)

T

=2

=

n
vi/—\

n

I

=

2

I
nhnnn
&)
=
>
no
>

T T
=
nn
T
>
™)

I
o o

(S * S%,)(h) =

=
T
@)
)
=
~—r
—~
>
~—
-
=

(1) et (2) = S% xSy =pumoecy =Sy *S%.

2iemecgs . H co-commutative

(Sk *Su)(h) =S}

(1) et (2) = S}, xSy =ppoecy = Sy*S%.

Définition 1.2.3

Soient H et H' deux algébres de Hopf d’antipodes respectives Sy et Spp.
Une application k—linéaire f : H — H' est un morphisme d’algébres de Hopf si f est un
morphisme d’algebres, un morphisme de coalgéebres tel que :

SH/Of:fOSH.

Proposition 1.2.3

Soit H = (H,mpy, pg, Ay, ey, Sy) une algebre de Hopf d’antipode Sy inversible. On a
alors :

St (ho)hy = e (h)1y = hoSy (h1), Vh € H.

12
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Preuve : Soit l% € H.Ona:
S (h2)ha

NN Un»n

TIWITIT

\

™

S|
\_/S
@)

T
AR
[u—
=

TImimix

Il

M M
T

e e = =
>

|
U U n W»n

1.2.3 Dual d’une algebre de Hopf

Théoréme 1.2.2

Soit H= (H,my, pg, Mg, em, Sy) une algébre de Hopf de dimension finie. Alors son dual
H* = Homy(H,k) = (H*, mpy~, i+, A=, g+, S+ ) est une algebre de Hopf d’antipode
S+ = S3. Donc

Sp+(f)=foSu, VfeH"

Preuve : Soit H = (H, myg, iy, Ag,ep) une bialgebre de dimension finie. Alors son dual
H* = (H*,mpy~, g+, A+, £g+) est aussi une bialgebre.
Vérifions maintenant la formule de 'antipode Sg-.
Soit f € H*. A-t-on
fixSp«(f2) =en-(f)*x g = Su=(f1) x fo?

C’est a dire, comme 1y« =ep , a-t-on f1 % Sy«(f2) = e (feg = Sy (f1) * f2?
Soit h € H.

13
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On a : [f1 * Su-(f2)](h)

i)
Lf1 % Su-(f2)I(h) =en-(f)e
On a bien : fi xSy=(fa) =ep=(f) xem. (i)

[Sa+(f1) * f2](h)

f
f(Su (M hz)
flen(h)1n)
f(lm)en(h)
[Su=(f1) * f2(h) = en-(flen(h).
On a aussi : Sy«(f1)x fo =en(f) *eg. (i)

(1) et (i1) montrent que la formule de 'antipode est bien vérifiée.
Donc H* est une algebre de Hopf.

1(5H
(e

1.2.4 Opposée et co-opposée d’une algebre de Hopf

Soit (H, mpy, pi, Ag,em, Sy) une algebre de Hopf d’antipode bijective. Alors on a les
algebres de Hopf suivantes :

. —1

Z) HOPZ(mHOTH@)Ha,tuAHagHaSH )7

.. —1

ZZ) HCOp_<mH7,uH7 H®HOAH78H75H )7

-1
iii) HPP = (Mp © Tyyp Wi, Tyen © Am, €1, Sy ),

iv) Heopp = (mH CTyowus HH Tygn © Ay, en, SH )

14



Chapitre 2

Algebre de H-comodule et la

transformation des modules de
Yetter-Drinfeld

Dans ce chapitre qui est le coeur de notre sujet, nous parlerons de modules anti-Yetter-
Drinfeld. En effet, si on modifie le concept d’'un module de Yetter-Drinfeld en remplacant
I’antipode par son inverse dans la condition de compatibilité de Yetter-Drinfeld entre
I’action et la coaction, on obtient alors un module anti-Yetter-Drindeld. Nous étudierons
en particulier leur stabilité.

2.1 Algebre de H-comodule

2.1.1 Comodule

On dualise la notion de module pour obtenir celle de comodule.
Définition 2.1.1 (Comodule)

Soit C = (C, A¢,ec) une coalgebre. Un k—module a gauche M est un C'—co-module (ou
C'—comodule) a droite s’il existe une application k—linéaire oy : M — M ® C| telle
que :

e (idc ® Acg)opn = (pu ®idc) o pur;

[} (ZdM &® EJV[) oYy = ZdM
L’application py est appelée la C'—coaction ou la coaction de C sur M.
Soit M = (M, @) un C'—comodule & droite. Pour m € M, en utilisant Sweedler on a :
epm(m) =mo® my.

Avec cette notation, les deux axiomes ci-dessus se traduisent par :

m0®m11®m12 :moo®m01®m1 :mg®m1®m2
et
moec(my) = m.

15



2.1. ALGEBRE DE H-COMODULE M. F. AIDARA

Définition 2.1.2 (Sous-comodule)
Soient C' une algebre et M un C'—comodule a droite.
Un sous—k—module N de M est un sous—C—comodule a droite de M si

eu(N) S NeC.

Pour définir un morphisme de comodules, on dualise tout simplement la notion de
morphisme de modules.

Définition 2.1.3 (Morphisme de comodules)

Soit C'" une coalgebre et soient M et N deur C'—comodules a droite.
Une application k—linéaire f : M — N est un morphisme de C'—comodules ou une
application C'—colinéaire si le diagramme suivant est commutatif.

M ! N

N&®C

M® C’—>f®ldc

c’est-a-dire : py o f = (f ®idc) o ppr. Done ¥Ym € M on a :
(onv o f)(m) = [(f @ idc) o pa](m)
(f(m))o ® (f(m))1 = f(mo) ® (m1)
f(m)o ® f(m)1 = f(mo) @ ma.
Ainsi, f est C'—colinéaire si et seulement si
f(m)o® f(m)1 = f(mo) ® my.

La catégorie dont les objets sont des C'—comodules a droite et les morphismes des
applications C'—colinéaires a droite est notée M.

Soient M et N deux objets de M®. On note Hom® (M, N), le k—module des applications
(C'—colinéaires a droite de M vers N.

Remarque 2.1.1

On peut aussi définir un C'—comodule a gauche M avec la coaction a gauche définie par :
op(m) =m_1@my € C® M.

La catégorie dont les objets sont des C'—comodules a gauche et les morphismes des
applications C— colinéaires o gauche est notée © M.
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2.1.2 Module de Hopf

Définition 2.1.4 (Module de Hopf)

Soit H une algebre de Hopf. Un k—module M est un module de Hopf a droite sl est
simultanément :

e un H—module a droite;
e un H—comodule a droite;
tel que :
oy (mh) = mohy ® mihy, ¥Ym € M, h € H.

C’est-a-dire :
(mh)o (24 (mh)1 = m0h1 X mlhg.

On note MY la catégorie des modules de Hopf a droite. Les objets sont les modules de
Hopf a droite et les morphismes sont les morphismes de modules de Hopf,; c’est a dire
les morphismes qui sont simultanément des morphismes de H—modules a droite et des
morphismes de H—comodules a droite.
On définit de fagon analogue :

o y M la catégorie des modules de Hopf a gauche a droite;

o My la catégorie des modules Hopf a droite & gauche ;

o et M la catégorie des modules de Hopf a gauche.

2.1.3 Produit tensoriel de H—modules et Produit tensoriel de
H—comodules

Proposition 2.1.1 (H—module)

Soit H une algebre de Hopf. Soient M et N deux H—modules a gauche, alors M ® N est
un H—module a gauche :

h(m @n) = (hym) ® (han) ot Ag(h) =hy ® hy € H® H.

De méme si M et N sont deux H—modules a droite, alors M @ N est un H—module a
droite :

(m®@n)h = (mhs) @ (nhy).

Preuve
e Montrons que M ® N est un H—module a gauche.
A -t-on (hh)(m ®n) = h(h'(m®@n)) et lyg(m@n)=m®n ,Vh,h' € Hom € M,n € N.

i) On a: (hh)(m®@n) = (hh')1(m & (hh')an
(hlh/ )m (%9 (hgh )
= (h1(him)) ® (ha(h4n)) , car M et N des sont H—modules

h((him) ((hyn))
(hh')(m @ ”) = h(W'(m @n)).
i1) On sait aussi que : Ag(ly) =1g @1y, (lg, =1y, 1y, = 1g.)

Ovient : 1lg(m®n) = (1gm)@1lgn=1ymlzn=men

17
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Cette action de H sur M ® N s’appelle 'action diagonale.

e De la méme maniere, nous montrons que M ® N est un H—module a droite :
(m®@n)h = (mhy) @ (nhy).
On obtient alors :
(m®@n)(h'h) = ((m®n)h")h
et
(m®n)lg=(mly)® (nly)=(mlyg) ® (nly) =men.

Proposition 2.1.2 (H—comodule)

Soit H une algebre de Hopf. Soient M et N deux H—comodules a droite, alors M & N est
un H—comodule a droite :

pren(Mm @ n) =mgy®ng @ ming ot py(m) =mo @ mg , py(n) =ng @ ny.

En utilisant Sweedler, on a : pyrgn(m®@n) = (M@n)y® (m®n);. Donc (m®n)y = mo&ng
et (m®mn); = myn;.

De méme si M et N deux H—comodules a gauche, alors M ® N est un H—comodule a
gauche :

M®Np(m & n) =m_in_1 ® My & Nny.

Preuve
e Montrons que M ® N est un H—comodule a droite.

i) A-t-on pyen((m®@n)y) @ (men); =(mMn)®@ Ag((m®@n))?
ie A-t-on pM®N(m0 X no) & (mlnl) (mo & no) X AH(mlnl) ?
On a: pyen(mo ®ne) @ (ming) = mep ® ngo @ (Mo1no1) ® (Miny)
= (mo ®no ® (M11n11) ® (M12n12)
= (mo ®ng) @ [(M11 ® (Ma2)(n11 @ n12)]
= (mo ®no) ® [Ap(mi)An(n;)]
pren (Mo @ ng) @ (ming) = (Mo ® ng) @ A (ming).

i1) A-t-on aussi (m @ n)oeg((M®n);) =mn?
ie A-t-on (mo ® ng)eg((ming) = m @ n?

On a: (mo & ng)sH(mlnl) = (mo X no)EH(ml)sH(nl)
= (moepr(m1)) @ (noem(n1))
(mo ® ng)ep(ming) =mn.

e De la méme maniere, nous montrons que M ® N est un H—comodule a gauche.
On obtient :
m_i1n_1 ® menp(mo®ng) = Ag(m_1n_1) ® my @ ng

(m®n)eyg((mn)) =men.
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2.2. LA TRANSFORMATION ... YETTER-DRINFELD M. F. AIDARA

2.2 La transformation des modules de Yetter-Drinfeld

2.2.1 Modules de Yetter-Drinfeld

Définition 2.2.1 (Module de Yetter-Drinfeld)

Sotent H une algebre de Hopf d’antipode bijective S et M un H—module a droite et un
H—comodule a gauche. On dit que M est un module de Yetter-Drinfeld droite gauche si :

(mh)_1 & (mh)g = S_l(hg)m_lhl ® moha Vm e M , heH. (21)

Définition 2.2.2

On note BY Dy la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld droite gauche. Les objets
sont les modules de Yetter-Drinfeld droite gauche et les morphismes sont des applications
simultanément H—linéaires et H— colinéaires.

Remarque 2.2.1
On peut aussi définir un module de Yetter-Drinfeld

e droite droite : M est un H—module a droite et un H—comodule a droite satisfaisant
la condition

(mh)o ® (mh)1 = mohs ® S(hl)mlhg, VYm e M,h € H, (22)

e gauche gauche : M est un H—module a gauche et un H—comodule a gauche satis-
faisant la condition

(hm)_1 (9 (hm)() = hlm_ls(hg) ® thg, VYm € M, h e H, (23)

e gauche droite : M est un H—module a gauche et un H—comodule a droite satisfaisant
la condition

(hm)o & (hm)1 = hgm() & h3m15_1<h1), Vm € M, he H. (24)
On obtient ainsi les catégories suivantes :

e la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld droite droite notée Y DI
e la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld gauche gauche notée ZY D ;
e ct la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld gauche droite notée zY DH.

2.2.2 Modules anti-Yetter-Drinfeld

Définition 2.2.3 (Module anti-Yetter-Drinfeld)

Sotent H une algebre de Hopf d’antipode bijective S et M un module a droite et un
comodule a gauche sur H. On dit que M est un module anti-Yetter-Drinfeld droite gauche
st l'action et la coaction sont compatibles :

Mp(mh) = (mh>71 ® (mh)o = S(hg)m,1h1 & mohg Yme M , heH. (25)
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On a remplacé S par son inverse dans (2.1).

Définition 2.2.4

On note anti — Y Dy la catégorie des modules anti- Yetter-Drinfeld droite gauche. Les
objets sont des modules anti-Yetter-Drinfeld et les morphismes sont des applications
simultanément H—linéaires et H— colinéaires.

On définit de fagcon similaire les modules anti- Yetter-Drinfeld droite droite, gauche gauche
et gauche droite.

Théoréme 2.2.1 (lemme 2.3)

Soient N un module de Yetter-Drinfeld et M un module anti- Yetter-Drinfeld. Alors :
i) N ® M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche gauche via 'action
h(n ® m) = hin ® hom
et la coaction
Nomp(n ®@m) =n_1m_; ® ng ® my,

i1) N ® M est un module anti- Yetter-Drinfeld gauche droite via l’action
h(n ® m) = han ® hym
et la coaction
prem(n ®m) = ng ® my ® nymy,

iti) M ® N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite gauche via ’action
(m ® n)h = mhy ® nhy
et la coaction
Menp(M@n) =m_1n_1 ® my  ny,

iv) M ® N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite droite via [’action
(m ®n)h = mhy ® nhy
et la coaction
pruen (Mm@ n) =my @ ng @ min.

Preuve :
i) ® On sait que N ® M est un :
a) H—module & gauche d’apres la proposition 1.3.1
b) H—comodule a gauche d’apres la proposition 1.3.2.

e Maintenant vérifions la compatibilité.
A-t-on N®Mp(h(n (%9 m)) = hl (TL & m),ls_l(hg) X hg(n X m)07
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Ona: neup(h(n®m)) = nemp(hin @ hom))
= (hin)_1(ham)_1 @ (hin)o ® (ham)g
= h11n-15(hiz) (haim) 1S (hag) ® (h12n)o @ (hagmyg)
= hln,lS(hg)h4m,1S_1(h6) & h2n0 & h5m0
= hln—ls(h31)h32m—15_1(h5) ® hang ® hamy
= hln_ls(hg)m_ls’l(h@ X hgno X h4m0
= hln_lm_lS’l(h5) & hong & 5(h3)h4m0
= hln,lm,ls_l(m) & hgno & h3m0
= hlnflmfls_l(h:}) ® ha1ng @ haamyg
= hl(n ® m)_lS_l(hg) ® hg(’n ® m)o.

i1) Il est facile de montrer que N®M est un H —module a gauche. C’est un H —comodule
a droite (Proposition 1.3.2).
A-t-on pyea(h(n @ m)) = ha(n @ m)o ® hg(n ® m)1S(hy)?
On a: pnem(h(n®@m)) = pnem(han @ hym)

= (han)o @ (ham)o ® (han)i(him)
= haong ® hiamg & hagni S~ (ha1)hizmiS(hay)
= hsng ® homgy ® hﬁnls_l(h4)h3m15(h1)
= hyng @ homy ® h5nlS_1(h32)h31m15’(h1)
= h4n0 X h2m0 X h5n1€(h3)m15(h1)
= €(h3)h4n0 & hgmo & h5n1m18(h1)
= hang ® hamo ® hynymyS(hy)
= h22n0 ® h21m0 ® hgnlmls(hl)
= h2(n ® m)o & hg(n & m)1S<h1>

i1i) 1l est facile de montrer que M ® N est un H—module a gauche et un H —comodule
a droite (Proposition 1.3.2).
A-t-on ygyp((m@n)h) = S(hs)(m @ n)_1h; @ (m @ n)ohe?

On a: ygyp((m®@n)h) menp(mhs @ nhy)

= mhg)_l(nhl)_l ® (mhg)o ® (nhl)o

(hag)m_ 1h215_1(h13)n,1h11 ® mohas ® nohia
he)m_1hyS™ (h'3>n71h1 ® mohs @ nohay
hs)m_1hg25~ (h31)n 1hi ® mohy @ nghs
hs)m_qe(hg)n_1h; ® mohy ® nohs
hs)m_i1n_1hy @ moe(hs)ha @ nohs

h4)m 1n— 1h1 ® mohg ® Tlohg
hs)
hs)

—

3)M_ 171 1h1 ® mohaa @ nohay
3)(m®n)_1h; ® (m @ n)ohs.

NN »nhnhnhih

(
(
(
(
(
(
(

iv) Il est facile de montrer que M ® N est un H—module a droite. C’est un H —comodule
a droite (Proposition 1.3.2).
A-t-on IOM®N((TTL X n)h) = (m & n)ohg X S(hl)(m ® n)lhg?
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On a: puegn((m®@n)h) = puen(mhy @ nhs)
= (mh1)o ® (nh2)0 (9 (mhl)l(nhg)l
= mohiz2 ® nohaa ® S(h11)m1h13S ™ (ha1)nihos
= mohg ® Tl()h5 &® S(hl)mlth_l(h4)n1h6
== mth X n0h4 X S(hl)mlhgls(hgg)n1h5
= mohg X n0h4 X S(hl)mle(hg)n1h5
= mohg ® 774)8(h3)h4 ® S(hl)m1n1h5
= mth & nohg ® S(hl)m1n1h4
= Mmoha1 ® Nohge @ S(h1)minghs
== (m X n)0h2 X S(hl)(m X n)lhg.

Définition 2.2.5 (Stabilité)

Soit M un module anti- Yetter-Drinfeld. M est stable si Ayy o pyr = idps et Ay oprp = idpy
(ot A\pr, par et arp désignent respectivement [’action, la coaction a droite et la coaction a
gauche de H sur M), c’est-a-dire :

e Pour [l'action a droite et la coaction a gauche, la stabilité du module anti- Yetter-
Drinfeld se traduit par mem_; = m.

De méme, nous avons :
e mogmy =m  pour l'action a droite et la coaction a droite,
e m_img=m pour l’action a gauche et la coaction a gauche,

e mymyo=m pour l'action a gauche et la coaction a droite.

Définition 2.2.6 (Paire modulaire) [I/

Soient H une algébre de Hopf et k un corps. Soit 6 : H — k un morphisme d’algebres
et 0 € H un élément de type-groupe tel que 6(o) = 1. Alors (9, 0) est appelé une paire
modulaire.

Le caractére 8 donne naissance & une antipode 0-tordue S=S5 : H — H définie par :

S(h) = 6(h1)S(hs) ¥ h € H. (2.6)

S est un antimorphisme d’algébres :
S(hh') = S(W)S(h) et S(1) =1V hy,hy € H,

et un antimorphisme de coalgebres tordu :

A(S(h)) = S(hy) ® S(h1) Y he H.
De plus S satisfait les identités suivantes :

coS=§ et §oS=c¢.
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En effet on a :

[ ]
o
=
<

—
(9}
O

3

&
|

I
M = 9

Définition 2.2.7 (Paire modulaire en involution) [1/

Une paire modulaire (3,0) est dite en involution si :

S2(h) = oho .

Théoréme 2.2.2 (lemme 2.2)

Considérons le corps k comme un H-module a droite via un caractére § et comme un
H-comodule a gauche via un élément de type-groupe o. Alors k = ks est un module
anti- Yetter-Drinfeld stable si et seulement si (0,0) est une paire modulaire en involution.

Preuve :
k est un H-module & droite via § : H — k si :

V. he Hzek;, xzh=uxdih).
k est un H-comodule a gauche via ’élément de type-groupe o si :

kP - k— H®k
T2 1Q@Tyg=0QRT.

i) Supposons que (6, 0) est une paire modulaire en involution et montrons que k est un
module anti-Yetter-Drinfeld stable.
On a :

Ve €k, xox_1 = x0 = 26(0) = 1 = x; d’ou la stabilité.

i1) Supposons que k est un module anti-Yetter-Drinfeld stable et montrons que (6, 0) est
une paire modulaire en involution.

On a : k est un module anti-Yetter-Drinfeld stable alors p(z.h) = S(hs)oh; ® x.hs.

Or p(x.h) = p(xd(h)) = 0 @ xd(h).

11 vient :
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o ® xd(h) = S(hg)ohy @ x.hs.

ox @ d(h) = 0(hy)S(hs)ohy @
£ ®8(h) = S(hy)ohy @
@ 6(h) = S(hy)oxhy

z®0(h) = S(he)zhy

pour x = 1 et h = o, 1égalité ci-dessus devient :

Iy ® (o) = S(0)lko

S(c) =00

d(o) =1.
[

Si 'antipode est égale a son inverse, alors la différence entre les conditions de Yetter-
Drinfeld et de anti-Yetter-Drinfeld disparait.

Lorsque I'algebre de Hopf est un anneau de groupe kG ou GG est un groupe, un H-comodule
a gauche est simplement un espace vectoriel gradué M = @ gec My ot la coaction est
définie par My, > m — g ® m.

Une action de G sur M définit un module anti-Yetter-Drinfeld si et seulement si pour tout
g,h € Getme Mg, onahme Myg.

La condition de stabilité signifie que gm = m pour tout g € G, m € M,.

Le théoreme suivant donne ’exemple d’un module anti-Yetter-Drinfeld stable.

Théoréme 2.2.3 (lemme 2.4)

Soit M une algébre et un H-comodule a gauche. Supposons que m : H — M est un
épimorphisme d’algébre et laction hm = w(h)m fait de M un module anti- Yetter-Drinfeld.
Supposons également que w(1_1)1y = 1.

Alors M est un module anti- Yetter-Drinfeld gauche gauche stable.

Preuve :
Comme M est déja un module anti-Yetter-Drinfeld, on a :

mp(hm)= yp(m(h)m)=him_,S~"(hs) @ hymy.

Pour la stabilité de M, on a :
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m(m_1)mg =n((m®1)_1)(m® 1)

-1 ® 1_1)(777,0 ® 10)
—1) @ 7(1-1)(mo @ 1)
=m(m_1)mo® m(1_1)1g

Ce qui prouve que M est stable.
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Chapitre 3

Les extensions de Hopf-Galois,

I’action opposée de
Miyashita-Ulbrich et I’algebre de
comodule du double de Drinfeld

Une autre source d’exemples est fournie par la théorie de Hopf-Galois. Ces exemples
sont purement quantiques dans le sens ou les actions employées sont automatiquement
triviales pour les algebres commutatives. Pour fixer la notion et la terminologie, rappelons
qu’'une algebre A qui est un H—comodule est appelée une algebre de H— comodule si la
coaction est un homomorphisme d’algebres; c’est a dire

(aa)o ® (aa’); = apag @ ardi.

3.1 Les extensions de Hopf-Galois et I’action opposée
de Miyashita-Ulbrich

3.1.1 Les extensions de Hopf-Galois

Les extensions galoisiennes de Hopf sont définies en termes de coaction.
Définition 3.1.1

Soit P une algébre de H—comodule a droite avec la structure d’application p : P — P®i H.
Alors lextension P°? C P est H—Galois (ou Hopf-Galois) a droite si l'application
B: P®peon P— P®, H.
pRp — (p@1)p(p') = ppo @ Py
L’hypothese de bijectivité nous permet de définir 'application translation
T: H— P®pP.
h— 871 ® h) = hy) ®p hy.

est bijective. avec p(p) = pg @ p1

3.1.2 L’action opposée de Miyashita-Ulbrich

L’action de Miyashita-Ulbrich est une action d'une algebre de Hopf H sur le centraliseur
BT associé a une extension H— Galois.
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Lemme 3.1.1

Sur un corps k, le centraliseur
BY = Zz(P) :={pe€ P|bp=pbbc B} (3.1)
de B dans P est un sous-comodule de P.

Preuve :

Soit p € Zg(P). Donc pb =0bp V b € B.
A-t-on pp(p) € Zp(P)® H?

On a:

pp(p) =po@p1 et pp(b) =b@ 1
pr(pb) = pobo @ p1br = pob ® p1 et pp(bp) = bopo @ bip1 = bpy @ ps.

Comme bp = pb, on a pp(pb) = pp(pb); donc pob @ p1 = bpo @ p1.

On en déduit que (pob — bpy) ® p; = 0.

En supposant que les p; sont linéairement indépendants, on en déduit que les pob — bpg
sont nuls, c’est a dire pob = bpy pour tous les pg. Donc les py appartiennent a Zg(P).
Ainsi pp(p) € Zp(P) ® H ; et par conséquent pp(Zp(P)) C Zp(P)® H.

Définition 3.1.2
La H-action a droite sur Zg(P) et définie par la formule

ph = hjphyy (3.2)
est appelée action de Miyashita-Ulbrich.

Cette H—action et la H—coaction satisfont la condition de compatibilité de Yetter-Drinfeld.
Munie de Iaction (3.2), Zg(P) est un module de Yetter-Drinfeld droite droite.

La proposition suivante modifie I’action de Miyashita-Ulbrich de maniére a obtenir des
modules anti-Yetter-Drinfeld stables.

Proposition 3.1.1 Soit B C P une H—extension de Hopf-Galois telle que B est centrale
dans P. Alors P est un module anti-Yetter-Drinfeld stable droite droite via l’action

ph = (S7H(h)p(S™H (M) (3.3)

et la coaction a droite sur P :
pp(p) =p® 1. (3.4)

Exemples
Les exemples les plus simples sont obtenus pour P = H. Une classe plus large est donnée
par les objets de Galois voir[9].
Pour les algebres de Hopf de dimension finie, les modules de Yetter-Drinfeld sont des
modules sur le double de Drinfeld (que nous définirons ci-dessous). De la méme maniere,
les modules anti-Yetter-Drinfeld peuvent également étre vues comme des modules sur une
certaine algebre.
A cette fin, la structure de comodule d’'un module anti-Yetter-Drinfeld doit étre convertie
en une structure de module sur le dual linéaire H* de I'algebre de Hopf.
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3.2 L’algebre de comodule sur le Double de Drinfeld

3.2.1 Le Double de Drinfeld

Définition 3.2.1
Soit H une algébre de Hopf de dimension finie. On appelle double de Drinfeld la coalgebre
diagonale notée D(H) := (H*)*P @ H ot (H*)®P est la co-opposée de l'algébre duale H*
de H.
Munie du produit

(p@h)(¢' @ h') = £1(S7" (hs)) (5% (ha)) i @ halt', (3.5)

D(H) est une algébre de Hopf.

Les modules de Yetter-Drinfeld sont aussi des D(H)—modules.

Définition 3.2.2

Soit H = (H,p,7,A,¢,5) une algebre de Hopf de dimension finie avec une antipode
inversible. Soient {h;}icr une base finie de H et {h}}icr sa base duale. Un module sur le
double de Drinfeld D(H) est un espace vectoriel M avec une structure de H—module a
gauche ainsi qu’une structure de H*—module a gauche telle que pour tout h € H, p € H*
etme M, on a :

h(em) = o(S™" (hs)hy) (ham). (3.6)

3.2.2 L’algebre de comodule sur le Double de Drinfeld

Proposition 3.2.1 (4.1)
Soit H une algebre de Hopf de dimension finie. La formule

(e @ h)(¢' @N) = (S (hs))@5(S?(h1)) ey @ hoh (3.7)

transforme [’espace vectoriel A(H) := H* ® H en une algébre associative d’unité € ® 1.
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Preuve :
Considérons les applications suivantes :
ma) : AH) ® A(H) — A(H)

(p@h) @ (P RN)— (p@h)(¢' ®@N),Yp,¢ € A(H)
et pam) : ]k—>A( )
A — Men ® 1g), VA € k.
a) Montrons que : ma(my © (Macmy @ idacmy) = mac) © (idagry @ Macm))-

Soient o, ', " € H* et h,h',h" € H.
On a:

a  =mam) o (Mam) @ idau) (g @h) @ (¢ @h)) @ (" @ h"))

= ((p@h)(¢ @) (¢" @ h")

= (¢ (S7 (R 3)) 5(S%(h1)) oy @ hah!) (9" @ )

=(g@t)(p"@h") avec g = @ (S7 (h3))ps(S* (1))l et t = hol!
= @] (S7(t3)) 5 (S?(t1)) g @ tah”
= (8~ 1((h2h’)3)) 5(S?((hah')y )) 1(S7H(h )) 5(S%(h1)) ety @ (hah!)ah”
= (5~ 1(h23h’))s0§(52(h21h’)) (S‘ (h )) (S (h1))p@hes @ haghhh'
= o (S (hahy))@5(S? (hahf)) i (S7 (hs)) s (S? (h

m)((v

/ ( ®h’))

“H(hy))e (52(h’))s0’90’2’ ® hiyh']
avec g = @ (STH(hy))p5(S* (M) et t' = hyh"

2(h1))edh @ hat'

52(( ’))90’90’2’) (571 (h3)) (@1 (S™H(hs)) s (S* (1))’ ©5)3(S% (1)) x
(

1))pwyey @ hahyh”
®h)® (¢ ®Nh) @ (¢"®@h")))

D)@' 5)2 @ hahyh”

/1‘:021)( (h?’))(‘;@s%@%)( ( 1)) 505 @ hahiyh”

(S (hs)1)5, (S~ (hs)2) %(SQ(hl) )0h3(S%(hi)2) oy @ hohyh”
Eg "(hs2)) @b, (S~ (hsl)) 5(5%(h11))33(S? (h12) ) b @ hahiyh”

I
5.

S*(

)
@
@
@

1)
ht))
h))
h1))
()

1 1( ))9021(5 ( 1)) (S2< ))9023(52(]12))90@29022®h3h/2h//
(S%(h2))5(S%(h7))e (S 1(hs)) 5(S%(h1))phpss @ hahyh”
2( ( 1)) 1(52(h2))9032(52(h’)) (5™ (h5))903(52(h ) sy ® hahyh”
“ (s )) 5(S%(h 2)52(%))90’1(5‘1(h5))90’3(52(h1))9090’290’2’ ® hshyh”

ah )) 5(S%(h2h))1 (S (Ns)) 05 (5% (M) oy @ hahiyh”

Y23
/"
¥3

<

<

I
AT R T N

On a bien a =  d’ou ma(m) © (mA(H) ® idA(H)) = MamH) © (idA(H) ® mA(H)).

29



3.2. ’ALGEBRE DE D(H)-COMODULE M. F. AIDARA

b) Montrons aussi que : ma(g) © (idaay @ par)) = idacry = Mac) © (fac) @ idacmy).
Soient ¢ € H* et h € H.
On a:
[mag) o (tdacm) @ pan)l(e @ h @ 1) = magn[(ida) (e @ h) @ pac) (1))

=mam)|(p®h) ® (eg @ 1))
= (p@h)(en ® (1n))
= e & th
=pQ®h
= idam) (¢ ® h)

[maim © (pacm) @ idagmn))(le @ (p @ h)) = magm [(pa) (L) @ idagn (e @ h))
=ma)((en ® 1y) ® (p ® h))
=(eg®@1g)(p®h))
=egp® 1gh
=pQ®h
= ida(m)(p @ h).

On a bien magm) © (idau) @ pagm)) = idagry = mag © (Ra) © idag)).

Pour relier les A(H)—modules aux modules anti-Yetter-Drinfeld, rappelons d’abord le
lemme suivant :

Lemme 3.2.1

Tout H—comodule a droite M devient un H*—module a gauche via pm := @(mq)mq.
Inversement tout H*—module a gauche devient un H—comodule a droite via pyr(m) =
X him @ hy ot {hy,....,h,} est une base de H et {h},....,h}} est sa base duale.

Preuve :

a) Soit M un H—comodule a droite. Montrons que M est un H*—module a gauche via
em = @(my)my.

Soient p, ¢’ € H* et m € M. A-t-on (p¢').m = ¢.(¢'.m)?

On a:
p-(¢'m) = p.(¢'(m1)mo)
= ¢'(m1)(p.mo)
= ¢'(m1)(p(mo1).moo
= ' (mga)(p(m1).mo
= ' (my).mg
= (py').m
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b) Supposons maintenant que M est un H*—module & gauche, montrons que M est un
H —comodule a droite via pp(m) = X him ® h;.
Soit m € M. A-t-on (idy ® A) o ppyr(m) = (pa Q idpr) © par(m)?
On a :

(pv ®idar) 0 pr(m) = (pur @ idar) (B him ® hy)
= pu (X him) @ hy
= Eﬁjzlhz‘jm X hij X hl
= Bim @ A(hy).

D’autre part, on a :

=X him® A(h )

Pour i = j, on a : (idy @ A) o par(m) = (par @ idar) o par(m).

Il faut noter que cette structure comodulaire ne dépend pas du choix de la base.
En utilisant ce concept, nous obtenons la connexion suivante entre les A(H)—modules et
les modules anti-Yetter-Drinfeld a travers la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 (4.2)

Soit H une algebre de Hopf de dimension finie.
Si M est un module anti- Yetter-Drinfeld gauche droite, il devient un A(H)—module a
gauche par :

(o ® h)ym := @((hm)1)(hm)o.

Réciproquement, si M est un A(H)—module a gauche, il devient un module anti- Yetter-
Drinfeld gauche droite par :

hm = (e @ h)m et ppr(m) =37 (hf @ 1)m @ h;
ot {hy, ..., h,} est une base de H et {h3,....,h%} sa base duale.

Preuve :

a) Supposons que M € anti —y Y D et montrons que M est un A(H)-module & gauche.
Soient v, ¢’ € H*, h,h € Hetm € M. A-t-on ((p@h)(¢’' @K ))m = (¢@h)((¢'@h" )Ym)?
On a:

(p@h) (¢ @R )m) = (p@h)((( ’m)l)(h’m)o)
= (¢ ® h)(¢'(hym1S(h}))hymo)
= ¢'(hym1S(hy)) (¢ @ h)(hymo)
= ¢'(hymiS(hy))p((h (h'mo)) )((h(hymo))o)
= ¢'(hm1S(hy))e((hhy)mo))1)((Rhy)me))o)
= ¢'(hym1S(hY))p((hhy)3moerS((hhy)1)) ((hhy)2meo)
= @'(hémls(hi))sﬁ(h:ahmmms(h hiy1)) (hahgamoo)
= ¢'(hsmaS(h)))p(hshymiS(hihy)) (hehyme).  (x)
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D’autre part

((p@h)(¢' @h))m

= P (S7H (ha) P (5% (1)) ey @ hah/)m
= @1 (S7H(h3) (57 (ha) )i (((h2h')m)1) (((heh/)m)o)
= @1 (S7H(h3)p5(S (h1)) it (hashima S (hai b)) (hazhyme)
= @1 (S71(hs)p5(S* (M) ety (hahiymy S(haoht)) (Rshymy)
= @) (S (hs)5(5% (h1))p(harhlyymar S (hah) ) 1) (Raghlymaa S (hahf)2) (hshyme)
= @) (S (hs)@5(5% (h1)) o (harhlsymar S (haahy) ) @b (hazhsgmia S (hat by ) ) (hshiymo)
= @1 (S7(hs) (57 (ha) ) (har hlyma S (hoahy) )y (haghisma S (hai By)) (hshim )
= @1 (ST (hr) (S (h ))90(% hym1S(hahy)) s (hehsmaS(hahy))(halizmo)
= @1 (S7H () (hehimaS (7)) S (ha)) s (S?(h))w(hshymyS(hshy)) (hahymg)
= @/(S_l(h )h h, m28(h3)5<h2)(52<h1)) (h5hﬁlm15(h3h’))(h4h mo)
= ¢'(e(hs1ghsmaS(hY)S (hi2)S(S(hi1))p(hahimiS(hahy)) (hahzmo)
= ¢’ (himaS(hy)S(h1)1S(S(hi)2))p(hae(hs)hyma S (hahy)) (hshymg)
= ¢'(hymaS(hy)e(S(h1)))p(hahymyS(hahy)) (hahyme)
= ¢'(h5maS(h}))p(hahymiS(e(hi)hahy)) (hahymg)
= ¢'(hsmaS(hy))p(hshymiS(hihy))(hahiyme).  (+%)

Ainsi (%) et (*%) montrent que ((¢p ® h)(¢' @1 ))m = (¢ @ h)((¢’' @ h')m)

b) Supposons maintenant que M est un A(H)—module a gauche et montrons que M €
anti —y Y DH .
Pour cela, il suffit de montrer que :
i) M est un H—module a gauche.
Soit m € M. A-t-on h(h'm) = (hh')m?
On a:
A('m) = h((e @ ym)
£ @ h)(= @ h)m)
(e® h)(e@h’))m car M € 4mM
1(S7H(ha))es(S%(h1))eea @ hol')m
e(S71(h3))e(S*(h1))ee @ hah')m
e(h3)e(hy)e @ hah)m
e(hy)hae(hg)h )Ym
€(h1)h2h/)
® hh')m
e® (hh’))
hh")Ym
Ce qui prouve que M est un H—module a gauche.
i1) M est un H—comodule a droite via pp(m) = X, (hf @ 1)m ® h;.
Soit m € M. A-t-on (idy ® A) o ppyr(m) = (py Q@ idpr) © par(m)?
On a:

ERX
ERX

=
(
= (e
=
=
=
=
= (¢
=
=

(pvr @ idpr) o prr(m) = (par @ idpy) (X7, (b @ 1)m ® hy)
= pu (X7, (hf ® 1)m) @ h;
— 9 (15 Dm e A(h).
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D’autre part, on a :
(idy @ A) o pryr(m) = (idy @ A)(Z, (hf @ 1)m ® hy)
=37, (hf @ 1)m @ A(hy).

Pour i = j, on a: (idy @ A) o ppr(m) = (par @ idag) © par(m).
Ce qui prouve que M est un H—comodule a droite.

D’apres le théoreme 2.2.1, bien que A(H) ne soit pas une algebre de Hopf, nous avons la
proposition suivante.

Proposition 3.2.3
paun : A(H) — A(H) @ D(H)

(P @ h) — (P2 @ h1) ® (1 @ hs)
(A(H), pacmy) est une algébre de D(H)—comodule.

Soit application :

Preuve :

On sait que :

a) A(H) est une algebre.

b) Montrons que : A(H) est un D(H)—comodule a droite.

A-t-on :

1) (idagy ® Apeny) © pa(p @ h) = (pa) @ idpimy) © pai)(p @ h)?
D’une part on a :

(idacy @ Apy) © pany (@ @ h) = (iday @ Apy) ((p2 ® h) @ (1 @ ha))
= (2 ® h1) X AD(H (p1 ® ho)

= (2@ h1) @ ((p1 ® h2)1 @ (1 @ h2)2)
ESO2 ® h1§ (P12 ® ho1) ® (P11 @ hag)

3@ h1) @ (P2 @ ha) ® (1 @ h3). ()

D’autre part on a aussi :

(pagmy ® idpem)) © pay (e @ h) = (pag) @ idpan)((p2 ® Tn) @ (91 @ ha))
= PAH )(‘P2 X hl) ® (1 ® hy)
= (P2 ®h1)1 ® (2 @ h1)2 @ (1 ® ha)
= (22 @ h11) ® (P21 ® h12)) ® (1 @ ha)
= (3@ 1) @ (p2 @ ha) @ (1 @ h3). ()

Ainsi (%) et (**) montrent bien que i) est vérifié.

ii) epm)((p2 @ h1)) (1 @ ha) = @ h?
Avec epmy(p®@h) =ep-(p) ®eu(h) = (poen) ®enu(h).
On a:

ep)((p2 ® h1))(p1 @ ha) = (em-(p2) ® en(h1))(p1 @ ho)
= cp+(p2)p1 @ e (h1)ho
=9 ®h.
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i) et i) montrent que A(H) est une D(H)—comodule & droite.
¢) Terminons par la vérification de la compatibilité.
Soient ¢, o' € H* et h,h' € H. A-t-on :
paun(( @h) (@' @N)) = pa) (e @ h)pac) (' @ N') et paun(en @ 1u) = (en @ 1) @1y 7
On a:

pa)((p @ h)(¢' @ h'))
= pa) (91 (S (h3))5(S*(h1) )pih @ halt)
= (01 (71 (h3))p5(S*(h1))ph)2 @ (hah')1) @ (01 (S (h3))p5(S*(h1)) )1 @ (hah')2)
= ((£1(S7 (h3))25(S%(h1)) 2925 @ (harh}) @ (¥4 (S™ 1( 3))195(5% (h1) ) 101051 @ (haghh)
= (01257 (h3) )2 (S*(h1)) paphy @ (hmh) (@11 (S (7)) @51 (S?(h1)) 19 © (haght)
:(%0'12(5_1(h3))90§2(52(h1))902%2)(9011( " (ha)) il (S (h1))p19;) @ (harh))(haohl)
280/11(5_1(%))%0/12(5 1(h3))¢31( ( ))9032( 2( 1)) 0102051 Py @ (ho1h))(haoht)
= @1 (ST (h3))5(S? (7))o @ (harhh)(haghh). (i)

D’autre part,

) (P @ Rh)pac) (¢ @ 1)
= ({2 ®@ h1) @ (1 @ ha))((y @ h) ® (£} @ hy))

(

((p2 ® hl)(% ® h1)) @ ((p1 @ ha) () @ h))
(21 (S~ (h13))8023(

E it

= ?(h11))p2he ® (ha2hh) @ (91 (S™ (ha3))#13(S% (har))p1P1a @ (hazht)
= ((012(S7 (h31)) 52 (S?(h11) ) paiphy @ (h21h’) (11 (S (32)) 251 (57 (h12) )15 @ (haohsy)
= 8012( (hSl))9032<S2(h11))9029022)(9011( ( 32)) @31 (S (hlZ))SOISDm ® (ha1hy)(haohy)

= @11 (ST (32)) @19 (S (g1) )21 (57 (h12) )2 (S? (R1) ) 01020, Py @ (harhh) (haght)

=¢h (5_1(h32))90'12(5 ' (ha1)) 51 (S%(h12)) 5o (5% (ha1) ) 1101205, Phy @ (harh)) (hazhly)

= @1 ((S7"(h31)) (S (R32))) 05 ((5%(h11)) (S*(h12)) 195 @ (harh)) (haghy)

= (57 (hs)) 5 (5% (1)) oy ® (harht) (haahs). (i)

(¢)et(it) montrent que pam)((@ @ h)(@' @ R')) = pain(p @ h)pa) (¢’ @ h'). D'ou la
compatibilité.
Ce qui acheve la preuve.
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Conclusion

Le théoreme 2.2.1, un des résultats principaux de notre étude, traduit le fait que le produit
tensoriel d’'un module anti-Yetter-Drinfeld et un module de Yetter-Drinfeld est un module
anti-Yetter-Drinfeld et vice versa.

Les théoremes 2.2.1 et 2.2.2 donnent des exemples de modules anti-Yetter-Drinfeld stables
tandis que les propositions 3.2.1 et 3.2.2 nous ont permis de voir la connexion entre les
A(H)-modules et les modules anti-Yetter-Drinfeld.

Tous les résultats du [7] ont été établis sous condition que H soit une algebre de Hopf de
dimension finie.
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