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Présenté par : Mohamed Fadel AIDARA

Directeur : Pr Thomas GUÉDÉNON
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Résumé

Soient H une algèbre de Hopf d’antipode S sur un corps k et M un H-module et un
H-comodule. Notre mémoire porte sur les modules anti-Yetter-Drinfeld stables, résultats
de Piotr M. Hajac, Masoud Khalkhali, Bahram Rangipour, Yorck Sommerhäuser. Ces
derniers ont étudié la stabilité des modules anti-Yetter-Drinfeld et établi la connexion
entre ceux-ci et les A(H)-modules avec A(H) = H∗ ⊗H où H est une algèbre de Hopf
de dimension finie et H∗ = Homk(H,k) son dual linéaire. Dans cette étude, la structure
de H-comodule d’un module anti-Yetter-Drinfeld M est convertie en une structure de
H∗−module sur M .
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Introduction

Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective S sur un corps k et M un H-module à
gauche et un H-comodule à droite.
Nous présentons dans ce mémoire de master des résultats de Piotr M. Hajac, Masoud
Khalkhali, Bahram Rangipour, Yorck Sommerhäuser sur les modules anti-Yetter-Drinfeld
stables parus dans ELSEVIER C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 587–590. [7]
Tout au long de ce travail, nous utiliserons la notation de Sweedler-Heyneman avec som-
mation et parenthèses omises et la notation ⊗ signifie ⊗k. Toutes les applications seront
supposées k−linéaires. Notre étude est composée de trois parties.
Dans la première partie nous avons rappelé les prérequis à savoir une bialgèbre, une
algèbre de Hopf et son dual.
Dans la deuxième partie nous avons parlé d’algèbre de H−comodule, des modules de
Hopf et leurs catégories, les produits tensoriels de H-module et de H−comodule. Nous
avons aussi évoqué la transformation des modules de Yetter-Drinfeld et le fait que le
produit tensoriel entre un module de Yetter-Drinfeld et un module anti-Yetter-Drinfeld
est un module anti-Yetter-Drinfeld à travers le théorème 2.2.1. Nous avons aussi parlé de
la stabilité des modules anti-Yetter-Drinfeld à travers les théorèmes 2.2.2 et 2.2.3.
Dans la troisième et dernière section nous avons parlé des extensions de Hopf-Galois
et l’action opposée de Miyashita-Ulbrich puis l’algèbre de comodule du double de Drinfeld.
En effet avec l’action modifiée de Miyashita-Ulbrich, les auteurs du papier ont obtenu
un module anti-Yetter-Drinfeld stable à partir d’une H-extension de Hopf-Galois d’après
la proposition 3.1.1. Ils ont établi une connexion entre les A(H)-modules et les modules
anti-Yetter-Drinfeld avec (A(H) := H∗ ⊗H) par la proposition 3.2.2 et ont aussi montré
que A(H) est un D(H)-comodule avec D(H) := (H∗)cop ⊗H où (H∗)cop est la co-opposée
du dual H∗ de H à partir de la proposition 3.2.3.

Les théorèmes ci-dessous représentent quelques résultats(principaux) de cette étude.

Théorème 2.2.1 [7, Lemme 2.3]
Soient N un module de Yetter-Drinfeld et M un module anti-Yetter-Drinfeld. Alors :

i) N ⊗M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche gauche via l’action
h(n⊗m) = h1n⊗ h2m

et la coaction

N⊗Mρ(n⊗m) = n−1m−1 ⊗ n0 ⊗m0,

ii) N ⊗M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche droite via l’action
h(n⊗m) = h2n⊗ h1m

et la coaction
ρN⊗M(n⊗m) = n0 ⊗m0 ⊗ n1m1,

De même
iii) M ⊗N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite gauche via l’action

(m⊗ n)h = mh2 ⊗ nh1
et la coaction

M⊗Nρ(m⊗ n) = m−1n−1 ⊗m0 ⊗ n0,
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iv) M ⊗N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite droite via l’action
(m⊗ n)h = mh1 ⊗ nh2

et la coaction
ρM⊗N(m⊗ n) = m0 ⊗ n0 ⊗m1n1.

Théorème 2.2.2 [7, Lemme 2.2]
Considérons le corps k comme un H−module à droite via un caractère δ et comme un
H−comodule à gauche via un élément de type-groupe σ. Alors k = σkδ est un module
anti-Yetter-Drinfeld stable si et seulement si (δ, σ) est une paire modulaire en involution.

Théorème 2.2.3 [7, Lemme 2.4]
Soit M une algèbre et un H−comodule à gauche. Supposons que π : H −→ M est un
épimorphisme d’algèbre et l’action hm = π(h)m fait de M un module anti-Yetter-Drinfeld.
Supposons également que π(1−1)10 = 1. Alors M est un module anti-Yetter-Drinfeld stable.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Bialgèbres

Définition 1.1.1 (Algèbre)

Soit A un k−module. On considère A⊗k A = A⊗ A le produit tensoriel sur k.
Une k−algèbre associative unitaire A est un triplet du type (A,mA, µA) où A est un

k−module,
mA : A⊗ A −→ A et µA : k −→ A

a⊗ a′ 7−→ aa′,∀a, a′ ∈ A λ 7−→ λ1A, ∀λ ∈ k sont des ap-

plications k−linéaires satisfaisant les deux axiomes suivants :
• mA ◦ (mA ⊗ idA) = mA ◦ (idA ⊗mA) : c’est l’associativité
• et mA ◦ (idA ⊗ µA) = idA = mA ◦ (µA ⊗ idA) : c’est l’unité.

L’application mA est appelée le produit ou la multiplication, l’application µA est l’application
unité et µA(1k) est l’élément unité de A.

Pour définir les axiomes de cogèbres, nous allons dualiser ceux définissant les algèbres.

Définition 1.1.2 (Coalgèbre)

Une co-algèbre (ou coalgèbre) C est un triplet (C,∆C , εC) ; où C est un k−module,
∆C : C −→ C ⊗ C et εC : C −→ k sont des applications k−linéaires satisfaisant les deux
axiomes suivants :
• (∆C ⊗ idC) ◦∆C = (idC ⊗∆C) ◦∆C , c’est la co-associativité,
• (idC ⊗ εC) ◦∆C = (εC ⊗ idC) ◦∆C , c’est la co-unité.

L’application ∆C est appelée la co-multiplication ou le co-produit de C et
l’application εC est appelée la co-unité de C.

1.1.1 Notation de Sweedler-Heyneman

Définition 1.1.3
Soit C = (C,∆C , εC) une coalgèbre.
Un élément de C ⊗ C est de la forme

∑n
i=1 ci ⊗ di. Pour une uniformisation d’écriture et

par convention, on utilise la notation de Sweedler-Heyneman : Soit c ∈ C, on a :

∆C(c) =
∑

c(1) ⊗ c(2) =
∑

c1 ⊗ c2 = c(1) ⊗ c(2) = c1 ⊗ c2.
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L’intérêt pour ces notations de Sweedler est de faciliter les calculs dans les coalgèbres.
On peut aussi utiliser les exposants, dans les notations, à la place des indices.
Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation ∆C(c) = c1 ⊗ c2.
Avec cette notation, l’axiome de la co-associativité se traduit par :

∆C(c1)⊗ c2 = c1 ⊗∆C(c2);

c’est-à-dire,
c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22 = c1 ⊗ c2 ⊗ c3, ∀c ∈ C.

L’axiome de la co-unité se traduit par :

εC(c1)c2 = c = c1εC(c2), ∀c ∈ C.

Ainsi pour montrer qu’un k−module C est une k−coalgèbre, il suffit de montrer qu’il
existe deux applications ∆C : C −→ C ⊗ C et εC : C −→ k telles que : ∀c ∈ C, avec
∆C(c) = c1 ⊗ c2, on a :

c11 ⊗ c12 ⊗ c2 = c1 ⊗ c21 ⊗ c22
et

εC(c1)c2 = c = c1εC(c2).

Lemme 1.1.1

Soient (B,mB, µB) une algèbre et B = (B,∆B, εB) une coalgèbre. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i ) ∆B et εB sont des morphismes d’algèbres ;
ii ) mB et µB sont des morphismes de coalgèbres ;
iii )pour tous a, b ∈ B ;

∆B(ab) = a1b1 ⊗ a2b2, ∆B(1B) = 1B ⊗ 1B,

εB(ab) = εB(a)εB(b), εB(1B) = 1k.

Définition 1.1.4 (Bialgèbre)

Une bi-algèbre (ou bialgèbre) B est un quintuplet (B,mB, µB,∆B, εB) tel que (B,mB, µB)
est une algèbre, B = (B,∆B, εB) est une coalgèbre et l’une des propriétés du Lemme 1.1.1
est satisfaite.

Définition 1.1.5 (Morphisme de bialgèbre)

Soient B et B′ deux bialgèbres. On dit que f : B −→ B′ est un morphisme de bialgèbres si
f est à la fois un morphisme d’algèbres et un morphisme de coalgèbres.

1.1.2 Elément de type-groupe et élément primitif

Définition 1.1.6

Soit B une bialgèbre. On dit qu’un élément non nul g de B est de type-groupe si :

∆B(g) = g ⊗ g et εB(g) = 1k.
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On dit qu’un élément x de B est un élément (g,h)-primitif si :

∆B(x) = g ⊗ x+ x⊗ h et εB(x) = 0

où g et h sont des éléments de type-groupe de B.
On dit qu’un élément x d’une bialgèbre B est un élément primitif si :

∆B(x) = x⊗ 1B + 1B ⊗ x et εB(x) = 0.

1.2 Algèbre de Hopf

Soient (A,mA, µA) une algèbre et (C,∆C , εC) une coalgèbre. On note Homk(C,A)
l’ensemble des applications k−linéaires de C dans A.

1.2.1 Produit de convolution

Définition 1.2.1 (Produit de convolution)

Soient f, g ∈ Homk(C,A). La convolution est définie par :

f ? g = mA ◦ (f ⊗ g) ◦∆C .

Avec la notation de Sweedler, le produit de convolution devient :
pour tout c ∈ C on a :

(f ? g)(c) = f(c1)g(c2).

Proposition 1.2.1

Soient (A,mA, µA) une algèbre et (C,∆C , εC) une coalgèbre. Alors (Homk(C,A); ?) est une
algèbre unitaire d’élément unité µA ◦ εC . En particulier, le dual C∗ = Homk(C, k) de C
est une algèbre d’élément unité µk ◦ εC = εC .

Remarque 1.2.1

Dans la proposition précédente, si C = A est une bialgèbre, alors (Homk(A,A), ?, µA ◦
εA) = (Endk(A), ?, µA ◦ εA) l’ensemble des endomorphismes de A est une algèbre.

Proposition 1.2.2

Soit (A,mA, µA) une algèbre de dimension finie. Alors son dual A∗ = Homk(A,k) est une
coalgèbre :
le co-produit : ∆A∗ = m∗A : A∗ −→ (A⊗ A)∗ ≈ A∗ ⊗ A∗,
on a : ∆A∗(f) = f1 ⊗ f2, ∀f ∈ A∗. Donc on a :

(∆A∗(f))(x⊗ y) = (f1 ⊗ f2)(x⊗ y) = f1(x)f2(y) = f(xy), ∀x, y ∈ A

et εA∗ = µ∗A : A∗ −→ k∗ = k est définie par :

εA∗(f) = f(1A), ∀f ∈ A∗.

8
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Définition 1.2.2 (Algèbre de Hopf)

Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH) une bialgèbre. On considère Endk(H) l’ensemble des
endomorphismes de H d’élément unité µH ◦ εH .
On appelle antipode de H l’unique inverse (s’il existe) de idH noté SH dans Endk(H).
Donc SH ∈ Endk(H) et

SH ? idH = µH ◦ εH = idH ? SH .

On appelle algèbre de Hopf, toute bialgèbre possédant une antipode.
On note alors H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) l’algèbre de Hopf d’antipode SH .

1.2.2 Formule de l’antipode et Propriétés de l’antipode

Soit H une algèbre de Hopf d’antipode SH . Donc :

SH ? idH = µH ◦ εH = idH ? SH .

On a : ∀h ∈ H;
(SH ? idH)(h) = µH ◦ εH(h)

SH(h1)idH(h2) = µH(εH(h))

SH(h1)h2 = εH(h)µH(1k)

SH(h1)h2 = εH(h)1H .

De même :
(idH ? SH)(h) = (µH ◦ εH)(h)

idH(h1)SH(h2) = µH(εH(h))

h1SH(h2) = εH(h)µH(1k)

h1SH(h2) = εH(h)1H .

D’où la formule :
SH(h1)h2 = εH(h)1H = h1SH(h2).

Théorème 1.2.1

Soit H une algèbre de Hopf d’antipode SH .

i) Soit g, h ∈ H,
SH(gh) = SH(h)SH(g),

on dit que SH est un antimorphisme d’algèbres et SH(1H) = 1H .
ii) Pour tout h ∈ H,

∆H(SH(h)) = SH(h2)⊗ SH(h1),

on dit que SH est un antimorphisme de coalgèbres et εH ◦ SH = εH .
iii) Si H est commutative ou co-commutative alors :

S2
H = idH , c’est-à-dire, S−1H = SH .

9
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Preuve :
i) Soient g, h ∈ H. Montrons que : SH(gh) = SH(h)SH(g).

On a : SH(gh) = SH [εH((gh)1)(gh)2]
= SH [εH(g1h1)(g2h2)]
= εH(g1h1)SH(g2h2)
= εH(g1)εH(h1)SH(g2h2)
= εH(g1)εH(h1)1HSH(g2h2)
= εH(g1)SH(h11)h12SH(g2h2)
= SH(h11)εH(g1)1Hh12SH(g2h2)
= SH(h11)SH(g11)g12h12SH(g2h2)
= SH(h1)SH(g1)g2h2SH(g3h3)
= SH(h1)SH(g1)(gh)2SH((gh)3)
= SH(h1)SH(g1)εH((gh)21H
= SH(h1)SH(g1)εH(g2)εH(h2)1H
= SH(h1εH(h2))SH(g1εH(g2))1H

SH(gh) = SH(h)SH(g).

∆H(1H) = 1H ⊗ 1H . Donc :
SH(1H) = 1HSH(1H) = εH(1H)1H = 1H

ou bien
SH(1H) = SH(1H)1H = 1HεH(1H) = 1H ;

d’où SH(1H) = 1H .

ii) Soit h ∈ H. Montrons que (εH ◦ SH)(h) = εH(h).
On a : εH(SH(h)) = εH [SH(h1εH(h2))]

= εH [SH(h1)εH(h2)]
= εH(SH(h1))εH(h2)
= εH(SH(h1)h2)
= εH(εH(h)1H)
= εH(h)εH(1H)

εH(SH(h)) = εH(h).
Soit h ∈ H. Montrons que ∆H(SH(h)) = SH(h2)⊗ SH(h1).

10
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On a : SH(h2)⊗ SH(h1) = SH(h12εH(h22))⊗ SH(h1)
= SH(h2εH(h3))⊗ SH(h1)
= SH(h2)εH(h3)1H ⊗ SH(h1)1H
= [SH(h2)⊗ SH(h1)][εH(h3)1H ⊗ 1H ]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)][εH(h3)∆H(1H)]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H [εH(h3)1H ]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H [h31SH(h32)]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H [h3SH(h4)]
= [SH(h2)⊗ SH(h1)]∆H(h3)∆H(SH(h4))
= [SH(h2)⊗ SH(h1)](h31 ⊗ h32)∆H(SH(h4))
= [SH(h2)⊗ SH(h1)](h3 ⊗ h4)∆H(SH(h5))
= [SH(h2)h3]⊗ [SH(h1)h4]∆H(SH(h5))
= [SH(h21)h22]⊗ [SH(h1)h3]∆H(SH(h4))
= [εH(h2)1H ]⊗ [SH(h1)h3]∆H(SH(h4))
= 1H ⊗ [SH(h1)εH(h2)h3]∆H(SH(h4))
= 1H ⊗ [SH(h1)εH(h21)h22]∆H(SH(h3))
= (1H ⊗ SH(h1)h2)∆H(SH(3))
= (1H ⊗ SH(h11)h12)∆H(SH(2))
= (1H ⊗ εH(h1)1H)∆H(SH(h2))
= (1H ⊗ 1H)∆H [εH(h1)SH(h2)]
= (1H ⊗ 1H)∆H [SH(εH(h1)h2)]
= ∆H(1H)∆H(SH(h))
= ∆H(1HSH(h))

SH(h2)⊗ SH(h1) = ∆(SH(h)).
iii) Soit h ∈ H. Montrons que S2

H = idH .
Pour cela il s’agira de montrer que :

S2
H ? SH = µH ◦ εH = SH ? S

2
H .

Deux cas se présentent.
1ercas : H commutative

(S2
H ? SH)(h) = S2

H(h1)SH(h2)
= SH(SH(h1))SH(h2)
= SH(h2SH(h1))
= SH(SH(h1)h2), car H est commutative.
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H

(S2
H ? SH)(h) = (µH ◦ εH)(h) (1)

11
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(SH ? S
2
H)(h) = SH(h1)S

2
H(h2)

= SH(h1)SH(SH(h2))
= SH(SH(h2)h1)
= SH(h1SH(h2))
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H

(SH ? S
2
H)(h) = (µH ◦ εH)(h) (2)

(1) et (2) ⇒ S2
H ? SH = µH ◦ εH = SH ? S

2
H .

2iemecas : H co-commutative

(S2
H ? SH)(h) = S2

H(h1)SH(h2)
= SH(SH(h1))SH(h2)
= SH(h2SH(h1))
= SH(h1SH(h2))
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H

(S2
H ? SH)(h) = (µH ◦ εH)(h) (1)

(SH ? S
2
H)(h) = SH(h1)S

2
H(h2)

= SH(h1)SH(SH(h2))
= SH(SH(h2)h1)
= SH(SH(h1)h2)
= SH(εH(h)1H)
= εH(h)SH(1H)
= εH(h)1H

(SH ? S
2
H)(h) = (µH ◦ εH)(h) (2)

(1) et (2) ⇒ S2
H ? SH = µH ◦ εH = SH ? S

2
H .

�

Définition 1.2.3

Soient H et H ′ deux algèbres de Hopf d’antipodes respectives SH et SH′ .
Une application k−linéaire f : H −→ H ′ est un morphisme d’algèbres de Hopf si f est un
morphisme d’algèbres, un morphisme de coalgèbres tel que :

SH′ ◦ f = f ◦ SH .

Proposition 1.2.3

Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf d’antipode SH inversible. On a
alors :

S−1H (h2)h1 = εH(h)1H = h2S
−1
H (h1), ∀h ∈ H.

12
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Preuve : Soit h ∈ H. On a :
S−1H (h2)h1 = S−1H [SH(S−1H (h2)h1)]

= S−1H [SH(h1)SH(S−1H (h2))]
= S−1H [SH(h1)h2]
= S−1H [εH(h)1H ]
= εH(h)S−1H (1H)

S−1H (h2)h1 = εH(h)1H .

De même : h2S
−1
H (h1) = S−1H [SH(h2S

−1
H (h1))]

= S−1H [SH(S−1H (h1))SH(h2)]
= S−1H [h1SH(h2)]
= S−1H [εH(h)1H ]
= εH(h)S−1H (1H)

h2S
−1
H (h1) = εH(h)1H .

�

1.2.3 Dual d’une algèbre de Hopf

Théorème 1.2.2

Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf de dimension finie. Alors son dual
H∗ = Homk(H,k) = (H∗,mH∗ , µH∗ ,∆H∗ , εH∗ , SH∗) est une algèbre de Hopf d’antipode
SH∗ = S∗H . Donc

SH∗(f) = f ◦ SH , ∀f ∈ H∗.

Preuve : Soit H = (H,mH , µH ,∆H , εH) une bialgèbre de dimension finie. Alors son dual
H∗ = (H∗,mH∗ , µH∗ ,∆H∗ , εH∗) est aussi une bialgèbre.
Vérifions maintenant la formule de l’antipode SH∗ .
Soit f ∈ H∗. A-t-on

f1 ? SH∗(f2) = εH∗(f) ? 1H∗ = SH∗(f1) ? f2?

C’est à dire, comme 1H∗ = εH , a-t-on f1 ? SH∗(f2) = εH∗(f)εH = SH∗(f1) ? f2?
Soit h ∈ H.

13
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On a : [f1 ? SH∗(f2)](h) = f1(h1)[SH∗(f2)](h2)
= f1(h1)[f2 ◦ SH ](h2)
= f1(h1)f2(SH(h2))
= f(h1SH(h2))
= f(εH(h)1H)
= f(1H)εH(h)

[f1 ? SH∗(f2)](h) = εH∗(f)εH(h).
On a bien : f1 ? SH∗(f2) = εH∗(f) ? εH . (i)

[SH∗(f1) ? f2](h) = [SH∗(f1)](h1)f2(h2)
= [f1 ◦ SH ](h1)f2(h2)
= f1(SH(h1))f2(h2)
= f(SH(h1)h2)
= f(εH(h)1H)
= f(1H)εH(h)

[SH∗(f1) ? f2](h) = εH∗(f)εH(h).
On a aussi : SH∗(f1) ? f2 = εH∗(f) ? εH . (ii)

(i) et (ii) montrent que la formule de l’antipode est bien vérifiée.
Donc H∗ est une algèbre de Hopf.

�

1.2.4 Opposée et co-opposée d’une algèbre de Hopf

Soit (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) une algèbre de Hopf d’antipode bijective. Alors on a les
algèbres de Hopf suivantes :

i) Hop = (mH ◦ τH⊗H
, µH ,∆H , εH , S

−1
H ),

ii) Hcop = (mH , µH , τH⊗H
◦∆H , εH , S

−1
H ),

iii) Hop,cop = (mH ◦ τH⊗H
, µH , τH⊗H

◦∆H , εH , S
−1
H ),

iv) Hcop,op = (mH ◦ τH⊗H
, µH , τH⊗H

◦∆H , εH , S
−1
H ).
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Chapitre 2

Algèbre de H-comodule et la
transformation des modules de
Yetter-Drinfeld

Dans ce chapitre qui est le cœur de notre sujet, nous parlerons de modules anti-Yetter-
Drinfeld. En effet, si on modifie le concept d’un module de Yetter-Drinfeld en remplaçant
l’antipode par son inverse dans la condition de compatibilité de Yetter-Drinfeld entre
l’action et la coaction, on obtient alors un module anti-Yetter-Drindeld. Nous étudierons
en particulier leur stabilité.

2.1 Algèbre de H-comodule

2.1.1 Comodule

On dualise la notion de module pour obtenir celle de comodule.

Définition 2.1.1 (Comodule)

Soit C = (C,∆C , εC) une coalgèbre. Un k−module à gauche M est un C−co-module (ou
C−comodule) à droite s’il existe une application k−linéaire ϕM : M −→ M ⊗ C, telle
que :
• (idC ⊗∆C) ◦ ϕM = (ϕM ⊗ idC) ◦ ϕM ;
• (idM ⊗ εM) ◦ ϕM = idM .

L’application ϕM est appelée la C−coaction ou la coaction de C sur M .

Soit M = (M,ϕM) un C−comodule à droite. Pour m ∈ M , en utilisant Sweedler on a :
ϕM(m) = m0 ⊗m1.

Avec cette notation, les deux axiomes ci-dessus se traduisent par :

m0 ⊗m11 ⊗m12 = m00 ⊗m01 ⊗m1 = m0 ⊗m1 ⊗m2

et
m0εC(m1) = m.
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Définition 2.1.2 (Sous-comodule)

Soient C une algèbre et M un C−comodule à droite.
Un sous−k−module N de M est un sous−C−comodule à droite de M si

ϕM(N) ⊆ N ⊗ C.

Pour définir un morphisme de comodules, on dualise tout simplement la notion de
morphisme de modules.

Définition 2.1.3 (Morphisme de comodules)

Soit C une coalgèbre et soient M et N deux C−comodules à droite.
Une application k−linéaire f : M −→ N est un morphisme de C−comodules ou une
application C−colinéaire si le diagramme suivant est commutatif.

M
f //

ϕM

��

N

ϕN

��
M ⊗ C

f⊗idC
// N ⊗ C

c’est-à-dire : ϕN ◦ f = (f ⊗ idC) ◦ ϕM . Donc ∀m ∈M on a :

(ϕN ◦ f)(m) = [(f ⊗ idC) ◦ ϕM ](m)

(f(m))0 ⊗ (f(m))1 = f(m0)⊗ (m1)

f(m)0 ⊗ f(m)1 = f(m0)⊗m1.

Ainsi, f est C−colinéaire si et seulement si

f(m)0 ⊗ f(m)1 = f(m0)⊗m1.

La catégorie dont les objets sont des C−comodules à droite et les morphismes des
applications C−colinéaires à droite est notée MC .
Soient M et N deux objets deMC . On note HomC(M,N), le k−module des applications
C−colinéaires à droite de M vers N.

Remarque 2.1.1

On peut aussi définir un C−comodule à gauche M avec la coaction à gauche définie par :

ϕM(m) = m−1 ⊗m0 ∈ C ⊗M.

La catégorie dont les objets sont des C−comodules à gauche et les morphismes des
applications C−colinéaires à gauche est notée CM.
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2.1.2 Module de Hopf

Définition 2.1.4 (Module de Hopf)

Soit H une algèbre de Hopf. Un k−module M est un module de Hopf à droite s’il est
simultanément :

• un H−module à droite ;
• un H−comodule à droite ;
tel que :

ϕM(mh) = m0h1 ⊗m1h2, ∀m ∈M,h ∈ H.
C’est-à-dire :

(mh)0 ⊗ (mh)1 = m0h1 ⊗m1h2.

On note MH
H la catégorie des modules de Hopf à droite. Les objets sont les modules de

Hopf à droite et les morphismes sont les morphismes de modules de Hopf ; c’est à dire
les morphismes qui sont simultanément des morphismes de H−modules à droite et des
morphismes de H−comodules à droite.
On définit de façon analogue :
• HMH la catégorie des modules de Hopf à gauche à droite ;

• HMH la catégorie des modules Hopf à droite à gauche ;

• et H
HM la catégorie des modules de Hopf à gauche.

2.1.3 Produit tensoriel de H−modules et Produit tensoriel de
H−comodules

Proposition 2.1.1 (H−module)

Soit H une algèbre de Hopf. Soient M et N deux H−modules à gauche, alors M ⊗N est
un H−module à gauche :
h(m⊗ n) = (h1m)⊗ (h2n) où ∆H(h) = h1 ⊗ h2 ∈ H ⊗H.
De même si M et N sont deux H−modules à droite, alors M ⊗N est un H−module à
droite :
(m⊗ n)h = (mh2)⊗ (nh1).

Preuve
• Montrons que M ⊗N est un H−module à gauche.
A -t-on (hh′)(m⊗ n) = h(h′(m⊗ n)) et 1H(m⊗ n) = m⊗ n , ∀h, h′ ∈ H,m ∈M,n ∈ N.

i) On a : (hh′)(m⊗ n) = (hh′)1(m⊗ (hh′)2n
= (h1h

′
1)m⊗ (h2h

′
2)n

= (h1(h
′
1m))⊗ (h2(h

′
2n)) , car M et N des sont H−modules

= h((h′1m)⊗ ((h′2n))
(hh′)(m⊗ n) = h(h′(m⊗ n)).

ii) On sait aussi que : ∆H(1H) = 1H ⊗ 1H , (1H1 = 1H , 1H2 = 1H .)
Il vient : 1H(m⊗ n) = (1H1m)⊗ 1H2n = 1Hm⊗ 1Hn = m⊗ n

17
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Cette action de H sur M ⊗N s’appelle l’action diagonale.

• De la même manière, nous montrons que M ⊗N est un H−module à droite :
(m⊗ n)h = (mh2)⊗ (nh1).
On obtient alors :

(m⊗ n)(h′h) = ((m⊗ n)h′)h

et
(m⊗ n)1H = (m1H2)⊗ (n1H1) = (m1H)⊗ (n1H) = m⊗ n.

�

Proposition 2.1.2 (H−comodule)

Soit H une algèbre de Hopf. Soient M et N deux H−comodules à droite, alors M ⊗N est
un H−comodule à droite :
ρM⊗N(m⊗ n) = m0 ⊗ n0 ⊗m1n1 où ρM(m) = m0 ⊗m0 , ρN(n) = n0 ⊗ n1.

En utilisant Sweedler, on a : ρM⊗N (m⊗n) = (m⊗n)0⊗(m⊗n)1. Donc (m⊗n)0 = m0⊗n0

et (m⊗ n)1 = m1n1.
De même si M et N deux H−comodules à gauche, alors M ⊗N est un H−comodule à
gauche :

M⊗Nρ(m⊗ n) = m−1n−1 ⊗m0 ⊗ n0.

Preuve
• Montrons que M ⊗N est un H−comodule à droite.

i) A-t-on ρM⊗N((m⊗ n)0)⊗ (m⊗ n)1 = (m⊗ n)0 ⊗∆H((m⊗ n)1) ?
ie A-t-on ρM⊗N(m0 ⊗ n0)⊗ (m1n1) = (m0 ⊗ n0)⊗∆H(m1n1) ?
On a : ρM⊗N(m0 ⊗ n0)⊗ (m1n1) = m00 ⊗ n00 ⊗ (m01n01)⊗ (m1n1)

= (m0 ⊗ n0 ⊗ (m11n11)⊗ (m12n12)
= (m0 ⊗ n0)⊗ [(m11 ⊗ (m12)(n11 ⊗ n12)]
= (m0 ⊗ n0)⊗ [∆H(m1)∆H(n1)]

ρM⊗N(m0 ⊗ n0)⊗ (m1n1) = (m0 ⊗ n0)⊗∆H(m1n1).

ii) A-t-on aussi (m⊗ n)0εH((m⊗ n)1) = m⊗ n?
ie A-t-on (m0 ⊗ n0)εH((m1n1) = m⊗ n?
On a : (m0 ⊗ n0)εH(m1n1) = (m0 ⊗ n0)εH(m1)εH(n1)

= (m0εH(m1))⊗ (n0εH(n1))
(m0 ⊗ n0)εH(m1n1) = m⊗ n.

• De la même manière, nous montrons que M ⊗N est un H−comodule à gauche.
On obtient :

m−1n−1 ⊗ M⊗Nρ(m0 ⊗ n0) = ∆H(m−1n−1)⊗m0 ⊗ n0

(m⊗ n)0εH((m⊗ n)1) = m⊗ n.

�
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2.2 La transformation des modules de Yetter-Drinfeld

2.2.1 Modules de Yetter-Drinfeld

Définition 2.2.1 (Module de Yetter-Drinfeld)

Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective S et M un H−module à droite et un
H−comodule à gauche. On dit que M est un module de Yetter-Drinfeld droite gauche si :

(mh)−1 ⊗ (mh)0 = S−1(h3)m−1h1 ⊗m0h2 ∀m ∈M , h ∈ H. (2.1)

Définition 2.2.2

On note HY DH la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld droite gauche. Les objets
sont les modules de Yetter-Drinfeld droite gauche et les morphismes sont des applications
simultanément H−linéaires et H−colinéaires.

Remarque 2.2.1

On peut aussi définir un module de Yetter-Drinfeld

• droite droite : M est un H−module à droite et un H−comodule à droite satisfaisant
la condition

(mh)0 ⊗ (mh)1 = m0h2 ⊗ S(h1)m1h3, ∀m ∈M,h ∈ H, (2.2)

• gauche gauche : M est un H−module à gauche et un H−comodule à gauche satis-
faisant la condition

(hm)−1 ⊗ (hm)0 = h1m−1S(h3)⊗ h2m0, ∀m ∈M,h ∈ H, (2.3)

• gauche droite : M est un H−module à gauche et un H−comodule à droite satisfaisant
la condition

(hm)0 ⊗ (hm)1 = h2m0 ⊗ h3m1S
−1(h1), ∀m ∈M,h ∈ H. (2.4)

On obtient ainsi les catégories suivantes :

• la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld droite droite notée Y DH
H ;

• la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld gauche gauche notée H
HY D ;

• et la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld gauche droite notée HY D
H .

2.2.2 Modules anti-Yetter-Drinfeld

Définition 2.2.3 (Module anti-Yetter-Drinfeld)

Soient H une algèbre de Hopf d’antipode bijective S et M un module à droite et un
comodule à gauche sur H. On dit que M est un module anti-Yetter-Drinfeld droite gauche
si l’action et la coaction sont compatibles :

Mρ(mh) = (mh)−1 ⊗ (mh)0 = S(h3)m−1h1 ⊗m0h2 ∀m ∈M , h ∈ H. (2.5)
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On a remplacé S par son inverse dans (2.1).

Définition 2.2.4

On note anti−H Y DH la catégorie des modules anti-Yetter-Drinfeld droite gauche. Les
objets sont des modules anti-Yetter-Drinfeld et les morphismes sont des applications
simultanément H−linéaires et H−colinéaires.
On définit de façon similaire les modules anti-Yetter-Drinfeld droite droite, gauche gauche
et gauche droite.

Théorème 2.2.1 (lemme 2.3)

Soient N un module de Yetter-Drinfeld et M un module anti-Yetter-Drinfeld. Alors :
i) N ⊗M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche gauche via l’action

h(n⊗m) = h1n⊗ h2m
et la coaction

N⊗Mρ(n⊗m) = n−1m−1 ⊗ n0 ⊗m0,

ii) N ⊗M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche droite via l’action
h(n⊗m) = h2n⊗ h1m

et la coaction
ρN⊗M(n⊗m) = n0 ⊗m0 ⊗ n1m1,

iii) M ⊗N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite gauche via l’action
(m⊗ n)h = mh2 ⊗ nh1

et la coaction

M⊗Nρ(m⊗ n) = m−1n−1 ⊗m0 ⊗ n0,

iv) M ⊗N est un module anti-Yetter-Drinfeld droite droite via l’action
(m⊗ n)h = mh1 ⊗ nh2

et la coaction
ρM⊗N(m⊗ n) = m0 ⊗ n0 ⊗m1n1.

Preuve :

i) • On sait que N ⊗M est un :

a) H−module à gauche d’après la proposition 1.3.1
b) H−comodule à gauche d’après la proposition 1.3.2.
• Maintenant vérifions la compatibilité.
A-t-on N⊗Mρ(h(n⊗m)) = h1(n⊗m)−1S

−1(h3)⊗ h2(n⊗m)0?
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On a : N⊗Mρ(h(n⊗m)) = N⊗Mρ(h1n⊗ h2m))
= (h1n)−1(h2m)−1 ⊗ (h1n)0 ⊗ (h2m)0
= h11n−1S(h13)(h21m)−1S

−1(h23)⊗ (h12n)0 ⊗ (h22m0)
= h1n−1S(h3)h4m−1S

−1(h6)⊗ h2n0 ⊗ h5m0

= h1n−1S(h31)h32m−1S
−1(h5)⊗ h2n0 ⊗ h4m0

= h1n−1ε(h3)m−1S
−1(h5)⊗ h2n0 ⊗ h4m0

= h1n−1m−1S
−1(h5)⊗ h2n0 ⊗ ε(h3)h4m0

= h1n−1m−1S
−1(h4)⊗ h2n0 ⊗ h3m0

= h1n−1m−1S
−1(h3)⊗ h21n0 ⊗ h22m0

= h1(n⊗m)−1S
−1(h3)⊗ h2(n⊗m)0.

ii) Il est facile de montrer queN⊗M est unH−module à gauche. C’est unH−comodule
à droite (Proposition 1.3.2).
A-t-on ρN⊗M(h(n⊗m)) = h2(n⊗m)0 ⊗ h3(n⊗m)1S(h1)?

On a : ρN⊗M(h(n⊗m)) = ρN⊗M(h2n⊗ h1m)
= (h2n)0 ⊗ (h1m)0 ⊗ (h2n)1(h1m)1
= h22n0 ⊗ h12m0 ⊗ h23n1S

−1(h21)h13m1S(h11)
= h5n0 ⊗ h2m0 ⊗ h6n1S

−1(h4)h3m1S(h1)
= h4n0 ⊗ h2m0 ⊗ h5n1S

−1(h32)h31m1S(h1)
= h4n0 ⊗ h2m0 ⊗ h5n1ε(h3)m1S(h1)
= ε(h3)h4n0 ⊗ h2m0 ⊗ h5n1m1S(h1)
= h3n0 ⊗ h2m0 ⊗ h4n1m1S(h1)
= h22n0 ⊗ h21m0 ⊗ h3n1m1S(h1)
= h2(n⊗m)0 ⊗ h3(n⊗m)1S(h1).

iii) Il est facile de montrer que M ⊗N est un H−module à gauche et un H−comodule
à droite (Proposition 1.3.2).
A-t-on M⊗Nρ((m⊗ n)h) = S(h3)(m⊗ n)−1h1 ⊗ (m⊗ n)0h2?

On a : M⊗Nρ((m⊗ n)h) = M⊗Nρ(mh2 ⊗ nh1)
= (mh2)−1(nh1)−1 ⊗ (mh2)0 ⊗ (nh1)0
= S(h23)m−1h21S

−1(h13)n−1h11 ⊗m0h22 ⊗ n0h12
= S(h6)m−1h4S

−1(h3)n−1h1 ⊗m0h5 ⊗ n0h2
= S(h5)m−1h32S

−1(h31)n−1h1 ⊗m0h4 ⊗ n0h2
= S(h5)m−1ε(h3)n−1h1 ⊗m0h4 ⊗ n0h2
= S(h5)m−1n−1h1 ⊗m0ε(h3)h4 ⊗ n0h2
= S(h4)m−1n−1h1 ⊗m0h3 ⊗ n0h2
= S(h3)m−1n−1h1 ⊗m0h22 ⊗ n0h21
= S(h3)(m⊗ n)−1h1 ⊗ (m⊗ n)0h2.

iv) Il est facile de montrer que M⊗N est un H−module à droite. C’est un H−comodule
à droite (Proposition 1.3.2).
A-t-on ρM⊗N((m⊗ n)h) = (m⊗ n)0h2 ⊗ S(h1)(m⊗ n)1h3?
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On a : ρM⊗N((m⊗ n)h) = ρM⊗N(mh1 ⊗ nh2)
= (mh1)0 ⊗ (nh2)0 ⊗ (mh1)1(nh2)1
= m0h12 ⊗ n0h22 ⊗ S(h11)m1h13S

−1(h21)n1h23
= m0h2 ⊗ n0h5 ⊗ S(h1)m1h3S

−1(h4)n1h6
= m0h2 ⊗ n0h4 ⊗ S(h1)m1h31S(h32)n1h5
= m0h2 ⊗ n0h4 ⊗ S(h1)m1ε(h3)n1h5
= m0h2 ⊗ n0ε(h3)h4 ⊗ S(h1)m1n1h5
= m0h2 ⊗ n0h3 ⊗ S(h1)m1n1h4
= m0h21 ⊗ n0h22 ⊗ S(h1)m1n1h3
= (m⊗ n)0h2 ⊗ S(h1)(m⊗ n)1h3.

�

Définition 2.2.5 (Stabilité)

Soit M un module anti-Yetter-Drinfeld. M est stable si λM ◦ ρM = idM et λM ◦M ρ = idM
(où λM , ρM et Mρ désignent respectivement l’action, la coaction à droite et la coaction à
gauche de H sur M), c’est-à-dire :

• Pour l’action à droite et la coaction à gauche, la stabilité du module anti-Yetter-
Drinfeld se traduit par m0m−1 = m.

De même, nous avons :

• m0m1 = m pour l’action à droite et la coaction à droite,

• m−1m0 = m pour l’action à gauche et la coaction à gauche,

• m1m0 = m pour l’action à gauche et la coaction à droite.

Définition 2.2.6 (Paire modulaire) [1]

Soient H une algèbre de Hopf et k un corps. Soit δ : H −→ k un morphisme d’algèbres
et σ ∈ H un élément de type-groupe tel que δ(σ) = 1. Alors (δ, σ) est appelé une paire
modulaire.

Le caractère δ donne naissance à une antipode δ-tordue S̃=Sδ : H −→ H définie par :

S̃(h) = δ(h1)S(h2) ∀ h ∈ H. (2.6)

S̃ est un antimorphisme d’algèbres :

S̃(hh′) = S̃(h′)S̃(h) et S̃(1) = 1 ∀ h1, h2 ∈ H,

et un antimorphisme de coalgèbres tordu :

∆(S̃(h)) = S(h2)⊗ S̃(h1) ∀ h ∈ H.

De plus S̃ satisfait les identités suivantes :

ε ◦ S̃ = δ et δ ◦ S̃ = ε.
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En effet on a :

• (ε ◦ S̃)(h) = ε(S̃(h))
= ε(δ(h1)S(h2))
= δ(h1)ε(S(h2))
= δ(h1)ε(h2)
= δ(h1ε(h2))
= δ(h).

• On a : (δ ◦ S̃)(h) = δ(S̃(h))
= δ(δ(h1)S(h2))
= δ(h1)δ(S(h2))
= δ(h1S(h2))
= δ(ε(h)1H)
= δ(1H)ε(h)
= 1kε(h)
= ε(h).

Définition 2.2.7 (Paire modulaire en involution) [1]

Une paire modulaire (δ, σ) est dite en involution si :

S̃2(h) = σhσ−1.

Théorème 2.2.2 (lemme 2.2)

Considérons le corps k comme un H-module à droite via un caractère δ et comme un
H-comodule à gauche via un élément de type-groupe σ. Alors k = σkδ est un module
anti-Yetter-Drinfeld stable si et seulement si (δ, σ) est une paire modulaire en involution.

Preuve :
k est un H-module à droite via δ : H −→ k si :

∀ h ∈ H, x ∈ k; x.h = xδ(h).

k est un H-comodule à gauche via l’élément de type-groupe σ si :

kρ : k −→ H ⊗ k
x 7−→ x−1 ⊗ x0 = σ ⊗ x.

i) Supposons que (δ, σ) est une paire modulaire en involution et montrons que k est un
module anti-Yetter-Drinfeld stable.
On a :

∀x ∈ k, x0x−1 = xσ = xδ(σ) = x1 = x ; d’où la stabilité.

ii) Supposons que k est un module anti-Yetter-Drinfeld stable et montrons que (δ, σ) est
une paire modulaire en involution.
On a : k est un module anti-Yetter-Drinfeld stable alors ρ(x.h) = S(h3)σh1 ⊗ x.h2.
Or ρ(x.h) = ρ(xδ(h)) = σ ⊗ xδ(h).
Il vient :
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σ ⊗ xδ(h) = S(h3)σh1 ⊗ x.h2.

σx⊗ δ(h) = δ(h2)S(h3)σh1 ⊗ x

x⊗ δ(h) = S̃(h2)σh1 ⊗ x

x⊗ δ(h) = S̃(h2)σxh1

x⊗ δ(h) = S̃(h2)xh1

pour x = 1k et h = σ, légalité ci-dessus devient :

1k ⊗ δ(σ) = S̃(σ)1kσ

δ(σ) = σ−1σ

δ(σ) = 1.

�

Si l’antipode est égale à son inverse, alors la différence entre les conditions de Yetter-
Drinfeld et de anti-Yetter-Drinfeld disparait.
Lorsque l’algèbre de Hopf est un anneau de groupe kG où G est un groupe, un H-comodule
à gauche est simplement un espace vectoriel gradué M =

⊕
g∈GMg où la coaction est

définie par Mg 3 m 7−→ g ⊗m.
Une action de G sur M définit un module anti-Yetter-Drinfeld si et seulement si pour tout
g, h ∈ G et m ∈Mg, on a hm ∈Mhgh−1 .
La condition de stabilité signifie que gm = m pour tout g ∈ G, m ∈Mg.
Le théorème suivant donne l’exemple d’un module anti-Yetter-Drinfeld stable.

Théorème 2.2.3 (lemme 2.4)

Soit M une algèbre et un H-comodule à gauche. Supposons que π : H −→ M est un
épimorphisme d’algèbre et l’action hm = π(h)m fait de M un module anti-Yetter-Drinfeld.
Supposons également que π(1−1)10 = 1.
Alors M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche gauche stable.

Preuve :
Comme M est déjà un module anti-Yetter-Drinfeld, on a :

Mρ(hm)= Mρ(π(h)m)=h1m−1S
−1(h3)⊗ h2m0.

Pour la stabilité de M , on a :
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π(m−1)m0 = π((m⊗ 1)−1)(m⊗ 1)0
= π(m−1 ⊗ 1−1)(m0 ⊗ 10)
= π(m−1)⊗ π(1−1)(m0 ⊗ 10)
= π(m−1)m0 ⊗ π(1−1)10

= m−1m0 ⊗ 1
= m−1m0

= m.

Ce qui prouve que M est stable.

�
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Chapitre 3

Les extensions de Hopf-Galois,
l’action opposée de
Miyashita-Ulbrich et l’algèbre de
comodule du double de Drinfeld

Une autre source d’exemples est fournie par la théorie de Hopf-Galois. Ces exemples
sont purement quantiques dans le sens où les actions employées sont automatiquement
triviales pour les algèbres commutatives. Pour fixer la notion et la terminologie, rappelons
qu’une algèbre A qui est un H−comodule est appelée une algèbre de H− comodule si la
coaction est un homomorphisme d’algèbres ; c’est à dire

(aa′)0 ⊗ (aa′)1 = a0a
′
0 ⊗ a1a′1.

3.1 Les extensions de Hopf-Galois et l’action opposée

de Miyashita-Ulbrich

3.1.1 Les extensions de Hopf-Galois

Les extensions galoisiennes de Hopf sont définies en termes de coaction.

Définition 3.1.1

Soit P une algèbre de H−comodule à droite avec la structure d’application ρ : P −→ P⊗kH.
Alors l’extension P coH ⊂ P est H−Galois (ou Hopf-Galois) à droite si l’application
β : P ⊗P coH P −→ P ⊗k H.

p⊗ p′ 7−→ (p⊗ 1)ρ(p′) = pp′0 ⊗ p′1
est bijective. avec ρ(p) = p0 ⊗ p1

L’hypothèse de bijectivité nous permet de définir l’application translation
T : H −→ P ⊗B P .

h 7−→ β−1(1⊗ h) = h[1] ⊗B h[2].

3.1.2 L’action opposée de Miyashita-Ulbrich

L’action de Miyashita-Ulbrich est une action d’une algèbre de Hopf H sur le centraliseur
BP associé à une extension H− Galois.
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Lemme 3.1.1

Sur un corps k, le centraliseur

BP = ZB(P ) := {p ∈ P | bp = pb, b ∈ B} (3.1)

de B dans P est un sous-comodule de P .

Preuve :
Soit p ∈ ZB(P ). Donc pb = bp ∀ b ∈ B.
A-t-on ρP (p) ∈ ZB(P )⊗H?
On a :

ρP (p) = p0 ⊗ p1 et ρP (b) = b⊗ 1
ρP (pb) = p0b0 ⊗ p1b1 = p0b⊗ p1 et ρP (bp) = b0p0 ⊗ b1p1 = bp0 ⊗ p1.

Comme bp = pb, on a ρP (pb) = ρP (pb); donc p0b⊗ p1 = bp0 ⊗ p1.
On en déduit que (p0b− bp0)⊗ p1 = 0.
En supposant que les p1 sont linéairement indépendants, on en déduit que les p0b− bp0
sont nuls, c’est à dire p0b = bp0 pour tous les p0. Donc les p0 appartiennent à ZB(P ).
Ainsi ρP (p) ∈ ZB(P )⊗H ; et par conséquent ρP (ZB(P )) ⊆ ZB(P )⊗H.

�

Définition 3.1.2

La H-action à droite sur ZB(P ) et définie par la formule

ph = h[1]ph[2] (3.2)

est appelée action de Miyashita-Ulbrich.

Cette H−action et la H−coaction satisfont la condition de compatibilité de Yetter-Drinfeld.
Munie de l’action (3.2), ZB(P ) est un module de Yetter-Drinfeld droite droite.

La proposition suivante modifie l’action de Miyashita-Ulbrich de manière à obtenir des
modules anti-Yetter-Drinfeld stables.

Proposition 3.1.1 Soit B ⊆ P une H−extension de Hopf-Galois telle que B est centrale
dans P. Alors P est un module anti-Yetter-Drinfeld stable droite droite via l’action

ph = (S−1(h))[2]p(S
−1(h))[1] (3.3)

et la coaction à droite sur P :
ρP (p) = p⊗ 1. (3.4)

Exemples
Les exemples les plus simples sont obtenus pour P = H. Une classe plus large est donnée
par les objets de Galois voir[9].
Pour les algèbres de Hopf de dimension finie, les modules de Yetter-Drinfeld sont des
modules sur le double de Drinfeld (que nous définirons ci-dessous). De la même manière,
les modules anti-Yetter-Drinfeld peuvent également être vues comme des modules sur une
certaine algèbre.
A cette fin, la structure de comodule d’un module anti-Yetter-Drinfeld doit être convertie
en une structure de module sur le dual linéaire H∗ de l’algèbre de Hopf.
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3.2 L’algèbre de comodule sur le Double de Drinfeld

3.2.1 Le Double de Drinfeld

Définition 3.2.1

Soit H une algèbre de Hopf de dimension finie. On appelle double de Drinfeld la coalgèbre
diagonale notée D(H) := (H∗)cop ⊗H où (H∗)cop est la co-opposée de l’algèbre duale H∗

de H.
Munie du produit

(ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′) = ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ h2h′, (3.5)

D(H) est une algèbre de Hopf.

Les modules de Yetter-Drinfeld sont aussi des D(H)−modules.

Définition 3.2.2

Soit H = (H,µ, τ,∆, ε, S) une algèbre de Hopf de dimension finie avec une antipode
inversible. Soient {hi}i∈I une base finie de H et {h∗i }i∈I sa base duale. Un module sur le
double de Drinfeld D(H) est un espace vectoriel M avec une structure de H−module à
gauche ainsi qu’une structure de H∗−module à gauche telle que pour tout h ∈ H, ϕ ∈ H∗
et m ∈M , on a :

h(ϕm) = ϕ(S−1(h3)h1)(h2m). (3.6)

3.2.2 L’algèbre de comodule sur le Double de Drinfeld

Proposition 3.2.1 (4.1)

Soit H une algèbre de Hopf de dimension finie. La formule

(ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′) = ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ h2h′ (3.7)

transforme l’espace vectoriel A(H) := H∗ ⊗H en une algèbre associative d’unité ε⊗ 1.
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Preuve :
Considérons les applications suivantes :

mA(H) : A(H)⊗ A(H) −→ A(H)
(ϕ⊗ h)⊗ (ϕ′ ⊗ h′) 7−→ (ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′),∀ϕ, ϕ′ ∈ A(H)

et µA(H) : k −→ A(H)
λ 7−→ λ(εH ⊗ 1H),∀λ ∈ k.

a) Montrons que : mA(H) ◦ (mA(H) ⊗ idA(H)) = mA(H) ◦ (idA(H) ⊗mA(H)).

Soient ϕ, ϕ′, ϕ′′ ∈ H∗ et h, h′, h′′ ∈ H.
On a :

α = mA(H) ◦ (mA(H) ⊗ idA(H))(((ϕ⊗ h)⊗ (ϕ′ ⊗ h′))⊗ (ϕ′′ ⊗ h′′))
= ((ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′))(ϕ′′ ⊗ h′′)
= (ϕ′1(S

−1(h3))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ h2h′)(ϕ′′ ⊗ h′′)

= (g ⊗ t)(ϕ′′ ⊗ h′′) avec g = ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 et t = h2h

′

= ϕ′′1(S−1(t3))ϕ
′′
3(S2(t1))gϕ

′′
2 ⊗ t2h′′

= ϕ′′1(S−1((h2h
′)3))ϕ

′′
3(S2((h2h

′)1))ϕ
′
1(S

−1(h3))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
2 ⊗ (h2h

′)2h
′′

= ϕ′′1(S−1(h23h
′
3))ϕ

′′
3(S2(h21h

′
1))ϕ

′
1(S

−1(h3))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
2 ⊗ h22h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h4h
′
3))ϕ

′′
3(S2(h2h

′
1))ϕ

′
1(S

−1(h5))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
2 ⊗ h3h′2h′′

β = mA(H) ◦ (idA(H) ⊗mA(H))((ϕ⊗ h)⊗ ((ϕ′ ⊗ h′)⊗ (ϕ′′ ⊗ h′′)))
= (ϕ⊗ h)((ϕ′ ⊗ h′)(ϕ′′ ⊗ h′′))
= (ϕ⊗ h)[ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ

′′
3(S2(h′1))ϕ

′ϕ′′2 ⊗ h′2h′′]
= (ϕ⊗ h)(g′ ⊗ t′) avec g′ = ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ

′′
3(S2(h′1))ϕ

′ϕ′′2 et t′ = h′2h
′′

= g′1(S
−1(h3))g

′
3(S

2(h1))ϕg
′
2 ⊗ h2t′

= (ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ
′′
3(S2(h′1))ϕ

′ϕ′′2)1(S
−1(h3))(ϕ

′′
1(S−1(h′3))ϕ

′′
3(S2(h′1))ϕ

′ϕ′′2)3(S
2(h1))×

ϕ(ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ
′′
3(S2(h′1))ϕ

′ϕ′′2)2 ⊗ h2h′2h′′
= (ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ

′′
3(S2(h′1))ϕ

′
1ϕ
′′
21)(S

−1(h3))(ϕ
′
3ϕ
′′
23)(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
22 ⊗ h2h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ
′′
3(S2(h′1))ϕ

′
1(S

−1(h3)1)ϕ
′′
21(S

−1(h3)2)ϕ
′
3(S

2(h1)1)ϕ
′′
23(S

2(h1)2)ϕϕ
′
2ϕ
′′
22 ⊗ h2h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ
′′
3(S2(h′1))ϕ

′
1(S

−1(h32))ϕ
′′
21(S

−1(h31))ϕ
′
3(S

2(h11))ϕ
′′
23(S

2(h12))ϕϕ
′
2ϕ
′′
22 ⊗ h2h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ
′′
3(S2(h′1))ϕ

′
1(S

−1(h5))ϕ
′′
21(S

−1(h4))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕ
′′
23(S

2(h2))ϕϕ
′
2ϕ
′′
22 ⊗ h3h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h′3))ϕ
′′
21(S

−1(h4))ϕ
′′
23(S

2(h2))ϕ
′′
3(S2(h′1))ϕ

′
1(S

−1(h5))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
22 ⊗ h3h′2h′′

= ϕ′′11(S
−1(h′3))ϕ

′′
12(S

−1(h4))ϕ
′′
31(S

2(h2))ϕ
′′
32(S

2(h′1))ϕ
′
1(S

−1(h5))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
2 ⊗ h3h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h′3)S
−1(h4))ϕ

′′
3(S2(h2)S

2(h′1))ϕ
′
1(S

−1(h5))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
2 ⊗ h3h′2h′′

= ϕ′′1(S−1(h4h
′
3))ϕ

′′
3(S2(h2h

′
1))ϕ

′
1(S

−1(h5))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2ϕ
′′
2 ⊗ h3h′2h′′

On a bien α = β d’où mA(H) ◦ (mA(H) ⊗ idA(H)) = mA(H) ◦ (idA(H) ⊗mA(H)).
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b) Montrons aussi que : mA(H) ◦ (idA(H) ⊗ µA(H)) = idA(H) = mA(H) ◦ (µA(H) ⊗ idA(H)).
Soient ϕ ∈ H∗ et h ∈ H.
On a :
[mA(H) ◦ (idA(H) ⊗ µA(H))](ϕ⊗ h⊗ 1k) = mA(H)[(idA(H)(ϕ⊗ h)⊗ µA(H)(1k))]

= mA(H)[(ϕ⊗ h)⊗ (εH ⊗ 1H)]
= (ϕ⊗ h)(εH ⊗ (1H))
= ϕεH ⊗ h1H
= ϕ⊗ h
= idA(H)(ϕ⊗ h)

[mA(H) ◦ (µA(H) ⊗ idA(H))](1k ⊗ (ϕ⊗ h)) = mA(H)[(µA(H)(1k)⊗ idA(H)(ϕ⊗ h))]
= mA(H)((εH ⊗ 1H)⊗ (ϕ⊗ h))
= (εH ⊗ 1H)(ϕ⊗ h))
= εHϕ⊗ 1Hh
= ϕ⊗ h
= idA(H)(ϕ⊗ h).

On a bien mA(H) ◦ (idA(H) ⊗ µA(H)) = idA(H) = mA(H) ◦ (µA(H) ⊗ idA(H)).

�

Pour relier les A(H)−modules aux modules anti-Yetter-Drinfeld, rappelons d’abord le
lemme suivant :

Lemme 3.2.1

Tout H−comodule à droite M devient un H∗−module à gauche via ϕm := ϕ(m1)m0.
Inversement tout H∗−module à gauche devient un H−comodule à droite via ρM(m) =
Σn
i=1h

∗
im⊗ hi où {h1, ...., hn} est une base de H et {h∗1, ...., h∗n} est sa base duale.

Preuve :
a) Soit M un H−comodule à droite. Montrons que M est un H∗−module à gauche via
ϕm := ϕ(m1)m0.
Soient ϕ, ϕ′ ∈ H∗ et m ∈M . A-t-on (ϕϕ′).m = ϕ.(ϕ′.m) ?
On a :

ϕ.(ϕ′.m) = ϕ.(ϕ′(m1)m0)
= ϕ′(m1)(ϕ.m0)
= ϕ′(m1)(ϕ(m01).m00

= ϕ′(m2)(ϕ(m1).m0

= ϕϕ′(m1).m0

= (ϕϕ′).m.
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b) Supposons maintenant que M est un H∗−module à gauche, montrons que M est un
H−comodule à droite via ρM(m) = Σn

i=1h
∗
im⊗ hi.

Soit m ∈M . A-t-on (idM ⊗∆) ◦ ρM(m) = (ρM ⊗ idM) ◦ ρM(m) ?
On a :

(ρM ⊗ idM) ◦ ρM(m) = (ρM ⊗ idM)(Σn
i=1h

∗
im⊗ hi)

= ρM(Σn
i=1h

∗
im)⊗ hi

= Σn
i,j=1h

∗
ijm⊗ hij ⊗ hi

= Σn
j=1h

∗
jm⊗∆(hj).

D’autre part, on a :

(idM ⊗∆) ◦ ρM(m) = (idM ⊗∆)(Σn
i=1h

∗
im⊗ hi)

= Σn
i=1h

∗
im⊗∆(hi).

Pour i = j, on a : (idM ⊗∆) ◦ ρM(m) = (ρM ⊗ idM) ◦ ρM(m).

�

Il faut noter que cette structure comodulaire ne dépend pas du choix de la base.
En utilisant ce concept, nous obtenons la connexion suivante entre les A(H)−modules et
les modules anti-Yetter-Drinfeld à travers la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 (4.2)

Soit H une algèbre de Hopf de dimension finie.
Si M est un module anti-Yetter-Drinfeld gauche droite, il devient un A(H)−module à
gauche par :

(ϕ⊗ h)m := ϕ((hm)1)(hm)0.

Réciproquement, si M est un A(H)−module à gauche, il devient un module anti-Yetter-
Drinfeld gauche droite par :

hm := (ε⊗ h)m et ρM(m) = Σn
i=1(h

∗
i ⊗ 1)m⊗ hi

où {h1, ...., hn} est une base de H et {h∗1, ...., h∗n} sa base duale.

Preuve :
a) Supposons que M ∈ anti−H Y DH et montrons que M est un A(H)-module à gauche.
Soient ϕ, ϕ′ ∈ H∗, h, h ∈ H et m ∈M . A-t-on ((ϕ⊗h)(ϕ′⊗h′))m = (ϕ⊗h)((ϕ′⊗h′)m) ?
On a :

(ϕ⊗ h)((ϕ′ ⊗ h′)m) = (ϕ⊗ h)(ϕ′((h′m)1)(h
′m)0)

= (ϕ⊗ h)(ϕ′(h′3m1S(h′1))h
′
2m0)

= ϕ′(h′3m1S(h′1))(ϕ⊗ h)(h′2m0)
= ϕ′(h′3m1S(h′1))ϕ((h(h′2m0))1)((h(h′2m0))0)
= ϕ′(h′3m1S(h′1))ϕ((hh′2)m0))1)((hh

′
2)m0))0)

= ϕ′(h′3m1S(h′1))ϕ((hh′2)3m01S((hh′2)1))((hh
′
2)2m00)

= ϕ′(h′3m1S(h′1))ϕ(h3h
′
23m01S(h1h

′
21))(h2h

′
22m00)

= ϕ′(h′5m2S(h′1))ϕ(h3h
′
4m1S(h1h

′
2))(h2h

′
3m0). (∗)
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D’autre part

((ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′))m
= ϕ′1(S

−1(h3)ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ h2h′)m

= ϕ′1(S
−1(h3)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2(((h2h

′)m)1)(((h2h
′)m)0)

= ϕ′1(S
−1(h3)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2(h23h

′
3m1S(h21h

′
1))(h22h

′
2m0)

= ϕ′1(S
−1(h5)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2(h4h

′
3m1S(h2h

′
1))(h3h

′
2m0)

= ϕ′1(S
−1(h5)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕ(h41h
′
31m11S(h2h

′
1)1)ϕ

′
2(h42h

′
32m12S(h2h

′
1)2)(h3h

′
2m0)

= ϕ′1(S
−1(h5)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕ(h41h
′
31m11S(h22h

′
12))ϕ

′
2(h42h

′
32m12S(h21h

′
11))(h3h

′
2m0)

= ϕ′1(S
−1(h5)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕ(h41h
′
4m1S(h22h

′
2))ϕ

′
2(h42h

′
5m2S(h21h

′
1))(h3h

′
3m0)

= ϕ′1(S
−1(h7)ϕ

′
3(S

2(h1))ϕ(h5h
′
4m1S(h3h

′
2))ϕ

′
2(h6h

′
5m2S(h2h

′
1))(h4h

′
3m0)

= ϕ′1(S
−1(h7)ϕ

′
2(h6h

′
5m2S(h′1)S(h2))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕ(h5h
′
4m1S(h3h

′
2))(h4h

′
3m0)

= ϕ′(S−1(h7)h6h
′
5m2S(h′1)S(h2)(S

2(h1))ϕ(h5h
′
4m1S(h3h

′
2))(h4h

′
3m0)

= ϕ′(ε(h51Hh
′
5m2S(h′1)S(h12)S(S(h11))ϕ(h4h

′
4m1S(h2h

′
2))(h3h

′
3m0)

= ϕ′(h′5m2S(h′1)S(h1)1S(S(h1)2))ϕ(h4ε(h5)h
′
4m1S(h2h

′
2))(h3h

′
3m0)

= ϕ′(h′5m2S(h′1)ε(S(h1)))ϕ(h4h
′
4m1S(h2h

′
2))(h3h

′
3m0)

= ϕ′(h′5m2S(h′1))ϕ(h4h
′
4m1S(ε(h1)h2h

′
2))(h3h

′
3m0)

= ϕ′(h′5m2S(h′1))ϕ(h3h
′
4m1S(h1h

′
2))(h2h

′
3m0). (∗∗)

Ainsi (∗) et (∗∗) montrent que ((ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′))m = (ϕ⊗ h)((ϕ′ ⊗ h′)m)

b) Supposons maintenant que M est un A(H)−module à gauche et montrons que M ∈
anti−H Y DH .
Pour cela, il suffit de montrer que :
i) M est un H−module à gauche.
Soit m ∈M . A-t-on h(h′m) = (hh′)m ?
On a :

h(h′m) = h((ε⊗ h′)m)
= (ε⊗ h)((ε⊗ h′)m)
= ((ε⊗ h)(ε⊗ h′))m car M ∈ A(H)M
= (ε1(S

−1(h3))ε3(S
2(h1))εε2 ⊗ h2h′)m

= (ε(S−1(h3))ε(S
2(h1))εε⊗ h2h′)m

= (ε(h3)ε(h1)ε⊗ h2h′)m
= (ε⊗ ε(h1)h2ε(h3)h′)m
= (ε⊗ ε(h1)h2h′)m
= (ε⊗ hh′)m
= (ε⊗ (hh′))m
= (hh′)m.

Ce qui prouve que M est un H−module à gauche.
ii) M est un H−comodule à droite via ρM(m) = Σn

i=1(h
∗
i ⊗ 1)m⊗ hi.

Soit m ∈M . A-t-on (idM ⊗∆) ◦ ρM(m) = (ρM ⊗ idM) ◦ ρM(m) ?
On a :

(ρM ⊗ idM) ◦ ρM(m) = (ρM ⊗ idM)(Σn
i=1(h

∗
i ⊗ 1)m⊗ hi)

= ρM(Σn
i=1(h

∗
i ⊗ 1)m)⊗ hi

= Σn
i,j=1(h

∗
ij ⊗ 1)m⊗ hij ⊗ hi

= Σn
j=1(h

∗
j ⊗ 1)m⊗∆(hj).
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D’autre part, on a :

(idM ⊗∆) ◦ ρM(m) = (idM ⊗∆)(Σn
i=1(h

∗
i ⊗ 1)m⊗ hi)

= Σn
i=1(h

∗
i ⊗ 1)m⊗∆(hi).

Pour i = j, on a : (idM ⊗∆) ◦ ρM(m) = (ρM ⊗ idM) ◦ ρM(m).
Ce qui prouve que M est un H−comodule à droite.

�

D’après le théorème 2.2.1, bien que A(H) ne soit pas une algèbre de Hopf, nous avons la
proposition suivante.

Proposition 3.2.3

Soit l’application :
ρA(H) : A(H) −→ A(H)⊗D(H)

(ϕ⊗ h) 7−→ (ϕ2 ⊗ h1)⊗ (ϕ1 ⊗ h2)
(A(H), ρA(H)) est une algèbre de D(H)−comodule.

Preuve :
On sait que :
a) A(H) est une algèbre.
b) Montrons que : A(H) est un D(H)−comodule à droite.

A-t-on :
i) (idA(H) ⊗∆D(H)) ◦ ρA(H)(ϕ⊗ h) = (ρA(H) ⊗ idD(H)) ◦ ρA(H)(ϕ⊗ h) ?
D’une part on a :

(idA(H) ⊗∆D(H)) ◦ ρA(H)(ϕ⊗ h) = (idA(H) ⊗∆D(H))((ϕ2 ⊗ h1)⊗ (ϕ1 ⊗ h2))
= (ϕ2 ⊗ h1)⊗∆D(H)(ϕ1 ⊗ h2)
= (ϕ2 ⊗ h1)⊗ ((ϕ1 ⊗ h2)1 ⊗ (ϕ1 ⊗ h2)2)
= (ϕ2 ⊗ h1)⊗ (ϕ12 ⊗ h21)⊗ (ϕ11 ⊗ h22)
= (ϕ3 ⊗ h1)⊗ (ϕ2 ⊗ h2)⊗ (ϕ1 ⊗ h3). (∗)

D’autre part on a aussi :

(ρA(H) ⊗ idD(H)) ◦ ρA(H)(ϕ⊗ h) = (ρA(H) ⊗ idD(H))((ϕ2 ⊗ h1)⊗ (ϕ1 ⊗ h2))
= ρA(H)(ϕ2 ⊗ h1)⊗ (ϕ1 ⊗ h2)
= (ϕ2 ⊗ h1)1 ⊗ (ϕ2 ⊗ h1)2 ⊗ (ϕ1 ⊗ h2)
= (ϕ22 ⊗ h11)⊗ (ϕ21 ⊗ h12))⊗ (ϕ1 ⊗ h2)
= (ϕ3 ⊗ h1)⊗ (ϕ2 ⊗ h2)⊗ (ϕ1 ⊗ h3). (∗∗)

Ainsi (∗) et (∗∗) montrent bien que i) est vérifié.
ii) εD(H)((ϕ2 ⊗ h1))(ϕ1 ⊗ h2) = ϕ⊗ h ?

Avec εD(H)(ϕ⊗ h) = εH∗(ϕ)⊗ εH(h) = (ϕ ◦ εH)⊗ εH(h).
On a :

εD(H)((ϕ2 ⊗ h1))(ϕ1 ⊗ h2) = (εH∗(ϕ2)⊗ εH(h1))(ϕ1 ⊗ h2)
= εH∗(ϕ2)ϕ1 ⊗ εH(h1)h2
= ϕ⊗ h.
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i) et ii) montrent que A(H) est une D(H)−comodule à droite.
c) Terminons par la vérification de la compatibilité.
Soient ϕ, ϕ′ ∈ H∗ et h, h′ ∈ H. A-t-on :
ρA(H)((ϕ⊗h)(ϕ′⊗h′)) = ρA(H)(ϕ⊗h)ρA(H)(ϕ

′⊗h′) et ρA(H)(εH ⊗ 1H) = (εH ⊗ 1H)⊗ 1H ?
On a :

ρA(H)((ϕ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′))
= ρA(H)(ϕ

′
1(S

−1(h3))ϕ
′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ h2h′)

= ((ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2)2 ⊗ (h2h

′)1)⊗ ((ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2)1 ⊗ (h2h

′)2)
= ((ϕ′1(S

−1(h3))2ϕ
′
3(S

2(h1))2ϕ2ϕ
′
22 ⊗ (h21h

′
1)⊗ ((ϕ′1(S

−1(h3))1ϕ
′
3(S

2(h1))1ϕ1ϕ
′
21 ⊗ (h22h

′
2)

= ((ϕ′12(S
−1(h3))ϕ

′
32(S

2(h1))ϕ2ϕ
′
22 ⊗ (h21h

′
1)⊗ ((ϕ′11(S

−1(h3))ϕ
′
31(S

2(h1))ϕ1ϕ
′
21 ⊗ (h22h

′
2)

= (ϕ′12(S
−1(h3))ϕ

′
32(S

2(h1))ϕ2ϕ
′
22)(ϕ

′
11(S

−1(h3))ϕ
′
31(S

2(h1))ϕ1ϕ
′
21)⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2)

= ϕ′11(S
−1(h3))ϕ

′
12(S

−1(h3))ϕ
′
31(S

2(h1))ϕ
′
32(S

2(h1))ϕ1ϕ2ϕ
′
21ϕ
′
22 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2)

= ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2). (i)

D’autre part,

ρA(H)(ϕ⊗ h)ρA(H)(ϕ
′ ⊗ h′)

= ((ϕ2 ⊗ h1)⊗ (ϕ1 ⊗ h2))((ϕ′2 ⊗ h′1)⊗ (ϕ′1 ⊗ h′2))
= ((ϕ2 ⊗ h1)(ϕ′2 ⊗ h′1))⊗ ((ϕ1 ⊗ h2)(ϕ′1 ⊗ h′2))
= ((ϕ′21(S

−1(h13))ϕ
′
23(S

2(h11))ϕ2ϕ
′
22 ⊗ (h12h

′
1)⊗ ((ϕ′11(S

−1(h23))ϕ
′
13(S

2(h21))ϕ1ϕ
′
12 ⊗ (h22h

′
2)

= ((ϕ′12(S
−1(h31))ϕ

′
32(S

2(h11))ϕ2ϕ
′
22 ⊗ (h21h

′
1)⊗ ((ϕ′11(S

−1(h32))ϕ
′
31(S

2(h12))ϕ1ϕ
′
21 ⊗ (h22h

′
2)

= (ϕ′12(S
−1(h31))ϕ

′
32(S

2(h11))ϕ2ϕ
′
22)(ϕ

′
11(S

−1(h32))ϕ
′
31(S

2(h12))ϕ1ϕ
′
21 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2)

= ϕ′11(S
−1(h32))ϕ

′
12(S

−1(h31))ϕ
′
31(S

2(h12))ϕ
′
32(S

2(h11))ϕ1ϕ2ϕ
′
21ϕ
′
22 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2)

= ϕ′11(S
−1(h32))ϕ

′
12(S

−1(h31))ϕ
′
31(S

2(h12))ϕ
′
32(S

2(h11))ϕ11ϕ12ϕ
′
21ϕ
′
22 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2)

= ϕ′1((S
−1(h31))(S

−1(h32)))ϕ
′
3((S

2(h11))(S
2(h12))ϕ1ϕ

′
2 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2)

= ϕ′1(S
−1(h3))ϕ

′
3(S

2(h1))ϕϕ
′
2 ⊗ (h21h

′
1)(h22h

′
2). (ii)

(i)et(ii) montrent que ρA(H)((ϕ ⊗ h)(ϕ′ ⊗ h′)) = ρA(H)(ϕ ⊗ h)ρA(H)(ϕ
′ ⊗ h′). D’où la

compatibilité.
Ce qui achève la preuve.

�
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Conclusion

Le théorème 2.2.1, un des résultats principaux de notre étude, traduit le fait que le produit
tensoriel d’un module anti-Yetter-Drinfeld et un module de Yetter-Drinfeld est un module
anti-Yetter-Drinfeld et vice versa.
Les théorèmes 2.2.1 et 2.2.2 donnent des exemples de modules anti-Yetter-Drinfeld stables
tandis que les propositions 3.2.1 et 3.2.2 nous ont permis de voir la connexion entre les
A(H)-modules et les modules anti-Yetter-Drinfeld.
Tous les résultats du [7] ont été établis sous condition que H soit une algèbre de Hopf de
dimension finie.
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