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RESUME

Soient K un corps, H une algebre de Hopf d’antipode bijective et C' une coalgebre de H-
module. Supposons qu’il existe un antimorphisme de coalgebres ¢ : C' — H avec ¢(1¢) = 1y
en utilisant ¢ on définit une structure de C*-module sur le K-espace vectoriel Hom(M, N)
pour tous C-comodules a droite M et N, et on considere le sous-module maximal rationnel
HOM(M,N)de Hom(M, N). C’est un C-comodule a droite maximal contenu dans Hom (M, N).
Soit Hom®(M, N) P'ensemble des morphismes de C-comodules de M vers N. On considere
ensuite les foncteurs dérivés a droite des deux foncteurs HOM (M, —) et Hom®(—, —), qui
donnent lieu a deux versions différentes du foncteur Ext. Ces deux versions du foncteur Ext

sont liées dans une suite spectrale en utilisant le foncteur coinvariant et un endofunctor ( ) de
M ot MY est la catégorie des C-comodules & droite.
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INTRODUCTION

Soient K un corps et H une algebre de Hopf d’antipode bijective. Dans [1], S. Caenepeel et
T. Guédénon ont étudié 1'algebre homologique des (A, H)-modules relatifs de Hopf gauche-
droite en mettant I’accent sur les modules injectifs, les résolutions injectives minimales et la
cohomologie. Dans [10] Zhu Hong, Chen, Hui-Xiang et Tang, Haijun ont généralisé les
résultats de [1] aux (H, A, C)-modules de Doi-Hopf. Lorsque A = K, un (H,K, C)-module
de Doi-Hopf s’appelle un (H, C')-module relatif de Hopf. Dans ce mémoire, nous essayons de
comprendre les résultats établis dans [1] et [10] dans le contexte des (H,C)-modules relatifs de
Hopf. Dans la premiere partie, nous allons rappeler les notions de base de ’algebre homologique.
Dans la seconde, nous introduisons les notions préliminaires des algebres de Hopf.

Enfin la troisieme et principale partie, consistera a expliquer les résultats de [1] et [10] dans la
catégorie des (H, C')-modules relatifs de Hopf. Cette étude concerne essentiellement les résultats
suivants :

Proposition 0.0.1 /1, Proposition 1.10]

Soient M, N, P € .#€. On considére lapplication suivante :
©: Hom(N ® M, P) — Hom(M, Hom(N, P)) , o(f)(m)(n) = f(n ® m).

(1) Si f € Hom(N ® M, P) est C-colinéaire, alors p(f)(m) € HOM(N,P); ¥ m € M.

Par ailleurs, ¢(f) est C-colinéaire.
(2) ¢ induit un isomorphisme :
¢ : Hom“(N ® M, P) — Hom®(M,HOM (N, P)).
(3) Si C a la propriété de symétrie, alors ¢ induit un isomorphisme

W : Hom®(M ® N, P) —s Hom® (M, HOM(N, P)).

Proposition 0.0.2 [1, Proposition 1.4/

Soit I un objet injectif dans M.
(1) HOM (N, 1) est injectif dans #€ pour tout N € .#°.
(2) HOM(—,I) est un endofoncteur exact de #°.

Proposition 0.0.3 /1, Proposition 1.11]
Soient M, N € .#°.
(1)  On a la suite spectrale suivante :
RPa(coC, EXTY(M,N)) — Ext®"™(M,N) avecp>0,q>0.

(2)  Si M est de dimension finie, alors

RPa(coC, M* @ N) = Ext®" (M, N), pour tout p > 0.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Suites exactes et Foncteurs

Définition 1.1.1 Une suite d’applications linéaires de A-modules est la donnée de A-modules
My, My, My ou A est un anneau commutatif et de deux applications linéaires

f : M(] — M1 et qg: M1 — MQ. (11)
Cette situation est représentée par :
My L5 My -5 M, (1.2)

pour souligner qu’on peut composer f et g.

Une suite d’applications de A-modules
My L5 My L5 M,y (1.3)

est dite exacte en My si Im(f) = Ker(g).

Plus généralement si I est un intervalle de 7, une suite d’applications linéaires f; de A-modules
M.

HMHQMZQMMH

est une suite exacte si elle est exacte en M; pour tout 1 € I, c’est-a-dire

Vi eI Im(fi—1) = Ker(f;) (sauf auz extrémité).

Remarque 1.1.2

Une suite exacte peut étre éventuellement infinie a gauche ou a droite, (sauf auz éventuelles
extrémités.)

On peut aussi définir des suites exactes pour d’autres structures et morphismes de ces structures
(groupes , anneaux , d’algébres etc).

Dans ce document on va s’intéresser aux suites exactes de C-comodules et de morphismes de
C-comodules.



1.2 Suites exactes courtes

Définition 1.2.1 Soient M, N, P des A-modules. Une suite exacte courte est une suite de la

forme :
0—N-Lm-LHP—o

Vérifiant : f est injective, g surjective et Im(f) = Ker(g).

1.3 Suites exactes scindées
Définition 1.3.1 Considérons une suite exacte courte de A-modules
0—N-L M- p—o,
elle est dite scindée s’il existe un morphisme
r:P— M tel que gor=Idp
r est appelé section ou inverse a droite.

Lemme 1.3.2 Si f : My — My est une application A-linéaire.
Alors, Uapplication suivante

fe: Hom(M, M) — Hom (M, My) ; @+ fop= f(p),

est un morphisme de groupes abéliens pour tout A-module M.
Preuve : A-t-on f.(p+¢) = f.(¢) + [o(¢) ?
Pour tout ¢ , ¢' € Homa(M,M;) , x € M .
flo+ @) (@) = fole+¢)(x)
=(fop+ foy)(x)
= fu(@)(z) + fu(¢)(2)

d’ou f, est un morphisme de groupes abéliens.

Proposition 1.3.3 [6, Proposition B.3]
Soit () : 0 — M, SN My -5 My — 0 une suite exacte scindée.

Alors, pour tout A-module M, les suites suivantes

0 — Homa(M, M) < Homa(M, My) -5 Hom (M, Ms) —s 0;

0 — Homa(Ms, M) -5 Homa(My, M) 5 Homa(M;, M) — 0

sont exactes ou fi=fo—,g.=go—, f[f=—of,g"=—o0g.

7
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Proposition 1.3.4 [5]
Soit (\) : 0 — My — My — M3 — 0 une suite ezacte.

Alors, pour tout A-module N, la suite suivante
0—> NRM — N®My — N® M; — 0 (1.10)

est exacte.

1.4 Catégorie

Définition 1.4.1 Une catégorie C' est la donnée :
1. d’une classe Ob(C') d’objets de C';
2. pour tout couple (X,Y) d’objets de C' d’un ensemble noté Home(X,Y') dont les éléments
sont appelés morphismes de X dans Y de C' avec la notion f: X — Y
pour dire que f € Homo(X,Y) ;
3. pour tout triplet (X,Y, Z) d’objets de C, d’une application

Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f,9) +gof

appelée composition des morphismes, qui est associative, et telle que pour tout objet X de C' il
eriste 1x € Home(X, X), appelé identité de X (noté parfois idx ), tel que :
Vfe Home(X,Y),ona folx=fetV fe Homc(Y,X), onalxof=Ff.

Exemple 1.4.2 On a :

"Ens” qui est la catégorie des ensembles. Les morphismes sont les applications.

a7 qui est la catégorie des A-modules a gauche ot A est un anneau. Les morphismes sont
les applications A-linéaires.

"a'b” qui est la catégorie des groupes abéliens. Les morphismes sont ceux des groupes abéliens.
"Top” qui est la catégorie des espaces topologiques. Les morphismes sont les applications continues.

Remarque 1.4.3 Dans ce travail, on écrit E € Ob(C) pour dire que E est un objet de C' .

1.5 Sous-catégorie

Définition 1.5.1 Une sous-catégorie C' de C est une catégorie dont tous les objets sont des
objets de C' et tous les morphismes sont des morphismes de C'.

Une sous-catégorie pleine de C' est une catégorie D satisfaisant auzr conditions suivantes :

e les objets de D sont des objets de C.

e Si M est objet de D, tout objet de C' isomorphe a M est un objet de D.

e si M et N sont deux objets de D, Homp(M, N) est égal a Home(M, N).

e La loi de composition de D est induite par celle de C'.

Définition 1.5.2 Soit C' une catégorie. On appelle catégorie opposée de C', la catégorie notée
C°P, dont les objets sont les mémes que ceux de C' et telle que si X,Y sont des objets de CP
Homeor(X,Y) = Home(Y, X).



1.6 Foncteurs

Définition 1.6.1 Un foncteur covariant F : C — C' est la donnée
(a) Pour tout objet X de C' d’un objet F(X) de C".

(b) Pour tout couple d’objets (X,Y) de C et tout morphisme f € Home(X,Y),
d’un morphisme F(f) € Home(F(X), F(Y)) tel que :

oVXecl, F(lx)=1px);
oV f € Home(X,Y) et g € Home(Y,Z), F(go f)=F(g)o F(f).

Définition 1.6.2 Un foncteur contravariant F' d’une catégorie C vers une catégorie C’
est un foncteur covariant F : C' — C"P.

1.6.1 Foncteurs Hom
Définition 1.6.3 Soient C une catégorie et X un objet dans C'.
(1) Un foncteur covariant hy = Hom(X, —). Plus précisement

hx = Hom(X,—) : C — Ens est défini par :

o hx(T)= Hom(X,T) pour tout objet T ;

o hx(f)=Hom(X,T\) — Hom(X,Ty) , wur— fou pour toute fleche f : Ty — Ts.
Définition 1.6.4 Soient C' une catégorie et X un objet dans C.
(2) Un foncteur contravariant kx = Hom(—, X). Plus précisement

kx : C? — Ens est défini par :

o kx(T)= Hom(T,X) pour tout objet T ;
o kx(f)=Hom(Ty,X) — Hom(T\,X) , wvr—wvof pourtoute fleche f: Ty — Ts.

Remarque 1.6.5
Dans la suite du travail ky = Hom(—,X) = f* e hx =Hom(X,—) = f..

1.6.2 Foncteur exact

Définition 1.6.6 Soient A, B deur anneaux.
Un foncteur F : g — g est dit additif si pour tout couple d’objet (M,N) de oM,
Uapplication Homs(M, N) — Hompg(F (M), F(N)) est un morphisme de groupe abélien.



Définition 1.6.7 Soit F': P — () un foncteur additif, on dit que :
e Fest exact a gauche si et seulement si pour toute suite exacte

0—A—B—C, (1.11)
la suite sutvante est exacte
0— F(A) — F(B) — F(C) (1.12)
e [ est exact a droite si et seulement si pour tout suite exacte
A— B—C—0, (1.13)
la suite sutvante est exacte
F(A) — F(B) — F(C) — 0, (1.14)
e [ est exact si et seulement si pour toute suite exacte
0—A—B—C—0, (1.15)
la suite sutvante est exacte,
0 — F(A) — F(B) — F(C) — 0. (1.16)

Un foncteur contravariant G : P — Q) est exact si le foncteur covariant associé
F: P — Q% est exact.

1.6.3 Modules injectifs et Projectifs

Définition 1.6.8 Un A-module P est dit projectif si le foncteur covariant Homa(P, —) est
exact.

Définition 1.6.9 Un A-module N est dit injectif si le foncteur contravariant Homa(—, N)
est exact.

Définition 1.6.10 Soient A, B, C trois catégories. Si F : A — B et G : B — C sont des
foncteurs covariants. Alors, Go F : A — C est un foncteur covariant.
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Chapitre 2

ALGEBRE DE HOPF

2.1 Algebre

Dans tout notre travail on adopte ’écriture Hom et ® a la place Homg et Q.

Définition 2.1.1 Soit A un ensemble. On dit que A est une K-algébre (associative unitaire)
s%l eziste :

o deuzx lois internes :
1/

+": AxA— A t”x”: AxA— A
(a,d')—a+d,VadeA ¢ (a,a’) — a x @’ = ad’

e ct une loi externe :
mnr. KxA— A

(Na)— da=Xa,VaeAetAeK

telles que :
(1) (A, +,.) est un K-module,
(i1) (A,4+, X) est un anneau,
(1i1) A(ab) = (Aa)b = a(AD).

Définition 2.1.2 Une K-algébre associative unitaire A est un triplet du type (A,ma, pa) ot A
est un K-module et les applications

myg: ARQRA— A etpy: K— A
a®a — ad,V a,d €A A— A4,V AeK

sont K-linéaires telles que les diagrammes suivants sotent commutatifs :

A9 A A S 4o A A® A
#AW WA
m4®id ma K@A mA A®K
Ey ) ! \A/

c¢’est-a-dire,

11



e myo(my®ida) =mao (idys ® my) : c’est l'associativité,

o ct mao(idg® pa) =mao (s ®ida) : c’est lunité.
L’application my est appelée le produit ou la multiplication, application pa est application
unité et pa(lx) est Uélément unité de A.

2.1.1 Morphisme d’algebres

Définition 2.1.3 Soient A et B deuz algébres. Une application K-linéaire f : A — B est un
morphisme d’algebres si les diagrammes suivants sont commutatifs :

AgA—'% _peB K— " A
ma mp “B
f
A - B B

1) mBo(f®f):fomA,

2) fopa=ps.

2.2 Coalgebre

Définition 2.2.1 Une coalgebre est la notion duale d’algébre. On la définit en renversant les
fleches dans la définition d’algebre. Une co-algébre (ou coalgébre) C est un triplet (C,Ac,ec),
ou C est un K-module, A¢ : C — C® C et ec : C — K sont des applications K-linéaires
telles que les diagrammes suivants soient commutatifs :

CoCeC<k22e  cgC C®C
SCW WC
Ac®ido Ac K ® O Ac C ® K
C | C Ac C \ C /

ce qui se traduit par :
o (Ac®ide)oAp = (ide ® Ag) o Ag, c’est la co-associativité,
e (idec ®ec)oAc = (e¢c ®ide) o Ag, c’est la co-unité.
L’application A¢ est appelée la co-multiplication ot le co-produit de C' et
Uapplication ec est appelée la co-unité de C'.

2.2.1 Sous-coalgebre

Définition 2.2.2 Soient K un corps et C' une coalgebre. Un sous-K-module D de C' est une
sous-coalgébre de C' si Ac(D) C D ® D.

12



2.2.2 Notation de Sweedler-Heyneman

Définition 2.2.3 Soit C' = (C, A¢,ec) une coalgébre.
Un élément de C ® C' est de la forme Y| ¢; ® d;. Pour uniformité d’écriture et par convention,
on utilise la notation de Sweedler-Heyneman : Soit ¢ € C, on note

Ac(c) = Z C1) @) = Z €1 Q@ e =) Q) =01 & .

Les notations de Sweedler-Heyneman (ou Sweedler) sont trés utiles pour faire les calculs dans
les coalgebres.

Dans la suite de tout ce travail, nous utiliserons la notation Ac(c) = ¢ ® co.

Awvec cette notation, l'axiome de la co-associativité se traduit par :

Ac(c) ® co =1 ® Ac(ca),

c’est-a-dire,
11 ®CR®=0QCcQcpn=c1Rc®c, Vcel.

L’axiome de la co-unité se traduit par :
ec(cr)ey = ¢ = crec(ca), Vee C.

Ainsi pour montrer qu’un K-module C' est une coalgébre il suffit de montrer qu’il existe deux
applications Ag : C — CRC et ec : C — K telles que : Ve € C, avec Ac(c) =1 ®cq, on a :

€11 Q C12 ® C2 = €1 ® Co1 & Ca9
et

ec(er)es = ¢ = crec(ea).

2.2.3 Produit tensoriel de coalgebres

Définition 2.2.4 Soient M et N deux K-modules . L’application d’échange (tourist map) est
l’application
T: MN —NXM
m@nr——nm.

Définition 2.2.5 Soient C' = (C,A¢,ec) et D = (D, Ap,ep) deuz coalgébres.
On définit deux applications K-linéaires A, : C @D — CRDRC®D et
Ecap - C®D — K par :

A,y = (ide ®T,,, ®idp)o (Ac®Ap) et €., =cc@ep.
En d’autres termes, on a :
Acgp(c®@d) =1 ®@di1®c;®dy et e,,,(c®d)=cc(c)ep(d),

avec Ac(c) = ¢1 ® ca, Ap(d) = dy ® ds.
Ainsi; (C® D, Acgp,Ecgp) est une coalgebre.
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2.2.4 Morphisme de coalgebres

Définition 2.2.6 Un Morphisme de coalgebres est la notion duale du morphisme d’algébres.On
la définit en renversant les fleches dans la définition du morphisme d’algebres.

Définition 2.2.7 Soient C' et D deux coalgebres. Une application K-linéaire
f:C — D est un morphisme de coalgébres si les diagrammes suivants sont commutatifs.

C 2 LoceC c—7 .p
f fof cc .
D A DR D K

c’est-a-dire (f @ f)oAc=Apofetepof=cc.
Donc f est un morphisme de coalgébres si :
fleh @ fle)a = fler) ® flea) et ep[flc)] =ec(c) VeeC, avec Ac(c)=c1 @ ca

Remarque 2.2.8 Soient C' et H deux coalgébres. Une application K-linéaire f : C — H est
un antimorphisme de coalgebres si :

fle)1 ® f(c)e = f(ea) ® f(c1) avec Ac(c) =c1 @ ¢, Ag(h) = hy ® hs.

2.3 Bialgebre

Lemme 2.3.1 Soient (B, mpg, ug) une algébre et B = (B, Ag,ep) une coalgébre. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) Ap et eg sont des morphismes d’algébres,

(1) mp et up sont des morphismes de coalgébres,

(1ii) Pour tous a,b € B,

Ap(ab) = a1by ® asby, Ap(lp) =1p® 13,
€B<(lb) = 63(@)53(()), 83(13) = 1K

Définition 2.3.2 On dit qu'un K-module B est une bi-algébre (ou bialgebre) si B est une
algébre (B, mp, ug) et une coalgébre B = (B, A, ep) satisfaisant l'une des propriétés du Lemme
2.5.1.

2.3.1 Morphisme de bialgebres

Définition 2.3.3 Soient B et B’ deux bialgébres.
On dit que f : B — B’ est un morphisme de bialgébres si [ est a la fois un morphisme
d’algebres et un morphisme de coalgebres.
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2.3.2 Elément de type-groupe et élément primitif
Définition 2.3.4 Soit C' une bialgébre. On dit qu’un élément x de C est de type-groupe si

Ac(z) =z @z et ec(x) = 1k.

2.4 Algebre de Hopf

Dans cette section, nous allons définir la notion d’algebre de Hopf. C’est une structure
algébrique qui va lier celle d’algebre et de co-algebre.

2.4.1 Produit de convolution

Définition 2.4.1 Soient f,g € Homg(C, A). La convolution est définie par :

frg=mac(f®@g)eAc, (2.1)

ce qui se traduit par la commutativité du diagramme :

CoC—1% _A%A

Ac ma

C A

f*g

Autrement dit, avec la notation de Sweedler, pour tout ¢ € C' on a :

(f*9)(c) = fler)g(ca). (2.2)

Ce produit est appelé produit de convolution. Muni du produit de convolution, Homg(C, A) est
une algebre associative unitaire d’unité j1 o ec.

Définition 2.4.2 Soit C' une coalgébre. Alors C* = Hom(C,K) est une K-algebre munie d’un
produit dit convolution donné par (f x g)(c) = f(c1)g(c2) ot Ac(c) = ¢ ® ¢y.

Définition 2.4.3 Soit (H,my, pg, Ag,eg) une bialgébre. Considérons l’algébre associative
unitaire Homy(H, H) dont le produit est celui du convolution et l'unité est py o ey , idy
Uapplication identique de Homy (H, H). Si idg est inversible son inverse s’appélle antipode de
H et se note Sg.

Remarque 2.4.4 Une algebre de Hopf est donc une bialgebre qui posséde une antipode.
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2.4.2 Formule de 'antipode

Théoréme :

Soient (H,mpy, py, Mg, em, Sy) une algebre de Hopf d’antipode Sy, on a :
Su(hi)he = eg(h)1y = hiSy(hs).
Preuve :
Par définition, on a :
Sy xidy = g oey = idy * Sh. (2.3)

Ainsi,ona:V h € H,

Su(hy)idg(he) = pa(ea(h))
Su(h)hs = e (h)pun(1x)
SH(hl)hg = 5H(h>1H

De méme :

(idg * Su)(h) = (um o exr)(h)
idg (h1)Sw(hs) = pr (e (h))
h1Su(h2) = ex(h)pm(1k)
hiSg(hs) = e (h) 1y,
d’ou la formule :

SH(h1>h2 = 5H(h)]-H = hlsH(hQ)

Donc :

Su(lg) =1xSu(1g)
= 1H
ou bien

Su(lg) =Su(ly)lu
=1y

Proposition 2.4.5 Soit H une algebre de Hopf. On a :

€HOSH:EH, YV heH. (24)

Preuve :

Montrons que ey o Sy = cy. Soit h € H, on a :
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Chapitre 3

COHOMOLOGIE DES
(C,H)-MODULES RELATITFS DE
HOPF

3.1 Coalgebre de H-module

Les notions de comodules et de morphismes de comodules sont des notions duales de modules
et de morphismes de modules. Afin de mieux comprendre ces deux notions, nous allons définir
les modules et les morphismes de modules par des diagrammes.

3.1.1 Module sur une algebre

Définition 3.1.1 Soit A une algébre. Un K-module M est un A-module a gauche s’il existe
une application K-linéaire :

a@mvr—am=am, Ya€A meM
telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

AR AR MMM 4o M Ko M2 4o M
mA®idpr AMm § A
AR M M M
Am

La commutativité du rectangle équivaut a :
Ao (ida @ M) = Ay o (ma @ idyy),
(abym = a(bm), VY a, be A, me M.

Celle du triangle équivaut a :
Am o (pa ®idy) = f,
1Am =1m.

On dit alors que A agit a gauche sur M. L’application A est l’action sur M.
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Définition 3.1.2 Soient A une K-algébre et M un A-module a gauche. Un sous-ensemble N
de M est dit sous-A-module de M si N est un sous-K-module de M et \(A®@ M) C N.

3.1.2 Morphisme de A-modules

Définition 3.1.3 Soit A une algébre et soient M et N deuxr A-modules a gauche. Un morphisme
de A-modules f : M — N est une application K-linéaire qui rend commutatif le diagramme
sutvant :

M ! N

Am AN

c’est-a-dire :
fod=Xo(ids® f).

DoncYae€ A, me M, ona :

(fodu)(a®@m) = (Ay o (ids ® f))(a®@m),
c’est-a-dire,
flam) =a.f(m).
3.2 Comodule sur une Coalgebre

La notion de comodule est celle duale de module. On la définit en renversant les fleches dans
la définition du module.

Définition 3.2.1 Soit C' = (C, A¢,ec) une coalgébre. Un K-module a gauche M est un C-
comodule a droite s’il existe une application K-linéaire

qui rend commutatif les diagrammes suivants :

M el MeC M M o MeC
PM idpy QA P tdp Qe
MRQC——MeCxC MK
pM®idc

Ce qui équivaut a :
[} (ZdM X Ac) o pm = (pM & ch) o pPwm,
o (idy ®ec)opy = [
L’application ppr est appelée la C-coaction ou la coaction de C' sur M.
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3.2.1 Sous-comodule

Définition 3.2.2 Soit M un C-comodule a droite. Un sous-ensemble N de M est un sous-
comodule si N est un sous- K-module de M et pp;(N) C N ® C.

3.2.2 Notation de Sweedler pour les comodules

Notation : Soit M = (M, py) un C-comodule a droite. Pour m € M, on note :

pu(m) = Emy ® may = Xmo @ my = mo @ my. (3.1)

Dans la suite de notre travail, nous utiliserons la notation py(m) = mg @ my.

Avec la notation de Sweedler, la commutativité des diagrammes précédents équivaut a :

My Q@ M1 & M1z = Mog @ Mo ® M1 = My @ M1 ® Mo

et
moec(my) = m = ec(mo)m;.

Définition 3.2.3 Soit M un C-comodule.
Soit x un élément de type-groupe de C. On dit qu’un élément m de M est (C,x)-coinvariant si
pu(m) =me x.

Onnote M ={m e M | py(m)=m® z}, ’ensemble des éléments C-coinvariants.

3.2.3 Morphisme de comodules

Pour définir un morphisme de comodules, on dualise tout simplement la notion de morphisme
de modules.

Définition 3.2.4 Soit C' une coalgebre et soient M et N deux C-comodules a droite.
Une application K-linéaire f : M — N est un morphisme de C-comodules ou une application
C-colinéaire si le diagramme suivant est commutatif.

M f

PM PN

M@C————NC

fRidc

c’est-a-dire : py o f = (f ® ide) o ppr. Done ¥ m € M on a :
(pnv o f)(m) = [(f ®idc) o pa](m)
(f(m))o ® (f(m))r = f(mo) ® (m1)
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f(m)o® f(m) = f(mg) @ my.

Ainsi, f est C-colinéaire si et seulement si

f(m)o® f(m), = f(mo) ® my.

3.2.4 Produit tensoriel de comodules

Proposition 3.2.5 Soit C = (C,m¢, uc, Ac,ec) une bialgébre.
Soient M = (M, pyr) et N = (N, pn) deux C-comodules a droite. L’application K-linéaire
T MRN—MINC

pM@N

munit M @ N d’une structure de C'-comodule a droite. C’est la coaction diagonale.
Le comodule M @ N = (M ® N,p,,..) est appelé produit tensoriel des comodules M et N.
Dans la notation de Sweedler, on a :

Pron (M@ N) =me @ ng @ min.

Preuve : A-t-on :
(idmen ® Ac) © prgn = (Prex @ idc) © Pygy
et
(idpeon @ Ec) © Proy = dyan?

Soitm®née M®N.

[(idyen ® Ac) 0 penl(m@n) = lidyen @ Acl(mo ® ng ® miny)
=my ® ng @ (Mmn1); @ (Ming)2
= my @ Ng @ M11N11 Q@ M12Ni2
=My & Un X ming Q meons. (Z)

[(pM®N ® ch) o pM@N](m ® 77,) = [pM®N ® ch] (mo ®@np & mlnl)
= Moo & Noo @ Mp1M01 @ MM
=My &® Un &® miny &® maoTo. (ZZ)

(Z) et (“) And (idM®N ® AC) CPugn = (pM®N ® ZdC) © Puen

[(tdyen ® ) 0 pyuen](M®n) = [idyeny ® ec)(mo ® ng @ ming)
mo ® ng @ ec(ming)
mo (24 n080<m1nl)
mo & nosc(ml)eg(nl)
moec(mi) ® noec(ny)

=meen

= Z.dM®N<7n ® n)u
d’ou (idM®N & 60) e} pM®N = idM®N. |
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3.3 Coalgebre de H-module

Définition 3.3.1 Soit H une algebre de Hopf. Un K-module C' est une Coalgeébre de H-module
a gauche si C est une coalgebre et un H-module a gauche tel qu’on ait :

° Ac(h > C) = (hl > Cl) ® (hQ > 62) 5

e cc(h>c) =ep(h)ec(c).

Exemple 3.3.2 Soit H une bialgébre, alors H est elle - méme une coalgebre de H-module pour
l’action réguliere a gauche g h.

3.4 (C,H)-module relatif de Hopf

Définition 3.4.1 Soient H une algebre de Hopf, C' une coalgébre de H-module et 1o un élément
de type-groupe de C. Un K-module M est un (C, H)-module relatif de Hopf a droite a gauche si
M est un C-comodule a droite et un H-module a gauche : tel que

(hm)o ® (hm)y = him) ® hamqyy ot par,c(m) = m) @ m).

On note € la catégorie des C-comodules & droite. On note maintenant g #C la catégorie des
(C, H)-modules relatifs de Hopf a droite et a gauche. Les objets sont les (C, H)-modules relatifs
de Hopf a droite et a gauche les morphismes sont les applications simultanément C-colinéaires a
droite et H-linéaires a gauche.

Définition 3.4.2 Soient M, N € .#¢. On note yHom® (M, N), I’ensemble des applications
K-linéaires de f : M — N qui sont simultanément H-linéaires a gauche et C'-colinéaires a
droite, par ailleurs on note par :

gHom®(M,N) ={ f € yHom(M,N)N Hom®(M,N) | M, N € g.#° }.

Définition 3.4.3 Soient H une algebre de Hopf, C' une coalgebre de H-module. On utilisera la
notation de sweedler-heyneman sans la sommation pour la comultiplication et la coaction de H
etC.YheHeceCona:

AH(h) = h1 X hg et Ac(C) =1 Q Co.
St M est un C'-comodule a droite on écrit :

puc(m) =mo®@my , m e M.

Définition 3.4.4 Soient H une algebre de Hopf et C une coalgebre de H-module d’élément de
type-groupe 1¢.

L’application suivante ¢ : C' — H est un antimorphisme de coalgébres telle que : ¢(1¢) = 1p.
Et on a la condition suivante;

d(h-c)=¢(c)Sz'(h) pour tous he€ H,ceC. (3.3)
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Lemme 3.4.5 On considére que la relation (3.3) est vérifiée.
Si g est un élément de type-groupe de C, alors ¢(g) - g est un élément de type-groupe de C' et

d(0(9) - 9) = 0(9)Sy" (8(9)) = 1n.

Preuve :

A-t-on Ac(9(g) - 9) = (8(9) - 9) @ (6(9) - g) et ec(p(g) -9) =1k 7

= en(d(9))1x
=¢ec(9)
= 1x (2)

d’aprés (1) , (2) ¢(g) - g est un élément de type-groupe de C.

par ailleurs ¢ : C — H est un antimorphisme de coalgébres etV g € C, ¢(g) € H.
On sait que ¢(h - c) = ¢(c)S5'(h) et que ¢(g) est un élément de type-groupe de H car

donc

[ T T
-
—~
~—
—
0

~ ||—l/-\
—~
<
—~
Q
~—
™)
~—

Remarque 3.4.6 K est un C-comodule pour la coaction définie par : p(1lx) = 1x ® 1.

Définition 3.4.7 Soient M, N deuz C'-comodules, f € Hom (M, N). On considere les applica-
tions suivantes :

p:Hom(M,N) — Hom(M,N & C), p(f)(m) = f(mg)o® ¢(m1) - f(mo),V m € M

0: Hm(M,N)® C — Hom(M,N ® C), 0(f ® ¢)(m) = f(m) ® ¢ ot 8 injective.
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On appelle HOM(M,N) ={f € Hom(M,N) | p(f) € Imb}, ’ensemble des applications
rationnelles.

Proposition 3.4.8 Soient C* le dual de C et M, N € .#€. Alors, Hom(M,N) est un C*-

module a gauche avec une action définie par :

(- f)(m) = a(p(my) - f(mo)1)f(mo)o a € C*, f € Hom(M,N). (3.4)

Preuve 2 :

o At-on (a-p)-f=a-(B-f) etec-f=f,Va,peC"?

Soit me M
[(a-B)- fl(m) = (a-B)g(m1)- f(mo)]f(mo)o
= af(¢(m1) - f(mo)1)1]B[((m1) - f(mo)1)2] f(m0)o
= a[¢(m1)1 : f(mo)11]5[¢(m1)2 : f(mo)m]f(mo)o
= afp(miz) - f(mo)1]Blo(mar) - f(mo)2] f(mo)o
= afp(mz) - f(mo)1]Ble(ma) f(1m0)2] £ (1m0)o (1)

B
=
=
2
TR TR
2L RRLR
SEEEE

(ec - f)(m) = ec|p(ma) - f(mo)i]f(mo)o
= eu(¢(mi))ec(f(mo)1)f(mo)o
= ec(my) f(mg)
= f(m (3)

d’aprés (1), (2), (3) Hom(M, N) est un C*-module a gauche.l
Définition 3.4.9 Considérons les deuz applications suivantes :

w: Hom(M,N) — Hom(C*, Hom(M,N)), w(f)(c*)=c"-f

Y :Hom(M,N)® C — Hom(C*, Hom(M,N)), (f®c)(c*)=<c*,c>f
On appelle Hom(M,N)" = {f € Hom(M,N) | w(f) € Im(¢)}, le sous-module mazximal
rationnel du C*-module Hom(M, N). Considérons 'application injective suivante :
Az Hom(M, N @ C) — Hom(C", Hom(M, N)),  Ag)(c")(m) = (id ® ¢*)(g(m)),
ona:Aop=wetAol =1 oup et sont des applications définies ci-dessus.

Proposition 3.4.10 Si M et N € .#€, alors HOM(M,N) = Hom(M, N) .
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Preuve :

o A-t-on HOM(M,N) C Hom (M, N)™* ?

Soit fe HOM(M,N) < p(f)e Imb, car f est rationnelle.

Considérons les applications suivantes :

Aol :Hom(M,N)® C — Hom(C*, Hom(M, N))

Aop:Hom(M,N) — Hom(C*, Hom(M,N)) telle que Ao =1, Nop=w
0: Hom(M,N)® C — Hom(M,N @ C)

o(f) € Im(0) < p(f) € Hom(M, N & C) done Mp(f)=(o p)(f) € Im(X o)
or Mp(f)) = w(f) et Im(Xo @) =Imyp donc w(f) € Imp =f€ Hom(M, N) .
D’ot HOM(M,N) C Hom(M, N) (1)

o A-t-on Hom(M,N)* ¢ HOM(M,N)?

Soit f € Hom(M,N)"™ < w(f) € Imp < (Ao p)(f) € Im(Ao0) puisque \ est injective,
alors p(f) € Imb = fe€ HOM(M, N),

d’ou Hom(M, N)* C HOM(M,N). (2)

D’aprés (1), (2) HOM(M,N) = Hom(M,N)*. R

Définition 3.4.11 D’aprés la proposition ci-dessus HOM (M, N) est un C-comodule a droite
et pour tout f € Hom(M, N),

p(f) = fo® fi & fo(m)® fi = f(mo)o @ ¢(ma) - f(mo)1,m € M. (3.5)

Définition 8.4.12 Pour tout M € #€, on appelle M ={m € M | p(m) =m ® 1c},
U’ensemble des éléments C-coinvariants de M.

Proposition 3.4.13 Soit M € #€ et M un K- espace vectoriel on pose M =DM,
alors l’application suivante o o
pir: M — M®C (3.6)

est un C-comodule a droite pour la coaction définie par :

pir(m) = mo ® Sy (p(my)) - 1o,m € M = M. (3.7)
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est un K-module et on note Uapplication K-linéaire suivante :

M
piz(m) 0 M — M®C o
m+—— My K SH(gb(ml))lC,m eM=DM.

[ A—t—OTL (pﬁ® ch) o pﬁ = (2dﬁ® Ac) O Pm et (ldﬁ@ 80) O Py = Zdﬁ7

Soit m € M.

[(par ® 1dc) o prrl(m) = (p3r ® ide)(prr(m))

(P37 ®ide)(mo @ Su(d(my)) - 1¢)
par(mo) @ ido(Su(p(m1)) - 1o)

moo @ S (d(mor)) - 1o @ Su(P(ma)) - 1e
mo @ Sg(Pp(mi1)) - 1o ® Su(p(mi2)) - 1o

(idzr @ Ac)(par(m))
(id3r @ Ac)(mo @ Su((ma)) - 1¢)
(idgz(mo) ® AC(SH(¢( )) 1c)

[(idsr ® Ac) © paz

3
B

=moo @ (Su(d(m1)) - 1c)1 @ (Su(p(m 1)) )2
=mo ® Sp(p(mi1))1 - 1le @ Su(p(my))s - 1
=mp @ Su(p(mi)2) - 1o @ Su(P(my)r) - 1
=mo ® Su(p(mi1)) - 1o @ Su(p(miz)) - 1
=mo ® S(p(m1)) - 1c ® Sa(p(ms)) - 10
[(id37) ® ec) o pazl(m) = (idzr ® ec)(par(m))
= (idgr @ ec)(pzr(m))
= (idﬂ@é“c)( SH( 10)

Donc (M, pyp) est un C-comodule & droite pour la coaction ci-dessus. B

Définition 3.4.14 Soit %C une sous-catégorie pleine de .MC satisfaisant pzp = par.

Alors on a : . o
M ={Mec.#° | M=M},
st la condition (3.3) est vérifiée :
A= | Me.u.
Lemme 3.4.15 Pour tous M, Ne .#, on a : HOM (M, N)*¢ = Hom®(M, N).
En particulier, si M € - , alors HOM (M, N)*°¢ = Hom® (M, N).
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Preuve :

e A-t-on Hom®(M,N)C HOM (M, N)=¢ ?

=

Soit f € Hom(M,N). Si f € Hom®(
f(m)o @ f(m):

,N) ona:

0) @ Su(p(m1)) - 1o

0)o ® ¢(mq) - f(mo)

00) ® ¢(may) - [Su(d(miz) - 1c]
0) ® ¢(ma1) - [Su(d(miz) - 1¢]
0) @ [p(m1)1Su(P(m1)2)] - 1o

0) @ [ea(d(ma))1lu] - 1c

0) @ec(mi)le

0ec(mi)) @ 1¢

m) ® lc (1)

)7

Soit f € HOM (M, N)°®, alors p(f) = f ® 1¢. Ainsi pour tout m € M = M,

T T I
prfnn g ning
S3333333

e A-t-on HOM (M, N)°® C Hom®(

=
=

pn(f(m)) = f(m)o® f(m)
= f(moec(mi))o ® f(m)
= f(mo)o ® ec(my) - f(mo)s
:f(mo)o®€H( (m1)lg - f(mo)
= f(mo)o @ [Su(p(mi)1)p(m1)a] - f(mo)
= f(mo)o @ [Su(p(miz))d(mar)] - f(mo)s
= f(mo) @ [Su(p(ma))d(ma)] - f(mo)s
= f(mo)o @ Su(p(m1)) - [p(ma) - f(mo)1]
= f(mo) ® Su(p(m1)) - 1o
= (f ® id)pyr(m) (2).

D’apres (1) , (2) HOM(M, N)°¢ = Hom®(M,N). R

Proposition 3.4.16 Soient (M, py), (N, pn) deux C-comodules a droite.
Alors (M @ N, pyren) est un C-comodule a droite pour la coaction définie par :

puen(m@n) =mo@mny @ Sg(dp(my))-ny ¥ me M etn e N.

Preuve :

o A-t-on pyen((m®@n)y) ® (M@ n)1) = (Mmn) @ Ac((m®@n))?
et (m@n)ec((mM®n))) =men

Soient m € M ,n € N.
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pren((Mm®@n)) @ (Mm@ n)) = puen(mo®ng) @ Su(P(my)) - m

= Mmoo @ noo @ Sa(P(mo1)) - nor @ S(P(ma)) - m
= mo @ ng @ Su(P(m1)) - n1 @ S (d(ma)) - na
=mo @ ny @ Su(d(mi1)) - n1y @ Su(d(maz) - nia
= mo @ Ny @ Su(d(m1)2) - ni1 @ Su(P(mi)1)
=my @ ng @ S (P(m1))1 - 11 @ Su(d(ma))s2 - nao
=mo ®@ny @ [Su(P(ma) - ml1 @ [Su(d(ma) - nas
=my®@ny @ [(Mm@n)1]1 ® [(Mm@n)i
=(m@n)@Ac((m@n)) (1)

o A-t-on (m®@n)ec((m®@n);) =men?

= (mo ® no)en[Su(d(mi)) - n4
=mo @ noeu (Su((mi))ec(n)
= mosH(SH(¢(m1)) X n0€(n1)
= mpec(my) @ n

=men (2).

D’apres (1), (2) (pmen, M @ N) est un C-comodule a droite pour la coaction définie ci-dessus.l

Définition 3.4.17 Soient M, N, W € .#C, Uapplication naturelle :

Q: MRN)eW — Mo (NeW)

(m@&n)@w— m® (nw). (3.10)

est un isomorphisme de C'-comodules si la condition (3.3) est vérifiée.

Définition 3.4.18 Soient M, N € .#€, on dit que C a la propriété de symétrie si M @ N et
N ® M sont des C-comodules isomorphes.

Proposition 3.4.19 Soient M, N, P € .#“. On considére l’application suivante :
¢ : Hom(N & M, P) — Hom(M, Hom(N, P)) , o(f)(m)(n) = f(n®@m).

(1) Si f € Hom(N ® M, P) est C-colinéaire, alors p(f)(m) € HOM(N,P); ¥ m € M. Par
ailleurs, p(f) est C-colinéaire.
(2) ¢ induit un isomorphisme :
¢ : Hom®(N ® M, P) — Hom®(M,HOM (N, P)).
3) St C a la propriété de symétrie, alors ¢ induit un isomorphisme
(3) prop y : p P
Y : Hom®(M ® N, P) — Hom®(M,HOM(N, P)).

Preuve :

(1) Soit f € Hom(N ® M, P). A-t-on p(¢(f))(m))(n) = f(n®@me) @my ,m € M ?
En effet Vn € N ona:
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p(e(f)(m))(n) ((f)(m)(no))o @ ¢(n1) - (p(f)(m)(no))1
f(no ®@m)o ® d(n1) - f(no @ m)

f(no @mo) @ ¢(ng) - [Su(p(n1)) - m]
f(no ® mo) @ [¢p(n2) S (p(n1)) -
f(no ®@mo) @ [p(n12) S (d(nr))] - ma
f(no ® mg) ® [@p(n1)1Su(d(n1)2] - ma
f(no ®@mo) ® [eu(p(n1))1u] - mu
f(no ® my) ®ec(ng) - my
f(noec(nl) X m()) X mq
f(

n®mg) ® my

donc ¢(f)(m) € HOM(N, P).

Par ailleurs p(o(f)(m))(n) = f(n ® mg) @ my = @(f)(mo) ® my
ce qui montre que p(f) est C-colinéaire.

(2) Soit f € HOM(N @ M, P), supposons que ¢(f) € Hom®(M, HOM(N, P)).
Soint n € Netm e M

p(f(n@m)) = p(p(f)(m)(n))
= p(e(f)(m)(no))ec(n1))
= (p(f)(m)(n0))o @ (¢(f)(m)(n0))16c(n1)
= (¢(f)(m)(no))o @ ec(n1)[p(f)(m)(no))
= (¢(f)(m)(no))o @ e (d(n1)) 1ulp(f)(m)(no)]y
= (p(f)(m)(n0))o @ (Su(P(n1)1)p(n1)2 - ©(f)(m)(no))
= ((f)(m)(n0))o @ (Su(d(ni2)p(n11) - ©(f)(m)(no))
= (p(f)(m)(n0))o @ Su(d(nz)) - [p(n1) - p(f)(m)(no)]
= o(f)(m)o(noo) @ Su(p(n1)) - ((f)(m))
= p(f)(mo)(n0) @ Su(p(n1)) - my
= f(no ® mo) ® Sg(od(ny)) - my
= f((n®m)o) ® (n®@m),
= f(n®@m)® f(n®m)

d’ou f est C-colinéaire.

(3) D’apres la propriété du symétrie il existe un isomorphisme C-colinéaire
T:N® M — M ® N. Donc I'application suivante :

Hom®(r,P) : Hom“(M ® N, P) — Hom®(N ® M, P) est un isomorphisme donc
Y = p o Hom(t, P) est un isomorphisme.H

Définition 3.4.20 Si M € .#© est de dimension finie, et alors
HOM(M,N)= Hom(M,N).

Définition 3.4.21 Soient T' et S deux C'-comodules, avec T de dimension finie. Alors

Uapplication 6§ :T*® S — Hom(T,S5)
définie par 6(f @ s)(t) =6(t)sVt € T's € S est un isomorphisme.
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Corollaire 3.4.22 Soient M,V € .#°, avec V de dimension finie et M projectif dans 4.
Alors V@ M est projectif dans #€ .

Preuve

Montrons que V ® M est projectif dans .#Z¢.

e Hom®(V @ M, —) est -il ezact ?

On sait que V € #C est de dimension finie, alors HOM(V, P) = Hom(V,P),V P € .#°,
donc Uapplication suivante : V* @ P — HOM(V, P) = Hom(V, P) est

un isomorphisme de C-comodules du coup Hom(V,—) : M — #C est exact.

Par ailleurs M est projectif dans A€ donc, Hom® (M, =) : #° — M est exact.
On considére maintenant : Hom(V, =) : M€ — HC et Hom® (M, —) : M° — A .
Alors, Hom®(M,—) o Hom(V, =) : M#° — M est exact donc, V P € M€

(Hom® (M, —) o Hom(V,=))(P) = Hom® (M, Hom(V, P)) = Hom® (M, HOM (V, P)).
D’apres (3.4.19) (2) ¢ : Hom®(N ® M, P) — Hom®(M, HOM (N, P)) est un
isomorphisme donc Hom®(M, HOM (V, P)) = Hom®(V @ M, P) et dans ce cas

Hom®(V @ M, =) : M#C — M est exact d’ouV @ M est projectif dans ..M

Proposition 3.4.23 Soient M, N € .#° et f € Hom(M,N). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) f € HOM(M,N);
(ii) Il existe un C'-comodule V' de dimension finie , un élément v dans V' et une application
C-colinéaire F: M @V — N tels que : F(m ®v) = f(m), Vm € M.

Preuve : A-t-on (ii) = (4)?

Puisque F' est C-colinéaire alors on a :
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=
=
2
Il
—

(mo)o @ d(ma) - f(mo)

mo ® v)o ® ¢(mar) - F(mo @ v),

Moo @ Vo) @ ¢(m2) - [Su(P(mor)) - v1]
mo ® vo) @ ¢(ma) - [Su(P(ma)) - v1
mo & Vg [p(m2)Su(d(ma))] - v

(

(

(

( )@ [¢

(mo ® v9) @ [P(m12)SH(A(Mma1] - vy
( )@ [¢

( ) ®

(

(

(

o
3

my @ Vo [p(m1)1SH(P(m1)2)] - 01

mo & Vo ler(p(ma))1n] - vy

mo @ vg) ® ec(my) - vy

mogc(mi) ® vo) - v1

m®uy) ®@uv; dou f € HOM(M,N).

S o B> IS HEs IEs Mo Bes IS Me>

A-t-on (1) = (ii)?

Comme HOM (M, N) est un C-comodule a droite, d’apres le théoreme fondamental des co-
modules dans [4] Théoreme, 2.1.7. Pour tout f € HOM (M, N) il existe un sous-comodule V'
contenant f et on note 'application suivante F': M ® V — N définie par F'(m ® v) = v(m).
Donc notre application F' existe et il est clair que F(m ® f) = f(m).

Montrons maintenant que F' est C-colinéaire. En utilisant le fait que v € V est rationnel , il
advient que

F(mo ®v9) @ Sg(p(my)) -v1 = vo(mo) @ Sg(p(my)) - vy
v(mo)o ® S (p(ma)) - v1

= v(mo)o ® Su(p(ma)) - [¢(m1) - f(mo)i]
=v(mo)o ® Su(p(mz)) - [¢(m1) - v(mo)1]
= v(mg)o ®@ Su(P(maz)) - [¢(ma1) - v(mg)]
= v(mo)o @ [Su(P(maz)d(mar)] - v(mo)s
= v(mo)o @ [Su(d(mi)1)d(ma)a] - v(me)y
= v(mo)o ® [em(d(m1))1x] - v(mo)
= v(mg)o @ ec(m1) - v(Mo)1
= ec(ma)(v(mo)o ® v(mo)1)
= ec(ma)p(v(me

Fm®v)y® F(m ®v);
donc F est C-colinéaire.ll

Corollaire 3.4.24 On suppose que (3.3) est vérifée. Soient M, N, P € .#, g € HOM(M,N)
et f € HOM(N, P) rationnelles. Alors, fog € HOM(M, P).

Preuve :

D’apres (3.4.23) il existe V, W € .#¢ de dimension finies, v € V w € W et deux applications
C-colinéaires

GMV-—N;F:NOW — P
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telles que : G(m ®@v) = g(m) , F(n @ w) = f(n).

Ona:G:(MeV)W — NW et F: N®W — P donc la composition donne :
K=FoG:(M®V)W — P.
D’apres la condition (3.3), Iappliction suivante :
Q- MI(VRIW) —>(MeV)eoW

est un isomorphisme de C-comodules. Donc M @ (VW)= (M V) W.
Ainsi application K : M @ (VW)= (M ®V)® W — P, est C-colinéaire
doncVme M,seV,teW

K(m® (s@t) = F(Gm©s)®t) = f(G(m®s)) = flg(m)) = (f o g)(m)

d'ott foge HOM(M,P) R

Lemme 3.4.25 Soient M, N, T € .#€. Si f : M — N est un C-comodule a droite, alors
les applications suivantes :

f*=Hom(f,T): Hom(N,T) — Hom(M,T), (3.11)
fo=Hom(T, f): Hom(T, M) — Hom(T, N) (3.12)
sont des morphismes de C*-modules a gauche.
Preuve :
e Montrons que f* est un morphisme de C*-modules a gauche.

Soient « € C* , g € Hom(N,T) et m € M on a:

(f*(a-g))(m) = ((a-9g)
(- g)(

Donc f* est un morphisme de C*-modules a gauche.
e Montrons que f, est un morphisme de C*-modules a gauche.

Soient o € C*, g € Hom(T, M) et m € M on a :
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s
o
<
S~—
=
S
I
<
[e)
o
<
S~—
S~—
=
S

= fa-

= f(a(p(mi) - g(mo)1)g(mo)o)

= fla(e(g(m)1)(g(m)o)1) - (g(m)o)o)
= afp(g(m)1)(g(m)o)1]f((g(m)o)o)
= af(¢(g(m)1) f(g(m)o)1]f(g(m)o)o
= afp(mq) - f(g(mo))1]f(g(m)o)o

= afp(mq)(f o g)(mo))i(f ° g)(mo)o]

I
—

Q

*
)
~—
~—
—~
2

Donc f, est un morphisme de C*-modules a gauche.ll

Corollaire 3.4.26 Pour tout T € .#¢, HOM(—,T) et HOM (T, —) sont des endofoncteurs
ezacts a gauche de AC.

Preuve :

e Montrons que HOM(—,T) est un endofoncteur exact a gauche.

Soit T € #°.

A-t-on 0 — HOM(P,T) =5 HOM(N,T) - HOM(M,T) ezacte dans .4 ?
Soit 0 —s M — N =5 P — 0 une suite ezacte dans AMEC, donc

0 — Hom(P,T) AN Hom(N,T) AN Hom(M,T) est une suite exacte de C*-modules a
gauche, alors on a :

7 (Hom(P,T)") C Hom(N,T)" ™ , i*(Hom(N,T)") C Hom(M,T) .

Puisque 7* est un monomorphisme de C*-modules, alors

m*(Hom(P,T)"") = (7*(Hom(P,T)))
= 7*(Hom(P,T)) N Hom(N,T)"
= im(7*) N Hom(N,T)™
= ker(:*) N Hom(N, T)"
= ker(i* : Hom(N,T)™ — Hom(M,T)")

donc im(m*) = ker(:*), alors d’aprés (3.4.10)

0 — HOM(P,T) AN HOM(N,T) AN HOM(M,T) est exact d’ou HOM(—,T) est un
endofoncteur exact a gauche.

e Montrons que HOM (T, —) est un endofoncteur exact & gauche.
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Soit T € .#°.
A-t-on 0 — HOM(T, M) = HOM(T, N) - HOM(T, P) ezacte dans .4 ?
Soit 0 —s M — N -3 P — 0 une suite ezacte dans AC, donc

0 — Hom(T,M) = Hom(T,N) N Hom(T, P) est une suite exacte de C*-modules a
gauche, alors on a :

. (Hom(T, M)™*) C Hom(T, N)™ | i,(Hom(T,N)"*) C Hom(T, P)"*.

Puisque m, est un monomorphisme de C*-modules alors

. (Hom (T, M)™) = (m.(Hom(T,M)))™
= m.(Hom(T,M)) N Hom(T, N )
= im(m.) N Hom(T, N )"
= ker(i.) N Hom(T, N)
= ker (i, : Hom(T, N)" — Hom(T, P)")

donc im(m,) = ker(iy) , alors d’aprés (3.4.10) la suite suivante est exacte

0 — HOM(T,P) = HOM(T,N) N HOM(T,M) d’ot HOM(—,T) est un endofonc-

teur exact a gauche.l

Proposition 3.4.27 Soit I un objet injectif dans # .

(1) HOM(N, 1) est injectif dans #C pour tout N € .4
(2) HOM(—,I) est un endofoncteur exact de °.
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Preuve :
(1) Montrons que HOM (N, I) est injectif dans 4 pour tout N € #°.
o La suite suivante est-elle exacte ?
0 — Hom®(Q,HOM(N,I)) — Hom®(P,HOM(N,I)) — Hom® (N, HOM(N,I)) — 0.

Pour tous M, P, Q dans #¢, 0 — M — P — @Q — 0 est exacte dans €
donc

0—NIM —-NRP — N®Q — 0 est evacte dans .4, par conséquent

0 — Hom“(N® Q,I) — Hom®(N ® P, 1) — Hom®(N ® M,I) — 0 est exacte

pour tout I dans A€ . D’aprés (3.4.19)(2) ¢ : Hom®(N@M, P) —s Hom® (M, HOM (N, P))
est un isomorphisme de K-modules donc

0 — Hom®(Q,HOM(N,I)) — Hom®(P,HOM(N,I)) — Hom® (M, HOM(N,I)) — 0

est exzacte dans M d’ou HOM (N, 1) est injectif.

(2) Montrons que HOM(—,I) est un endofoncteur exact de M °.
Soit 00— M — N -"5P—50 wune suite ezacte dans .#°.
e La suite suivante est-elle exacte dans M C ?
0 — HOM(P,I) -= HOM(N,I) = HOM(M,I) — 0.

Dapreés (3.4.26) 0 — HOM(P,I) = HOM(N,I) =+ HOM(M,I) est ezacte a
gauche.

e Montrons maintenant que HOM (N, I) AN HOM(M,I) est surjective

Soit f € HOM(M,I).

Comme HOM (M, I) est un C-comodule a droite, donc il existe un sous-comodule V' de
dimension finie contenant f.

L’application i®idy : MV — N®V est un monomorphisme de C-comodules a droite.

D’apres (3.4.23) (1) = (2), il existe une application C-colinéaire :
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F:M®V — 1 telle que F(m®v) =v(m),Vm e M, v e V.

Puisque I est injectif dans # €, alors il existe une application C-colinéaire

G: NV — 1 telle que : Go (i ®idy) = F. D’aprés ce qui découle de (3.4.23),
Uapplication g : N — I, g(n) = G(n® f), n € N est rationnelle.

Donc¥Y m e M,

f(m) = F(m@ f) = (Go(i®idy))(m@ f) = Gi(m)© f) = g(i(m)) = (goi)(m) = 7*(m),
ce qui montre que HOM (N, I) AN HOM(M,I) est surjective donc

0 — HOM(P,I) -~ HOM(N,I) = HOM(M,I) —> 0 est ezacte dans #€

par conséquent HOM (—, 1) est un endofoncteur exact .l

Définition 3.4.28 On définit les foncteurs dérivés suivants :

(a)  RPa(coC,—) : les foncteurs dérivés droits du foncteur co-invariant
(=) A — M. (3.13)
(by EXTP(M,—) : les foncteurs dérivés droits du foncteur
HOM(M,—-) : #° — #° (3.14)
(¢) Ext®(—,—) : les foncteurs dérivés droits du foncteur
Hom(—,—) : M x M — M. (3.15)

Remarque 3.4.29 Si M et N sont des C-comodules a droite, alors EXTP(M,N) est un
C-comodule a droite.

3.4.1 Suite spectrale de Grothendieck

Théoréme :

Soient F': A — B et G : B — C deux foncteurs covariants tels que : F' envoie les
objets injectifs de A dans les objets injectifs de B. Alors pour tout NV € A,
on a la relation suivante :

(RPG o RIF)(N)— RP*4(G o F)(N)

ou RPG désigne les foncteurs dérivés droits de G et RZF' les foncteurs dérivés droits de F' .
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Proposition 3.4.30 Soient M, N € .#°.
(1)  On a la suite spectrale suivante :

RPa(coC, EXTY(M,N)) — Ext®""(M,N) avecp>0,q>0.

(2)  Si M est de dimension finie, alors

RPa(coC,M* @ N) = Ext®" (M, N), pour tout p > 0.

Preuve :

(1)  On considere les foncteurs covariants suivants :

HOM(M,—=): #MC — #° et (=)°C: HMC — M ;
tels que  HOM (M, —) envoie les objets injectifs de .#¢ dans .Z°.
Donc pour tout N € .Z°,
[(=)°¢ 0o HOM (M, —-)](N) = (=)*“(HOM (M, N)) = HOM (M, N)<¢
d’aprés (3.4.33) HOM (M, N)*°¢ = Hom(M, N), donc RPa(coC, EXT9(M,N)) — Ext®"* (M, N).
(2)  On sait que M est de dimension finie, donc les comodules

HOM(M,N) = Hom(M,N) et M* ® N sont isomorphes du coup M*®@ N et HOM (M, N)
ont les mémes résolutions injectives.

D’apres (3.4.33) HOM (M, N)*“=Hom® (M, N) = RPa(coC,M* ® N) = Ext“"(M,N). B

Définition 3.4.31 Soit V' un espace vectoriel, alors V & C' est un C'-comodule a droite pour la
coaction induite par la comultiplication de C'. Dans la suite, V & C est appelé un C-comodule
libre.

Définition 3.4.32 Un C-comodule & droite M est injectif dans #€ si M est un facteur
direct de C-comodule libre voir [4], Proposition 2.4.7.

Lemme 3.4.33 Soient M, N € .#€. Si N est injectif, alors M @ N est aussi injectif.
En particulier, M ® C' est injectif dans 4.

Preuve :
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Comme N est injectif dans #C, alors N est facteur direct de C-comodule libre V @ C.
Donc M @ N est facteur direct de M @ (V @ C).

Soit My un M espace vectoriel on oublie la structure de C'-comodule sur M, et on

considére le C-comodule libre (Mo ®@ V) ® C' d’aprés (3.4.17) Uapplication suivante :
fTMe(Vel)— (MeV)eC , f(mewec)r— (m®v)® Sy(é(m)) - c

est un isomorphisme de C'-comodules qui a pour inverse
fFliMyeV)eC—Me(VeCl) , [fH{mev)@c)r— me (v Si(e(m))-c)
oum € M =My, veVetceC.

Donc M @ N est facteur direct de (Mo ® V) ® C d'ou M @ N est injectif dans .#€. W

Définition 3.4.34 Pour tout M € .#€. On définit CY(M) et p, : CY(M) — CIT(M)

récursivement par :

CYM)=M et CIT'Y(M)=CI(M)xC ;
o1 M—MxC, ¢_1(m)=me®S*(¢p(my)) -my ;
Pori(u®@c) = (u@c) @ S*p(u@ch) (u@c)y — pg(u)®c ;

VueClM),ceC,q>—1.

Par ailleurs ¢ 4109, =0, soit Im(yp,) C Ker(py+1). Donc (C4(M)),>—1 est un complexe de

cochaine dans .#¢. L’application g est C-colinéaire; car c’est une suite de morphismes
de C-comodules.

On considere maintenant la suite d’applications linéaires suivante :

Yy : CY M) — CTH (M) ,w(u®c)=cu(c)u; u e CT7H (M) celC
e Vérifions que @g_1 0 Y + Vgq1 © 9q = idca(ar).-

Pour tout u € CU(M) et c€ C,on a:

(¢g—1 09 0 1Pgi1 0 goq)(u ® c)
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= py1(ec()u) + g ((u® c)o ® S*(P(u @ )) - (U@ )y — pg-1(u) ®c)

= @g-1(ec(c)u) + Yg1((u @ ) ® S*(P(u @ €)1) - (u @ ¢)2) — Ygy1(Pg—1(u) ® c)
= pg-1(ec(e)u) + e ((u @ c)o @ S*(P(u @ c)1) - (u @ ¢)2) — eo(c)pgi(u)

= ep(S*(P(u® c))ec((u® c)2(u® c)o

=ep((P(u® c)r)ec((u® c)a(u® c)o

=en((¢p(u® chiec((u® c)2))(u® c)o

=ep((d(u® c)nec((u® c)2))(u® c)o

=en(pu®c))(u®ch

=ec((u®c)r)(u®c)y

=u®c

Puisqu’il est évident que @41 0 1y + Y441 0 g = idcaar), donc Im(p,—1) 2 Ker(p,) ¥V ¢ > 0.

Par conséquent I'm(p,) = Ker(p,+1) ce qui implique que C*(M) est un complexe acyclique,
¢’est-a~dire son homologie est nulle.

Remarque 3.4.35 D’apreés (3.4.33) C4(M) est un objet injectif dans 4. Donc C*(M) est
une résolution injective de M dans €.

Définition 3.4.36 RPa(coC, M) est le groupe de cohomologie du compleze C*(M)<C
et EXTP(M,N) est le groupe de cohomologie du compleze HOM(M,C*(N)) ¥V p>1
ouw M, N € .#°.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire on a étudié la cohomologie des (C,H)-modules relatifs de Hopf droite
gauche dont la plupart des résultats sont obtenus grace au caractere de I’antimorphisme ¢ et la
condition mise en évidence notée (3.3). Par la suite on a utilisé certains résultats de 1'algebre
homologique a savoir les suites exactes et les foncteurs pour étayer notre étude.
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