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Résumé

Dans ce travail, I'objectif est de détailler les travaux de F.Haslinger qui consistent a déterminer le
spectre du Laplacien de I'opérateur 0-Neumann sur I'espace de Fock L*(C", e %) avec ¢(z) = |2|*
Pour se faire, nous avons dans un premier temps calculé le spectre du Laplacien de 'opérateur
O-Neumann [, et celui de O, pour ¢(z) = |z|* dans le cas unidimensionnel. Puis dans le cas
multidimensionnel, nous calculons le spetre du Laplacien de I'opérateur 0-Neumann U, 4 pour
©(z) = |z1|* + - - + |2a|*. Ensuite nous montrons que le Laplacien complexe de Witten noté AS)’Q)
a le méme spectre que le Laplacien de 'opérateur 9-Neumann [, Enfin, nous donnons quelques
applications sur la compactification du 0-Neumann N, 4 en utilisant :

o les valeurs propres de la matrice de Lévi.

 la théorie spectral sur les opérateurs de Schrodinger dans la mécanique quantique.



Introduction

Le probleme du d-Neumann & poids est I'un des problémes les plus importants dans la théorie de
'analyse complexe de plusieurs variables. Spécialement 1’analyse dans les espaces L? & poids ol ce
probleme est d'une importance capitale et est devenue indispensable pour le sujet depuis les travaux
fondamentaux de Kohn en 1963. Une propriété importante de 'opérateur 0-Neumann & poids (noté
N, ,) est quil peut étre utilisé dans les espaces L? & poids pour fournir une solution bornée de
équation du = f pour toute (0, q)-forme différentielle f d-fermée. Cette solution est appelée solution
canonique et est donnée par

u = 5*N¢7qf.

La théorie spectrale est un probleme intéressant en analyse complexe de plusieurs variables. Le
Laplacien du d-Neumann sur un domaine borné € dans C" est le Laplacien qui est inversible et qui
agit diagonalement sur les (0, ¢)-formes différentielles. C’est un opérateur densément défini, positif,
fermé et auto-adjoint. En tant que tel, son spectre est un sous ensemble fermé non vide de RT. Le
comportement spectrale du Laplacien de 'opérateur 9-Neumann sur des domaines spéciaux sert
souvent de modele pour la théorie générale. Le spectre du Laplacien de opérateur 0-Neumann sur la
boule et son complémentaire a été calculé par G. B. Folland en 1972 voir [12]. Et en 2007, S. Fu a
déterminé le spectre du Laplacien de opérateur 9-Neumann sur les polydisques voir [13]. Dans notre
travail, nous nous sommes intéressés aux calculs du spectre du Laplacien de opérateur 9-Neumann
sur I'espace de Fock due a Friedrich Haslinger. L’espace de Fock est défini comme suit :

LAC, e ) = {f:C" = C: [ ] () [P dA(z) < oo}

ou A désigne la mesure de Lebesgue.

Soit ¢ : C" — R™ une fonction poids plurisousharmonique de classe C?, notons L%Qq)((C", e ?)
Iespace des (0, ¢)-formes différentielles & coefficients dans L?(C™, e™%) pour 1 < ¢ < n.

Nous commencerons par calculer le spectre du Laplacien de 'opérateur 9-Neumann U0 et celui de
Ug,1- Le résultat est le suivant :

Théoréme 0.1.

Soient n = 1 et ¢(z) = . Le spectre du Laplacien [, est constitué de tous les entiers positifs
{0,1,2,---}. Leur multiplicité est infinie.

Le spectre du Laplacien O, ; est constitué de tous les entiers strictements positifs {1,2,---} . Leur
multiplicité est infinie.

|2

Ensuite on calcule le spectre du Laplacien de 'opérateur 9-Neumann Ug.q- Le résultat est donné
par :

Théoréme 0.2.
Soient n > 1, p(2) = |21]|* + -+ + |2a]* et 0 < ¢ < n. Le spectre du Laplacien O, , est constitué de

tous les entiers {q,q+ 1,¢+ 2--- }. Leur multiplicité est infinie.

X. Ma et G. Marinescu (2007) ont calculé le spectre du Laplacien A 09 pour ¢(z) = |z|? (voir
[25, 26]). Par la suite F. Haslinger montre que le Laplacien complexe de Wltten noté A&O’q) sur les

(0, ¢)-formes différentielles a le méme spectre que le Laplacien O, ,. Le résultat est le suivant :

Théoréme 0.3.

Soient n > 1, p(2) = |z1|* + -+ + |24]* et 0 < ¢ < n. Le spectre du Laplacien complexe de Witten
noté Ag)’q) est constitué de tous les entiers {¢,q + 1,q+ 2--- }. Leur multiplicité est infinie.

Nous étudierons dans la derniere partie de ce document quelques applications sur la compactification
du O-Neumann & poids Nyyg -
- comme premiére application nous allons montrer que le 9-Neumann a poids N, 4 est compact en
utilisant les valeurs propres de la matrice de Lévi. Le résultat est le suivant :
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Théoréme 0.4.
Soit ¢ une fonction plurisousharmonique de classe C2. Si 1 < ¢ < n et on suppose que la somme Sq
de toutes les ¢ plus petites valeurs propres de M, satisfait :

lim s,(2) = +oo. (1)

|z|]—+o0

Alors N, L?O,q) (C" ) — L%Qq) (C", p) est compact.

-Deuxiéme application nous allons montrer que le 9-Neumann & poids N, 4 est compact en utilisant
la théorie spectrale sur les opérateurs de Schrédinger dans la mécanique quantique due a S. Fu et
Emil J. Straube (cf[15]). Le résultat est le suivant :

Théoréme 0.5.

Soient Q un domaine borné dans C et ¢ € C?(Q). On pose E = {(z,w) € C*; 2 € Q, |w| < e **} un
domaine de Hartogs pseudoconvexe complet, borné et lisse dans C?. Supposons que bE soit strictement
pseudoconvexe sur bE N {w = 0}. Alors

1. bE satisfait la propriété (P,) si et seulement si lim A2 () = +oo.

n—too P

2. Ny 4 est compact si seulement si nglfoo Anp () = +00.



1 Préliminaires

1.1 Géométrie différentielle
1.1.1 Notion de Variété différentiable
Soient n € N et k € N| J{oo,w}.

Si k # w, on note C* la classe des fonctions k-fois différentiables et de dérivée k-ieme continue et C*
celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 1.1 (Carte).

Soit M une variété topologique.

Une carte sur M est un couple (U, ) ot ¢ : U — ¢(U) C R" est un homéomorphisme.
Définition 1.2 (Atlas).

Un atlas de classe C* est une collection d’homéomorphismes ¢, : Uy, — V,, o € I, appelée carte
différentielle out (U, )aercn constitue un recouvrement d’ouverts de X, (V,,), des ouverts de R" tels
que pour tous a et 3 € I, si (U, NUg) # 0 les fonctions de transition

Pap = 0005 1 a(Ua NUs) = 0a(Ua N Ug)

sont des difféomorphismes de classe C**.
Les composantes ¢, () = (27, ..., x;) sont appelées coordonnées locales sur U, définies par la carte

(Vs 90 :

Définition 1.3 (Variété différentiable).

Une variété différentiable X de dimension n et de classe C* est un espace topologique séparé muni
d’un atlas de classe C* & valeurs dans R™.

Définition 1.4 (Vecteur tangent).

Soit X une variété différentiable de classe C* et de dimension n, Q@ C X un ouvert et s € NU {00, w}
tel que 0 < s < k.
Un vecteur v, tangent a X au point zg, est par définition un opérateur différentiel qui agit sur les

0
fonctions, c’est-a-dire pour tout f € C*(Q,R), on associe v.f = > vj—f(a:o); ou les v; sont des

1<j<n Oz
réels.
Dans un systeme de coordonnées locales (z1, ..., x,) autour de xq sur €, on écrit simplement
0
V= Z 'Ujai
1<j<n 94

1.1.2 Fibrés vectoriels

Définition 1.5.

Soient X une variété différentiable de dimension n et K = R ou C un champ scalaire. Un fibré vectoriel
de rang r au-dessus de X est une variété E de classe C'™° munie d’'une application 7 : £ — X de
classe C'° appelée projection et d’une structure de K-espace vectoriel de dimension r sur chaque
fibre E, = 7 '(z). Cela veut dire qu’il existe un recouvrement ouvert (V,)ac; de X et des C*-
difféomorphismes 6, appelés trivialisations

Qa : Elva — Va X KT Oﬁ E|Va = ﬂ_l(va)

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels et U C E, V C F deux ouverts, f : U — V une application. On dit que f
est un difféomorphisme de classe C* si f est inversible et si f et f~! sont différentiables de classe C*.



telle que pour tout x € V,, I'application
By & (2} x KW — K"

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour chaque o, 8 € I , 'application

Oas =00 005" : (VaNV3) x K — (Vo NV3) x K
peut se mettre sous la forme

Oop(2,€) = (2, 9ap(2)-£), (z, ) € (Va N V) X K

ot la famille (gns) est inversible a coefficients dans C*(V,, N V3, Gl(r,K)), d’inverse (gas) " = (9pa)
et satisfaisant a la condition de cocycle

9aBYsy = Gay SUr VoNVgNV,.

La collection (g,p) est appelée systeme de matrices de transition. Réciproquement, toute collection
de matrices inversibles satisfaisant la condition de cocycle définit un fibré vectoriel E, obtenu en
recollant les cartes V,, x K" via les identifications 6,3.

Exemple 1.1.

Les fibrés tangent TX = [ J T,X et cotangent T°X = | J T, X d’une variété différentiable X de

acX acX
dimension n sont des fibrés vectoriels localement triviaux de rang n au-dessus de X.

Définition 1.6.

Soit Q@ C X un ouvert. Soient £ un fibré vectoriel sur X et k € NU {400, w}. Une section de classe
C* de E|q est une application s : 1 — E de classe C* telle que s(x) € E,, pour tout z € Q (i.e
mToSs = IdQ)

Définition 1.7 (Champ de vecteurs).

Soient X une variété différentiable de classe C" avec r > k et €2 un ouvert de X. On appelle champ
de vecteurs de classe C* sur Q toute application s :  — TX de classe C* telle que s(z) € T, X
pour tout x € X.

On note I'*(X) I'ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur X.

Remarque 1.1.

Un champ de vecteurs sur €2 est une section de fibré tangent T'X définie sur (2.

1.1.3 Formes différentielles

Définition 1.8 (1-forme différentielle).
Soient X une variété différentiable et U un ouvert de X. Une 1-forme différentielle sur U est une

application

w: U—TX=|JTIiX
aclU
a— W,

a valeurs dans ’espace cotangent a U en tout point a.
Sia=(xy,...,2,),0na:
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w(xy, ..., T,) = sz’($1, o) (dxy) g
—1

1=
ou les coefficients w;(z1, ..., x,) € R dépendent de a.
n

Localement une 1-forme différentielle s’écrit w = Zwidxi ou les coefficients (w;);=1,. , sont des
fonctions w : U — R. =
Une 1-forme différentielle est de classe C* si les coefficients w; le sont.
Exemple 1.2 (1-forme différentielle).
1. dz est une 1-forme différentielle de coefficient 1.

1
PR dx — o :J_ /2 dy est une 1-forme différentielle de classe C*° sur R x R\ {(0,0)}.

Remarque 1.2.

2. w(z,y) =

Une 1-forme différentielle sur un ouvert U est une section du fibré cotangent 7% X définie sur U.

Définition 1.9 (r-forme différentielle).

Soient n et  deux éléments de N, et X une variété différentiable de classe C* de dimension n, avec
k € NU {00, w}. Une r-forme différentielle de classe C* sur X est une section de classe C* du fibré
des r-formes extérieures noté A"T*X.

Ainsi, une r-forme différentielle w associe a tout = dans X, une r-forme linéaire alternée w, sur
I'espace tangent T, X a X en z.
Remarque 1.3.

Dans un ouvert de coordonnées locales (z1,....,x,), pour chaque a € X, nous avons la base
{(dz1)q, ..., (dx,).} de espace cotangent Ty X. On a

ATT:X = U@Ct{(dl’il)a FANRWA (dxir)a}1§i1<...<ir§n-
Une T—folrme différentielle u de classe CF g'écrit

u(z) =Y ur(x)dzr ot ur € C*

|I|=r
I = (i1, .c,iy) avec 1 < iy < ... <i,<n
dr; =dxy A ... Ndz,,.

On note C*(X, A"T*X) I'espace des r-formes différentielles de classe C*.

On peut effectuer plusieurs opérations avec les r-formes différentielles, par exemple :

e Produit extérieur
Localement, si

est une g-forme différentielle sur X et

est une p-forme différentielle sur X,
alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p + ¢) définie par :

/

unv(@)= Y wl@)vy(z)de; Adryavec 0 <p+q<n
I=p,|J|=q

11



I = (i1, .....5) avec 1 <4y < ....... <ip<n
J = (j1,....Jg) avec 1 < j; < ... <js<n
dry =dz;, A ..... A dx;,
et

e Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d: CHX,ANPT*X) — CFH(X, APTT*X)

défini localement par la formule

du = Z Zg;”dxj/\dxl

[I|=pj=1 9%
et vérifie les propriétés suivantes :
1. d(u Av) =duNv+ (—=1)Pu A dv (Regle de Leibniz),
2. d*u = 0 (idempotence).

Une forme différentielle u est dite fermée si du = 0 et elle est dite exacte s’il existe une forme
différentielle v telle que deg(v) = deg(u) — 1 vérifiant u = dv.

e Pull-back

Soit F': X — Y une application de classe C entre deux variétés orientées de dimension respectives
/

ni, na. Siv(y) = Y vi(y)dyr est une p-forme différentielle sur Y, le pull-back (tiré-en-arriere) F*v
[|=p
est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplagant y par F'(x) dans I’écriture de v, c’est-a-dire

Fro(z) = > v(F(z)dE, A...\NdF;,.
[=p
1.2 Notion de variété complexe

Définition 1.10 (Variété complexe).

Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collection
(Un, Y0 )acr, ot les U, sont des ouverts de X tels que X = U U,

acl
et vq : Uy, — C" sont des homéomorphismes pour lesquels on a : si
UsNUs # 0, alors e = goaog@l 1 0(Ua NUp) — pa(UsNUg) sont des biholomorphismes.
(Ua, o) sont appelées cartes locales.
2 € Upypal(2) = (27,25, ey 20) € C™.

(21,25, e ,z) sont appelés coordonnées locales autour de z.

La collection (Uy, ¢a)acs €st appelée atlas complexe.

12



Définition 1.11 (Domaine de classe C*).

Un domaine D C C" est dit & bord de classe C* s'il existe un voisinage U de D et p une fonction de
classe C* tel que :

DNU={z€U:p(z) <0}, oup: U — Rest la fonction définissante de D. Si dp(z) # 0 pour tout
2z € 9D, on dit que D est & bord lisse de classe C*.

Définition 1.12 (Domaine Etoilé).

1. On dit qu'un domaine D C C" est étoilé en un point P € D si pour tout point M € D, le
segment [P, M] est contenu dans D.

2. On dit qu'un domaine est étoilé s’il est au moins étoilé par rapport a un de ses points.

Remarque 1.4.

On dit qu'un domaine est convexe s’il est étoilé par rapport a tous ses points.

Exemple 1.3.

La boule unité de C" définie par B = {z € C" : |z| < 1} est un domaine étoilé, mais mieux, elle est
aussl convexe.

1.2.1 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n.
Consideérons X comme une variété différentiable de dimension 2n.
Pour tout z € X, on a l'espace cotangent 7, X de X en z et une structure complexe J, de 77X
(c’est-a-dire I'endomorphisme R-linéaire de 77 X vérifiant

Jz o Jz = _[dTZ*X

et définie localement par
Jz (dLCJ) = dyj

et
J.(dy;) = —dxj).

Soit 77 X© le complexifié de T X, c’est-a-dire 'ensemble des éléments de la forme

u—+ v
ou
w,vel, X
et
1=+v—1.
J. se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de 7 X noté encore .J, tel que J? = —1 dps xc par

Jo(u+iv) = Jo(u) +iJ(v)

pour tous u,v € T, X.
On a

TIX® =T X & T, X

ou
TihoX ={veT; X"/ v =iv}
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Tia X ={v e T:X%/Jv = —iv}

Tl*,oX - U T,:l,OX
zeX
et
T(ilX = U Tz*o,lX

zeX

sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.

Pour p,q € N tels que 1 < p,q < n, notons par APT7; (X et AT}, X respectivement les espaces
vectoriels des p-formes alternées sur 77, (X et des g-formes alternées sur 77, , X.

Dans un systéme de coordonnées locales (21, ..., 2,),

APTY 0 X = vect{dz, N ... Ndzi, }1<ii<...<iy<n

AqTZ*OJX = Uect{dijl VANRIUIVAN dijq}1§j1<....<jq§n

ou (dzi,...,dz,) et (dzy, ....,dz,) sont des bases locales de 17, (X et T}, X
donc

zeX
et

zeX

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré T7( X et des g-formes extérieures
sur le fibré T, X.
On pose

APDT*XC = NPT o X & AT | X

donc
APDTIXC = vect{dz;, A ... Ndz) NdZj A ... NdZ,}
avec 1 < <. <, <netl<j <. .<j,<n.

Définition 1.13.

Le fibré APOT*XC .= APTT o X @ AT, X est appelé fibré des (p, ¢)-formes extérieures sur le fibré
cotangent complexifié 7*X© := | J TrX®.
zeX

1.2.2 (p,q)-Formes différentielles
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Définition 1.14 (Formes différentielles).

Soit 2 C X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p, q) (ou (p, q)-forme différentielle)
et de classe C* (k € NU {400}) sur ©, toute section définie sur Q de classe C* du fibré APDT*XC,
On note C’;f,q(X ) I'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* sur X et
Coo(X) Pespace des (p, q)-formes différentielles de classe O™ sur X.

Dans un ouvert 2 C X de coordonnées locales (21, ...., z,), une (p, q)-forme différentielle u de classe

C* s’écrit

/

u(z) = Z urs(2)dzy N dzy,

‘I|:p7|J|:q

ot les u;; sont des fonctions de classe C*, I = (i, ...,4,) et J = (ji,...., j,) sont des multi-indices
d’entiers vérifiant 1 <4 <y <...<ip <mnet 1 <j <....<j, <,

dzr = dzi; N ... Ndz,

dzy =dzj \.... Ndzj,
et Z indique que la somme se fait suivant les indices croissants. On note par D’;q(X ) le sous-espace

vectoriel de C’Z’f’q(X ) formé par les (p, ¢)-formes différentielles de classe C* & support compact dans X
et par D, ,(X) le sous-espace vectoriel de C)5 (X) formé par les (p, ¢)-formes différentielles de classe
C* a support compact dans X. Toute fonction f € Dy (X)) est appelée fonction test.

1.2.3 Notion de variété hermitienne

Définition 1.15 (Produit scalaire hermitien).

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Le produit scalaire hermitien sur X est la
donnée en tout point zg € X d’une application
h:T,X xT,X — C, définie par :

pour deux vecteurs

& 9,
u= Z Uj—=— 62’] , U= kz::l vka—% appartenant a 7., X;
h(u,v) ih(a 8>z () Zh u;U
) - YR 0 k — k k
s \07 0z ! =

ol 5 9
haslza) = {5 g ) (o

et qui vérifie les propriétés suivantes :
h(Au,v) = Mh(u,v), YA € C,
h(u,v) = W,
h(u,u) =
h(u,u) >0 V u#0,
h(u+v,w) = h(u,w) + h(v,w), ¥V u, vet we T, X.

Qﬁ*\%‘@"

On note her(T,,X) 'ensemble des formes hermitiennes sur 7%, X.
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Remarque 1.5.

(hjk)i<jk<n est une matrice hermitienne, définie positive et dépend de fagon C* du point z.
Cette forme hermitienne, définie sur ’espace tangent a X en un point, s’étend aux formes différentielles
sur X comme suit :

soient
I !
u = Z Ur, g dzrNdzZy; et v= Z VK, L dzig NdZg,
[|=p,|J|=q |K|=p,|L|=q
h(u,v) = > ur,y U, W RiPke pily | piala

|K|=|Ll=p |I|=|J]=q
0o 0

ott (h); j=1...n est I'inverse de la matrice hermitienne (h;;) = h(g, £)15:1”
i 0%

et (W)j,lzl,m,n les conjugués des (hﬂ)j,l:17.,,,n.

Définition 1.16 (Métrique hermitienne).

Soit X une variété complexe de dimension n et soit 75°X son fibré tangent holomorphe.
Une métrique hermitienne sur X est la donnée pour tout zp € X d’un produit scalaire hermitien h
sur T,:°X qui varie de manieére C* en fonction de X.

Définition 1.17 (Variété hermitienne).

Soit X une variété complexe et h une métrique hermitienne. Alors le couple (X, h) est appelé variété
hermitienne.

1.3 Fonctions plurisousharmoniques

Dans ce paragraphe, nous définissons au cas de plusieurs variables complexes la notion de fonction
sousharmonique. Ces fonctions nous serviront a définir la pseudoconvexité.
Les résultats sont tirés de [24].

1.3.1 Fonctions sousharmoniques

Nous commencons d’abord par définir I’harmonicité dans C.

Définition 1.18 (Fonction harmonique).
Une fonction complexe f deux fois continiment différentiables dans un ouvert €2 de C est harmonique
dans €2 si elle satisfait la condition suivante :
0? 1 (02 0?
Af / ( / + / = 0.

T 020z 4

022 Oy?

Remarque 1.6.

En identifiant C & R?, on va voir que les fonctions harmoniques sont treés liées aux fonctions
holomorphes.
La partie réelle d’une fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert de 2 C C est harmonique.
On rappelle qu’une fonction f : z € Q — f(z) continue est holomorphe si elle est différentiable et

satisfait les équations de Cauchy-Riemann —= = 0.

0z
Définition 1.19 (Fonction sousharmonique).

Une fonction u définie sur un ouvert 2 de C a valeurs dans [—o0, +00] est dite sous-harmonique si :
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u est semi-continue supérieurement (s.c.s), c’est-a~dire {z € 2 : u(z) < s} est ouvert pour tout s € R
ou bien lim, ,,u(z) < u(a) si a € §;

pour tout compact K C €2 et toute fonction h continue sur K, harmonique sur [O( , telle que h > u sur
0K, alors h > u sur K.

Remarque 1.7.

Une fonction u de classe C? est sousharmonique si et seulement si Au > 0. Lorsque Awu > 0, on dit
que u est strictement sousharmonique.

Exemple 1.4.

Soient a € C fixé et ¢ > 0. Alors la fonction z — clog |z — a| est sousharmonique.

1.3.2 Fonctions plurisousharmoniques

Soit €2 un domaine de C".
Nous commencons par définir une fonction d’exhaustion.

Définition 1.20.

Soit ¢ une fonction continue et définie de €2 a valeurs dans R. On dit que ¢ est une fonction
d’exhaustion de €2 si pour tout ¢ € R, I’ensemble

{z€Q:9(z) <c}
est relativement compact dans (2.

Définition 1.21 (Fonction plurisousharmonique). (¢f [7])

Une fonction u définie de 2 C C" avec n > 2 a valeurs dans R U {—o0} est dite plurisousharmonique
sur €2 notée PSH (L), si u est semi-continue supérieurement et si pour tout a € Q et w € C", la
fonction A — u(a + Aw) est sousharmonique dans {a + Aw : A € C} C Q.

Définition 1.22 (Forme de Lévi ).

Soient © un ouvert de C" et p une fonction de classe C? sur 2. On appelle forme de Lévi de p en
z € (), la Hessienne complexe L,p de p en z, c’est-a-dire la forme hermitienne

5 Pplz)
w+— L,p(w) = W Wy,
p( ) j,kzl 82]82k ik

Définition 1.23 (Fonction strictement plurisousharmonique).

Soit p une fonction de classe C*, k =2, ...., +00.
On dit que p est strictement plurisousharmonique si sa forme de Lévi L,p au point z est une forme
hermitienne définie positive.

1.4 Domaines pseudoconvexes

Définition 1.24 (Espace tangent complexe).

Soient 2 C C" un domaine borné et p une fonction définissante de €2 . L’espace tangent complexe
noté T (bQ) est donné par :

)~ oy,

TEb) = {we T |3
j=1
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Définition 1.25 (Domaine pseudoconvexe et strictement pseudoconvexe).

Soient 2 C C" un domaine borné et p une fonction définissante de €.
On dit que € est pseudoconvexe si L.p(w) > 0 pour tout z € bQ et w € T (bQ).
On dit que © est strictement pseudoconvexe si L.p(w) > 0 pour tout z € bQ et w € T (bQ2)\{0}.

On a cette relation entre la plurisousharmonicité, la pseudoconvexité et la convexité.

Remarque 1.8. cf(/’])
Soit Q CC C" un domaine borné, ou n > 2

e SiQ est strictement pseudoconvexe de fonction définissante p de classe C*, k =2, ..., alors Q
admet une fonction définissante strictement plurisousharmonique de classe C*, k = 2, ...(Cf
Théoréme 3.4.4 [5]).

+ Si Q2 est pseudoconvexe & bord de classe C?, alors © admet une fonction strictement plurisou-
sharmonique de classe C*. (Cf Corollaire 4.3.8 [7]).

Si 2 € C" n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 1.26.

Soit €2 C C" un domaine non borné. On dit que €2 est pseudoconvexe si €2 admet une fonction
d’exhaustion ¢ plurisousharmonique continue.

Remarque 1.9.

Si €2 C C" est pseudoconvexe et ¢ une fonction d’exhaustion de classe C* strictement plurisoushar-
monique, alors les domaines Q. = {z € Q : p(z) < ¢} sont strictement pseudoconvexes et approximent

Q=J 9.

ceR
Définition 1.27 (Domaine de Hartogs).
Soit D C C" un domaine. On dit que D est un domaine de Hartogs de centre a = (ay,--- ,a,) € C"
si D vérifie la propriété suivante :
pour tout zg = (2o,,- -, 20,) € D alors D contient tout point z = (z,, -+ , 20, _,,2n) avec

Zn — A = (20, — an)ei@, 0<0O < 2.
D est un domaine de Hartogs complet si de plus pour 2y € D, D contient tout point z tel que
|20 — an| < |20, — anl-

Définition 1.28 (Domaine de Hartogs pseudoconvexe). cf([21])

Soit X une variété complexe, un domaine 2 C X est dit Domaine de Hartogs pseudoconvexe s’il
existe une métrique kéhlérienne sur X et un voisinage U de bS tels que la restriction de — log dya(2)
a U N {2 se prolonge en une fonction strictement plurisousharmonique sur €2, ou dyn(z) est la distance

de z au bord de €.

1.5 Les opérateurs 9 et 0
Définition 1.29 (Les opérateurs 0 et 0).

Soient X une variété complexe et 2 C X un ouvert. Si f est une fonction de classe C* sur un
voisinage d’un point a € §2, on a localement

N9 O
df, = Jz::l D, (a)dz; + 32:31 d; (a)dy;,
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posons

0 10 0 0 10 0
N 82]- N 2 8xj ay]
dz Zj = d.Tj + Zdy]' et d?j = d.ij — Zdyj

Cette transformation permet d’écrire df, sous la forme qui suit

= af - f
dfa - a—
JZ:I 821 z:: 0z,
Posons " o " o
0fa =D 5 (a)dz; et Of, = (a)dz;;,
]z:l 82!]‘ I 3221 82 J
donc
df = 0f +0f.
La décomposition
d=0+0
avec " g
0= Z dZJ et 8 ]z:l gjdfj,

se généralise aux formes différentlelles.
En effet, si

4

U)(Z) = Z wLJ(z)dz] AN dZy

[I|=p,|J|=q

est une (p, q)-forme différentielle de classe C"

I

d’lU(Z) = Z d’LU[y](Z)/\dZ[/\de = Z (8w17J(z) —i—ngJ(z)) /\dZ[/\d?J.
1=p,|T|=q [=p;|J|=q
On pose

ow(z) = > Owry(z) Ndzr Ndzy et Qw(z) = Y Owry(z) Adzr Adzy.

[I|=p,|J|=¢ [I|=p,|J|=¢

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

9:Ck(Q) — Ch ()

pt+la
a . ik k
0:C,,Q)—C q}rl(Q)
Propriétés 1.1.
1.d=0+0.
2.0 =9"=000+00=0.
Soient X une variété analytique complexe et {2 un ouvert de X. B B
Une forme différentielle w de type (p,q), de classe C* et définie sur € est dite d-fermée si dw = 0.

On note

ZF () ={w € C} () /0w = 0}.

Z;;q(Q) est un sous groupe de C’;AQ).
Une (p, q)-forme différentielle w de classe C* définie sur un ouvert  d’une variété analytique complexe
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X est dite 0-exacte s'il existe une (p, ¢ — 1)-forme différentielle u de classe C* telle que du = w.
On note —
B (Q)={we Ck (Q)/3ue C _, avec du =w}.

P

Puisque & = 0 donc Bk (Q) C Z; (Q).
L’espace vectoriel
zZk (Q
Hy ) =
Bk ()

est appelé le (p, g)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe C*
définies sur €.

1.6 Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.30 (Distribution).

Soit V' un ouvert de R", on a

D(V)={¢ :R" — C,p € C*(R")/suppp C Vcompact}

avec

suppp = {z € R"/p(z) # 0}.
Une suite (¢;) ey d’éléments de D(V') converge vers ¢ dans D(V) quand j tend vers +oo si :
1. pour tout indice j, le support de ¢; et ¢ sont contenus dans un compact K C V,

2. D%pj(x) converge uniformément vers D%p(z) sur K C V,
pour tout multi-indice o € N"
(i.e a=(aq,.....,a,) avec o; € N)

D® = est la dérivée d’'ordre |a] = oy + ..... + ay,.
8$1a1 ..... 8$na”

Une forme linéaire T sur D(V') est dite séquentiellement continue sur D(V') si I'application 7" :
D(V) — C est linéaire et continue au sens suivant : pour toute suite (¢;)jen; si ¢; — ¢ dans
D(V), alors la suite des nombres complexes T'(¢;) — T'(¢).

Désignons par Dg l'espace des fonctions ¢ : R" — C de classe C* a support dans K.
Une distribution 7" sur V' est une forme linéaire sur D(V') dont la restriction a chaque D est continue.

De plus, si T" est une distribution réelle, 'application ¢ — — < T, d£ > est une distribution.
x

Par définition, c’est la dérivée de T notée e
x

Exemple 1.5.

1) Soit 2 un ouvert de R" et a € R" la fonction définie par :
do : D(2) — C qui a p € D(QQ) associe
da(@) = @(a) =< d4, ¢ > est une distribution appelée mesure de Dirac.
2) Soit f une fonction localement intégrable* sur @ C R. Alors Papplication T} : D(2) — R qui &

¢ € D(R) associe T(p) = / f(z)p(x)dz définit une distribution sur €.
Q

Définition 1.31 (Norme).

Soit E un K espace vectoriel. On appelle norme sur E 'application
||| : E — R* vérifiant les propriétés suivantes :

1. ||z =02 =0,

2. Une fonction a valeurs complexes sur un ouvert 2 de R" est dite localement intégrable si sa restriction a tout
compact de 2 est intégrable au sens de Lebesgue.
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2. |zl = A|||z|]] V Y€K et x€FE,
3 e +yll <l +[lyll ¥V 2,y € E.

Définition 1.32 (Produit scalaire).

Soit £/ un R espace vectoriel.
Un produit scalaire sur £ est une application

<,> ExFE—-R
(u,v) =< u,v >

qui vérifie les propriétés ci-dessous :
soient u,u’,v € F et A € K.

1. <u,u>>0 et <u,u>=0&u=0,
2. < Mu+u),v>=A<uv>+\<u,v>,
3. <u,v>=<v,u>.

Définition 1.33 (Espace de Banach).

(E,||-]|) est complet si toute suite de Cauchy dans F est convergente dans F.
Un tel espace est dit espace de Banach.

Exemple 1.6 (Espace de Banach).

Soient (F,T,m) un espace mesuré et f une fonction mesurable définie de E vers K, avec K= R ou C,
LP(E) ={f: E — K, mesurable tel que /E | f]Pdm < 400}
est un espace de Banach avec la norme associée
1flly = ([ 17Pdm)”, 1< p < +oo,dm

étant 1’élément de volume.

Définition 1.34 (Espace de Hilbert).

Soit (E,|| - ||) un espace de Banach.
On dit que (E, || - ||) est un espace de Hilbert si la norme est issue d’un produit scalaire.

Exemple 1.7 (Espace de Hilbert).

Soient (E,T,m) un espace mesuré et f une fonction définie de E vers C mesurable,

L*(E)={f:E — C, mesurable tel que /E |f|?dm < +o0}

1
muni de la norme 9 = m )~ qui provient du produit scalaire définit par : Vf,g € E on a
idel 2dm)* qui ient d duit scalaire défini \ E

E

< f.g>= /E(fxy)dm

est un espace de Hilbert.
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Définition 1.35 (Espace de Sobolev).
Soit 2 C C" un ouvert, on définit les espaces de Sobolev W™P(€), 1 < p < +oo,m € N par :

W) = {f € LP(Q) | D*f € LP(2), |af < m}.

Les normes pour ces espaces sont données par :

1
1 £1ls = (3 1D fI[0y) " P < +00

la|<m
et
Lf1|Bs == mazjaj<m| [ D fl L= ()

Ces normes font de W™P?(Q) et W"™>(Q) des espaces de Banach.
Pour p=2
WmAHQ) = H™(Q) = {f € L*(Q) | D*f € L*(Q), |a| < m}.

H™(€) muni de la norme

1F1Bs = (3 1D fllZaey)?

laj<m

qui provient du produit scalaire

< U,V >pgm= Z < D%u, D% >p2
0<|ar|<m

est un espace de Hilbert (cf[3]).

1.7 Théorie des Opérateurs
Tout au long de cette sous-section H, et Hy sont des espaces de Hilbert.

Définition 1.36 (Opérateur).

Un opérateur dans H; est une application T' définie sur un sous-espace vectoriel dom(T) C H; a
valeurs dans Hs.
T :dom(T) C HH — Ho

dom(T) est appelé le domaine de I'opérateur.

On note un opérateur par (7, dom(T")) s’il n’y a pas d’ambiguité concernant son domaine on note
simplement par 7.

Si dom(T) est un sous-espace vectoriel de Hy qui contient dom(T) et Tf = T'f pour f € dom(T),
alors on dit que T est une extension de 7T'.

Définition 1.37 (Graphe d’un opérateur).
Soit T': dom(T) C Hy — Hs un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace de H; x Hy donné par

I(T)={(z,T,) : x € dom(T)} C Hy X Hs.

Définition 1.38.

Un opérateur (T, dom(T")) est fermé si pour toute suite (z,)nen de dom(T) telle que

lim =z, =xzet lim Tz, =
n—-+oo n n—-+4oo n y

alors x € dom(T) et y = T'x.
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Proposition 1.1 (Opérateur fermé).

On dit que (T, dom(T)) est fermé si son graphe ['(T) est un fermé de Hy x Ho.

Définition 1.39 (Opérateur fermable).

Un opérateur T est dit fermable si I'(T) est le graphe d’un opérateur.

Définition 1.40 (Fermeture).

La fermeture de 'opérateur fermable T est 'opérateur noté T tel que I'(T) = ['(T).

Remarque 1.10.
Un opérateur T est dit fermé si T = T.

Définition 1.41 (Opérateur borné).

Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. On dit que T est un opérateur borné de H; vers Hy si
dom(T') = H; et s'il existe C tel que

| Tullm, < Cllulla, ¥V ue H. (2)

On pose alors :
| Tu| |,

u€H1,u#0 ||u| |H1 .

17| =

Si dom(T') # H, et §'il existe une constante C' telle que :
| Tullm, < Cllulla, ¥ u € dom(T) (3)

alors 'opérateur T' se prolonge en un opérateur borné de dom(T) vers Hjy, ou dom(T') désigne
I'adhérence de dom(T) dans H;.

Proposition 1.2. (cf[29])

Soit (T, dom(T')) un opérateur fermé.
Alors T est borné si et seulement si dom(T") = H;.

Définition 1.42 (Opérateur dense).
On dit qu'un opérateur 7' : Hy — Hj est a domaine dense si dom(T') = H;.

Définition 1.43 (Adjoint d’un opérateur).

Soit T': Hy — Hs un opérateur, 7" : Hy — H; est I'unique application linéaire telle que pour tout
xr € Hi, y € Hy on ait
<T(x),y >=<xz,T"(y) > .

T est appelée adjoint de T.

Remarque 1.11.
Pour Hy = Hy et si T =T" alors T est auto-adjoint.

Définition 1.44 (Opérateur symétrique).

Un opérateur T est dit symétrique si T' C T, c¢’est-a-dire,

dom(T) C dom(T*), Tu=T"u pour u € dom(T).
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Remarque 1.12.

Si T est un opérateur symétrique alors I'adjoint 7™ devient une extension de 7.

Définition 1.45 (Opérateur essentiellement auto-adjoint).

Un opérateur symétrique 7' est dit essentiellement auto-adjoint s’il admet une unique extension
auto-adjointe qui n’est rien d’autre que sa fermeture 7.

En d’autre termes un opérateur symétrique 7" est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture T
est I'unique extension qui est auto-adjointe.

Définition 1.46.

Soient X et Y deux espaces de Banach, on note £(X,Y’) 'ensemble des applications linéaires continues
et BX = {$ € X: ||I||X S 1}

Ondit que T' € L(X,Y) est compact si I'image par T" de la boule unité fermé Bx de X est relativement
compacte dans I'espace Y (T'(Bx) est compact).

Remarque 1.13.

1. T € L(X,Y) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (x,,) dans X, la suite image
(T'z,,) admet des sous-suites convergentes dans Y.

2. Si Ty, Ty € L(X,Y) sont compacts, alors a1T + a;T est compact pour tous scalaires aq, as.
Ainsi, les opérateurs compacts de X dans Y forment un sous-espace vectoriel de £L(X,Y"). Cet
espace des opérateurs compacts sera noté K(X,Y).

1.8 Le 0-Neumann

Dans cette partie, on va introduire 'opérateur 9-Neumann. Soit L;Q(Q) I'espace des (p, q)-formes
différentielles & coefficient dans L*(Q2) pour 1 < ¢ < n. Si

/
f=> frsdzr Ndz,

.7
et
!
9= grsdz Ndz,,
1.7

sont deux (p, ¢)-formes différentielles dans L;q(Q), nous définissons le produit scalaire et la norme
comme suit :

/ /
< f,9 >:Z<fI,J,91,J > |fP=</ff >:Z|fI,J|2
1,J

1,.J

2 __ _ : 2
1P = [, < £.5 > dm =3 [ |fosfdm.

Soit ¢ une fonction continue et positive sur 2. On note Li,q(Q, v) V'espace vectoriel des formes
différentielles f de bidegré (p, q) qui s’écrit par :

f= > [frsdzNdzy

[I|=p,|J|=¢
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ou fr s est une fonction mesurable telle que / |fr.s)?e ?d\ < 400 (d\ désignant la mesure de Le-
Q

besgue sur C"). Sur L;q(Q, ¢), on définit un produit scalaire noté < f, g >, par :

<frg>= > /QfI,Jme_wd)\a

[I|=p,|J]|=q

sa norme est définie par :

1A= % [ fraleean

l=p,|J|=q
Ainsi Lf),q(Q, ) muni de cette norme est un espace de Hilbert.

Définition 1.47.

Soit 2 un domaine de C". L’opérateur 0 défini pour les (p, q)-formes différentielles de classe C*
sur €2 s’étend aux (p, ¢)-formes différentielles de carré intégrable sur 2 aux sens des distributions. Si
ue L2 (Q) (resp.u € L2 (€, ¢)) est dans dom(), alors Popérateur

0: L2, (Q) — L2 _,(Q)

avec
dom(®) = {f € L2,(): 6] € L2,,()}
(resp.
J: L;q(Q, Y) — nga,q+1(Qv ©)
avec

dom(3) = {f € L2,() : 8f € L2,,1(%9)})

admet un adjoint noté 9* ( resp.((};),
c’est-a-dire que B B
< OJu, v >=<wu, 0'v >

(resp. ) B
< Ou, v >,=<u, JLv >,),

Y u € dom(d) et v € dom(9*) (resp. ¥ u € dom(9) et v € dom@;)).
Notons -

Op,g = 00" + 070
le Laplacien complexe avec

dom(Dyp.q) = {f € dom(d) Ndom(9*) : Of € dom(0*) et 0" f € dom(0)}

et

le Laplacien complexe a poids.
Nous donnons a présent une proposition d’une grande importance pour le Laplacien complexe.
Proposition 1.3. [, , est un opérateur linéaire, fermé, dense et auto-adjoint.

Démonstration. Soit DP4(Q2) ’ensemble des (p,q)-formes différentielles a support compact.
Op,q) est donc un opérateur linéaire.
On sait que :

DP4(2) C dom(Dg,q) C L2 ().
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Le passage a 'adhérence nous donne les inclusions suivantes :

Dra(Q) € dom(Dpg) C LE ().

Or - -
Dra(Q) = L2 (Q) = L2 (Q).
Donc
L;q(Q) C dom(D(M)) C L;q(Q).
D’ou

dom(D(p,q)) = L;AQ)

Ce qui montre que [, 4 est dense.

Montrons que Uy, ) est fermé.

Soit f, € dom(Og,q) telle que f, = f avec f € dom(Ogq) -
Montrons que U, ) fn = Opg) f -

< O fus fn > =< (00" +0°0) fu, fo>
=< O fo 4+ 00 fn, fn>
=< 00 fr, [n>—+<00fn, fn>
=< 0" fn, O fn >+ < Ofn, Of >
= 10" full® + 10 £l

Puisque 0 et 0 sont des opérateurs fermés, il existe f € dom(d) N dom(9*) telles que :
Of, — Of et 0°f, — O f resp. dans L;qﬂ et Li,qq-
Il découle & nouveau du fait que 9 et 0* sont des opérateurs fermés que
90" f,, — 00 f et 9*0f, — 0°0f.

Nous avons donc prouvé que U, o) frn = U f-

Donc [, 4) est un opérateur fermé.

Montrons que Uy, ) est auto-adjoint.

Soient u, v € dom(dy ), a-t-on < Oy pu, v >=<u, Ogp v >7?

on a: <Opgu, v>=< (00" + 0" )u, v>
=< 90*u+ 0*0u, v >
=< 00*u, v>—+ < 0" 0u, v >
=< J*u, 0*v > + < Ju, Ov >
=< u, 00" >+ <u, 0"0v >
=<u, (00" + 0" 0)v >
=<u, Upgyv>.

O

Remarque 1.14. La proposition (1.3) reste valable si on remplace le Laplacien [, ) par O, 4.
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Définition 1.48. Le probleme du d Neumann (resp du 0 Neumann & poids) consiste & chercher un
inverse a Oy, q) (resp. Op,q),), on appelle opérateur de Neumann noté

Npgq: L2 () — L2 (Q)
(resp. opérateur de Neumann a poids noté

N,

p,qp

: L?J,q<Q7 90) - Lz,q(Qa 90))

(’est une méthode proposée par Donald SPENCER pour la résolution du 0.
L’opérateur N, , a les propriétés suivantes : (cf [5])

1) R(Npq) C dom(Ogp,q)) ot dom(Op,q)) désigne le domaine de O, gy et R(N,4) 'image de N, 4;
2) Op.g)Npq = NpgOp.g) = I ot I désigne 'application identité ;

3) pour toute f € L2 (), f= 00" Ny of ® 0*ON,  f ;

4) ON,y=Nyyi10, ¥ 1<qg<n—1 sur dom(d);

5) O*Npy=Nyy10°, ¥ 2<q<n sur dom(d%).

s " X o , L
Remarque 1.15. L'opérateur N, ,, a des propriétés analogues a celles de I'opérateur N, , énumérées
ci-dessus.

Pour les (0, g)-formes différentielles on notera dans la suite O, ; au lieu de g 4y, €t Ny 4 au lieu
de Nygqp avec 0 < g < n.
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2 Le spectre du Laplacien de l'opérateur 0-Neumann sur
I’espace de Fock
Dans cette partie, I'objectif est de déterminer le spectre du Laplacien [, , pour ¢(2) = |z|? de

I'opérateur 0-Neumann sur ’espace de Fock.
Pour cela nous aurons besoin de quelques calculs et définitions qui nous seront utiles.

L’espace de Fock L*(C", e"ZP) est muni d’un produit scalaire défini par (f, g) / fge™ =7\ et
d’une norme définie par ||f(z)||* = / 1F(2)2e P dA(z).

(Cn
Soit u une (0, ¢)-forme différentielle, localement

!/

u = Z UJdZ], (4>

[J|=q
Pour ¢ = 0, u est une fonction. On a
= " ou 0 Oy
=) —dzjetd;=|—— =
Ou JZI c%j KA <8zj 8zj>
Montrons que
S(,ou—g Oou = —fAu—I—Zz]uZ].
7j=1
D%()U = azgu
* L au
(B
Ju
jzl jaZ]‘
B “ (0 8g0> ou
]Z:; ((%J 0z ) 0z,
0*u O Ou
- _Z<8zaz _az»az)
j=1 i9%j j O%j

" Q% " O Ou
B _]Z 02,;0%; + Z 1 0z; 823

LT " 9|z|* du
B _]Z 02,;0%; +jzj 0z, 8723
LT " 9(z;zj) Ou
- _Z 92,02, +JZ_: 9z, 03
" Q% " Ou
- - Y et
;823-02] Jz_:l 10z,
" 1 (0%u @2u> " Ou
= -3 - — |+ 355
jz; 4 (81’? oy ; 10z
1 [ 0%u  O%u " du
= —= + Zi
4 (j:l Ox (9@/]2-) ; 10z
1 n
= —ZAu—kZEjugj,
=1
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donc

o 1 n
Hyou = 0,0u = —ZAU + > Zjuz,,
j=1

ou
avec — = Ugz,.
0z, =

Pour ¢ = n, u est une (0, n)-forme différentielle.
Montrons que

Lo nu = 08*u = —fAu + szuzj + nu.
7=1
On a / 5 5
s n _ ©
o u=— Opurrdzy, avec 0y = | — — ——
% mé;ﬂ; kUERKAZK , V! k <8zk (9zk>
=% ! 0 8@ _
du = — — — ugdz
? Kg_mz:l (azk azk) e
! 9, 8|z|2> _
= — — ugdz
! n 8 a(zkék)> _
= — — = d
Kzg—lkz::1<azk 8zk RE~K
/ n a B a
= - Z Z (8 - zk> urdzi
|K|=n—1k=1 \9%k
/ n auK -
= — Z Z ( — zkuK> dZK
|K|=n—1k=1 \ Y%k
55:;16 = 8 ( Z Z (aUK - ZkUK> dZK)
|[K|=n—1k=1
! L 82uK 6(ZkuK)> _
= — — — — dz
! n 82uK 8(2kuK) _
= — — d
| %:m; (azkazj 0z, )
! n 82uK _ ! 8(zkuK) _
= — —dz + —=dz
|I§::nj%=:l 021,07; Kz::nj,%—:l 0z;
! n 82
= =2 D> 5 A ZZ*uKdHZZ
0z;0
|K|=nj=1 jY<g |K|=n |K|=n j=1
! n 62UK _ ! 6%}(
= — —dz + —Zz:dz+ ) u
|K|:TLJ¥1 8zj8zj |K|Z:njzl 8ZJ J Z
(g o) o
4 j=1 (93:? (9yj2 ) 382]-
= —iAU—FZZJUZ—] + nu,
j=1
donc

__ 1 n
O, nu = 88:;u = —EAu + Z Zjuz; + nu.
j=1
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De maniere analogue, on a

o o !/ 1 n B B

Opqu = (00; + 0,0)u = Z(—ZAuJ + Y Zjugs + qug)dzy. (7)
] =

Définition 2.1 (Fonction propre, valeur propre, spectre). (cf [7])

Soit 7" un opérateur linéaire défini de dom(7T") C B vers B, avec B un espace de Banach et dom(T) le
domaine de 7'

1. Un nombre complexe p est dit valeur propre de 'opérateur linéaire T, s’il existe une fonction
f € dom(T) ou f n’est pas identiquement nulle, qui satisfait :

Tf=npf
2. Une telle fonction f est appelée fonction propre de 'opérateur T" associée a la valeur propre p.
Définition 2.2 (Multiplicité).
La multiplicité de la valeur propre p est la dimension de ker(7 — pul).

Remarque 2.1.

La multiplicité peut étre finie ou infinie.

Définition 2.3 (Résolvante). (cf [7])

Soit 7" un opérateur linéaire défini de dom(7T") C B vers B, avec B un espace de Banach et dom(T) le
domaine de T.

Pour z € C qui n’est pas une valeur propre de T, on appelle résolvante de T en z l'opérateur
R(2,T) = (2 —T) ' ou (2I —T)" ! est borné. L’ensemble résolvante est la partie de C sur laquelle
la résolvante est définie. Autrement dit, I’ensemble résolvante de T est le complémentaire du spectre
de T

Définition 2.4 (Spectre).

Le spectre de l'opérateur T' noté spect(T') est ’ensemble
spect(T) = C\ R(z,T).

Définition 2.5 (Espace de Bergman).

L’espace de Bergman noté A%(C", e™¥) est un sous-espace de L*(C", e~ %) des fonctions analytiques.

A%(C™ e %) = {f . f analytique sur C, ||f(2)||* = /C| f(2) Pe?dA(z) < —f—oo},
ou
L(C", e %) = {f .C" 5 C: /C | f(2) Pe®dA(z) < +oo},

avec \ désigne la mesure de Lebesgue et ¢ : C" — R une fonction poids plurisousharmonique de
classe C2.

Pour déterminer le spectre du Laplacien O, pour ¢(z) = |2|* de I'opérateur d-Neumann sur
I'espace de Fock, les Lemmes suivants nous seront utiles pour la preuve du Théoreme (2.1).

Lemme 2.1. (c¢f [7])
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Soient 7" un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H de domaine dom(T) et Spect(T') le spectre
de T. Si Spect(T) n’est pas égal au plan complexe C alors T' est fermé. Le spectre d’'un opérateur
linéaire continu T est toujours fermé. Plus précisément soient z ¢ Spect(T) et ¢ = ||R(z,T)||, alors le
spectre ne rencontre pas la boule

{fweC:|z—wl <c '}

L’opérateur résolvante est une fonction analytique en z et satisfait les équations de la résolvante

R(z,T) — R(w,T) = —(z —w)R(2, T)R(w,T) (8)
R(z,T)R(w,T) = R(w,T)R(z,T) 9)
LR T) =~ (R( 7)) (10)

pour tout z,w ¢ Spect(T).

Démonstration.

Supposons que z ¢ Spect(T) et que A = (2I — T)™" soit I'opérateur inverse qui est borné par
définition.
Soit f € dom(T), lim f, = f, lim T'f, = g et hy := (21 = T)fn. Alors

lim h, = lim {zf, = Tfu} = 2f — g,

n—o0

ainsi

A(zf —g) = lim {Ah,} = lim {f.} = f.
Cela implique que f € dom(T) et (21 —T)f = zf — g, ou Tf = g. Donc T est fermé.
Le reste de la preuve est tres similaire au cas ou 71" est borné.
Considérons 'opérateur borné C' défini par

C = i}(—u)"A"H, (11)

ot la série est de norme convergente si |u| < [|A| ™" et u désigne le coefficient en série enticre.
L’opérateur C satisfait les identités suivantes :

C=A—-uAC, C=A-uCA.

OnaC =3 (—u)yA™ — A i(—w(u)mn C AL A (—1) () A"

n=0 n=1
Donc il reste & montrer que A (—1)"(u)"A" = —uAC.
n=1

On a —uAC =Y (—1)"!(u)" T A2,
n=0
Par changement de variable posons N =n+ 1, si n =0, alors N = 1.

Donc, on a —uAC = > (=1)N(u)¥ AN,
N=1

donc C' = A —uAC.
Pour montrer la seconde identité, on utilise la méme démarche .
L’équation C' = A — v AC implique que le noyau ker(C') et 'image im(C') satisfont :

ker(C) C ker(A), im(C) Cim(A),
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alors que I’équation C' = A — uC' A implique que

ker(A) C ker(C), im(A) Cim(C).

Puisque A a comme noyau {0} et comme image dom(T), on en déduit que C' est un opérateur linéaire
borné ponctuellement et défini de B vers dom(T).
Si f€dom(T) et g= (21 —T)f alors f = Ag donc

Cg = (A—uAC)g

= Ag—uACy
= (Z—T)_l(z—T)f—u(z—T)_lC(z—T)f
= f—uCf.

Ainsi C(z4+u—-T)f = f.
Puisque C(z +u — T)f = f pour tout f € alors C' = (z +u — T)~*. Ceci établit a la fois que
z+u ¢ Spect(T) si |u| < ||[(z—T)7Y|™" et que
(z+u—T)" = (—u)"(z— )=+, (12)
n=0
La convergence de la norme de cette série justifie que la résolvante est une fonction analytique en z.
Démontrons 1'équation résolvante (10). On a

d d )
%R(z,T) = %(z -T)
= —1(z—-1T)?
= —(z-1)7")
—(R(z,T))?

Donc ddZR(z, T) = —(R(z,T))".

Montrons I’équation résolvante (8). On a,

R(z,T) - Rw,T) = (z-=T)"'—(w—2)"

1 1
T T w-T
B w—"T z—=T
z—T)Yw—-T) (z—T)(w—-T)
(z—=T)w—-T)
= (w—2)z-T) Y w-T)"

= —(z—w)R(z,T)R(w,T).

Donc R(z,T) — R(w,T) = —(z —w)R(z, T)R(w, T).
Montrons I’équation résolvante (9). On a,

R(w, T)R(z,T) =

w—Tz-T

1 1
z2—Tw-T
= R(z,T)R(w,T).

Donc R(w, T)R(z,T) = R(z,T)R(w,T). O
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Lemme 2.2.

Soit T" un opérateur symétrique sur un espace de Hilbert H de domaine dom(7T) et soit (fx)re, une
famille orthonormée complete dans H. Si chaque f appartient a dom(T) et qu’il existe py € R tel
que T f, = prfre pour tout k, alors T est essentiellement auto-adjoint. De plus le spectre de T est la
fermeture dans R de I’ensemble de tous les piy.

Démonstration.

Sif= i ap fr € dom(T') et

alors, pour tout m fixé tel que 1 < m < oo, on a

/Bm = <g7fm>
= <Tf fomn>
= <f,Tfm>
= :um<f7fm>

= Q-

Le fait que f,g € H implique que
> o |? < o0, > |Bm|* < 00
= n=1

et donc -
Z 1+ p2)|an|* < oo.

Nous définissons maintenant un opérateur 7' comme suit : D(T') 'ensemble de tous les f € H de la
o0

forme f = Z Qp, frn Ol
n=1
[ee]

>+ )| < o0,

n=1
on définit
_ oo
Tf = Z Qpfin [
n=1
Montrons que T est une extension de T'.
(o)

Soit f € dom(T) implique T'f = Z Bufn = Z i fn = Tf. Donc f € dom(T), ce qui implique que

= n=1
dom(T) € dom(T) d’ott T est une extension de T'.
Déterminons d’abord le spectre de 7.
Soit S la fermeture de I’ensemble {p, : 1 < n < oo}.
Or chaque g, est une valeur propre de T et Spect(T) est un fermé, donc S C Spect(T).
Si z ¢ S, alors I'opérateur A défini sur H par

Z@nfn . Zan Z_,un) 1fn
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est borné ponctuellement. On a
(z—=T)Af = (zAf —TAf)
= Z(Z anfn( n 1 Zanfn n 1)
n=1

= izanfn(z - Mn)_l - z_:lan/vbnfn(z - Nn)_l
i1(%1%)(2 = )"z = p1n)
= i(anfn)
7.

Ona z ¢ Spect(T) et A= (2 —T)7" ce qui vaut dire que le complémentaire de S est inclus dans le
complémentaire du spectre de T et donc Spect(T) C S. Cela implique que S = Spect(T).

Montrons que 1" est égale & la fermeture de 7.

Montrons que T C T.

Puisque Spect(T) n'est pas égale & C, le Lemme (2.1) implique que T est un opérateur fermé. Donc
TcT.

Montrons que TcT.

Soit g := Z o frn € dom(T) et on pose

n=1

= ayfn € dom(T), alors Trlll—r>noo Gm = g €t

n:l n=1 n=1

Alors on a, .
Jim (gm, T'gm) = (9, T'g)

done (¢9,Tg) € T(T), or T(T) = T'(T) donc g € dom(T). Puisque dom(T) C dom(T), alors T C T.
DonT=T.

Ainsi on peut conclure que T est la fermeture de 7.

Il reste & prouver que T est auto-adjoint.

Soient f =Y anf, € dom(T*) et T*f =k, on a

n=1

<k fo> = <Tf fi >
- <f7Tfk>
/’Lk<f7fk’>

= Mk < Zanfmfk >
n=1

= ,ukzan < fnafk >
n=1

preo < fi, fro >
< ppog fr, fr >

= < Zunanfnafk >, \V/fk:
n=1
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Donc k =Y ppou, fr = Tf. 1l s’ensuit que f € dom(T) et donc T* =T d’ont T est auto-adjoint.
n=1
Donc T est essentiellement auto-adjoint.

Comme T est la fermeture de T, on a T = T. Donc le spectre de T est égale & S qui est la fermeture
de l'ensemble {p, : 1 <n < oo}. O

2.1 Cas unidimensionnel (n =1)

Pour les raisons de simplicité et afin d’expliquer la méthode générale, nous commencons par le cas
complexe unidimensionnel. En cherchant la valeur propre p du laplacien O, 5. On obtient & partir (5)

Oeot = —uz + Zuz = pu. (13)

Remarque 2.2.

L’espace A%*(C", e_l‘p‘) est contenu dans 'espace propre associé a la valeur propre u = 0.

Pour tout entier k positif, le mondme antiholomorphe z* est une fonction propre associée a la valeur
propre u = k.

Lemme 2.3.

Soit n =1, pour k € N et m € N*| la fonction

m —1)/(k 'm! , ,
U (2, 2) = 2T 2™ 4 Z - (( VU ) Fhtm=j,m=j (14)
J

— W (k+m—j)!(m—7)!

est une fonction propre associée a la valeur propre k 4+ m du Laplacien [, gu = —u.z + us.
Pour k € N* et m € N, la fonction

=k k+m ) (k +m) k! sk—j k+m—j
m\~, = 15
Vpm(2,2) = 2" 2 +]1] k+m—])(k—j)!z z (15)

est une fonction propre associée a la valeur propre k du Laplacien O, ou = —u.z + Zus.

Démonstration.

On pose
uk,m('za Z) z
On a

k+1 k

k+m m+ —k+m—1_m— 1+a22k+m—2 m—2+__ z—i—amZ .

a1z Z z A a1z

82
020z
et

Upm(2,2) = (k+m)mZFm= = g (k+m—1)(m— 122" 2 gy, (k4 1)2F

_0 _

Zéukm(z, 2) = (k+m)zZ"Tme™ 4 ay(k+m — DZFm =t g (k4 D)2 2 4 a k2"
Déterminons les coefficients a; tels que g, (2, 2) soit une fonction propre associée a la valeur propre
w==k+m.

D’apres I'équation (13), en comparant les plus grands exposants de z et z, on obtient
(k+m)m—a(k+m—1)=—(k+m)ay,

implique que
a; = —(k+m)m
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En comparant les plus petits exposants suivants, on a
aj(k+m—1)(m—1) —as(k+m —2) = —as(k +m),
implique que
as = ;(k‘ +m)(k+m—1)m(m —1).
En généralisant, par itération pour j =1,2,--- ,m, on a

Dkt m)m!
gk Em—= ) (m— )]

ce qui prouve la relation (14).

Pour montrer la relation (15), on pose

'Uk,m(Z, 2) — 2k2k+m + blgk—lzk—i-m—l + b22k+m—22m—2 44 bk_152m+1 + bkzm
On a

92
020z U
et

2,2) = k(k+m)ZF At b (k= 1) (k4+m — D)8 282 b (m o+ 1)2™,

0

Zyvk’m(z, Z) = kZ" A by (b — D)Mo by 2™
z

Déterminons les coefficients b; tels que vy, (2, Z) soit une fonction propre associée a la valeur propre
pw=k.
D’apres 1’équation (13) et en comparant les plus grands exposants de z et z, on obtient

k(k+m) —by(k—1) = —bik,

implique que
by = —(k+m)k.

En comparant les plus petits exposants suivants, on obtient

implique que .
by = E(k +m)(k+m — 1)k(k —1).

En généralisant, par itération pour j =1,2,--- |k

b (=D m) k!
Tk m— ) (k- )]

ce qui prouve la relation (15).

Définition 2.6 (Polyndéme de Hermite). (cf/1()])

Le n-ieme polynéme de Hermite H,, est défini par

Exemple 2.1.

Ho(x) =1, Hi(z) =2z, H(z)=4a®-2,
H3(z) = 82 — 122,  H,(x) = 162" — 482* + 12.
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Le Lemme suivant est tiré du Théoreéme 6.11 de [10].

Lemme 2.4.

—z2

Les polynomes de Hermite {H,,}° sont orthogonaux sur R avec comme fonction a poids w(z) = e
et

|H|2 = 2"/
Démonstration.

Si f est un polynéme quelconque, nous avons

<[, H,> = /_OO Fx)Hy(x)e ™ da

= [T ) e

dxm

= /_Oo O (z)e™ da.

Pour la derniere équation, nous avons intégré par parties n fois; les termes limites disparaissent
car p(;lc)e_g”2 — 0 si x — 400 pour tout polynoéme p. Si f est un polyndéme de degré m < n et en
particulier si f = H,, avec m < n, alors f™ =0 et donc < f, H, >,= 0. Cela prouve I'orthogonalité
des polynomes de Hermite. D’autre part, si f = H, nous avons f(x) = (2z)"+--- et donc f™ = 2"n |,
d’ou

IH% = an![m e " dx = 2" (2/0 e_Idep) = 2"n /7.

Maintenant on ait en mesure de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.

Soient n = 1 et ¢(z) = |z|°. Le spectre du Laplacien O, est constitué de tous les entiers positifs
{0,1,2,---}, dont chacun est de multiplicité infinie.

Le spectre du Laplacien 00, ; est constitué de tous les entiers strictements positifs {1,2,---}. Leur
multiplicité est infinie.

Démonstration.

D’apreés la remarque 2.2, 'espace de Bergman A*(C, e"Z‘Q) est contenu dans l'espace propre associé a
la valeur propre 0 du Laplacien U, o. Pour tout entier positif k, le mondéme antiholomorphe ZF est
une fonction propre associée & la valeur propre p = k. De plus, toutes fonctions de la forme z*2* avec
v,k € N peuvent étre exprimées comme une combinaison linéaire des fonctions de la forme (14) et (15).
Pour k € N* fixé, les fonctions de la forme (15) ont une multiplicité infinie, car le parametre m € N
est non fixe. Donc toutes les valeurs propres sont de multiplicité infinie. Toutes les fonctions propres
considérées jusqu’ici donnent une base orthogonale complete de L*(C, e"Z‘Q), d’apres le Lemme 2.4,

les polynoémes de Hermite
{Ho(z)Hy(y), Hi(x)Hy—1(y) -+, Hi(x)Ho(y) } (16)
pour k =0,1,2,--- forment un systéme orthogonal complet dans L*(R?, e(_xQ_yQ)) et puisque
i

1
xzi(quZ) ety:§(2—z),

d’apres le Lemme 2.2, le spectre du Laplacien [, est égal a N.
De la méme maniére on montre que le spectre du Laplacien [, ; est égal & N* en utilisant la relation
(6). m
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2.2 Cas multidimensionnel (n > 1)
Pour plusieurs variables, on peut adopter la méthode ci-dessus pour obtenir le résultant suivant.

Théoréme 2.2.

Soient n > 1, p(2) = |z1]* + - -+ + |zn|* et 0 < g < n. Le spectre du Laplacien O, , est constitué de
tous les entiers {¢,q+ 1,¢+ 2--- }. Leur multiplicité est infinie.

Démonstration.

D’apres 1’équation (7), on a

/ 1 n
Opqu = (—4AUJ + Z,Ejujz—j + un) dzy. (17)

|J]| Jj=1

Le facteur ¢ dans la relation (17) est dii au fait que ¢ est la plus petite valeur propre, ce qui peut étre
vu, dans chaque composante séparément par

1
——AuJ + Zz]ujz = (u—q)uy
J=1

Soient ki, ks -+ ,k, € Net my,my---,m, € N*. D’apres les relations (7) et (14) la fonction

Ukq,mq (21, Z_l>uk2,m2 (22,22) - Uk, ymnp, (2ns Zn) (18)
n
est une fonction propre associée a la valeur propre Z(k:j + m;) du Laplacien O, ,.
j=1
De méme, il découle des relations (7) et (15) que pour ki, ky--- ,k, € N et my,my--- ,m, € N, la
fonction
Uky,my (Zh gl)vk2,m2 (227 22) T Ukn,mn(zm 'Z;Z) (19>
n
est une fonction propre associée a la valeur propre Z k;.
j=1
Pour tout autre produit des n facteurs uy, ,,,, (resp. vg;m;) de la forme de (18) (resp. de la forme
(19)) apparaissent comme des fonctions propres du Laplac1en O, 7
Pour cela, on obtient toutes les expressions de la forme z‘flz_lﬂl -z PR aj;,fj € Net j=1,-
et chaque expression peut étre écrite comme une combinaison linéaire de fonctions propres du
Laplacien U, g ce qui prouve que toutes les fonctions propres constituent une base complete dans

(C" —I2I? ); voir la preuve du Théoréme 2.1. Nous pouvons a nouveau appliquer le Lemme 2.2
pour prouver que le spectre du Laplacien O, , est égal a {¢,q +1,¢+ 2---}. Leur multiplicité est
infinie. O]

Remarque 2.3.

1 1
On pose Zj, = 8219 + 2882 et 7, = aa + 2082 Considérons une (0, g)-forme différentielle définie
localement par h = Z hjdz;. On définit
|J|=q
n !/
Dyih =YY" Zy(hy)dzx Ndz, (20)
k=11J|=q

et

= Z Z hJ de dZJ, (21>
k=1|J|=q

38



avec dzy |dz; désigne la multiplication intérieur par dz; c’est-a-dire que nous avons

< Oé,dfkjdi] >=<dzx N a,dz; >

pour tout (0,q — 1)-forme différentielle a.

Le Laplacien complexe de Witten sur les (0, ¢)-formes différentielles est alors donné par

A% =D,D,+ D, D41
pourg=1,---,n—1. -
En général les opérateurs D et D" sont définis par :
Oq 1) ((Cn) Oq)(Cn) q+1 L(O q+1)((cn)

et
D; n
L(O q+1)<(j ) q+1 L(Oq (C ) — L%O,qfl)((C )

Il s’ensuit que

Dy AL = APTID,
et

(0,g+1 0,9) 7"
D, AL = ADID

Nous remarquons que

=Y Z s(h)dzeldzy = > Y Zi(hwk)dzk.
k=1 :

|K|=g—1 k=1

En particulier, pour une fonction v € L*(C"), on obtient

APy = DDy =" 71 Z;(v)
=

et pour une (0, 1)-forme différentielle g = Y g,dz € L%O’l)((C"), on obtient
=1

AVg = (DD} + D;Ds) g = (ALY @ I)g + Mg
ol on pose

n n 82
M,g = Z (Z 92007 gk> dz;

et
(AEDO’O) ® ])g = Z Ag)’o)gkdik.
k=1

En général, on a
L
2

Agf"’) = e_%Dw q€
pour ¢ =0,1,---,n, voir([20],[10]).
Dans notre cas p|z| = |z1]? + -+ + |z,]?, on

/ 1 n _
ALDp = 3 (_4AhJ + = Z Zihaz — zihazy) + 1\z|2hj + (q - 2) hJ) dz;,

[J]=q J 1

/
pour h = Y (hy)dz; € domA®9 C L(Oq (C™).
|Jl=q
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Théoréme 2.3.
Soient n > 1, p(2) = |z1|* + -+ + |24]* et 0 < ¢ < n. Le spectre du Laplacien complexe de Witten
noté Ag)’q) est constitué de tous les entiers {¢,q+ 1,¢+ 2-- -} dont chacun est de multiplicité infinie.

Démonstration. 1) Montrons Spect(0, ) C Spect(Ag)’q)).

Supposons € Spect(O,,). D’apres le Lemme 2.2, 3f; € L%Qq)(C",e_SD) tel que Oy o fe = ok f-
Montrons que py € Spect(AgJ’q)).

Soit fi, € L%Qq)(C”, e ?). D’apres I'équation (31) et le Lemme 2.2, on a

0,q - _¥ »
AED )fk = €6 2 D%qGQ‘fk
_¥ P
e 2 Uy qfi €2

_¥® P
e 2 prfr ez

= Sk

Donc py € Spect(Apr’Q)). Par conséquent, Spect(0, ,) C Spect(Ag)"I)).

2) Montrons que Spect(Ag)’q)) C Spect(Oyq)-

Supposons fi, € Spect(Ag)’q)). D’aprées le Lemme 2.2, 3f;, € L%qu)(C”,e’“p) tel que Ag]"”fk = L fr-
Montrons que py, € Spect(O, ).

Soit fi € L%O’q)((C”, e ¥). D’apres ’équation (31), on a

e 2 Uyqgez =AY,

donc

D’apres le Lemme 2.2, on a

= % upfue
= Nkfk7

donc py, € Spect(d,,). Par conséquent, Spect(Afoo’Q)) C Spect(Oy.q)-
On a Spect(AEoo’q)) = Spect(0,,) et d’apres le Théoreme 2.2, le spectre du Laplacien complexe de
Witten Ag)’q) est constitué de tous les entiers {q,q + 1,¢ + 2 -- }. Leur multiplicité est infinie. [

3 Applications

~ Dans cette section nous allons étudier quelques méthodes pour établir la compactification du
O0-Neumann a poids.

3.1 Compactification du 0-Neumann & poids avec les valeurs propres de
la matrice de Lévi

‘Dans cette partie, nous allons utiliser les valeurs propres de la matrice de Lévi pour montrer que
le 0-Neumann a poids est compact. Cela est équivalent au résultat suivant :

Théoréme 3.1. cff19]
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Soient ¢ une fonction plurisousharmonique de classe C? et M, la matrice de Lévi. Si1 < g < n et on
suppose que la somme s, de toutes les g plus petites valeurs propres de M, satisfait :

lim s,(2) = +o0. (33)

|z]—+o0
Alors N, L%O,q) (C" ) — L%Qq) (C", p) est compact.

Pour la preuvre du Théoreme 3.1, nous avons besoin de faire quelques calculs et prouver quelques
résulats en avance.

On a
(Opu,u), = (%Lu + 5:,511, w)
(%;u, u) + (5;5% w)
= (O u,d,u) + (Ou, u)
= ||9ull}, + 15 ull

pour u € dom(O,,).
On obtient

/
lOull}, + 10gully = >° > &

|T|=IM|=q j.k=1

8“] 8UM

/
e Yd\ + Z Z /(Cn 5jqu5kukKe_“"d)\, (34)

Cn aZ] aZk |K|=q—1jk=1

Ou 5%\4 =0sijeJouke Mousi kUM # jU.J et égal au signe de la permutation ( IT;]\;I >
dans le cas contraire. De la formule (34), on obtient ’expression suivante :

2

/ !/ a
_ —s Ouy ——  Oujg Oupk | _
[0ull?, + |0,ull? = Z Z = || T+ Z Z / <5jUjK(5kukK— 222 ) e Pd),
e L P ey 0z 0%
voir [31] proposition 2.4.
Maintenant pour f,g € C5°(C") on a

of .\ _ _ (9 _ 9
(02/€’g>¢ - (fa 5’{}9)907 avec 616 - <8Zk 82k>

et donc 5 ) )
Ujk OJUgk
Q‘iﬁ 85,61 qu,“kK) = - ( agk 0%, ) + (5w, Optupc)., -
¥ ®
Puisque
5. 9 |_ 0%
7 82k 62j82k7
on obtient
! n 2 / n
B+ 17 = X 3|22+ v 5 [ T e (39)
[J|=q =1 0z ¢ |K|=q—14k=1"C" 0z;0z),

Lemme 3.1. ¢f/79] Soit 1 < ¢ < n et supposons que la somme s, de toutes les ¢ plus petites valeurs

82
propres de M, avec M, = ( 3 (;0 — ) la matrice de Lévi satisfait
20z ik
1|1r‘n inf s,(z) > 0. (36)
Z|—00

Alors il existe un opérateur linéaire borné N 4 : L%qu)((C”, ) — L(207q)(C”, ©), tel que O, ;o N, qu = u,
pour tout u € L?O’q)((C", ©).
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Démonstration. Soient pi,1 < plp2 < ... < i, les valeurs propres de la matrice Hermitienne M,,.
Alors M, est diagonalisable (voir [1]) et on a

/ n 82(,0 / n
> Y D = Y Yo
|K|=q—1j,k=1 Y%0%k |K|=q—1 j,k=1
!
= Z (H¢7J1+"'+M§07]q>|u*]|2
IJ:(]l 7777 Jq)

> sqlul”.

uj |

D’apres I'équation (35) il existe une constante C' > 0 telle que
lully < CAloullZ + [[07ull?) (37)

pour tout (0,¢q)-forme différentielle u € dom(d) N dom(d}). Soit v € L%[)’q)(C”, ¢), considérons la
fonction linéaire L sur dom(9) N dom(d;) donnée par L(u) = (u,v),. Comme dom(d) N dom(3;)
un espace de Hilbert pour le produit scalaire @, est défini par Q,(f,g) = (0f,09), + (8;f, g;g)w.
D’apres 1’équation (37), on a

L] = |(u,0),] < ullgllolly < C(Qu(u,w))? o]l

Donc d’apres le théoréeme de représentation de Riesz, il existe une unique (0, ¢)-forme différentielle
Ny qv tel que o o
(u;v)p = Qup(u, Ny gv) = (Ju, 0Ny 4v),, + (a<p“> agoNso,qU)w

d’ott on a O, 40 Ny, g0 = v, pour tout v € Ly (C", ¢). Si on pose u = N, v dans P'équation (37) on a

||5N%qv||i + ||5>;N%qv||§, = Qu(Nyqv, Ny gv)
= (ONgqv,ON,qv) + @LN@,qU?g;N%qv)
= (N%qv,giﬂN%qv) + N%qv,%;]\f%qv)
(Np,qv,v)
[ Neqvllellvlle
Cr(I0N 0|13+ 10N, 00113) 2 [0l

IAINA

donc B B )
(ION 0|12 + [0, N qvl2)? < Collv]l,,

et finalement d’apres I’équation (37), on a
— =k 1
[Ngqvll < Cs([|ON,qv]I2 + 105 Np qull2) 2 < Callv]l,,

avec (1, Uy, U3, Cy > 0 sont des constantes. On obtient donc que N, 4 est un opérateur linéaire continu

de Ly, (") ef([7] on [22)). =

Pour la suite on a besoin d’une caractérisation des sous-espaces relativement compacts de ’espace
2 .
L* (voir [1], [19]).

Définition 3.1.

Un sous-espace borné A de L*(€) est relativement compact dans L*(Q2) si pour tout & > 0, il existe
un réel § > 0 et un sous-ensemble W CC (2 tels que pour tout u € A et h € R™ avec |h| < §, on a les
relations suivantes :

(4) /Q la(z + h) — a(z)|de < €2, (i) /Q )Pl < 2 (38)
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Définition 3.2. cf/19]
Soit
WQ“’ ={uel Oq)((C Q) : H@uH2 + H@ uH2 < +o00}.
L’expression
lullq, = (19u]l? + 1T5ul2)>

définie une norme dans cet espace.

Remarque 3.1.
Wf‘f’ coincide avec dom(9) N dom(9*) qui est le domaine de définition de @, d’apreés [16] et [17].

Maintenant nous allons faire les détails de la preuve du Théoreme 3.1.

Démonstration. (Théoreme 3.1)

Pour les (0, ¢)- formes différentielles, & partir de 1’équation (35) et du Lemme 3.1 nous avons,
192 + [Fu])? > /C 5()u(z) 2 #G A (2). (39)

Montrons que l'injection j, , : WZ# < L%, (C", ) est compacte.

Il suffit de prouver qu’on a les conditions (i) et (i) de I’équation (38), pour montrer que la boule
unité de W(?#” est un sous-espace relativement compact dans L%O’q)((C”, ©).

Montrons d’abord que la condition (i) est satisfaite.

Nous allons procéder de la méme maniere que dans la preuve du Lemme 2.3 dans [19].

Soit u =Y u;dz; une (0, 1)-forme différentielle a coefficients dans C§° (espace des fonctions a support
j=1
compact). Soient ¢t € R et h = (hy, ha, -+, h,) € C", on définit pour chaque u;,

0)(t) = uy(z + th).

r_|h|[i(

ou 2, = Xy + 1Y, pour k =1,---  n. Puisque

Notons que
1

f

iz + h) — uy(2) = v;(1) — 05(0) = /01 o (t)dt.

2

L(z+th)| + guj(zﬂh)

Yk

c%k

Pour |h| < R, nous pouvons maintenant estimer
/ luj(z + ) —ui(2)|" e ?PDdA(z) = / IXrU; (2 4+ h) — xrU; (2)]7 e PP dN(2)
Br Br

1
< [ /e Oa)
Br

< |h]? [/O > 1(| gg:bi)<z+th) +‘a(§;:j)(z—l—th) )dt] X
e’“"(z dA\(z)
< Crylh|? /3sz:(‘ RUJ) )’ 1 a%Z;j)(z) )e“’(Z)d)\(z)
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pour j = 1,---,n; Bg = {z € C" : |z] < R}; ou xr est une fonction de classe C*° qui est
identiquement égale a 1 sur Bog et 0 en dehors de Bsr et par I'inégalité de Garding pour Bsg voir

BLILS]

Ixaul2: < Chr (100crw)12 + 105 (crw)12 + lIxrull?)

< CJ g (I10ull? + 1107ull + [lull2) -
On a
Pl = [ > ‘ o >|2+‘8(XR%)<Z>2 e PId(2)
R “0’ Bsr j,—1 Oxy, OYr, ’
puisque _ o
[ull2 < C([[0ull? + |10%ull3),
donc
a2, < ClLy (19ull2 + [9zul2) + CCL g (10ull? + 195ull?)
< (Clp+CCLy) (19ull’ + [T5ul2)
< CYpllullz,-
On a
|uj (2 + ) — u;(2)|* e ?PdA(2) < Cy rlh*[Ixru)|12,
Br
Or
Co.r XRU)H2 < O gllu HQw
donc

/IB Juj(z + h) = uj(2)" e *PdA(z) < CorCLplhlully,

R
Curnlhl?lully,.

IN

Or |h] < R et pour R =1, si h — 0 alors on a
Ve > o,/ luj (2 + ) — w;(2) > e PP dA(z) < €2
By

Donc nous obtenons que la condition (i) est satisfaite.
La condition (ii) de (38) est satisfaite pour la boule unité de W< puisque nous avons

2_—p(z (Z)|U(Z)|2 @) I\ (2
/C”\]BRI u(@)e *dNz) < cm\Bg inf{s,(2) : |z| > R} dA(2),

d’apres (39), on a

[ P ae < e
Cr\Bg ~inf{s,(2) : |2| > R}
pour R assez grand.

Donc la boule unité de W@ est relativement compacte dans L%o;) (C", ). En appliquant la méme
méthode aux (0, g)-formes différentielles, on montre que la boule unité de Wé’?“" est relativement

compacte dans L?O’q)(C”, ). Donc j, . W — L%O’q)((:”, ©) est compacte.
D’apres le Lemme 3.1, N, , est linéaire, continue et s’écrit sous la forme N, , ¢ © Jo.g» AVEC Jo
I'opérateur adjoint de j,, (voir [31]). Donc N, , est compact. O

Remarque 3.2. (¢f[19])

Si ¢ = 1 la condition (33) signifie que la plus petite valeur propre de la matrice de Lévi satisfait

lim  p,q(2) = oo, (40)

2|00

alors N, 1 est compact.
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3.2 Théorie spectrale sur les opérateurs de Schrodinger dans la méca-
nique quantique

Il existe un lien entre le -Neumann & poids et les opérateurs de Schrodinger dans la mécanique
quantique. C’est pourquoi nous allons rassembler quelques faits concernant les opérateurs de Schro-
dinger.

Soient {2 un domaine a bord lisse de C et ¢ une fonction sousharmonique dans §2. On note par Li,
'espace L? & poids

Li(Q) = {f cLi.: /Q |flPe % < oo}

Pour résoudre 1’équation dv = g et estimer ve ¥ par ge ¥, on peut procéder par changement de
variable.
En effet, on fait un changement de variable comme dans [0], en posant

u=vwve ¥, f=ge ¥

et I’équation devient
Du=f (41)

_ 0 _
ou D = e ¥—e?. Alors v est la solution minimale de ’équation dv = ¢g dans Li si et seulement si u
z

est la solution de (41) qui est minimale dans L*(Q2). L’intégration par parties montre que 1’adjoint

formel de D est —D, ou
0

D =¢e%—e™%.

0z
Supposons que ¢ € C%(2), donc toute forme différentielle de la forme

u= Da, acCiQ)

est orthogonal & ker(D) et est donc la solution minimal de (41) si f = DDa.
Ce qui nous ramene au probléme suivant :

DDa = f, a€ Cy(9Q).

Définition 3.3. (c¢f[?])

Soient V' une fonction a valeur réelle et A = Z Ajdx; une 1-forme différentielle réelle. Tout opérateur

de la forme
Say =—(hd—iA)?*+V,

ou
(hd—idyu =3 (h2% — i Au)da,,
31']-
et son carré 5
(hd —iA)*u =Y (h=— —i4;)’u
8xj

est appelé opérateur de Schrodinger. Ici h représente la constante de Planck, V' est le potentiel
électrique et A est un potentiel pour le champ magnétique B = dA.

Remarque 3.3. (c¢f[?])

Une solution a I’équation
Savu = u

qui est nulle a I'infini représente 1’état d'un systeme mécanique quantique d’énergie totale \.
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0 — 0
Exemple 3.1. (¢f[?]) Puisque D = — — ¢, et D = — + 3, alors

0z 0z
— 0? 0 0
DD = Za. ¥z, z 2 - 2z
5205 T Pigs  Pegz 19— ¢
1 .
= 3 ((d—iA)* — Ap)
N dp dyp : . =
Ol 0z = =~ Pz = o~ et A = —p,dx + ¢,dy. Donc si nous prenons h = 1, 'opérateur DD est un
z z ,
opérateur de Schrodinger avec un potentiel électrique Ay et un champ magnétique (%)85@

Remarque 3.4. c¢f[15]

Soit 2 un domaine borné dans C. Soit ¢(z) € C*(Q). Posons L, = e_“’(aaz)

différentiel du premier ordre défini au sens des distributions sur L?(2) et son adjoint formel est

e¥ = 0z + pz un opérateur

0 _
L,= —e‘p(a)e’“’ = —0, + .. Le domaine de I'adjoint formel de L., est 'espace de Sobolev Wy (£2).

Soit S, I'unique opérateur positive, auto-adjoint et densément défini sur L*(€2) et donné par
Sp = 4LoLy = = [(0n + i) + (9, — ipa)?] + Ag. (42)

On note le domaine de S, par
dom(S,) = Wy (Q) N W?(Q).

C’est la réalisation de Dirichlet de 'opérateur de Schrodinger sur €2 avec un potentiel magnétique
A= (—py, ¢z) = —pydr + @,dy, de champs magnétique dA = Apdx A dy et de potentiel électrique
V = Ap. Puisque dom(S,) = W, (2) N W?*(Q) se prolonge de maniere compacte dans L*(Q2), S, a
une résolvante compacte. Par constructions S, est la restriction a son domaine d’un isomorphisme
de Wy (Q) sur W(Q). Par conséquent, en tant qu'opérateur (non borné) sur L*(€), il est injectif
et d’inverse borné (qui de plus est compact). Soit Sg = —A + Ap lopérateur de Schrodinger sans
potentiel magnétique correspondant a S, (avec le méme domaine que S,); lui aussi a une résolvante
compacte. Puisque S, et Sg ont tous une résolvante compacte, le spectre dans chaque cas consiste
en une suite de valeurs propres tendant vers 'infini. Soient A, et )\?0 les valeurs propres de S, et SS)
respectivement. Notons que

, L,ul*dA -
)\W(Q) = an {4%, u e CO (Q), u §é O}
— fQ |Uz|2€2(’pdA 00
= {4 Jo Jufereda € Co (), u#0 (43)

avec ¢ une fonction sousharmonique (ie.Ap > 0).
On peut définir la propriété P, de CATLIN et la propriété I5q de McNeal.
Définition 3.4. cf/70]
Soit €2 C C" un domaine borné, on dit que b€ satisfait la propriété P, si VM > 0, 3 un voisinage

U = Uy de b9 et une fonction lisse A = Ay de classe C? sur U tel que :
1. 0<Az)<1VzeUet
2. Vz € U, la somme des ¢ valeurs propres de la forme hermitienne

O?\ ()
(%jazk ik ’

)

est supérieure ou égale a M. C’est-a-dire pour toute (0,q)-forme différentielle u et z € U,
/ n 82)\
> 2 W(Z)W,K(Z)M,K(Z) > Mlu(z)[*.

|K|=q—1 j,k=1

46



Définition 3.5. (cf [27])

Soit 2 C C" un domaine borné.

On dit que b2 satisfait la propriété (Pq) s’il existe une constant C' > 0 telle que VM > 0, il existe
un voisinage U = Uy, de b€) et une fonction lisse ¢ = ¢y, de classe C° sur U tel que pour tout
(0, q)-forme différentielle u et z € U on a :

/

(1) > HZ 2)ujk(2)|]P < C Z Zazazk 2)uj e (2)k x (2),
J

S |K|=q—1 j,k=1
/ n 9
|K|=g—1j,k=1 02,07y, ’ ;

Théoréme 3.2. cf[1)]

Soient  un domaine borné dans C et ¢ € C?(Q). Posons E = {(z,w) € C?; z € Q, |w| < e #®} un
domaine de Hartogs pseudoconvexe complet borné et lisse dans C?. Supposons que bE soit strictement
pseudoconvexe sur bE N {w = 0}. Alors

1. bE satisfait la propriété (P,) si et seulement si lim A2 (Q) = +oo.

n——4o00 ne

2. N, 4 est compact si seulement si nl_l}riloo Anp(€2) = 400.

Pour faire la preuve du Théoreme 3.2, on a besoin des Lemmes suivants.

Lemme 3.2. (cf[15])

Soit K un sous-espace compact de C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. K satisfait a la propriété (F,).
e.¢]
2. Pour tout ensemble ouvert U; tel que K CC Uj1 CC Uj et (| U; = K, AM(U;) — +oo quand
j=1
J — +o0.

Lemme 3.3. (cf[15])

Soient © un domaine borné dans C et ¢ € C*(), posons E = {(z,w) € C*; 2 € Q, |w| < e *} un
domaine de Hartogs complet pseudoconvexe lisse borné dans C? et W = {z € Q | Ap(z) = 0}. On a

1. bE satisfait la propriété (P,) si et seulement si W satisfait la propriété (P,).
2. bE satisfait la propriété (P,) si et seulement si W satisfait la (P,).

A présent on peut faire la preuve du Théoreme (3.2).

Démonstration. Théoreme (3.2)

Soit W ={z € Q| Ap(z) = 0}. Puisque bE est strictement pseudoconvexe au voisinage des points
du bord tel que w = 0, W est un sous-ensemble compact de 2. Pour prouver la premiere partie
du Théoreme (3.2), nous utilisons le fait que bE satisfait la propriété (P,) si et seulement si W
satisfait la propriété (P,), en tant qu’ensemble dans C voir le Lemme (3.3). On a aussi W satisfait la
propriété (F) si et seulement si elle satisfait la propriété (2) du Lemme (3.2). Soit (W;)72, une suite
de sous-espaces ouverts de Q tels que W = N;W, et W C W;, CC W; CC Q.

Supposons W vérifie la propriété (2) du Lemme (3.2). Soit n; € Cg°(W;) tel que 0 <n; < letn; =1
sur Wi1. D’apres [15], pour tout u € C;°(£2) et j € N on a,

1
(Sppttu) = HWII“rnH\/A ull? = SV (wny)* + *H\/ pul]”
Ly
> ( )y I + *H\/ pull® = SAW;) [lull?
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ou n est suffisamment grand. Par hypothese A(W;) — +o00 lorsque j — +o00. Par conséquent

lim ) (Q) = +oo.

n——+0o ne

Donc si bE satisfait la propriété (P,) alors EIJP A () = +o0.
Supposons EIJ{I A, (€2) = +oo. Montrons que bE satisfait la propriété (P,).
On a pour tous (n,j) € Nx N, X} () < A)_(W;)( par la monotonicité par rapport au domaine de la
valeur propre). Aussi, pour u € Cg°(W;) on a

(wau, u) = (—Au + nApu,u) < (—Au,u) + (u,u)
si j est suffisamment grand par rapport a n tel que [nAp| < 1 sur W;. Par conséquent, A\(W;) >
Anp(W5) =1 > X0 () — 1 si j est suffisamment grand par rapport a n. Il s’ensuit que jEI—Poo ANW;) =
400, puisque 1_131 )\2@(9) = +o00. Puisque la suite W; est arbitraire, alors bE satisfait la propriété
(P,). Donc si 1_131 Ao () = +00 alors bE satisfait la propriété (P,).

Montrons maintenant la deuxiéme partie du Théoréme (3.2).
Supposons N, , est compact. Montrons que lim A, (§2) = +o0.
’ n——+oo

D’apres la proposition 2 de [28], on a

Sus = —2[(()0u i) + ()0, — i) ] + e (14)

Dans ce cas, A, (€2) est défini par la deuxieme égalité dans (43). Nous utilisons le fait que la compacité
de N, 4 est équivalent & la compacité de 'opérateur solution canonique S = 9*N, qui est a son tour
équivalent aux estimations de compacité suivantes : pour tout £ > 0, il existe C. > 0 tel que

1Sull* < ellull* + Cellull2, (45)
pour tout u € L(o 1 (E) (voir [14]. Lemme 1.1).
Soient 5 € C5°(R2), u, = B(z)w"dz et fo(z,w) = S(u,). Posons
dgn(2)
pum 4
2 g, (46)

on a

falz,w) = S(uy)
= 9 N(un)
= ( n)
= Nﬁ( (2)w"dz)
= w'NJ' (a( )( ))
InlZ
5% dz

— W'ND'(

= w"NJ dg,(2)
= w'gn(2),

)

donc f,(z,w) = gn(2)w".
En appliquant (45) et en utilisant le fait que ||B(2)w"(|Z; 5 < ( )Hﬁ( Yw™||%, alors il existe
N. > 0 tel que ||g,(2)w"||* < €||B(2)w"dz||* pour n > N.. Donc

n”Z

[ 1gu(2)Pe 200200 (z) < ¢ [ [5(z) Pe202C) A, (47)
Q Q
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La dualité donne pour u € C5°(2)
[ ()P A = sup{I(u,B)[% 8 € GF(Q); [ |BRe 2 90dA ) < 1
Q Q

< sup {l(ues gl [ lonf?e 0 020A() < e

< 6/ |u, |22 IPdA(2).
Q
L’inégalité du milieu découle de la considération du g, associé dans I’équation (46) a un 5 € C5°(2).
D’apres (43), on a 1_131 A (€2) = +00. Donc si N, , est compact alors 1_131 Anp(€2) = +00.

Supposons lim A, (£2) = 400, et montrons que N, , est compact.
n—-+00

Puisque la compacité de 'opérateur 9-Neumann est une propriété locale (voir [14], Lemme 1.2) et
puisque par hypotheése bE est strictement pseudoconvexe dans un voisinage de bE N {w = 0}, il nous
suffit d’établir des estimations de compacité du [Lemme 1.1,[11]] pour les formes différentielles dont
le support ne rencontre pas bE N {w = 0}. De plus, par la régularité elliptique intérieur de 2@ 0,
nous considérons les formes différentielles dont le support est proche de bE. Soit Q cc Q tel que bE
est strictement pseudoconvexe sur un voisinage de bF N Q.

Nous allons commencer le travail sur  x S* (S est le cercle unitére). On note les variables sur Q x S*
par (z,t), soit

L=0,+ip.0, (48)

Nous utilisons |||.]|| pour désigner une norme sur € x S*. Nous allons prouver que pour tout ¢ > 0, il
existe C. > 0 tel que ~

[lll* < e([Zull* + Lull]*) + Cellful ||, (49)

pour u € C’é’o(@ x S') et L I'adjoint formel de L. Par I'hypothese sur les valeurs propres A, (), il
existe N. > 0 tel que lorsque n > N,

[0]|> < || Lnyv||? pour tout v € C(9Q).
( Notons que )\W(Q) > Anp(€2)). En prenant son adjoint, on a lorsque n < —N.,
[v]|? < e||Lnyv||* pour tout v € C(Q).
Alors, lorsque |n| > N,
0] < || Lnpv|? + || Lnypv]|, pour  tout v € C(Q).

Pour u € Cy° (Q x S'), on obtient le développement en série de Fourier de la fonction u donnée par

o

u= > u,(z)e™
1 2T i . —~ .
ol Uy, (2) = —/ u(z, e®)e”™dt € C3°(Q), avec u(z, e") une fonction périodique de période 27 par
7 Jo
rapport a t. Alors,
Lu = Z (—qun)ei"t
et
1 2 L& 2 o 2
Il = 5 3 P = 3
< Z [un? + ¢ Z (||Lm0un”2 + H[_/mpunHQ)
|n|<Ne [n|>Ne
£ — _
= S (NZalllP + [ LallP) + 32 (luall® = (L l* + 1 Zwa]*)).

In|<Ne
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On a
Y (unll? = e(lLngl® + 1 Lunl?)) < Co > lunll?y (50)

[n|<Ne [n|<Ne

pour un certain C suffisamment grand, dépendant seulement de €. Ceci est dii au fait que Vn, L, et
L, ont un inverse compact (voir remarque(3.4)), ce qui implique

[unll® < e(|Lngtinl|® + [ Lnptunll?) + Cellunl|?,

pour une constante C.. Ceci est analogue au Lemme 1.1 dans [23] ; voir aussi Lemme 1.1 dans [11]. C;
dépend de n, mais comme on est dans le cas |n| < N., C. peut étre choisi en fonction de & seulement.
L’inégalité (49) découle maintenant du fait que la somme (50) est majorée par |||ul|[?;.

Nous revenons maintenant au cadre du domaine de Hartogs du Théoréme (3.2). Pour le bord de €,
nous pouvons utiliser comme fonction définissante, la fonction

p(z,w) = §log(w@62@).

Pour 0 < r < 1, les ensembles de niveaux M, = {p = —r} sont des surfaces de la forme {|w|* =
e~2¢72"} pour un 7 fixé, on utilise les coordonnées (z,t) sur M, par (z,t) < (z,e~?* ") On note
par L; le champ tangentiel complexe usuel de type (1,0) donné par p,0, — p,0,. On se restreint &
M., 2wl devient 0, + ip,0;, qui est Popérateur L défini dans I’équation (48). Soit maintenant u une
fonction lisse a support dans Q et suffisamment proche de bE. On note par do, la mesure de surface
sur M,. En utilisant le fait que dV € C? est comparable & do,.dr (sur supp(u)) et do, est comparable
a dV (z)dt, uniformément par rapport a r, nous obtenons a partie de (45)

> = /de:(/ |u\2dar) dr
E M,

1 _ 1
S [ maf + Lo, ) dr+ O [l dr
0 \JM, 0 o

1 _
e [( [ Lal + [Laul)deo, ) dr + Clul?,
< e (ILaull® + | Lyull?) + Cellull?,.

AN

N

Ici, $ indique "inférieur ot égale a un facteur constant qui est indépendant de ". Soit maintenant
a = aydz+axdw € Cq)(E)Ndom(9), de support dans 2 et proche de bE. Nous obtenons I'estimation
ci-dessous B

laell* < e([[Laal* + [ Laarl?) + Ceflal|2;,

Ensuite en utilisant les estimations maximales énoncées dans [[9] ; Théoréme 3.1] dans C?, on a
IZ1al* + | Laae]|* < |0a]* + [|0*a).
Le résultat de 'application des estimations maximales nous donne

lelf* < £ (Jloa® + 9%a]?) + Ccl|al,.

En posant o = 9*Nu, on obtient l'estimation (45). D’ou N, , est compact. O]
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4 Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur un Article de Friedrich Haslinger intitulé "Spectrum
of the 9-Neumann Laplacian on the Fock space". Aprés avoir défini quelques outils nécessaires et
rappelé quelques lemmes, nous avons calculé le spectre du Laplacien de opérateur 0-Neumann U0,
celui de O, 1 (cf Théoreme (0.1)) et celui de O, , (cf Théoreme (0.2)). Ensuite, on a montré par le
Théoreme (0.3) que le Laplacien Witten complexe Afoo’q) a le méme spectre que le Laplacien [, , de
'opérateur 0-Neumann. Enfin comme application on a montré que l'opérateur 9-Neumann Ny 4 est
compact en utilisant :

o les valeurs propres de la matrice de Lévi.

o la théorie spectral sur les opérateurs de Schrodinger dans la mécanique quantique.
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