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Résumé
Dans ce travail, l’objectif est de détailler les travaux de F.Haslinger qui consistent à déterminer le
spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann sur l’espace de Fock L2(Cn, e−φ) avec φ(z) = |z|2.
Pour se faire, nous avons dans un premier temps calculé le spectre du Laplacien de l’opérateur
∂̄-Neumann □φ,0 et celui de □φ,1 pour φ(z) = |z|2 dans le cas unidimensionnel. Puis dans le cas
multidimensionnel, nous calculons le spetre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann □φ,q pour
φ(z) = |z1|2 + · · · + |zn|2. Ensuite nous montrons que le Laplacien complexe de Witten noté ∆(0,q)

φ

a le même spectre que le Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann □φ,q. Enfin, nous donnons quelques
applications sur la compactification du ∂̄-Neumann Nφ,q en utilisant :

• les valeurs propres de la matrice de Lévi.
• la théorie spectral sur les opérateurs de Schrödinger dans la mécanique quantique.
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Introduction
Le problème du ∂̄-Neumann à poids est l’un des problèmes les plus importants dans la théorie de

l’analyse complexe de plusieurs variables. Spécialement l’analyse dans les espaces L2 à poids où ce
problème est d’une importance capitale et est devenue indispensable pour le sujet depuis les travaux
fondamentaux de Kohn en 1963. Une propriété importante de l’opérateur ∂̄-Neumann à poids (noté
Nφ,q) est qu’il peut être utilisé dans les espaces L2 à poids pour fournir une solution bornée de
l’équation ∂̄u = f pour toute (0, q)-forme différentielle f ∂̄-fermée. Cette solution est appelée solution
canonique et est donnée par

u = ∂̄∗Nφ,qf.

La théorie spectrale est un problème intéressant en analyse complexe de plusieurs variables. Le
Laplacien du ∂̄-Neumann sur un domaine borné Ω dans Cn est le Laplacien qui est inversible et qui
agit diagonalement sur les (0, q)-formes différentielles. C’est un opérateur densément défini, positif,
fermé et auto-adjoint. En tant que tel, son spectre est un sous ensemble fermé non vide de R+. Le
comportement spectrale du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann sur des domaines spéciaux sert
souvent de modèle pour la théorie générale. Le spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann sur la
boule et son complémentaire a été calculé par G. B. Folland en 1972 voir [12]. Et en 2007, S. Fu a
déterminé le spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann sur les polydisques voir [13]. Dans notre
travail, nous nous sommes intéressés aux calculs du spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann
sur l’espace de Fock due à Friedrich Haslinger. L’espace de Fock est défini comme suit :

L2(Cn, e−|z|2) = {f : Cn → C :
∫
Cn

| f(z) |2e−|z|2dλ(z) < ∞}

où λ désigne la mesure de Lebesgue.
Soit φ : Cn −→ R+ une fonction poids plurisousharmonique de classe C2, notons L2

(0,q)(Cn, e−φ)
l’espace des (0, q)-formes différentielles à coefficients dans L2(Cn, e−φ) pour 1 ≤ q ≤ n.
Nous commencerons par calculer le spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann □φ,0 et celui de
□φ,1. Le résultat est le suivant :
Théorème 0.1.
Soient n = 1 et φ(z) = |z|2. Le spectre du Laplacien □φ,0 est constitué de tous les entiers positifs
{0, 1, 2, · · · }. Leur multiplicité est infinie.
Le spectre du Laplacien □φ,1 est constitué de tous les entiers strictements positifs {1, 2, · · · } . Leur
multiplicité est infinie.

Ensuite on calcule le spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann □φ,q. Le résultat est donné
par :
Théorème 0.2.
Soient n > 1, φ(z) = |z1|2 + · · · + |zn|2 et 0 ≤ q ≤ n. Le spectre du Laplacien □φ,q est constitué de
tous les entiers {q, q + 1, q + 2 · · · }. Leur multiplicité est infinie.

X. Ma et G. Marinescu (2007) ont calculé le spectre du Laplacien ∆(0,0)
φ pour φ(z) = |z|2 (voir

[25, 26]). Par la suite F. Haslinger montre que le Laplacien complexe de Witten noté ∆(0,q)
φ sur les

(0, q)-formes différentielles a le même spectre que le Laplacien □φ,q. Le résultat est le suivant :
Théorème 0.3.
Soient n > 1, φ(z) = |z1|2 + · · · + |zn|2 et 0 ≤ q ≤ n. Le spectre du Laplacien complexe de Witten
noté ∆(0,q)

φ est constitué de tous les entiers {q, q + 1, q + 2 · · · }. Leur multiplicité est infinie.
Nous étudierons dans la dernière partie de ce document quelques applications sur la compactification

du ∂̄-Neumann à poids Nφ,q :
- comme première application nous allons montrer que le ∂̄-Neumann à poids Nφ,q est compact en
utilisant les valeurs propres de la matrice de Lévi. Le résultat est le suivant :
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Théorème 0.4.
Soit φ une fonction plurisousharmonique de classe C2. Si 1 ≤ q ≤ n et on suppose que la somme sq

de toutes les q plus petites valeurs propres de Mφ satisfait :

lim
|z|→+∞

sq(z) = +∞. (1)

Alors Nφ,q : L2
(0,q)(Cn, φ) −→ L2

(0,q)(Cn, φ) est compact.

-Deuxième application nous allons montrer que le ∂̄-Neumann à poids Nφ,q est compact en utilisant
la théorie spectrale sur les opérateurs de Schrödinger dans la mécanique quantique due à S. Fu et
Emil J. Straube (cf[15]). Le résultat est le suivant :

Théorème 0.5.
Soient Ω un domaine borné dans C et φ ∈ C2(Ω). On pose E = {(z, w) ∈ C2 ; z ∈ Ω, |w| < e−φ(z)} un
domaine de Hartogs pseudoconvexe complet, borné et lisse dans C2. Supposons que bE soit strictement
pseudoconvexe sur bE ∩ {w = 0}. Alors

1. bE satisfait la propriété (Pq) si et seulement si lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞.

2. Nφ,q est compact si seulement si lim
n→+∞

λnφ(Ω) = +∞.
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1 Préliminaires

1.1 Géométrie différentielle
1.1.1 Notion de Variété différentiable

Soient n ∈ N et k ∈ N
⋃

{∞, ω}.
Si k ̸= w, on note Ck la classe des fonctions k-fois différentiables et de dérivée k-ième continue et Cw

celle des fonctions réelles analytiques.

Définition 1.1 (Carte).
Soit M une variété topologique.
Une carte sur M est un couple (U, φ) où φ : U −→ φ(U) ⊂ Rn est un homéomorphisme.

Définition 1.2 (Atlas).
Un atlas de classe Ck est une collection d’homéomorphismes φα : Uα → Vα, α ∈ I, appelée carte

différentielle où (Uα)α∈I⊂N constitue un recouvrement d’ouverts de X, (Vα)α des ouverts de Rn tels
que pour tous α et β ∈ I, si (Uα ∩ Uβ) ̸= 0 les fonctions de transition

φαβ = φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) → φα(Uα ∩ Uβ)

sont des difféomorphismes de classe Ck 1.
Les composantes φα(x) = (xα

1 , ..., xα
n) sont appelées coordonnées locales sur Uα définies par la carte

(Uα, φα).

Définition 1.3 (Variété différentiable).
Une variété différentiable X de dimension n et de classe Ck est un espace topologique séparé muni

d’un atlas de classe Ck à valeurs dans Rn.

Définition 1.4 (Vecteur tangent).
Soit X une variété différentiable de classe Ck et de dimension n, Ω ⊂ X un ouvert et s ∈ N∪ {∞, w}

tel que 0 ≤ s ≤ k.
Un vecteur v, tangent à X au point x0, est par définition un opérateur différentiel qui agit sur les
fonctions, c’est-à-dire pour tout f ∈ C1(Ω,R), on associe v.f =

∑
1≤j≤n

vj
∂f

∂xj

(x0); où les vj sont des

réels.
Dans un système de coordonnées locales (x1, ..., xn) autour de x0 sur Ω, on écrit simplement

v =
∑

1≤j≤n

vj
∂

∂xj

.

1.1.2 Fibrés vectoriels

Définition 1.5.
Soient X une variété différentiable de dimension n et K = R ou C un champ scalaire. Un fibré vectoriel
de rang r au-dessus de X est une variété E de classe C∞ munie d’une application π : E −→ X de
classe C∞ appelée projection et d’une structure de K-espace vectoriel de dimension r sur chaque
fibre Ex = π−1(x). Cela veut dire qu’il existe un recouvrement ouvert (Vα)α∈I de X et des C∞-
difféomorphismes θα appelés trivialisations

θα : E|Vα −→ Vα × Kr où E|Vα = π−1(Vα)

1. Soient E et F deux espaces vectoriels et U ⊂ E, V ⊂ F deux ouverts, f : U → V une application. On dit que f
est un difféomorphisme de classe Ck si f est inversible et si f et f−1 sont différentiables de classe Ck.
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telle que pour tout x ∈ Vα l’application

Ex
θα−→ {x} × Kr −→ Kr

soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour chaque α, β ∈ I , l’application

θαβ = θα ◦ θ−1
β : (Vα ∩ Vβ) × Kr −→ (Vα ∩ Vβ) × Kr

peut se mettre sous la forme

θαβ(x, ξ) = (x, gαβ(x).ξ), (x, ξ) ∈ (Vα ∩ Vβ) × Kr

où la famille (gαβ) est inversible à coefficients dans C∞(Vα ∩ Vβ, Gl(r,K)), d’inverse (gαβ)−1 = (gβα)
et satisfaisant à la condition de cocycle

gαβgβγ = gαγ sur Vα ∩ Vβ ∩ Vγ.

La collection (gαβ) est appelée système de matrices de transition. Réciproquement, toute collection
de matrices inversibles satisfaisant la condition de cocycle définit un fibré vectoriel E, obtenu en
recollant les cartes Vα × Kr via les identifications θαβ.

Exemple 1.1.
Les fibrés tangent TX =

⋃
a∈X

TaX et cotangent T ∗X =
⋃

a∈X

T ∗
a X d’une variété différentiable X de

dimension n sont des fibrés vectoriels localement triviaux de rang n au-dessus de X.

Définition 1.6.
Soit Ω ⊂ X un ouvert. Soient E un fibré vectoriel sur X et k ∈ N ∪ {+∞, ω}. Une section de classe
Ck de E|Ω est une application s : Ω −→ E de classe Ck telle que s(x) ∈ Ex, pour tout x ∈ Ω (i.e
π ◦ s = IdΩ).

Définition 1.7 (Champ de vecteurs).
Soient X une variété différentiable de classe Cr avec r > k et Ω un ouvert de X. On appelle champ

de vecteurs de classe Ck sur Ω toute application s : Ω −→ TX de classe Ck telle que s(x) ∈ TxX
pour tout x ∈ X.
On note Γk(X) l’ensemble des champs de vecteurs de classe Ck sur X.

Remarque 1.1.
Un champ de vecteurs sur Ω est une section de fibré tangent TX définie sur Ω.

1.1.3 Formes différentielles

Définition 1.8 (1-forme différentielle).
Soient X une variété différentiable et U un ouvert de X. Une 1-forme différentielle sur U est une

application

w : U −→ T ∗X =
⋃

a∈U

T ∗
a X

a 7−→ wa

à valeurs dans l’espace cotangent à U en tout point a.
Si a = (x1, . . . , xn), on a :
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w(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
wi(x1, . . . , xn)(dxi)a

où les coefficients wi(x1, . . . , xn) ∈ R dépendent de a.

Localement une 1-forme différentielle s’écrit w =
n∑

i=1
widxi où les coefficients (wi)i=1,...,n sont des

fonctions w : U −→ R.
Une 1-forme différentielle est de classe Ck si les coefficients wi le sont.

Exemple 1.2 (1-forme différentielle).
1. dx est une 1-forme différentielle de coefficient 1.
2. w(x, y) = 1

x2 + y2 dx− y

x2 + y2 dy est une 1-forme différentielle de classe C∞ sur R×R\{(0, 0)}.

Remarque 1.2.
Une 1-forme différentielle sur un ouvert U est une section du fibré cotangent T ∗X définie sur U .

Définition 1.9 (r-forme différentielle).
Soient n et r deux éléments de N, et X une variété différentiable de classe Ck de dimension n, avec

k ∈ N ∪ {∞, ω}. Une r-forme différentielle de classe Ck sur X est une section de classe Ck du fibré
des r-formes extérieures noté ΛrT ∗X.
Ainsi, une r-forme différentielle ω associe à tout x dans X, une r-forme linéaire alternée ωx sur
l’espace tangent TxX à X en x.

Remarque 1.3.
Dans un ouvert de coordonnées locales (x1, ...., xn), pour chaque a ∈ X, nous avons la base

{(dx1)a, . . . , (dxn)a} de l’espace cotangent T ∗
a X. On a

ΛrT ∗
a X = vect{(dxi1)a ∧ . . . ∧ (dxir)a}1≤i1<...<ir≤n.

Une r-forme différentielle u de classe Ck s’écrit

u(x) =
′∑

|I|=r

uI(x)dxI où uI ∈ Ck

I = (i1, ....., ir) avec 1 ≤ i1 < ..... < ir ≤ n
dxI = dxi1 ∧ .... ∧ dxir .

On note Ck(X, ΛrT ∗X) l’espace des r-formes différentielles de classe Ck.

On peut effectuer plusieurs opérations avec les r-formes différentielles, par exemple :

•Produit extérieur
Localement, si

v(x) =
′∑

|J |=q

vJ(x)dxJ

est une q-forme différentielle sur X et

u(x) =
′∑

|I|=p

uI(x)dxI

est une p-forme différentielle sur X,
alors le produit extérieur de u avec v est la forme de degré (p + q) définie par :

u ∧ v(x) =
′∑

|I|=p,|J |=q

uI(x)vJ(x)dxI ∧ dxJ avec 0 ≤ p + q ≤ n
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I = (i1, .....ip) avec 1 ≤ i1 < ........ < ip ≤ n

J = (j1, ....jq) avec 1 ≤ j1 < ........ < jq ≤ n

dxI = dxi1 ∧ ..... ∧ dxip

et
dxJ = dxj1 ∧ ..... ∧ dxjq .

•Dérivée extérieure
La dérivée extérieure des p-formes différentielles est un opérateur différentiel

d : Ck(X, ΛpT ∗X) −→ Ck−1(X, Λp+1T ∗X)

défini localement par la formule

du =
′∑

|I|=p

n∑
j=1

∂uI

∂xj

dxj ∧ dxI

et vérifie les propriétés suivantes :
1. d(u ∧ v) = du ∧ v + (−1)pu ∧ dv (Règle de Leibniz),
2. d2u = 0 (idempotence).

Une forme différentielle u est dite fermée si du = 0 et elle est dite exacte s’il existe une forme
différentielle v telle que deg(v) = deg(u) − 1 vérifiant u = dv.

•Pull-back
Soit F : X → Y une application de classe C∞ entre deux variétés orientées de dimension respectives

n1, n2. Si v(y) =
′∑

|I|=p

vI(y)dyI est une p-forme différentielle sur Y , le pull-back (tiré-en-arrière) F ∗v

est la p-forme différentielle sur X obtenue en remplaçant y par F (x) dans l’écriture de v, c’est-à-dire

F ∗v(x) =
′∑

|I|=p

vI(F (x))dFi1 ∧ ... ∧ dFip .

1.2 Notion de variété complexe
Définition 1.10 (Variété complexe).
Une variété complexe X de dimension n est un espace topologique séparé muni d’une collection

(Uα, φα)α∈I , où les Uα sont des ouverts de X tels que X =
⋃
α∈I

Uα

et φα : Uα −→ Cn sont des homéomorphismes pour lesquels on a : si

Uα ∩ Uβ ̸= ∅, alors φαβ = φαoφ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) −→ φα(Uα ∩ Uβ) sont des biholomorphismes.

(Uα, φα) sont appelées cartes locales.

z ∈ Uα, φα(z) = (zα
1 , zα

2 , ......, zα
n) ∈ Cn.

(zα
1 , zα

2 , ......, zα
n) sont appelés coordonnées locales autour de z.

La collection (Uα, φα)α∈I est appelée atlas complexe.
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Définition 1.11 (Domaine de classe Ck).
Un domaine D ⊂ Cn est dit à bord de classe Ck s’il existe un voisinage U de D et ρ une fonction de

classe Ck tel que :
D ∩ U = {z ∈ U : ρ(z) < 0}, où ρ : U −→ R est la fonction définissante de D. Si dρ(z) ̸= 0 pour tout
z ∈ ∂D, on dit que D est à bord lisse de classe Ck.

Définition 1.12 (Domaine Etoilé).
1. On dit qu’un domaine D ⊂ Cn est étoilé en un point P ∈ D si pour tout point M ∈ D, le

segment [P, M ] est contenu dans D.

2. On dit qu’un domaine est étoilé s’il est au moins étoilé par rapport à un de ses points.

Remarque 1.4.
On dit qu’un domaine est convexe s’il est étoilé par rapport à tous ses points.

Exemple 1.3.
La boule unité de Cn définie par B = {z ∈ Cn : |z| < 1} est un domaine étoilé, mais mieux, elle est

aussi convexe.

1.2.1 Structure complexe

Soit X une variété analytique complexe de dimension (complexe) n.
Considèrons X comme une variété différentiable de dimension 2n.
Pour tout z ∈ X, on a l’espace cotangent T ∗

z X de X en z et une structure complexe Jz de T ∗
z X

(c’est-à-dire l’endomorphisme R-linéaire de T ∗
z X vérifiant

Jz ◦ Jz = −IdT ∗
z X

et définie localement par
Jz(dxj) = dyj

et
Jz(dyj) = −dxj).

Soit T ∗
z XC le complexifié de T ∗

z X, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de la forme

u + iv

où
u, v ∈ T ∗

z X

et
i =

√
−1.

Jz se prolonge en un endomorphisme C-linéaire de T ∗
z XC noté encore Jz tel que J2

z = −IdT ∗
z XC par

Jz(u + iv) = Jz(u) + iJz(v)

pour tous u, v ∈ T ∗
z X.

On a

T ∗
z XC = T ∗

z1,0X ⊕ T ∗
z0,1X

où

T ∗
z1,0X = {v ∈ T ∗

z XC/Jzv = iv}
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T ∗
z0,1X = {v ∈ T ∗

z XC/Jzv = −iv}

T ∗
1,0X =

⋃
z∈X

T ∗
z1,0X

et
T ∗

0,1X =
⋃

z∈X

T ∗
z0,1X

sont respectivement des fibrés cotangents holomorphes et antiholomorphes.
Pour p, q ∈ N tels que 1 ≤ p, q ≤ n, notons par ΛpT ∗

z1,0X et ΛqT ∗
z0,1X respectivement les espaces

vectoriels des p-formes alternées sur T ∗
z1,0X et des q-formes alternées sur T ∗

z0,1X.
Dans un système de coordonnées locales (z1, ...., zn),

ΛpT ∗
z1,0X = vect{dzi1 ∧ .... ∧ dzip}1≤i1<....<ip≤n

ΛqT ∗
z0,1X = vect{dz̄j1 ∧ .... ∧ dz̄jq}1≤j1<....<jq≤n

où (dz1, ..., dzn) et (dz̄1, ...., dz̄n) sont des bases locales de T ∗
z1,0X et T ∗

z0,1X
donc

ΛpT ∗
1,0X :=

⋃
z∈X

ΛpT ∗
z1,0X

et
ΛqT ∗

0,1X :=
⋃

z∈X

ΛqT ∗
z0,1X

sont respectivement les fibrés des p-formes extérieures sur le fibré T ∗
1,0X et des q-formes extérieures

sur le fibré T ∗
0,1X.

On pose

Λ(p,q)T ∗
z XC = ΛpT ∗

z1,0X ⊕ ΛqT ∗
z0,1X

donc

Λ(p,q)T ∗
z XC = vect{dzi1 ∧ .... ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ ..... ∧ dz̄jq}

avec 1 ≤ i1 < .... < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < .... < jq ≤ n.

Définition 1.13.
Le fibré Λ(p,q)T ∗XC := ΛpT ∗

1,0X ⊗ ΛqT ∗
0,1X est appelé fibré des (p, q)-formes extérieures sur le fibré

cotangent complexifié T ∗XC :=
⋃

z∈X

T ∗
z XC.

1.2.2 (p, q)-Formes différentielles
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Définition 1.14 (Formes différentielles).
Soit Ω ⊂ X un ouvert. On appelle forme différentielle de bidegré (p, q) (ou (p, q)-forme différentielle)

et de classe Ck (k ∈ N ∪ {+∞}) sur Ω, toute section définie sur Ω de classe Ck du fibré Λ(p,q)T ∗XC.
On note Ck

p,q(X) l’espace des (p, q)-formes différentielles de classe Ck sur X et
C∞

p,q(X) l’espace des (p, q)-formes différentielles de classe C∞ sur X.
Dans un ouvert Ω ⊂ X de coordonnées locales (z1, ...., zn), une (p, q)-forme différentielle u de classe
Ck s’écrit

u(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

uIJ(z)dzI ∧ dz̄J ,

où les uIJ sont des fonctions de classe Ck, I = (i1, ..., ip) et J = (j1, ...., jq) sont des multi-indices
d’entiers vérifiant 1 ≤ i1 < i2 < ... < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < .... < jq ≤ n,

dzI = dzi1 ∧ ... ∧ dzip

dz̄J = dz̄j1 ∧ .... ∧ dz̄jq

et
′∑

indique que la somme se fait suivant les indices croissants. On note par Dk
p,q(X) le sous-espace

vectoriel de Ck
p,q(X) formé par les (p, q)-formes différentielles de classe Ck à support compact dans X

et par Dp,q(X) le sous-espace vectoriel de C∞
p,q(X) formé par les (p, q)-formes différentielles de classe

C∞ à support compact dans X. Toute fonction f ∈ D0,0(X) est appelée fonction test.

1.2.3 Notion de variété hermitienne

Définition 1.15 (Produit scalaire hermitien).
Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Le produit scalaire hermitien sur X est la

donnée en tout point z0 ∈ X d’une application
h : Tz0X × Tz0X → C, définie par :
pour deux vecteurs

u =
n∑

j=1
uj

∂

∂zj

, v =
n∑

k=1
vk

∂

∂zk

appartenant à Tz0X;

h(u, v) =
n∑

j,k=1
h
(

∂

∂zj

,
∂

∂zk

)
(z0)ujvk =

n∑
j,k=1

hj,kujvk

où
hj,k(z0) = h

(
∂

∂zj

,
∂

∂zk

)
(z0)

et qui vérifie les propriétés suivantes :
1. h(λu, v) = λh(u, v), ∀λ ∈ C,

2. h(u, v) = h(v, u),
3. h(u, u) ≥ 0,

4. h(u, u) > 0 ∀ u ̸= 0,

5. h(u + v, w) = h(u, w) + h(v, w), ∀ u, v et w ∈ Tz0X.

On note her(Tz0X) l’ensemble des formes hermitiennes sur Tz0X.
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Remarque 1.5.
(hj,k)1≤j,k≤n est une matrice hermitienne, définie positive et dépend de façon C∞ du point z0.

Cette forme hermitienne, définie sur l’espace tangent à X en un point, s’étend aux formes différentielles
sur X comme suit :
soient

u =
′∑

|I|=p,|J |=q

uI,J dzI ∧ dzJ et v =
′∑

|K|=p,|L|=q

vK,L dzK ∧ dzL

h(u, v) =
∑

|K|=|L|=p |I|=|J |=q

uI,J vK,L hi1k1 ...hipkphj1l1 ...hjqlq ,

où (hij)i,j=1,...,n est l’inverse de la matrice hermitienne (hij) = h( ∂

∂zi

,
∂

∂z̄j

)i,j=1,...,n

et (hjl)j,l=1,...,n les conjugués des (hjl)j,l=1,...,n.

Définition 1.16 (Métrique hermitienne).
Soit X une variété complexe de dimension n et soit T 1,0X son fibré tangent holomorphe.

Une métrique hermitienne sur X est la donnée pour tout z0 ∈ X d’un produit scalaire hermitien h
sur T 1,0

z0 X qui varie de manière C∞ en fonction de X.

Définition 1.17 (Variété hermitienne).
Soit X une variété complexe et h une métrique hermitienne. Alors le couple (X, h) est appelé variété

hermitienne.

1.3 Fonctions plurisousharmoniques
Dans ce paragraphe, nous définissons au cas de plusieurs variables complexes la notion de fonction

sousharmonique. Ces fonctions nous serviront à définir la pseudoconvexité.
Les résultats sont tirés de [24].

1.3.1 Fonctions sousharmoniques

Nous commençons d’abord par définir l’harmonicité dans C.

Définition 1.18 (Fonction harmonique).
Une fonction complexe f deux fois continûment différentiables dans un ouvert Ω de C est harmonique

dans Ω si elle satisfait la condition suivante :

∆f = ∂2f

∂z∂z̄
= 1

4

(
∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2

)
= 0.

Remarque 1.6.
En identifiant C à R2, on va voir que les fonctions harmoniques sont très liées aux fonctions

holomorphes.
La partie réelle d’une fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert de Ω ⊂ C est harmonique.
On rappelle qu’une fonction f : z ∈ Ω 7→ f(z) continue est holomorphe si elle est différentiable et
satisfait les équations de Cauchy-Riemann ∂f

∂z̄
= 0.

Définition 1.19 (Fonction sousharmonique).
Une fonction u définie sur un ouvert Ω de C à valeurs dans [−∞, +∞[ est dite sous-harmonique si :

16



u est semi-continue supérieurement (s.c.s), c’est-à-dire {z ∈ Ω : u(z) < s} est ouvert pour tout s ∈ R
ou bien limz→au(z) ≤ u(a) si a ∈ Ω;

pour tout compact K ⊂ Ω et toute fonction h continue sur K, harmonique sur
◦

K, telle que h ≥ u sur
∂K, alors h ≥ u sur K.

Remarque 1.7.
Une fonction u de classe C2 est sousharmonique si et seulement si ∆u ≥ 0. Lorsque ∆u > 0, on dit

que u est strictement sousharmonique.

Exemple 1.4.
Soient a ∈ C fixé et c > 0. Alors la fonction z 7→ c log |z − a| est sousharmonique.

1.3.2 Fonctions plurisousharmoniques

Soit Ω un domaine de Cn.
Nous commençons par définir une fonction d’exhaustion.

Définition 1.20.
Soit φ une fonction continue et définie de Ω à valeurs dans R. On dit que φ est une fonction

d’exhaustion de Ω si pour tout c ∈ R, l’ensemble

{z ∈ Ω : φ(z) < c}

est relativement compact dans Ω.

Définition 1.21 (Fonction plurisousharmonique). (cf [5])
Une fonction u définie de Ω ⊂ Cn avec n ≥ 2 à valeurs dans R∪ {−∞} est dite plurisousharmonique

sur Ω notée PSH(Ω), si u est semi-continue supérieurement et si pour tout a ∈ Ω et w ∈ Cn, la
fonction λ 7→ u(a + λw) est sousharmonique dans {a + λw : λ ∈ C} ⊂ Ω.

Définition 1.22 (Forme de Lévi ).
Soient Ω un ouvert de Cn et ρ une fonction de classe C2 sur Ω. On appelle forme de Lévi de ρ en

z ∈ Ω, la Hessienne complexe Lzρ de ρ en z, c’est-à-dire la forme hermitienne

w 7−→ Lzρ(w) =
n∑

j,k=1

∂2ρ(z)
∂zj∂z̄k

wjw̄k.

Définition 1.23 (Fonction strictement plurisousharmonique).
Soit ρ une fonction de classe Ck, k = 2, ...., +∞.

On dit que ρ est strictement plurisousharmonique si sa forme de Lévi Lzρ au point z est une forme
hermitienne définie positive.

1.4 Domaines pseudoconvexes
Définition 1.24 (Espace tangent complexe).
Soient Ω ⊂ Cn un domaine borné et ρ une fonction définissante de Ω . L’espace tangent complexe
noté TC

z (bΩ) est donné par :

TC
z (bΩ) = {w ∈ Cn |

n∑
j=1

∂ρ(z)
∂zj

wj = 0}.

17



Définition 1.25 (Domaine pseudoconvexe et strictement pseudoconvexe).
Soient Ω ⊂ Cn un domaine borné et ρ une fonction définissante de Ω.

On dit que Ω est pseudoconvexe si Lzρ(w) ≥ 0 pour tout z ∈ bΩ et w ∈ TC
z (bΩ).

On dit que Ω est strictement pseudoconvexe si Lzρ(w) > 0 pour tout z ∈ bΩ et w ∈ TC
z (bΩ)\{0}.

On a cette relation entre la plurisousharmonicité, la pseudoconvexité et la convexité.

Remarque 1.8. cf([5])
Soit Ω ⊂⊂ Cn un domaine borné, où n ≥ 2

• Si Ω est strictement pseudoconvexe de fonction définissante ρ de classe Ck, k = 2, ..., alors Ω
admet une fonction définissante strictement plurisousharmonique de classe Ck, k = 2, ....(Cf
Théorème 3.4.4 [5]).

• Si Ω est pseudoconvexe à bord de classe C2, alors Ω admet une fonction strictement plurisou-
sharmonique de classe C∞. (Cf Corollaire 4.3.8 [5]).

Si Ω ⊂ Cn n’est pas borné, on définit la pseudoconvexité comme suit :

Définition 1.26.
Soit Ω ⊂ Cn un domaine non borné. On dit que Ω est pseudoconvexe si Ω admet une fonction

d’exhaustion φ plurisousharmonique continue.

Remarque 1.9.
Si Ω ⊂ Cn est pseudoconvexe et φ une fonction d’exhaustion de classe C∞ strictement plurisoushar-

monique, alors les domaines Ωc = {z ∈ Ω : φ(z) < c} sont strictement pseudoconvexes et approximent
Ω =

⋃
c∈R

Ωc.

Définition 1.27 (Domaine de Hartogs).
Soit D ⊂ Cn un domaine. On dit que D est un domaine de Hartogs de centre a = (a1, · · · , an) ∈ Cn

si D vérifie la propriété suivante :
pour tout z0 = (z01 , · · · , z0n) ∈ D alors D contient tout point z = (z01 , · · · , z0n−1 , zn) avec

zn − an = (z0n − an)eiΘ, 0 ≤ Θ ≤ 2π.

D est un domaine de Hartogs complet si de plus pour z0 ∈ D, D contient tout point z tel que

|zn − an| ≤ |z0n − an|.

Définition 1.28 (Domaine de Hartogs pseudoconvexe). cf([21])
Soit X une variété complexe, un domaine Ω ⊂ X est dit Domaine de Hartogs pseudoconvexe s’il
existe une métrique kählérienne sur X et un voisinage U de bΩ tels que la restriction de − log dbΩ(z)
à U ∩ Ω se prolonge en une fonction strictement plurisousharmonique sur Ω, où dbΩ(z) est la distance
de z au bord de Ω.

1.5 Les opérateurs ∂ et ∂

Définition 1.29 (Les opérateurs ∂ et ∂).
Soient X une variété complexe et Ω ⊂ X un ouvert. Si f est une fonction de classe C1 sur un

voisinage d’un point a ∈ Ω, on a localement

dfa =
n∑

j=1

∂f

∂xj

(a)dxj +
n∑

j=1

∂f

∂yj

(a)dyj,
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posons
∂

∂zj

= 1
2( ∂

∂xj

− i
∂

∂yj

) et ∂

∂zj

= 1
2( ∂

∂xj

+ i
∂

∂yj

)

dzj = dxj + idyj et dzj = dxj − idyj.

Cette transformation permet d’écrire dfa sous la forme qui suit

dfa =
n∑

j=1

∂f

∂zj

(a)dzj +
n∑

j=1

∂f

∂zj

(a)dzj.

Posons
∂fa =

n∑
j=1

∂f

∂zj

(a)dzj et ∂fa =
n∑

j=1

∂f

∂zj

(a)dzj,

donc

df = ∂f + ∂f.

La décomposition
d = ∂ + ∂

avec
∂ =

n∑
j=1

∂

∂zj

dzj et ∂ =
n∑

j=1

∂

∂zj

dzj,

se généralise aux formes différentielles.
En effet, si

w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

wI,J(z)dzI ∧ dzJ

est une (p, q)-forme différentielle de classe C1

dw(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

dwI,J(z) ∧ dzI ∧ dzJ =
′∑

|I|=p,|J |=q

(∂wI,J(z) + ∂wI,J(z)) ∧ dzI ∧ dzJ .

On pose

∂w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

∂wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J et ∂w(z) =
′∑

|I|=p,|J |=q

∂wI,J(z) ∧ dzI ∧ dz̄J .

Ce qui nous permet de définir les opérateurs suivants :

∂ : Ck
p,q(Ω) −→ Ck−1

p+1,q(Ω)

∂ : Ck
p,q(Ω) −→ Ck−1

p,q+1(Ω).

Propriétés 1.1.
1. d = ∂ + ∂.

2. ∂2 = ∂
2 = ∂ ◦ ∂ + ∂ ◦ ∂ = 0.

Soient X une variété analytique complexe et Ω un ouvert de X.
Une forme différentielle w de type (p, q), de classe Ck et définie sur Ω est dite ∂-fermée si ∂w = 0.
On note

Zk
p,q(Ω) = {w ∈ Ck

p,q(Ω)/∂w = 0}.

Zk
p,q(Ω) est un sous groupe de Ck

p,q(Ω).
Une (p, q)-forme différentielle w de classe Ck définie sur un ouvert Ω d’une variété analytique complexe
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X est dite ∂-exacte s’il existe une (p, q − 1)-forme différentielle u de classe Ck telle que ∂u = w.
On note

Bk
p,q(Ω) = {w ∈ Ck

p,q(Ω)/∃u ∈ Ck
p,q−1 avec ∂u = w}.

Puisque ∂
2 = 0 donc Bk

p,q(Ω) ⊂ Zk
p,q(Ω).

L’espace vectoriel

Hk
p,q(Ω) =

Zk
p,q(Ω)

Bk
p,q(Ω)

est appelé le (p, q)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe Ck

définies sur Ω.

1.6 Outils d’analyse fonctionnelle
Définition 1.30 (Distribution).
Soit V un ouvert de Rn, on a

D(V ) = {φ : Rn −→ C, φ ∈ C∞(Rn)/suppφ ⊂ V compact}

avec
suppφ = {x ∈ Rn/φ(x) ̸= 0}.

Une suite (φj)j∈N d’éléments de D(V ) converge vers φ dans D(V ) quand j tend vers +∞ si :
1. pour tout indice j, le support de φj et φ sont contenus dans un compact K ⊂ V ,
2. Dαφj(x) converge uniformément vers Dαφ(x) sur K ⊂ V ,

pour tout multi-indice α ∈ Nn

(i.e α = (α1, ....., αn) avec αi ∈ N)

Dα = ∂|α|

∂x1α1 .....∂xn
αn

est la dérivée d’ordre |α| = α1 + ..... + αn.

Une forme linéaire T sur D(V ) est dite séquentiellement continue sur D(V ) si l’application T :
D(V ) −→ C est linéaire et continue au sens suivant : pour toute suite (φj)j∈N ; si φj −→ φ dans
D(V ), alors la suite des nombres complexes T (φj) −→ T (φ).
Désignons par DK l’espace des fonctions φ : Rn −→ C de classe C∞ à support dans K.
Une distribution T sur V est une forme linéaire sur D(V ) dont la restriction à chaque DK est continue.
De plus, si T est une distribution réelle, l’application φ 7→ − < T,

dφ

dx
> est une distribution.

Par définition, c’est la dérivée de T notée dT

dx
.

Exemple 1.5.
1) Soit Ω un ouvert de Rn et a ∈ Rn la fonction définie par :

δa : D(Ω) → C qui a φ ∈ D(Ω) associe
δa(φ) = φ(a) =< δa, φ > est une distribution appelée mesure de Dirac.
2) Soit f une fonction localement intégrable 2 sur Ω ⊂ R. Alors l’application Tf : D(Ω) → R qui à
φ ∈ D(Ω) associe Tf (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx définit une distribution sur Ω.

Définition 1.31 (Norme).
Soit E un K espace vectoriel. On appelle norme sur E l’application

||.|| : E −→ R+ vérifiant les propriétés suivantes :
1. ||x|| = 0 ⇔ x = 0,

2. Une fonction à valeurs complexes sur un ouvert Ω de Rn est dite localement intégrable si sa restriction à tout
compact de Ω est intégrable au sens de Lebesgue.
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2. ||λx|| = |λ|||x|| ∀ λ ∈ K et x ∈ E,

3. ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y|| ∀ x, y ∈ E.

Définition 1.32 (Produit scalaire).
Soit E un R espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une application

<, >: E × E → R
(u, v) →< u, v >

qui vérifie les propriétés ci-dessous :
soient u, u′, v ∈ E et λ ∈ K.

1. < u, u >≥ 0 et < u, u >= 0 ⇔ u = 0,
2. < λ(u + u′), v >= λ < u, v > +λ < u′, v >,

3. < u, v >=< v, u > .

Définition 1.33 (Espace de Banach).
(E, || · ||) est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente dans E.

Un tel espace est dit espace de Banach.

Exemple 1.6 (Espace de Banach).
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable définie de E vers K, avec K= R ou C,

Lp(E) = {f : E −→ K, mesurable tel que
∫

E
|f |pdm < +∞}

est un espace de Banach avec la norme associée

||f ||p =
( ∫

|f |pdm
) 1

p , 1 ≤ p < +∞, dm

étant l’élément de volume.

Définition 1.34 (Espace de Hilbert).
Soit (E, || · ||) un espace de Banach.

On dit que (E, || · ||) est un espace de Hilbert si la norme est issue d’un produit scalaire.

Exemple 1.7 (Espace de Hilbert).
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction définie de E vers C mesurable,

L2(E) = {f : E −→ C, mesurable tel que
∫

E
|f |2dm < +∞}

muni de la norme ||f ||2 =
( ∫

E
|f |2dm

) 1
2 qui provient du produit scalaire définit par : ∀f, g ∈ E on a

< f, g >=
∫

E
(f × g)dm

est un espace de Hilbert.
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Définition 1.35 (Espace de Sobolev).
Soit Ω ⊂ Cn un ouvert, on définit les espaces de Sobolev W m,p(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞, m ∈ N par :

W m,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) | Dαf ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}.

Les normes pour ces espaces sont données par :

||f ||pES :=
( ∑

|α|≤m

||Dαf ||pLp(Ω)

) 1
p , p < +∞

et
||f ||∞ES := max|α|≤m||Dαf ||L∞(Ω).

Ces normes font de W m,p(Ω) et W m,∞(Ω) des espaces de Banach.
Pour p=2

W m,2(Ω) = Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω) | Dαf ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}.

Hm(Ω) muni de la norme
||f ||2ES :=

( ∑
|α|≤m

||Dαf ||2L2(Ω)

) 1
2

qui provient du produit scalaire

< u, v >Hm=
∑

0≤|α|≤m

< Dαu, Dαv >L2

est un espace de Hilbert (cf[3]).

1.7 Théorie des Opérateurs
Tout au long de cette sous-section H1 et H2 sont des espaces de Hilbert.

Définition 1.36 (Opérateur).
Un opérateur dans H1 est une application T définie sur un sous-espace vectoriel dom(T ) ⊂ H1 à

valeurs dans H2.
T : dom(T ) ⊂ H1 −→ H2

dom(T ) est appelé le domaine de l’opérateur.
On note un opérateur par (T, dom(T )) s’il n’y a pas d’ambiguïté concernant son domaine on note
simplement par T.
Si dom(T̃ ) est un sous-espace vectoriel de H1 qui contient dom(T ) et T̃ f = Tf pour f ∈ dom(T ),
alors on dit que T̃ est une extension de T .

Définition 1.37 (Graphe d’un opérateur).
Soit T : dom(T ) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace de H1 × H2 donné par

Γ(T ) = {(x, Tx) : x ∈ dom(T )} ⊂ H1 × H2.

Définition 1.38.
Un opérateur (T, dom(T )) est fermé si pour toute suite (xn)n∈N de dom(T ) telle que

lim
n→+∞

xn = x et lim
n→+∞

Txn = y

alors x ∈ dom(T ) et y = Tx.
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Proposition 1.1 (Opérateur fermé).
On dit que (T, dom(T )) est fermé si son graphe Γ(T ) est un fermé de H1 × H2.

Définition 1.39 (Opérateur fermable).
Un opérateur T est dit fermable si Γ(T ) est le graphe d’un opérateur.

Définition 1.40 (Fermeture).
La fermeture de l’opérateur fermable T est l’opérateur noté T̄ tel que Γ(T̄ ) = Γ(T ).

Remarque 1.10.
Un opérateur T est dit fermé si T̄ = T .

Définition 1.41 (Opérateur borné).
Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. On dit que T est un opérateur borné de H1 vers H2 si
dom(T ) = H1 et s’il existe C tel que

||Tu||H2 ≤ C||u||H1 ∀ u ∈ H1. (2)

On pose alors :
||T || = sup

u∈H1,u̸=0

||Tu||H2

||u||H1

.

Si dom(T ) ̸= H1 et s’il existe une constante C telle que :

||Tu||H2 ≤ C||u||H1 ∀ u ∈ dom(T ) (3)

alors l’opérateur T se prolonge en un opérateur borné de dom(T ) vers H2, où dom(T ) désigne
l’adhérence de dom(T ) dans H1.

Proposition 1.2. (cf[29])
Soit (T, dom(T )) un opérateur fermé.

Alors T est borné si et seulement si dom(T ) = H1.

Définition 1.42 (Opérateur dense).
On dit qu’un opérateur T : H1 −→ H2 est à domaine dense si dom(T ) = H1.

Définition 1.43 (Adjoint d’un opérateur).
Soit T : H1 −→ H2 un opérateur, T ∗ : H2 −→ H1 est l’unique application linéaire telle que pour tout

x ∈ H1, y ∈ H2 on ait
< T (x), y >=< x, T ∗(y) > .

T ∗ est appelée adjoint de T.

Remarque 1.11.
Pour H1 = H2 et si T = T ∗ alors T est auto-adjoint.

Définition 1.44 (Opérateur symétrique).
Un opérateur T est dit symétrique si T ⊂ T ∗, c’est-à-dire,

dom(T ) ⊂ dom(T ∗), Tu = T ∗u pour u ∈ dom(T ).
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Remarque 1.12.
Si T est un opérateur symétrique alors l’adjoint T ∗ devient une extension de T .

Définition 1.45 (Opérateur essentiellement auto-adjoint).
Un opérateur symétrique T est dit essentiellement auto-adjoint s’il admet une unique extension

auto-adjointe qui n’est rien d’autre que sa fermeture T̄ .
En d’autre termes un opérateur symétrique T est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture T̄
est l’unique extension qui est auto-adjointe.

Définition 1.46.
Soient X et Y deux espaces de Banach, on note L(X, Y ) l’ensemble des applications linéaires continues
et BX := {x ∈ X : ∥x∥X ≤ 1}.
On dit que T ∈ L(X, Y ) est compact si l’image par T de la boule unité fermé BX de X est relativement
compacte dans l’espace Y (T (BX) est compact).

Remarque 1.13.
1. T ∈ L(X, Y ) est compact si et seulement si pour toute suite bornée (xn) dans X, la suite image

(Txn) admet des sous-suites convergentes dans Y .
2. Si T1, T2 ∈ L(X, Y ) sont compacts, alors a1T + a2T est compact pour tous scalaires a1, a2.

Ainsi, les opérateurs compacts de X dans Y forment un sous-espace vectoriel de L(X, Y ). Cet
espace des opérateurs compacts sera noté K(X, Y ).

1.8 Le ∂-Neumann
Dans cette partie, on va introduire l’opérateur ∂̄-Neumann. Soit L2

p,q(Ω) l’espace des (p, q)-formes
différentielles à coefficient dans L2(Ω) pour 1 ≤ q ≤ n. Si

f =
′∑

I,J

fI,JdzI ∧ dzJ

et
g =

′∑
I,J

gI,JdzI ∧ dzJ ,

sont deux (p, q)-formes différentielles dans L2
p,q(Ω), nous définissons le produit scalaire et la norme

comme suit :

< f, g >=
′∑

I,J

< fI,J , gI,J >, |f |2 =< f, f >=
′∑

I,J

|fI,J |2

||f ||2 =
∫

Ω
< f, f > dm =

′∑
I,J

∫
Ω

|fI,J |2dm.

Soit φ une fonction continue et positive sur Ω. On note L2
p,q(Ω, φ) l’espace vectoriel des formes

différentielles f de bidegré (p, q) qui s’écrit par :

f =
′∑

|I|=p,|J |=q

fI,JdzI ∧ dzJ
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où fI,J est une fonction mesurable telle que
∫

Ω
|fI,J |2e−φdλ < +∞ (dλ désignant la mesure de Le-

besgue sur Cn). Sur L2
p,q(Ω, φ), on définit un produit scalaire noté < f, g >φ par :

< f, g >φ=
′∑

|I|=p,|J |=q

∫
Ω

fI,JgI,Je−φdλ,

sa norme est définie par :

∥f∥2
φ =

′∑
|I|=p,|J |=q

∫
Ω

|fI,J |2e−φdλ.

Ainsi L2
p,q(Ω, φ) muni de cette norme est un espace de Hilbert.

Définition 1.47.
Soit Ω un domaine de Cn. L’opérateur ∂̄ défini pour les (p, q)-formes différentielles de classe Ck

sur Ω s’étend aux (p, q)-formes différentielles de carré intégrable sur Ω aux sens des distributions. Si
u ∈ L2

p,q(Ω) (resp.u ∈ L2
p,q(Ω, φ)) est dans dom(∂̄), alors l’opérateur

∂̄ : L2
p,q(Ω) −→ L2

p,q+1(Ω)
avec

dom(∂̄) = {f ∈ L2
p,q(Ω) : ∂̄f ∈ L2

p,q+1(Ω)}
(resp.

∂̄ : L2
p,q(Ω, φ) −→ L2

p,q+1(Ω, φ)
avec

dom(∂̄) = {f ∈ L2
p,q(Ω) : ∂̄f ∈ L2

p,q+1(Ω, φ)})

admet un adjoint noté ∂̄∗ (resp.∂̄∗
φ),

c’est-à-dire que
< ∂̄u, v >=< u, ∂̄∗v >

(resp.
< ∂̄u, v >φ=< u, ∂̄∗

φv >φ),

∀ u ∈ dom(∂̄) et v ∈ dom(∂̄∗) (resp. ∀ u ∈ dom(∂̄) et v ∈ dom(∂̄∗
φ)).

Notons
□(p,q) = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄

le Laplacien complexe avec

dom(□(p,q)) = {f ∈ dom(∂̄) ∩ dom(∂̄∗) : ∂̄f ∈ dom(∂̄∗) et ∂̄∗f ∈ dom(∂̄)}

et
□(p,q)φ = ∂̄∂̄∗

φ + ∂̄∗
φ∂̄

le Laplacien complexe à poids.

Nous donnons à présent une proposition d’une grande importance pour le Laplacien complexe.

Proposition 1.3. □(p,q) est un opérateur linéaire, fermé, dense et auto-adjoint.

Démonstration. Soit Dp,q(Ω) l’ensemble des (p,q)-formes différentielles à support compact.
□(p,q) est donc un opérateur linéaire.
On sait que :

Dp,q(Ω) ⊂ dom(□(p,q)) ⊂ L2
p,q(Ω).
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Le passage à l’adhérence nous donne les inclusions suivantes :

Dp,q(Ω) ⊂ dom(□(p,q)) ⊂ L2
p,q(Ω).

Or
Dp,q(Ω) = L2

p,q(Ω) = L2
p,q(Ω).

Donc
L2

p,q(Ω) ⊂ dom(□(p,q)) ⊂ L2
p,q(Ω).

D’où
dom(□(p,q)) = L2

p,q(Ω).
Ce qui montre que □(p,q) est dense.
Montrons que □(p,q) est fermé.
Soit fn ∈ dom(□(p,q)) telle que fn → f avec f ∈ dom(□(p,q)) .
Montrons que □(p,q)fn → □(p,q)f :

< □(p,q)fn, fn > =< (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)fn, fn >

=< ∂̄∂̄∗fn + ∂̄∗∂̄fn, fn >

=< ∂̄∂̄∗fn, fn > + < ∂̄∗∂̄fn, fn >

=< ∂̄∗fn, ∂̄∗fn > + < ∂̄fn, ∂̄fn >

= ∥∂̄∗fn∥2 + ∥∂̄fn∥2.

Puisque ∂̄ et ∂̄∗ sont des opérateurs fermés, il existe f ∈ dom(∂̄) ∩ dom(∂̄∗) telles que :

∂̄fn → ∂̄f et ∂̄∗fn → ∂̄∗f resp. dans L2
p,q+1 et L2

p,q−1.

Il découle à nouveau du fait que ∂̄ et ∂̄∗ sont des opérateurs fermés que

∂̄∂̄∗fn → ∂̄∂̄∗f et ∂̄∗∂̄fn → ∂̄∗∂̄f.

Nous avons donc prouvé que □(p,q)fn → □(p,q)f.
Donc □(p,q) est un opérateur fermé.
Montrons que □(p,q) est auto-adjoint.
Soient u, v ∈ dom(□(p,q)), a-t-on < □(p,q)u, v >=< u, □(p,q)v > ?

on a : < □(p,q)u, v > =< (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)u, v >

=< ∂̄∂̄∗u + ∂̄∗∂̄u, v >

=< ∂̄∂̄∗u, v > + < ∂̄∗∂̄u, v >

=< ∂̄∗u, ∂̄∗v > + < ∂̄u, ∂̄v >

=< u, ∂̄∂̄∗v > + < u, ∂̄∗∂̄v >

=< u, (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)v >

=< u, □(p,q)v > .

Remarque 1.14. La proposition (1.3) reste valable si on remplace le Laplacien □(p,q) par □(p,q)φ.
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Définition 1.48. Le problème du ∂̄ Neumann (resp du ∂̄ Neumann à poids) consiste à chercher un
inverse à □(p,q) (resp. □(p,q)φ), on l’appelle opérateur de Neumann noté

Np,q : L2
p,q(Ω) → L2

p,q(Ω)

(resp. opérateur de Neumann à poids noté

Np,qφ : L2
p,q(Ω, φ) → L2

p,q(Ω, φ)).

C’est une méthode proposée par Donald SPENCER pour la résolution du ∂̄.
L’opérateur Np,q a les propriétés suivantes : (cf [5])

1) R(Np,q) ⊂ dom(□(p,q)) où dom(□(p,q)) désigne le domaine de □(p,q) et R(Np,q) l’image de Np,q ;
2) □(p,q)Np,q = Np,q□(p,q) = I où I désigne l’application identité ;
3) pour toute f ∈ L2

p,q(Ω), f = ∂̄∂̄∗Np,qf ⊕ ∂̄∗∂̄Np,qf ;
4) ∂̄Np,q = Np,q+1∂̄, ∀ 1 ≤ q ≤ n − 1 sur dom(∂̄) ;
5) ∂̄∗Np,q = Np,q−1∂̄

∗, ∀ 2 ≤ q ≤ n sur dom(∂̄∗).

Remarque 1.15. L’opérateur Np,qφ a des propriétés analogues à celles de l’opérateur Np,q énumérées
ci-dessus.

Pour les (0, q)-formes différentielles on notera dans la suite □φ,q au lieu de □(0,q)φ et Nφ,q au lieu
de N0,qφ avec 0 ≤ q ≤ n.
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2 Le spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann sur
l’espace de Fock

Dans cette partie, l’objectif est de déterminer le spectre du Laplacien □φ,q pour φ(z) = |z|2 de
l’opérateur ∂̄-Neumann sur l’espace de Fock.
Pour cela nous aurons besoin de quelques calculs et définitions qui nous seront utiles.
L’espace de Fock L2(Cn, e−|z|2) est muni d’un produit scalaire défini par (f, g) =

∫
Cn

fḡe−|z|2dλ et

d’une norme définie par ∥f(z)∥2 =
∫
Cn

|f(z)|2e−|z|2dλ(z).
Soit u une (0, q)-forme différentielle, localement

u =
′∑

|J |=q

uJdz̄J , (4)

Pour q = 0, u est une fonction. On a

∂u =
n∑

j=1

∂u

∂z̄j

dz̄j et δj =
(

∂

∂zj

− ∂φ

∂zj

)
Montrons que

□φ,0u = ∂
∗
φ∂u = −1

4∆u +
n∑

j=1
z̄juz̄j

.

□φ,0u = ∂
∗
φ∂u

= ∂
∗
φ

 n∑
j=1

∂u

∂z̄j

dz̄j


= −

n∑
j=1

δj
∂u

∂z̄j

= −
n∑

j=1

(
∂

∂zj

− ∂φ

∂zj

)
∂u

∂z̄j

= −
n∑

j=1

(
∂2u

∂zj∂z̄j

− ∂φ

∂zj

∂u

∂z̄j

)

= −
n∑

j=1

∂2u

∂zj∂z̄j

+
n∑

j=1

∂φ

∂zj

∂u

∂z̄j

= −
n∑

j=1

∂2u

∂zj∂z̄j

+
n∑

j=1

∂|z|2

∂zj

∂u

∂z̄j

= −
n∑

j=1

∂2u

∂zj∂z̄j

+
n∑

j=1

∂(zj z̄j)
∂zj

∂u

∂z̄j

= −
n∑

j=1

∂2u

∂zj∂z̄j

+
n∑

j=1
z̄j

∂u

∂z̄j

= −
n∑

j=1

1
4

(
∂2u

∂x2
j

+ ∂2u

∂y2
j

)
+

n∑
j=1

z̄j
∂u

∂z̄j

= −1
4

 n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

+ ∂2u

∂y2
j

+
n∑

j=1
z̄j

∂u

∂z̄j

= −1
4∆u +

n∑
j=1

z̄juz̄j
,
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donc
□φ,0u = ∂

∗
φ∂u = −1

4∆u +
n∑

j=1
z̄juz̄j

, (5)

avec ∂u

∂z̄j

= uz̄j
.

Pour q = n, u est une (0, n)-forme différentielle.
Montrons que

□φ,nu = ∂̄∂̄∗
φu = −1

4∆u +
n∑

j=1
z̄juz̄j

+ nu.

On a
∂

∗
φu = −

′∑
|K|=n−1

n∑
k=1

δkukKdz̄K , avec δk =
(

∂

∂zk

− ∂φ

∂zk

)
.

∂
∗
φu = −

′∑
|K|=n−1

n∑
k=1

(
∂

∂zk

− ∂φ

∂zk

)
uKdz̄K

= −
′∑

|K|=n−1

n∑
k=1

(
∂

∂zk

− ∂|z|2

∂zk

)
uKdz̄K

= −
′∑

|K|=n−1

n∑
k=1

(
∂

∂zk

− ∂(zkz̄k)
∂zk

)
uKdz̄K

= −
′∑

|K|=n−1

n∑
k=1

(
∂

∂zk

− z̄k

)
uKdz̄K

= −
′∑

|K|=n−1

n∑
k=1

(
∂uK

∂zk

− z̄kuK

)
dz̄K

∂̄∂̄∗
φu = ∂

−
′∑

|K|=n−1

n∑
k=1

(
∂uK

∂zk

− z̄kuK

)
dz̄K


= −

′∑
|K|=n

n∑
k=1

n∑
j=1

(
∂2uK

∂zk∂z̄j

− ∂(z̄kuK)
∂z̄j

)
dz̄

= −
′∑

|K|=n

n∑
j,k=1

(
∂2uK

∂zk∂z̄j

− ∂(z̄kuK)
∂z̄j

)
dz̄

= −
′∑

|K|=n

n∑
j,k=1

∂2uK

∂zk∂z̄j

dz̄ +
′∑

|K|=n

n∑
j,k=1

∂(z̄kuK)
∂z̄j

dz̄

= −
′∑

|K|=n

n∑
j=1

∂2uK

∂zj∂z̄j

dz̄ +
′∑

|K|=n

n∑
j=1

∂z̄j

∂z̄j

uKdz̄ +
′∑

|K|=n

n∑
j=1

∂uK

∂z̄j

z̄jdz̄

= −
′∑

|K|=n

n∑
j=1

∂2uK

∂zj∂z̄j

dz̄ +
′∑

|K|=n

n∑
j=1

∂uK

∂z̄j

z̄jdz̄ +
n∑

j=1
u

= −1
4

 n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

+ ∂2u

∂y2
j

+
n∑

j=1
z̄j

∂u

∂z̄j

+ nu

= −1
4∆u +

n∑
j=1

z̄juz̄j
+ nu,

donc
□φ,nu = ∂̄∂̄∗

φu = −1
4∆u +

n∑
j=1

z̄juz̄j
+ nu. (6)
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De manière analogue, on a

□φ,qu = (∂̄∂̄∗
φ + ∂̄∗

φ∂̄)u =
′∑

|J |
(−1

4∆uJ +
n∑

j=1
z̄juJz̄j

+ quJ)dz̄J . (7)

Définition 2.1 (Fonction propre, valeur propre, spectre). (cf [7])
Soit T un opérateur linéaire défini de dom(T ) ⊂ B vers B, avec B un espace de Banach et dom(T ) le
domaine de T .

1. Un nombre complexe µ est dit valeur propre de l’opérateur linéaire T , s’il existe une fonction
f ∈ dom(T ) où f n’est pas identiquement nulle, qui satisfait :

Tf = µf.

2. Une telle fonction f est appelée fonction propre de l’opérateur T associée à la valeur propre µ.

Définition 2.2 (Multiplicité).
La multiplicité de la valeur propre µ est la dimension de ker(T − µI).

Remarque 2.1.
La multiplicité peut être finie ou infinie.

Définition 2.3 (Résolvante). (cf [7])
Soit T un opérateur linéaire défini de dom(T ) ⊂ B vers B, avec B un espace de Banach et dom(T ) le
domaine de T.
Pour z ∈ C qui n’est pas une valeur propre de T , on appelle résolvante de T en z l’opérateur
R(z, T ) = (zI − T )−1 où (zI − T )−1 est borné. L’ensemble résolvante est la partie de C sur laquelle
la résolvante est définie. Autrement dit, l’ensemble résolvante de T est le complémentaire du spectre
de T .

Définition 2.4 (Spectre).
Le spectre de l’opérateur T noté spect(T ) est l’ensemble

spect(T ) = C \ R(z, T ).

Définition 2.5 (Espace de Bergman).
L’espace de Bergman noté A2(Cn, e−φ) est un sous-espace de L2(Cn, e−φ) des fonctions analytiques.

A2(Cn, e−φ) =
{

f : f analytique sur C, ∥f(z)∥2 =
∫
C

| f(z) |2e−φdλ(z) < +∞
}

,

où

L2(Cn, e−φ) =
{

f : Cn → C :
∫
Cn

| f(z) |2e−φdλ(z) < +∞
}

,

avec λ désigne la mesure de Lebesgue et φ : Cn → R+ une fonction poids plurisousharmonique de
classe C2.

Pour déterminer le spectre du Laplacien □φ,q pour φ(z) = |z|2 de l’opérateur ∂̄-Neumann sur
l’espace de Fock, les Lemmes suivants nous seront utiles pour la preuve du Théorème (2.1).

Lemme 2.1. (cf [7])
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Soient T un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H de domaine dom(T ) et Spect(T ) le spectre
de T . Si Spect(T ) n’est pas égal au plan complexe C alors T est fermé. Le spectre d’un opérateur
linéaire continu T est toujours fermé. Plus précisément soient z /∈ Spect(T ) et c = ∥R(z, T )∥, alors le
spectre ne rencontre pas la boule

{w ∈ C : |z − w| ≤ c−1}.

L’opérateur résolvante est une fonction analytique en z et satisfait les équations de la résolvante

R(z, T ) − R(w, T ) = −(z − w)R(z, T )R(w, T ) (8)
R(z, T )R(w, T ) = R(w, T )R(z, T ) (9)

d

dz
R(z, T ) = − (R(z, T ))2 (10)

pour tout z, w /∈ Spect(T ).

Démonstration.
Supposons que z /∈ Spect(T ) et que A = (zI − T )−1 soit l’opérateur inverse qui est borné par
définition.
Soit f ∈ dom(T ), lim

n→∞
fn = f , lim

n→∞
Tfn = g et hn := (zI − T )fn. Alors

lim
n→∞

hn = lim
n→∞

{zfn − Tfn} = zf − g,

ainsi

A(zf − g) = lim
n→∞

{Ahn} = lim
n→∞

{fn} = f.

Cela implique que f ∈ dom(T ) et (zI − T )f = zf − g, ou Tf = g. Donc T est fermé.
Le reste de la preuve est très similaire au cas où T est borné.
Considérons l’opérateur borné C défini par

C :=
∞∑

n=0
(−u)nAn+1, (11)

où la série est de norme convergente si |u| < ∥A∥−1 et u désigne le coefficient en série entière.
L’opérateur C satisfait les identités suivantes :

C = A − uAC, C = A − uCA.

On a C =
∞∑

n=0
(−u)nAn+1 = A

∞∑
n=0

(−1)n(u)nAn = A + A
∞∑

n=1
(−1)n(u)nAn.

Donc il reste à montrer que A
∞∑

n=1
(−1)n(u)nAn = −uAC.

On a −uAC =
∞∑

n=0
(−1)n+1(u)n+1An+2.

Par changement de variable posons N = n + 1, si n = 0, alors N = 1.
Donc, on a −uAC =

∞∑
N=1

(−1)N(u)NAN+1,

donc C = A − uAC.
Pour montrer la seconde identité, on utilise la même démarche .
L’équation C = A − uAC implique que le noyau ker(C) et l’image im(C) satisfont :

ker(C) ⊆ ker(A), im(C) ⊆ im(A),
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alors que l’équation C = A − uCA implique que

ker(A) ⊆ ker(C), im(A) ⊆ im(C).

Puisque A a comme noyau {0} et comme image dom(T ), on en déduit que C est un opérateur linéaire
borné ponctuellement et défini de B vers dom(T ).
Si f ∈ dom(T ) et g = (zI − T )f alors f = Ag donc

Cg = (A − uAC)g
= Ag − uACg

= (z − T )−1(z − T )f − u(z − T )−1C(z − T )f
= f − uCf.

Ainsi C(z + u − T )f = f .
Puisque C(z + u − T )f = f pour tout f ∈ alors C = (z + u − T )−1. Ceci établit à la fois que
z + u /∈ Spect(T ) si |u| < ∥(z − T )−1∥−1 et que

(z + u − T )−1 =
∞∑

n=0
(−u)n(z − T )−(n+1). (12)

La convergence de la norme de cette série justifie que la résolvante est une fonction analytique en z.
Démontrons l’équation résolvante (10). On a

d

dz
R(z, T ) = d

dz
(z − T )−1

= −1(z − T )−2

= −((z − T )−1)2

= −(R(z, T ))2.

Donc d

dz
R(z, T ) = − (R(z, T ))2 .

Montrons l’équation résolvante (8). On a,

R(z, T ) − R(w, T ) = (z − T )−1 − (w − z)−1

= 1
z − T

− 1
w − T

= w − T

(z − T )(w − T ) − z − T

(z − T )(w − T )

= w − z

(z − T )(w − T )
= (w − z)(z − T )−1(w − T )−1

= −(z − w)R(z, T )R(w, T ).

Donc R(z, T ) − R(w, T ) = −(z − w)R(z, T )R(w, T ).
Montrons l’équation résolvante (9). On a,

R(w, T )R(z, T ) = 1
w − T

1
z − T

= 1
z − T

1
w − T

= R(z, T )R(w, T ).

Donc R(w, T )R(z, T ) = R(z, T )R(w, T ).
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Lemme 2.2.
Soit T un opérateur symétrique sur un espace de Hilbert H de domaine dom(T ) et soit (fk)∞

k=1 une
famille orthonormée complète dans H. Si chaque fk appartient à dom(T ) et qu’il existe µk ∈ R tel
que Tfk = µkfk pour tout k, alors T est essentiellement auto-adjoint. De plus le spectre de T̄ est la
fermeture dans R de l’ensemble de tous les µk.

Démonstration.

Si f =
∞∑

n=1
αnfn ∈ dom(T ) et

g := Tf =
∞∑

n=1
βnfn,

alors, pour tout m fixé tel que 1 ≤ m < ∞, on a

βm = < g, fm >

= < Tf, fm >

= < f, Tfm >

= µm < f, fm >

= µmαm.

Le fait que f, g ∈ H implique que
∞∑

n=1
|αn|2 < ∞,

∞∑
n=1

|βm|2 < ∞

et donc ∞∑
n=1

(1 + µ2
n)|αn|2 < ∞.

Nous définissons maintenant un opérateur T̃ comme suit : D(T̃ ) l’ensemble de tous les f ∈ H de la

forme f =
∞∑

n=1
αnfn où

∞∑
n=1

(1 + µ2
n)|αn|2 < ∞,

on définit
T̃ f :=

∞∑
n=1

αnµnfn.

Montrons que T̃ est une extension de T .
Soit f ∈ dom(T ) implique Tf =

∞∑
n=1

βnfn =
∞∑

n=1
αnµnfn = T̃ f . Donc f ∈ dom(T̃ ), ce qui implique que

dom(T ) ⊂ dom(T̃ ) d’où T̃ est une extension de T .
Déterminons d’abord le spectre de T̃ .
Soit S la fermeture de l’ensemble {µn : 1 ≤ n < ∞}.
Or chaque µn est une valeur propre de T̃ et Spect(T̃ ) est un fermé, donc S ⊂ Spect(T̃ ).
Si z /∈ S, alors l’opérateur A défini sur H par

A(
∞∑

n=1
αnfn) :=

∞∑
n=1

αn(z − µn)−1fn
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est borné ponctuellement. On a

(z − T̃ )Af = (zAf − T̃Af)

= z(
∞∑

n=1
αnfn(z − µn)−1) − T̃ (

∞∑
n=1

αnfn(z − µn)−1)

=
∞∑

n=1
zαnfn(z − µn)−1 −

∞∑
n=1

αnµnfn(z − µn)−1

=
∞∑

n=1
(αnfn)(z − µn)−1(z − µn)

=
∞∑

n=1
(αnfn)

= f.

On a z /∈ Spect(T̃ ) et A = (z − T̃ )−1 ce qui vaut dire que le complémentaire de S est inclus dans le
complémentaire du spectre de T̃ et donc Spect(T̃ ) ⊂ S. Cela implique que S = Spect(T̃ ).
Montrons que T̃ est égale à la fermeture de T .
Montrons que T̄ ⊂ T̃ .
Puisque Spect(T̃ ) n’est pas égale à C, le Lemme (2.1) implique que T̃ est un opérateur fermé. Donc
T̄ ⊂ T̃ .
Montrons que T̃ ⊂ T̄ .
Soit g :=

∞∑
n=1

αnfn ∈ dom(T̃ ) et on pose

gm :=
m∑

n=1
αnfn ∈ dom(T ), alors lim

m→∞
gm = g et

lim
m→∞

(Tgm) = lim
m→∞

(
m∑

n=1
(Tαnfn)) = lim

m→∞
(

m∑
n=1

µnαnfn) =
∞∑

n=1
µnαnfn = T̃ g.

Alors on a,
lim

m→∞
(gm, T gm) = (g, T̃ g)

donc (g, T̃ g) ∈ Γ(T ), or Γ(T ) = Γ(T̄ ) donc g ∈ dom(T̄ ). Puisque dom(T̃ ) ⊂ dom(T̄ ), alors T̃ ⊂ T̄ .
D’où T̃ = T̄ .
Ainsi on peut conclure que T̃ est la fermeture de T .
Il reste à prouver que T̃ est auto-adjoint.
Soient f =

∞∑
n=1

αnfn ∈ dom(T̃ ∗) et T̃ ∗f = k, on a

< k, fk > = < T̃ ∗f, fk >

= < f, T̃ fk >

= µk < f, fk >

= µk <
∞∑

n=1
αnfn, fk >

= µk

∞∑
n=1

αn < fn, fk >

= µkαk < fk, fk >

= < µkαkfk, fk >

= <
∞∑

n=1
µnαnfn, fk >, ∀fk.
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Donc k =
∞∑

n=1
µnαnfn = T̃ f . Il s’ensuit que f ∈ dom(T̃ ) et donc T̃ ∗ = T̃ d’où T̃ est auto-adjoint.

Donc T est essentiellement auto-adjoint.
Comme T̃ est la fermeture de T , on a T̃ = T̄ . Donc le spectre de T̄ est égale à S qui est la fermeture
de l’ensemble {µn : 1 ≤ n < ∞}.

2.1 Cas unidimensionnel (n = 1)
Pour les raisons de simplicité et afin d’expliquer la méthode générale, nous commençons par le cas

complexe unidimensionnel. En cherchant la valeur propre µ du laplacien □φ,0. On obtient à partir (5)

□φ,0u = −uzz̄ + z̄uz̄ = µu. (13)

Remarque 2.2.
L’espace A2(Cn, e−|φ|) est contenu dans l’espace propre associé à la valeur propre µ = 0.
Pour tout entier k positif, le monôme antiholomorphe z̄k est une fonction propre associée à la valeur
propre µ = k.

Lemme 2.3.
Soit n = 1, pour k ∈ N et m ∈ N∗, la fonction

uk,m(z, z̄) = z̄k+mzm +
m∑

j=1

(−1)j(k + m) !m !
j !(k + m − j) !(m − j) ! z̄

k+m−jzm−j (14)

est une fonction propre associée à la valeur propre k + m du Laplacien □φ,0u = −uzz̄ + uz̄.
Pour k ∈ N∗ et m ∈ N, la fonction

vk,m(z, z̄) = z̄kzk+m +
k∑

j=1

(−1)j(k + m) !k !
j !(k + m − j !)(k − j) ! z̄

k−jzk+m−j (15)

est une fonction propre associée à la valeur propre k du Laplacien □φ,0u = −uzz̄ + z̄uz̄.

Démonstration.
On pose
uk,m(z, z̄) = z̄k+mzm + a1z̄

k+m−1zm−1 + a2z̄
k+m−2zm−2 + · · · + am−1z̄

k+1z + amz̄k.
On a

∂2

∂z∂z̄
uk,m(z, z̄) = (k + m)mz̄k+m−1zm−1 + a1(k + m − 1)(m − 1)z̄k+m−2zm−2 + · · · + am−1(k + 1)z̄k,

et

z̄
∂

∂z̄
uk,m(z, z̄) = (k + m)z̄k+mzm + a1(k + m − 1)z̄k+m−1zm−1 + · · · + am−1(k + 1)z̄k+1z + amkz̄k.

Déterminons les coefficients aj tels que uk,m(z, z̄) soit une fonction propre associée à la valeur propre
µ = k + m.
D’après l’équation (13), en comparant les plus grands exposants de z et z̄, on obtient

(k + m)m − a1(k + m − 1) = −(k + m)a1,

implique que
a1 = −(k + m)m.
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En comparant les plus petits exposants suivants, on a

a1(k + m − 1)(m − 1) − a2(k + m − 2) = −a2(k + m),

implique que
a2 = 1

2(k + m)(k + m − 1)m(m − 1).

En généralisant, par itération pour j = 1, 2, · · · , m, on a

aj = (−1)j(k + m) !m !
j !(k + m − j) !(m − j) !

ce qui prouve la relation (14).
Pour montrer la relation (15), on pose
vk,m(z, z̄) = z̄kzk+m + b1z̄

k−1zk+m−1 + b2z̄
k+m−2zm−2 + · · · + bk−1z̄zm+1 + bkzm.

On a

∂2

∂z∂z̄
vk,m(z, z̄) = k(k + m)z̄k−1zk+m−1 + b1(k − 1)(k + m − 1)z̄k−2zk+m−2 + · · · + bk−1(m + 1)zm,

et

z̄
∂

∂z̄
vk,m(z, z̄) = kz̄kzk+m + b1(k − 1)z̄k−1zk+m−1 + · · · + bk−1z̄zm+1.

Déterminons les coefficients bj tels que vk,m(z, z̄) soit une fonction propre associée à la valeur propre
µ = k.
D’après l’équation (13) et en comparant les plus grands exposants de z et z̄, on obtient

k(k + m) − b1(k − 1) = −b1k,

implique que
b1 = −(k + m)k.

En comparant les plus petits exposants suivants, on obtient

b1(k − 1)(k + m − 1) − b2(k − 2) = −b2k,

implique que
b2 = 1

2(k + m)(k + m − 1)k(k − 1).

En généralisant, par itération pour j = 1, 2, · · · , k

bj = (−1)j(k + m) !k !
j !(k + m − j) !(k − j) !

ce qui prouve la relation (15).

Définition 2.6 (Polynôme de Hermite). (cf[10])
Le n-ième polynôme de Hermite Hn est défini par

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

.

Exemple 2.1.
H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2,
H3(x) = 8x3 − 12x, H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12.
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Le Lemme suivant est tiré du Théorème 6.11 de [10].

Lemme 2.4.
Les polynômes de Hermite {Hn}∞

0 sont orthogonaux sur R avec comme fonction à poids w(x) = e−x2

et
∥H∥2

w = 2nn !
√

π.

Démonstration.
Si f est un polynôme quelconque, nous avons

< f, Hn > =
∫ ∞

−∞
f(x)Hn(x)e−x2

dx

= (−1)n
∫ ∞

−∞
f(x) dn

dxn
e−x2

dx

=
∫ ∞

−∞
f (n)(x)e−x2

dx.

Pour la dernière équation, nous avons intégré par parties n fois ; les termes limites disparaissent
car p(x)e−x2 → 0 si x → ±∞ pour tout polynôme p. Si f est un polynôme de degré m < n et en
particulier si f = Hm avec m < n, alors f (n) ≡ 0 et donc < f, Hn >w= 0. Cela prouve l’orthogonalité
des polynômes de Hermite. D’autre part, si f = Hn nous avons f(x) = (2x)n + · · · et donc f (n) ≡ 2nn !,
d’où

∥H∥2
w = 2nn !

∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 2nn !
(

2
∫ ∞

0
e−x2

dx
)

= 2nn !
√

π.

Maintenant on ait en mesure de prouver le théorème suivant.

Théorème 2.1.
Soient n = 1 et φ(z) = |z|2. Le spectre du Laplacien □φ,0 est constitué de tous les entiers positifs
{0, 1, 2, · · · }, dont chacun est de multiplicité infinie.
Le spectre du Laplacien □φ,1 est constitué de tous les entiers strictements positifs {1, 2, · · · }. Leur
multiplicité est infinie.

Démonstration.
D’après la remarque 2.2, l’espace de Bergman A2(C, e−|z|2) est contenu dans l’espace propre associé à
la valeur propre 0 du Laplacien □φ,0. Pour tout entier positif k, le monôme antiholomorphe z̄k est
une fonction propre associée à la valeur propre µ = k. De plus, toutes fonctions de la forme z̄νzk avec
ν, k ∈ N peuvent être exprimées comme une combinaison linéaire des fonctions de la forme (14) et (15).
Pour k ∈ N∗ fixé, les fonctions de la forme (15) ont une multiplicité infinie, car le paramètre m ∈ N
est non fixe. Donc toutes les valeurs propres sont de multiplicité infinie. Toutes les fonctions propres
considérées jusqu’ici donnent une base orthogonale complète de L2(C, e−|z|2), d’après le Lemme 2.4,
les polynômes de Hermite

{H0(x)Hk(y), H1(x)Hk−1(y) · · · , Hk(x)H0(y)} (16)

pour k = 0, 1, 2, · · · forment un système orthogonal complet dans L2(R2, e(−x2−y2)) et puisque

x = 1
2(z + z̄) et y = i

2(z̄ − z),

d’après le Lemme 2.2, le spectre du Laplacien □φ,0 est égal à N.
De la même manière on montre que le spectre du Laplacien □φ,1 est égal à N∗ en utilisant la relation
(6).
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2.2 Cas multidimensionnel (n > 1)
Pour plusieurs variables, on peut adopter la méthode ci-dessus pour obtenir le résultant suivant.

Théorème 2.2.
Soient n > 1, φ(z) = |z1|2 + · · · + |zn|2 et 0 ≤ q ≤ n. Le spectre du Laplacien □φ,q est constitué de
tous les entiers {q, q + 1, q + 2 · · · }. Leur multiplicité est infinie.

Démonstration.
D’après l’équation (7), on a

□φ,qu =
′∑

|J |

−1
4∆uJ +

n∑
j=1

z̄juJz̄j
+ quJ

 dz̄J . (17)

Le facteur q dans la relation (17) est dû au fait que q est la plus petite valeur propre, ce qui peut être
vu, dans chaque composante séparément par

−1
4∆uJ +

n∑
j=1

z̄juJz̄j
= (µ − q)uJ .

Soient k1, k2 · · · , kn ∈ N et m1, m2 · · · , mn ∈ N∗. D’après les relations (7) et (14) la fonction

uk1,m1(z1, z̄1)uk2,m2(z2, z̄2) · · · ukn,mn(zn, z̄n) (18)

est une fonction propre associée à la valeur propre
n∑

j=1
(kj + mj) du Laplacien □φ,q.

De même, il découle des relations (7) et (15) que pour k1, k2 · · · , kn ∈ N et m1, m2 · · · , mn ∈ N, la
fonction

vk1,m1(z1, z̄1)vk2,m2(z2, z̄2) · · · vkn,mn(zn, z̄n) (19)

est une fonction propre associée à la valeur propre
n∑

j=1
kj.

Pour tout autre produit des n facteurs ukj ,mj
(resp. vkj ,mj

) de la forme de (18) (resp. de la forme
(19)) apparaissent comme des fonctions propres du Laplacien □φ,q.
Pour cela, on obtient toutes les expressions de la forme zα1

1 z̄1
β1 · · · zαn

n z̄n
βn ∀ αj, βj ∈ N et j = 1, · · · , n

et chaque expression peut être écrite comme une combinaison linéaire de fonctions propres du
Laplacien □φ,q, ce qui prouve que toutes les fonctions propres constituent une base complète dans
L2

(0,q)(Cn, e−|z|2) ; voir la preuve du Théorème 2.1. Nous pouvons à nouveau appliquer le Lemme 2.2
pour prouver que le spectre du Laplacien □φ,q est égal à {q, q + 1, q + 2 · · · }. Leur multiplicité est
infinie.

Remarque 2.3.

On pose Zk = ∂

∂z̄k

+ 1
2

∂φ

∂z̄k

et Z∗
k = − ∂

∂zk

+ 1
2

∂φ

∂zk

. Considérons une (0, q)-forme différentielle définie

localement par h =
′∑

|J |=q

hJdz̄J . On définit

Dq+1h =
n∑

k=1

′∑
|J |=q

Zk(hJ)dz̄k ∧ dz̄J (20)

et

D
∗
qh =

n∑
k=1

′∑
|J |=q

Z∗
k(hJ)dz̄k⌋dz̄J , (21)
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avec dz̄k⌋dz̄J désigne la multiplication intérieur par dz̄k c’est-à-dire que nous avons

< α, dz̄k⌋dz̄J >=< dz̄k ∧ α, dz̄J > (22)

pour tout (0, q − 1)-forme différentielle α.
Le Laplacien complexe de Witten sur les (0, q)-formes différentielles est alors donné par

∆0,q
φ = DqD

∗
q + D

∗
q+1Dq+1 (23)

pour q = 1, · · · , n − 1.
En général les opérateurs D et D

∗ sont définis par :

L2
(0,q−1)(Cn) Dq−→ L2

(0,q)(Cn) Dq+1−→ L2
(0,q+1)(Cn)

et
L2

(0,q+1)(Cn)
D

∗
q+1−→ L2

(0,q)(Cn)
D

∗
q−→ L2

(0,q−1)(Cn).

Il s’ensuit que

Dq+1∆(0,q)
φ = ∆(0,q+1)

φ Dq+1 (24)

et

D
∗
q+1∆(0,q+1)

φ = ∆(0,q)
φ D

∗
q+1. (25)

Nous remarquons que

D
∗
qh =

n∑
k=1

′∑
|J |=q

Z∗
k(hJ)dz̄k⌋dz̄J =

′∑
|K|=q−1

n∑
k=1

Z∗
k(hkK)dz̄K . (26)

En particulier, pour une fonction v ∈ L2(Cn), on obtient

∆(0,0)
φ v = D

∗
1D1v =

n∑
j=1

Z∗
j Zj(v) (27)

et pour une (0, 1)-forme différentielle g =
n∑

l=1
gldz̄l ∈ L2

(0,1)(Cn), on obtient

∆(0,1)
φ g =

(
D1D

∗
1 + D

∗
2D2

)
g = (∆(0,0)

φ ⊗ I)g + Mφg, (28)

où on pose

Mφg =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

∂2φ

∂zk∂z̄j

gk

)
dz̄j (29)

et

(∆(0,0)
φ ⊗ I)g =

n∑
k=1

∆(0,0)
φ gkdz̄k. (30)

En général, on a
∆(0,q)

φ = e− φ
2 □φ,qe

φ
2 , (31)

pour q = 0, 1, · · · , n, voir([20],[16]).
Dans notre cas φ|z| = |z1|2 + · · · + |zn|2, on a

∆(0,q)
φ h =

′∑
|J |=q

−1
4∆hJ + 1

2

n∑
j=1

(z̄jhJz̄j
− zjhJzj

) + 1
4 |z|2hJ +

(
q − n

2

)
hJ

 dz̄J , (32)

pour h =
′∑

|J |=q

(hJ)dz̄J ∈ dom∆(0,q) ⊆ L2
(0,q)(Cn).
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Théorème 2.3.
Soient n > 1, φ(z) = |z1|2 + · · · + |zn|2 et 0 ≤ q ≤ n. Le spectre du Laplacien complexe de Witten
noté ∆(0,q)

φ est constitué de tous les entiers {q, q + 1, q + 2 · · · } dont chacun est de multiplicité infinie.

Démonstration. 1) Montrons Spect(□φ,q) ⊂ Spect(∆(0,q)
φ ).

Supposons µk ∈ Spect(□φ,q). D’après le Lemme 2.2, ∃fk ∈ L2
(0,q)(Cn, e−φ) tel que □φ,qfk = µkfk.

Montrons que µk ∈ Spect(∆(0,q)
φ ).

Soit fk ∈ L2
(0,q)(Cn, e−φ). D’après l’équation (31) et le Lemme 2.2, on a

∆(0,q)
φ fk = e− φ

2 □φ,q e
φ
2 fk

= e− φ
2 □φ,qfk e

φ
2

= e− φ
2 µkfk e

φ
2

= µkfk.

Donc µk ∈ Spect(∆(0,q)
φ ). Par conséquent, Spect(□φ,q) ⊂ Spect(∆(0,q)

φ ).
2) Montrons que Spect(∆(0,q)

φ ) ⊂ Spect(□φ,q).
Supposons µk ∈ Spect(∆(0,q)

φ ). D’après le Lemme 2.2, ∃fk ∈ L2
(0,q)(Cn, e−φ) tel que ∆(0,q)

φ fk = µkfk.
Montrons que µk ∈ Spect(□φ,q).
Soit fk ∈ L2

(0,q)(Cn, e−φ). D’après l’équation (31), on a

e− φ
2 □φ,q e

φ
2 = ∆(0,q)

φ ,

donc

□φ,q = e
φ
2 ∆(0,q)

φ e− φ
2 .

D’après le Lemme 2.2, on a

□φ,qfk =
(
e

φ
2 ∆(0,q)

φ e− φ
2
)

fk

= e
φ
2 ∆(0,q)

φ fk e− φ
2

= e
φ
2 µkfk e− φ

2

= µkfk,

donc µk ∈ Spect(□φ,q). Par conséquent, Spect(∆(0,q)
φ ) ⊂ Spect(□φ,q).

On a Spect(∆(0,q)
φ ) = Spect(□φ,q) et d’après le Théorème 2.2, le spectre du Laplacien complexe de

Witten ∆(0,q)
φ est constitué de tous les entiers {q, q + 1, q + 2 · · · }. Leur multiplicité est infinie.

3 Applications
Dans cette section nous allons étudier quelques méthodes pour établir la compactification du

∂̄-Neumann à poids.

3.1 Compactification du ∂̄-Neumann à poids avec les valeurs propres de
la matrice de Lévi

Dans cette partie, nous allons utiliser les valeurs propres de la matrice de Lévi pour montrer que
le ∂̄-Neumann à poids est compact. Cela est équivalent au résultat suivant :

Théorème 3.1. cf[19]
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Soient φ une fonction plurisousharmonique de classe C2 et Mφ la matrice de Lévi. Si 1 ≤ q ≤ n et on
suppose que la somme sq de toutes les q plus petites valeurs propres de Mφ satisfait :

lim
|z|→+∞

sq(z) = +∞. (33)

Alors Nφ,q : L2
(0,q)(Cn, φ) −→ L2

(0,q)(Cn, φ) est compact.

Pour la preuvre du Théorème 3.1, nous avons besoin de faire quelques calculs et prouver quelques
résulats en avance.
On a

(□φ,qu, u)φ = (∂∂
∗
φu + ∂

∗
φ∂u, u)

= (∂∂
∗
φu, u) + (∂∗

φ∂u, u)
= (∂∗

φu, ∂
∗
φu) + (∂u, ∂u)

= ∥∂u∥2
φ + ∥∂

∗
φu∥2

φ

pour u ∈ dom(□φ,q).
On obtient

∥∂u∥2
φ + ∥∂

∗
φu∥2

φ =
′∑

|J |=|M |=q

∑
j,k=1

εkM
jJ

∫
Cn

∂uJ

∂z̄j

∂uM

∂z̄k

e−φdλ +
′∑

|K|=q−1

∑
j,k=1

∫
Cn

δjujKδkukKe−φdλ, (34)

Où εkM
jJ = 0 si j ∈ J ou k ∈ M ou si k ∪ M ̸= j ∪ J et égal au signe de la permutation

(
kM
jJ

)
dans le cas contraire. De la formule (34), on obtient l’expression suivante :

∥∂u∥2
φ + ∥∂

∗
φu∥2

φ =
′∑

|J |=q

∑
j=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂uJ

∂z̄j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

φ

+
′∑

|K|=q−1

∑
j,k=1

∫
Cn

(
δjujKδkukK − ∂ujK

∂z̄k

∂ukK

∂z̄j

)
e−φdλ,

voir [31] proposition 2.4.
Maintenant pour f, g ∈ C∞

0 (Cn) on a(
∂f

∂z̄k

, g

)
φ

= −(f, δkg)φ, avec δk =
(

∂

∂zk

− ∂φ

∂zk

)

et donc ([
δj,

∂

∂z̄k

]
ujK , ukK

)
φ

= −
(

∂ujK

∂z̄k

,
∂ukK

∂z̄j

)
φ

+ (δjujK , δkukK)φ .

Puisque [
δj,

∂

∂z̄k

]
= ∂2φ

∂zj∂z̄k

,

on obtient

∥∂u∥2
φ + ∥∂

∗
φu∥2

φ =
′∑

|J |=q

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂uJ

∂z̄j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

φ

+
′∑

|K|=q−1

n∑
j,k=1

∫
Cn

∂2φ

∂zj∂z̄k

ujK ūkKe−φdλ. (35)

Lemme 3.1. cf[19] Soit 1 ≤ q ≤ n et supposons que la somme sq de toutes les q plus petites valeurs

propres de Mφ avec Mφ =
(

∂2φ

∂zj∂z̄k

)
jk

la matrice de Lévi satisfait

lim inf
|z|→∞

sq(z) > 0. (36)

Alors il existe un opérateur linéaire borné Nφ,q : L2
(0,q)(Cn, φ) −→ L2

(0,q)(Cn, φ), tel que □φ,q◦Nφ,qu = u,
pour tout u ∈ L2

(0,q)(Cn, φ).
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Démonstration. Soient µφ,1 ≤ µφ,2 ≤ . . . ≤ µφ,n les valeurs propres de la matrice Hermitienne Mφ.
Alors Mφ est diagonalisable (voir [4]) et on a

′∑
|K|=q−1

n∑
j,k=1

∂2φ

∂zj∂z̄k

ujK ūkK =
′∑

|K|=q−1

n∑
j,k=1

µφ,j|ujK |2

=
′∑

|J=(j1,...,jq)
(µφ,j1 + . . . + µφ,jq)|uJ |2

≥ sq|u|2.

D’après l’équation (35) il existe une constante C > 0 telle que

∥u∥2
φ ≤ C(∥∂u∥2

φ + ∥∂∗u∥2
φ) (37)

pour tout (0, q)-forme différentielle u ∈ dom(∂) ∩ dom(∂∗
φ). Soit v ∈ L2

(0,q)(Cn, φ), considérons la
fonction linéaire L sur dom(∂) ∩ dom(∂∗

φ) donnée par L(u) = (u, v)φ. Comme dom(∂) ∩ dom(∂∗
φ)

un espace de Hilbert pour le produit scalaire Qφ est défini par Qφ(f, g) = (∂f, ∂g)φ + (∂∗
φf, ∂

∗
φg)φ.

D’après l’équation (37), on a

|L(u)| = |(u, v)φ| ≤ ∥u∥φ∥v∥φ ≤ C(Qφ(u, u)) 1
2 ∥v∥φ.

Donc d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique (0, q)-forme différentielle
Nφ,qv tel que

(u, v)φ = Qφ(u, Nφ,qv) = (∂u, ∂Nφ,qv)φ + (∂∗
φu, ∂

∗
φNφ,qv)φ,

d’où on a □φ,q ◦ Nφ,qv = v, pour tout v ∈ L2
(0,q)(Cn, φ). Si on pose u = Nφ,qv dans l’équation (37) on a

∥∂Nφ,qv∥2
φ + ∥∂

∗
φNφ,qv∥2

φ = Qφ(Nφ,qv, Nφ,qv)
= (∂Nφ,qv, ∂Nφ,qv) + (∂∗

φNφ,qv, ∂
∗
φNφ,qv)

= (Nφ,qv, ∂
∗
φ∂Nφ,qv) + Nφ,qv, ∂∂

∗
φNφ,qv)

= (Nφ,qv, v)φ

≤ ∥Nφ,qv∥φ∥v∥φ

≤ C1(∥∂Nφ,qv∥2
φ + ∥∂

∗
φNφ,qv∥2

φ) 1
2 ∥v∥φ,

donc
(∥∂Nφ,qv∥2

φ + ∥∂
∗
φNφ,qv∥2

φ) 1
2 ≤ C2∥v∥φ,

et finalement d’après l’équation (37), on a

∥Nφ,qv∥ ≤ C3(∥∂Nφ,qv∥2
φ + ∥∂

∗
φNφ,qv∥2

φ) 1
2 ≤ C4∥v∥φ,

avec C1, C2, C3, C4 > 0 sont des constantes. On obtient donc que Nφ,q est un opérateur linéaire continu
de L2

(0,q)(Cn, φ) cf([5] ou [22]).

Pour la suite on a besoin d’une caractérisation des sous-espaces relativement compacts de l’espace
L2 (voir [1], [19]).

Définition 3.1.
Un sous-espace borné A de L2(Ω) est relativement compact dans L2(Ω) si pour tout ε > 0, il existe
un réel δ > 0 et un sous-ensemble W ⊂⊂ Ω tels que pour tout u ∈ A et h ∈ Rn avec |h| < δ, on a les
relations suivantes :

(i)
∫

Ω
|ũ(x + h) − ũ(x)|2dx < ε2, (ii)

∫
Ω\W

|u(x)|2dx < ε2. (38)
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Définition 3.2. cf[19]
Soit

WQφ
q = {u ∈ L2

(0,q)(Cn, φ) : ∥∂u∥2
φ + ∥∂

∗
φu∥2

φ < +∞}.

L’expression
∥u∥Qφ := (∥∂u∥2

φ + ∥∂
∗
φu∥2

φ) 1
2

définie une norme dans cet espace.

Remarque 3.1.
WQφ

q coïncide avec dom(∂) ∩ dom(∂∗) qui est le domaine de définition de Qφ d’après [16] et [17].

Maintenant nous allons faire les détails de la preuve du Théorème 3.1.

Démonstration. (Théorème 3.1)
Pour les (0, q)- formes différentielles, à partir de l’équation (35) et du Lemme 3.1 nous avons,

∥∂u∥2
φ + ∥∂∗u∥2

φ ≥
∫
Cn

sq(z)|u(z)|2e−φ(z)dλ(z). (39)

Montrons que l’injection jφ,q : WQφ
q ↪→ L2

(0,q)(Cn, φ) est compacte.
Il suffit de prouver qu’on a les conditions (i) et (ii) de l’équation (38), pour montrer que la boule
unité de WQφ

q est un sous-espace relativement compact dans L2
(0,q)(Cn, φ).

Montrons d’abord que la condition (i) est satisfaite.
Nous allons procéder de la même manière que dans la preuve du Lemme 2.3 dans [19].

Soit u =
n∑

j=1
ujdz̄j une (0, 1)-forme différentielle à coefficients dans C∞

0 (espace des fonctions à support

compact). Soient t ∈ R et h = (h1, h2, · · · , hn) ∈ Cn, on définit pour chaque uj,

vj(t) := uj(z + th).

Notons que

|v′
j(t)| ≤ |h|

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣∂uj

∂xk

(z + th)
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣∂uj

∂yk

(z + th)
∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

où zk = xk + iyk, pour k = 1, · · · , n. Puisque

uj(z + h) − uj(z) = vj(1) − vj(0) =
∫ 1

0
v′

j(t)dt.

Pour |h| < R, nous pouvons maintenant estimer∫
BR

|uj(z + h) − uj(z)|2 e−φ(z)dλ(z) =
∫
BR

|χRuj(z + h) − χRuj(z)|2 e−φ(z)dλ(z)

≤
∫
BR

∫ 1

0
|χRv′(t)|2e−φ(z)dλ(z)

≤ |h|2
∫
BR

∫ 1

0

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∂(χRuj)
∂xk

(z + th)
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣∂(χRuj)

∂yk

(z + th)
∣∣∣∣∣
2
 dt

×

e−φ(z)dλ(z)

≤ CR,φ|h|2
∫
B3R

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∂(χRuj)
∂xk

(z)
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣∂(χRuj)

∂yk

(z)
∣∣∣∣∣
2
 e−φ(z)dλ(z)
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pour j = 1, · · · , n ; BR = {z ∈ Cn : |z| < R} ; où χR est une fonction de classe C∞ qui est
identiquement égale à 1 sur B2R et 0 en dehors de B3R et par l’inégalité de Gårding pour B3R voir
[5],[11],[18]

∥χRu∥2
φ,1 ≤ C ′

φ,R

(
∥∂(χRu)∥2

φ + ∥∂∗
φ(χRu)∥2

φ + ∥χRu∥2
φ

)
≤ C ′′

φ,R

(
∥∂u∥2

φ + ∥∂∗u∥2
φ + ∥u∥2

φ

)
.

On a

∥χRu)∥2
φ,1 =

∫
B3R

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∂(χRuj)
∂xk

(z)
∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣∂(χRuj)

∂yk

(z)
∣∣∣∣∣
2
 e−φ(z)dλ(z),

puisque
∥u∥2

φ ≤ C(∥∂u∥2
φ + ∥∂∗u∥2

φ),
donc

∥χRu)∥2
φ,1 ≤ C ′′

φ,R

(
∥∂u∥2

φ + ∥∂∗
φu∥2

φ

)
+ CC ′′

φ,R

(
∥∂u∥2

φ + ∥∂∗
φu∥2

φ

)
≤ (C ′′

φ,R + CC ′′
φ,R)

(
∥∂u∥2

φ + ∥∂∗
φu∥2

φ

)
≤ C ′′′

φ,R∥u∥2
Qφ

.

On a ∫
BR

|uj(z + h) − uj(z)|2 e−φ(z)dλ(z) ≤ Cφ,R|h|2∥χRu)∥2
φ,1.

Or
Cφ,R∥χRu)∥2

φ,1 ≤ C ′′′
φ,R∥u∥2

Qφ
,

donc ∫
BR

|uj(z + h) − uj(z)|2 e−φ(z)dλ(z) ≤ Cφ,RC ′′′
φ,R|h|2∥u∥2

Qφ

≤ C ′′′′
φ,R|h|2∥u∥2

Qφ
.

Or |h| < R et pour R = 1, si h → 0 alors on a

∀ε > 0,
∫
B1

|uj(z + h) − uj(z)|2 e−φ(z)dλ(z) < ε2.

Donc nous obtenons que la condition (i) est satisfaite.
La condition (ii) de (38) est satisfaite pour la boule unité de WQφ puisque nous avons

∫
Cn\BR

|u(z)|2e−φ(z)dλ(z) ≤
∫
Cn\BR

sq(z)|u(z)|2
inf{sq(z) : |z| ≥ R}

e−φ(z)dλ(z),

d’après (39), on a ∫
Cn\BR

|u(z)|2e−φ(z)dλ(z) ≤
∥u∥2

Qφ

inf{sq(z) : |z| ≥ R}
< ε,

pour R assez grand.
Donc la boule unité de WQφ est relativement compacte dans L2

(0,1)(Cn, φ). En appliquant la même
méthode aux (0, q)-formes différentielles, on montre que la boule unité de WQφ

q est relativement
compacte dans L2

(0,q)(Cn, φ). Donc jφ,q : WQφ
q ↪→ L2

(0,q)(Cn, φ) est compacte.
D’après le Lemme 3.1, Nφ,q est linéaire, continue et s’écrit sous la forme Nφ,q = jφ,q ◦ j∗

φ,q, avec j∗
φ,q

l’opérateur adjoint de jφ,q (voir [31]). Donc Nφ,q est compact.
Remarque 3.2. (cf[19])
Si q = 1 la condition (33) signifie que la plus petite valeur propre de la matrice de Lévi satisfait

lim
|z|→+∞

µφ,1(z) = +∞, (40)

alors Nφ,1 est compact.
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3.2 Théorie spectrale sur les opérateurs de Schrödinger dans la méca-
nique quantique

Il existe un lien entre le ∂̄-Neumann à poids et les opérateurs de Schrödinger dans la mécanique
quantique. C’est pourquoi nous allons rassembler quelques faits concernant les opérateurs de Schrö-
dinger.
Soient Ω un domaine à bord lisse de C et φ une fonction sousharmonique dans Ω. On note par L2

φ

l’espace L2 à poids
L2

φ(Ω) :=
{

f ∈ L2
loc :

∫
Ω

|f |2e−2φ < ∞
}

.

Pour résoudre l’équation ∂̄v = g et estimer ve−φ par ge−φ, on peut procéder par changement de
variable.
En effet, on fait un changement de variable comme dans [6], en posant

u = ve−φ, f = ge−φ

et l’équation devient
Du = f (41)

où D = e−φ ∂

∂z̄
eφ. Alors v est la solution minimale de l’équation ∂v = g dans L2

φ si et seulement si u

est la solution de (41) qui est minimale dans L2(Ω). L’intégration par parties montre que l’adjoint
formel de D est −D, où

D = eφ ∂

∂z
e−φ.

Supposons que φ ∈ C2(Ω), donc toute forme différentielle de la forme

u = Dα, α ∈ C1
0(Ω̄)

est orthogonal à ker(D) et est donc la solution minimal de (41) si f = DDα.
Ce qui nous ramène au problème suivant :

DDα = f, α ∈ C1
0(Ω̄).

Définition 3.3. (cf[2])
Soient V une fonction à valeur réelle et A =

∑
Ajdxj une 1-forme différentielle réelle. Tout opérateur

de la forme
SA,V = −(hd − iA)2 + V,

où
(hd − iA)u =

∑
(h ∂u

∂xj

− iAju)dxj,

et son carré
(hd − iA)2u =

∑
(h ∂

∂xj

− iAj)2u

est appelé opérateur de Schrödinger. Ici h représente la constante de Planck, V est le potentiel
électrique et A est un potentiel pour le champ magnétique B = dA.

Remarque 3.3. (cf[2])
Une solution à l’équation

SA,V u = λu

qui est nulle à l’infini représente l’état d’un système mécanique quantique d’énergie totale λ.
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Exemple 3.1. (cf[2]) Puisque D = ∂

∂z
− φz et D = ∂

∂z̄
+ φz̄, alors

DD = ∂2

∂z∂z̄
+ φz̄

∂

∂z
− φz

∂

∂z̄
− |φz|2 − φzz̄

= 1
4
(
(d − iA)2 − ∆φ

)
où φz = ∂φ

∂z
, φz̄ = ∂φ

∂z̄
et A = −φydx + φxdy. Donc si nous prenons h = 1, l’opérateur D̄D est un

opérateur de Schrödinger avec un potentiel électrique ∆φ et un champ magnétique ( i

2)∂∂̄φ.

Remarque 3.4. cf[15]

Soit Ω un domaine borné dans C. Soit φ(z) ∈ C2(Ω̄). Posons L̄φ = e−φ( ∂

∂z̄
)eφ = ∂z̄ + φz̄ un opérateur

différentiel du premier ordre défini au sens des distributions sur L2(Ω) et son adjoint formel est
Lφ = −eφ( ∂

∂z
)e−φ = −∂z + φz. Le domaine de l’adjoint formel de L̄φ est l’espace de Sobolev W 1

0 (Ω).
Soit Sφ l’unique opérateur positive, auto-adjoint et densément défini sur L2(Ω) et donné par

Sφ = 4L̄φLφ = −
[
(∂x + iφy)2 + (∂y − iφx)2

]
+ ∆φ. (42)

On note le domaine de Sφ par
dom(Sφ) = W 1

0 (Ω) ∩ W 2(Ω).
C’est la réalisation de Dirichlet de l’opérateur de Schrödinger sur Ω avec un potentiel magnétique

A = (−φy, φx) = −φydx + φxdy, de champs magnétique dA = ∆φdx ∧ dy et de potentiel électrique
V = ∆φ. Puisque dom(Sφ) = W 1

0 (Ω) ∩ W 2(Ω) se prolonge de manière compacte dans L2(Ω), Sφ a
une résolvante compacte. Par constructions Sφ est la restriction à son domaine d’un isomorphisme
de W 1

0 (Ω) sur W −1(Ω). Par conséquent, en tant qu’opérateur (non borné) sur L2(Ω), il est injectif
et d’inverse borné (qui de plus est compact). Soit S0

φ = −∆ + ∆φ l’opérateur de Schrödinger sans
potentiel magnétique correspondant à Sφ (avec le même domaine que Sφ) ; lui aussi a une résolvante
compacte. Puisque Sφ et S0

φ ont tous une résolvante compacte, le spectre dans chaque cas consiste
en une suite de valeurs propres tendant vers l’infini. Soient λφ et λ0

φ les valeurs propres de Sφ et S0
φ

respectivement. Notons que

λφ(Ω) = inf

{
4
∫

Ω |Lφu|2dA∫
Ω |u|2dA

, u ∈ C∞
0 (Ω), u ̸≡ 0

}

= inf

{
4
∫

Ω |uz|2e2φdA∫
Ω |u|2e2φdA

, u ∈ C∞
0 (Ω), u ̸≡ 0

}
(43)

avec φ une fonction sousharmonique (ie.∆φ ≥ 0).
On peut définir la propriété Pq de CATLIN et la propriété P̃q de McNeal.

Définition 3.4. cf[30]
Soit Ω ⊂ Cn un domaine borné, on dit que bΩ satisfait la propriété Pq si ∀M > 0, ∃ un voisinage
U = UM de bΩ et une fonction lisse λ = λM de classe C2 sur U tel que :

1. 0 ≤ λ(z) ≤ 1 ∀z ∈ U et
2. ∀z ∈ U , la somme des q valeurs propres de la forme hermitienne(

∂2λ

∂zj∂z̄k

(z)
)

j,k

,

est supérieure ou égale à M . C’est-à-dire pour toute (0,q)-forme différentielle u et z ∈ U ,
′∑

|K|=q−1

n∑
j,k=1

∂2λ

∂zj∂z̄k

(z)uj,K(z)ūk,K(z) ≥ M |u(z)|2.
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Définition 3.5. (cf [27])
Soit Ω ⊂ Cn un domaine borné.
On dit que bΩ satisfait la propriété (P̃q) s’il existe une constant C > 0 telle que ∀M > 0, il existe
un voisinage U = UM de bΩ et une fonction lisse φ = φM de classe C∞ sur U tel que pour tout
(0, q)-forme différentielle u et z ∈ U on a :

(i)
′∑

|K|=q−1
∥

n∑
j=1

∂φ

∂zj

(z)uj,K(z)∥2 ≤ C
′∑

|K|=q−1

n∑
j,k=1

∂2φ

∂zj∂z̄k

(z)uj,K(z)uk,K(z),

(ii)
′∑

|K|=q−1

n∑
j,k=1

∂2φ

∂zj∂z̄k

(z)uj,K(z)uk,K(z) ≥ M |u(z)|2.

Théorème 3.2. cf[15]
Soient Ω un domaine borné dans C et φ ∈ C2(Ω̄). Posons E = {(z, w) ∈ C2 ; z ∈ Ω, |w| < e−φ(z)} un
domaine de Hartogs pseudoconvexe complet borné et lisse dans C2. Supposons que bE soit strictement
pseudoconvexe sur bE ∩ {w = 0}. Alors

1. bE satisfait la propriété (Pq) si et seulement si lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞.

2. Nφ,q est compact si seulement si lim
n→+∞

λnφ(Ω) = +∞.

Pour faire la preuve du Théorème 3.2, on a besoin des Lemmes suivants.

Lemme 3.2. (cf[15])
Soit K un sous-espace compact de C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. K satisfait à la propriété (Pq).

2. Pour tout ensemble ouvert Uj tel que K ⊂⊂ Uj+1 ⊂⊂ Uj et
∞⋂

j=1
U j = K, λ(Uj) → +∞ quand

j → +∞.

Lemme 3.3. (cf[15])
Soient Ω un domaine borné dans C et φ ∈ C2(Ω̄), posons E = {(z, w) ∈ C2 ; z ∈ Ω, |w| < e−φ(z)} un
domaine de Hartogs complet pseudoconvexe lisse borné dans C2 et W = {z ∈ Ω | ∆φ(z) = 0}. On a

1. bE satisfait la propriété (Pq) si et seulement si W satisfait la propriété (Pq).
2. bE satisfait la propriété (P̃q) si et seulement si W satisfait la (P̃q).

A présent on peut faire la preuve du Théorème (3.2).

Démonstration. Théorème (3.2)
Soit W = {z ∈ Ω | ∆φ(z) = 0}. Puisque bE est strictement pseudoconvexe au voisinage des points
du bord tel que w = 0, W est un sous-ensemble compact de Ω. Pour prouver la première partie
du Théorème (3.2), nous utilisons le fait que bE satisfait la propriété (Pq) si et seulement si W
satisfait la propriété (Pq), en tant qu’ensemble dans C voir le Lemme (3.3). On a aussi W satisfait la
propriété (Pq) si et seulement si elle satisfait la propriété (2) du Lemme (3.2). Soit (Wj)∞

j=1 une suite
de sous-espaces ouverts de Ω tels que W = ∩jWj et W ⊂ Wj+1 ⊂⊂ Wj ⊂⊂ Ω.
Supposons W vérifie la propriété (2) du Lemme (3.2). Soit ηj ∈ C∞

0 (Wj) tel que 0 ≤ ηj ≤ 1 et ηj = 1
sur Wj+1. D’après [15], pour tout u ∈ C∞

0 (Ω) et j ∈ N on a,

(S0
nφu, u) = ∥∇u∥2 + n∥

√
∆φu∥2 ⩾

1
2∥∇(uηj)∥2 + n

2 ∥
√

∆φu∥2

⩾
1
2λ(Wj)∥uηj∥2 + n

2 ∥
√

∆φu∥2 ⩾
1
2λ(Wj)∥u∥2
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où n est suffisamment grand. Par hypothèse λ(Wj) → +∞ lorsque j → +∞. Par conséquent

lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞.

Donc si bE satisfait la propriété (Pq) alors lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞.

Supposons lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞. Montrons que bE satisfait la propriété (Pq).

On a pour tous (n, j) ∈ N×N, λ0
nφ(Ω) ≤ λ0

nφ(Wj)( par la monotonicité par rapport au domaine de la
valeur propre). Aussi, pour u ∈ C∞

0 (Wj) on a

(S0
nφu, u) = (−∆u + n∆φu, u) ≤ (−∆u, u) + (u, u)

si j est suffisamment grand par rapport à n tel que |n∆φ| ≤ 1 sur Wj. Par conséquent, λ(Wj) ≥
λ0

nφ(Wj) − 1 ≥ λ0
nφ(Ω) − 1 si j est suffisamment grand par rapport à n. Il s’ensuit que lim

j→+∞
λ(Wj) =

+∞, puisque lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞. Puisque la suite Wj est arbitraire, alors bE satisfait la propriété

(Pq). Donc si lim
n→+∞

λ0
nφ(Ω) = +∞ alors bE satisfait la propriété (Pq).

Montrons maintenant la deuxième partie du Théorème (3.2).
Supposons Nφ,q est compact. Montrons que lim

n→+∞
λnφ(Ω) = +∞.

D’après la proposition 2 de [28], on a

Snφ = −n2
[(

( 1
n

)∂x + iφy

)2
+
(
( 1
n

)∂y − iφx

)2]
+ n∆φ. (44)

Dans ce cas, λnφ(Ω) est défini par la deuxième égalité dans (43). Nous utilisons le fait que la compacité
de Nφ,q est équivalent à la compacité de l’opérateur solution canonique S = ∂∗N , qui est à son tour
équivalent aux estimations de compacité suivantes : pour tout ε > 0, il existe Cε > 0 tel que

∥Su∥2 ≤ ε∥u∥2 + Cε∥u∥2
−1 (45)

pour tout u ∈ L2
(0,1)(E) (voir [14]. Lemme 1.1).

Soient β ∈ C∞
0 (Ω), un = β(z)wndz̄ et fn(z, w) = S(un). Posons

∂gn(z)
∂z̄

= β(z), (46)

on a

fn(z, w) = S(un)
= ∂

∗
N(un)

= N∂
∗(un)

= N∂
∗(β(z)wndz̄)

= wnN∂
∗(β(z)dz̄)

= wnN∂
∗(∂gn(z)

∂z̄
dz̄)

= wnN∂
∗
∂gn(z)

= wngn(z),

donc fn(z, w) = gn(z)wn.
En appliquant (45) et en utilisant le fait que ∥β(z)wn∥2

−1,E ≲ ( 1
n2 )∥β(z)wn∥2

E, alors il existe
Nε > 0 tel que ∥gn(z)wn∥2 ≲ ε∥β(z)wndz̄∥2 pour n > Nε. Donc∫

Ω
|gn(z)|2e−2(n+1)φ(z)dA(z) ≤ ε

∫
Ω

|β(z)|2e−2(n+1)φ(z)dA(z). (47)
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La dualité donne pour u ∈ C∞
0 (Ω)∫

Ω
|u(z)|2 e2(n+1)φ(z)dA(z) = sup

{
|⟨u, β⟩|2; β ∈ C∞

0 (Ω);
∫

Ω
|β|2e−2(n+1)φ(z)dA(z) ≤ 1

}
≤ sup

{
|⟨uz, gn⟩|2;

∫
D

|gn|2e−2(n+1)φdA(z) ≤ ε
}

≤ ε
∫

Ω
|uz|2e2(n+1)φdA(z).

L’inégalité du milieu découle de la considération du gn associé dans l’équation (46) à un β ∈ C∞
0 (Ω).

D’après (43), on a lim
n→+∞

λnφ(Ω) = +∞. Donc si Nφ,q est compact alors lim
n→+∞

λnφ(Ω) = +∞.
Supposons lim

n→+∞
λnφ(Ω) = +∞, et montrons que Nφ,q est compact.

Puisque la compacité de l’opérateur ∂̄-Neumann est une propriété locale (voir [14], Lemme 1.2) et
puisque par hypothèse bE est strictement pseudoconvexe dans un voisinage de bE ∩ {w = 0}, il nous
suffit d’établir des estimations de compacité du [Lemme 1.1,[14]] pour les formes différentielles dont
le support ne rencontre pas bE ∩ {w = 0}. De plus, par la régularité elliptique intérieur de ∂̄ ⊕ ∂̄∗,
nous considérons les formes différentielles dont le support est proche de bE. Soit Ω̂ ⊂⊂ Ω tel que bE
est strictement pseudoconvexe sur un voisinage de bE ∩ Ω̂.
Nous allons commencer le travail sur Ω̂ × S1 (S1 est le cercle unitére). On note les variables sur Ω̂ × S1

par (z, t), soit
L = ∂z + iφz∂t. (48)

Nous utilisons |||.||| pour désigner une norme sur Ω̂ × S1. Nous allons prouver que pour tout ε > 0, il
existe Cε > 0 tel que

|||u|||2 ≤ ε(|||Lu|||2 + |||L̄u|||2) + Cε|||u|||2−1 (49)
pour u ∈ C∞

0 (Ω̂ × S1) et L̄ l’adjoint formel de L. Par l’hypothèse sur les valeurs propres λnφ(Ω), il
existe Nε > 0 tel que lorsque n > Nε,

∥v∥2 ≤ ε∥Lnφv∥2 pour tout v ∈ C∞
0 (Ω̂).

( Notons que λnφ(Ω̂) ≥ λnφ(Ω)). En prenant son adjoint, on a lorsque n < −Nε,

∥v∥2 ≤ ε∥L̄nφv∥2 pour tout v ∈ C∞
0 (Ω̂).

Alors, lorsque |n| > Nε,

∥v∥2 ≤ ε∥Lnφv∥2 + ∥L̄nφv∥2, pour tout v ∈ C∞
0 (Ω̂).

Pour u ∈ C∞
0 (Ω̂ × S1), on obtient le développement en série de Fourier de la fonction u donnée par

u =
∞∑

n=−∞
un(z)eint

où un(z) = 1
2π

∫ 2π

0
u(z, eit)e−intdt ∈ C∞

0 (Ω̂), avec u(z, eit) une fonction périodique de période 2π par
rapport à t. Alors,

Lu =
∞∑

n=−∞
(−Lnφun)eint

et
1

2π
|||u|||2 = 1

2π

∞∑
n=−∞

|||un|||2 =
∞∑

n=−∞
||un||2

≤
∑

|n|≤Nε

∥un∥2 + ε
∑

|n|>Nϵ

(∥Lnφun∥2 + ∥L̄nφun∥2)

= ε

2π
(|||Lu||||2 + |||L̄u|||2) +

∑
|n|≤Nε

(∥un∥2 − ε(∥Lnφ∥2 + ∥L̄un∥2)).
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On a ∑
|n|≤Nε

(∥un∥2 − ε(∥Lnφ∥2 + ∥L̄un∥2)) < Cε

∑
|n|≤Nε

∥un∥2
−1 (50)

pour un certain Cε suffisamment grand, dépendant seulement de ε. Ceci est dû au fait que ∀n, Lnφ et
L̄nφ ont un inverse compact (voir remarque(3.4)), ce qui implique

∥un∥2 ≤ ε(∥Lnφun∥2 + ∥Lnφun∥2) + Cε∥un∥2
−1

pour une constante Cε. Ceci est analogue au Lemme 1.1 dans [23] ; voir aussi Lemme 1.1 dans [14]. Cε

dépend de n, mais comme on est dans le cas |n| ≤ Nε, Cε peut être choisi en fonction de ε seulement.
L’inégalité (49) découle maintenant du fait que la somme (50) est majorée par |||u∥|2−1.
Nous revenons maintenant au cadre du domaine de Hartogs du Théorème (3.2). Pour le bord de Ω̂,
nous pouvons utiliser comme fonction définissante, la fonction

ρ(z, w) = 1
2 log(wwe2φ).

Pour 0 < r < 1, les ensembles de niveaux Mr = {ρ = −r} sont des surfaces de la forme {|w|2 =
e−2φ−2r}, pour un r fixé, on utilise les coordonnées (z, t) sur Mr par (z, t) ↔ (z, e−φ(z)−r+it). On note
par L1 le champ tangentiel complexe usuel de type (1, 0) donné par ρz∂w − ρw∂z. On se restreint à
Mr, 2wL1 devient ∂z + iφz∂t, qui est l’opérateur L défini dans l’équation (48). Soit maintenant u une
fonction lisse à support dans Ω̂ et suffisamment proche de bE. On note par dσr la mesure de surface
sur Mr. En utilisant le fait que dV ∈ C2 est comparable à dσrdr (sur supp(u)) et dσr est comparable
à dV (z)dt, uniformément par rapport à r, nous obtenons à partie de (45)

∥u∥2 =
∫

E
|u|2dV ≃

(∫
Mr

|u|2dσr

)
dr

≲ ε
∫ 1

0

(∫
Mr

(|Lu|2 + |L̄u|2)dσr

)
dr + Cε

∫ 1

0
∥u∥2

−1,Mr
dr

≲ ε
∫ 1

0

(∫
Mr

(|L1u|2 + |L̄1u|2)dσr

)
dr + Cε∥u∥2

−1

≲ ε
(
∥L1u∥2 + ∥L̄1u∥2

)
+ Cε∥u∥2

−1.

Ici, ≲ indique "inférieur où égale à un facteur constant qui est indépendant de ε". Soit maintenant
α = a1dz̄+a2dw ∈ C∞

(0,1)(Ē)∩dom(∂̄∗), de support dans Ω̂ et proche de bE. Nous obtenons l’estimation
ci-dessous

∥α∥2 ≤ ε(∥L1α∥2 + ∥L̄1α∥2) + Cε∥α∥2
−1,

Ensuite en utilisant les estimations maximales énoncées dans [[9] ; Théorème 3.1] dans C2, on a

∥L1α∥2 + ∥L̄1α∥2 ≤ ∥∂̄α∥2 + ∥∂̄∗α∥.

Le résultat de l’application des estimations maximales nous donne

∥α∥2 ≤ ε
(
∥∂̄α∥2 + ∥∂̄∗α∥2

)
+ Cε∥α∥2

−1.

En posant α = ∂∗Nu, on obtient l’estimation (45). D’où Nφ,q est compact.
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4 Conclusion
Le travail présenté dans ce mémoire porte sur un Article de Friedrich Haslinger intitulé "Spectrum

of the ∂̄-Neumann Laplacian on the Fock space". Après avoir défini quelques outils nécessaires et
rappelé quelques lemmes, nous avons calculé le spectre du Laplacien de l’opérateur ∂̄-Neumann □φ,0,
celui de □φ,1 (cf Théorème (0.1)) et celui de □φ,q (cf Théorème (0.2)). Ensuite, on a montré par le
Théorème (0.3) que le Laplacien Witten complexe ∆(0,q)

φ a le même spectre que le Laplacien □φ,q de
l’opérateur ∂̄-Neumann. Enfin comme application on a montré que l’opérateur ∂̄-Neumann Nφ,q est
compact en utilisant :

• les valeurs propres de la matrice de Lévi.
• la théorie spectral sur les opérateurs de Schrödinger dans la mécanique quantique.
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