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Points algébriques sur certaines
courbes planes lisses

Résumé :
Notre thèse porte essentiellement sur la détermination des points algébriques sur certaines
courbes planes lisses.
Tous nos travaux sont dans le cadre où la finitude du groupe de Mordell-Weil des points
rationnels de la jacobienne est une condition indispensable.
La détermination de l’ensemble des points algébriques de degré donné est un problème qui
intéresse certains mathématiciens dont : Booker et al, Siksek, Stoll, Hindry et Silveman.
En s’inspirant des travaux de ces mathématiciens, on a pu compléter et même parfois
étendre les résultats qu’ils ont obtenus.
Les méthodes algébriques et géométriques mises en œuvre, ont permis de déterminer de
manière explicite :
- l’ensemble des points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q sur les d’équations courbes
affines respectives y2 = 4x5 + 1, y2 = x5 − 243 et y2 = 3x(x4 + 3),
- l’ensemble des points algébriques de petits degrés sur Q sur les courbes d’équations af-
fines respectives y2 = x5 + 20736 et y2 + y = x5,
- l’ensemble des points algébriques de degré quelconque sur Q sur les courbes d’équations
affines respectives y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) et y2 = 3(x5 − 1).

Mots-clés : Groupe de Mordell-Weil, jacobienne d’une courbe, conjugués de Galois,
points algébriques.

4



Table des matières

Table des matières 5

Introduction 6

1 Notions préliminaires 14
1.1 Notions d’algèbre commutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.1 Extensions de corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.2 Points algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.3 Théorie de Galois des extensions finies . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Courbes algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.1 Variété affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.2 Variété projective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Courbes elliptiques, Courbes hyperelliptiques 23
2.1 Courbes elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.1 Equations de Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1.2 Quelques définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 Courbes hyperelliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.1 Définitions de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.2 Théorie des diviseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2.3 Théorème de Riemann-Roch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.4 Théorème d’Abel-Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q sur certaines courbes 33
3.1 Courbe C : y2 = 4x5 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.1.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2 Courbe C : y2 = x5 − 243 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.2.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 Courbe C : y2 = 3x(x4 + 3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.3.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5



3.3.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4 Paramétrisation des points algébriques sur certaines courbes 57
4.1 Courbe C : y2 = x5 + 20736 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.1.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.1.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2 Courbe C : y2 + y = x5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.2.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3 Courbe C : y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.3.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.3.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4 Courbe C : y2 = 3(x5 − 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.4.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.4.3 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Conclusion 80

Bibliographie 83

6



Introduction

La géométrie algébrique s’intéresse à l’étude des ensembles définis par l’annulation d’un
ou plusieurs polynômes. De tels ensembles sont appelés ensembles algébriques.
Parmi les chefs de file de cette branche des mathématiques, on peut citer d’abord Descartes
qui a inauguré l’étude des courbes algébriques par les méthodes de la géométrie analy-
tique. Ensuite après les années 1930, certains mathématiciens comme Weil, Zariski ont
participé largement au développement de la géométrie algébrique et d’autres algébristes
comme Jean-Pierre Serre, Pierre Samuel l’ont considérablement impulsée.
Dans cette thèse, l’étude portera sur un cas particulier de variétés algébriques : les variétés
affines et les variétés projectives.
Étant donnée C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K, on
note C(K) l’ensemble des points de C à coordonnées dans K, et

⋃
[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble

des points de C à coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q.
Nos principaux résultats concernent la détermination des points algébriques de degrés
donnés d sur certaines courbes algébriques.
Le degré d’un point algébrique est le degré de son corps de définition sur Q.
C’est dans ce cadre qu’on a pu compléter ou étendre les travaux de certains mathéma-
ticiens dont : Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak dans [1] qui ont déterminé
l’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe C d’équation affine y2 = 4x5 + 1, ensuite
ceux de Mulholland dans [13] qui a déterminé l’ensemble des points Q-rationnels sur la
courbe C d’équation affine y2 = x5 − 243 et aussi ceux de Bruin dans [2] qui a déterminé
l’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe C d’équation affine y2 = 3x(x4 + 3).
On a aussi étendu les travaux de Siksek et Stoll dans [20] qui ont donné l’ensemble des
points Q-rationnels sur la courbe d’équation affine y2 = x5+20736 et des travaux de Siksek
dans [18] et dans [19] qui a donné respectivement l’ensemble des points Q-rationnels sur
les courbes d’équations affines y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) et y2 = 3(x5 − 1), mais aussi des
travaux de Hindry et Silverman dans [9] qui ont décrit l’ensemble des points algébriques
de degré 1 sur Q sur la courbe d’équation affine y2 + y = x5.
La thèse comprend quatre chapitres structurés de la manière suivante :
Le chapitre 1 intitulé "notions préliminaires" rassemble quelques formules, définitions et
théorèmes utiles, et introduit des notions classiques de géométrie algébrique que nous uti-
liserons dans la suite.
Au chapitre 2 intitulé "courbes elliptiques, courbes hyperelliptiques" on parlera de quelques
définitions et propriétés de base concernant ces deux types de courbes algébriques parti-
culières.
Le chapitre 3 intitulé "points algébriques de degrés au plus 5 sur Q sur certaines courbes",
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comprend trois parties :
- La première partie concerne la courbe d’équation affine y2 = 4x5 + 1.
Cette partie étend les résultats obtenus par Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak
qui avaient décrit dans [1] l’ensemble des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe
étudiée.
Notre résultat principal est donné par le théorème suivant :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 5 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y2 = 4x5 + 1 est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

S =
{(
α,±
√

4α5 + 1
)
, α ∈ Q∗

}
2. L’ensemble des points cubiques sur C donné par

C ′ =
{

(x,±1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C3(x) = 4x3 − α2x2 ± 2α2
}

3. L’ensemble des points quartiques sur C donné par C0 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 avec

C0 =
{(
x,±
√

4x5 + 1
)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C1 =


(x,−1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B1(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 − (2α + α2β2)x− 2αβ


C2 =


(x,−1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B2(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 + 2αx+ 2αβ


.

C3 =


(x, 1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B3(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 − 2αx− 2αβ


.

C4 =


(x, 1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B4(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 + (2α + α2β2)x+ 2αβ


.

4. L’ensemble des points quintiques sur C donné par D0 ∪ D1∪ D2 ∪ D3∪ D4 avec

D0 =


(x, α + λx(x+ µ) | α, µ, λ ∈ Q∗ et x racine de

F0(x) = 4x5 − (α + λx(x+ µ))2 + 1



D1 =


(x,−1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F1(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 + 2α (x2 + βx+ γ)


8



D2 =



(
x, 1− α

x+ β
x2
)
| α, β ∈ Q et x racine ∈ Q de

F2(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 − 2α(x+ γ)(x+ β)

 .

D3 =



(
x, 1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F3(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 + 2α(x+ γ)(x+ β)



D4 =


(x, 1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F4(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 − 2α (x2 + βx+ γ)


Ce résultat est publié dans SCIREA Journal of Mathematics.

- La deuxième partie traite la courbe d’équation affine y2 = x5 − 243.
Dans cette partie nous étendons les travaux de Mulholland qui avait donné dans [13] une
description des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe étudiée.
Notre résultat principal est donné par le théorème suivant :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 5 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y2 = x5 − 243 est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

S =
{(
α,±
√
α5 − 243

)
, α ∈ Q

}
2. L’ensemble des points cubiques sur C qui est vide.
3. L’ensemble des points quartiques sur C donné par C1 ∪ C2 avec

C1 =
{(
x,±
√
α5 − 243

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C2 =


(x, (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))) | λ1, λ2 ∈ Q et x racine de

A(x) = x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81− (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))2


4. L’ensemble des points quintiques sur C donné par A1 ∪ A2 avec

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

B(x) = x5 − α2
3x

4 − 2α2α3x
3 − (α2

2 + 2α1α2)x2 − 2α1α2x− (α2
1 + 243)



A2 =


(x, (x− 3) [n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)]) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

C(x) = (x− 3) (n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9))2 − (x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81)


9



Ce résultat est publié Asian Research Journal of Mathematics.

- Dans la troisième partie, nous déterminons de manière explicite l’ensemble algébriques
de degrés au-plus 5 sur Q sur la courbe d’équation affine y2 = 3x(x4 + 3). Ce travail com-
plète et étend le résultat obtenu par Bruin qui avait décrit dans [2] l’ensemble des points
Q-rationnels sur cette même courbe.
Le théorème de notre résultat principal s’énonce suit :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 5 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y2 = 3x(x4 + 3) est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

S =
{(
α,±

√
3α(α4 + 3

)
, α ∈ Q∗

}

2. L’ensemble des points cubiques sur C qui est vide.
3. L’ensemble des points quartiques sur C donné par C1 ∪ C2 avec

C1 =
{(
x,±

√
3α(α4 + 3

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C2 =
{

(x, x(λ1 + λ2x) | λ1, λ2 ∈ Q?, x racine de F(x) = 3(x4 + 3)− x (λ1 + λ2x)2
}

4. L’ensemble des points quintiques sur C donné par A1 ∪ A2 avec

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

G(x) = (α1 + α2x+ α3x
2)2 − 3x(x4 + 3)


A2 =


(x, n1x+ n2x

2 + n3x
3) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

H(x) = x(n1 + n2x+ n3x
2)2 − 3(x4 + 3)


Ce résultat est publié dans International Journal Of Development Research.

Le chapitre 4 intitulé "paramétrisation des points algébriques sur certaines courbes", est
divisé en quatre parties parties :
- Dans la première partie consacrée à la courbe d’équation affine y2 = x5 + 20736, nous
donnons une généralisation du résultat obtenu par Siksek et Stoll qui avaient décrit dans
[20] l’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe étudiée.
Notre résultat principal est donné par le théorème suivant :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 3 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y2 = x5 + 20736 est composé de :

10



1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

S =
{(
α,±
√
α5 + 20736

)
, α ∈ Q∗

}
.

2. L’ensemble des points cubiques sur C donné par A ∪ B avec

A =
{

(x,−144− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de E1(x) = x3 − α2x2 − 288α
}

B =
{

(x,−144− αx3)| α ∈ Q∗ et x racine de E2(x) = α2x3 − x2 + 288α
}

Ce résultat est publié dans EPH-International Journal of Mathematics and
Statistics.

- Dans la deuxième partie aussi, nous étendons le résultat obtenu par Hindry et Silverman
qui avaient décrit dans [9] l’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe d’équation
affine y2 + y = x5.
Le théorème de notre résultat principal s’énonce comme suit :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 3 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y2 + y = x5 est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

S =


α,−1

2 ±
√
α5 + 1

4

 , α ∈ Q∗
 .

2. L’ensemble des points cubiques sur C donné par A ∪ B avec

A =
{

(x,−1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C1(x) = x3 − α2x2 − α
}
,

B =
{

(x, αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C2(x) = x3 − α2x2 − α
}
.

Ce résultat est soumis pour publication.

- Dans la troisième partie, nous donnons une généralisation du résultat obtenu par Siksek
qui avait donné dans [18] l’ensemble des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe
d’équations affine d’équation affine y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) par le théorème suivant :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus d quelconque sur Q sur la courbe C
d’équation affine y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) est donné par :⋃

[K:Q]≤d

C(K) = H0 ∪H1 ∪H2 ∪H3 où
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H0 =



x,−
∑
r≤ k

2

arx
r

∑
s≤ k−5

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q et x racine de l’équation (E0)

 ,

H1 =



x,−
∑

r≤ k+2
2

arx
r

∑
s≤ k−3

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q satisfaisant

∑
r≤ k+2

2
ar(i)r = 0 ,

∑
r≤ k+2

2
ar(−i)r = 0

et x racine de l’équation (E2)



,

H2 =



x,−
∑

1 ≤ r ≤ k+1
2

arx
r

∑
s≤ k−4

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q satisfaisant a0 = 0,

et x racine de l’équation (E1)


,

H3 =



x,−
∑

1 ≤ r ≤ k+3
2

arx
r

∑
s≤ k−2

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q vérifiant a0 = 0,

∑
1 ≤ r ≤ k+3

2
ar(i)r = 0 ,

∑
1 ≤ r ≤ k+3

2
ar(−i)r = 0

et x racine de l’équation (E3)



.

On désigne par (El) et (Et) les équations respectives suivantes :

(El) :

 ∑
r≤ k+l

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−5+l

2

bsx
s


2

,

(Et) :

 ∑
1 ≤ r ≤ k+t

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−5+t

2

bsx
s


2

.
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- Dans la quatrième partie, nous étendons aussi le résultat obtenu par Siksek qui avait
donné dans [19] l’ensemble des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe d’équa-
tions affine d’équation affine y2 = 3(x5 − 1) par le théorème suivant :
Notre résultat principal est donné par le théorème suivant :

Théorème :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus d quelconque sur Q sur la courbe
d’équation affine y2 = 3(x5 − 1) est donné par :⋃

[K:Q]≤d

C(K) = F0 ∪ F1

avec

F0 =



x,−
∑
i≤n

2

aix
i

∑
j≤n−5

2

bjx
j

 | ai, bj ∈ Q et x racine de l′équation (E0)



F1 =



x,−
∑

i≤n+1
2

aix
i

∑
j≤n−4

2

bjx
j

 | ai, bj ∈ Q vérifiant ∑i≤n+1
2
ai = 0 et x racine de l′équation (E1)


où :

(E0) :

∑
i≤ l

2

aix
i


2

= 3

 ∑
j≤n−5

2

bjx
j


2

(x5 − 1) ;

(E1) :

 ∑
i≤n+1

2

aix
i


2

= 3

 ∑
j≤n−4

2

bjx
j


2

(x5 − 1)

Ce résultat est publié dans International Journal of Mathematics and Statis-
tics Invention.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons les notions basiques jugées nécessaires dans la suite.
Des définitions et des résultats supposés classiques constitueront ces notions de bases.

1.1 Notions d’algèbre commutative

1.1.1 Extensions de corps
On rappelle sans démonstrations quelques définitions et résultats de base sur les ex-

tensions de corps, qui serviront à de multiples reprises dans la suite.

Définition 1. Soient K et E deux corps.
On dit que E est une extension de K et l’on note K ⊂ E si K est un sous corps de E.

Soit α ∈ E ; on désigne par :
· K[α] le sous-anneau de E engendré par K ∪ {α}, c’est-à-dire

K[α] = {x ∈ E | x = P (α), avec P ∈ K[X]}.

· K(α) le sous-corps de E engendré par K ∪ {α}, c’est-à-dire

K(α) = {x ∈ E | x = P (α)
Q(α) , avec P ∈ K[X], Q ∈ K[X], Q(α) 6= 0}.

Définition 2. Une extension K ⊂ E est dite simple s’il existe α ∈ E tel que E = K(α).

Exemple 1. (1) C est une extension de R et de Q.
(2) R est une extension de Q

[√
2
]
.

(3) Q
[√

2
]
est une extension de Q.

(4) Le corps K(X) des fractions rationnelles à une indéterminée sur le corps K est une
extension de K.

(5) C est une extension simple de R car C = R(i).
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(6) K(X) est une extension simple de K.

Définition 3. (équation polynômiale)
On appelle équation polynomiale sur K toute équation de la forme P (x) = 0, avec P ∈
K[X]. Le degré de cette équation est le degré de P .

Définition 4. (corps de rupture)
Une extension K ⊂ E est appelée corps de rupture pour le polynôme P ∈ K [X] si E
contient un zéro de P .

Exemple 2. R est un corps de rupture pour le polynôme X3 − 2 sur Q.

Définition 5. (corps de décomposition)
Une extension K ⊂ E est un corps de décomposition sur K pour le polynôme P ∈ K[X]
si, P peut être scindé dans E[X] ie peut être décomposé en produit de polynômes linéaires
dans E[X].

Exemple 3. C est un corps de décomposition sur R pour le polynôme X2 + 2.

1.1.2 Points algébriques
Définition 6. (élément algébrique, élément transcendant)
Soient A un anneau commutatif et B une A-algèbre.
On dit que b ∈ B est algébrique sur A s’il existe un polynôme non nul P ∈ A[X] tel que
P (b) = 0. Un élément non algébrique est appelé élément transcendant.

Exemple 4. Le corps Q̄ des nombres z ∈ C algébriques sur Q s’appelle corps des nombres
algébriques.

Définition 7. (clôture algébrique)
Soient K un corps et B une K-algèbre intègre.
L’ensemble des éléments de B qui sont algébriques sur K est un corps contenu dans B.
On l’appelle clôture algébrique de K dans B.

Définition 8. (extension algébrique)
On dit qu’une extension de corps K ⊂ L est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

Définition 9. (extension finie, degré d’une extension finie)
On dit qu’une extension de corps K ⊂ L est finie si L est un K-espace vectoriel de
dimension finie. On appelle degré de L sur K, et l’on note [L : K], la dimension de L en
tant que K-espace vectoriel.

Proposition 1. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Tout polynôme non constant de K[X] est scindé dans K[X], c’est-à-dire qu’il se
décompose comme produit de polynômes de degré 1 de K[X],

(2) Tout polynôme irréductible de K[X] est de degré 1, ie les éléments irréductibles de
K[X] sont les X − a, a ∈ K,
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(3) Si une extension K ⊂ E est algébrique alors E = K,
(4) Tout polynôme non constant de K[X] admet au moins une racine dans K.

Définition 10. (corps algébriquement clos)
Un corps K satisfaisant une des conditions équivalentes de la proposition précédente est
dit algébriquement clos.

Exemple 5. Q et R ne sont pas algébriquement clos car X2 + 2 n’a pas de racine dans
Q ou R.

Définition 11. (clôture algébrique)
Soit K un corps. Une clôture algébrique K̄ de K est une extension algébrique K ⊂ K̄
telle que K̄ est algébriquement clos.

Exemple 6. C est la clôture algébrique de R.

Définition 12. (polynôme minimal)
Soient K un corps et B une K-algèbre intègre. Soit b ∈ B un élément algébrique.
L’ensemble {P ∈ K[X] | P (b) = 0} est un idéal premier de K[X]. Le polynôme minimal
de b en est l’unique générateur unitaire. On remarquera que le polynôme minimal de b
est le polynôme unitaire P de plus petit degré tel que P (b) = 0; c’est aussi un polynôme
irréductible.

1.1.3 Théorie de Galois des extensions finies
Toutes les extensions considérées dans la suite de ce paragraphe seront supposées finies.

Proposition 2. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Chaque fois que E est un corps de rupture pour un polynôme irréductible P ∈ K[X]
sur K, il est un corps de décomposition pour P sur K,

(2) Chaque fois qu’un polynôme irréductible P ∈ K[X] posssède une racine dans E,
alors il posssède toutes ses racines dans E,

(3) Chaque fois qu’un polynôme irréductible P ∈ K[X] posssède une racine dans E,
alors il se décompose en produit de polynômes linéaires dans E[X].

Définition 13. (extension normale)
Une extension algébrique K ⊂ E satisfaisant une des conditions équivalentes de la propo-
sition précédente est dit normale.

Exemple 7. (1) C est une extension normale de R car C est un corps de décomposition
de X2 + 1 sur R.

(2) L’extension E = Q( 3
√

2) de Q n’est pas normale car le polynôme X3 − 2 ∈ Q[X]
posssède une racine dans E mais pas toutes.

Définition 14. (clôture normale)
Soit une extension K ⊂ E. Une clôture normale de E est une extension normale K ⊂ N
qui satisfait les conditions suivantes :

(i) K ⊂ E ⊂ N
(ii) Si K ⊂M est une extension normale vérifiant K ⊂ E ⊂M ⊂ N, alors M = N.
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Exemple 8. C est une clôture normale de l’extension Q ⊂ R.

Définition 15. (K-isomorphisme)
Soit K un corps, K ⊂ E et K ⊂ F deux extensions du même corps K. On appelle K-
isomorphisme de E dans F tout isomorphisme σ : E → F laissant fixe tout élément de K
ie σ(k) = k pour tout k ∈ K.

Exemple 9. Soit z̄ le conjugué de z dans C. L’application σ : C→ C définie par σ(z) = z̄
est un R-isomorphisme de C dans C.

Toutes les extensions considérées dans la suite de ce paragraphe seront supposées finies.

Définition 16. (degré galoisien)
On appelle degré galoisien d’une extension K ⊂ E, et l’on note [E : K], le cardinal de
l’ensemble des K-isomorphismes de E dans une clôture normale de E. La définition du
degré galoisien ne dépend pas du choix de la clôture normale de E.

Théorème 17. Si E = K(a), alors [E : K] est le nombre de racines distinctes de Irr(a,K)
polynôme minimal de a sur K.

Preuve : SoientN une clôture normale deE,H l’ensemble de tous lesK-isomorphismes
de E dans N et A l’ensemble des racines distinctes de Irr(a,K) dans N. L’application
H → A qui associe σ à σ(a) est bijective, d’où [E : K] = card(I) = card(A)

Exemple 10. [C : R] = 2.

Définition 18. (extension séparable, élément séparable)
Une extension K ⊂ E est dite séparable si, [E : K] = [E : K].
Un élément a ∈ E est séparable sur K si, toutes les racines de Irr(a,K) sont simples.

Exemple 11. C est une extension séparable de R.
Le nombre complexe i est séparable sur R.

√
3 est séparable sur Q.

Théorème 19. Une extension E = K(a) est séparable, si et seulement si, a est séparable
sur K.

Preuve : Soit [E : K] = n = deg(Irr(a,K)). Nous avons les équivalences suivantes :
[E est séparable sur K]⇔ [[E : K] = [E : K]]

⇔ [Irr(a,K) posssède n racines distinctes]
⇔ [toute racine de Irr(a,K) est simple ]
⇔ [a est séparable sur K].

Définition 20. (groupe de Galois)
Soit E une extension normale finie d’un corps K. Le groupe de Galois de l’extension E de
K noté G(E/K) est l’ensemble des K-automorphismes de E formant un groupe pour la
composition des applications.

Exemple 12. C est une extension normale finie de R. G(C/R) = {idC, ρ} où ρ est le
R-automorphisme qui associe à chaque nombre complexe z son conjugué z̄.
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Théorème 21. Le groupe de Galois G(E/K) est fini, et son ordre est le degré galoisien
[E : K].

Peuve : Le groupe de Galois G(E/K) est l’ensemble H de tous les K-isomorphismes
de E dans une clôture normale de E. En effet, E est sa propre clôture normale car elle est
une extension normale de K, donc on a G(E/K) = H, par suite on a l’ordre de G(E/K)
est le degré galoisis [E : K].

Corollaire 1. Ord(G(E/K)) ≤ [E : K].

Définition 22. (conjugués d’un élément, conjugués de Galois)
SoientK ⊂ E et x ∈ E algébrique surK de polynômeminimal irr(x,K) à coefficients dans
K. Les conjugués de x sont zéros de irr(x,K) dans E. Les conjugués de x qui sont laissés
fixes sous l’action de Galois (c’est-à-dire qui sont laissés fixes par les K-automorphismes
de E) sont appelés les conjugués de Galois de x.

Définition 23. (extension galoisienne)
Soit K ⊂ E une extension finie d’un corps K. L’extension K ⊂ E est dite galoisienne si
elle est une extension normale et séparable.

Exemple 13. R ⊂ C est une extension galoisienne.

1.2 Courbes algébriques
On appelle plan affine sur un corps K l’ensemble A2 et plan projectif sur K l’ensemble

P2. Nous noterons par (x, y) un élément de A2 et par (x, y, z) un élément de P2.

1.2.1 Variété affine
Définition 24. (espace affine)
On appelle espace affine de dimension n sur K, et on note An(K), ou encore An s’il n’y
a pas de risque de confusion sur K, l’ensemble Kn produit cartésien itéré n fois du corps
K. Les éléments de An(K) sont appelés points.
L’espace affine de dimension 1 est appelé droite affine.
L’espace affine de dimension 2 est appelé plan affine.

Définition 25. (zéro d’un polynôme)
Un point a de An est dit zéro de f ∈ K [X1, ..., Xn] si f(a) = 0.

Définition 26. (ensemble algébrique affine)
Soit S ⊂ K [X1, ..., Xn] un ensemble de polynômes à n variables. L’ensemble

V(S) = {a ∈ An(K) | ∀ f ∈ S, f(a) = 0} . (1.1)

est le sous-ensemble de An formé des zéros communs à tous les éléments de S.
On dit que V(S) est l’ensemble algébrique affine défini par S. Si S = {f} est un singleton,
nous noterons V(f) au lieu de V({f}).
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Une partie V de An(K) est un ensemble algébrique affine s’il existe S ⊂ K [X1, ..., Xn]
tel que V = V(S).

Exemple 14. Le vide et l’espace tout entier sont des ensembles algébriques affines.

En effet :
Etant donné que le polynôme constant 1 ne s’annule jamais , on a V(1) = ∅.
De même que, le polynôme constant 0 est identiquement nul, on a V(0) = An.

Définition 27. (hypersurface, hyperplan)
On appelle hypersurface définie par f ∈ K [X1, ..., Xn], l’ensemble des zéros de f (pour f
non constant et K algébriquement clos) et l’on note V(f).
Un hyperplan est une hypersurface définie par f de degré 1.
Une droite est un hyperplan de A2.

Définition 28. (courbe affine plane)
On appelle courbe algébrique plane un ensemble des points de A2 dont les coordonnées
(x, y) satisfont l’équation

f(x, y) = 0 (1.2)
pour un polynôme f ∈ K[X, Y ]. Une telle courbe est appelée courbe affine plane.

Voilà une définition équivalente à la précédente :

Définition 29. (courbe affine plane)
Une courbe affine plane est une hypersurface du plan affine.

Nous noterons Cf ⊂ A2 la courbe affine plane définie par f .
Le degré d’une courbe est le degré d’un polynôme qui la définit (i.e deg(Cf ) = deg(f)).

Exemple 15. (de courbes affines planes)

– Une droite affine L est une courbe affine plane d’équation ax+ by + c = 0.

– Une conique ou quadrique affine est une courbe affine C d’équation f(x, y) = 0, où
f est un polynôme de degré 2 :

f(x, y) =
∑

0≤i, j, i+j≤2
ai,jx

iyj;

– Une cubique affine est une courbe affine C d’équation f(x, y) = 0, où f est un
polynôme de degré 3 :

f(x, y) =
∑

0≤i, j, i+j≤3
ai,jx

iyj;

– Une quartique affine est une courbe affine C d’équation f(x, y) = 0, où f est un
polynôme de degré 4 :

f(x, y) =
∑

0≤i, j, i+j≤4
ai,jx

iyj;

où les coefficients ai,j sont dans K.
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– Une quintique affine est une courbe affine C d’équation f(x, y) = 0, où f est un
polynôme de degré 5 :

f(x, y) =
∑

0≤i, j, i+j≤5
ai,jx

iyj;

où les coefficients ai,j sont dans K.

Définition 30. (point singulier, point lisse, courbe lisse)
Un point P = (a, b) d’une courbe C : f(x, y) = 0 est dit singulier si :

∂f

∂x
(a, b) = ∂f

∂y
(a, b) = 0.

Un point P = (a, b) d’une courbe C : f(x, y) = 0 est dit lisse si :(
∂f

∂x
(a, b) , ∂f

∂y
(a, b)

)
6= (0, 0) .

La tangente en un point lisse P = (a, b) à C est la droite d’équation :

(x− a)∂f
∂x

(a, b) + (y − b)∂f
∂y

(a, b) = 0

Une courbe C dont tous les points sont lisses est dite lisse.

Définition 31. (point ordinaire, point d’inflexion, nœud, point de rebroussement)
Soient C une courbe algébrique et P = (x, y) un point de C.

1. P est ordinaire si C admet en ce point une tangente unique qui ne la traverse pas.
2. P est un point d’inflexion si C admet en ce point une tangente unique qui la traverse.
3. P est un point singulier, nœud, si C admet en ce point deux tangentes distinctes.
4. P est un point singulier, point de rebroussement, si C admet en ce point deux

tangentes confondues.

Avec les ensembles algébriques affines, nous introduisons une topologie particulière appelée
la topologie de Zariski.

Définition 32. (topologie de Zariski)
On appelle topologie de Zariski sur l’espace affine An, la topologie dont les ensembles
algébriques sont les fermés.

Cette topologie satisfait les trois axiomes suivants :
– l’intersection quelconque de fermés est un fermé.
– la réunion finie de fermés est un fermé.
– l’ensemble vide et l’espace affine sont les seuls ensembles ouverts et fermés à la fois.

Définition 33. (sous-ensemble irréductible)
Un sous-ensemble E ′ d’un espace topologique E est irréductible s’il n’est pas la réunion
de deux sous-ensembles fermés non vides disjoints de E.

Définition 34. (variété affine)
Une variété affine est un sous-ensemble irréductible fermé de l’espace affine An, pour la
topologie de Zariski.
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1.2.2 Variété projective
Considérons la relation d’équivalence ∼ sur Kn+1\ {0} définie par : pour tous vecteurs

x et y dans Kn+1\ {0}, on a

x ∼ y si et seulement s’il existe λ ∈ K\ {0} tel que x = λy.

Définition 35. (espace projectif)
On appelle espace projectif de dimension n sur K et l’on note Pn (ou Pn(K) ou encore
P(Kn+1)), l’ensemble-quotient

(Kn+1\ {0})/ ∼

En d’autres termes, Pn est l’ensemble des droites vectorielles de Kn+1.

Si un point P ∈ Pn a pour vecteur directeur (représentant) (x0, x1, ..., xn) ∈ Kn+1\ {0},
on écrit P = (x0 : x1 : ... : xn) la classe de (x0, x1, ..., xn) ; on dit que (x0 : x1 : ... : xn) est
un système de coordonnées homogènes de P et ils ne sont définis qu’à multiplication par
un scalaire non nul près .
On dit que P1 est la droite projective sur K, et que P2 est le plan projectif sur K.

Définition 36. (polynôme homogène)
Un polynôme F ∈ K[X0, ..., Xn] est dit homogène de degré d si pour tout (x0, ..., xn) ∈
Kn+1 on a

F (λx0, ..., λxn) = λdF (x0, ..., xn)

pour tout λ ∈ K?.

Définition 37. (ensemble algébrique projectif)
Soit S ⊂ K [X0, ..., Xn] un ensemble de polynômes homogènes à n+1 variables. L’ensemble

Vp(S) = {P ∈ Pn | ∀ F ∈ S, F (P ) = 0}

est le lieu des zéros de S dans Pn. On dit que Vp(S) est l’ensemble algébrique projectif
défini par S.

Définition 38. (hypersurface, hyperplan, variété algébrique projective)
Une partie V de Pn est un ensemble algébrique projectif s’il existe S ⊂ K [X0, ..., Xn]
tel que V = Vp(S). C’est une hypersurface s’il existe F ∈ K [X0, ..., Xn] homogène non
constant (et K algébriquement clos) tel que V = Vp(F ).
Un hyperplan est une hypersurface définie par un polynôme homogène de degré 1.
On appelle variété algébrique projective, tout ensemble algébrique projectif et irréductible.

Définition 39. (courbe projective plane, conique, cubique, quartique, . . .)
Une courbe projective plane est une hypersurface de P2.
Une courbe projective plane est dite conique, cubique, quartique, . . . si son degré est
respectivement 2, 3, 4, . . ..

Nous notons CF ⊂ P2 la courbe définie par F . Le degré d’une courbe est le degré d’un
polynôme homogène qui la définie (i.e deg(CF ) = deg(F )).
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Définition 40. (ensemble des points K-rationnels, point K-rationnel)
Soit CF une courbe projective plane définie par un polynôme homogène F ∈ K[X, Y, Z].
L’ensemble des points K-rationnels de CF est

CF (K) =
{

(x, y, z) ∈ P2 : F (x, y, z) = 0
}
.

Un point P est K-rationnel si ses coordonnées sont dans K.

Si K = Q alors on peut définir le degré d’un point algébrique sur Q.

Définition 41. (degré d’un point algébrique)
Le degré d’un point algébrique sur le corps Q est le degré de son corps de définition sur
Q.

Si P = (x1, x2, x3) alors Q (P ) = Q
(

xi

xj
, xk

xj

)
pour tout j tel que xj 6= 0. Le point P est

dit alors de degré d si [Q (P ) : Q] = d, on note degP = d.

Définition 42. (point singulier, point lisse, courbe lisse)
Un point P d’une courbe C : F (X, Y, Z) = 0 est dit singulier si

∂F

∂X
(P ) = ∂F

∂Y
(P ) = ∂F

∂Z
(P ) = 0.

Une courbe C est lisse en un point P ∈ C si(
∂F

∂X
(P ), ∂F

∂Y
(P ), ∂F

∂Z
(P )

)
6= (0, 0, 0).

Si tel est le cas alors la droite tangente à C au point P est la droite :

∂F

∂X
(P )X + ∂F

∂Y
(P )Y + ∂F

∂Z
(P )Z = 0

La courbe C est lisse si elle est lisse en tout point.

Selon un invariant appelé le genre de la courbe, l’ensemble des points rationnels sur
un corps de nombres K est de différentes natures et en s’intéressant aux courbes planes
projectives et lisses, on peut énoncer le résultat suivant qui détermine le lien entre le genre
et le degré d’une courbe.

Théorème 43. Soit C une courbe lisse projective et plane de degré d. Alors le genre de C
est donné par :

g = (d− 1)(d− 2)
2 .

Remarque 1. La formule exclut l’existence de courbes planes lisses projectives de certains
genres, par exemple le genre 2.
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Chapitre 2

Courbes elliptiques, Courbes
hyperelliptiques

Dans ce chapitre, nous parlerons de deux cas courbes algébriques particulières : courbes
elliptiques, courbes hyperelliptiques. Quelques définitions et propriétés de base y seront
données. Commençons par courbes elliptiques.

2.1 Courbes elliptiques

2.1.1 Equations de Weierstrass
Définition 44. (équation de Weierstrass)
SoitK un corps. On appelle équation de Weierstrass (forme projective) surK une équation
plane de la forme

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3 (2.1)

avec les ai ∈ K.

Remarque 2. Si Z = 0, alors le point O = (0 : 1 : 0) est appelé point à l’infini de
l’équation (2.1).
La tangente Z = 0 coupe la courbe uniquement en ce point et avec multiplicité 3.

En effet pour Z = 0, (2.1) donne 0 = X3 d’où X = 0.
Ainsi (X : Y : Z) = (0 : Y : 0) = Y (0 : 1 : 0). On note O = (0 : 1 : 0) que l’on appelle
point à l’infini.
Pour Z 6= 0, on peut écrire x = X

Z
et y = Y

Z
et l’équation de Weierstrass (2.1) devient

(forme affine)

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (2.2)

avec les ai ∈ K.
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Théorème 45. Soit K un corps de caractéristique p > 3.
Il existe des changements de variables permettant de simplifier (2.2) en une équation plus
simple dite équation courte de Weierstrass ou équation réduite de Weierstrass

E : y2 = x3 + ax+ b (2.3)

avec a, b dans K.

Preuve

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6 (∗)

Si le corps K est de caractéristique différente de 2 alors (∗) devient

y2 + 2y
(
a1x

2 + a3

2

)
= x3 + a2x

2 + a4x+ a6

et dans cet égalité en ajoutant à chaque membre
(
a1x

2

)2
+
(
a3

2

)2
+ a3

2 x, on aura :

y2 +2y
(
a1

2 + a3

2

)
+
(
a1

2

)2
+
(
a3

2

)2
+ a1

2 x = x3 +(a2x)2 +a4x+a6 +
(
a1

2

)2
+
(
a3

2

)2
+ a1

2 x

y2+
(
a1x

2

)2
+
(
a1

2

)2
+2y

(
a1

2

)
+2y

(
a3

2

)
+a1a3

2 = x3+a2x
2+a4x+a6+

(
a1x

2

)2
+
(
a3

2

)2
+a1a3

2 x

(
y + a1x

2 + a3

2

)2
= x3 +

(
a2 + a2

1
4

)
x2 +

(
a4 + a1a3

2

)
x+ a2

3
4 + a6 (∗∗)

En posant y1 = y + a1x

2 + a3

2 , a′ = a2 + a2
1

4 , b′ = a4 + a1a3

2 et c′ = a2
3

4 + a6 alors (∗∗)
devient :

y2
1 = x3 + a′x2 + b′x+ c′ (i)

.
Si le corps K est de caractéristique différente de 3 alors en divisant par 3, on a :(

x+ a′

3

)3

= x3 + a′x2 + 3
(
a′

3

)2

x+
(
a′

3

)2

x3 + a′x2 =
(
x+ a′

3

)3

− 3
(
a′

3

)2

x−
(
a′

3

)2

et en remplaçant x3 + a
′
x2 par

(
x+ a

′

3

)3

− 3
(
a
′

3

)2

x −
(
a
′

3

)2

dans (i), nous obtenons

en fin :

y2
1 =

(
x+ a′

3

)3

− 3
(
a′

3

)2

x−
(
a′

3

)2

+ b′x+ c′
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y2
1 =

(
x+ a′

3

)3

+
b′ − 3

(
a′

3

)2
x+

c′ − (a′3
)2


y2
1 = x3

1 + Ax+B avec x1 = x+ a′

3 , A = b′ − 3
(
a′

3

)2

et B = c′ −
(
a′

3

)2

.

Comme les variables sont muettes alors y2 = x3 + ax+ b.

Ces équations de Weierstrass nous permettront de définir des courbes elliptiques.
Mais dans la suite, nous travaillerons avec l’équation réduite de Weierstrass (2.3).

2.1.2 Quelques définitions
Définition 46. Une courbe elliptique est une paire (E,O) où :

– E est une cubique irréductible non-singulière de genre 1,
– O ∈ E.

Définition 47. Une courbe elliptique est définie sur un corps K si :
– E est une courbe sur K (i.e donnée par l’annulation d’un polynôme de K[X, Y ]),
– O est un point de la courbe dont les coordonnées sont dans K.

Définition 48. Soit K un corps de caractéristique p > 3. Une courbe elliptique définie
sur K notée E est une courbe d’équation affine :

y2 = x3 + ax+ b (2.4)

avec a et b dans K tels que 4a3 + 27b2 6= 0, à laquelle on rajoute un point O = (0 : 1 : 0)
que l’on appelle le point à l’infini.

Notation
L’ensemble des points de E à coordonnées dans K sera noté E(K). Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté sur le corps, nous noterons les courbes E(K) ou E. Donc on a :

E(K) =
{

(x, y) ∈ K2|y2 = x3 + ax+ b
}
∪ {O} (2.5)

Remarque 3. Pour Z 6= 0, on peut écrire x = X
Z

et y = Y
Z

et (2.4) devient (forme
projective)

E : Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3 (2.6)

Définition 49. (invariants d’une courbe elliptique)
Le discriminant d’une courbe elliptique définie sur K par l’équation affine réduite (2.4)
est la quantité

∆(E) = −16(4a3 + 27b2) (2.7)
Le j-invariant d’une telle courbe est la quantité

j = −1728 (4a)3

∆(E) = 6912a3

4a3 + 27b2 (2.8)
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Remarque 4. Du point de vue algébrique, le j-invariant est une quantité importante qui
permet de caractériser les courbes elliptiques.

Définition 50. Une courbe elliptique est dite super-singulière lorsque son j-invariant est
nul, c’est à dire j = 0.

Remarque 5. Le signe du discriminant ∆(E) peut nous permettre de dire si la courbe
elliptique est composée de deux composantes ou d’une seule composante.

– Si ∆(E) > 0 alors le graphe de la courbe elliptique possède deux composantes.
Le polynôme x3 + ax + b possède trois racines qui correspondent aux abscisses des
points d’intersection de la courbe avec l’axe des abscisses.

– Si ∆(E) < 0 alors le graphe de la courbe elliptique possède une seule composante.
Le polynôme x3 + ax + b possède une seule racine qui correspond à l’abscisse du
point d’intersection de la courbe avec l’axe des abscisses.

– Si ∆(E) = 0 alors nous ne pouvons pas parler de courbe elliptique.
En effet le polynôme x3 + ax+ b a une racine double, c’est-à-dire que le polynôme
x3 + ax+ b = (x− α)2(x− β) avec 2α + β = 0.
∗ Si α = β = 0 ou a = b = 0 alors la courbe a un point de rebroussement en 0 (zéro).
∗ Si α > β alors la courbe a un point singulier en (α, 0).
∗ Si α < β alors la courbe a un point double (β, 0) et les tangentes en ce point sont
situées de part et d’autre de l’axe des abscisses.
Finalement, d’où la nécessité d’avoir ∆(E) 6= 0 et le j-invariant d’une courbe ellip-
tique est toujours défini.

Exemple 16.

1. Soit E la courbe elliptique définie par l’équation de Weierstrass y2 = x3 − x.
On a ∆(E) = −16(4a3 + 27a2) = 64 donc le polynôme x3 − x a exactement trois
racines réelles distinctes. x3 − x = x(x− 1)(x+ 1).

De plus, l’invariant modulaire j = −1728(4a)3

∆ (E) = −1728(−4)3

64 = 1728.
La courbe elliptique E n’est donc ni singulière, ni super-singulière.

2. Soit E : y2 = x3 − x+ 1 une courbe elliptique.
On a ∆(E) = −368 donc le polynôme x3 − x+ 1 a exactement une racine réelle.
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Figure 2.1 – E : y2 = x3 − x
Figure 2.2 – E : y2 = x3 − x+ 1

Théorème 51. Soit E une courbe elliptique définie par l’équation réduite de Weierstrass
(2.4). E est non singulière si ∆(E) 6= 0.

Preuve
Montrons d’abord que le point à l’infini O = (0 : 1 : 0) n’est pas singulier.
Considérons par exemple la courbe E de P2 donnée par son équation :

F (X, Y, Z) = Y 2Z −X3 − aXZ2 − bZ3 = 0.

On a :
∂F

∂X
= −3X2 − aZ2 et

∂F

∂X
(O) = 0

∂F

∂Y
= 2Y Z et

∂F

∂Y
(O) = 0

∂F

∂Z
= Y 2 − 2aXZ − 3bZ2 et

∂F

∂Z
(O) = 12 − 2(a)(0)(0)− 3(b)(0)2 = 1 6= 0

Les dérivées partielles en O = (0, 1, 0) ne sont pas simultanément nulles. Par suite, O n’est
pas singulier. Pour les autres points, considérons la définition de la courbe E donnée par
son équation réduite de Weierstrass E : f(x, y) = y2 − x3 − ax− b = 0.
La courbe est singulière en un point P0 = (x0, y0) ∈ E si et seulement si :

∂f

∂x
(x0, y0) = −3x2

0 − a = 0 et ∂f
∂y

(x0, y0) = 2y0 = 0⇐⇒ −3x2
0 = a et y0 = 0

2

x2
0 = −a3 et y0 = 0 car 2 6= 0 et 3 6= 0

Comme P0 est un point de la courbe alors y2
0 = 0 = x3

0 + ax0 + b.
On a (x2

0)x0 + ax0 + b = 0⇐⇒ −a3 x0 + ax0 + b = 0 car x2
0 = −a3 .
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Donc on a 2
3ax0 = −b.

D’où x0 = −3b
2a ⇒ x2

0 = 9b2

4a2 ⇒
9b2

4a2 = −a3 . Par suite − (27b2 + 4a3) = 0, soit ∆ = 0.
Finalement E est non singulière si et seulement si ∆ 6= 0.

2.2 Courbes hyperelliptiques
Dans ce paragraphe, on donnera des notions de base sur des courbes hyperelliptiques.

On va aussi introduire la notion de diviseur sur une courbe, qui va nous permettre de
définir une arithmétique sur des courbes hyperelliptiques.

2.2.1 Définitions de base
Dans tout ce qui suit K désigne un corps et K̄ sa clôture algébrique, K[x] : l’en-

semble des polynômes à une indéterminée x et K[x, y] : l’ensemble des polynômes à deux
indéterminées x et y.

Définition 52. (courbe hyperelliptique)
Une courbe hyperelliptique C de genre g ≥ 1 sur un corps K est une courbe non singulière
donnée par une équation du type

C : y2 +H(x)y = F (x) (2.9)

avec H et F ∈ K[x], 2g + 1 ≤ deg(F ) ≤ 2g + 2, deg(H) ≤ g + 1.
On ne considérera que les courbes hyperelliptiques imaginaires, c’est à dire avec F de degré
2g + 1 et deg(H) ≤ g. Dans ce cas, C a un point à l’infini, noté ∞.

Remarque 6. Si on travaille sur un corps de caractéristique différente de 2, via la trans-
formation y 7−→ y − H(x)

2 , la courbe C donnée dans (2.9) est isomorphe à

y2 = F ′(x) (2.10)

avec deg(F ′) = 2g + 1.

Définition 53. (genre d’ une courbe hyperelliptique)

Le genre d’ une courbe C hyperelliptique imaginaire de degré d est donné par : g = (d− 1)
2 .

Définition 54. (points rationnels, points à l’infini, points finis)
Soit L une extension du corps K. L’ensemble des points L-rationnels sur C, noté C(L)
est l’ensemble des points P = (x, y) de L × L satisfaisant l’équation (2.10) et le point à
l’infini noté ∞. L’ensemble des points C(K̄) sera noté C. Les points de C autres que ∞
sont appelés points finis.

Définition 55. (point opposé, point spécial, point ordinaire)
Soit P = (x, y) un point fini sur C. L’opposé de P est le point P̄ = (x,−y − H(x)), (on
remarque que le point P̄ est aussi dans C). L’opposé du point ∞ est égal à lui même. Si
P = P̄ on dit que P est un point spécial, sinon il est appelé point ordinaire.
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Exemple 17.

Figure 2.3 – Une courbe hyperelliptique C : y2 = x(x− 2)(x− 3)(x+ 1)(x+ 2)

Exemple 18.

Considérons la courbe hyperelliptique C : y2 = 4x5 + 1.
On a P = (0, 1) ∈ C. Son opposé est P̄ = (0,−1) ∈ C.

À chacune de ces courbes, est associé un groupe abélien : sa jacobienne. On commence
par rappeler la notion de diviseur.

2.2.2 Théorie des diviseurs
Définition 56. (diviseur, degré, ordre, support )
Un diviseur D de C est une somme formelle finie de points appartenant à C :

D =
∑

P ∈ C
npP

où les np ∈ Z sont presque tous nuls.
Le degré d’un diviseur est la somme de ses coefficients définie par :

deg

( ∑
P ∈ C

npP

)
=

∑
P ∈ C

np.

L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), où la loi de groupe
est l’addition formelle de points. Soient deux diviseurs D et D′ de Div(C) :

D =
∑

P ∈ C
npP et D′ =

∑
P ∈ C

n′pP

Alors on a :
D +D′ =

∑
P ∈ C

(np + n′p)P.
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Le degré est un homomorphisme de groupe de Div(C) dans Z. Le noyau de cet homomor-
phisme est l’ensemble des diviseurs de degré 0, noté Div0(C) qui est un sous-groupe de
Div(C).
L’ordre d’un diviseur D au point P est l’entier nP , on écrit ordP (D) = nP .
Le support de D est l’ensemble des points P ∈ C tels que np 6= 0.
La définition du support a bien un sens car la somme est finie.

Définition 57. (diviseur effectif)
On dit qu’un diviseur

D =
∑

P ∈ C
npP

est effectif, et on note D ≥ 0 si : ∀P ∈ C, nP ≥ 0.
Si D1 et D2 sont deux diviseurs sur C, on notera D1 ≥ D2 lorsque D1 −D2 est effectif.

Définition 58. (diviseur principal)
Soit C une courbe plane lisse définie sur un corps de nombreK et f une fonction rationnelle
non nulle de K(C). On associe à f le diviseur noté Div(f) et défini par

Div(f) =
∑

P ∈ C
ordp(f)P.

Un tel diviseur est appelé diviseur principal et nous notons PDiv (C) leur ensemble.

Proposition 3. Soient f et g deux fonctions rationnelles de K(C), alors :

Div (fg) = Div (f) +Div (g) ,

Div

(
f

g

)
= Div (f)−Div (g) .

Remarque 7. Une fonction rationnelle f a autant de zéros que de pôles donc deg(Div(f)) =
0. L’ensemble des diviseurs principaux est un sous-groupe de Div0(C).

Définition 59. (diviseurs linéairement équivalents)
On dit que deux diviseurs D1 et D2 sont linéairement équivalents si le diviseur D1 −D2
est principal c’est à dire qu’il existe une fonction rationnelle f définie sur C tel que D1 =
D2 + div(f). On note D1 ∼ D2.

Définition 60. (groupe de Picard)
Le quotient de Div(C) par PDiv(C) est appelé groupe de Picard de C et est noté par
Pic(C) :

Pic(C) = Div(C)/PDiv(C).

On définit Pic(C) comme étant l’ensemble des classes de diviseurs sur C modulo l’équi-
valence linéaire.
On définit de même Pic0(C) par :

Pic0(C) = Div0(C)/PDiv(C).
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Définition 61. (Jacobienne d’une courbe)
La jacobienne d’une courbe C définie sur K est le sous-groupe des éléments de degré 0
dans le groupe de Picard de C noté Jac(C).

Notons par PicK(C) le sous-groupe de Pic(C) fixé par Gal(K/K). Le groupe quotient
Div0

K(C)/PdivK(C) est la jacobienne de la courbe C définie sur K, ses éléments sont
invariants sous l’action de Galois, on le note J(K).

Théorème 62. (théorème de Mordell-Weil)
Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombre K. Alors le groupe des points
rationnels A (K) est un groupe de type

A (K) ∼= Zr ⊕ A (K)tor

avec A (K)tor est le groupe de torsion et l’entier r ≥ 0 est le rang de la variété.

Remarque 8.

– Si A est la jacobienne d’une courbe algébrique définie sur Q alors

J (Q) ∼= Zr ⊕ J (Q)tor .

– Si le rang de la courbe r = 0 alors

J (Q) ∼= Z/n1Z× . . .× Z/nsZ

Il existe t diviseurs D1, . . . , Di . . . , Dt sur C définis sur Q tels que j (Di) soit d’ordre
ni et j (D1) , . . . , j (Dt) engendrent J (Q).

2.2.3 Théorème de Riemann-Roch
Cette section est dédiée au résultat le plus important concernant les diviseurs sur

une courbe : le théorème de Riemann-Roch qui classe les courbes suivant leur genre.
Introduisons les espaces L(D) qui interviennent dans le théorème de Riemann-Roch.

Définition 63. (les espaces L(D))
Soit C une courbe lisse et soit D ∈ Div(C). On lui associe l’ensemble des fonctions :

L(D) =
{
f ∈ K(C)∗ | div(f) +D ≥ 0

}
∪ {0} .

Proposition 4. Soit C une courbe lisse et soit D ∈ Div(C).
i) L(D) est un espace vectoriel sur K de dimension finie notée l(D).
ii) Si degD < 0 alors L(D) = {0}, l(D) = 0.
iii) Si D, D′ ∈ Div(C) sont linéairement équivalents, alors L(D) et L(D′) sont iso-
morphes.

iv) Si D, D′ ∈ Div(C) vérifient D ≤ D′ alors L(D) ⊂ L(D′).
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Théorème 64. (Théorème de Riemann-Roch)
Soit C une courbe lisse. Alors il existe un diviseur KC appelé diviseur canonique et un
entier g ≥ 0 appelé genre de C tel que pour tout diviseur D ∈ Div(C) on ait :

l(D) = deg(D) + 1− g + l(KC −D).

Un diviseur canonique d’une courbe C est un diviseur d’une forme différentielle sur C.
Si on choisi D = 0, le diviseur nul, on obtient : l(D) = l(0) = 1 car les seules fonctions
régulières sur les variétés projectives sont les constantes. Comme le degré du diviseur est
égale à zéro alors le théorème donne l’égalité : l(KC) = g.

Corollaire 2. : Avec les notations précédentes, on a :
(1) deg(KC) = 2g − 2.
(2) Si deg(D) < 0 alors L(D) = {0} et l(D) = 0.
(3) Si deg(D) > 2g − 1 alors l(D) = deg(D) + 1− g.
(4) Si l(D)l(KC −D) 6= 0 alors l(D) ≤ 1 + deg(D)/2.
(5) Si deg(D) ≥ 2g alors D est sans point base.

2.2.4 Théorème d’Abel-Jacobi
Définition 65. (point de base)
Un point ∞ ∈ C est dit point de base du système linéaire s’il apparait dans chacun de ses
diviseurs.

Définition 66. (plongement jacobien)
On désigne par [D] la classe dans Pic0(C) d’un diviseur D. Soit ∞ ∈ C un point base.
• On appelle plongement jacobien l’application j définie par :

j : C → Jac(C)
P 7→ [P −∞]

• L’application j appelée application d’Abel-Jacobi, s’étend par additivité, encore notée
j, de Div0(C) vers Jac(C) définie par :

j(
∑

Pi∈C
niPi) =

∑
Pi∈C

nij(Pi)

.

D’après le théorème d’Abel-Jacobi, pour tout diviseur D ∈ Dic0(C), il existe une
fonction f ∈ K∗(C) tel que div(f) = D, si et seulement si j(D) = 0. Mais le théorème
suivant est plus fort.

Théorème 67. (théorème d’Abel-Jacobi)
L’application j est surjective et son noyau est formé des diviseurs de fonctions sur C. En
d’autres termes, l’application j induit un isomorphisme de Pic0(C) vers Jac(C).
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Chapitre 3

Points algébriques de degrés au-plus
5 sur Q sur certaines courbes

Dans ce chapitre, nous regroupons les courbes algébriques pour lesquelles nous avons
déterminé de manière explicite l’ensemble des points algébriques de degrés au-plus 5 sur
Q.

3.1 Courbe C : y2 = 4x5 + 1

3.1.1 Introduction
Soit C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K. On note

C(K) l’ensemble des points de C à coordonnées dans K, et
⋃

[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble des

points de C à coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q.
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y2 = 4x5 + 1 (3.1)

La courbe C est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d’après [1].
Notons P = (0, 1), P̄ = (0,−1) et∞ le point à l’infini.
Dans [1] Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak ont donné une description des points
rationnels. De même dans [26] Stoll a donné cette même description.
Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 5. Les points Q−rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) =
{
P, P̄ , ∞

}
(3.2)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 5 sur Q. Nos outils essentiels sont :
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- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [1]),

- Le théorème d’Abel Jacobi, (voir [8]),
- Des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théorème.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±
√

4α5 + 1
)
, α ∈ Q∗

}
.

2. L’ensemble des points cubiques sur C est donné par

C ′ =
{

(x,±1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C2(x) = 4x3 − α2x2 ± 2α2
}

3. L’ensemble des points quartiques sur C est donné par C0 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 avec

C0 =
{(
x,±
√

4x5 + 1
)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C1 =


(x,−1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B1(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 − (2α + α2β2)x− 2αβ


C2 =


(x,−1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B2(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 + 2αx+ 2αβ


.

C3 =


(x, 1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B3(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 − 2αx− 2αβ


.

C4 =


(x, 1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B4(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 + (2α + α2β2)x+ 2αβ


.

4. L’ensemble des points quintiques sur C est donné par D0 ∪ D1∪ D2∪ D3∪ D4 avec

D0 =


(x, α + λx(x+ µ) | α, µ, λ ∈ Q∗ et x racine de

F0(x) = 4x5 − (α + λx(x+ µ))2 + 1



D1 =


(x,−1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F1(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 + 2α (x2 + βx+ γ)



D2 =



(
x, 1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β ∈ Q et x racine ∈ Q de

F2(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 − 2α(x+ γ)(x+ β)

 .
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D3 =



(
x, 1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F3(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 + 2α(x+ γ)(x+ β)



D4 =


(x, 1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F4(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 − 2α (x2 + βx+ γ)


3.1.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons L (D) le Q̄−espace vectoriel des fonctions
rationnelles F sur C telles que F = 0 ou div (F ) ≥ −D ; l (D) désigne la Q̄−dimension de
L (D). On montre dans [4] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe à Z/5Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z

L’équation projective de la courbe C est :

C : Y 2Z3 = 4X5 + Z5 (3.3)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P ) la classe notée [P −∞] de P −∞, c’est
à dire que j est le plongement jacobien C −→ J(Q).

Soit η = ei Π
5 dans C. Posons Bk = ( 5

√
1
4 η2k+1, 0) pour k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Désignons par C ′.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique C ′ définie sur Q et C.

Lemme 1.
• div(x) = P + P̄ − 2∞
• div(y) = B0 +B1 +B2 +B3 +B4 − 5∞
• div(y − 1) = 5P − 5∞
• div(y + 1) = 5P̄ − 5∞

Preuve. Calculons seulement div(x) et en procédant de la même manière, on trouve
les autres.
On a div(x) = div(X

Z
) = (X = 0).C − (Z = 0).C.

Pour X = 0, on a Y 2Z3 = Z5 d’après (3.3), ce qui donne Z3 = 0 ou Y 2 = Z2.
D’une part pour X = 0, on a Z3 = 0 ; avec Y = 1 on obtient donc le point ∞ = (0, 1, 0)
avec multiplicité 3.
D’autre part pour X = 0, on a Y = Z ou Y = −Z ; avec Z = 1 on obtient donc les points
P = (0, 144, 1) avec multiplicité 1 et P̄ = (0,−144, 1) avec multiplicité 1.
D’où (X = 0).C = P + P̄ + 3∞. (i)
De même pour Z = 0, alors on a X5 = 0 d’après (3.3) ; et pour Y = 1, on a le point
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∞ = (0, 1, 0) avec multiplicité 5. D’où (Z = 0).C = 5∞. (ii)
Les relations (i) et (ii) entraînent que div(x) = P + P̄ − 2∞.

Conséquences du lemme 1
5j (P0) = 5j (P1) = 0 et j (P0) + j (P1) = 0

Lemme 2. .
• L (∞) = 〈1〉
• L (2∞) = 〈1, x〉 = L (3∞)
• L (4∞) = 〈1, x, x2〉
• L (5∞) = 〈1, x, x2, y〉
• L (6∞) = 〈1, x, x2, y, x3〉
• L (7∞) = 〈1, x, x2, y, x3, xy〉

Preuve. C’est une conséquence du lemme 1 et du fait que d’après le théorème de
Riemann-Roch on a l(m∞) = m− 1 dès que m ≥ 3.

Lemme 3. J(Q) ∼= Z/5Z = 〈[P −∞]〉 = {a [P −∞] , a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}}.

Preuve.(voir [4])

3.1.3 Démonstration du théorème
a) Points quadratiques sur C

L’ensemble des points quadratiques sur C est

S =
{(
α,±
√

4α5 + 1
)
, α ∈ Q∗

}
Preuve :

Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 2. Notons R1, R2 les conjugués de Galois de R. Tra-
vaillons avec t = [R1 +R2 − 2∞] ∈ J(Q) ∼= Z/5Z , d’où

t = [R1 +R2 − 2∞] = aj(P ) = −aj(P̄ ), 0 ≤ a ≤ 4 (∗)

On remarque que R /∈
{
∞, P, P̄

}
.

Cas a = 0
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 − 2∞ (3.4)

donc F ∈ L (2∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x, (a2 6= 0).
Aux points Ri, on a a1 + a2x = 0 donc x = −a1

a2
= α ∈ Q∗.

En remplaçant x par α dans (3.1), on a :

y2 = 4α5 + 1 (3.5)
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et par suite on a :
y = ±

√
4α5 + 1 (3.6)

On a ainsi une famille de points quadratiques

S =
{(
α,±
√

4α5 + 1
)
, α ∈ Q∗

}

Cas a = 1
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = j(P ) = −j(P̄ ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P̄ − 3∞ (3.7)

donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞), P̄ devrait être égal à∞ ; ce qui est absurde.
Cas a = 2
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 2j(P ) = −2j(P̄ ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + 2P̄ − 4∞ (3.8)

donc F ∈ L (4∞) et par suite F (x, y) = a1 +a2x+a3x
2, (a3 6= 0) et comme ordP̄ (F ) = 2,

on doit avoir a1 = a2 = 0, donc F (x, y) = a3x
2 et on devrait avoir R1 = R2 = P , ce qui

est absurde.
Cas a = 3
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 3j(P ) = −2j(P ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + 2P − 4∞ (3.9)

donc F ∈ L (4∞) et par suite F (x, y) = a1 +a2x+a3x
2, (a2 6= 0) et comme ordP (F ) = 2,

on doit avoir a1 = a2 = 0,donc F (x, y) = a3x
2 et on devrait avoir R1 = R2 = P̄ , ce qui

est absurde.
Cas a = 4
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 4j(P ) = −j(P ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P − 3∞ (3.10)

donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞), P devrait être égal à∞ ; ce qui est absurde.
Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est :

S =
{(
α,±
√

4α5 + 1
)
, α ∈ Q∗

}
b) Points cubiques sur C

L’ensemble des points cubiques sur C est

C ′ =
{

(x,±1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C3(x) = 4x3 − α2x2 ± 2α2
}
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Preuve : Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 3. Notons R1, R2, R3 les conjugués de
Galois de R et travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] qui est un point de J(Q) =
{aj(P ), 0 ≤ a ≤ 4}, donc t = aj(P ) = −aj(P̄ ), 0 ≤ a ≤ 4.
On remarque que R /∈

{
∞, P, P̄

}
.

Cas a = 0
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 0. Il existe alors une fonction rationnelle F sur Q telle
que div(F ) = R1 + R2 + R3 − 3∞, donc F ∈ L (3∞) et comme L (3∞) = L (2∞), alors
un des Ri devrait être égal à ∞, ce qui est absurde.
Cas a = 1 et a = 4
Donc pour a = 1, on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = j(P ) = −j(P̄ ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 + P̄ − 4∞, donc F ∈ L (4∞) et par
suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2.
Au point P̄ , on a F (P̄ ) = 0 donc a1 = 0 d’où F (x, y) = x(a2 + a3x).
Aux points Ri, on a x(a2 + a3x) = 0, donc x ∈ Q et par conséquent les Ri devraient être
de degré ≤ 2.
Pour a = 4, par un raisonnement similaire au cas a = 1, on aboutit à la même contradic-
tion.
Cas a = 2 et a = 3
Donc pour a = 2, on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 2j(P ) = −2j(P̄ ). Il existe alors une fonc-
tion rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + 2P̄ − 5∞, donc F ∈ L (5∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
La fonction F est d’ ordre 2 en P̄ donc a1−a4 = 0 et a2 = 0, d’où F (x, y) = a4(y+1)+a3x

2.
Aux points Ri, on doit avoir a4(y+1)+a3x

2 = 0, d’où y = −1− a3
a4
x2. On voit que y est de

la forme y = −1−αx2 avec α ∈ Q∗, et par suite on a y2 = 4x5+1⇔ (−1− αx2)2 = 4x5+1
⇔ 4x5 − α2x4 − 2α2x2 = 0 ⇔ x2(4x3 − α2x2 − α2) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α ∈ Q∗, on obtient une famille de points cubiques

A =
{

(x,−1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C1(x) = 4x3 − α2x2 − 2α2
}

(3.11)

Pour a = 4, par un raisonnement similaire au cas a = 2, on obtient ainsi une famille de
points cubiques

B =
{

(x, 1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C2(x) = 4x3 − α2x2 + 2α2
}

(3.12)

En combinant ces deux familles de points cubiques, on obtient alors

C ′ =
{

(x,±1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C3(x) = 4x3 − α2x2 ± 2α2
}

(3.13)

c) Points quartiques sur C
L’ensemble des points quartiques sur C est donné par C0 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 avec

C0 =
{(
x,±
√

4x5 + 1
)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C1 =


(x,−1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B1(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 − (2α + α2β2)x− 2αβ


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C2 =


(x,−1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B2(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 + 2αx+ 2αβ


.

C3 =


(x, 1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B3(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 − 2αx− 2αβ


.

C4 =


(x, 1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B4(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 + (2α− α2β2)x+ 2αβ


.

Preuve : Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 4. Notons R1, R2, R3, R4 les conjugués
de Galois de R et travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] qui est un point de
J(Q) = {aj(P ), 0 ≤ a ≤ 4}, donc t = aj(P ) = −aj(P̄ ), 0 ≤ a ≤ 4.
On remarque que R /∈

{
∞, P, P̄

}
.

Cas a = 0
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = 0. Il existe alors une fonction rationnelle F sur Q
telle que div(F ) = R1+R2+R3+R4−4∞, donc F ∈ L (4∞) et par suite F = a1+a2x+a3x

2.
Aux points Ri, on a a1 + a2x+ a3x

2 = 0. La relation y2 = 4x5 + 1 donne y = ±
√

4x5 + 1.
On trouve ainsi une famille de points quartiques

C0 =
{(
x,±
√

4x5 + 1
)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}
(3.14)

Cas a = 1
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = j(P ) = −j(P̄ ). Il existe alors une fonction ra-
tionnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + R4 + P̄ − 5∞, donc F ∈ L (5∞) et
par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
Au point P̄ , on a F (P̄ ) = 0 donc a1 − a4 = 0 d’où F (x, y) = a4(y + 1) + a2x+ a3x

2.

Aux points Ri, on a a4(y+1)+a2x+a3x
2 = 0, d’où y = −1−a2

a4
x−a3

a4
x2 = −1−a3

a4
x(x+a2

a3
).

On voit que y est de la forme y = −1− αx(x+ β) avec α, β ∈ Q? ; et par suite on a y2 =
4x5 +1⇔ (−1− αx(x+ β))2 = 4x5 +1⇔ 4x5−α2x4−2α2βx3−(2α+α2β2)x2−2αβx = 0
⇔ x(4x4 − α2x3 − 2α2βx2 − (2α + α2β2)x− 2αβ) = 0.
On doit avoir x 6= 0 et α, β ∈ Q?, on obtient une famille de points quartiques

C1 =


(x,−1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B1(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 − (2α + α2β2)x− 2αβ


.
Cas a = 2
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = 2j(P ) = −2j(P̄ ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 + 2P̄ − 6∞, donc F ∈ L (6∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3, (a5 6= 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P̄ donc a1−a4 = 0 et a2 = 0, d’où F (x, y) = a4(y+1)+a3x
2+

a5x
3. Aux points Ri, on doit avoir a4(y+1)+a3x

2+a5x
3 = 0, d’où y = −1− a5

a4
x2
(

a3
a5
x+ β

)
.

On voit que y est de la forme y = −1− αx2 (x+ β) avec α, β ∈ Q∗, et par suite on a
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y2 = 4x5 + 1 ⇔ (−1− αx2 (x+ β))2 = 4x5 + 1 ⇔
x2 (α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 + 2αx+ 2αβ) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α, β ∈ Q∗, on obtient une famille de points quartiques

C2 =


(x,−1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B2(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 + 2αx+ 2αβ


.
Cas a = 3
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = 3j(P ) = −2j(P ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 + 2P − 6∞, donc F ∈ L (6∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3, (a5 6= 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P donc a1+a4 = 0 et a2 = 0, d’où F (x, y) = a4(y−1)+a3x
2+

a5x
3. Aux pointsRi, on doit avoir a4(y−1)+a3x

2+a5x
3 = 0, d’où y = 1−a5

a4
x2
(
x+ a3

a5

)
.On

voit que y est de la forme y = 1−αx2 (x+ β) avec α, β ∈ Q∗, et par suite on a y2 = 4x5 +1
⇔ (1− αx2 (x+ β))2 = 4x5 + 1 ⇔ x2 (α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 − 2αx− 2αβ) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α, β ∈ Q∗, on obtient une famille de points quartiques

C3 =


(x, 1− αx2 (x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B3(x) = α2x4 + (2α2β − 4)x3 + α2β2x2 − 2αx− 2αβ


.
Cas a = 4
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = 4j(P ) = −j(P ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + R4 + P − 5∞, donc F ∈ L (5∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
Au point P , on a F (P ) = 0 donc a1 + a4 = 0 d’où F (x, y) = a4(y − 1) + a2x+ a3x

2.

Aux points Ri, on doit avoir a4(y − 1) + a2x + a3x
2 = 0, d’où y = 1 − a2

a4
x − a3

a4
x2 =

1− a3

a4
x(x+ a2

a3
). On voit que y est de la forme y = 1− αx(x+ β) avec α, β ∈ Q? ; et par

suite on a y2 = 4x5 + 1 ⇔ (1− αx(x+ β))2 = 4x5 + 1 ⇔ x(4x4 − α2x3 − 2α2βx2 + (2α+
α2β2)x+ 2αβ) = 0.
On doit avoir x 6= 0 et α, β ∈ Q∗, on obtient une famille de points quartiques

C4 =


(x, 1− αx(x+ β)) | α, β ∈ Q? et x racine de

B4(x) = 4x4 − α2x3 − 2α2βx2 + (2α + α2β2)x+ 2αβ


.
Conclusion : L’ensemble des points quartiques sur C est couvert par C0∪C1∪C2∪C3∪C4.

d) Points quintiques sur C
L’ensemble des points quintiques sur C est donné par D0 ∪ D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4 avec

D0 =


(x, α + λx(x+ µ) | α, µ, λ ∈ Q∗ et x racine de

F0(x) = 4x5 − (α + λx(x+ µ))2 + 1


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D1 =


(x,−1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F1(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 + 2α (x2 + βx+ γ)



D2 =



(
x,−1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F2(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 − 2α(x+ γ)(x+ β)



D3 =



(
x, 1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F3(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 + 2α(x+ γ)(x+ β)



D4 =


(x, 1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F4(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 − 2α (x2 + βx+ γ)


Preuve : Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 5. Notons R1, R2, R3, R4, R5 les conjugués

de Galois de R et travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] qui est un point
de J(Q) = {aj(P ), 0 ≤ a ≤ 4}, donc t = aj(P ) = −aj(P̄ ), 0 ≤ a ≤ 4.
On remarque que R /∈

{
∞, P, P̄

}
.

Cas a = 0
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = 0. Il existe alors une fonction rationnelle F
sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + R4 + R5 − 5∞, donc F ∈ L (5∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
Aux points Ri, on doit avoir a1 + a2x+ a3x

2 + a4y = 0, d’où y = −a1

a4
− a3

a4
x(x+ a2

a3
) avec

α = −a1

a4
, λ = −a3

a4
, µ = a2

a3
donc y est de la forme y = α+λx(x+µ) avec α, µ ∈ Q, λ ∈ Q∗

et par suite la relation y2 = 4x5 + 1 donne (α + λx(x+ µ))2 = 4x5 + 1 ⇐⇒

4x5 − (α + λx(x+ µ))2 + 1 = 0.
On trouve ainsi une famille de points quintiques

D0 =


(x, α + λx(x+ µ) | α, µ, λ ∈ Q∗ et x racine de

F0(x) = x5 − (α + λx(x+ µ))2 + 1


Cas a = 1
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = j(P ) = −j(P̄ ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 +R5 + P̄ −6∞, donc F ∈ L (6∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3, (a5 6= 0).

Au point P̄ , on a F (P̄ ) = 0 donc a1− a4 = 0 d’où F (x, y) = a4(y+ 1) + a2x+ a3x
2 + a5x

3.
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Aux points Ri, on a a4(y+1)+a2x+a3x
2 +a5x

3 = 0, d’où y = −1− a2

a4
x− a3

a4
x2− a5

a4
x3 =

−1 − a5

a4
x(x2 + a3

a5
x + a2

a5
). On voit que y est de la forme y = −1 − αx(x2 + βx + γ)

avec α, β, γ ∈ Q?. Par suite on a y2 = 4x5 + 1 ⇔ (−1− αx(x2 + βx+ γ))2 = 4x5 + 1 ⇔
x
(
α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 + 2α (x2 + βx+ γ)

)
= 0.

On doit avoir x 6= 0 et α, β, γ ∈ Q?, obtient une famille de points quintiques

D1 =


(x,−1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F1(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 + 2α (x2 + βx+ γ)


Cas a = 2
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = 2j(P ) = −2j(P̄ ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1+R2+R3+R4+R5+2P̄−7∞, donc F ∈ L (7∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3 + a6xy, (a6 6= 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P̄ donc a1 − a4 = 0 et a2 − a6 = 0, et par suite on a
F (x, y) = a4(y + 1) + a6x(y + 1) + a3x

2 + a5x
3.

Aux points Ri , on doit avoir a4(y + 1) + a6x(y + 1) + a3x
2 + a5x

3 = 0, d’où
y = −1 − a5

a4 + a6x
x2(x + a3

a5
) ; donc y est de la forme y = −1 − α

x+ β
x2(x + γ) avec

α, β, γ ∈ Q∗ et par suite on a y2 = 4x5 + 1 ⇔
(
−1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)2

= 4x5 +1⇔

x2 (4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 − 2α(x+ γ)(x+ β)) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α, β, γ ∈ Q?, obtient une famille de points quintiques

D2 =



(
x,−1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F2(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 − 2α(x+ γ)(x+ β)


Cas a = 3
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = 3j(P ) = −2j(P ). Il existe alors une fonc-
tion rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + R4 + R5 + 2P − 7∞, donc
F ∈ L (7∞) et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3 + a6xy, (a6 6= 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P donc a1 + a4 = 0 et a2 + a6 = 0, et par suite on a
F (x, y) = a4(y + 1) + a6x(y + 1) + a3x

2 + a5x
3.

Aux points Ri , on doit avoir a4(y − 1) + a6x(y − 1) + a3x
2 + a5x

3 = 0, d’où
y = 1 − a5

a4 + a6x
x2(x + a3

a5
) ; donc y est de la forme y = 1 − α

x+ β
x2(x + γ) avec

α, β, γ ∈ Q∗ et par suite on a y2 = 4x5 + 1 ⇔
(

1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)2

= 4x5 +1⇔

x2 (4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 + 2α(x+ γ)(x+ β)) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α, β, γ ∈ Q?, obtient une famille de points quintiques

D3 =



(
x, 1− α

x+ β
x2(x+ γ)

)
| α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F3(x) = 4x3(x+ β)2 − α2x2(x+ γ)2 + 2α(x+ γ)(x+ β)


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Cas a = 4
Donc on a [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = 4j(P ) = −j(P ). Il existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 +R5 +P −6∞, donc F ∈ L (6∞)
et par suite F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3, (a5 6= 0).

Au point P , on a F (P ) = 0 donc a1 + a4 = 0 d’où F (x, y) = a4(y11) + a2x+ a3x
2 + a5x

3.

Aux points Ri, on a a4(y+ 1) + a2x+ a3x
2 + a5x

3 = 0, d’où y = 1− a2

a4
x− a3

a4
x2− a5

a4
x3 =

1 − a5

a4
x(x2 + a3

a5
x + a2

a5
). On voit que y est de la forme y = 1 − αx(x2 + βx + γ) avec

α, β, γ ∈ Q?. Par suite on a y2 = 4x5 + 1 ⇔ (1− αx(x2 + βx+ γ))2 = 4x5 + 1 ⇔
x
(
α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 − 2α (x2 + βx+ γ)

)
= 0.

On doit avoir x 6= 0 et α, β, γ ∈ Q?, obtient une famille de points quintiques

D4 =


(x, 1− αx(x2 + βx+ γ)) | α, β, γ ∈ Q∗ et x racine de

F4(x) = α2x (x2 + βx+ γ)2 − 4x4 − 2α (x2 + βx+ γ)


Conclusion : L’ensemble des points quintiques sur C est D0 ∪ D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4.

3.2 Courbe C : y2 = x5 − 243

3.2.1 Introduction
Soit C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K. On note

C(K) l’ensemble des points de C à coordonnées dans K, et
⋃

[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble des

points de C à coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q.
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y2 = x5 − 243 (3.15)

La courbe C est hyperelliptique de genre 2 et de rang nul d’après [13].
Notons P = (3, 0) et ∞ = (0, 1, 0) le point à l’infini.
Dans [13] Mulholland a donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 6. Les points Q−rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {P,∞, } (3.16)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 5 sur Q sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :

- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne de C,
(voir [13] ),
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- Le théorème d’Abel Jacobi, (voir [8])
- Des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théorème.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±
√
α5 − 243

)
, α ∈ Q

}
2. L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

3. L’ensemble des points quartiques sur C est donné par C1 ∪ C2 avec

C1 =
{(
x,±
√
α5 − 243

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C2 =


(x, (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))) | λ1, λ2 ∈ Q et x racine de

A(x) = x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81− (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))2


4. L’ensemble des points quintiques sur C est donné par A1 ∪ A2 avec

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

B(x) = x5 − α2
3x

4 − 2α2α3x
3 − (α2

2 + 2α1α2)x2 − 2α1α2x− (α2
1 + 243)



A2 =


(x, (x− 3) [n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)]) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

C(x) = (x− 3) (n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9))2 − (x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81)


3.2.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons L (D) le Q̄−espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles f sur C telles que f = 0 ou div (f) ≥ −D ; l (D) désigne la Q̄−dimension de
L (D). On montre dans [13] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe à Z/2Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z
.

L’équation projective de la courbe C :

C : Y 2Z3 = X5 − 243Z5 (3.17)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P ) la classe notée [P −∞] de P −∞, c’est
à dire que j est le plongement jacobien C −→ J(Q).
Soit η1 = ei Π

2 dans C. Posons Ak = (0, 9
√

3 η2k+1
1 ) pour k ∈ {0, 1}.

Soit η2 = ei 2Π
5 dans C. Posons Bk = (3ηk

2 , 0) pour k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Désignons par D.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique D définie sur Q et C.
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Lemme 4.
• div(x− 3) = 2P − 2∞
• div(y) = B0 +B1 +B2 +B3 +B4 − 5∞
• div(x) = A0 + A1 − 2∞

Preuve.
Calculons seulement div(x− 3) et en procédant de la même manière, on trouve les autres.
On a div(x− 3) = div

(
X
Z
− 3

)
= div

(
X−3Z

Z

)
= (X = 3Z).C − (Z = 0).C.

Pour X = 3Z, on a Y 2Z3 = 0 d’après (3.17), ce qui donne Y 2 = 0 ou Z3 = 0.
D’une part pour X = 3Z, on a Y 2 = 0 ; pour Z = 1, on obtient donc le point P = (3, 0, 1)
avec multiplicité 2.
D’autre part pourX = 3Z, on a Z3 = 0 ; pour Y = 1, on obtient donc le point∞ = (0, 1, 0)
avec multiplicité 3. D’où (X = Z).C = 2P + 3∞. (i)
De même pour Z = 0, alors on a X5 = 0 d’après (3.17) ; et pour Y = 1, on a le point
∞ = (0, 1, 0) avec multiplicité 5 d’où (Z = 0).C = 5∞. (ii)
Les relations (i) et (ii) entraînent que div(x− 3) = 2P − 2∞.

Conséquence du lemme 4 : 2j (P ) = 0.

Lemme 5. .
• L (∞) = 〈1〉
• L (2∞) = 〈1, x〉 = L (3∞)
• L (4∞) = 〈1, x, x2〉
• L (5∞) = 〈1, x, x2, y〉
• L (6∞) = 〈1, x, x2, y, x3〉

Preuve. C’est une conséquence du lemme 5 et du fait que d’après le théorème de
Riemann-Roch on a l(m∞) = m− 1 dès que m ≥ 3.

Lemme 6. J(Q) ∼= Z/2Z = 〈[P −∞]〉 = {a [P −∞] , a ∈ {0, 1}}.

Preuve.(voir [13])

3.2.3 Démonstration du théorème
a) Points quadratiques sur C

L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±
√
α5 − 243

)
, α ∈ Q

}
Preuve :

SoitR ∈ C
(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 2. NotonsR1,R2 les conjugués de Galois deR.Travaillons

avec t = [R1 +R2 − 2∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 − 2∞] = a [P −∞] , a ∈ {0, 1} (∗)
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On remarque que R /∈ {∞, P}.
On a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 − 2∞ (3.18)

donc F ∈ L (2∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x avec a2 6= 0 sinon un des Ri devrait être à ∞.
En effet si a2 = 0 alors F ∈ L (∞), ce qui est absurde.
Aux points Ri, on a a1 + a2x = 0 donc x = −a1

a2
= α ∈ Q.

En remplaçant x par α dans (3.15), on a :

y2 = α5 − 243 (3.19)

et par suite on a :
y = ±

√
α5 − 243 (3.20)

On a ainsi une famille de points quadratiques

S =
{(
α,±
√
α5 − 243

)
, α ∈ Q

}
Deuxième cas : a = 1
La relation (∗) donne [R1 +R2 + P − 3∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P − 3∞ (3.21)

donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞) alors un des Ri devrait être égal à ∞, ce
qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par S.

b) Points cubiques sur C
Il n’existe pas de points cubiques sur C.

Preuve : Soit R ∈ C
(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 3. Notons R1, R2, R3 les conjugués de

Galois de R. Travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] = a [P −∞] , a ∈ {0, 1} (∗∗)

On remarque que R /∈ {∞, P}.
On a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (∗∗) devient [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 − 3∞ (3.22)
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donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞) alors un des Ri devrait être égal à ∞, ce
qui est absurde.
Deuxième cas : a = 1
La relation (∗∗) devient [R1 +R2 +R3 + P − 4∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 + P − 4∞ (3.23)
donc F ∈ L (4∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2, (a3 6= 0).
Au point P , on a : a1 + 3a2 + 9a3 = 0, donc a1 = −3a2 − 9a3 et en remplaçant a1 par son
expression dans F (x, y) on a :

F (x, y) = −3a2 − 9a3 + a2x+ a3x
2 (3.24)

F (x, y) = a2 (x− 3) + a3
(
x2 − 9

)
(3.25)

F (x, y) = (x− 3) [a2 + a3(x+ 3)] (3.26)
Aux points Ri , on a (x − 3) [a2 + a3(x+ 3)] = 0, donc x ∈ Q et par conséquent les Ri

devraient être de degré ≤ 2.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

c) Points quartiques sur C
L’ensemble des points quartiques sur C est couvert par C1 ∪ C2 avec

C1 =
{(
x,±
√
x5 − 243

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}

C2 =


(x, (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))) | λ1, λ2 ∈ Q et x racine de

A(x) = x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81− (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))2


Preuve : Soit R ∈ C

(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 4. Notons R1, R2, R3, R4 les conjugués

de Galois de R. Travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = a [P −∞] , a ∈ {0, 1} (∗ ∗ ∗)

On remarque que R /∈ {∞, P}.
On a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (∗ ∗ ∗) devient [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞ (3.27)
donc F ∈ L (4∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 avec a3 6= 0 sinon un des Ri devrait etre
∞. Aux points Ri, on a : a1 + a2x+ a3x

2 = 0 ; la relation y2 = x5 − 243 donne

y = ±
√
x5 − 243. (3.28)
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On trouve ainsi une famille de points quartiques

C1 =
{(
x,±
√
x5 − 243

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}
Deuxième cas : a = 1
La relation (∗ ∗ ∗) donne [R1 +R2 +R3 +R4 + P − 5∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = [R1 +R2 +R3 +R4 + P − 5∞] (3.29)
donc F ∈ L (5∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
Au point P , on a : a1 + 3a2 + 9a3 = 0, donc a1 = −3a2 − 9a3 et en remplaçant a1 par son
expression dans F (x, y) on a :

F (x, y) = −3a2 − 9a3 + a2x+ a3x
2 + a4y (3.30)

F (x, y) = a2 (x− 3) + a3
(
x2 − 9

)
+ a4y (3.31)

F (x, y) = (x− 3) (a2 + a3(x+ 3)) + a4y (3.32)
Aux points Ri on a (x − 3) (a2 + a3(x+ 3)) + a4y = 0, donc y est de la forme y =
(x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3)) avec λ1, λ2 ∈ Q.
La relation y2 = x5 − 243 ⇔ (x− 3)2 (λ1 + λ2(x+ 3))2 = x5 − 243

(x− 3)2 (λ1 + λ2(x+ 3))2 = (x− 3)(x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81) (3.33)

En simplifiant par x− 3 et en développant on obtient

(x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))2 = x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81 (3.34)

x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81− (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))2 = 0 (3.35)
On trouve ainsi une famille de points quartiques

C2 =


(x, (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))) | λ1, λ2 ∈ Q et x racine de

A(x) = x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81− (x− 3) (λ1 + λ2(x+ 3))2


Conclusion : L’ensemble des points quartiques sur C est couvert par C1 ∪ C2.

d) Points quintiques sur C
L’ensemble des points quintiques sur C est couvert par A1 ∪ A2 avec

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

B(x) = x5 − α2
3x

4 − 2α2α3x
3 − (α2

2 + 2α1α2)x2 − 2α1α2x− (α2
1 + 243)



A2 =


(x, (x− 3) [n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)]) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

C(x) = (x− 3) (n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9))2 − (x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81)


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Preuve : Soit R ∈ C
(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 5. Notons R1, R2, R3, R4, R5 les conjugués

de Galois de R. Travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z ,
d’où

t = [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = a [P −∞] , a ∈ {0, 1} (∗ ∗ ∗∗)
On remarque que R /∈ {∞, P}.
On a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (∗ ∗ ∗∗) devient [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞ (3.36)
donc F ∈ L (5∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
Aux points Ri, on a : a1 + a2x+ a3x

2 + a4y = 0, donc y = α1 +α2x+α3x
2 avec α1 = −a1

a4
,

α2 = −a2
a4

et α3 = −a3
a4

.
En remplaçant y par son expression dans (3.15), on a :

x5 − 243 = α2
1 + α2

2x+ α2
3x

4 + 2α1α2x+ 2α1α3x
2 + 2α2α3x

3 (3.37)

3x5 − α2
3x

4 − 2α2α3x
3 − (α2

2 + 2α1α2)x2 − 2α1α2x− (α2
1 + 243) = 0 (3.38)

On trouve ainsi une famille de points quintiques

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

B(x) = x5 − α2
3x

4 − 2α2α3x
3 − (α2

2 + 2α1α2)x2 − 2α1α2x− (α2
1 + 243)


Deuxième cas : a = 1
La relation (∗ ∗ ∗∗) donne [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 + P − 6∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 +R5 + P − 6∞ (3.39)
donc F ∈ L (6∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y + a5x
3, (a5 6= 0).

Au point P , on a : a1 +3a2 +9a3 +27a5 = 0, donc a1 = −3a2−9a3−27a5 et en remplaçant
a1 par son expression dans F (x, y) on a :

F (x, y) = −3a2 − 9a3 − 27a5 + a2x+ a3x
2 + a4y + a5x

3 (3.40)

F (x, y) = a2(x− 3) + a3(x2 − 9) + a5(x3 − 27) + a4y (3.41)
Aux points Ri, on a : a2(x−3) +a3(x2−9) +a5(x3−27) +a4y = 0, donc y est de la forme
y = n1(x− 3) + n2(x2 − 9) + n3(x3 − 27) avec n1, n2, n3 ∈ Q?.
Finalement on a :

y = (x− 3)
(
n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)

)
(3.42)

En remplaçant y par son expression dans (1), on a :

(x− 3)2
(
n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)

)2
= x5 − 243 (3.43)
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(x− 3)2
(
n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)

)2
= (x− 3)(x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81) (3.44)

En simplifiant par x− 3, on obtient

(x− 3)
(
n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)

)2
− (x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81) = 0 (3.45)

On trouve ainsi une famille de points quintiques

A2 =


(x, (x− 3) [n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9)]) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

C(x) = (x− 3) (n1 + n2(x+ 3) + n3(x2 + 3x+ 9))2 − (x4 + 3x3 + 9x2 + 27x+ 81)


Conclusion : L’ensemble des points quintiques de C est couvert par A1 ∪ A2.

3.3 Courbe C : y2 = 3x(x4 + 3)

3.3.1 Introduction
Soit C une courbe algébrique définie sur un corps de nombres K. On note C(K) l’en-

semble des points de C à coordonnées dans K, et
⋃

[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble des points de C

à coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q.
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

C : y2 = 3x(x4 + 3) (3.46)

La courbe est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d’après Bruin (voir [2]).
Notons : P = (0, 0) et ∞ = (0, 1, 0) le point à l’infini.
Dans [2] Bruin a donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 7. Les points Q−rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {P,∞} (3.47)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 5 sur Q sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :

- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) (voir [2]),
- Le théorème d’Abel Jacobi, (voir [8] ),
- L’étude des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théorème.
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1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±

√
3α(α4 + 3

)
, α ∈ Q∗

}
2. L’ensemble des points cubiques sur C est vide.
3. L’ensemble des points quartiques sur C est donné par C1 ∪ C2 avec

C1 =
{(
x,±

√
3α(α4 + 3

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}
C2 =

{
(x, x(λ1 + λ2x) | λ1, λ2 ∈ Q?, x racine de F(x) = 3(x4 + 3)− x (λ1 + λ2x)2

}
4. L’ensemble des points quintiques sur C est donné par A1 ∪ A2 avec

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

G(x) = (α1 + α2x+ α3x
2)2 − 3x(x4 + 3)


A2 =


(x, n1x+ n2x

2 + n3x
3) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

H(x) = x(n1 + n2x+ n3x
2)2 − 3(x4 + 3)


3.3.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons L (D) le Q̄−espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles F sur Q telles que F = 0 ou div (F ) ≥ −D ; l (D) désigne la Q̄−dimension de
L (D). On montre dans [2] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe à Z/2Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z
.

L’équation projective de la courbe C est :

C : Y 2Z3 = 3X(X4 + 3Z4) (3.48)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P ) la classe notée [P −∞] de P −∞, c’est
à dire que j est le plongement jacobien C −→ J(Q).
Soit η = ei Π

4 dans C. Posons Ck = (4√3 η2k+1, 0) pour k ∈ {0, 1, 2, 3}.
Désignons par D.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique D définie sur Q et C.
Lemme 7.
• div(x) = 2P − 2∞
• div(y) = P + C0 + C1 + C2 + C3 − 5∞

Preuve. Il s’agit d’un simple calcul du type

div(x− a) = (X − aZ = 0).C − (Z = 0).C (3.49)

Par exemple div(x) = (X = 0).C − (Z = 0).C.
On a (X = 0).C = 2P + 3∞ et (Z = 0).C = 5∞, d’où div(x) = 2P − 2∞
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Lemme 8. .
• L (∞) = 〈1〉
• L (2∞) = 〈1, x〉 = L (3∞)
• L (4∞) = 〈1, x, x2〉
• L (5∞) = 〈1, x, x2, y〉
• L (6∞) = 〈1, x, x2, y, x3〉

Preuve. C’est une conséquence du lemme 7 et du fait que d’après le théorème de
Riemann-Roch on a l(m∞) = m− 1 dès que m ≥ 3.

Lemme 9. J(Q) ∼= Z/2Z = 〈0, [(0, 0)−∞]〉 = {b [P −∞] , b ∈ {0, 1}}.

Preuve.(voir [2])

3.3.3 Démonstration du théorème
a) Points quadratiques sur C

L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±

√
3α(α4 + 3

)
, α ∈ Q∗

}
.

Preuve :
Soit R ∈ C

(
Q
)

avec [Q (R) : Q] = 2. Notons R1, R2 les conjugués de Galois de R.
t = [R1 +R2 − 2∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 − 2∞] = b [P −∞] , 0 ≤ b ≤ 1 (∗)

On remarque que R /∈ {P,∞}.
Premier cas : b = 0
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 − 2∞ (3.50)

donc F ∈ L (2∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x, (a2 6= 0).
Aux points Ri, on doit avoir a1 + a2x = 0 donc x = −a1

a2
= α ∈ Q∗.

En remplaçant x par son expression dans (3.46), on a :

y2 = 3α(α4 + 3) (3.51)

et par suite on a :
y = ±

√
3α(α4 + 3) (3.52)

On a ainsi une famille de points quadratiques

S =
{(
α,±

√
3α(α4 + 3

)
, α ∈ Q∗

}
(3.53)
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Deuxième cas : b = 1
La relation (∗) donne [R1 +R2 + P − 3∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P − 3∞ (3.54)

donc F ∈ L (3∞) et commeL (2∞) = L (3∞) , un des Ri est devrait être égal à ∞ ; ce
qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par S.

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

Preuve : Soit R ∈ C
(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 3. Notons R1, R2, R3 les conjugués de

Galois de R. t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] = b [P −∞] , 0 ≤ b ≤ 1 (∗∗)

On remarque que R /∈ {P,∞}.
Premier cas : b = 0
La relation (∗∗) devient [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 − 3∞ (3.55)

donc F ∈ L (3∞) et commeL (2∞) = L (3∞) , un des Ri devrait être égal à ∞ ; ce qui
est absurde.
Deuxième cas : b = 1
La relation (∗∗) donne [R1 +R2 +R3 + P − 4∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 + P − 4∞ (3.56)

donc F ∈ L (4∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x
2 (a3 6= 0).

Au point P on a a1 = 0 et par suite on a

F (x, y) = x(a2 + a3x) (3.57)

Aux points Ri , on a x(a2 + a3x) = 0, donc x ∈ Q et par conséquent les Ri devraient être
de degré ≤ 2.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

c) Points quartiques sur C
L’ensemble des points quartiques sur C est C1 ∪ C2 avec

C1 =
{(
x,±

√
3x(x4 + 3)

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}
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C2 =
{

(x, x(λ1 + λ2x) | λ1, λ2 ∈ Q?, x racine de F(x) = 3(x4 + 3)− x (λ1 + λ2x)2
}

Preuve : Soit R ∈ C
(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 4. Notons R1, R2, R3, R4 les conjugués

de Galois de R. t = [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = b [P −∞] , 0 ≤ b ≤ 1 (∗ ∗ ∗)

On remarque que R /∈ {P,∞}.
Premier cas : b = 0
La relation (∗ ∗ ∗) devient [R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 − 4∞ (3.58)

donc F ∈ L (4∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x
2, (a3 6= 0).

Aux points Ri, on a : a1 + a2x+ a3x
2 = 0 ; la relation y2 = 3x(x4 + 3) donne

y = ±
√

3x(x4 + 3). (3.59)

On trouve ainsi une famille de points quartiques

C1 =
{(
x,±

√
3x(x4 + 3)

)
| x ∈ Q, [Q(x) : Q] = 2

}
(3.60)

Deuxième cas : b = 1
La relation (∗ ∗ ∗) donne [R1 +R2 +R3 +R4 + P − 5∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = [R1 +R2 +R3 +R4 + P − 5∞] (3.61)

donc F ∈ L (5∞), d’où F (x, y) = a1 +a2x+a3x
2 +a4y, (a4 6= 0) et comme ordP1(F ) = 1,

on doit avoir a1 = 0 et on a par suite on a

F (x, y) = x(a2 + a3x) + a4y (3.62)

Aux points Ri, on a y = x(λ1 + λ2x) avec λ1 = −a2
a4

et λ2 = −a3
a4

avec λ1, λ2 ∈ Q?.
En remplaçant y par son expression dans (3.46), on a :

3x(x4 + 3)− (x(λ1 + λ2x))2 = 0 (3.63)

x
(
3(x4 + 3)− x (λ1 + λ2x)2

)
= 0 (3.64)

On doit avoir x 6= 0 et λ1, λ2 ∈ Q?, on obtient une famille de points quartiques donnée par

C2 =
{

(x, x(λ1 + λ2x) | λ1, λ2 ∈ Q?, x racine de F(x) = 3(x4 + 3)− x (λ1 + λ2x)2
}

Conclusion : L’ensemble des points quartiques de C est couvert par C1 ∪ C2.
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d) Points quintiques sur C
L’ensemble des points quintiques sur C est A1 ∪ A2 avec

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

G(x) = (α1 + α2x+ α3x
2)2 − 3x(x4 + 3)


A2 =


(x, n1x+ n2x

2 + n3x
3) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

H(x) = x(n1 + n2x+ n3x
2)2 − 3(x4 + 3)


Preuve :

Soit R ∈ C
(
Q
)
avec [Q (R) : Q] = 5. Notons R1, R2, R3, R4, R5 les conjugués de Galois

de R. t = [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] ∈ J(Q) ∼= Z/2Z , d’où

t = [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = b [P −∞] , 0 ≤ b ≤ 1 (∗ ∗ ∗∗)

On remarque que R /∈ {P,∞}. On a les deux cas suivants :
Premier cas : b = 0
La relation (∗ ∗ ∗∗) devient [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 +R5 − 5∞ (3.65)

donc F ∈ L (5∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x
2 + a4y, (a4 6= 0).

Aux points Ri, on a : a1 + a2x+ a3x
2 + a4y = 0, donc y = α1 +α2x+α3x

2 avec α1 = −a1
a4

,
α2 = −a2

a4
et α3 = −a3

a4
avec α1, α2, α3 ∈ Q?.

En remplaçant y par son expression dans (3.46), on a :

(α1 + α2x+ α3x
2)2 = 3x(x4 + 3) (3.66)

(α1 + α2x+ α3x
2)2 − 3x(x4 + 3) = 0 (3.67)

On trouve ainsi une famille de points quintiques donnée par

A1 =


(x, α1 + α2x+ α3x

2) | α1, α2, α3 ∈ Q? et x racine de

G(x) = (α1 + α2x+ α3x
2)2 − 3x(x4 + 3)


Deuxième cas : b = 1
La relation (∗) donne [R1 +R2 +R3 +R4 +R5 + P − 6∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 +R3 +R4 +R5 + P − 6∞ (3.68)

donc F ∈ L (6∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x+ a3x
2 + a4y + a5x

3, (a5 6= 0).
Au point P , on a : a1 = 0 et par suite on a

F (x, y) = a2x+ a3x
2 + a4y + a5x

3 (3.69)
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Aux points Ri, on a : a2x + a3x
2 + a4y + a5x

3 = 0, donc y = n1x + n2x
2 + n3x

3 avec
n1 = −a2

a4
, n2 = −a3

a4
et n3 = −a5

a4
avec n1, n2, n3 ∈ Q?.

En remplaçant y par son expression dans (3.46), on a :

(n1x+ n2x
2 + n3x

3)2 = 3x(x4 + 3) (3.70)

(n1x+ n2x
2 + n3x

3)2 − 3x(x4 + 3) = 0 (3.71)

x
(
x(n1 + n2x+ n3x

2)2 − 3(x4 + 3)
)

= 0 (3.72)

On doit avoir x 6= 0 et n1, n2, n3 ∈ Q?, on obtient une famille de points quintiques donnée
par

A2 =


(x, n1x+ n2x

2 + n3x
3) | n1, n2, n3 ∈ Q? et x racine de

H(x) = x(n1 + n2x+ n3x
2)2 − 3(x4 + 3)


Conclusion : L’ensemble des points quintiques de C est couvert par A1 ∪ A2
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Chapitre 4

Paramétrisation des points
algébriques sur certaines courbes

Dans ce chapitre, nous donnons une paramétrisation des points algébriques de petits
degrés sur chacune des courbes d’équation affines y2 = x5 + 20736 et y2 + y = x5. Nous
déterminons aussi les points algébriques de degré quelconque sur chacune des courbes
d’équations affines
y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) et y2 = 3(x5 − 1).

4.1 Courbe C : y2 = x5 + 20736

4.1.1 Introduction
Soit C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K. On note

C(K) l’ensemble des points de C à coordonnées dans K, et
⋃

[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble des

points de C à coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q.
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 3 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y2 = x5 + 20736 (4.1)

La courbe C est hyperelliptique de genre 2 d’après Siksek et Stoll dans [20].
Notons P = (0, 144), P̄ = (0,−144) et∞ le point à l’infini.
Dans [20] Siksek et Stoll ont donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :
Proposition 8. Les points Q−rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) =
{
P, P̄ , ∞

}
(4.2)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 3 sur Q.
Nos outils essentiels sont :
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- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne de C,
(voir dans [20]),

- Le théorème d’Abel Jacobi, (voir dans [8]),
- Des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théorème.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±
√
α5 + 20736

)
, α ∈ Q∗

}
.

2. L’ensemble des points cubiques sur C est donné par A ∪ B avec

A =
{

(x,−144− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de E1(x) = x3 − α2x2 − 288α
}

B =
{

(x,−144− αx3)| α ∈ Q∗ et x racine de E2(x) = α2x3 − x2 + 288α
}

4.1.2 Résultats auxiliaires
Pour un diviseur D sur C, nous notons L (D) le Q− espace vectoriel des fonctions

rationnelles F sur C telles que F = 0 ou div (F ) ≥ −D ; l (D) désigne la Q−dimension de
L (D). On montre dans [20] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe à Z/5Z.
Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z
.

L’équation projective de la courbe C est :

C : Y 2Z3 = X5 + 20736Z5 (4.3)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P ) la classe notée [P −∞] de P −∞, c’est
à dire que j est le plongement jacobien C −→ J(Q).
Soit η = ei Π

5 dans C. Posons Bk = (5√20736 η2k+1, 0) pour k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Désignons par C ′.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique C ′ définie sur Q et C.

Lemme 10.
• div(x) = P + P̄ − 2∞
• div(y − 144) = 5P − 5∞
• div(y + 144) = 5P̄ − 5∞
• div(y) = B0 +B1 +B2 +B3 +B4 − 5∞
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Preuve.
Calculons seulement div(x) et en procédant de la même manière, on trouve les autres.
On a div(x) = div(X

Z
) = (X = 0).C − (Z = 0).C.

Pour X = 0, on a Y 2Z3 = 20736Z5 d’après (4.3), ce qui donne Z3 = 0 ou Y 2 = (144Z)2.
D’une part pour X = 0, on a Z3 = 0 avec Y = 1. On obtient donc le point ∞ = (0, 1, 0)
avec multiplicité 3.
D’autre part pour X = 0, on a Y = 144Z ou Y = −144Z avec Z = 1. On obtient donc
les points P = (0, 144, 1) avec multiplicité 1 et P̄ = (0,−144, 1) avec multiplicité 1. D’où
(X = 0).C = P + P̄ + 3∞. (i)
De même pour Z = 0, alors on a X5 = 0 d’après (4.3) ; et pour Y = 1, on a le point
∞ = (0, 1, 0) avec multiplicité 5 d’où (Z = 0).C = 5∞. (ii)
Les relations (i) et (ii) entraînent que div(x) = P + P̄ − 2∞.

Conséquences du lemme 10 : 5j (P ) = 5j
(
P̄
)

= 0 et j (P ) + j
(
P̄
)

= 0.
Lemme 11. .
• L (∞) = 〈1〉
• L (2∞) = 〈1, x〉 = L (3∞)
• L (4∞) = 〈1, x, x2〉
• L (5∞) = 〈1, x, x2, y〉
• L (6∞) = 〈1, x, x2, y, x3〉
• L (7∞) = 〈1, x, x2, y, x3, xy〉
• De façon générale, pour m ≥ 3, une Q-base de L (m∞) est donné par :

Bm = {xi | i ∈ N et i ≤ m

2 } ∪ {x
jy | j ∈ N et j ≤ m− 5

2 } (4.4)

Preuve.
Si m ≤ 2g − 2 = 2, la réponse est évidente.
Il est clair que Bm est libre et il reste à montrer que card(Bm) = dim (L (m∞)).
D’après le théorème de Riemann-Roch, on a dim (L (m∞)) = m− g + 1 si m ≥ 2g − 1.
Selon la parité de m, on a les deux cas suivants :
Cas 1 : supposons que m est pair et posons m = 2h. Ainsi on a

i ≤ m

2 = h et j ≤ 2h− 5
2 ⇔ j ≤ 2h− 5− 1

2 = h− 3 = h− g − 1.

On obtient alors Bm = {1, x, ..., xh} ∪
{
y, yx ..., yxh−g−1

}
d’où on a

card (Bm) = h+ 1 + (h− g − 1 + 1) = 2h+ 1− g = m+ 1− g = dim (L (m∞))
Cas 2 : supposons que m est impair et posons m = 2h+ 1. Ainsi on a

i ≤ m

2 ⇔ i ≤ 2h+ 1
2 ⇔ i ≤ h et j ≤ m− 5

2 ⇔ j ≤ 2h+ 1− 5
2 = h− g.

On obtient alors Bm = {1, x, ..., xh} ∪
{
y, yx ..., yxh−g

}
d’où on a

card (Bm) = h+ 1 + (h− g + 1) = m+ 1− g = dim (L (m∞))
Lemme 12. J(Q) ∼= Z/5Z = 〈[P −∞]〉 = {a [P −∞] , a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}}.

Preuve.(voir [20])
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4.1.3 Démonstration du théorème
a) Points quadratiques sur C

L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±
√
α5 + 20736

)
, α ∈ Q∗

}
.

Preuve :
Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 2. Notons R1, R2 les conjugués de Galois de R.
t = [R1 +R2 − 2∞] ∈ J(Q) ∼= Z/5Z , d’où

t = [R1 +R2 − 2∞] = aj(P ) = −aj(P̄ ), 0 ≤ a ≤ 4 (∗)

On remarque que R /∈
{
∞, P, P̄

}
.

Cas a = 0
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 − 2∞ (4.5)
donc F ∈ L (2∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x avec (a2 6= 0) sinon un des Ri devrait être égal
à ∞.
Aux points Ri, on a a1 + a2x = 0 donc x = −a1

a2
= α ∈ Q∗.

En remplaçant x par son expression dans (4.1), on a :

y2 = α5 + 20736 (4.6)
et par suite on a :

y = ±
√
α5 + 20736 (4.7)

On a ainsi une famille de points quadratiques donnée par

S =
{(
α,±
√
α5 + 20736

)
, α ∈ Q∗

}

Cas a = 1
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = j(P ) = −j(P̄ ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P̄ − 3∞ (4.8)
donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞), P̄ devrait être égal à∞ ; ce qui est absurde.
Cas a = 2
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 2j(P ) = −2j(P̄ ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + 2P̄ − 4∞ (4.9)
donc F ∈ L (4∞) et par suite F (x, y) = a1 +a2x+a3x

2 avec a3 6= 0 sinon un des Ri devrait
être égal à ∞. La fonction F est d’ordre 2 au point P̄ donc on doit avoir a1 = a2 = 0,
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donc F (x, y) = a3x
2 et on devrait avoir R1 = R2 = P, ce qui est absurde.

Cas a = 3
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 3j(P ) = −2j(P ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + 2P − 4∞ (4.10)
donc F ∈ L (4∞) et par suite F (x, y) = a1 + a2x + a3x

2 avec a3 6= 0 sinon un des Ri

devrait être égal à ∞. La fonction F est d’ordre 2 au point P donc a1 = a2 = 0, donc
F (x, y) = a3x

2 et on devrait avoir R1 = R2 = P̄ , ce qui est absurde.
Cas a = 4
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 4j(P ) = −j(P ).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P − 3∞ (4.11)
donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞) , P devrait être égal à ∞ ; ce qui est
absurde.
Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =
{(
α,±
√
α5 + 20736

)
, α ∈ Q∗

}
.

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est donné par A ∪ B avec

A =
{

(x,−144− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de E1(x) = x3 − α2x2 − 288α
}

B =
{

(x,−144− αx3)| α ∈ Q∗ et x racine de E2(x) = α2x3 − x2 + 288α
}

Preuve : Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 3. Notons R1, R2, R3 les conjugués de
Galois de R et travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] qui est un point de J(Q) =
{aj(P ), 0 ≤ a ≤ 4}, donc t = aj(P ) = −aj(P̄ ), 0 ≤ a ≤ 4.
On remarque que R /∈

{
∞, P, P̄

}
.

Cas a = 0
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 0. Il existe alors une fonction rationnelle F sur Q telle
que div(F ) = R1 + R2 + R3 − 3∞, donc F ∈ L (3∞) et comme L (3∞) = L (2∞), alors
un des Ri devrait être égal à ∞, ce qui est absurde.
Cas a = 1
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = j(P ) = −j(P̄ ). Il existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + P̄ − 4∞, donc F ∈ L (4∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 avec a3 6= 0 sinon un des Ri devrait être égal à ∞.
Au point P̄ on a F (P̄ ) = 0 donc a1 = 0 d’où F (x, y) = x(a2 + a3x). Aux points Ri on a
x(a2 + a3x) = 0, donc x ∈ Q et par conséquent les Ri devraient être de degré ≤ 2.
Cas a = 2
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 2j(P ) = −2j(P̄ ). Il existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + 2P̄ − 5∞, donc F ∈ L (5∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y avec a4 6= 0 sinon un des Ri devrait être égal à ∞.
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La fonction F est d’ordre 2 au point P̄ donc a1 − 144a4 = 0 et a2 = 0 d’où F (x, y) =
a4(y + 144) + a3x

2.
Aux points Ri on doit avoir a4(y + 144) + a3x

2 = 0, d’où y = −144− a3
a4
x2. On voit que y

est de la forme y = −144− αx2 avec α ∈ Q∗ sinon un des Ri devrait être égal à P̄ , et par
suite on a y2 = x5 + 20736 ⇔ (−144− αx2)2 = x5 + 20736 ⇔ x5 − α2x4 − 288αx2 = 0 ⇔
x2(x3 − α2x2 − 288α) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α ∈ Q∗, on obtient une famille de points cubiques donnée par

A =
{

(x,−144− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de E1(x) = x3 − α2x2 − 288α
}

Cas a = 3
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 3j(P ) = −3j(P̄ ). Il existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + 3P̄ − 6∞, donc F ∈ L (6∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y+ a5x
3 avec a5 6= 0 sinon un des Ri devrait être égal à ∞.

La fonction F est d’ordre 3 au point P̄ donc a1 − 144a4 = 0 et a2 = a3 = 0 d’où
F (x, y) = a4(y + 144) + a5x

3.
Aux points Ri on doit avoir a4(y + 144) + a5x

3 = 0, d’où y = −144− a5
a4
x3. On voit que y

est de la forme y = −144− αx3 avec α ∈ Q∗ sinon un des Ri devrait être égal à P̄ , et par
suite on a y2 = x5 + 20736 ⇔ (−144− αx3)2 = x5 + 20736 ⇔ α2x6 − x5 + 288αx3 = 0 ⇔
x3(α2x3 − x2 + 288α) = 0.
On doit avoir x3 6= 0 et α ∈ Q∗, on obtient une famille de points cubiques donnée par

B =
{

(x,−144− αx3)| α ∈ Q∗ et x racine de E2(x) = α2x3 − x2 + 288α
}

Cas a = 4
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 4j(P ) = −4j(P̄ ). Il existe alors une fonction ration-
nelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 + 4P̄ − 7∞, donc F ∈ L (7∞) et par suite
F = a1 +a2x+a3x

2 +a4y+a5x
3 +a6xy avec a6 6= 0 sinon un des Ri devrait être égal à∞.

La fonction F est d’ordre 4 au point P̄ donc a1−144a4 = 0, a2−144a6 = 0 et a3 = a5 = 0
d’où F (x, y) = a4(y + 144) + a6x(y + 144) et par suite un des Ri devrait être égal à P̄ , ce
qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est donné par A ∪ B.

4.2 Courbe C : y2 + y = x5

4.2.1 Introduction
Soit C une courbe algébrique lisse de genre g définie sur un corps de nombres K.

L’ensemble des points algébriques sur C définis sur K est noté C(K) et ⋃[K:Q]≤d C(K) est
l’ensemble des points algébriques sur C à coordonnées dans K de degrés au-plus d sur Q.
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 3 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y2 + y = x5 (4.12)
La courbe C est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d’après [9].
Notons P0 = (0, 0), P1 = (0,−1) et∞ le point à l’infini.
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Dans [9] Hindry et Silverman ont donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :
Proposition. Les points Q−rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {P0, P1, ∞} (4.13)

Nous étendons ce résultat en donnant une paramétrisation des points algébriques de degrés
au-plus 3 sur Q. Nos outils essentiels sont :

- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [9]),

- Le théorème d’Abel Jacobi, (voir [8])
- Des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théorème.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est couvert par S avec

S =


α,−1

2 ±
√
α5 + 1

4

 , α ∈ Q∗
 .

2. L’ensemble des points cubiques sur C est couvert par A ∪ B avec

A =
{

(x,−1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C1(x) = x3 − α2x2 − α
}
,

B =
{

(x, αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C2(x) = x3 − α2x2 − α
}
.

4.2.2 Résultats auxiliaires
Pour un diviseur D sur C, nous notons L (D) le Q− espace vectoriel des fonctions

rationnelles F sur C telles que F = 0 ou div (F ) ≥ −D ; l (D) désigne la Q−dimension de
L (D). On montre dans [4] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe à Z/5Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z
.

L’équation projective de la courbe C est :

C : Y 2Z3 + Y Z4 = X5 (4.14)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P ) la classe notée [P −∞] de P −∞, c’est
à dire que j est le plongement jacobien C −→ J(Q).
Désignons par C ′.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique C ′ définie sur Q et C.

Lemme 13. .
• div(x) = P0 + P1 − 2∞
• div(y) = 5P0 − 5∞
• div(y + 1) = 5P1 − 5∞
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Preuve. Calculons seulement div(y) et en procédant de la même manière, on trouve
les autres. On a div(y) = div

(
Y
Z

)
= (Y = 0).C − (Z = 0).C.

Pour Y = 0, on a X5 = 0 d’après (4.14) ; et avec Z = 1, on obtient donc le point
P0 = (0, 0, 1) avec multiplicité 5. D’où (Y = 0).C = 5P0. (i)
De même pour Z = 0, alors on a X5 = 0 d’après (4.14) ; et avec Y = 1, on a le point
∞ = (0, 1, 0) avec multiplicité 5 d’où (Z = 0).C = 5∞. (ii)
Les relations (i) et (ii) entraînent que div(y) = 5P0 − 5∞.

Conséquences du lemme 1
5j (P0) = 5j (P1) = 0 et j (P0) + j (P1) = 0

Lemme 14. .
• L (∞) = 〈1〉
• L (2∞) = 〈1, x〉 = L (3∞)
• L (4∞) = 〈1, x, x2〉
• L (5∞) = 〈1, x, x2, y〉
• L (6∞) = 〈1, x, x2, y, x3〉
• L (7∞) = 〈1, x, x2, y, x3, xy〉

Preuve. Résulte du lemme 1

Lemme 15. J(Q) ∼= Z/5Z = 〈[P0 −∞]〉 = {a [P0 −∞] , a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}}.

4.2.3 Démonstration du théorème
a) Points quadratiques sur C

L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S =


α,−1

2 ±
√
α5 + 1

4

 , α ∈ Q∗


Preuve : Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 2. Notons R1, R2 les conjugués de Galois
de R. Travaillons avec t = [R1 +R2 − 2∞] ∈ J(Q) ∼= Z/5Z , d’où

t = [R1 +R2 − 2∞] = aj(P0) = −aj(P1), 0 ≤ a ≤ 4 (∗)

On remarque que R /∈ {∞, P0, P1}.
Cas a = 0
La relation (∗) devient [R1 +R2 − 2∞] = 0.
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 − 2∞ (4.15)

donc F ∈ L (2∞), d’où F (x, y) = a1 + a2x, (a2 6= 0).
Aux points Ri, on a a1 + a2x = 0 donc x = −a1

a2
= α ∈ Q∗.

64



En remplaçant x par son expression dans (4.12), on a :

y2 + y = α5 ⇔
(
y + 1

2

)2
− 1

4 = α5 (4.16)

et par suite on a :

y = −1
2 ±

√
α5 + 1

4 (4.17)

On a ainsi une famille de points quadratiques

S =


α,−1

2 ±
√
α5 + 1

4

 , α ∈ Q∗


Cas a = 1
La relation (∗) donne [R1 +R2 − 2∞] = j(P0) = −j(P1).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P1 − 3∞ (4.18)

donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞), P1 devrait être égal à∞ ; ce qui est absurde.

Cas a = 2
La relation (∗) donne [R1 +R2 − 2∞] = 2j(P0) = −2j(P1).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + 2P1 − 4∞ (4.19)

donc F ∈ L (4∞) et par suite F (x, y) = a1 +a2x+a3x
2, (a3 6= 0) et comme ordP1(F ) = 2,

on doit avoir a1 = a2 = 0, donc F (x, y) = a3x
2 et on devrait avoir R1 = R2 = P0 , ce qui

est absurde.

Cas a = 3
La relation (∗) donne [R1 +R2 − 2∞] = 3j(P0) = −2j(P0).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + 2P0 − 4∞ (4.20)

donc F ∈ L (4∞) et par suite F (x, y) = a1 +a2x+a3x
2, (a2 6= 0) et comme ordP0(F ) = 2,

on doit avoir a1 = a2 = 0,donc F (x, y) = a3x
2 et on devrait avoir R1 = R2 = P1 , ce qui

est absurde.

Cas a = 4
La relation (∗) donne [R1 +R2 − 2∞] = 4j(P0) = −j(P0).
Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + P0 − 3∞ (4.21)
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donc F ∈ L (3∞) et comme L (2∞) = L (3∞), P0 devrait être égal à∞ ; ce qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est :

S =


α,−1

2 ±
√
α5 + 1

4

 , α ∈ Q∗
 .

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est couvert par A ∪ B avec

A =
{

(x,−1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C1(x) = x3 − α2x2 − α
}
,

B =
{

(x, αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C2(x) = x3 − α2x2 − α
}
.

Preuve : Soit R ∈ C(Q) avec [Q (R) : Q] = 3. Notons R1, R2, R3 les conjugués de
Galois de R et travaillons avec t = [R1 +R2 +R3 − 3∞] qui est un point de J(Q) =
{aj(P0), 0 ≤ a ≤ 4}, donc t = aj(P0) = −aj(P1), 0 ≤ a ≤ 4.
On remarque que R /∈ {∞, P0, P1}.
Cas a = 0
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 0. Il existe alors une fonction rationnelle F sur Q telle
que div(F ) = R1 + R2 + R3 − 3∞, donc F ∈ L (3∞) et comme L (3∞) = L (2∞), alors
un des Ri devrait être égal à ∞, ce qui est absurde.

Cas a = 1
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = j(P0) = −j(P1). Il existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F ) = R1 + R2 + R3 + P1 − 4∞, donc F ∈ L (4∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2, (a3 6= 0).
Au point P1, on a F (P1) = 0 donc a1 = 0 d’où F (x, y) = x(a2 + a3x).
Aux points Ri, on a x(a2 + a3x) = 0, donc x ∈ Q et par conséquent les Ri devraient être
de degré ≤ 2.

Cas a = 2
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 2j(P0) = −2j(P1). Il existe alors une fonction ration-
nelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 + 2P1− 5∞, donc F ∈ L (5∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2 + a4y, (a4 6= 0).
La fonction F est d’ ordre 2 en P1 donc a1−a4 = 0 et a2 = 0, d’où F (x, y) = a4(y+1)+a3x

2.
Aux points Ri, on doit avoir a4(y+1)+a3x

2 = 0, d’où y = −1− a3
a4
x2. On voit que y est de la

forme y = −1−αx2 avec α ∈ Q∗, et par suite on a y(y+1) = x5⇔ (−1− αx2) (−αx2) = x5

⇔ x2(x3 − α2x2 − α) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α ∈ Q∗, on obtient une famille de points cubiques

A =
{

(x,−1− αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C1(x) = x3 − α2x2 − α
}

Cas a = 3
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 3j(P0) = −2j(P0). Il existe alors une fonction ration-
nelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 + 2P0− 5∞, donc F ∈ L (5∞) et par suite
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F (x, y) = a1 + a2x+ a3x
2 + a4y, (a4 6= 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P0 donc a1 = 0 et a2 = 0, d’où F (x, y) = a3x
2 + a4y.

Aux points Ri, on doit avoir a3x
2 + a4y = 0, d’où y = −a3

a4
x2. On voit que y est de la

forme y = αx2 avec α ∈ Q∗, et par suite on a y2 + y = x5 ⇔ (αx2)2 + αx2 = x5 ⇔
x2(x3 − α2x2 − α) = 0.
On doit avoir x2 6= 0 et α ∈ Q∗, on obtient ainsi une famille de points cubiques

B =
{

(x, αx2)| α ∈ Q∗ et x racine de C2(x) = x3 − α2x2 − α
}

Cas a = 4
Donc on a [R1 +R2 +R3 − 3∞] = 4j(P0) = −j(P0). Il existe alors une fonction ration-
nelle F sur Q telle que div(F ) = R1 +R2 +R3 + P0 − 4∞, donc F ∈ L (4∞) et par suite
F (x, y) = a1 + a2x+ a3x

2, a3 6= 0.
Au point P0, on a F (P0) = 0 donc a1 = 0 d’où F (x, y) = x(a2 + a3x).
Aux points Ri, on a x(a2 + a3x) = 0, donc x ∈ Q et par conséquent les Ri devraient être
de degré ≤ 2.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est donné par A ∪ B.

4.3 Courbe C : y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3)

4.3.1 Introduction
Étant donnée C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K,

on note C(K) l’ensemble des points de C à coordonnées dans K, et
⋃

[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble

des points de C à coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q.
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Notre travail va consister en la détermination de manière explicite les points algébriques
de degré quelconque sur la courbe C d’équation affine :

y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) (4.22)

Il semble qu’une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil J(Q)
des points rationnels sur Q de la jacobienne de C soit fini.
La courbe C est de genre g = 2 d’après [18]). Notons Q0 = (0, 0) et ∞ le point à l’infini.
Posons Q1 = (i, 0) , Q̄1 = (−i, 0) , Q2 =

(√
−3, 0

)
, Q̄2 =

(
−
√
−3, 0

)
, D0 = Q1 + Q̄1 .

Dans [18] Siksek a donné une description des points rationnels de C. Cette description
s’énonce comme suit :

Proposition 9. (Siksek) Les points Q-rationnels de la courbe C sont donnés par :

C(Q) = {Q0,∞} (4.23)

Nous étendons ce résultat en donnant une description explicite des points algébriques
de degré quelconque sur Q sur la courbe C.
Nos outils fondamentaux sont :
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- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [18]),

- Le théorème d’Abel Jacobi, (voir [8]),
- Des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre principal résultat s’énonce comme suit :

Théorème 68. L’ensemble des points algébriques de degré au plus d quelconque sur Q
sur la courbe C est donné par⋃

[K:Q]≤d

C(K) = H0 ∪H1 ∪H2 ∪H3 où

H0 =



x,−
∑
r≤ k

2

arx
r

∑
s≤ k−5

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q et x racine de l’équation (E0)

 ,

H1 =



x,−
∑

r≤ k+2
2

arx
r

∑
s≤ k−3

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q satisfaisant

∑
r≤ k+2

2
ar(i)r = 0 ,

∑
r≤ k+2

2
ar(−i)r = 0

et x racine de l’équation (E2)



,

H2 =



x,−
∑

1 ≤ r ≤ k+1
2

arx
r

∑
s≤ k−4

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q satisfaisant a0 = 0,

et x racine de l’équation (E1)


,

H3 =



x,−
∑

1 ≤ r ≤ k+3
2

arx
r

∑
s≤ k−2

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q vérifiant a0 = 0,

∑
1 ≤ r ≤ k+3

2
ar(i)r = 0 ,

∑
1 ≤ r ≤ k+3

2
ar(−i)r = 0

et x racine de l’équation (E3)



.
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On désigne par (El) et (Et) les équations respectives suivantes :

(El) :

 ∑
r≤ k+l

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−5+l

2

bsx
s


2

,

(Et) :

 ∑
1 ≤ r ≤ k+t

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−5+t

2

bsx
s


2

.

4.3.2 Résultats auxiliaires
Pour un diviseur D sur C, nous notons L(D) le Q̄-espace vectoriel des fonctions ra-

tionnelles définies par

L(D) =
{
f ∈ Q̄(C)∗ | div (f) ≥ −D

}
∪ {0} (4.24)

l(D) désigne la Q̄-dimension de L(D).
La classe [Q−∞] de Q−∞ est notée j(Q) ; j étant le plongement jacobien C → J(Q).
Soient x et y les fonctions rationnelles sur C données par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z
.

L’équation projective de la courbe C est :

Y 2Z3 = X(X2 + Z2)(X2 + 3Z2) (4.25)

Nous désignerons parM· C le cycle d’intersection d’une courbe algébriqueM définie sur
Q et C.

Lemme 16.
• div(x) = 2Q0 − 2∞
• div(x2 + 1) = 2Q1 + 2Q̄1 − 4∞
• div(x2 + 3) = 2Q2 + 2Q̄2 − 4∞
• div(y) = Q0 +Q1 + Q̄1 +Q2 + Q̄2 − 5∞

Preuve. Il s’agit d’un calcul du type :

div(w − α) = (W − αZ = 0) · C − (Z = 0) · C (∗) ,

où w est une variable (en affine) qui correspond à W (en projectif) et α une constante.
On a :

C : y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3)
= x(x− i)(x+ i)(x−

√
−3)(x+

√
−3).
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Il résulte de (∗) que :
div(x) = (X = 0) · C − (Z = 0) · C ,

pour w = x et α = 0 dans (∗).
Pour (X = 0) · C, on a :

X = 0

Y 2Z3 = X(X2 + Z2)(X2 + 3Z2)
⇒


X = 0

Y 2Z3 = 0

⇒


X = 0,

Y 2 = 0 ou Z3 = 0.
D’où Y = 0 avec ordre de multiplicité 2 ou Z = 0 avec ordre de multiplicité 3. Ainsi,
les points d’intersection de la courbe d’équation X = 0 et C sont de la forme (0, 0, Z) =
Z(0, 0, 1) ou (0, Y, 0) = Y (0, 1, 0).
On trouve ainsi les points Q0 = (0, 0, 1) avec ordre de multiplicité 2 pour Z = 1 et
∞ = (0, 1, 0) avec ordre de multiplicité 3 pour Y = 1.
Pour (Z = 0) · C, on a :

Z = 0

Y 2Z3 = X(X2 + Z2)(X2 + 3Z2)
⇒


Z = 0,

X5 = 0.
D’où X = 0 avec ordre de multiplicité 5 et les points d’intersection de la courbe d’équation
Z = 0 et C sont de la forme (0, Y, 0) = Y (0, 1, 0).
On trouve ainsi le point ∞ = (0, 1, 0) avec ordre de multiplicité 5 pour Y = 1. Ainsi,
div(x) = 2Q0 + 3∞− 5∞.
On conclut que

div(x) = 2Q0 − 2∞.
De la même manière que (i) on détermine les diviseurs suivants :

div(x− i) , div(x+ i) , div(x−
√
−3) , div(x+

√
−3) , div(y).

div(x− i) = 2Q1 − 2∞,

div(x+ i) = 2Q̄1 − 2∞.
D’où

div(x2 + 1) = div(x− i) + div(x+ i)
= 2Q1 + 2Q̄1 − 4∞.

div(x2 + 3) = div(x−
√
−3) + div(x+

√
−3)

= 2Q2 − 2∞+ 2Q̄2 − 2∞
= 2Q2 + 2Q̄2 − 4∞.

div(y) = Q0 +Q1 + Q̄1 +Q2 + Q̄2 − 5∞.

Conséquence du lemme 13 : 2j (Q0) = 0 et 2j (D0) = 2j
(
Q2 + Q̄2

)
= 0.
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Lemme 17.
• L(∞) = 〈 1 〉,
• L(2∞) = 〈 1, x 〉 = L(3∞),
• L(4∞) = 〈 1, x, x2 〉,
• L(5∞) = 〈 1, x, x2, y〉,
• L(6∞) = 〈 1, x, x2, y, x3〉,
• L(7∞) = 〈 1, x, x2, y, x3, xy〉.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 16 et du fait que d’après le théorème de
Riemann-Rock on a l(m∞) = m− 1 dès que m ≥ 3.

Lemme 18.
Une Q-base de L(m∞) est donnée par :

Bm =
{
xr : r ∈ N et r ≤ m

2

}
∪
{
xsy : s ∈ N et s ≤ m− 5

2

}
.

Preuve. (voir [16])

Lemme 19.
J(Q) ∼= (Z / 2Z)× (Z / 2Z) ∼= 〈 j(Q0) 〉 ⊕ 〈 j(D0) 〉 .

Preuve. (voir [18]).

4.3.3 Démonstration du théorème
Soit un point R ∈ C

(
Q̄
)
avec [Q(R) : Q] = k.

Les travaux de Siksek dans [18] nous permettent de supposer k ≥ 2. Notons R1, R2, ...., Rk

les points conjugués de Galois de R et travaillons avec

t = [R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞].

On a t ∈ J(Q) et le lemme 16 donne

t = mj(Q0) + nj(D0) , avec 0 ≤ m , n ≤ 1.

Ainsi, on obtient :

[R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞] = mj(Q0) + nj(D0) , 0 ≤ m , n ≤ 1. (4.26)

Notre démonstration se scinde en quatre cas suivants :

Cas : m = 0 et n = 0.
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La formule (4.26) devient

[R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞] = 0.

Le théorème d’Abel-Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que

div(f) = R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞.

Donc f ∈ L(k∞) et d’après le lemme 18, on a

f(x, y) =

∑
r≤ k

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−5

2

bsx
s

 .
Aux points Ri , on a ∑

r≤ k
2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−5

2

bsx
s

 = 0 ; donc

y = −

∑
r≤ k

2

arx
r


 ∑

s≤ k−5
2

bsx
s


; et par suite,

la relation y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) donne l’équation

(E0) :

∑
r≤ k

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−5

2

bsx
s


2

.

On trouve ainsi une famille de points donnée par :

H0 =



x,−
∑
r≤ k

2

arx
r

∑
s≤ k−5

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q et x racine de l’équation (E0)

 .
Cas : m = 0 et n = 1.

La formule (4.26) devient

[R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞] = j(D0) = −j(D0);

d’où
[R1 +R2 + · · ·+Rk +Q1 +Q1 − (k + 2)∞] = 0.
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Le théorème d’Abel-Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que

div(f) = R1 +R2 + · · ·+Rk +Q1 +Q1 − (k + 2)∞.

Donc f ∈ L((k + 2)∞) et d’après le lemme 18, on a

f(x, y) =

 ∑
r≤ k+2

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−3

2

bsx
s

 .
La fonction f est d’ordre 1 aux points Q1, Q1 ; donc on doit avoir∑

r≤ k+2
2

ar(i)r = 0 et
∑

r≤ k+2
2

ar(−i)r = 0.

Aux points Ri , on a  ∑
r≤ k+2

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−3

2

bsx
s

 = 0 ; d’où

y = −

 ∑
r≤ k+2

2

arx
r


 ∑

s≤ k−3
2

bsx
s


; et par suite,

la relation y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) donne l’équation

(E2) :

 ∑
r≤ k+2

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−3

2

bsx
s


2

.

On trouve ainsi une famille de points donnée par :

H1 =



x,−
∑

r≤ k+2
2

arx
r

∑
s≤ k−3

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q satisfaisant

∑
r≤ k+2

2
ar(i)r = 0 ,

∑
r≤ k+2

2
ar(−i)r = 0

et x racine de l’équation (E2)



.

Cas : m = 1 et n = 0.
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La formule (4.26) devient

[R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞] = j(Q0) = −j(Q0);

d’où
[R1 +R2 + · · ·+Rk +Q0 − (k + 1)∞] = 0.

Le théorème d’Abel-Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que

div(f) = R1 +R2 + · · ·+Rk +Q0 − (k + 1)∞.
Donc f ∈ L((k + 1)∞) et d’après le lemme 15, on a

f(x, y) =

 ∑
r≤ k+1

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−4

2

bsx
s

 .
La fonction f est d’ordre 1 au point Q0 ; donc on doit avoir a0 = 0.
Ainsi, on obtient :

f(x, y) =

 ∑
1 ≤ r ≤ k+1

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−4

2

bsx
s

 .
Aux points Ri , on a  ∑

1 ≤ r ≤ k+1
2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−4

2

bsx
s

 = 0 ; donc

y = −

 ∑
1 ≤ r ≤ k+1

2

arx
r


 ∑

s≤ k−4
2

bsx
s


; et par suite,

la relation y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) donne l’équation

(E1) :

 ∑
1 ≤ r ≤ k+1

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−4

2

bsx
s


2

.

On trouve ainsi une famille de points donnée par :

H2 =



x,−
∑

1 ≤ r ≤ k+1
2

arx
r

∑
s≤ k−4

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q satisfaisant a0 = 0,

et x racine de l’équation (E1)


.
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Cas : m = 1 et n = 1.

La formule (4.26) devient

[R1 +R2 + · · ·+Rk − k∞] = j(Q0) + j(D0) = −j(Q0)− j(D0);

d’où
[R1 +R2 + · · ·+Rk +Q0 +Q1 +Q1 − (k + 3)∞] = 0.

Le théorème d’Abel-Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que

div(f) = R1 +R2 + · · ·+Rk +Q0 +Q1 +Q1 − (k + 3)∞.

D’où f ∈ L((k + 3)∞) et d’après le lemme 18, on a

f(x, y) =

 ∑
r≤ k+3

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−2

2

bsx
s

 .
La fonction f est d’ordre 1 aux points Q0 , Q1 et Q1 ; donc on doit avoir

a0 = 0 ,
∑

1 ≤ r ≤ k+3
2

ar(i)r = 0 et
∑

1 ≤ r ≤ k+3
2

ar(−i)r = 0.

Ainsi, on obtient :

f(x, y) =

 ∑
1 ≤ r ≤ k+3

2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−2

2

bsx
s

 .
Aux points Ri , on a  ∑

1 ≤ r ≤ k+3
2

arx
r

+ y

 ∑
s≤ k−2

2

bsx
s

 = 0 ; donc

y = −

 ∑
1 ≤ r ≤ k+3

2

arx
r


 ∑

s≤ k−2
2

bsx
s


; et par suite,

la relation y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) donne l’équation

(E3) :

 ∑
1 ≤ r ≤ k+3

2

arx
r


2

= x(x2 + 1)(x2 + 3)

 ∑
s≤ k−2

2

bsx
s


2

.
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On trouve ainsi une famille de points donnée par :

H3 =



x,−
∑

1 ≤ r ≤ k+3
2

arx
r

∑
s≤ k−2

2

bsx
s

 | ar, bs ∈ Q vérifiant a0 = 0,

∑
1 ≤ r ≤ k+3

2
ar(i)r = 0 ,

∑
1 ≤ r ≤ k+3

2
ar(−i)r = 0

et x racine de l’équation (E3)



.

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus d quelconque sur Q
sur la courbe C est donné par :⋃

[K:Q]≤d

C(K) = H0 ∪H1 ∪H2 ∪H3.

4.4 Courbe C : y2 = 3(x5 − 1)

4.4.1 Introduction
Etant donnée une courbe algébrique C définie sur un corps de nombres K, on note

C(K) l’ensemble des points sur C rationnels sur K, et
⋃

[K:Q]≤d

C(K) l’ensemble des points

algébriques de degré au-plus d sur Q sur la courbe C. Le degré d’un point algébrique R
est le degré de son corps de définition sur Q; en d’autres termes deg(R) = [Q(R) : Q].
Notre travail va consister en l’étude de quelques cas particuliers, où l’on peut déterminer
explicitement les points algébriques de degré quelconque sur la courbe C d’équation affine

y2 = 3(x5 − 1) (4.27)

Il semble qu’une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil que
nous notons J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne J de C soit fini. Notons
P = (1, 0) et ∞ le point à l’infini. Dans [19] Siksek a donné une description des points
rationnels sur Q sur cette courbe. Cette description s’énnonce comme suit :
Proposition. Les points Q−rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {∞, P} (4.28)

Nous étendons ce résultat, en donnant une description explicite des points algébriques de
degré quelconque sur Q sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :

- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne de C
(voir [19]),

- Le théorème d’Abel Jacobi (voir [8]),
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- Des systèmes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théorème. L’ensemble des points algébriques de degré au-plus d sur Q sur la courbe

C est donné par : ⋃
[K:Q]≤d

C(K) = F0 ∪ F1

avec

F0 =



x,−
∑
i≤n

2

aix
i

∑
j≤n−5

2

bjx
j

 | ai, bj ∈ Q et x racine de l′équation (E0)



F1 =



x,−
∑

i≤n+1
2

aix
i

∑
j≤n−4

2

bjx
j

 | ai, bj ∈ Q vérifiant ∑i≤n+1
2
ai = 0 et x racine de l′équation (E1)


où :

(E0) :

∑
i≤ l

2

aix
i


2

= 3

 ∑
j≤n−5

2

bjx
j


2

(x5 − 1) ;

(E1) :

 ∑
i≤n+1

2

aix
i


2

= 3

 ∑
j≤n−4

2

bjx
j


2

(x5 − 1)

4.4.2 Résultats auxiliaires
Pour un diviseur D sur C, nous notons L (D) le Q̄− espace vectoriel des fonctions

rationnelles F sur C telles que F = 0 ou div (F ) ≥ −D ; l (D) désigne la Q̄−dimension de
L (D). On montre dans [19] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe à Z/2Z et C est une courbe hyperelliptique de genre g = 2.
Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

x(X, Y, Z) = X

Z
et y(X, Y, Z) = Y

Z
L’ équation projective de la courbe C est :

C : Y 2Z3 = 3(X5 − Z5) (4.29)

On désigne par j(P ) la classe notée [P −∞] de P−∞, c’est- à- dire que j est le plongement
jacobien C −→ J(Q).
Notons η1 = ei Π

2 et posons Ak = (0,
√

3η2k+1
1 ) pour k ∈ {0, 1}.

Notons η2 = ei Π
5 et posons Bk = (η2k

2 , 0) pour k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Désignons par D.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique D définie sur Q et C.
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Lemme 20.
• div(x− 1) = 2P − 2∞
• div(y) = B0 +B1 +B2 +B3 +B4 − 5∞
• div(x) = A0 + A1 − 2∞

Preuve. Il s’agit d’un simple calcul du type

div(x− a) = (X − aZ = 0).C − (Z = 0).C. (4.30)

Par exemple div(x− 1) = (X − Z = 0).C − (Z = 0).C.
On a (X − Z = 0).C = 2P + 3∞ et (Z = 0).C = 5∞, d’où div(x− 1) = 2P − 2∞

Lemme 21.
• L (∞) = 〈1〉
• L (2∞) = 〈1, x〉 = L (3∞)
• L (4∞) = 〈1, x, x2〉
• L (5∞) = 〈1, x, x2, y〉
• L (6∞) = 〈1, x, x2, y, x3〉

Preuve. Résulte du lemme 20 et du fait que d’après le théorème de Riemann-Roch on
a l(m∞) = m− 1 dès que m ≥ 3.

Lemme 22. .
Une Q-base de L (m∞) est donné par :

Bm =
{
xi | i ∈ N et i ≤ m

2

}
∪
{
xjy | j ∈ N et j ≤ m− 5

2

}
Preuve. (Voir [16]).

Lemme 23. J(Q) ∼= Z/2Z = 〈[P −∞]〉 = {a [P −∞] , a ∈ {0, 1}}.

Preuve. (Voir [19]).

4.4.3 Démonstration du théorème
Soit R ∈ C(Q̄), avec [Q[R] : Q] = n. Les travaux de Siksek dans [19] nous permettent

de supposer que n ≥ 2. Notons R1, R2, . . . , Rn les conjugués de Galois de R.
On sait que [R1 +R2 + · · ·+Rn − n∞] ∈ J(Q), d’où d’après le lemme 23,
[R1 +R2 + · · ·+Rn − n∞] = a [P −∞] , 0 ≤ a ≤ 1 (∗)
Selon les valeurs de a ∈ {0, 1}, on a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (∗) devient

[R1 +R2 + · · ·+Rn − n∞] = 0
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Le théorème d’Abel Jacobi entraine l’existence d’une fonction rationnelle F sur Q telle
que

div(F ) = R1 +R2 + · · ·+Rn − n∞ (4.31)

donc F ∈ L(n∞), et d’après le lemme 22 on a

F (x, y) =
∑

i≤n
2

aix
i

+

y ∑
j≤n−5

2

bjx
j

 (4.32)

Aux points Ri on doit avoir
∑

i≤n
2

aix
i

+

y ∑
j≤n−5

2

bjx
j

 = 0 (4.33)

d’où y = −

∑
i≤n

2

aix
i

∑
j≤n−5

2

bjx
j et par suite la relation y2 = 3(x5 − 1) donne l’équation

(E0) :
∑

i≤n
2

aix
i

2

= 3

 ∑
j≤n−5

2

bjx
j


2

(x5 − 1)

On trouve ainsi une famille de points

F0 =



x,−
∑
i≤n

2

aix
i

∑
j≤n−5

2

bjx
j

 | ai, bj ∈ Q et x racine de l′équation (E0)


Deuxième cas : a = 1
La relation (∗) s’écrit [R1 +R2 + · · ·+Rn − n∞] = [P −∞] = − [P −∞] .
Il existe alors une fonction F telle que

div(F ) = R1 +R2 + · · ·+Rn + P − (n+ 1)∞ (4.34)

donc F ∈ L((n+ 1)∞), et d’après le lemme 22, on a

F (x, y) =

 ∑
i≤n+1

2

aix
i

+

y ∑
j≤n−4

2

bjx
j

 (4.35)

On a F (P ) = 0 donne la relation ∑
i≤n+1

2

ai = 0
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.
Aux points Ri on doit avoir ∑

i≤n+1
2

aix
i

+

y ∑
j≤n−4

2

bjx
j

 = 0 (4.36)

d’où

y = −

∑
i≤n+1

2

aix
i

∑
j≤n−4

2

bjx
j

(4.37)

et par suite la relation y2 = 3(x5 − 1) donne l’équation

(E1) :

 ∑
i≤n+1

2

aix
i


2

= 3

 ∑
j≤n−4

2

bjx
j


2

(x5 − 1)

On trouve ainsi une famille de points

F1 =



x,−
∑

i≤n+1
2

aix
i

∑
j≤n−4

2

bjx
j

 | ai, bj ∈ Q vérifiant
∑

i≤n+1
2

ai = 0 et x racine de l′équation (E1)


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Conclusion

Dans cette thèse, les résultats obtenus portent particulièrement sur la détermination
explicite des points algébriques de petits degrés sur Q sur chacune des courbes d’équations
affines y2 = x5 + 20736 et y2 + y = x5, et des points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur les courbes d’équations affines : y2 = 4x5 + 1 ; y2 = x5 − 243 et y2 = 3x(x4 + 3).
On a aussi donné une paramétrisation des points algébriques de degré quelconque sur Q
sur les courbes d’équations affines y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) et y2 = 3(x5 − 1).
En s’inspirant d’abord des travaux de Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak dans
[1] qui ont déterminé l’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe d’équation affine
y2 = 4x5 +1, et des travaux de Mulholland dans [13] qui a déterminé l’ensemble des points
Q-rationnels sur la courbe d’équation affine y2 = x5 − 243, mais aussi des travaux de
Bruin dans [2] qui a déterminé l’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe d’équation
affine y2 = 3x(x4 + 3), on a déterminé de manière explicite les points algébriques de degré
au-plus 5 sur Q sur les courbes étudiées au chapitre 3.
Les travaux de Siksek et Stoll dans [20] qui ont décrit l’ensemble des points Q-rationnels
sur la courbe d’équation affine y2 = x5 + 20736, et ceux de Hindry et Silverman dans
[9] qui ont donné une description des points Q-rationnels sur la courbe d’équation affine
y2 + y = x5, mais aussi ceux de Siksek dans [18] et dans [19] qui a donné respectivement
l’ensemble des points Q-rationnels sur les courbes d’équations affines y2 = x(x2+1)(x2+3)
et y2 = 3(x5 − 1) ont été étendus et généralisées dans cette thèse.
En effet, au chapitre 4 on a donné une paramétrisation des points algébriques sur certaines
courbes algébriques. Concernant chacune des courbes y2 = x5 + 20736 et y2 + y = x5

on a déterminé l’ensemble des points algébriques de degrés au-plus 3. On a aussi dé-
terminé l’ensemble des points algébriques de degré quelconque sur chacune des courbes
y2 = x(x2 + 1)(x2 + 3) et y2 = 3(x5 − 1).
Notre contribution donnée dans cette thèse consiste en la détermination de manière ex-
plicite de l’ensemble des points algébriques de petits degrés, ensuite de degrés au-plus 5
et enfin de degré quelconque sur Q sur certaines courbes algébriques. Malgré les résultats
obtenus dans cette thèse, le champ de recherche reste encore très vaste. En effet :
- Toutes les courbes étudiées sont des courbes dont le Groupe de Mordell-Weil est fini.
Cependant le problème reste ouvert pour les courbes dont le Groupe de Mordell-Weil n’est
pas fini.
- Tous les résultats obtenus dans le cadre de la détermination des points algébriques de
degré au-plus d sur les courbes étudiées, ne concernent que des degrés sur Q.
Le problème reste ouvert pour des points de degrés sur un corps de nombre K (K 6= Q).
- La détermination de l’ensemble des points algébriques de degré fixés est donnés de ma-
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nière explicite pour de petits degrés. Dans cette thèse, pour de degrés ≥ 3, les courbes
obtenues concernent les points de degrés au-plus d.
Le problème reste ouvert pour les ensembles des points algébriques de degrés exactement
d.
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