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Points algébriques sur certaines
courbes planes lisses

Résumé :
Notre these porte essentiellement sur la détermination des points algébriques sur certaines
courbes planes lisses.
Tous nos travaux sont dans le cadre ou la finitude du groupe de Mordell-Weil des points
rationnels de la jacobienne est une condition indispensable.
La détermination de I’ensemble des points algébriques de degré donné est un probléme qui
intéresse certains mathématiciens dont : Booker et al, Siksek, Stoll, Hindry et Silveman.
En s’inspirant des travaux de ces mathématiciens, on a pu compléter et méme parfois
étendre les résultats qu’ils ont obtenus.
Les méthodes algébriques et géométriques mises en ceuvre, ont permis de déterminer de
maniere explicite :
- 'ensemble des points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q sur les d’équations courbes
affines respectives y? = 4a° + 1, y* = 2° — 243 et y* = 3z(z* + 3),
- 'ensemble des points algébriques de petits degrés sur Q sur les courbes d’équations af-
fines respectives y? = 2° + 20736 et y?> + y = 2°,
- 'ensemble des points algébriques de degré quelconque sur Q sur les courbes d’équations
affines respectives y? = z(z% + 1)(2? + 3) et y* = 3(z® — 1).

Mots-clés : Groupe de Mordell-Weil, jacobienne d’'une courbe, conjugués de Galois,
points algébriques.
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Introduction

La géométrie algébrique s’intéresse a ’étude des ensembles définis par I’annulation d’un
ou plusieurs polynomes. De tels ensembles sont appelés ensembles algébriques.
Parmi les chefs de file de cette branche des mathématiques, on peut citer d’abord Descartes
qui a inauguré I'étude des courbes algébriques par les méthodes de la géométrie analy-
tique. Ensuite apres les années 1930, certains mathématiciens comme Weil, Zariski ont
participé largement au développement de la géométrie algébrique et d’autres algébristes
comme Jean-Pierre Serre, Pierre Samuel 'ont considérablement impulsée.
Dans cette these, I’étude portera sur un cas particulier de variétés algébriques : les variétés
affines et les variétés projectives.
Etant donnée C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K, on
note C(K) I'ensemble des points de C a coordonnées dans K, et | ) C(K) Iensemble

K:Q]<d

des points de C a coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q. e
Nos principaux résultats concernent la détermination des points algébriques de degrés
donnés d sur certaines courbes algébriques.
Le degré d'un point algébrique est le degré de son corps de définition sur Q.
C’est dans ce cadre qu’on a pu compléter ou étendre les travaux de certains mathéma-
ticiens dont : Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak dans [1] qui ont déterminé
I’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe C d’équation affine y? = 4a° + 1, ensuite
ceux de Mulholland dans [13] qui a déterminé 1’ensemble des points Q-rationnels sur la
courbe C d’équation affine y? = x5 — 243 et aussi ceux de Bruin dans [2] qui a déterminé
'ensemble des points Q-rationnels sur la courbe C d’équation affine y? = 3z (2* + 3).
On a aussi étendu les travaux de Siksek et Stoll dans [20] qui ont donné I’ensemble des
points Q-rationnels sur la courbe d’équation affine y? = 2°420736 et des travaux de Siksek
dans [18] et dans [19] qui a donné respectivement ’ensemble des points Q-rationnels sur
les courbes d’équations affines y* = z(2? + 1)(2* + 3) et y* = 3(2° — 1), mais aussi des
travaux de Hindry et Silverman dans [9] qui ont décrit I’ensemble des points algébriques
de degré 1 sur Q sur la courbe d’équation affine y* + y = 2.
La these comprend quatre chapitres structurés de la maniere suivante :
Le chapitre 1 intitulé "notions préliminaires" rassemble quelques formules, définitions et
théoremes utiles, et introduit des notions classiques de géométrie algébrique que nous uti-
liserons dans la suite.
Au chapitre 2 intitulé "courbes elliptiques, courbes hyperelliptiques" on parlera de quelques
définitions et propriétés de base concernant ces deux types de courbes algébriques parti-
culieres.
Le chapitre 3 intitulé "points algébriques de degrés au plus 5 sur QQ sur certaines courbes",



comprend trois parties :

- La premiére partie concerne la courbe d’équation affine y? = 42 + 1.

Cette partie étend les résultats obtenus par Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak
qui avaient décrit dans [1] ensemble des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe
étudiée.

Notre résultat principal est donné par le théoreme suivant :

Théoreme :

L’ensemble des points algébriques de degré au plus 5 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y? = 42° + 1 est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par
S= {(a,ix/@) , a € Q*}
2. L’ensemble des points cubiques sur C donné par
C' = {(x, +1 — ax?)| a € Q* et z racine de Cs(x) = 42 — o*x* £ 2&2}
3. L’ensemble des points quartiques sur C donné par Co U C; UCy U C3 U Cy avec
Co = {(x,:l:\/W) l2€Q, [Q(z):Q] = 2}
(x,—1 —az(x+ 5)) | a, f € Q* et x racine de
{ Bi(z) = 42" — %23 — 20262 — (2a + o?8%)z — 203 }
(z,—1—az*(x+f)) | o, € Q* et x racine de
@ { By(z) = o®a* + (2028 — 4)23 + o2 B%2? + 2ax + 203 }
(z,1—az?*(z+B)) | a, B € Q* et x racine de
{ Bs(z) = o?z* + (2028 — 4)23 + o?f%2? — 2ax — 203 }

(,1 —ax(x+B)) | o, f € Q" et x racine de
Cy =
By(z) = 42" — o®2® — 202 B2? + (2a + o*5%)x + 203

4. L’ensemble des points quintiques sur C donné par Dy U DU Dy U D3U Dy avec

(x,a+ Xx(x+p) | a,p, A € QF et x racine de
Dy =
Folz) = 42° — (a + dx(z + p)* + 1

(r,—1 —ax(z®+ Bx +7)) | o, 8,7 € Q* et x racine de
Dl ==
Fi(z) = o2z (a2 + Bz + )" — 42t + 2a (2% + Bz +7)



<$,1— a x2> | a, 3 € Q et z racine € Q de
Dy — x+p

Fa(r) = 42°(x + B)* — oa*(z +7)* — 2a(z +7)(z + )

([B,l I :172(:76+7)> | a, B,7 € QF et x racine de
Dy — x4+

F3(z) = 423(x + B)? — ?2%(x +7)% + 2a(z +7)(z + )

(r,1 —ax(x® 4+ Bz +7)) | a, 8,7 € Q* et x racine de
D, =
Fu(x) = o2z (2% + Bz +7)° — 42* — 20 (2% + Bz + 7)

Ce résultat est publié dans SCIREA Journal of Mathematics.

- La deuxiéme partie traite la courbe d’équation affine y? = 2° — 243.

Dans cette partie nous étendons les travaux de Mulholland qui avait donné dans [13] une
description des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe étudiée.

Notre résultat principal est donné par le théoréeme suivant :

Théoréeme :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 5 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y? = 2% — 243 est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par
S= {(a,:l:\/c»z5 — 243) , o € @}

2. L’ensemble des points cubiques sur C qui est vide.

3. L’ensemble des points quartiques sur C donné par C; U Cy avec

C = {(:L’,i\/a5 — 243) |z €Q, [Qx): Q] = 2}

(@, (x = 3) (M + A2 +3))) [ A1, A2 € Q et 2 racine de
Cy =
A(z) = 2" 4+ 32% + 922 + 272 + 81 — (2 — 3) (A + \o(z + 3))?

4. L’ensemble des points quintiques sur C donné par A; U A; avec

(7, a1 + asx + azx?) | ay, s, as € Q* et x racine de
A =

B(x) = 2° — a2zt — 2apa323 — (a2 + 20100) 7% — 2000 — (0 + 243)

(z, (x — 3) [n1 + na(x + 3) + nz(x® + 3z + 9)]) | n1,n9, n3 € Q* et z racine de
Ay =
C(z) = (z — 3) (ng + no(x + 3) + n3(2? 4 3z 4 9))* — (2* + 323 + 922 + 27z + 81)



Ce résultat est publié Asian Research Journal of Mathematics.

- Dans la troisieme partie, nous déterminons de maniere explicite 'ensemble algébriques
de degrés au-plus 5 sur Q sur la courbe d’équation affine y? = 3z(2* + 3). Ce travail com-
plete et étend le résultat obtenu par Bruin qui avait décrit dans [2] I’ensemble des points
Q-rationnels sur cette méme courbe.

Le théoreme de notre résultat principal s’énonce suit :

Théoreme :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 5 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y? = 3x(x* + 3) est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

§={(o.%Bala’ +3), ac @’}

2. L’ensemble des points cubiques sur C qui est vide.

3. L’ensemble des points quartiques sur C donné par C; U Cy avec

C = {(w,:l:\/Soz(a‘1 +3) |z €Q, [Qx):Q] = 2}

Cy = {(m, r(AL + Xaz) | A, Ao € Q% 2 racine de F(z) = 3(x* +3) — 2 (A + )\2$)2}
4. L’ensemble des points quintiques sur C donné par A; U Ay avec

(z, 1 + oz + azz?) | oy, an, a3 € Q* et x racine de
A =
G(z) = (a1 + agz + azx?)? — 3z(z* + 3)

(x,m12 + nox?® + n3x®) | ny,no,ng € Q* et x racine de
Ay =
H(z) = z(ng + nox + nzz?)? — 3(a* + 3)

Ce résultat est publié dans International Journal Of Development Research.

Le chapitre 4 intitulé "paramétrisation des points algébriques sur certaines courbes'; est
divisé en quatre parties parties :

- Dans la premiére partie consacrée a la courbe d’équation affine 4> = 2° + 20736, nous
donnons une généralisation du résultat obtenu par Siksek et Stoll qui avaient décrit dans
[20] I'ensemble des points Q-rationnels sur la courbe étudiée.

Notre résultat principal est donné par le théoreme suivant :

Théoréme :

L’ensemble des points algébriques de degré au plus 3 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y? = 2% + 20736 est composé de :
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1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par
S ={(a,£Va> +20736), a € Q"}.
2. L’ensemble des points cubiques sur C donné par AU B avec

A= {(x, —144 — az?)| a € Q* et x racine de Ey(x) = 2° — o*2* — 288@}

B= {(x, —144 — az®)| a € Q* et x racine de Ey(x) = o’z® — 2* + 28804}

Ce résultat est publié dans EPH-International Journal of Mathematics and
Statistics.

- Dans la deuxieme partie aussi, nous étendons le résultat obtenu par Hindry et Silverman

qui avaient décrit dans [9] I'ensemble des points Q-rationnels sur la courbe d’équation

affine y? +y = 2°.

Le théoreme de notre résultat principal s’énonce comme suit :

Théoreme :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus 3 sur Q sur la courbe C d’équation
affine y? +y = 2° est composé de :

1. L’ensemble des points quadratiques sur C donné par

Sz{(a,—;iq/cﬁ’%—i),ae@*}.

2. L’ensemble des points cubiques sur C donné par AU B avec
A= {(x, —1 —a2?)| a € Q* et x racine de Cy(z) = 2° — o*2® — a},

B = {(93, azr®)| a € Q* et x racine de Cy(x) = 2° — a*z? — a} :

Ce résultat est soumis pour publication.

- Dans la troisieme partie, nous donnons une généralisation du résultat obtenu par Siksek
qui avait donné dans [18] I’ensemble des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe
d’équations affine d’équation affine y* = x(z? + 1)(2? 4 3) par le théoréme suivant :

Théoreme :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus d quelconque sur Q sur la courbe C
d’équation affine y* = z(z? + 1)(2? + 3) est donné par :

U C(K):HOUH1U%2UH3 ou

[K:Q]<d

11



Z a,x"
<k
Ho = x, —Tiébs | ar,bs € Q et x racine de I’équation (&)
T
S
Sgkgs
Z a,x”
r<it2 - oo
T, ———= = | | ar, by € Q satisfaisant
Z bx
s<i3?
Hy = ;
Erg% O,T<’i)r =0 ) Erﬁ% 0/7«<—?:)T =0
et « racine de 'équation (&)
Z a,x"
1< <kl e
| - | a.,bs € Q satisfaisant ag = 0,
Iy — Z bsx ’
et « racine de 'équation (E)
Z a,x"
1< r<kEs -
| . | a.,bs € Q vérifiant ag = 0,
Z bx
Hs =
2i<r <ki3 ar(t)" =0, X <, <kis ar(—i)" =0
et x racine de I"équation (FEs)

On désigne par (&) et (E;) les équations respectives suivantes :

2 2
E):| D aa"| =x@@+1)(@*+3)| > bt
r< bt s< k=54l
- 2 — 2
2 2
(Ey) Yoo aa| =@+ 1)@ +3) [ D bat
L<r<it sSEpH

12
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- Dans la quatrieme partie, nous étendons aussi le résultat obtenu par Siksek qui avait
donné dans [19] I’ensemble des points algébriques de degré 1 sur Q sur la courbe d’équa-
tions affine d’équation affine y* = 3(x® — 1) par le théoréme suivant :

Notre résultat principal est donné par le théoréeme suivant :

Théoreme :
L’ensemble des points algébriques de degré au plus d quelconque sur Q sur la courbe
d’équation affine y? = 3(x° — 1) est donné par :

U CK)=FUFR

[K:Ql<d
avec
Z CLZ{L‘i
Fo=1{|=, —Zgilbj | a;,b; € Q et x racine de 'équation (&)
L
i<zt
Z aixi
< ntl
Fi=11xz, _zgibj | a;,b; € Q vérifiant Yicntra; = 0 et x racine de l'équation (&)
i -
j<rgt
ou :
2 2
&) | D ax' | =3 > bl | (2°—1);
i<y j<nT?
2 2
E) | D ar| =3 D b | (2°—1)
i<nft j<nst

Ce résultat est publié dans International Journal of Mathematics and Statis-
tics Invention.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons les notions basiques jugées nécessaires dans la suite.
Des définitions et des résultats supposés classiques constitueront ces notions de bases.

1.1 Notions d’algebre commutative

1.1.1 Extensions de corps

On rappelle sans démonstrations quelques définitions et résultats de base sur les ex-
tensions de corps, qui serviront a de multiples reprises dans la suite.

Définition 1. Soient K et E deux corps.
On dit que E est une extension de K et I'on note K C F si K est un sous corps de E.

Soit @ € E'; on désigne par :
- K[a] le sous-anneau de E engendré par K U {a}, c’est-a-dire

Kla|={z € E| x = P(a),avec P € K[X]}.

- K () le sous-corps de E engendré par K U {a}, c’est-a-dire

K(a)={z€E|x= ggz;,avec P e K[X],Q € K[X],Q(a) £ 0}.

Définition 2. Une extension K C E est dite simple s'il existe o € E tel que E = K(«).

Exemple 1. (1) C est une extension de R et de Q.
(2) R est une extension de Q {\/5}
(3) Q {\/5} est une extension de Q.

(4) Le corps K(X) des fractions rationnelles a une indéterminée sur le corps K est une
extension de K.

(5) C est une extension simple de R car C = R(3).

14



(6) K(X) est une extension simple de K.

Définition 3. (équation polyndmiale)
On appelle équation polynomiale sur K toute équation de la forme P(z) = 0, avec P €
K[X]. Le degré de cette équation est le degré de P.

Définition 4. (corps de rupture)
Une extension K C E est appelée corps de rupture pour le polynéome P € K [X] si E
contient un zéro de P.

Exemple 2. R est un corps de rupture pour le polynome X3 — 2 sur Q.

Définition 5. (corps de décomposition)

Une extension K C E est un corps de décomposition sur K pour le polynéme P € K[X]
si, P peut étre scindé dans E[X] ie peut étre décomposé en produit de polynomes linéaires
dans E[X].

Exemple 3. C est un corps de décomposition sur R pour le polynome X2 + 2.

1.1.2 Points algébriques

Définition 6. (élément algébrique, élément transcendant)

Soient A un anneau commutatif et B une A-algebre.

On dit que b € B est algébrique sur A s'il existe un polynéme non nul P € A[X] tel que
P(b) = 0. Un élément non algébrique est appelé élément transcendant.

Exemple 4. Le corps Q des nombres z € C algébriques sur Q s’appelle corps des nombres
algébriques.

Définition 7. (cloture algébrique)

Soient K un corps et B une K-algebre integre.

L’ensemble des éléments de B qui sont algébriques sur K est un corps contenu dans B.
On l'appelle cloture algébrique de K dans B.

Définition 8. (extension algébrique)
On dit qu’une extension de corps K C L est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

Définition 9. (extension finie, degré d’une extension finie)

On dit qu'une extension de corps K C L est finie si L est un K-espace vectoriel de
dimension finie. On appelle degré de L sur K, et 'on note [L : K], la dimension de L en
tant que K-espace vectoriel.

Proposition 1. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Tout polynéme non constant de K|[X] est scindé dans K[X], c’est-a-dire qu’il se
décompose comme produit de polynomes de degré 1 de K[X],

(2) Tout polynoéme irréductible de K[X] est de degré 1, ie les éléments irréductibles de
K[X] sont les X —a,a € K,
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(3) Si une extension K C E est algébrique alors F = K|

(4) Tout polynéme non constant de K[X] admet au moins une racine dans K.

Définition 10. (corps algébriquement clos)
Un corps K satisfaisant une des conditions équivalentes de la proposition précédente est
dit algébriquement clos.

Exemple 5. Q et R ne sont pas algébriquement clos car X? + 2 n’a pas de racine dans
Q ou R.

Définition 11. (cloture algébrique) B B
Soit K un corps. Une cloture algébrique K de K est une extension algébrique K C K
telle que K est algébriquement clos.

Exemple 6. C est la cloture algébrique de R.

Définition 12. (polynome minimal)

Soient K un corps et B une K-algebre integre. Soit b € B un élément algébrique.
L’ensemble {P € K[X] | P(b) = 0} est un idéal premier de K[X]. Le polynéme minimal
de b en est 'unique générateur unitaire. On remarquera que le polynome minimal de b
est le polynéme unitaire P de plus petit degré tel que P(b) = 0; c’est aussi un polynome
irréductible.

1.1.3 Théorie de Galois des extensions finies

Toutes les extensions considérées dans la suite de ce paragraphe seront supposées finies.
Proposition 2. Soit K un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Chaque fois que E est un corps de rupture pour un polynome irréductible P € K|[X]|
sur K, il est un corps de décomposition pour P sur K,

(2) Chaque fois qu'un polynéme irréductible P € K[X]| posssede une racine dans F,
alors il posssede toutes ses racines dans F,

(3) Chaque fois quun polynéme irréductible P € K[X]| posssede une racine dans F,
alors il se décompose en produit de polynémes linéaires dans F[X].

Définition 13. (extension normale)
Une extension algébrique K C E satisfaisant une des conditions équivalentes de la propo-
sition précédente est dit normale.

Exemple 7. (1) C est une extension normale de R car C est un corps de décomposition
de X2+ 1 sur R.
(2) L’extension E = Q(3/2) de Q n'est pas normale car le polynome X° — 2 € Q[X]
posssede une racine dans E mais pas toutes.

Définition 14. (cloture normale)
Soit une extension K C F. Une cloture normale de E est une extension normale K C N
qui satisfait les conditions suivantes :

i) KCECN

(ii) Si K C M est une extension normale vérifiant K C £ C M C N, alors M = N.
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Exemple 8. C est une cloture normale de l’extension Q C R.

Définition 15. (K-isomorphisme)

Soit K un corps, K C E et K C F deux extensions du méme corps K. On appelle K-
isomorphisme de F dans F' tout isomorphisme o : E — F' laissant fixe tout élément de K
ie o(k) = k pour tout k € K.

Exemple 9. Soit z le conjugué de z dans C. L’application o : C — C définie par o(z) = 2z
est un R-isomorphisme de C dans C.

Toutes les extensions considérées dans la suite de ce paragraphe seront supposées finies.

Définition 16. (degré galoisien)

On appelle degré galoisien d’'une extension K C E, et 'on note [E : K|, le cardinal de
I’ensemble des K-isomorphismes de E dans une cloture normale de E. La définition du
degré galoisien ne dépend pas du choix de la cloture normale de F.

Théoreme 17. Si E = K(a), alors [E : K| est le nombre de racines distinctes de Irr(a, K)
polynome minimal de a sur K.

Preuve : Soient N une cloture normale de F, H I’ensemble de tous les K-isomorphismes
de E dans N et A l'ensemble des racines distinctes de Irr(a, K) dans N. L’application

H — A qui associe 0 a o(a) est bijective, d’ou [E : K| = card(I) = card(A)

Exemple 10. [C: R] = 2.

Définition 18. (extension séparable, élément séparable)
Une extension K C E est dite séparable si, [F: K| = [E : K].
Un élément a € E est séparable sur K si, toutes les racines de Irr(a, K) sont simples.

Exemple 11. C est une extension séparable de R.
Le nombre complexe i est séparable sur R. \/3 est séparable sur Q.

Théoréme 19. Une extension E = K(a) est séparable, si et seulement si, a est séparable
sur K.

Preuve : Soit [F : K| =n = deg(Irr(a, K)). Nous avons les équivalences suivantes :
[E est séparable sur K] [E: K|]=[E: K]
Irr(a, K) possséde n racines distinctes]
toute racine de Irr(a, K) est simple |
a est séparable sur K.

—

=
=
=

———

=

Définition 20. (groupe de Galois)

Soit E une extension normale finie d'un corps K. Le groupe de Galois de I'extension F de
K noté G(E/K) est 'ensemble des K-automorphismes de E formant un groupe pour la
composition des applications.

Exemple 12. C est une extension normale finie de R. G(C/R) = {idc, p} ou p est le
R-automorphisme qui associe a chaque nombre complexe z son conjugué z.
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Théoréme 21. Le groupe de Galois G(E/K) est fini, et son ordre est le degré galoisien

[E: K].
Peuve : Le groupe de Galois G(E/K) est I'ensemble H de tous les K-isomorphismes
de E dans une cloture normale de E. En effet, F est sa propre cloture normale car elle est

une extension normale de K, donc on a G(E/K) = H, par suite on a l'ordre de G(E/K)
est le degré galoisis [E : K].

Corollaire 1. Ord(G(E/K)) < [E : K].

Définition 22. (conjugués d’un élément, conjugués de Galois)

Soient K C E et x € F algébrique sur K de polynome minimal irr(z, K) a coefficients dans
K. Les conjugués de x sont zéros de irr(x, K) dans E. Les conjugués de = qui sont laissés
fixes sous l'action de Galois (c’est-a-dire qui sont laissés fixes par les K-automorphismes
de E) sont appelés les conjugués de Galois de x.

Définition 23. (extension galoisienne)
Soit K C F une extension finie d'un corps K. L’extension K C FE est dite galoisienne si
elle est une extension normale et séparable.

Exemple 13. R C C est une extension galoisienne.

1.2 Courbes algébriques

On appelle plan affine sur un corps K 'ensemble A? et plan projectif sur K 1’ensemble
P2, Nous noterons par (z,y) un élément de A? et par (z,y, 2) un élément de P2.

1.2.1 Variété affine

Définition 24. (espace affine)

On appelle espace affine de dimension n sur K, et on note A"(K), ou encore A" s’il n’y
a pas de risque de confusion sur K, ’ensemble K™ produit cartésien itéré n fois du corps
K. Les éléments de A"(K) sont appelés points.

L’espace affine de dimension 1 est appelé droite affine.

L’espace affine de dimension 2 est appelé plan affine.

Définition 25. (zéro d’'un polynéme)
Un point a de A" est dit zéro de f € K [Xy,...,X,] si f(a) = 0.

Définition 26. (ensemble algébrique affine)
Soit S C K [Xj, ..., X;;] un ensemble de polynémes a n variables. L’ensemble

V(S) = {ac A"K) |V feS, fla)=0}. (1.1)

est le sous-ensemble de A" formé des zéros communs a tous les éléments de S.
On dit que V(5) est I’ensemble algébrique affine défini par S. Si S = {f} est un singleton,
nous noterons V(f) au lieu de V({f}).
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Une partie V' de A"(K) est un ensemble algébrique affine s’il existe S C K [X7, ..., X,)]
tel que V = V(9).

Exemple 14. Le vide et l’espace tout entier sont des ensembles algébriques affines.

En effet :
Etant donné que le polynéme constant 1 ne s’annule jamais , on a V(1) = 0.
De méme que, le polynéme constant 0 est identiquement nul, on a V(0) = A™.

Définition 27. (hypersurface, hyperplan)

On appelle hypersurface définie par f € K [X7, ..., X,;], I'ensemble des zéros de f (pour f
non constant et K algébriquement clos) et I'on note V(f).

Un hyperplan est une hypersurface définie par f de degré 1.

Une droite est un hyperplan de A2,

Définition 28. (courbe affine plane)
On appelle courbe algébrique plane un ensemble des points de A? dont les coordonnées
(x,y) satisfont I’équation

flz,y)=0 (1.2)
pour un polynéme f € K[X,Y]. Une telle courbe est appelée courbe affine plane.

Voila une définition équivalente a la précédente :

Définition 29. (courbe affine plane)
Une courbe affine plane est une hypersurface du plan affine.

Nous noterons C; C A? la courbe affine plane définie par f.
Le degré d’une courbe est le degré d’un polynoéme qui la définit (i.e deg(Cy) = deg(f)).

Exemple 15. (de courbes affines planes)

— Une droite affine L est une courbe affine plane d’équation ax + by + ¢ = 0.

— Une conique ou quadrique affine est une courbe affine C d’équation f(x,y) = 0, ou
f est un polynoéme de degré 2 :

flx,y) = Z ai,jxiyj;

0<i, g, i+7<2

— Une cubique affine est une courbe affine C d’équation f(z,y) = 0, ou f est un
polynéme de degré 3 :
f(‘ra y) = Z ai,jxlyj;
0<4, 7, i+5<3
— Une quartique affine est une courbe affine C d’équation f(x,y) = 0, ou f est un
polyndéme de degré 4 :
f(x,y) = Z a; ;'Y
0<4, 7, i+j<4

ou les coefficients a; ; sont dans K.
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— Une quintique affine est une courbe affine C d’équation f(z,y) = 0, ou f est un
polyndéme de degré 5 :

fla,y) = Z ai,jxiyj;

0<i, j, i+j<5

ou les coefficients a; ; sont dans K.

Définition 30. (point singulier, point lisse, courbe lisse)
Un point P = (a,b) d’une courbe C : f(x,y) = 0 est dit singulier si :

of . of
%(a,b) = aiy

Un point P = (a,b) d’une courbe C : f(z,y) = 0 est dit lisse si :

of of
(8:5 (a,b), o (a, b)) #(0,0).

(a,b) = 0.

La tangente en un point lisse P = (a,b) a C est la droite d’équation :

(@5 @h)+ (=5 (a,b) =0

Une courbe C dont tous les points sont lisses est dite lisse.

Définition 31. (point ordinaire, point d’inflexion, nceud, point de rebroussement)
Soient C' une courbe algébrique et P = (x,y) un point de C.

1. P est ordinaire si C' admet en ce point une tangente unique qui ne la traverse pas.

N

P est un point d’inflexion si C' admet en ce point une tangente unique qui la traverse.

w0

P est un point singulier, noeud, si C' admet en ce point deux tangentes distinctes.

e~

P est un point singulier, point de rebroussement, si C' admet en ce point deux
tangentes confondues.

Avec les ensembles algébriques affines, nous introduisons une topologie particuliere appelée
la topologie de Zariski.

Définition 32. (topologie de Zariski)
On appelle topologie de Zariski sur 'espace affine A", la topologie dont les ensembles
algébriques sont les fermés.

Cette topologie satisfait les trois axiomes suivants :

— l'intersection quelconque de fermés est un fermé.

— la réunion finie de fermés est un fermé.

— I’ensemble vide et I'espace affine sont les seuls ensembles ouverts et fermés a la fois.

Définition 33. (sous-ensemble irréductible)
Un sous-ensemble E' d’'un espace topologique E est irréductible s’il n’est pas la réunion
de deux sous-ensembles fermés non vides disjoints de F.

Définition 34. (variété affine)
Une variété affine est un sous-ensemble irréductible fermé de ’espace affine A", pour la
topologie de Zariski.
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1.2.2 Variété projective

Considérons la relation d’équivalence ~ sur K™\ {0} définie par : pour tous vecteurs
z et y dans K"\ {0}, on a

x ~ y si et seulement s’il existe A € K\ {0} tel que = = \y.

Définition 35. (espace projectif)
On appelle espace projectif de dimension n sur K et 'on note P* (ou P"(K) ou encore
P(K™!)), 'ensemble-quotient

(K™ A{0})/ ~

En d’autres termes, P" est I’ensemble des droites vectorielles de K™,

Si un point P € P™ a pour vecteur directeur (représentant) (xg, 1, ...,z,) € K"\ {0},
on écrit P = (xg: 21 : ... : ) la classe de (xg, 1, ..., z,) ; on dit que (xq : 1 : ... 1 x,) est
un systeme de coordonnées homogenes de P et ils ne sont définis qu’a multiplication par
un scalaire non nul pres .

On dit que P! est la droite projective sur K, et que P? est le plan projectif sur K.

Définition 36. (polynome homogene)
Un polynéme F' € K[Xj,..., X, est dit homogene de degré d si pour tout (zg,...,z,) €
K" on a

F(Azo, ..., Atn) = M F (g, ..., 1)

pour tout \ € K*.

Définition 37. (ensemble algébrique projectif)
Soit S C K [Xj, ..., X,,] un ensemble de polyndémes homogenes & n+1 variables. L’ensemble

V,(S)={PeP" |V FeS, F(P)=0}

est le lieu des zéros de S dans P". On dit que V,(S) est I'ensemble algébrique projectif
défini par S.

Définition 38. (hypersurface, hyperplan, variété algébrique projective)

Une partie V' de P™ est un ensemble algébrique projectif §’il existe S C K [Xj, ..., X,]
tel que V' = V,(S). C’est une hypersurface s’il existe F' € K [X, ..., X,,] homogene non
constant (et K algébriquement clos) tel que V' = V,(F).

Un hyperplan est une hypersurface définie par un polynéme homogene de degré 1.

On appelle variété algébrique projective, tout ensemble algébrique projectif et irréductible.

Définition 39. (courbe projective plane, conique, cubique, quartique, .. .)

Une courbe projective plane est une hypersurface de P2.

Une courbe projective plane est dite conique, cubique, quartique, ... si son degré est
respectivement 2, 3, 4, .. ..

Nous notons Cr C P? la courbe définie par F. Le degré d'une courbe est le degré d’un
polynéme homogene qui la définie (i.e deg(Cr) = deg(F)).

21



Définition 40. (ensemble des points K-rationnels, point K-rationnel)
Soit Cr une courbe projective plane définie par un polynéme homogene F € K[X,Y, Z].
L’ensemble des points K-rationnels de Cr est

CF<K) = {(xvya Z) S PQ : F(I,y,Z) = O} :
Un point P est K-rationnel si ses coordonnées sont dans K.
Si K = Q alors on peut définir le degré d’un point algébrique sur Q.

Définition 41. (degré d’un point algébrique)
Le degré d’'un point algébrique sur le corps Q est le degré de son corps de définition sur

Q.
Si P = (x1,x9,23) alors Q(P) =Q (m’ “”“) pour tout j tel que z; # 0. Le point P est

.0 T
x;0 xj

dit alors de degré d si [Q (P) : Q] = d, on note degP = d.

Définition 42. (point singulier, point lisse, courbe lisse)
Un point P d’une courbe C': F(X,Y, Z) = 0 est dit singulier si

oF oF oF
ax D) = 5y (P) = 5,(P)=0.

Une courbe C' est lisse en un point P € C' si

oF oF oF
(G (P P 55 (7)) £ 0.0,

Si tel est le cas alors la droite tangente a C' au point P est la droite :

oF OF oF
67(P)X+ 87Y(P)Y+ 87(P)Z =0

La courbe C est lisse si elle est lisse en tout point.

Selon un invariant appelé le genre de la courbe, I’ensemble des points rationnels sur
un corps de nombres K est de différentes natures et en s’intéressant aux courbes planes
projectives et lisses, on peut énoncer le résultat suivant qui détermine le lien entre le genre
et le degré d’une courbe.

Théoréme 43. Soit C une courbe lisse projective et plane de degré d. Alors le genre de C
est donné par :
(d—1)(d—2)
5 .

Remarque 1. La formule exclut [’existence de courbes planes lisses projectives de certains
genres, par exemple le genre 2.
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Chapitre 2

Courbes elliptiques, Courbes
hyperelliptiques

Dans ce chapitre, nous parlerons de deux cas courbes algébriques particulieres : courbes
elliptiques, courbes hyperelliptiques. Quelques définitions et propriétés de base y seront
données. Commengons par courbes elliptiques.

2.1 Courbes elliptiques

2.1.1 Equations de Weierstrass

Définition 44. (équation de Weierstrass)
Soit K un corps. On appelle équation de Weierstrass (forme projective) sur K une équation
plane de la forme

Y2Z +a XY Z +asYZ* = X+ ayX*Z + ayX 7% + ag Z° (2.1)
avec les a; € K.

Remarque 2. Si Z = 0, alors le point O = (0 : 1 : 0) est appelé point a l'infini de
Iéquation (2.1).
La tangente Z = 0 coupe la courbe uniquement en ce point et avec multiplicité 3.

En effet pour Z =0, (2.1) donne 0 = X* d’oi X = 0.
Ainsi (X Y :Z)=(0:Y:0)=Y(0:1:0). On note O = (0:1:0) que l'on appelle

point a l’infini.

Pour Z # 0, on peut écrire x = % ety = % et l’équation de Weierstrass (2.1) devient
(forme affine)
Y2+ a1y + asy = 2° + asx? + agx + ag (2.2)

avec les a; € K.
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Théoreme 45. Soit K un corps de caractéristique p > 3.
Il existe des changements de variables permettant de simplifier (2.2) en une équation plus
simple dite équation courte de Weierstrass ou équation réduite de Weierstrass

E:y =2 +ax+b (2.3)

avec a,b dans K.

Preuve

y2 + a1y + azy = 22+ asx® + agx + ag (%)

Si le corps K est de caractéristique différente de 2 alors (%) devient

y2+2y<a;x+ 2) = 2% + a2 + ayx + ag
R . N a1\ ? as as
et dans cet égalité en ajoutant a chaque membre (2) + (2) + 53:, on aura :
219 <a1+a3>+<a1>2+<a3>2+a1 3+( )2+ n +<a1>2+<a3>2+a1
— — — —z =24+ (ax)" +asx+a — — —
Y T 2 2) 2 2 AT g 2) "2

(1) +(5) (5 () 5° - et emreane () 4 (5) 450
y+<2 +2 +y2+y2+2 r Fasx”+asr+as+ 5 +2 —1—295

a1x a—i—a2 a4 + aja a?
(e 5+ %) :x3+<T>x2+(T>x+§+a6 (34

2 2

a, as L @ a
Enposantyl—y%—i—l— ,a—a2+— bV =a 13etc’zz3+a6alors(**)

2 2

devient :
v =23 a2 e+ (i)

Si le corps K est de caractéristique différente de 3 alors en divisant par 3, on a :

SalE
/,.2 a/ ’ a ’
2+ ada? = m—i—g -3 3 xr—

ANE:] N\ 2 N\ 2
, a a
et en remplacant x® 4 a 2 par (ac + ) -3 <3> xr — (3 dans (), nous obtenons

en fin :



i (e 5) o (r-a(5)) oo (o= 5))

2 3 a’ / a’ ’ / a’ :
y1:x1+Ax+Bavecx1:x+§,A:b—3 3 et B=c — 3]

Comme les variables sont muettes alors y* = 23 + az + b.

Ces équations de Weierstrass nous permettront de définir des courbes elliptiques.
Mais dans la suite, nous travaillerons avec 'équation réduite de Weierstrass (2.3).

2.1.2 Quelques définitions

Définition 46. Une courbe elliptique est une paire (£, O) ou :
— FE est une cubique irréductible non-singuliere de genre 1,
- 0€ek.

Définition 47. Une courbe elliptique est définie sur un corps K si :
— E est une courbe sur K (i.e donnée par 'annulation d’un polynéme de K[X,Y]),
— O est un point de la courbe dont les coordonnées sont dans K.

Définition 48. Soit K un corps de caractéristique p > 3. Une courbe elliptique définie
sur K notée E est une courbe d’équation affine :

v =23 +ax+b (2.4)

avec a et b dans K tels que 4a® + 270? # 0, a laquelle on rajoute un point O = (0: 1: 0)
que 'on appelle le point a I'infini.

Notation
L’ensemble des points de E a coordonnées dans K sera noté E(K). Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur le corps, nous noterons les courbes E(K) ou E. Donc on a :

E(K) = {(z,y) € K*|y* = 2* + az + b} U{O} (2.5)

Remarque 3. Pour Z # 0, on peut écrire x = % et y = % et (2.4) devient (forme
projective)

E:Y?Z=X*+aXZ*>+bZ" (2.6)

Définition 49. (invariants d’une courbe elliptique)
Le discriminant d’une courbe elliptique définie sur K par 'équation affine réduite (2.4)
est la quantité

A(E) = —16(4a® + 27b%) (2.7)

Le j-invariant d'une telle courbe est la quantité

(4a)® 6912a?

= 172 -
=18 0 T e v o

(2.8)
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Remarque 4. Du point de vue algébrique, le j-invariant est une quantité importante qui
permet de caractériser les courbes elliptiques.

Définition 50. Une courbe elliptique est dite super-singuliere lorsque son j-invariant est
nul, c’est a dire 7 = 0.

Remarque 5. Le signe du discriminant A(E) peut nous permettre de dire si la courbe
elliptique est composée de deux composantes ou d’une seule composante.

— Si A(F) > 0 alors le graphe de la courbe elliptique posseéde deux composantes.

Le polynome 23 + ax + b posséde trois racines qui correspondent aux abscisses des
points d’intersection de la courbe avec 1’axe des abscisses.

— Si A(F) < 0 alors le graphe de la courbe elliptique possede une seule composante.
Le polynéme 2 4 ax + b posséde une seule racine qui correspond a ’abscisse du
point d’intersection de la courbe avec ’axe des abscisses.

— Si A(E) = 0 alors nous ne pouvons pas parler de courbe elliptique.

En effet le polynome 23 + ax + b a une racine double, c’est-a-dire que le polynome
3+ ar+b=(r—a)?(x—B) avec 2a + 3 = 0.

* Sia = =0o0ua=0b=0alors la courbe a un point de rebroussement en 0 (zéro).
* Si a > [ alors la courbe a un point singulier en (a, 0).

x Si av < (3 alors la courbe a un point double (5, 0) et les tangentes en ce point sont
situées de part et d’autre de ’axe des abscisses.

Finalement, d’ou la nécessité d’avoir A(E) # 0 et le j-invariant d’une courbe ellip-
tique est toujours défini.

Exemple 16.
1. Soit E la courbe elliptique définie par I’équation de Weierstrass y? = 23 — .
On a A(E) = —16(4a® + 27a*) = 64 donc le polynome z* — x a exactement trois
racines réelles distinctes. 2° —z = z(z — 1)(z + 1).
—1728(4a)® . —1728(—4)?

De plus, 'invariant modulaire j = (E) By 1728.
La courbe elliptique F n’est donc ni singuliere, ni super-singuliere.

2. Soit E : y?> = 2® — x + 1 une courbe elliptique.
On a A(E) = —368 donc le polynoéme z* — x + 1 a exactement une racine réelle.
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Théoréme 51. Soit E une courbe elliptique définie par l’équation réduite de Weierstrass
(2.4). E est non singuliére si A(E) # 0.

Preuve
Montrons d’abord que le point & I'infini O = (0 : 1: 0) n’est pas singulier.
Considérons par exemple la courbe E de P? donnée par son équation :

F(X,Y,Z2)=Y?*Z - X?®—aXZ*-bZ°=0.

Ona: oF oF
o ax2_ o2 or _
e 3X*—aZ® et 8X(O) 0
oOF 0
aj _v2 _ 2 aj —12 _ — 2
57 Y —2aX7Z —3b7° et aZ(O) =17—2(a)(0)(0) = 3(b)(0)*=1#0

Les dérivées partielles en O = (0, 1,0) ne sont pas simultanément nulles. Par suite, O n’est
pas singulier. Pour les autres points, considérons la définition de la courbe FE donnée par
son équation réduite de Weierstrass E : f(z,y) = y* — 23 —ax — b= 0.
La courbe est singuliere en un point Py = (9, ¥0) € E si et seulement si :

of

of 0
%(xo,yo) =-3z;—a=0cet a—y(aso,yo) =2y =0<= 3z =aety = 2

x%z%aety():OcaTQ#OetS%O

Comme P, est un point de la courbe alors y3 = 0 = 23 + azy + b.
On a (z2) o+ azxg+b =0 < %axo—l—axo—i-b:Ocar T3 = —?a‘
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2
Donc on a gaxo = —b.
—3b 90? 90—
D’ou zy = 5 = T3 = P indyy-ie % Par suite — (270* + 4a®) = 0, soit A = 0.
a a
Finalement E est non singuliere si et seulement si A # 0.

2.2 Courbes hyperelliptiques

Dans ce paragraphe, on donnera des notions de base sur des courbes hyperelliptiques.
On va aussi introduire la notion de diviseur sur une courbe, qui va nous permettre de
définir une arithmétique sur des courbes hyperelliptiques.

2.2.1 Définitions de base

Dans tout ce qui suit K désigne un corps et K sa cloture algébrique, K|[x] : 1’en-
semble des polynémes a une indéterminée x et K|x,y| : I'ensemble des polynémes a deux
indéterminées x et y.

Définition 52. (courbe hyperelliptique)
Une courbe hyperelliptique C de genre g > 1 sur un corps K est une courbe non singuliere
donnée par une équation du type

C:y*+ H(z)y = F(x) (2.9)

avec H et F € K[z, 29+ 1 < deg(F) <29+ 2, deg(H) < g+ 1.
On ne considérera que les courbes hyperelliptiques imaginaires, ¢’est a dire avec I’ de degré
2g 4+ 1 et deg(H) < g. Dans ce cas, C a un point a I'infini, noté oo.

Remarque 6. Si on travaille sur un corps de caractéristique différente de 2, via la trans-
formation y — y — #, la courbe C donnée dans (2.9) est isomorphe a

y? = F'(2) (2.10)
avec deg(F') = 2g + 1.
Définition 53. (genre d’ une courbe hyperelliptique)

(d—-1)

Le genre d’ une courbe C hyperelliptique imaginaire de degré d est donné par : g = 5

Définition 54. (points rationnels, points a l'infini, points finis)

Soit L une extension du corps K. L’ensemble des points L-rationnels sur C, noté C(L)
est I’ensemble des points P = (z,y) de L x L satisfaisant I’équation (2.10) et le point a
I'infini noté co. L’ensemble des points C(K) sera noté C. Les points de C autres que oo
sont appelés points finis.

Définition 55. (point opposé, point spécial, point ordinaire)

Soit P = (x,y) un point fini sur C. L’opposé de P est le point P = (x, —y — H(x)), (on
remarque que le point P est aussi dans C). L’opposé du point oo est égal & lui méme. Si
P = P on dit que P est un point spécial, sinon il est appelé point ordinaire.
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Exemple 17.

=
.

-5

FIGURE 2.3 — Une courbe hyperelliptique C : y? = z(z — 2)(x — 3)(z + 1)(z + 2)

Exemple 18.

Considérons la courbe hyperelliptique C : y* = 42° + 1.
On a P = (0,1) € C. Son opposé est P = (0,—1) € C.

~

A chacune de ces courbes, est associé un groupe abélien : sa jacobienne. On commence
par rappeler la notion de diviseur.

2.2.2 Théorie des diviseurs

Définition 56. (diviseur, degré, ordre, support )
Un diviseur D de C est une somme formelle finie de points appartenant a C :

D = Z ny P
PecC

ou les n, € Z sont presque tous nuls.
Le degré d’un diviseur est la somme de ses coefficients définie par :

deg ( Z in> = Z Np.
PecC PecC

L’ensemble des diviseurs sur C est un groupe commutatif noté Div(C), ot la loi de groupe
est 'addition formelle de points. Soient deux diviseurs D et D" de Div(C) :

D = anPetD': Zn;P
Pec Pec

Alors on a :

D+D'= % (n,+n,)P.
PecC
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Le degré est un homomorphisme de groupe de Div(C) dans Z. Le noyau de cet homomor-
phisme est 1'ensemble des diviseurs de degré 0, noté Div°(C) qui est un sous-groupe de
Div(C).

L’ordre d’un diviseur D au point P est l'entier np, on écrit ordp(D) = np.

Le support de D est I’ensemble des points P € C tels que n, # 0.

La définition du support a bien un sens car la somme est finie.

Définition 57. (diviseur effectif)
On dit qu’'un diviseur

D = Z n, P
PecC

est effectif, et on note D > 0si: VP eC, np > 0.
Si Dy et Dy sont deux diviseurs sur C, on notera D > Dy lorsque Dy — Dy est effectif.

Définition 58. (diviseur principal)
Soit C une courbe plane lisse définie sur un corps de nombre K et f une fonction rationnelle
non nulle de K(C). On associe a f le diviseur noté Div(f) et défini par

Div(f) = >_ ord,(f)P.

PecC
Un tel diviseur est appelé diviseur principal et nous notons PDiv (C) leur ensemble.

Proposition 3. Soient f et g deux fonctions rationnelles de K(C), alors :

Div(fg) = Div (f) + Div(g),

Div (’;) = Div (f) — Div(g) .

Remarque 7. Une fonction rationnelle f a autant de zéros que de péles donc deg(Div(f)) =
0. L’ensemble des diviseurs principaux est un sous-groupe de Div°(C).

Définition 59. (diviseurs linéairement équivalents)

On dit que deux diviseurs D; et Dy sont linéairement équivalents si le diviseur Dy — Dy
est principal c’est a dire qu’il existe une fonction rationnelle f définie sur C tel que Dy =
Dy + div(f). On note Dy ~ Ds.

Définition 60. (groupe de Picard)
Le quotient de Div(C) par PDiv(C) est appelé groupe de Picard de C et est noté par
Pic(C) :

Pic(C) = Div(C)/PDiv(C).

On définit Pic(C) comme étant 1’ensemble des classes de diviseurs sur C modulo 1’équi-
valence linéaire.
On définit de méme Pic®(C) par :

Pic®(C) = Din"(C)/PDiv(C).
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Définition 61. (Jacobienne d’une courbe)
La jacobienne d'une courbe C définie sur K est le sous-groupe des éléments de degré 0
dans le groupe de Picard de C noté Jac(C).

Notons par Pick(C) le sous-groupe de Pic(C) fixé par Gal(K/K). Le groupe quotient
Div¥(C)/Pdivk(C) est la jacobienne de la courbe C définie sur K, ses éléments sont
invariants sous 'action de Galois, on le note J(K).

Théoréme 62. (théoréme de Mordell-Weil)
Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombre K. Alors le groupe des points
rationnels A (K) est un groupe de type

AK) =27 @ A(K)

tor

avec A (K)

ior €St le groupe de torsion et Uentier r > 0 est le rang de la variété.

Remarque 8.

— Si A est la jacobienne d’une courbe algébrique définie sur QQ alors
J(Q)=2Z o J(Q),,
— Si le rang de la courbe r = 0 alors
J(Q)=Z/Z x ... x Z/nsZ

Il existe t diviseurs Dy,...,D; ..., D; sur C définis sur Q tels que j (D;) soit d’ordre
n; et j(D1),...,7(D;) engendrent J (Q).

2.2.3 Théoréme de Riemann-Roch

Cette section est dédiée au résultat le plus important concernant les diviseurs sur
une courbe : le théoréme de Riemann-Roch qui classe les courbes suivant leur genre.
Introduisons les espaces L£(D) qui interviennent dans le théoreme de Riemann-Roch.

Définition 63. (les espaces L(D))
Soit C une courbe lisse et soit D € Div(C). On lui associe 'ensemble des fonctions :

L(D) = {f € K(C)" | div(f)+ D >0} U{0}.

Proposition 4. Soit C une courbe lisse et soit D € Div(C).
i) L(D) est un espace vectoriel sur K de dimension finie notée (D).
i) SidegD < 0 alors L(D) = {0}, (D) = 0.
iwi) Si D, D" € Div(C) sont linéairement équivalents, alors L(D) et L(D') sont iso-
morphes.

w) Si D, D" € Div(C) vérifient D < D" alors L(D) C L(D’).
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Théoréme 64. (Théoréme de Riemann-Roch)

Soit C une courbe lisse. Alors il existe un diviseur Ke appelé diviseur canonique et un
entier g > 0 appelé genre de C tel que pour tout diviseur D € Div(C) on ait :

(D) =deg(D)+1—g+ l(K:— D).

Un diviseur canonique d’une courbe C est un diviseur d’une forme différentielle sur C.
Si on choisi D = 0, le diviseur nul, on obtient : [(D) = [(0) = 1 car les seules fonctions
régulieres sur les variétés projectives sont les constantes. Comme le degré du diviseur est
égale a zéro alors le théoreme donne 'égalité : I(Kc) = g.

Corollaire 2. : Avec les notations précédentes, on a :
(1) deg(Kc) = 2g — 2.
(2) Sideg(D) <0 alors L(D) = {0} et {(D)=0.
(3) Si deg(D) > 2g — 1 alors (D) = deg(D) + 1 — g.
(4) Sil(D)I(Kc— D) # 0 alors I(D) < 1+ deg(D)/2.
(5) Sideg(D) > 2g alors D est sans point base.

2.2.4 Théoréme d’Abel-Jacobi

Définition 65. (point de base)
Un point co € C est dit point de base du systeme linéaire s’il apparait dans chacun de ses
diviseurs.

Définition 66. (plongement jacobien)
On désigne par [D] la classe dans Pic®(C) d’un diviseur D. Soit oo € C un point base.
e On appelle plongement jacobien I'application j définie par :
j:C— Jac(C)
P — [P — 0
e [’application j appelée application d’Abel-Jacobi, s’étend par additivité, encore notée
7, de Div®(C) vers Jac(C) définie par :

3> niPi) =Y nij(P)

PeC PeC

D’apres le théoreme d’Abel-Jacobi, pour tout diviseur D € Dic’(C), il existe une
fonction f € K*(C) tel que div(f) = D, si et seulement si j(D) = 0. Mais le théoréme
suivant est plus fort.

Théoréme 67. (théoréme d’Abel-Jacobi)
L’application j est surjective et son noyau est formé des diviseurs de fonctions sur C. En
d’autres termes, lapplication j induit un isomorphisme de Pic’(C) vers Jac(C).
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Chapitre 3

Points algébriques de degrés au-plus
5 sur Q sur certaines courbes

Dans ce chapitre, nous regroupons les courbes algébriques pour lesquelles nous avons
déterminé de maniere explicite I’ensemble des points algébriques de degrés au-plus 5 sur

Q.

3.1 Courbe C:y? =42 +1

3.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K. On note

C(K) Tensemble des points de C a coordonnées dans K, et | ] C(K) 'ensemble des
K:Q|<d

points de C & coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q. e
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q).
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y? =42 + 1 (3.1)

La courbe C est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d’apres [1].

Notons P = (0,1), P = (0, —1) et co le point & l'infini.

Dans [1] Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak ont donné une description des points
rationnels. De méme dans [26] Stoll a donné cette méme description.

Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 5. Les points Q—rationnels sur la courbe C sont donnés par

c(Q) = {P, P, oo} (3.2)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 5 sur Q. Nos outils essentiels sont :

33



- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [1]),
- Le théoreme d’Abel Jacobi, (voir [8]),
- Des systemes linéaires sur la courbe C.
Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoréme.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par
S={(a, V" +1), a e Q'}.
2. L’ensemble des points cubiques sur C est donné par
C' = {(:p, +1 — az?)| a € Q* et x racine de Cy(x) = 42® — o®2* £ 2a2}

3. L’ensemble des points quartiques sur C est donné par Cy U Cy U Cy U C3 U Cy avec

Co={(z, V407 +1) |z € Q, [Q(x) : Q] = 2}

(x,—1 —ax(z+pP)) | a,B € Q" et x racine de

Cl ==
Bi(z) = 42t — o?2® — 20%B2% — (20 + *8%)z — 2af3
(x,—1 —ax®(x+ B)) | , 8 € Q* et x racine de

Cy =
By(z) = o?z* + (2028 — 4)23 + 2222 + 2ax + 203
(z,1—az?(z+ B)) | a, B € Q* et z racine de

Cs =
Bs(z) = oz + (2026 — 4)23 + o? %1% — 2az — 2af3
(,1 —ax(x+B)) | o, 8 € Q" et x racine de

Cy =

By(z) = 42" — %23 — 202622 + (2a + o?5%)x + 203

4. L’ensemble des points quintiques sur C est donné par Dy U DU DU DsU Dy avec

(x,a+ Ax(z+p) | a,p, A € QF et x racine de
Dy =
Folz) = 42° — (a + dx(z + p)* + 1

(z,—1 —az(z?+ Bx +7)) | o, 8,7 € Q* et z racine de
Dl =
Fi(z) = oz (22 + Bz + ) — 42* + 2a (22 + Bz + )

. <x,1—xiﬁx2(x+7)> | o, B € Q et z racine € Q de
Folz) = 423(x + B)? — &®2%(x +7)? — 2a(z +7)(z + B)
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([E,l - $2(x+7)> | a, B,y € Q* et x racine de
Dy — x4+

F3(z) = 423(x + B)? — a®2%(x +7)* + 2a(z +7)(z + )

(2,1 —az(x®+ Br+7)) | a, 3,7 € Q* et x racine de
Dy =
Fu(x) = o2z (22 + Bz +7)° — 42* — 20 (2% + Bz +7)

3.1.2 Reésultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q—espace vectoriel des fonctions
rationnelles F sur C telles que F' = 0 ou div (F) > —D; 1 (D) désigne la Q—dimension de
L (D). On montre dans [4] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe a Z/5Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

X Y

L’équation projective de la courbe C est :
C:Y?Z3=4X°+ 2° (3.3)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — oo] de P — 0o, c’est
a dire que j est le plongement jacobien C — J(Q).

Soit n = ¢'s dans C. Posons By = (° n**1.0) pour k € {0,1,2,3,4}.

4
Désignons par C'.C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique C’ définie sur Q et C.

Lemme 1.

e div(z) = P+ P — 200

e div(y) = By+ By + By + B3+ By — 500
e div(y—1) =5P — boo

e div(y +1) =5P — 500

Preuve. Calculons seulement div(x) et en procédant de la méme maniére, on trouve
les autres.
On a div(z) = div(3) = (X =0).C — (Z =0).C.
Pour X =0, on a Y273 = Z5 d’aprés (3.3), ce qui donne Z% = 0 ou Y% = Z2.
D’une part pour X =0, on a Z> = 0; avec Y = 1 on obtient donc le point co = (0, 1,0)
avec multiplicité 3.
D’autre part pour X =0,onaY =ZouY = —Z7; avec Z = 1 on obtient donc les points
P = (0,144,1) avec multiplicité 1 et P = (0, —144,1) avec multiplicité 1.
Dot (X =0).C = P+ P+ 300. (i)
De méme pour Z = 0, alors on a X° = 0 d’aprés (3.3); et pour Y = 1, on a le point
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oo = (0,1,0) avec multiplicité 5. D’ott (Z = 0).C = 500. (ii)
Les relations (i) et (ii) entrainent que div(x) = P + P — 200.

Conséquences du lemme 1
5j (Po) =57 (P1) =0 et j(F)+j(1)=0

Lemme 2. .

o L (00) = (1)

o L (200) = (1, x) = L (300)

o L (400) = (1, z, 2?)

o L(5oo) = (1, x, 22, y)

o L(6c0) = (1, x, 2%, y, 2°)

o L(700) = (1, z, 2%, y, 2°, xy)

Preuve. C’est une conséquence du lemme 1 et du fait que d’apres le théoreme de
Riemann-Roch on a I(moo) = m — 1 deés que m > 3.

Lemme 3. J(Q) 2 Z/57Z = ([P — o0]) = {a[P — 0] ,a € {0,1,2,3,4}}.

Preuve.(voir [4])

3.1.3 Démonstration du théoréme

a) Points quadratiques sur C
L’ensemble des points quadratiques sur C est

S = {(a,j:\/4a5+ 1), a € Q*}

Preuve :

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 2. Notons R;, Ry les conjugués de Galois de R. Tra-
vaillons avec t = [Ry + Ry — 200] € J(Q) = Z/5Z , d’ou

t:[R1+R2—200]:aj(P):—CLj(P); 0<a<4 (*)

On remarque que R ¢ {oo, P, ]5}.

Casa=0

La relation (x) devient [R; + Ry — 200| = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZU(F) = R1 + R2 — 200 (34)
donc F € L (200), d’ou F(x,y) = a1 + asx, (az #0).
Aux points R;, on a a; + asx = 0 donc = = _a a e Q.
a2
En remplagant x par o dans (3.1), on a :
v =4a” +1 (3.5)
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et par suite on a :

y==+tVida® + 1 (3.6)

On a ainsi une famille de points quadratiques

S = {(a,:l:\/4a5 + 1), a € @*}

Casa=1
La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = j(P) = —j(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
div(F) = Ry + Ry + P — 300 (3.7)

donc F € £ (300) et comme £ (200) = L (300), P devrait étre égal & oo ; ce qui est absurde.
Cas a =2
La relation (%) devient [R; + Ry — 200] = 2j(P) = —2;(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

div(F) = Ry + Ry + 2P — 400 (3.8)

donc F' € L (400) et par suite F(x,y) = a3 +aox +azz?, (a3 # 0) et comme ords(F) = 2,
on doit avoir a; = ay = 0, donc F(z,y) = azx?® et on devrait avoir Ry = Ry = P, ce qui
est absurde.
Casa=3
La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 3j(P) = —2j(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

div(F) = Ry + Ry + 2P — 400 (3.9)

donc F' € L (400) et par suite F(x,y) = a; +asx +azz?, (ag # 0) et comme ordp(F) = 2,
on doit avoir a; = ay = 0,donc F(x,y) = asz? et on devrait avoir R; = Ry = P, ce qui
est absurde.
Cas a =4
La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 4j(P) = —j(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZU(F) == R1—|—R2—|—P—3OO (310)

donc F' € L (300) et comme L (200) = L (300), P devrait étre égal a 0o ; ce qui est absurde.
Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est :

S = {(a,:i:\/4a5+ 1), o€ Q*}

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est

C/ — {(.I',:I:l — Oéx2)’ o e Q* et T racine de Cg(ﬂf) — 4:63 o 042372 + 2@2}
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Preuve : Soit R € C(Q) avec [Q
Galois de R et travaillons avec t =
{aj(P), 0 < a <4}, donc t = aj(P)
On remarque que R ¢ {oo, P, P}.
Cas a=0
Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = 0. 1l existe alors une fonction rationnelle F' sur Q telle
que div(F) = Ry + Re + R3 — 300, donc F' € L (300) et comme L (300) = L (200), alors
un des R; devrait étre égal a oo, ce qui est absurde.

Casa=1leta=14

Donc pour a = 1, on a [R; + Ry + R3 — 300] = j(P) = —j(P). 1l existe alors une fonction
rationnelle F' sur Q telle que dz’v(F) = Ry + Ry + Ry + P — 400, donc F € L (400) et par
suite F(z,y) = a1 + azx + azz®.

Au point P, on a F(P) =0 donc a; = 0 d’'ott F(x,y) = z(ay + asx).

Aux points R;, on a x(ay + agz) = 0, donc = € Q et par conséquent les R; devraient étre
de degré < 2.

Pour a = 4, par un raisonnement similaire au cas a = 1, on aboutit a la méme contradic-
tion.

Casa=2eta=3

Donc pour @ = 2, on a [R; + Ry + Rs — 300] = 2j(P) = —2;(P). 1l existe alors une fonc-
tion rationnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Ry + 2P — 500, donc F € £ (500)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + azz? + azy, (a4 # 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P donc a;—ay = 0 et ay = 0, d’ott F(z,y) = as(y+1)+asz?.
Aux points R;, on doit avoir as(y+1) +azz® = 0, d'ott y = —1 — 2% On voit que y est de

(R) : Q] = 3. Notons Ry, Ry, R3 les conjugués de
[R1 + Ry + Rz — 300] qui est un point de J(Q) =
=—aj(P), 0<a<A4.

la forme y = —1—aa? avec a € Q, et par suite on a y2 = 425 +1 < (=1 — az?)” = 42541
& 420 — oPat — 2% = 0 & 2% (4% — o?2? — a?) = 0.
On doit avoir 2% # 0 et a € Q*, on obtient une famille de points cubiques

A:{(x,—l—ax2)|a€(@* et x racine de Cy(x) = 42° — o*2* — 20 } (3.11)

Pour a = 4, par un raisonnement similaire au cas a = 2, on obtient ainsi une famille de
points cubiques

B = {(x, 1 — ar?)| a € Q* et z racine de Cy(x) = 42* — o*z* + 2a2} (3.12)
En combinant ces deux familles de points cubiques, on obtient alors
C' = {(x, +1 — ax?)| a € Q* et z racine de C3(x) = 42 — o*z* + 2a2} (3.13)

c¢) Points quartiques sur C
L’ensemble des points quartiques sur C est donné par Co UC; UCy U C3 U Cy avec

Co={(z, V425 +1) |z € Q, [Q(x) : Q] = 2}

(x,—1—ax(x+B)) | o, f € Q" et x racine de
C1

Bi(z) = 42* — %23 — 202622 — (2a + o?8%)z — 203
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(z,—1—az*(x+ ) | o, € Q* et x racine de

Cy =
By(z) = o®a* + (2028 — 4)23 + o2 B%2? + 2ax + 203
(2,1 —az?(z+ B)) | a, B € Q* et z racine de

Cs =
Bs(z) = o’z + (2028 — 4)23 + o*F%2* — 2ax — 2af3
(,1 —ax(x+B)) | o, f € Q" et x racine de

Cy =

By(z) = 42* — %23 — 202622 + (2a — o?%)z + 203

Preuve : Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 4. Notons Ry, Ry, Rz, Ry les conjugués
de Galois de R et travaillons avec t = [R; + Ry + R3 + Ry — 400] qui est un point de
J(Q) = {aj(P), 0 <a <4}, donc t = aj(P) = —aj(P), 0<a<4
On remarque que R ¢ {oo, P, P}.
Casa=0
Donc on a [Ry + Ry + R3 + Ry — 400] = 0. Il existe alors une fonction rationnelle F' sur Q
telle que div(F) = Ri+Ro+R3+R,y—400, donc F € L (400) et par suite F' = a1 +asz+azz?.
Aux points R;, on a a; + asz + azx* = 0. La relation y* = 42° + 1 donne y = £+/4a° + 1.
On trouve ainsi une famille de points quartiques

Co={(z, V425 +1) |z € Q, [Q(x) : Q] = 2} (3.14)

Casa=1

Donc on a [R; + Ry + R3 + Ry — 400] = j(P) = —j(P). 1l existe alors une fonction ra-
tionnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Rz + Ry + P — 500, donc F € L (500) et
par suite F(x,y) = a3 + aox + azz? + agy, (a4 # 0).

Au point P, on a F(P) =0 donc a; — ay = 0 d’ott F(z,y) = as(y + 1) + asx + azz?.

a a a a

Aux points R;, on a ay(y+1)+asz+azz? = 0, doty = —1——a——1% = —1——g(z+—).
ay ay ay as

On voit que y est de la forme y = —1 — az(z + ) avec «, B € Q*; et par suite on a y?

42941 & (=1 — ax(z + B))? = 4a® +1 & 42° —a®2* —20282% — (2a+a*52) 22 — 208z = 0
& x(dat — a2 — 202B2* — (2a + a2z — 2a3) = 0.
On doit avoir x # 0 et o, f € Q*, on obtient une famille de points quartiques

(r,—1—az(x+p)) | a,f € Q" et x racine de
C =
Bi(z) = 42" — %23 — 202622 — (2a + o?8%)z — 203

Cas a=2

Donc on a [R; + Ry + Rs + Ry — 4o0] = 2j(P) = —2j(P). 1l existe alors une fonction
rationnelle F' sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Rs + Ry + 2P — 600, donc F € L (600)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + a3x? + aqy + asx>, (a5 # 0).

La fonction F est d” ordre 2 en P donc a;—ay = O et ay = 0, d’ott F(2,y) = as(y+1)+asr’+
asx®. Aux points R;, on doit avoir ay(y+1)+aza®+azz® = 0, d'otty = —1— %22 (3—335 - B) .
On voit que y est de la forme y = —1 — az? (z + ) avec «, 3 € Q*, et par suite on a
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=4’ +1le (-l-—a2(z+0) =4 +1 &
22 (0?2t + (2028 — 4)23 + o?f%2? + 2ax + 2a3) = 0.
On doit avoir 2% # 0 et a, f € Q*, on obtient une famille de points quartiques

(x,—1 —ax®(x+ B)) | , 8 € Q* et x racine de
Co =
By(z) = a?z* + (2026 — 4)2® + o?5%2* + 2ax + 203

Cas a =3

Donc on a [Ry + Ry + R3 + Ry — 400] = 3j(P) = —2j(P). 1l existe alors une fonction
rationnelle F' sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + Ry + 2P — 600, donc F' € L (600)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + a3x? + aqy + asx3, (a5 # 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P donc a;+as = 0 et ay = 0, d’ot F(x,y) = as(y—1)+azz®+
asz®. Aux points R;, on doit avoir ay(y—1)+azr’+asz® = 0, d'otiy = 1— 247 (:U + Zf) .On
voit que y est de la forme y = 1 —ax? (x + 3) avec a, 3 € Q*, et par suite on a y? = 42°+1
& (1—a?(z+ ) =425 + 1 & 22 (a22* + (2026 — 4)23 + o222 — 202 — 203) = 0.
On doit avoir 22 # 0 et a, § € Q*, on obtient une famille de points quartiques

(r,1 —ax®(x+ ) | o, 8 € Q* et z racine de
Cs =
Bs(z) = o?z* + (2028 — 4)23 + o2 f%2? — 2ax — 203

Cas a=4

Donc on a [Ry + Ry + R3 + Ry — 400] = 4j(P) = —j(P). 1l existe alors une fonction
rationnelle I sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + Ry + P — 500, donc F' € L (500)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + azz® + agy, (aq # 0).

Au point P, on a F(P) =0 donc a; + a4 =0 d’ott F(z,y) = ay(y — 1) + asx + azz?.

a a
Aux points R;, on doit avoir as(y — 1) + asz + aza® = 0, dot y = 1 — 2 — —22 =
ay ay
a
1— %x(a: + —2) On voit que y est de la forme y = 1 — az(x + ) avec a, f € Q*; et par
ay as

suite on a y? = 42° +1 & (1 —az(x + §))” = 42° + 1 & 2(da’ — a?2® — 2a2B2% + (20 +
o’z +2a8) = 0.
On doit avoir x # 0 et o, f € Q*, on obtient une famille de points quartiques
(x,1—ax(z+ P)) | a,8 € Q* et x racine de
Cy =
By(z) = 42* — %23 — 2a%62* + 2a + ? %)z + 203

Conclusion : L’ensemble des points quartiques sur C est couvert par Co UCy UCoUC3UCy.

d) Points quintiques sur C
L’ensemble des points quintiques sur C est donné par Dy U D; U Dy U D3 U Dy avec

(v,a+ Ax(x+p) | a,p, A € QF et x racine de
DO -
Fo(z) = 427 — (o + dx(x + p))* + 1
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(x,—1 —az(z*+ Bx +7)) | o, 8,7 € Q* et  racine de

Fi(x) = a?z (2 + Br +7)” — 4a* + 20 (2? + Bz +7)

<x,—1 R x2($+'y)> | o, 8,7 € Q* et x racine de
Dy — r+

Fo(z) = 423(x + B)? — ®2%(x +7)* — 2a(z + 7)(z + B)

(x,l . xQ(x—i—fy)) | a, 3,7 € QF et x racine de
Dy — x4+

F3(z) = 423(x + B)? — ?2%(x +7)* + 2a(z +7)(z + B)

(2,1 —az(x®+ Br+7)) | a, B,7 € Q* et x racine de
D4 =
Fu(x) = o2z (2% + Bz +7)° — 42* — 20 (2% + Bz +7)

Preuve : Soit R € C(Q) avec [Q (R) : Q] = 5. Notons Ry, Ry, R3, R4, Rs les conjugués
de Galois de R et travaillons avec t = [R; + Ry + R3 + Ry + R5 — 500| qui est un point
de J(Q) = {aj(P), 0 < a <4}, donc t = aj(P) = —aj(P), 0 < a < 4.

On remarque que R ¢ {oo, P, ]5}.

Casa=0

Donc on a [Ry + Ry + R3 + Ry + Rs — 500] = 0. 11 existe alors une fonction rationnelle F'
sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + Ry + Rs — boo, donc F' € L (500) et par suite
F(x,y) = a1 + asx + azx® + agy, (ag #0).

a, a a
Aux points R;, on doit avoir a; + asx + azz® + a,y = 0, dou y = - ﬁx(x + —2) avec
ay ay as
a a a
o= ——1, = ——3, = =2 donc y est de la forme y = a+Ax(x+p) avec a, p € Q, A € Q*

aq aq as
et par suite la relation y? = 42° 4+ 1 donne (o + Az(z + p))* = 42° + 1 <

42° — (o + Ax(z +p))> +1 = 0.

On trouve ainsi une famille de points quintiques

(x,a+ ez +p) | o, pu, A € QF et x racine de
DQ =
Folz) = 2% — (a4 Mx(z +p)* + 1

Casa=1
Donc on a [R; + Ry + R34+ Ry + Rs — 5oo] = j(P) = —j(P). 1l existe alors une fonction
rationnelle F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Rz + Ry+ Rs+ P — 600, donc F € L (600)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + azx? + aqy + asx>, (a5 # 0).
Au point P, on a F(P) =0 donc a; —ay = 0 d'ott F(z,y) = as(y+ 1) + asx + azx® + asx®.
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a a a
Aux points R;, on a as(y+ 1)+ asx +aza? +asa® = 0, oty = —1 — —x — —a2 — =43 =
Q4 Q4 Q4
a a a
—1 — 2222 + =2 4+ 2). On voit que y est de la forme y = —1 — ax(a? + Bz + 7)
ay Qs as

avec o, 3,7 € Q*. Par suite on a 3> = 42° + 1 & (=1 — az(22+ fr +7))° = 42° + 1 &
T (04233 (22 + Bz +)° — 42* + 20 (2% + B + ’y)) =0.
On doit avoir x # 0 et «, 5,7 € Q*, obtient une famille de points quintiques

(r,—1 —az(z*+ Bx +7)) | o, 8,7 € Q* et x racine de

Dl —

Fi(z) = oz (22 + Bz + ) — 42* + 2a (22 + Bz + )
Cas a =2
Donc on a [R; + Ry + Rs + Ry + Rs — 500] = 2j(P) = —2j(P). Il existe alors une fonction
rationnelle F' sur Q telle que div(F) = Ri+Ry+ Rs+ R4+ Rs+2P —Too, donc F € L (7o)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + azx® + agy + asx> + agzy, (ag # 0).
La fonction F est d’ ordre 2 en P donc a; — ay = 0 et ay — ag = 0, et par suite on a
F(z,y) = as(y + 1) + agx(y + 1) + azz® + asz®.
Aux points R; , on doit avoir ay(y + 1) + aex(y + 1) + azz® + azz® = 0, d’out

L3’72(9’3 =+ Zf), donc y est de la forme y = —1 — @
T

+ 0
2
x2(3:+7)> = 42° +1&

*(x + ) avec

a,,v7 € QF et par suite on a y? = 42° + 1 & <—1— a
x

+ B
72 (42 (2 + B)? — o2 (2 +7)* — 2a(z +7)(z + B)) = 0.
On doit avoir 2% # 0 et a, 8,y € Q*, obtient une famille de points quintiques

<£C, - £E2(£C+’y)> | o, 5,7 € QF et x racine de
Dy — r+

Folz) = 423 (x + B)? — o®2%(z +v)? — 2a(z +7)(x + B)
Casa=3
Donc on a [Ry + Ry + R3 + Ry + Rs — boo| = 3j(P) = —2j(P). 1l existe alors une fonc-
tion rationnelle F' sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + Ry + Rs + 2P — Too, donc
F € L (700) et par suite F(x,y) = a1 + aox + azz? + agy + asz® + agzy, (ag # 0).
La fonction F' est d’ ordre 2 en P donc a1 + a4 = 0 et as + ag = 0, et par suite on a
F(z,y) = ay(y + 1) + agz(y + 1) + azz® + as2®.

Aux points R; , on doit avoir as(y — 1) + agx(y — 1) + azz? + asz® = 0, d’on
as

=1- —2
Y aq + agx

2*(x + %) ; donc y est de la forme y = 1 — LIQ(ZL’ + ) avec
T

+ 5
2
xQ(erv)) = 42° +1&

a,,v7 € QF et par suite on a y?> = 42° +1 & [1— a
x4+

2? (42°(x + B)? — o®2?(z + 7)* + 2a(z +7)(z + ) = 0.

On doit avoir 2% # 0 et a, 8,y € Q*, obtient une famille de points quintiques

a . _
. (m,l—x+ﬁx2(x+7)>|oz,ﬁ,7€@ et x racine de
-
Fi(z) = 423 (x + B)? — ?2%(x + 7)* + 2a(z +7)(z + B)
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Casa=14
Donc on a [Ry + Ry + R3 + Ry + Rs — boo| = 4j(P) = —j(P). 1l existe alors une fonction
rationnelle F' sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3+ R4+ Rs+ P — 600, donc F' € L (600)
et par suite F(z,y) = a1 + aox + a3x? + aqy + asx3, (a5 # 0).
Au point P, on a F(P) =0 donc a; + a4 =0 d’ot F(z,y) = as(yll) + asx + azz? + asz®.

a a a
Aux points Ry, on a as(y+ 1)+ asz + azz® +asa® = 0, dotly = 1 — —z — —a% — 243 =
ay ay ay
a a a
1 — 22+ =2 + —2). On voit que y est de la forme y = 1 — ax(z? + B + ) avec
ay as Qs

a,3,v7 € Q*. Par suite on a 3> = 42° +1 & (1—a1:(932+5:)3+7))2 =45 +1 &
T (oﬂx (22 + B +7)° — 42* — 20 (22 + Sz + ’y)) = 0.
On doit avoir x # 0 et «a, 5,7 € Q*, obtient une famille de points quintiques

(r,1 —ax(x® 4+ Bz +7)) | a, 8,7 € Q* et x racine de
Dy =
Fu(x) = o2z (2% + Bz +7)° — 42* — 20 (2% + Bz + 7)

Conclusion : L’ensemble des points quintiques sur C est Dy U Dy U Dy U D3 U Dy

3.2 Courbe C: y? = 2° — 243

3.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K. On note

C(K) l'ensemble des points de C a coordonnées dans K, et | ] C(K) Densemble des
K:Q|<d

points de C a coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q. e
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y? = x° — 243 (3.15)

La courbe C est hyperelliptique de genre 2 et de rang nul d’apres [13].
Notons P = (3,0) et co = (0, 1,0) le point a l'infini.

Dans [13] Mulholland a donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 6. Les points Q—rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) ={P,o0,} (3.16)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 5 sur Q sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :
- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne de C,
(voir [13] ),
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- Le théoreme d’Abel Jacobi, (voir [8])

- Des systemes linéaires sur la courbe C.
Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoreme.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par
S ={(a,+va® = 243), a € Q}

2. L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

3. L’ensemble des points quartiques sur C est donné par C; U Cy avec

C = {(:c,iVoﬁ — 243) lz€Q, [Qz): Q] = 2}

(z, (x = 3) (A + Aoz 4 3))) | A, A2 € Q et @ racine de
Co =
A(z) = o' + 323 + 922 + 272 + 81 — (x — 3) (A1 + No(z + 3))2

4. L’ensemble des points quintiques sur C est donné par A; U A, avec

(7,1 + a0z + azz?) | g, an, a3 € Q% et x racine de
A =

B(z) = 2° — a22" — 2ana37% — (a3 + 20109) 22 — 201007 — (aF + 243)

(z, (x — 3) [n1 + na(z + 3) + nz(z? + 32 +9)]) | n1,n2,n3 € Q* et x racine de
Ay =
C(x) = (& — 3) (n1 + no(z + 3) + ns(2® + 3z +9))% — (2 + 323 + 922 + 27z + 81)

3.2.2 Reésultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q—espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles f sur C telles que f = 0 ou div (f) > —D; [ (D) désigne la Q—dimension de
L (D). On montre dans [13] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe a Z/27. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

X Y
XY, 7Z)=— t XY, 7Z)=—.
WXV, Z) = et y(XY.2) =
L’équation projective de la courbe C :
C:Y?7° = X° —2437° (3.17)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — oo] de P — oo, c’est
a dire que j est le plongement jacobien C — J(Q).

Soit 7, = ¢’ dans C. Posons Aj, = (0,9v/3 1) pour k € {0, 1}.

Soit 1y = i dans C. Posons By, = (3n%,0) pour k € {0,1,2,3,4}.

Désignons par D.C le cycle d’intersection d'une courbe algébrique D définie sur Q et C.
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Lemme 4.

o div(x —3) = 2P — 200

e div(y) = By + By + By + B3 + By — 50
o div(x) = Ag+ A; — 200

Preuve.
Calculons seulement div(z — 3) et en procédant de la méme maniere, on trouve les autres.

On a div(z — 3) = div (% - 3) = div (%) =(X=32)C—-(Z=0).C.

Pour X =37, 0on a Y273 =0 d’aprés (3.17), ce qui donne Y2 =0 ou Z3 = 0.

D’une part pour X =37, on a Y? = 0; pour Z = 1, on obtient donc le point P = (3,0,1)
avec multiplicité 2.

D’autre part pour X = 3Z,ona Z% = 0; pour Y = 1, on obtient donc le point co = (0, 1,0)
avec multiplicité 3. D’ou (X = Z).C = 2P + 300. (i)

De méme pour Z = 0, alors on a X° = 0 d’apres (3.17); et pour Y = 1, on a le point
oo = (0,1,0) avec multiplicité 5 d’ou (Z = 0).C = boo. (ii)

Les relations (i) et (ii) entrainent que div(z — 3) = 2P — 200.

Conséquence du lemme 4 : 25 (P) = 0.

Lemme 5. .

e L(c0)=(1)

o L(200) = (1, z) = L(300)
o L (400) = (1, z, x?)

e L(5oo) = (1, z, 22, y)

o L(600) = (1, z, 2, y, z°)

Preuve. C’est une conséquence du lemme 5 et du fait que d’apres le théoreme de
Riemann-Roch on a I(moo) = m — 1 des que m > 3.

Lemme 6. J(Q) = Z/27 = ([P — o0|) = {a [P — ] ,a € {0,1}}.

Preuve.(voir [13])

3.2.3 Démonstration du théoréme

a) Points quadratiques sur C
L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S = {(Oz,j:\/a5 —243), a € @}

Preuve :
Soit R € C (@) avec [Q (R) : Q] = 2. Notons Ry, Ry les conjugués de Galois de R.Travaillons

avec t = [Ry + Ry — 200| € J(Q) = Z/2Z , d’ou

t=[Ri+ Ry —200] =al[P—o0], ac{0,1} ()

45



On remarque que R ¢ {00, P}.

On a les deux cas suivants :

Premier cas : a =0

La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

donc F € L (200), d’out F(x,y) = a1 + asx avec ay # 0 sinon un des R; devrait étre & oo.
En effet si ay = 0 alors F' € £ (00), ce qui est absurde.

a
Aux points R;, on a a; + asx = 0 donc = = A oae Q.
a2

En remplagant x par « dans (3.15), on a :

y? =a° — 243 (3.19)

et par suite on a :

y==+va®—243 (3.20)

On a ainsi une famille de points quadratiques
S = {(a, +Vad — 243) , € @}

Deuxieme cas : a =1

La relation (x) donne [R; + Ry + P — 300] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

donc F' € L (300) et comme L (200) = L (300) alors un des R; devrait étre égal a oo, ce
qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par S.

b) Points cubiques sur C
Il n’existe pas de points cubiques sur C.

Preuve : Soit R € C (@) avec [Q(R) : Q] = 3. Notons Ry, Ry, R3 les conjugués de
Galois de R. Travaillons avec t = [Ry + Ry + Rs — 300] € J(Q) = Z/2Z , d’ou

t=[Ri+ Ry+ R3 —300] =a[P —o0], a€{0,1} (*x)

On remarque que R ¢ {00, P}.
On a les deux cas suivants :
Premier cas : a =0
La relation (xx) devient [R; + Re + R3 — 300] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
dZ’U(F) = Rl + R2 + Rg — 300 (322)
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donc F' € £ (300) et comme L (200) = L (300) alors un des R; devrait étre égal a oo, ce
qui est absurde.

Deuxiéme cas : a =1

La relation (sx) devient [R; + Ry + R3 + P — 4o0] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZU(F) = R1 + RQ + R3 + P —400 (323)
donc F € L (400), d’ott F(x,y) = a1 + asx + azz?, (az #0).
Au point P, on a : a; + 3as + 9a3 = 0, donc a; = —3as — 9as3 et en remplagant a; par son

expression dans F'(x,y) on a :

F(z,y) = —3ay — 9as + ayx + azr? (3.24)
F(z,y) =as(z —3) +as <m2 - 9) (3.25)
F(z,y) = (v — 3) [ag + az(z + 3)] (3.26)

Aux points R; , on a (x — 3) [ag + az(z + 3)] = 0, donc z € Q et par conséquent les R;
devraient étre de degré < 2.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

c¢) Points quartiques sur C
L’ensemble des points quartiques sur C est couvert par C; U Cy avec

C = {(:c, +vad — 243) |z €Q, [Qx):Q] = 2}

(7, (x = 3) (A + Xa(z +3))) | A1, A2 € Q et 2 racine de
Cy =
Ax) = 2t 4323 + 922 + 270 + 81 — (. —3) (M + Moz + 3))2

Preuve : Soit R € C (@) avec [Q(R) : Q] = 4. Notons Ry, Rs, R3, R4 les conjugués
de Galois de R. Travaillons avec t = [Ry + Rs + R3 + Ry — 400] € J(Q) = Z/27Z , d’ou

tI[R1+R2+R3+R4—4OO]:CL[P—OO],CLE{O,l} (***)

On remarque que R ¢ {oo, P}.

On a les deux cas suivants :

Premier cas : a =0

La relation (x * %) devient [Ry + Ry + R3 + Ry — 400] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZ’U(F) = R1 + RQ + Rg + R4 — 400 (327)

donc F € L (400), d’ott F(z,y) = a3 + asx + azx? avec az # 0 sinon un des R; devrait etre
0o. Aux points R;, on a : a; + asx + azx? = 0; la relation y? = 25 — 243 donne

y = +tVad —243. (3.28)
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On trouve ainsi une famille de points quartiques
C = {(x, +vad — 243) |z €Q, [Qx):Q] = 2}

Deuxiéme cas : a =1

La relation (x * %) donne [R; + Ry + R3 + Ry + P — 5o0] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZU(F) = [Rl + R2 + R3 + R4 + P — 500] (329)
donc F € L (500), d’ott F(x,y) = a1 + aox + azz? + agy, (ag #0).
Au point P, on a : a; + 3as + 9az = 0, donc a; = —3as — 9as et en remplagant a; par son

expression dans F'(x,y) on a :

F(z,y) = —3a — 9a3 + ayx + asx” + ay (3.30)
F(z,y) =as(xr —3) +as (:v2 — 9) + asgy (3.31)
F(z,y) = (z — 3) (a2 + ag(z + 3)) + asy (3.32)

Aux points R; on a (z — 3)(az +as(r+3)) + auy = 0, donc y est de la forme y =
(x —3) (A1 + Aa(x + 3)) avec Mg, Ay € Q.
La relation y? = 2% — 243 < (z — 3)2 (A + Aoz + 3))* = 2% — 243

(2 —3)2 (M + Moz +3))° = (z — 3)(z* + 32° + 922 + 27z + 81) (3.33)

En simplifiant par  — 3 et en développant on obtient

(z —3) (M + Xa(z +3))% = 2* + 32% 4 92 + 272 + 81 (3.34)
2t 4+ 32% 4922 4270 4+ 81 — (2 —3) (M + Ma(z +3)° =0 (3.35)
On trouve ainsi une famille de points quartiques
(z,(x —3) (M + Aa(xz+3))) | A1, A2 € Q et x racine de
CQ ==
A(z) = 2" 4 32% + 922 + 272 + 81 — (2 — 3) (A + \o(z + 3))?

Conclusion : L’ensemble des points quartiques sur C est couvert par C; U Cy.

d) Points quintiques sur C
L’ensemble des points quintiques sur C est couvert par A; U Ay avec

(7,1 + a0z + azz?) | a1, a, a3 € Q% et x racine de
Al =
B(z) = 2° — a2" — 2an037% — (a3 + 20100) 22 — 20100 — (aF + 243)
(z, (x — 3) [n1 + na(x + 3) + nz(x® + 3z + 9)]) | n1,na, n3 € Q* et z racine de
Ay =
C(x) = (& — 3) (n1 + no(x + 3) + ns(2® 4+ 3z +9))% — (2 + 323 + 922 + 27z + 81)
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Preuve : Soit R € C (@) avec [Q (R) : Q] = 5. Notons Ry, Rs, Rs, R4, Rs les conjugués
de Galois de R. Travaillons avec t = [Ry + Ry + R3 + Ry + R5; — boo] € J(Q) = Z/2Z
d’ou

t=[Ri+Ro+ R3+ Ry + Rs —boc] =a[P — o0, a € {0,1} (% x%x)

On remarque que R ¢ {00, P}.
On a les deux cas suivants :
Premier cas : a =0
La relation (x  *x) devient [R; + Ry + R3 + Ry + Rs — 500] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZU(F) = R1 + R2 + R3 + R4 + R5 — Hoo (336)
donc F € L (500), d'ott F(z,y) = a1 + asx + azx?® + agy, (as # 0).

ai

Aux points R;, on a : a; + asx + a3x2 +asy =0, donc y = oy + asx + oz3x2 avec o = ;—4,

. —a . —a
ag—a—fetag—a—f.

En remplagant y par son expression dans (3.15), on a :
2° — 243 = o + adx + adzt 4 201000 4 2010377 + 2090377 (3.37)
37° — adat — 2ap037% — (a5 4 20100) 7% — 20007 — (@ +243) = 0 (3.38)
On trouve ainsi une famille de points quintiques

(7,1 + a0z + azz?) | g, an, a3 € Q% et x racine de
Al =

B(z) = 2° — aa* — 20032 — (03 + 20100)2? — 20001 — (0 + 243)

Deuxiéme cas : a =1
La relation (x * %) donne [R; + Ry + R3 + Ry + Rs + P — 600| = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
diU(F):R1+R2+R3+R4+R5+P—6OO (339)

donc F € L (600), d’ott F(x,y) = a3 + asx + azz® + agy + asz®, (a5 # 0).
Au point P, on a : a; +3as+9a3+27a5 = 0, donc a; = —3as —9a3 — 27a5 et en remplacant
a; par son expression dans F(z,y) on a :

F(z,y) = —3ay — 9as — 27as + asx + asz® + auy + asz® (3.40)

F(x,y) = az(x — 3) + az(x® — 9) + as(2® — 27) + aqy (3.41)

Aux points R;, on a : as(z — 3) + az(@® — 9) + as(x® — 27) + aqy = 0, donc y est de la forme
y =ni(z — 3) + na(2? — 9) + n3(x3 — 27) avec ny, ny, ng € Q*.
Finalement on a :

y=(x—3) (m + na(x + 3) +n3(x2+3x+9)> (3.42)
En remplagant y par son expression dans (1), on a :

(z — 3)? <n1 + ng(x + 3) + ng(2? + 3z + 9))2 =2° — 243 (3.43)
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(z = 3)% (n1 + na(x + 3) + na(a? + 32 + 9))2 = (2 —3)(2" + 32% + 92 + 272 + 81) (3.44)

En simplifiant par  — 3, on obtient

2
(v = 3) (n1+na(z +3) + ns(a® + 32+ 9)) — (2" +32° + 927 + 272+ 81) = 0 (3.45)
On trouve ainsi une famille de points quintiques

(z, (x — 3) [n1 + na(z + 3) + nz(z? + 3z +9)]) | n1,n2,n3 € Q* et x racine de
Ay =
C(z) = (x — 3) (ng + na(z + 3) + n3(2? + 3z + 9))° — (z* + 323 + 922 + 27z + 81)

Conclusion : L’ensemble des points quintiques de C est couvert par A; U A,.

3.3 Courbe C: y* = 3x(2* + 3)

3.3.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique définie sur un corps de nombres K. On note C(K) l'en-

semble des points de C a coordonnées dans K, et | J C(K) I'ensemble des points de C
K:Q|<d

a coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q. e
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q].
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

C:y*=3zx(x* +3) (3.46)

La courbe est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d’aprés Bruin (voir [2]).
Notons : P = (0,0) et oo = (0,1,0) le point a U'infini.

Dans [2] Bruin a donné une description des points rationnels.

Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 7. Les points Q—rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {P, 00} (3.47)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 5 sur Q sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :
- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) (voir [2]),
- Le théoreme d’Abel Jacobi, (voir [8] ),
- L’étude des systemes linéaires sur la courbe C.
Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoréme.
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1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

§={(2%B0(0t+3), ac@]

2. L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

3. L’ensemble des points quartiques sur C est donné par C; U Cy avec

C = {(x,j:\/i%oz(o/1 +3> |z €Q, [Qx):Q] = 2}

Cy = {(x, r(AL + Xax) | A, Ao € Q% 2 racine de F(z) = 3(x* +3) — 2 (A + )\Qx)2}

4. L’ensemble des points quintiques sur C est donné par A; U Ay avec

(x, a1 + anx + a3x?) | @y, az, a3 € Q* et x racine de
A =

G(z) = (1 + o + azz?)? — 3x(at + 3)

(, 12 + nox® + nzx3) | Ny, no,ny € Q* et x racine de
Ay =
H(z) = z(ng + nox + nzz?)? — 3(z* + 3)

3.3.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q—espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles I sur Q telles que F' = 0 ou div (F) > —D; [ (D) désigne la Q—dimension de
L (D). On montre dans [2] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe a Z/27Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

X Y

L’équation projective de la courbe C est :
C:Y?7%=3X(X*+32%) (3.48)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — oo| de P — oo, c’est
a dire que j est le plongement jacobien C — J(Q).

Soit 7 = €'t dans C. Posons Cj, = (*v/3 n2*L,0) pour k € {0,1,2,3}.

Désignons par D.C le cycle d’intersection d'une courbe algébrique D définie sur Q et C.

Lemme 7.
e div(x) = 2P — 200
o div(y) = P+ Cy+ Cy + Cy + C3 — 5oo
Preuve. Il s’agit d'un simple calcul du type
div(r —a)= (X —aZ=0).C—(Z=0)C (3.49)
Par exemple div(z) = (X =0).C — (Z =0).C.
Ona (X =0).C =2P + 30 et (Z =0).C = boo, d'ou div(z) = 2P — 200
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Lemme 8. .

o L (c0) = (1)

o L (200) = (1, z) = L (300)
o L (400) = (1, z, 2?)

o L(50) = (1, z, 2%, y)

o L(600) = (1, z, 2%, y, 2°)

Preuve. C’est une conséquence du lemme 7 et du fait que d’apres le théoreme de
Riemann-Roch on a [(moo) =m — 1 des que m > 3.

Lemme 9. J(Q) = Z/2Z = (0,[(0,0) — oc]) = {b[P — o0],b € {0,1}}.

Preuve.(voir [2])

3.3.3 Démonstration du théoréme

a) Points quadratiques sur C
L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S = {(a,i\/B&(a4+3) , € Q*}.

Preuve :
Soit R € C (@) avec [Q(R): Q] = 2. Notons R;, Ry les conjugués de Galois de R.
t = [Ry + Ry — 200] € J(Q) = Z/2Z , d'on

t=[R1+ Ry —200] =b[P—00], 0<b<1 (%)

On remarque que R ¢ {P, 00}.

Premier cas : b =0

La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

div(F) = Ry + Ry — 200 (3.50)
donc F' € L (200), d'on F(x,y) = a1 + asx, (ag #0).
Aux points R;, on doit avoir a; + asx = 0 donc =z = _a a e Q.

Qs
En remplagant « par son expression dans (3.46), on a :

y* = 3a(a* +3) (3.51)

y = +4/3a(a* + 3) (3.52)

On a ainsi une famille de points quadratiques

S = {(a, +/3a(a* + 3) , a € Q*} (3.53)

et par suite on a :
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Deuxiéme cas : b=1
La relation (x) donne [Ry + Ry + P — 300] = 0.
Le théoréeme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
div(F) = R+ Ry + P — 3¢ (3.54)

donc F € L (300) et commeL (200) = L (300) , un des R; est devrait étre égal a oo; ce
qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par S.

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

Preuve : Soit R € C (@) avec [Q(R) : Q] = 3. Notons Ry, Ry, R3 les conjugués de
Galois de R. t = [Ry + Ry + R3 — 300] € J(Q) =2 Z/2Z , d’ou

t=[Ri+ Ry+ R3—300] =b[P —00], 0<b<1 (k%)

On remarque que R ¢ {P, c0}.
Premier cas : b =0
La relation (xx) devient [R; + Ry + R3 — 300] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
dlU(F) == R1 + R2 + Rg — 300 (355)

donc F' € L (300) et commeL (200) = L (300) , un des R; devrait étre égal a oco; ce qui
est absurde.
Deuxieme cas : b=1
La relation (s*) donne [R; + Ry + R3 + P — 4o00] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

div(F) = Ry + Ry + R3 + P — 400 (3.56)

donc F € L (4c0), d’ott F(x,y) = a1 + asx + azz® (az # 0).
Au point P on a a; = 0 et par suite on a

F(z,y) = z(as + azz) (3.57)

Aux points R; , on a x(as + azz) = 0, donc = € Q et par conséquent les R; devraient étre
de degré < 2.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est vide.

c¢) Points quartiques sur C
L’ensemble des points quartiques sur C est C; U Cy avec

C = {<x,j:\/3x($4 +3)> |z €Q, [Qx):Q] = 2}
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Co = {(:v,x()\l + Xat) | AL, A2 € Q%, 2 racine de F(z) = 3(z* +3) —x (A, + )\21:)2}
Preuve : Soit R € C (@) avec [Q (R) : Q] = 4. Notons Ry, Ry, R3, Ry les conjugués
de Galois de R. t = [Ry + Ry + R3 + Ry — 4o0] € J(Q) = Z/27Z , d'on

On remarque que R ¢ {P, 00}.
Premier cas : b =0
La relation (x %) devient [Ry + Ry + R3 + Ry — 4o0] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
d’lU(F) = R1 + R2 + Rg + R4 — 400 (358)

donc F' € L (400), d'ou F(z,y) = a1 + asz + azx?®, (a3 #0).
Aux points R;, on a : a; + asx + azx® = 0; la relation y? = 3x(z* + 3) donne

y = £y/3z(x* + 3). (3.59)

On trouve ainsi une famille de points quartiques

C = {<x,j:\/3a:(x4 n 3)) |2 €Q, Q) : Q| = 2} (3.60)

Deuxiéme cas : b =1
La relation (* * %) donne [Ry + Ry + Rs + Ry + P — 500] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
dlU(F) = [Rl +R2+R3+R4—|—P— 500] (361)

donc F € L (50), d’'ott F(z,y) = a1 +asz+azz?+agy, (ay # 0) et comme ordp, (F) =1,
on doit avoir a; = 0 et on a par suite on a

F(z,y) = z(as + asz) + aqy (3.62)

Aux points R;, on a y = x(A; + A\gx) avec A\ = ;—“f et \g = ;—‘Zi” avec A\, Ay € Q*.
En remplagant y par son expression dans (3.46), on a :

3z(zt 4+ 3) — (x(M 4 Xoz))* =0 (3.63)
(32" +3) =z (M + Mop)?) =0 (3.64)

On doit avoir x # 0 et A1, Ay € Q*, on obtient une famille de points quartiques donnée par
Co = {(:v,m()\l + Xot) | AL, A2 € Q%, 2 racine de F(z) = 3(z* +3) —x (A, + )\2$)2}

Conclusion : L’ensemble des points quartiques de C est couvert par C; U Cs.
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d) Points quintiques sur C
L’ensemble des points quintiques sur C est A; U A, avec

(7,01 + anx + a3x?) | ay, az, as € Q* et x racine de
A =
G(x) = (a1 + aox + az2?)® — 3z (a* + 3)

(z, 12 + nox® + nzx3) | Ny, no,ny € Q* et x racine de
Ay =
H(z) = z(ny + nox + nzz?)? — 3(z* + 3)
Preuve :
Soit R € C (@) avec [Q (R) : Q] = 5. Notons Ry, Ry, R3, Ry, Rs les conjugués de Galois
de R. t = [R1+R2+R3+R4+R5—5OO] - J(@) gZ/QZ , d’ou

t=[Ri+Ry+ Rs+ Ry+ Rs — 500 =b[P —o0], 0<b<1 (%)

On remarque que R ¢ {P,o0}. On a les deux cas suivants :
Premier cas : b =0
La relation (x  *x) devient [R; + Ro + R3 + Ry + R5 — 500] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

dZU(F) = Rl + R2 + Rg + R4 + R5 — Hoo (365)
donc F € L (500), d’ott F(x,y) = a1 + aox + azz? + agy, (ag #0).
Aux points R;, on a : aj + asx + asx?® + aqy = 0, donc y = aq + asx + azx? avec ag = ;—‘f,
ap = 2 et az = -2 avec a, az, 3 € Q.
En remplagant y par son expression dans (3.46), on a :

(o1 + aor + aza?)? = 3z (a* + 3) (3.66)

(o1 + aox + aza?)? — 3x(x* +3) =0 (3.67)

On trouve ainsi une famille de points quintiques donnée par

(, a1 + anx + a3x?) | @y, az, as € Q* et x racine de
A =
G(z) = (a1 + aox + az2?)? — 3z (a* + 3)

Deuxiéme cas : b =1
La relation (x) donne [Ry + Ry + R3 + Ry + R + P — 600] = 0.
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

diU(F):R1+R2+R3+R4+R5+P—600 (368)
donc F € L (600), d’ott F(x,y) = a1 + asx + azz® + agy + asz®, (a5 # 0).
Au point P, on a : a; = 0 et par suite on a

F(x,y) = asx + asz® + agy + asz” (3.69)
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Aux points R;, on a : asx + asx? + asy + asx® = 0, donc y = nyz + nox? + nsz® avec
) )

ny = 2, ng = 2% et ng = %% avec ny, ng, ng € Q.
En remplagant y par son expression dans (3.46), on a :

(n1w + npx® + nza®)? = 3x(z* + 3) (3.70)
(12 + noa® 4+ nzz®)? — 3x(x* +3) =0 (3.71)
x (:v(nl + now + ngz?®)? — 3(x* + 3)) =0 (3.72)

On doit avoir x # 0 et ny, no, n3 € Q*, on obtient une famille de points quintiques donnée
par
(z,m17 + nox® + nzx3) | Ny, na, 3 € Q* et x racine de
Ay =
H(z) = z(ny + nox + nzz?)? — 3(z* + 3)

Conclusion : L’ensemble des points quintiques de C est couvert par A; U A,
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Chapitre 4

Paramétrisation des points
algébriques sur certaines courbes

Dans ce chapitre, nous donnons une paramétrisation des points algébriques de petits
degrés sur chacune des courbes d’équation affines y? = 2% + 20736 et y?> + y = 2°. Nous
déterminons aussi les points algébriques de degré quelconque sur chacune des courbes
d’équations affines
y* =x(z® +1)(2® 4+ 3) et y? = 3(z° — 1).

4.1 Courbe C: y? = z° 4+ 20736

4.1.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K. On note

C(K) l'ensemble des points de C a coordonnées dans K, et | J C(K) Pensemble des
K:Q]<d

points de C a coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q. e
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : Q).
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 3 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

y? = 2° + 20736 (4.1)

La courbe C est hyperelliptique de genre 2 d’apres Siksek et Stoll dans [20].
Notons P = (0,144), P = (0, —144) et oo le point & l'infini.

Dans [20] Siksek et Stoll ont donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :

Proposition 8. Les points Q—rationnels sur la courbe C sont donnés par

c(Q) ={P, P, oo} (4.2)

Nous étendons ce résultat en donnant une description des points algébriques de degrés
au-plus 3 sur Q.
Nos outils essentiels sont :
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- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne de C,
(voir dans [20]),

- Le théoreme d’Abel Jacobi, (voir dans [8]),
- Des systemes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoréme.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par
S ={(a,£Va? +20736), 0 € Q"}.
2. L’ensemble des points cubiques sur C est donné par AU B avec

A= {(ac, —144 — ax?)| a € Q* et z racine de Ey(z) = 2° — o*z* — 28804}

B = {(x, —144 — az®)| a € Q* et x racine de Ey(x) = o’z® — 2 + 28804}

4.1.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q— espace vectoriel des fonctions
rationnelles F' sur C telles que F' = 0 ou div (F) > —D; [ (D) désigne la Q—dimension de
L (D). On montre dans [20] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe a Z/5Z.

Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

X Y
XY, 7)=— t XY, 7)=—.
WX Y. 2= d (X V2) =
L’équation projective de la courbe C est :
C:Y?7% = X°+207362° (4.3)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — oo] de P — oo, c’est
a dire que j est le plongement jacobien C — J(Q).

Soit n = ¢'5 dans C. Posons By, = (°v/20736 n?**1,0) pour k € {0,1,2,3,4}.

Désignons par C'.C le cycle d’intersection d'une courbe algébrique C’ définie sur Q et C.
Lemme 10.

o div(z) = P+ P — 200

o div(y —144) = 5P — 5oo

e div(y + 144) = 5P — 500

[ dZU(y) :BO+Bl+BQ+B3+B4—5OO
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Preuve.
Calculons seulement div(z) et en procédant de la méme maniére, on trouve les autres.
On a div(z) = div(3) = (X =0).C — (Z =0).C.
Pour X =0, on a Y2273 = 2073625 d’apres (4.3), ce qui donne Z3 = 0 ou Y? = (1442).
D’une part pour X =0, on a Z* = 0 avec Y = 1. On obtient donc le point co = (0,1, 0)
avec multiplicité 3.
D’autre part pour X =0, ona Y = 1447 ou Y = —1447 avec Z = 1. On obtient donc
les points P = (0,144, 1) avec multiplicité 1 et P = (0, —144, 1) avec multiplicité 1. D’out
(X =0).C =P+ P+300. (i)
De méme pour Z = 0, alors on a X° = 0 d’aprés (4.3); et pour Y = 1, on a le point
oo = (0,1,0) avec multiplicité 5 d’ou (Z = 0).C = boo. (ii)
Les relations (i) et (ii) entrainent que div(z) = P 4 P — 200.

Conséquences du lemme 10 : 55 (P) = 5j (]5) =0et j(P)+j (P) =0.

o £ (o0) = (1)

o L(200) = (1, z) = L (300)
o L (400) = (1, z, 2?)

o L(500) = (1, z, 2°, y)

e L (600) = (1, z, xz, Y, x3)

o L(700) = (1, z, 2%, y, 23, xy)
e De facon générale, pour m > 3, une Q-base de L (moo) est donné par :

—5 (4.4)

Bm:{xi\iENetiS%}U{xjy\jeNetjgm

Preuve.
Sim < 2g—2 =2, laréponse est évidente.
Il est clair que B,, est libre et il reste a montrer que card([p’m) dim (L (moo)).
D’apres le théoreme de Riemann-Roch, on a dim (£ (moo)) =m —g+1sim > 2g — 1.
Selon la parité de m, on a les deux cas suivants :
Cas 1 : supposons que m est pair et posons m = 2h. Ainsi on a

h—5 2h —5—1

2
i<Z—hetj< Gj< =5 —=h-3=h-g-1

-2
On obtient alors B, = {1, z, ..., 2"} U {y, Yy ..., y:vh’g’l} d’ot on a

card(Bp)=h+1+(h—g—14+1)=2h+1—g=m+1—g=dim (L (moo))

Cas 2 : supposons que m est impair et posons m = 2h + 1. Ainsi on a

2%h + 1 _5 o%h+1-5
Tl i<hoet j<™ j_*;

On obtient alors B, = {1, z, ..., 2"} U {y, YT ..., yxh_g} d’oti on a
card(B,)=h+1+(h—g+1)=m+1—g=dim(L(mo0))
Lemme 12. J(Q) = Z/5Z = ([P — x|) = {a [P — 0] ,a € {0,1,2,3,4}}.

Preuve.(voir [20])

. m .
z§5®z§ =h-—g.

59



4.1.3 Démonstration du théoréme

a) Points quadratiques sur C
L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

S = {(a +vab + 20736) Lac Q*} .

Preuve :

Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 2. Notons Ry, Ry les conjugués de Galois de R.
t = [Ry + Ry — 200] € J(Q) 2 Z/5Z , d'on

t=[Ri+ Ry —200] = aj(P) = —aj(P), 0<a <4 (%)

On remarque que R ¢ {oo, P, ]5}.

Casa=0

La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

d’lU(F) = Rl + R2 — 200 (45)
donc F' € L (200), d'ou F(z,y) = a; + asx avec (ay # 0) sinon un des R; devrait étre égal
a 0o0. a
Aux points R;, on a a; + asz = 0 donc x = —L=ace Q.

asz

En remplagant = par son expression dans (4.1), on a :

y* = a° + 20736 (4.6)

et par suite on a :

y = +vab + 20736 (4.7)

On a ainsi une famille de points quadratiques donnée par

S ={(a,£Va® +20736), o € Q"}

Casa=1
La relation (*) devient [R; + Ry — 200] = j(P) = —j(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
div(F) = Ry + Ry + P — 300 (4.8)

donc F € L (300) et comme £ (200) = L (300), P devrait étre égal & oo ; ce qui est absurde.
Cas a =2
La relation (*) devient [R; + Ry — 200] = 2j(P) = —23(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

div(F) = Ry + Ry + 2P — 400 (4.9)

donc F € L (400) et par suite F'(z,y) = a1+asx+azx? avec ag # 0 sinon un des R; devrait
étre égal a co. La fonction F' est d’ordre 2 au point P donc on doit avoir a; = ay = 0,
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donc F(z,y) = aszx? et on devrait avoir Ry = Ry = P, ce qui est absurde.
Casa=3
La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 3j(P) = —2j(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
dZU(F) = Rl + R2 + 2P — 400 (410)

donc F € L (400) et par suite F(z,y) = a1 + asx + azz® avec az # 0 sinon un des R;
devrait étre égal a oco. La fonction F' est d’ordre 2 au point P donc a; = as = 0, donc
F(x,y) = azx® et on devrait avoir Ry = Ry = P, ce qui est absurde.

Cas a =4

La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 4j(P) = —j(P).

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

donc F' € L (300) et comme L (200) = L (300) , P devrait étre égal a oo; ce qui est
absurde.
Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

= {(a +v/ab + 20736) o€ Q*} .

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est donné par A U B avec

A= {(x, —144 — az?)| a € Q* et x racine de Ey(x) = 2° — o*2* — 288@}

B= {(:U, —144 — az®)| a € Q* et x racine de Ey(x) = o*z® — 2* + 28804}

Preuve : Soit R € C(Q) avec [Q(R) : Q] = 3. Notons Ry, Ry, Rz les conjugués de
Galois de R et travaillons avec ¢t = [R; + Ry + R3 — 300] qui est un point de J(Q) =
{aj(P), 0 <a <4}, donct =aj(P)=—aj(P), 0<a<4.

On remarque que R ¢ { , P, P}.

Cas a=0

Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = 0. 11 existe alors une fonction rationnelle F' sur Q telle
que div(F) = Ry + Re + R3 — 300, donc F' € L (300) et comme L (300) = L (200), alors
un des R; devrait étre égal a oo, ce qui est absurde.

Casa=1

Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = j(P) = —j(P). 1l existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Ry + P — 400, donc F' € L (400) et par suite
F(x,y) = a1 + asx + azx® avec az # 0 sinon un des R; devrait étre égal a oo.

Au point P on a F(P) =0 donc a; = 0 d’ott F(z,y) = z(ay + asz). Aux points R; on a
x(as + azz) = 0, donc x € Q et par conséquent les R; devraient étre de degré < 2.

Cas a =2

Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = 2j(P) = —25(P). Il existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Rs + 2P — 500, donc F € L (500) et par suite
F(x,y) = a1 + asx + azx® + asy avec aq # 0 sinon un des R; devrait étre égal & oo.
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La fonction F est d’ordre 2 au point P donc a; — 144ay = 0 et as = 0 d’ou F(z,y) =
as(y + 144) + az2®.

Aux points R; on doit avoir ay(y + 144) + azz® = 0, d'ott y = —144 — 2. On voit que y
est de la forme y = —144 — ax? avec a € Q* sinon un des R; devrait étre égal & P, et par
suite on a y2 = 2° + 20736 & (—144 — ax?)” = 2° + 20736 < 2° — a2z — 288aa2 = 0 <
2?(23 — a?x® — 288a) = 0.

On doit avoir 2% # 0 et a € Q*, on obtient une famille de points cubiques donnée par
A= {(a:, —144 — a2?)| a € Q* et x racine de Ey(v) = 2° — o*2? — 28804}

Casa=3
Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = 35(P) = —3;(P). Il existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + Rz + 3P — 600, donc F' € L (600) et par suite
F(x,y) = a1 + asx + azz? + aqy + asx® avec as # 0 sinon un des R; devrait étre égal a oo.
La fonction F' est d’ordre 3 au point P donc a; — 144ay, = 0 et ay = a3 = 0 d’ou
F(x,y) = as(y + 144) + asz3.
Aux points R; on doit avoir ay(y + 144) + asz® = 0, d’'ot y = —144 — 227, On voit que y
est de la forme y = —144 — ax® avec a € Q* sinon un des R; devrait étre égal a P, et par
suite on a y? = 2% + 20736 < (—144 — aa®)? = 25 + 20736 < o225 — 2° + 28802 = 0 &
3 (a?a® — 2 + 288a) = 0.

On doit avoir 2° # 0 et o € Q*, on obtient une famille de points cubiques donnée par

B = {(:13, —144 — az®)| a € Q* et x racine de Ey(x) = o*x® — 2 + 28804}

Cas a=14
Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = 4j(P) = —4j(P). 1l existe alors une fonction ration-
nelle F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R34+ 4P — Too, donc F € L (700) et par suite
F = a1+ asx + azx® + agy + asx® + agry avec ag # 0 sinon un des R; devrait étre égal & oo.
La fonction F est d’ordre 4 au point P donc ay — 144a4 = 0, ay — 144ag = 0 et a3 = a5 = 0
d’ott F(x,y) = a4y + 144) + agx(y + 144) et par suite un des R; devrait étre égal & P, ce
qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est donné par A U B.

4.2 Courbe C:y?+y=2a"

4.2.1 Introduction

Soit C une courbe algébrique lisse de genre g définie sur un corps de nombres K.
L’ensemble des points algébriques sur C définis sur K est noté C(K) et Ujk.q<a C(K) est
I’ensemble des points algébriques sur C a coordonnées dans K de degrés au-plus d sur Q.
Nous nous proposons d’étudier en détail les points algébriques de degrés au-plus 3 sur Q
sur la courbe C d’équation affine :

v 4y =21’ (4.12)
La courbe C est hyperelliptique de genre g = 2 et de rang nul d’apres [9].
Notons Py = (0,0), P, = (0, —1) et oo le point & I'infini.
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Dans [9] Hindry et Silverman ont donné une description des points rationnels.
Cette description s’énonce comme suit :
Proposition. Les points Q—rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {F, P, oo} (4.13)

Nous étendons ce résultat en donnant une paramétrisation des points algébriques de degrés
au-plus 3 sur Q. Nos outils essentiels sont :
- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [9]),
- Le théoréeme d’Abel Jacobi, (voir [8])
- Des systemes linéaires sur la courbe C.
Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoréme.

1. L’ensemble des points quadratiques sur C est couvert par S avec

Sz{(a,—;iq/cﬁ—{—i),ae@*}.

2. L’ensemble des points cubiques sur C est couvert par AU B avec

A= {(x, —1—az?)| a € Q" et x racine de Cy(z) = 2* — o*z* — oz},

B= {(a:, az®)| a € Q* et x racine de Cy(z) = 2° — o*a? — a} :

4.2.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q— espace vectoriel des fonctions
rationnelles F' sur C telles que F' = 0 ou div (F) > —D; [ (D) désigne la Q—dimension de
L (D). On montre dans [4] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe a Z/5Z. Soient x et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

X Y

L’équation projective de la courbe C est :
C:YZP+YZt=X° (4.14)

On désigne par J la jacobienne de C et par j(P) la classe notée [P — oo] de P — oo, c’est
a dire que j est le plongement jacobien C — J(Q).
Désignons par C'.C le cycle d’intersection d'une courbe algébrique C’ définie sur Q et C.

Lemme 13. .
e div(x) = Py + P, — 200
e div(y) = 5P — 5oo
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Preuve. Calculons seulement div(y) et en procédant de la méme maniere, on trouve
les autres. On a div(y) = div (%) =Y =0).C—(Z=0)C.
Pour Y = 0, on a X° = 0 d’aprés (4.14); et avec Z = 1, on obtient donc le point
Py = (0,0,1) avec multiplicité 5. D’ou (Y =0).C = 5F,. (i)
De méme pour Z = 0, alors on a X° = 0 d’aprés (4.14); et avec Y = 1, on a le point
oo = (0, 1,0) avec multiplicité 5 d’ou (Z = 0).C = 5o00. (ii)
Les relations (i) et (ii) entrainent que div(y) = 5Py — 5o0.

Conséquences du lemme 1
55 (Fo) =5j(P1)=0 et j(FR)+j()=0

o £(o0) = (1)

o L(200) = (1, z) = L (300)

o L (400) = (1, z, x?)

o L(50) = (1, z, 2%, y)

o L(600) = (1, z, 2%, y, 23)

o L(700) = (1, z, 2%, y, 2%, xy)

Preuve. Résulte du lemme 1

Lemme 15. J(Q) = Z/5Z = ([Py — 0]) = {a [Py — ] ,a € {0,1,2,3,4}}.

4.2.3 Démonstration du théoréme

a) Points quadratiques sur C
L’ensemble des points quadratiques sur C est donné par

Sz{(a,—;i‘/oﬁ’—i—i),ae(@*}

Preuve : Soit R € C(Q) avec [Q (R) : Q] = 2. Notons Ry, Rs les conjugués de Galois
de R. Travaillons avec t = [Ry + Ry — 200] € J(Q) = Z/5Z , d’ou

t=[Ry + Ry —200] = aj(Py) = —aj(P), 0<a<4 ()

On remarque que R ¢ {0, Py, Py }.

Casa=0

La relation (x) devient [R; + Ry — 200] = 0.

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

donc F € L (200), d’ou F(x,y) = a1 + asx, (az #0).
Aux points R;, on a a; + asx = 0 donc = = _a a e Q.
a2
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En remplagant « par son expression dans (4.12), on a :

1\ 1
y2+y:oz5<i)<y+2> —1:a5 (4.16)

1 1
— —— 4 /ad 4 - 4.1
Y 5 ¥+ 7 (4.17)

On a ainsi une famille de points quadratiques
S = _71 + 5+ *1 e Q”
= o « o
2 4]’
Casa=1

La relation (x) donne [Ry + Ry — 200] = j(P) = —j(P1).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

et par suite on a :

dZ’U(F) :R1+R2+P1—3OO (418)

donc F' € L (300) et comme L (200) = L (300), Py devrait étre égal a 0o ; ce qui est absurde.

Cas a =2
La relation (x) donne [Ry + Ry — 200] = 2j(FRy) = —2j(P).
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
div(F) = Ry + Ry + 2P, — 400 (4.19)

donc F' € L (400) et par suite F(z,y) = a1 +asr+azz?, (az # 0) et comme ordp, (F) = 2,
on doit avoir a; = ay = 0, donc F(z,y) = azx? et on devrait avoir Ry = Ry = P, , ce qui
est absurde.

Casa=3

La relation (x) donne [R; + Ry — 200] = 3j(Fy) = —2j(5).

Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que

donc F € L (400) et par suite F(z,y) = a;+asr+azz?, (as # 0) et comme ordp,(F) = 2,
on doit avoir a; = ay = 0,donc F(x,y) = azx? et on devrait avoir Ry = Ry = P, , ce qui
est absurde.

Cas a =14
La relation (x) donne [Ry + Ry — 200] = 4j(F) = —j ().
Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
dZU(F) = R1 + R2 + P() — 300 (4.21)
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donc F' € L (300) et comme L (200) = L (300), Py devrait étre égal a 0o ; ce qui est absurde.

Conclusion : L’ensemble des points quadratiques sur C est :

Sz{(a,—;iuaf’—i—i),ae(@*}.

b) Points cubiques sur C
L’ensemble des points cubiques sur C est couvert par AU B avec

A= {(m, —1—az?)| a € Q" et x racine de Cy(z) = 2* — o*z? — oz},

B= {(ac, azr®)| a € Q* et x racine de Co(x) = 2° — o*a? — oz} :

Preuve : Soit R € C(Q) avec [Q (R) : Q] = 3. Notons R;, Ry, R3 les conjugués de
Galois de R et travaillons avec ¢t = [R; + Ry + R3 — 300] qui est un point de J(Q) =
{aj(F), 0 <a <4}, donet =aj(Py) = —aj(P1), 0<a <4
On remarque que R ¢ {oco, Py, P }.

Casa=0

Donc on a [R; + Ry + R3 — 300] = 0. 1l existe alors une fonction rationnelle F' sur Q telle
que div(F) = Ry + Re + R3 — 300, donc F' € L (300) et comme L (300) = L (200), alors
un des R; devrait étre égal a oo, ce qui est absurde.

Casa=1

Donc on a [Ry + Ry + R3 — 300] = j(Fy) = —j(F1). 1l existe alors une fonction rationnelle
F sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + P1 — 400, donc F' € L (400) et par suite
F(z,y) = a1 + asw + azz?, (a3 #0).

Au point Pj, on a F(P;) =0 donc a; =0 d’ou F(z,y) = z(as + azz).

Aux points R;, on a x(ay + agzr) = 0, donc = € Q et par conséquent les R; devraient étre
de degré < 2.

Cas a =2

Donc on a [Ry + Ry + R3 — 300] = 2j(Py) = —2j(Fy). 1l existe alors une fonction ration-
nelle F' sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + 2P, — 5oo, donc F' € L (500) et par suite
F(z,y) = a1 + asr + azx® + aqy, (ag #0).

La fonction F est d’ ordre 2 en P, donc a;—ay = 0 et ay = 0, d’ott F(x,y) = as(y+1)+azz?.
Aux points R;, on doit avoir as(y+1)+azz® = 0, d'otty = —1—%2% On voit que y est de la
forme y = —1—ax? avec a € Q*, et par suite on a y(y+1) = 2° & (=1 — az?) (—ax?®) = 2°
& 2 (2® — a?2® — a) = 0.

On doit avoir 22 # 0 et o € Q*, on obtient une famille de points cubiques

A= {(:c, —1 —a2®)| a € Q* et x racine de Cy(z) = 2° — o*2® — a}

Cas a=3
Donc on a [Ry + Ry + R3 — 300] = 3j(Fy) = —2j(Fp). 1l existe alors une fonction ration-
nelle F' sur Q telle que div(F') = Ry + Ry + R3 + 2Py — boo, donc F' € L (500) et par suite
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F(x,y) = a1 + asx + azx® + agy, (ag # 0).

La fonction F est d’ ordre 2 en Py donc a; = 0 et ay = 0, d’on F(z,y) = azz? + aqy.
Aux points R;, on doit avoir asz? + a,y = 0, d'oll y = —Z—ixQ. On voit que y est de la
forme y = ax?® avec a € Q*, et par suite on a y?> +y = 2° & (az?)? + az? = 2° &
r?(23 — a?2® — a) = 0.

On doit avoir 22 # 0 et o € Q*, on obtient ainsi une famille de points cubiques

B = {(SL’, az®)| a € Q* et x racine de Co(z) = 2° — o*a? — a}

Cas a=4

Donc on a [Ry + Ry + R3 — 300] = 4j(Py) = —j(F). 1l existe alors une fonction ration-
nelle ' sur Q telle que div(F) = Ry + Ry + R3 + Py — 400, donc F € L (400) et par suite
F(z,y) = a1 + asx + azx?, az # 0.

Au point Py, on a F(Py) =0 donc a; =0 d’ou F(z,y) = z(az + azz).

Aux points R;, on a z(ay + azx) = 0, donc x € Q et par conséquent les R; devraient étre
de degré < 2.

Conclusion : L’ensemble des points cubiques sur C est donné par AU B.

4.3 Courbe C:y* = z(z* + 1)(2* + 3)

4.3.1 Introduction

Etant donnée C une courbe algébrique de genre g définie sur un corps de nombres K,

on note C(K) 'ensemble des points de C & coordonnées dans K, et | ] C(K) 'ensemble
K:Q]<d

des points de C a coordonnées dans K de degré au-plus d sur Q. e
Le degré d’un point algébrique R sur Q est le degré de son corps de définition sur Q,
autrement dit deg(R) = [Q(R) : QJ.
Notre travail va consister en la détermination de maniere explicite les points algébriques
de degré quelconque sur la courbe C d’équation affine :

y? = x(z? + 1) (2 + 3) (4.22)

Il semble qu'une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil J(Q)
des points rationnels sur QQ de la jacobienne de C soit fini.
La courbe C est de genre g = 2 d’apres [18]). Notons Qo = (0,0) et oo le point a U'infini.

Posons Q1 = (i,0) , Q1= (—i,0) , Q2= (V=3,0) , Q2= (—v=3,0) ,Do=Q1+ Q1 .
Dans [18] Siksek a donné une description des points rationnels de C. Cette description
s’énonce comme suit :

Proposition 9. (Siksek) Les points Q-rationnels de la courbe C sont donnés par :

C(Q) = {Qo, 0} (4.23)

Nous étendons ce résultat en donnant une description explicite des points algébriques
de degré quelconque sur Q sur la courbe C.
Nos outils fondamentaux sont :
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- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur C sur Q de la jacobienne
de C, (voir [18]),
- Le théoreme d’Abel Jacobi, (voir [8]),
- Des systemes linéaires sur la courbe C.
Notre principal résultat s’énonce comme suit :

Théoréme 68. L’ensemble des points algébriques de degré au plus d quelconque sur Q
sur la courbe C est donné par

U C(K):HOUH1UH2UH3 o
[K:Q]<d

Z a,x”

k
r<s

Ho = x, —W | a,,bs € Q et x racine de ’équation (&)
<L

9

k=5
s<=5—

Z a,x”

k+2
r<=5=

T, ———=——| | ar,bs € Q satisfaisant
Z bex

k—3
s<55E

Ha

Zrﬁ% a (i) =0 , ZT§¥ a,(—i)" =0

et x racine de l’équation (&)

x, — p | a.,bs € Q satisfaisant ag = 0,
Hy — Z bsx

et x racine de l’équation (F)

> e

Lsr<hs

€T, — Z b s ‘ a/?"’bs < Q 'Uériﬁa/nt ag = O’
s L

k—2

Hy =

Zlgrﬁ%ar(i)r:() s ZISTS¥QT(—1‘)’":0

et x racine de l’équation (E3)
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On désigne par (&) et (E;) les équations respectives suivantes :

(81):(2 arw’”) = 2(z? + 1)(2* + 3) ( > baj) :

SSk 5+1

(Et):( > arxr) = 2(2® + 1)(2? + 3) ( > b:):) .

1<r Sk;t Sk 54t

4.3.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £(D) le Q-espace vectoriel des fonctions ra-
tionnelles définies par

L(D) = {f €Q(C)" | div(f) = =D} U {0} (4.24)

(D) désigne la Q-dimension de £(D).
La classe [Q — oo] de Q — oo est notée j(Q); j étant le plongement jacobien C — J(Q).
Soient x et y les fonctions rationnelles sur C données par :

X Y
XY, Z)=—etyX,Y,Z)=—
(XY, 2) = J et y(X.Y, 2) = -
L’équation projective de la courbe C est :
Y273 = X(X? 4+ Z*)(X? + 327%) (4.25)

Nous désignerons par M - C le cycle d’intersection d’une courbe algébrique M définie sur

QetC.

Lemme 16.

e div(z) =20y — 200

o div(z? +1) = 20Q; +2Q, —

o div(2® +3) = 2Q, +20Q, —

e div(y) = Q0+Q1+Q1+Q2+Q2—500

Preuve. Il s’agit d'un calcul du type :
diviw—a)=W —-aZ=0)-C—(Z=0)-C (%),

ol w est une variable (en affine) qui correspond a W (en projectif) et o une constante.

On a:

(z —i)(z +i)(x — V=3)(z + V=3).
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Il résulte de (x) que :

div(r)=(X=0)-C—(Z=0)-C,
pour w = z et o = 0 dans ().
Pour (X =0)-C,on a:

X =0 X =
=
Y273 = X(X? + Z%)(X? + 32?) Y273 =0
X =0,
=

Y2=0 ou Z3=0.

D’ou Y = 0 avec ordre de multiplicité 2 ou Z = 0 avec ordre de multiplicité 3. Ainsi,
les points d’intersection de la courbe d’équation X = 0 et C sont de la forme (0,0,7) =
Z(0,0,1) ou (0,Y,0) =Y(0,1,0).

On trouve ainsi les points @y = (0,0,1) avec ordre de multiplicité 2 pour Z = 1 et
oo = (0,1,0) avec ordre de multiplicité 3 pour Y = 1.

Pour (Z=0)-C,on a:

Z =0,

Z =0
=
Y273 = X(X? + Z*)(X? + 32?) X°=0.
D’ou X = 0 avec ordre de multiplicité 5 et les points d’intersection de la courbe d’équation
Z =0 et C sont de la forme (0,Y,0) =Y(0,1,0).
On trouve ainsi le point co = (0,1,0) avec ordre de multiplicité 5 pour Y = 1. Ainsi,
div(z) = 2Qo + 300 — 5oo.
On conclut que
div(z) = 2Qo — 200.
De la méme maniere que (7) on détermine les diviseurs suivants :
div(x — 1) , div(z +1) , div(x —/=3) , div(x +v—=3) , div(y).
div(zr — i) = 2Q1 — 200,

div(z +1) = 2Q; — 200.
D’ou

div(x? + 1) = div(x — i) + div(z + 1)
= 20Q, + 2Q, — 4oc0.

div(z* + 3) = div(x — V/=3) + div(z + V=3)
= 20y — 200 + 205 — 200
= 2Q5 + 2Q, — 4cc.

div(y) = Qo+ Q1+ Q1+ Q2 + Q2 — 5o0.
Conséquence du lemme 13 : 25 (Qy) =0 et 25 (D) = 2j <Q2 + Qg) = 0.
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Lemme 17.

L(oo) = (1),

L(200) = (1, =)= L(300),
L(40) = {1, z, 22 ),

L(5o) = (1, z, 22, y),
L(6c0) = {1, z, 22, y, x°),
L(7Tc0) = {1, z, 2%, y, 2°, zy)

Preuve. C’est une conséquence du lemme 16 et du fait que d’apres le théoreme de
Riemann-Rock on a [(moo) = m — 1 dés que m > 3.

Lemme 18.

Une Q-base de L(moo) est donnée par :

)
Bm:{xr : TENetrggl}U{msy : SENets§m2 }

Preuve. (voir [16])

Lemme 19.

JQ) = (2 [ 22) x (Z ] 22) = ( j(Qo) ) ® ( §(Do) ) -

Preuve. (voir [18]).

4.3.3 Démonstration du théoréme

Soit un point R € C (@) avec [Q(R) : Q] = k.
Les travaux de Siksek dans [18] nous permettent de supposer k£ > 2. Notons Ry, R, ...., Ry
les points conjugués de Galois de R et travaillons avec

t=[R1+ Ry + -+ Ry — koo.
Onate J(Q) et le lemme 16 donne
t =mj(Qo) +nj(Dy) , avec 0 <m , n < 1.
Ainsi, on obtient :
[R1+ Ry + -+ - + By — kool = mj(Qo) + nj(Do) , 0<m, n<1. (4.26)
Notre démonstration se scinde en quatre cas suivants :

Cas:m=0etn=0.
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La formule (4.26) devient
[Ri+ Ry + -+ -+ Ry, — koo] = 0.

Le théoreme d’Abel-Jacobi entraine 1'existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que
dZU(f) =R1—|—R2+"'+Rk—]{?00.

Donc f € L(koo) et d’apres le lemme 18, on a

x,y) = (Z aT:UT) —|—y( > bsxs) .
rgg SS%

Aux points R; , on a

S a

r<& .
Yy = ———— ; et par suite,

Z bsx®

k=5
s<55=

la relation y* = z(2? + 1)(2? + 3) donne I'équation

2 2
(ZaT ) x—i—lx—i—S(Z bm).
r<k s§k5

On trouve ainsi une famille de points donnée par :

S a

E
r<g

Z by’

k=5
s<=52

Ho = x, — | a,,bs € Q et x racine de I'équation (&)

Cas: m=0etn=1.

La formule (4.26) devient
[Ry+ Ry + - -+ Ry — koo] = j(Do) = —j(Do);

d’otl
[Ri+Ro+ -+ R+ Q1+ Q — (k+2)oc] = 0.
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Le théoreme d’Abel-Jacobi entraine I'existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que B
dz’v(f) =Ri+Ro+ -+ R +0Q1+Q — (/{7+2)OO.

Donc f € L((k + 2)o0) et d’apres le lemme 18, on a

f(x,y) = Z a, x| +y Z bz’

k+2 k-3
r<=5= s< 5=

La fonction f est d’ordre 1 aux points Q;, @, ; donc on doit avoir

> a (i) =0 et > a(—i)" =0.

k+2 k+2
r<= r<=

Aux points R; , on a

Z a,x" | +y Z bsx® | =0 ; dou

k+2 E=3
r<=3= s<75

Z a,x"

refy?
Yy = ———=—; €t par suite,

Z bsx’
SS%
la relation y* = z(2? + 1)(2? + 3) donne I'équation

2 2

&) | D aa” | =z@+1)@*+3)| Y b

k+2 k-3
<Yy s<5=
On trouve ainsi une famille de points donnée par :

Z a,x”

B Z bsx®

k-3
s<55E

x, | a,,bs € Q satisfaisant

Ha

ng% ar(i)r =0 , Zrﬁ% ar(—i)r =0

et x racine de I'équation (&)

Cas: m=1letn=0.
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La formule (4.26) devient
[Ri+ Ry + - - -+ Ry — kool = j(Qo) = —j(Qo);
d’ou
[Ri+Ry+ -+ R+ Qo — (k + 1)o0] = 0.

Le théoreme d’Abel-Jacobi entraine 1’existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que
dw(f) =Ri+Ro+- -+ R+ Qo — (k—i—l)oo

Donc f € L((k + 1)o0) et d’apres le lemme 15, on a

f(x,y) = Z a, x| +y Z bsa®

k+1 k—4
r<=5 s<55

La fonction f est d’ordre 1 au point )y ; donc on doit avoir ag = 0.
Ainsi, on obtient :

Aux points R; , on a

Y= — ; et par suite,
Z by’
SS%
la relation y* = z(2? + 1)(2? + 3) donne I'équation
2 2

(Ey) : Yo aa| =x@+ 1)@ +3) | D bt

k41 k—4
L<r <45 s<ht

On trouve ainsi une famille de points donnée par :

> aa

Ler<hy

Z bsx®

k—4
s<=5

€T, — | a.,bs € Q satisfaisant ag = 0,

Ho

et = racine de 'équation (E)
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Cas: m=1letn=1.

La formule (4.26) devient
[R1+ Ro+ -+ -+ Ry — kool = j(Qo) + j(Do) = —j(Qo) — j(Do);

d’ou
[Ri+Ro+- 4+ R+ Qo+ Q1+ Q, — (k+3)oc] = 0.

Le théoreme d’Abel-Jacobi entraine l'existence d’une fonction rationnelle f définie sur Q
telle que B
div(f) =Ri+Ro+- -+ R+ Qo+ Q1+ Q, —(/{5+3)OO.

D'ou f € L((k + 3)o0) et d’apres le lemme 18, on a

f(x,y) = Z ax” | +y Z bsx® | .
TS% SS%

La fonction f est d’ordre 1 aux points Qp , Q1 et Q,; donc on doit avoir

ap =0, > a(@)=0e > a(-i) =0

L<r < L<r <t

Ainsi, on obtient :

Aux points R; , on a

Y= — ; et par suite,

Z bsx®

k—2
s<75

la relation y? = z(2? + 1)(2? + 3) donne I’équation

(E3) : ( > a,,a;’") = x(x® + 1)(2* + 3) ( > bsx5> :

k+3 k—2
L<r<~ s<hz2
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On trouve ainsi une famille de points donnée par :

Z a,x"

1< <y

Z by’

k-2
s<55=

T, — | a,bs € Q vérifiant ag = 0,

Hs =

>i<r <kis ar(t)" =0, ¥X) <, crsar(—i)" =0

2

et x racine de I'équation (Ej)

Conclusion : L’ensemble des points algébriques de degré au-plus d quelconque sur Q
sur la courbe C est donné par :

U C(K)=HoUH1UHoUHs.
[K:Q]<d

4.4 Courbe C:y? =3(z" — 1)

4.4.1 Introduction

Etant donnée une courbe algébrique C définie sur un corps de nombres K, on note

C(K) l'ensemble des points sur C rationnels sur K, et | J C(K) I'ensemble des points
[K:Ql<d

algébriques de degré au-plus d sur Q sur la courbe C. Le degré d’un point algébrique R

est le degré de son corps de définition sur Q; en d’autres termes deg(R) = [Q(R) : Q.

Notre travail va consister en I’étude de quelques cas particuliers, ou 'on peut déterminer

explicitement les points algébriques de degré quelconque sur la courbe C d’équation affine

y? =3(z" - 1) (4.27)

Il semble qu’une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil que
nous notons J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne J de C soit fini. Notons
P = (1,0) et oo le point a l'infini. Dans [19] Siksek a donné une description des points
rationnels sur Q sur cette courbe. Cette description s’énnonce comme suit :
Proposition. Les points Q—rationnels sur la courbe C sont donnés par

C(Q) = {0, P} (4.28)

Nous étendons ce résultat, en donnant une description explicite des points algébriques de
degré quelconque sur QQ sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :
- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) des points rationnels sur Q de la jacobienne de C
(voir [19]),
- Le théoréme d’Abel Jacobi (voir [8]),
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- Des systemes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoreme. L’ensemble des points algébriques de degré au-plus d sur Q sur la courbe
C est donné par :

U C(K)=FUFR

[K:Q)<d
avec
Z CLiJZi
Fo=1q17, _Zgibj | a;,b; € Q et x racine de l'équation (&)
j(L’
J<ISe
Z CLz‘SL’i
i<ntl
Fi= x, —ﬁ | a;,b; € Q vérifiant Zi<nT+1 a; = 0 et z racine de l'équation (&)
R -
j<nzt
ou :
2 2
(o) | D ax' | =3 > bjad | (2°—1);
i<y i<zt
2 2
(&) : Z axt| =3 Z bjxj (2° —1)
i< j<izt

4.4.2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q— espace vectoriel des fonctions
rationnelles F' sur C telles que F' = 0 ou div (F) > —D; 1 (D) désigne la Q—dimension de
L (D). On montre dans [19] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J (Q) de C est
isomorphe a Z/27Z et C est une courbe hyperelliptique de genre g = 2.

Soient = et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

X Y
L’ équation projective de la courbe C est :
C:Y?73=3(X°- 2% (4.29)

On désigne par j(P) la classe notée [P — oc] de P—o0, c¢’est- a- dire que j est le plongement
jacobien C — J(Q).

Notons 7, = ¢'2 et posons Ay, = (0,v/372*+1) pour k € {0,1}.

Notons 75 = €'5 et posons By, = (n2,0) pour k € {0,1,2,3,4}.

Désignons par D.C le cycle d’intersection d'une courbe algébrique D définie sur Q et C.
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Lemme 20.
div(x — 1) = 2P — 200
div(y) = By + B1 + By + B3 + By — boo
div(x) = Ag + A; — 200

Preuve. Il s’agit d'un simple calcul du type
div(r —a) = (X —aZ =0).C — (Z =0).C. (4.30)

Par exemple div(xr — 1) = (X —Z =0).C — (Z=0).C.
Ona (X —-Z2=0).C=2P+3x0et (Z=0).C=boo,dou div(xr—1)=2P — 200

Lemme 21.

L (o0) = (1)

L (200) = (1, x) = L (300)
L (400) = (1, x, x?)

L (5oo) = (1, x, 22, y)

L (600) = (1, x, 22, y, x3)

Preuve. Résulte du lemme 20 et du fait que d’apres le théoreme de Riemann-Roch on
a l(moo) =m — 1 dés que m > 3.

Lemme 22. .
Une Q-base de L (moo) est donné par :

Bm:{xiHENetiSﬂ;} U {xfy\jeNetjgm2_5}
Preuve. (Voir [16)).
Lemme 23. J(Q) = 7,/2Z = ([P — od]) = {a [P — 0] ,a € {0,1}}.
Preuve. (Voir [19]).

4.4.3 Démonstration du théoréme

Soit R € C(Q), avec [Q[R] : Q] = n. Les travaux de Siksek dans [19] nous permettent
de supposer que n > 2. Notons Ry, Rs, ..., R, les conjugués de Galois de R.
On sait que [R; + Ry + -+ + R, — noo] € J(Q), d’ou d’apres le lemme 23,
[Ri+ Ro+ -+ R, —noo]=a[P—o00], 0<a<1 (%)
Selon les valeurs de a € {0,1}, on a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (x) devient

[Ri+Ry+---+ R, —noo| =0
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Le théoreme d’Abel Jacobi entraine 'existence d’une fonction rationnelle F' sur Q telle
que
div(F) =R+ Ry + -+ R, —noo (4.31)

donc F € £(noo), et d’apres le lemme 22 on a

F(z,y) = (Z aixi) +1y > bja? (4.32)

< o n—5
) J<=5

Aux points R; on doit avoir

(Z aixi) +1y > b | =0 (4.33)
<3 J<Te

Z Cli.ﬁEi
d'ou y = SRS BN par suite la relation y* = 3(z® — 1) donne I’équation

> b

j<ngs

2

(&) : (Z aia:Z) =31 Y b | (" -1)

i<y J<ngs
On trouve ainsi une famille de points
S a
_ sk
e
Z bjx

-_-n—5
=g

Fo=1|=, | a;,b; € Q et x racine de 'équation (&)

Deuxiéme cas : a = 1
La relation (x) s’écrit [Ry + Ry +---+ R,, —noo| = [P — 0] = — [P — 0] .
Il existe alors une fonction F telle que

div(F)=Ri+Ry+---+ R, + P — (n+1)c0 (4.34)
donc F € L((n + 1)o0), et d’apres le lemme 22, on a
Flay)=| Y aa' |+ |y Y b’ (4.35)
i<tE j<rgt
On a F(P) =0 donne la relation

Z CLZ'ZO

’LS n—20—1
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Aux points R; on doit avoir

Sooax' |+ |y DY b’ | =0 (4.36)

. 1 . —4
i<ng ISt

d’ou ,
Z a; "

- n+1
1<=5=

- _n—4
=t

(4.37)

et par suite la relation y? = 3(z® — 1) donne I’équation

2 2

E) | D ar| =3 D b | (2 -1)

S i<tg
On trouve ainsi une famille de points

Z CLiZL’i

i<nEl . . , .
Fi=<|=, —27]. | a;,b; € Q vérifiant > a; =0 et x racine de 'équation (&)
E bjI _ntl
ZST
4
j<nsd
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Conclusion

Dans cette these, les résultats obtenus portent particulierement sur la détermination
explicite des points algébriques de petits degrés sur Q sur chacune des courbes d’équations
affines y? = 2° + 20736 et y*> +y = 2°, et des points algébriques de degrés au-plus 5 sur Q
sur les courbes d’équations affines : y? = 42° + 1; y? = 2° — 243 et y* = 3z(2? + 3).

On a aussi donné une paramétrisation des points algébriques de degré quelconque sur Q
sur les courbes d’équations affines y? = x(2? 4+ 1)(2? + 3) et y? = 3(a® — 1).

En s’inspirant d’abord des travaux de Booker, Sijsling, Sutherland, Voight et Yasak dans
[1] qui ont déterminé ’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe d’équation affine
y? = 42°+1, et des travaux de Mulholland dans [13] qui a déterminé I’ensemble des points
Q-rationnels sur la courbe d’équation affine y?> = 2° — 243, mais aussi des travaux de
Bruin dans [2] qui a déterminé I’ensemble des points Q-rationnels sur la courbe d’équation
affine y? = 3z(2* + 3), on a déterminé de maniere explicite les points algébriques de degré
au-plus 5 sur Q sur les courbes étudiées au chapitre 3.

Les travaux de Siksek et Stoll dans [20] qui ont décrit I'ensemble des points Q-rationnels
sur la courbe d’équation affine y? = a® + 20736, et ceux de Hindry et Silverman dans
[9] qui ont donné une description des points Q-rationnels sur la courbe d’équation affine
y*> +y = 2°, mais aussi ceux de Siksek dans [18] et dans [19] qui a donné respectivement
I'ensemble des points Q-rationnels sur les courbes d’équations affines y? = x(2%+1)(22+3)
et y* = 3(z° — 1) ont été étendus et généralisées dans cette these.

En effet, au chapitre 4 on a donné une paramétrisation des points algébriques sur certaines
courbes algébriques. Concernant chacune des courbes y? = 2% 4 20736 et 3% +y = 2°
on a déterminé I'’ensemble des points algébriques de degrés au-plus 3. On a aussi dé-
terminé l’ensemble des points algébriques de degré quelconque sur chacune des courbes
y? = z(2? + 1)(2* + 3) et y? = 3(z° — 1).

Notre contribution donnée dans cette theése consiste en la détermination de maniere ex-
plicite de ’ensemble des points algébriques de petits degrés, ensuite de degrés au-plus 5
et enfin de degré quelconque sur Q sur certaines courbes algébriques. Malgré les résultats
obtenus dans cette these, le champ de recherche reste encore tres vaste. En effet :

- Toutes les courbes étudiées sont des courbes dont le Groupe de Mordell-Weil est fini.
Cependant le probleme reste ouvert pour les courbes dont le Groupe de Mordell-Weil n’est
pas fini.

- Tous les résultats obtenus dans le cadre de la détermination des points algébriques de
degré au-plus d sur les courbes étudiées, ne concernent que des degrés sur Q.

Le probléme reste ouvert pour des points de degrés sur un corps de nombre K (K # Q).
- La détermination de I’ensemble des points algébriques de degré fixés est donnés de ma-
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niere explicite pour de petits degrés. Dans cette these, pour de degrés > 3, les courbes
obtenues concernent les points de degrés au-plus d.

Le probleme reste ouvert pour les ensembles des points algébriques de degrés exactement
d.
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