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Résumé :

Dans ce document, basé sur les travaux de Ababacar Diagne et Abdou Sene
[4], nous traitons un probléme de controle des canaux d’irrigation a bathy-
métrie variable. Nous présentons une méthode algébrique pour concevoir un
controle rétroactif (Feedback controle) linéaire pour réguler le niveau de la
colonne d’eau, le débit d’eau et le niveau du fond (la bathymétrie) dans les
canaux ouverts. Nous traitons un systéme hyperbolique d’équations aux déri-
vées partielles décrivant le comportement du flux d’eau (a travers les équations
de Saint-Venant) et le transport des sédiments (& travers I’équation d’Exner).
Ce systéme est linéarisé au tour d'un état d’équilibre. En utilisant des tech-
niques d’estimation a priori et la méthode de Galerkin, nous construisons un
controle frontiére. Cette loi de controle assure une diminution de ’énergie et
de la convergence du systéme controlé. La diminution de I’énergie est basé sur
le choix d’un taux de stabilisation arbitraire pouvant varier en fonction du
temps. Enfin, nous donnons des résultats numériques qui sont en concordance
avec les résultats théoriques obtenus sur le modéle linéaire a travers la méthode
des volumes finis.

Mots clés : Equations de Saint-Venant, équation d’Exner, Feedback controle,
la méthode Faedo—Galerkin
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INTRODUCTION GENERALE

L’étude mathématique des écoulements a surface libre en régime transitoire a débuté il y a
déja plus de 200 ans lors de 'essor de I’ensemble des théories mécaniques, avec les travaux de
Laplace en 1776 et de Lagrange vers 1781 sur la propagation des ondes a la surface des canaux.
Dés 1871, Barré de Saint-Venant! a formulé mathématiquement, par un systéme d’équations
différentielles, le mouvement des eaux a surface libre pouvant faire I'objet d'une description
filaire. Depuis lors, ces équations servent de base aux modéles mathématiques d’écoulement a
surface libre en riviére, en canaux,...

La compréhension et la prévision du comportement de 1’écoulement a surface libre a un intérét
stratégique. La prévision des crues? et les délinéations ; la conception des ouvrages de protec-
tion contre les crues, des évacuateurs de crues et des canaux de déviation et 1’évaluation de
I'impact de rupture de barrage sont autant de sujets, parmi beaucoup d’autres, qui requiérent
de facon cruciale une bonne maitrise des phénomeénes de ’hydraulique et de la mécanique des
fluides [35].

Le transport des sédiments est le phénoméne qui permet de déplacer une masse solide com-
posée d’éléments granulaires (sédiments finis, sable,....) sous 'action de 1’écoulement de 1'eau.
Comprendre 'impact du transport de sédiments en milieu naturel est fondamental en ce qu’il
constitue un processus physique responsable de la modification des fonds des riviéres; ces der-
niers tendent vers un état d’équilibre fortement influencé par les phases hydraulique et solide.
Le controle des écoulements est un des domaines de la mécanique des fluides qui étudie les pos-
sibilités d’action sur les écoulements dans le but de les améliorer relativement & divers objectifs,
qu’il s’agisse d’écoulement libres ou d’écoulement au voisinage d’une paroi.

Ce document est consacré a la régulation du débit d’eau dans des canaux ouverts avec des
sédiments transport. Le travail effectué dans ce mémoire s’articule autour de la question du
controle des équations en eau peu profond couplées & une équation de transport solide.

Ce manuscrit est une suite directe des travaux de Séne et al. [4]. Ils ont prouvé, en utilisant le
modeéle de I'eau peu profonde, qu'une certaine fonction d’énergie qui dépend de la trajectoire
de I’écoulement diminue de fagon exponentielle avec un taux de stabilisation arbitraire. Ce
taux peut varier en fonction du temps. Ils ont concu, en utilisant la technique d’estimation a
priori de I'énergie, un controle rétroactif. Les concepts de la théorie du controle rétroactif ont
été appliqués par de nombreux auteurs en utilisant les équations des eaux peu profondes. La
synthése d'un controleur LQ (controleur Linéaire Quadratique) pour un tel systéme peut-étre
trouvée dans [19]. Les auteurs [19] ont présenté une méthode pour concevoir des controleurs
automatiques efficaces pour un bassin de canaux d’irrigation, qui réalisent un compromis entre

1. Adhémar Barré de Saint-Venant (1797-1886) était un mécanicien frangais. Polytechnicien de formation,
il étudia aussi & I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussée, ou il fit I’essentiel de sa carriére. Ses travaux de
recherche ont couvert un champ considérable de domaines scientifiques et d’application : hydraulique maritime,
navigation le long des canaux et sur route, élasticité, théorie des fluides visqueux, turbulence et perte de charge
dans les conduites. Avant Reynolds, il avait pressenti 'importance de la turbulence dans le calcul des pertes de
charge. En 1871, il proposa un jeu d’équations aux dérivées partielles décrivant le mouvement unidimensionnel
d’une onde de crue.

2. Augmentations rapide du niveau des cours d’eau



la gestion des ressources en eau et la performance en termes de rejet des perturbations non
mesurées. Le modeéle qu’ils ont utilisé pour concevoir le controleur est dérivé des équations de
Saint-Venant discrétisées par le schéma implicite de Preissmann. Litrico et al. ont étudié un
régulateur H,, pour un canal d’irrigation. Dans le cas du réseau de canaux ouverts, des auteurs
ont congu une loi de controle rétroactif. Tsien [20] a obtenu un résultat présentant une exis-
tence et décomposition des solutions classiques des systémes hyperboliques et son application
dans les réseaux de canal ouvert. Leugering et Schimidt [21] ont utilisé ce résultat de Tsien
pour prouver la stabilité dans un systéme de canaux en utilisant la technique des invariants de
Riemann. Cette approche de Riemann a été également utilisée par Ndiaye et Bastin [16]. IIs
ont proposé une loi de commande par amortissement frontiére ayant pour objectif de stabiliser
le niveau et le débit d’eau autour d’un équilibre désiré. Ces documents visaient a ne controler
que les équations de la dynamique des fluides. Le processus de transport de sédiments consti-
tue un phénomeéne complexe résultant d’interactions entre de nombreux parameétres dépendant
des propriétés physiques de ’écoulement, du cours d’eau et de son lit. Un des enjeux de la
modélisation repose sur le calage de ces paramétres permettant de corréler les débits liquide et
solide avec les données expérimentales dans les modéles utilisés. Par exemple, on peut citer ceux
établis par Meyer-Peter et Muller 22|, Grass [23] et Van Rijin [24]. Avec la méthode Grass, on
examine l'influence des infiltrations sur le mouvement et le transport de sédiment. L’infiltration
a travers l'interface sédiments/fluides a également eu une forte influence sur la croissance des
ondulations de sable, méme a des gradients de pression de 'ordre de 0,1. Ces résultats suggérent
que la dynamique des ondulations dans le littoral peut étre affectée par le niveau de la nappe
phréatique et le drainage dans une plage. Par ailleurs la méthode de Van Rijin permet de cal-
culer le transport de la charge de lit comme produit de la hauteur de salaison, de la vitesse des
particules et de la concentration de la charge de lit. Les auteurs de [29] ont présenté plusieurs
modeéles de sédiments déterministes et leurs approches numériques. Le modéle STF couplé a été
utilisé dans de nombreux ouvrages de génie cotier. Dans [25], deux approches : une approche
stable et une approche instable, sont discutées et cinq formulations différentes sont dérivées
dans ces cadres. Une version a flux limité du schéma de Roe est utilisée avec les différentes for-
mulations sur un probléme de test de canal et les résultats comparés. Dans [31], il est démontré
que des techniques numériques mal formulées conduisent a 'introduction de la diffusion, de la
dispersion et des oscillations d’élévation de lit. Quatre schémas de mise a jour des lits différents
sont ensuite examinés et testés par rapport aux solutions analytiques de référence. Tandis que
les schémas ENO et WENO sont étendus au cas de ’équation unidimensionnelle de transport
des sédiments dans [38], les techniques de Galerkin sont étudiées par Kubatko et al. [32]. Cette
méthode est une méthode robuste qui convient particuliérement bien a ce type d’équation de
transport dominée par I'advection. Il incorpore des flux numériques et des limiteurs de pente
ascendants pour fournir une résolution nette de bathymétrie. Elle possede une propriété de
conservation locale qui conserve la masse sédimentaire au niveau élémentaire. L’aspect de la
simulation numérique de la sédimentation des riviéres et de la morphologie sont examinées de
maniére exhaustive dans [26].

L’objectif de notre mémoire est, dans un canal ouvert, comment agir en amont et aval pour
qu’en un certain temps suffisamment grand, la hauteur d’eau, la vitesse d’écoulement et la
bathymétrie soient constantes. Nous effectuons la régulation du débit d’eau et du transport des
sédiments, en utilisant le controle rétroactif en aval (x = L) comme prévu dans [4]. Dans un
premier temps nous faisons une étude sur les équations de Saint-Venant et sur l’équation de
transport de Sédiment. Puis, nous allons faire quelques rappels sur les espaces de Lebesgue et
de Sobolev et aussi sur la méthode des volumes finis. Dans le deuxiéme chapitre, on traite le
modele couplé (Saint-Venant — Exner). On présente ici la loi de controle congue et le résultat
principal. Enfin, le troisiéme chapitre est consacré a la résolution numérique par un schéma de
type volume fini afin d’illustrer les résultats théoriques obtenues au chapitre 2.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES EQUATIONS DE SAINT-VENANT ET
DE L’EQUATION DE TRANSPORT DES SEDIMENTS

I.1 INTRODUCTION

Le systéme de Saint-Venant a été initialement introduit dans sa version unidimensionnelle
par I'ingénieur des Ponts et Chaussées, Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant en 1871
dans un Compte Rendu de I’Académie des Sciences (voir |2]). Il s’agit d’un systéme hyperbolique
modélisant généralement, les écoulements a surface libre dits en “eaux peu profondes” —shallow-
water—. En d’autres termes, il s’agit d’une approximation d’ondes longues traduisant le fait que
la dimension verticale caractéristique de I’écoulement soit faible devant la dimension horizontale.
Dans ce chapitre, nous traitons des généralités sur les équations de Saint-venant et sur I’équation
de transport solides. Nous faisons, dans la premiére section, une étude sur des équations de
Saint-Venant et dans la deuxiéme section, une étude sur de I’équation de transport de sédiments.
Dans la troisiéme section, nous présentons le modéle couplé. Et enfin, on termine par donner
quelques rappels qui nous serons utiles.

I.2 Les équations de Saint-Venant

Les équations de Saint-Venant sont obtenues a partir de celles de Navier-Stokes grace aux
hypothéses suivantes (voir [36]) :

e le fluide est supposé visqueux ! et newtonien? ;

e |'accélération du mouvement sur la verticale est négligeable devant celle due a la gravité
(Ecoulement hydrostatique) ;

e la hauteur de ’écoulement est largement inférieur a la largeur

e on suppose qu’il n’y pas de transfére de masse a travers le fond et la surface libre et qu'une
particule d’eau situé sur 'une de ces deux surfaces y reste au cours du temps (Imper-
méabilité du fond et de la surface );

e la viscosité troublante est constante ;

e nous négligeons, dans les équations de quantités de mouvements, les variations de densité
de l’eau par rapport a la densité de référence (Boussinesq).

1. La viscosité est le paramétre qui définit la résistance a ’écoulement d’un fluide, c’est la consistance plus
ou moins épaisse ou sirupeuse d’un fluide qui permet & celui-ci de s’écouler plus ou moins rapidement. Plus un
fluide est visqueux plus il s’écoule lentement.

2. Un fluide newtonien est un fluide dont la viscosité ne dépend pas des contraintes qui lui sont appliquées.
Autrement dit sa viscosité ne varie pas quand on agite le fluide.
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Le modeéle de Saint-Venant est constitué de deux lois de conservation : une équation de conserva-
tion de la masse et une équation de conservation de la quantité de mouvement. La conservation
de la masse stipule que la variation de masse de fluide au sein d’un volume élémentaire pen-
dant un temps dt est égale a la différence de la masse entrante et de la masse sortante. Pour
la conservation de la quantité de mouvement, le taux de variation de la quantité de mouve-
ment au sein du volume est égale & la somme des forces extérieures exercées sur ce volume.
Ce systéeme posséde une propriété remarquable similaire & celle mise en évidence par Bernard
Riemann pour des équations de la dynamique des gaz. Si v est la vitesse du fluide, h sa hauteur
et g laccélération due a la gravité, I'un des invariants de Riemann correspond a une onde qui
remonte le courant a la vitesse v — \/gh, tandis que I'autre invariant de Riemann correspond &
une onde qui descend le courant a la vitesse v + v/gh [37].

Ces équations complexes, du fait de leur non linéarité, sont par exemple résolues par simu-
lation numérique a l'aide d’une discrétisation par éléments finis ou volumes finis.

I.2.1 Vision simple sur 'origine des équations
[.2.1.1 L’approximation Hydrostatique

La suite de cette sous section repose sur la formule d’équilibre de la pression dans un fluide
au repos. La formule traduit I’équilibre des forces de pression sous gravité [1],

op
0z
On définit z = f comme étant le fond de la riviere et z = 7 la cote de la surface libre. La
hauteur d’eau est h =n — f.

Au dessus de la surface libre, 'air assure une pression atmosphérique Py que 'on suppose
constante. On néglige la densité de lair ( 1.2kgm?) par rapport a celle de 'eau ( 10kgm?). On
a donc la relation "hydrostatique" dans le fluide :

p=Py+pg(n—=z) (I.1)

ce que 'on peut appeler loi du nivellement barométrique. Au fond de l'eau en z = f, on a
p = Py + pgh, tandis qu’a la surface libre, on ne se soucie pas de I'air. Dans la suite, on prend
la référence de pression a la surface libre, on ne tient compte que de la surpression pg(n — z)
par rapport a F.

0= —=—+pg.

Définition 1 On nomme équations de Saint Venant le systéme suivant (que nous prou-
verons au paragraphe suivant), ot u et v sont des vitesses moyennes dans le plan horizontal.
Il y a en fait plusieurs formes légerement différentes suivant que [’on est sous forme conserva-
trice ou non, ou que l’on tienne compte de la largeur du canal ou non. On définit z = f(x,y)
comme étant le fond de la riviere et z = n(x,y,t), la cote de la surface libre. La hauteur d’eau est
h(z,y,t) = n(z,y,t)— f(z,y). La conservation de la masse et celle de la quantité de mouvement
s’écrivent :

( 0h  O(hu) | O(hv)
ot + Ox * oy 0
O(hu)  d(hu?)  d(huv) o T
— g T 1.2
ot | or Dy hg@x p e (12)
d(hv)  I(huv)  O(hv?) B on T,
L ot * ox * dy hgay p 5y

ot 7, et T, sont des contraintes de frottement au fond, F, et I, sont des forces comme l’accé-
lération de Coriolis ou une force d’entrainement due au vent.

On remarque que dans cette partie le fond, f(x,y), est fize par rapport a t, ¢’est une donnée du
probleme, on cherche a établir comment [’eau s’écoule sur une topographie donnée.
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1.2.1.2 Approche heuristique simple 1D

En 1D, ces équations s’écrivent simplement comme suit :

oh  O(hu)

ot N or 0

ou ou - 87] Tx
E—Fua—x——g%—p—h-i-}?m.

(1.3)

ot z = f(x) comme étant le fond de la riviere et z = n(z,t), la cote de la surface libre. La

hauteur d’eau est h(z,t) = n(z,t) — f(x).

On peut obtenir ces équations en partant d’une vision simple des écoulements. La maniére

simple de présenter les équations est de se donner la Figure 1.1 suivante

n(z,1)

e

FY Y

—
g

— '

P

S

M {
=
=

=
=
=
E
+
>
=

FIGURE 1.1 — Volume de contrdle si on veut établir des équations 1D [1].

On a une tranche de fluide d’épaisseur Az dans laquelle circule un écoulement de vitesse
constante, u(x,t). Cette hypothése met en défaut le non glissement & la paroi (effet de la
viscosité). Ce dernier est cependant réintroduit dans ’équation de la quantité de mouvement

par le frottement a la paroi. On dit que u(z,t) est une vitesse moyenne par tranche.

Iy aun flux, h(z,t)u(x,t) qui entre en x et un autre qui sort en x4+ Ax qui est h(x+ Az, t)u(x+
Az, t) et un flux di au déplacement de la surface libre vers le haut : Azdn/dt. Donc, puisque

le fond, f, ne dépend pas du temps, le bilan de la masse s’écrit :
Axoh/0t = h(z, t)u(z,t) — h(z + Az, t)u(x + Ax, t).

En faisant apparaitre la dérivée, on a :

I'(z+ Az, t) =T'(z,t) + Amg—r + ...
x

D’ou par analogie, le terme h(x + Az, t)u(z + Ax,t) peut s’écrire comme suit :

h(x + Az, t)u(x + Az, t) = h(z, t)u(z, t) + Az, hu.
Par conséquent

—Az0,.hu = h(z, t)u(x,t) — h(z + Az, t)u(z + Az, t).

L’équation (I1.4) devient,
Az0Oh/0t = —Az0,hu.

(L4)
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D’ot, on retrouve la relation du flux que 'on a annoncée

oh  O(hu)

ot ox

(L5)

Passons a la quantité de mouvement.

On a une tranche de fluide d’épaisseur Az. Il y circule un écoulement de vitesse constante en z
qui est u(z,t) et la surpression p(z, z,t) = pg(n — z) qui varie du haut vers le bas. La masse est
phAx et 'accélération est donnée par : %—? . La tranche est soumise a des forces de pression que
I'on écrit dans le cadre hydrostatique précédent. Les forces de pression poussent vers la droite
en x soit sur toute la hauteur on a :

/fnp(:v, z,t)dz = /J:7 pg(n — z)dz
-],
(n—f)?

:PQT

h2

2095-

Et elles poussent vers la gauche en x + Ax. Le bilan des forces de pression est donc :

n(z,t) n(z+Azx,t) n(z,t) n(z+Ax,t)
/ p(x, 2, t)dz — / p(z + Az, z,t)dz = / pg(n — z)dz — / pg(n — z)dz
!

(=) f(a+Ax) f(=) f(z+Az)
h(xz,t)*  h(z + Az, t)?
— < ( 2 L-X 2 )
En appliquant le développement de Taylor a WJFTW, on obtient :
h(x + Ax,t)? _ h(x,t)? N Aach(x’t)Q N
2 2 2
On en déduit : ) - A ) ) )
t t t
(1) Mot dnt? ot

Ainsi le bilan des forces de pression devient

n(z,t) n(z+Ax,t) o h2
/ p(x,%t)dz—/ p(%’—l—A.ﬁIj,Z,t)dz = —A:]jpg—(_> + ...
f(=) fz+Ax) or \ 2

Notons aussi la présence d’autres forces qui agissent sur la tranche :

e un terme un peu subtil de poids dii & la pente f’, qui projette la pesanteur en une trés faible
force —Axpgh% ;

e la contrainte de frottement visqueux 7, qui agit sur la surface en z = f(z) et qui dépend de
u. Sa résultante sera —7,Ax.

En faisant la somme de tous ces termes et en factorisant par Az on trouve la résultante globale
(pression + pente + frottement) qui s’exerce sur la tranche :

(= 3 (3) ~ i =)

13 / 66




Pour calculer I'accélération de la tranche il suffit de faire un bilan de la variation de quantité de
mouvement dans la tranche Az (paq:h) compte tenu du flux qui sort a droite, pu(z + Ax, t)*h(z +
Ax), et de celui qui rentre a gauche, pu(x,t)*h(z,t). Donc en écrivant le développement de

Taylor, le flux qui sort a droite devient :

Olpu’h) }

pu(x + Az, t)2h(x + Az) = pu(z,t)’h(x,t) + A, [ 5

Ainsi, d’aprés le principe fondamental de la dynamique (ma = ZF’Z), le bilan de la

quantité de mouvement dans la tranche (Az)=5"> 9lpuh)

92 : .
o s’écrit :

h 2h h? d,
Axa(gl: ) _ pu(x,t)?h(z,t) + pu(z, t)*h(z,t) + A, a(pai ) _ —Azx [pgaa ( ) + pghd—f + 7|
Apres simplification de part et d’autre, I’équation devient :

d(puh) =~ O(pu*h) d (h? daf
Gt e Palg) ey (L6)

En appliquant les dérivés partielles, le terme a gauche devient :

d(puh)  O(pu*h) oh  Opu Ohu opu
o T ar Mo Par T T,
~ ., (0(pu) d(pu) oh  J(hu)
_h< ot o ox )er“(EJr Ox >

Compte tenu de la conservation de la masse, (I.4), le dernier terme a droite est nul. Ainsi, on
a:

d(puh)  O(puh) _ 0(pu)  O(pu)
ot + ox _h( ot tu ox

Par conséquent, I’équation (I.6) devient,

)0

2

(o) b )

d
= —pghz-(h+f) -
D’o1, on a la deuxiéme équation du systéme (I.3),

ou ou 877 Tx

— =—g— — — L.

ot o Yor e ph’ (7
Ainsi, de (I.4) et (I.7), on retrouve le systéme (1.3).

Dans toute la suite, nous considérons un canal d’irrigation, soumis & un écoulement d’eau dont
la dynamique est décrite par les équations de Saint-Venant.

[.2.2 Les équations de Saint-Venant dans un canal ouvert

Définition 2 On appelle canal un systéeme de transport dans lequel I’eau s’écoule et dont
la surface libre est soumise a la pression atmosphérique. On distingue ce pendant deux types de
canaus :

e les canaux naturels : ceux sont les cours d’eau qui existent naturellement sur terre, tels
que les ruisselets, rivieres,...

e les canaux artificiels : ceux sont des cours d’eau réalisés par ’homme tel que les canauz
découverts construits ou ras de sol, les tuyauz de drainages, ...
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1.2.2.1 Systéme de Saint-Venant dans un canal ouvert

Généralement écrit sous forme conservative, le systéme de Saint-Venant décrit un écoulement
dans un canal rectiligne a fond plat a I’aide de la hauteur d’eau h(t,z) > 0 et de la vitesse
moyennée sur la lame d’eau u(t, z) € R. Le systéme homogéne s’écrit (voir [2]),

815]1 + &Chu = O,

2 (L.8)
Orhu + 0, (hu® + %) =0

ou g représente la gravité. On introduit la variable conservative ¢(t, x) := h(t, z)u(t, z) corres-
pondant au débit ou a la quantité de mouvement. Utilisé pour des études sur les écoulements
géophysiques, plusieurs termes sources peuvent compléter le modéle pour prendre en compte
les variations de topographie, des termes de frottement, de diffusion et/ou de dissipation. Ce
faisant, on obtient le systéme de Saint-Venant suivant,

8th + @Chu = 0,

h? 1.9
Ouhs + Oy (hu? + =) = —ghd,h — — (L9)

w

ou b désigne la cote topographique, p, la masse volumique de l'eau et 7 € R correspond a la
contrainte de frottement au fond.

Lorsque les effets latéraux ne sont plus négligeables, il devient nécessaire de considérer la formu-
lation bidimensionnelle du systéme de Saint-Venant ; cette derniére introduit des termes sources
liés entre autres a la topographie et aux frottements. Le modeéle 2D est trés utilisé pour les
études hydrauliques en décrivant un écoulement, une nouvelle fois, a travers la donnée de la
hauteur d’eau h(t,z,y) > 0 et de la vitesse moyennée u(t, x,y) € R?,

Oth + div(hu) = 0,

B2 (I.10)
8, (hu) + div(hu ® u) + v(%) = —ghvb— —

w

ou g correspond toujours a la gravité, b(x,y) désigne la cote du fond du canal, p,, est la masse
volumique de l'eau et 7 := (7,,7,) € R représente la contrainte de frottement au fond. En
pratique, le terme est défini par les lois de frottement empirique telles que les lois de Manning
et Strickler ou de Chézy et de Darcy- Weisbach.

1.2.2.2 La topographie

La topographie b est ici représentée comme une fonction de I'espace. Elle est alors une donné
du probléme et occupe une place centrale dans les applications puisque sa variation est souvent
le moteur de I’écoulement, en particulier pour les applications en riviére. Le terme de topogra-
phie intervient aussi dans les états stationnaires caractéristiques du systéme de Saint-Venant
que nous étudierons plus loin dans ce chapitre. Mais la topographie peut-étre également une
fonction du temps. Cette variation peut-étre 'effet de contraintes extérieurs, par exemple des
tremblements de terre ou des glissements terrain sous-marins. Mais la variation du fond peut
aussi étre la conséquence des contraintes exercées par ’écoulement fluide. Il s’agit alors de
la modélisation des phénoménes de transport sédimentaire, que ’on étudiera aussi plus loin
dans ce chapitre. Dans ce cas, la fonction b devient une inconnue du probléme, solution d’une
équation de concervation supplémentaire.
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1.2.2.3 Coefficients de frottements

Le terme de frottement peut étre défini par les formules de Chézy ou de Manning-Strickler [2],

T = ghJ (L11)
p’U]
ou J est la perte de charge.
La perte de charge linéique correspond a la dissipation d’énergie du fluide lors de son écoulement.
Cette derniére résulte de ’action conjointe de la résistance a 1’écoulement relative a la viscosité
du fluide, et du frottement entre le fluide et la paroi du canal.

e La loi Chézy : Elle s’applique aux écoulements turbulents rugueux et permet d’exprimer la
perte de charge J d’un écoulement gravitaire en fonction de la vitesse d’écoulement. Elle est
connue sous la forme,

|uu
=z
ou C' est le coefficient de Chézy pouvant étre défini par différentes formules empiriques. En
particulier, ce dernier dépend de la rugosité du canal et du rayon hydraulique. Une formule trés
répandue a été énoncée par Manning.

J (1.12)

e La loi de Manning : Elle peut étre vue comme une amélioration de la formule de Chézy. En
raison de sa simplicité d’écriture, il s’agit d’une des formules les plus répandues. Elle est définie
a partir d'un coefficient de Chézy dépendant du coefficient de rugosité des parois du canal aussi
appelé coeflicient de Manning-Strickler ou simplement de Strickler K, et du rayon hydraulique
Ry ~ h,

C = K,h'S, (1.13)

En tenant compte de ce coefficient, la formule (1.5) donne la formule de Manning,

|ulu
T= T

(1.14)

[.2.3 Propriétés du modéle de Saint-Venant.

Nous présentons ici des propriétés importantes du systéme de Saint-Venant. Ces propriétés
seront données pour le cas unidimensionnel mais elles pourront aisément étre étendues en di-
mension deux. Le systéeme de Saint-Venant est constitué de deux lois de concervation : une
équation de conservation de la masse et une équation de conservation de la quantité de mouve-
ment. On travaillera essentiellement avec la forme non homogéne du systéme de Saint-Venant
suivante pour laquelle le terme source est défini & partir de la pente du fond,

8th + arhu = 0,

2 (I.15)
Orhu + 0, (hu? + %) = —ghd,b

ou la hauteur d’eau h(t,x) et le débit h(t,x)u(t,x) correspondent aux variables conservatives,
g désigne toujours la gravité et b(z) indique la cote du fond. Le débit, h(t, z)u(t, ), ainsi que le
terme (hu® + %) correspondent respectivement au flux associé a la hauteur d’eau et au débit.
Cette formulation permet de caractériser un écoulement au dessus d’un fond donné initialement.

1.2.3.1 L’hyperbolicité.

En dehors des zones séches (h = 0), le systéme de Saint-Venant est un systéme strictement
hyperbolique de lois de conservation du premier ordre avec termes sources [2]. On introduit la
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formulation vectorielle du systéme de Saint-Venant (I.15),

W + 8, F(W) = S(W), (1.16)

we (") ro) = e sy = 7
\hu)’ W)= hu? + 22 ] W)= —ghdyb)’

avec W le vecteur des variables conservatives, F(W) et S(W) sont respectivement le flux et le
terme source. En dérivant le terme de flux, il est possible de réécrire 1'équation (I.16) sous
forme quasi-linéaire,

ol

AW + F'(W)a,W = S(W). (1.17)

Ainsi la matrice jacobienne du flux F'(W) est définie comme suit,

F'(W) = ! ! [.18
( >—<gh_u2 2u>. (L.15)

En zone mouillée (h > 0), la matrice F'(W) est diagonalisable et ses valeurs propres associées
sont données par,

A =utec, (I.19)

ol ¢ := +/gh désigne la vitesse a laquelle se propage l'information dans 1’écoulement (par
exemple, la vitesse du sommet d’une vague) aussi appelée vitesse des ondes de gravité. Ces
valeurs propres sont également connues comme étant les vitesses d’onde ou vitesses caractéris-
tiques du systéme de Saint-Venant. Si la hauteur d’eau est non nulle, il apparait clairement que
A_ < A4, ce qui démontre bien la stricte hyperbolicité du systéme.

1.2.3.2 Le nombre de froude

Le nombre de Froude introduit par William Froude en 1874 établit le rapport des forces d’inertie
sur les forces de pesanteur. Ferdinand Reech avait néanmoins établi ce critére de similitude pour
les ondes a surface libre en 1852 donnant ainsi lieu au nombre de Reech analogue au nombre
de Froude. Ce nombre adimensionnel défini pour des hauteurs d’eau non nulles s’écrit,

(1.20)

ou h désigne la hauteur d’eau, u la vitesse moyennée et g la gravité. Ce nombre permet de
caractériser les écoulements :

o [ < 1, I'écoulement est dit fluvial, 'information se propage a la fois de 'amont vers 1’aval
et de ’aval vers 'amont ; typiquement, I’écoulement se produit a faible vitesse pour une
hauteur d’eau élevée ;

e [, =1, ’écoulement est critique, et lorsque le nombre de Froude passe d’une valeur supé-
rieure & une valeur inférieure & un et inversement, il est dit transcritique;

e [ > 1, 'écoulement est torrentiel, 'information se propage de ’amont vers ’aval ; I’écoule-
ment a une vitesse importante et une hauteur faible.

Par ailleurs, on parle de ressaut hydraulique lorsqu’une variation brutale de la hauteur d’eau
entraine un passage du régime torrentiel au régime fluvial.
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1.2.3.3 La stabilité

Nous distinguons trois propriétés assurant que la solution approchée respecte certains principes
physiques de base.

Commencgons par la nature conservative du systéme de Saint-Venant. Elle traduit le fait que la
quantité totale d’eau (ainsi que la quantité de mouvement & I’absence de termes sources) est
constant. Le fait que le systéme de Saint-Venant soit une loi de conservation assure également
'existence de bornes de type L', au moins pour la hauteur d’eau.

Nous pouvons exhiber une deuxiéme propriété liée a la décroissance de I’énergie du systéme.
En effet le systéme de Saint-Venant admet 1'énergie suivante (voir [14])

2 2
E(t,z) = h% + % + ghb. (1.21)

Des calculs classiques en une dimension, par exemple la méthode de viscosité (voir [15]),
montrent qu’elle vérifie I’égalité suivante

O 1] (B+ 2V =0

ot

pour les solutions suffisamment réguliéres.

Dans le cas du systéme homogéne (sans terme source), I’énergie n’est qu’'une des entropies qu’il
convient d’associer au systéme pour que le probléme soit bien posé.

Une troisiéme propriété de stabilité, est 'existence de domaine invariant. En 'occurrence pour
le systéme de Saint-Venant, la positivité de la hauteur d’eau définit un domaine invariant. Par
ailleurs, la décroissance de I’énergie peut aussi étre vue comme la préservation d’'un domaine
invariant.

I1.2.3.4 L’équilibre

L’existence d’états stationnaires non triviaux, c’est-a-dire pour lesquels les inconnues ne
sont pas constantes sur le domaine, est une des spécificités du systéme de Saint-Venant, liée
a la présence des termes sources. En dimension une, en ’absence de frottements et pour des
solutions réguliéres, ils sont par exemple caractérisés par les relations suivantes

Ohu oH B

- — Y a_ 07

ox ox

ou H(t,xz) = “72 + g(h + b) désigne la charge hydraulique. La préservation numérique de ces
états stationnaires n’a rien d’évident. Ils correspondent en effet & un équilibre entre termes de
flux et termes sources, dont les discrétisations sont habituellement décorrélées.

I.3 Transport des sédiments

Le transport de sédiments et la déposition des sédiments intéressent les hydrologistes, car
ils affectent tout 'aménagement globale des bassins versants.
Dans un sens large, on peut appeler sédiment tout matériau fragmenté qui est transporté,
suspendu dans ou déposé par les agents naturels, tels ’eau, 'air et la glace.
Le transport de sédiments se caractérise principalement par deux processus, le transport en
suspension et le transport par charriage.
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I.3.1 Modélisation du transport de sédiments

Deux modes de transport fondamentalement différents sont a distinguer : le transport par
charriage sous l'effet de la tension de frottement moyen au fond, et le transport en suspension
sous l'effet de la turbulence.

I.3.1.1 Le transport par charriage :

C’est le mode de transport, ot les granulats restent en contact avec le fond. Le transport
de sédiments par charriage, gy, [m?/s] dépend pour le cas simplifié de sept paramétres [3] qui
sont :

e p et v qui caractérisent le fluide;
® p, et d caractérisent les sédiments
e Ry, (ouh), J et g qui caractérisent I’écoulement.

En combinant ces trois derniers parameétres, on trouve u, = v/gR,.J, qui paramétre la tension
de frottement appliquée aux granulats du lit ainsi que la turbulence qui maintient les granulats
en suspension.

D’aprés la théorie de I’analyse dimensionnelle, ces sept paramétres peuvent étre réduits a cing
paramétres adimensionnels. Pour modéliser le transport par charriage, gg[m?/s| on prend les
cinq parameétres suivants dont la signification physique est importante :

e S, = ps/p, est une densité relative;

e d =gy, = ﬁ . est une intensité adimensionnelle du transport par charriage tel que
s—1)g
sy [m?/s] représente le débit solide volumique par large unitaire ;
1/3
e d, =d <%> : est un diamétre adimensionnel des particules, ot v dénote le poids

spécifique du fluide (7 = gp) et 7, dénote le poids spécifique des sédiments (v, = gps) ;

pu2
(ys—)d

e Ry /d ou h/d : une profondeur relative.

° T, = . est une tension adimensionnelle de frottement ;

La formulation générale du transport de sédiments par charriage est donnée par (voir [3]) :

¢ = (b(d*a Ty Rh/da Ss)

1.3.1.2 Transport en suspension :

C’est le mode de transport, o les particules restent dans la colonne d’eau (les granulats
n’ont plus qu’occasionnellement contact avec le fond).
Le flux de sédiments transportés en suspension dans la colonne d’eau s’écrit sous la forme :

Qss = /h cs(2)u(z)dz.

Zsb

Si on admet que la répartition de la vitesse u(z) est connue, le probléme est ramené a la
détermination du profil de la concentration volumique ¢4(z) et du niveau de référence, zg,.

La concentration de sédiments en suspension, c¢[ | dépend pour le cas simplifié¢ des 7 mémes
paramétres que dans le cas de charriage (p, v, ps, d, Ry, J, g).
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FIGURE 1.2 — Modes de transport solide, d’aprés Graf et Altinakar [18].

I[.3.1.3 Le transport total

Deux approches existent pour déterminer le transport total, ¢; :

(i) g5 = qs + ¢ss, en calculant gy et gss avec une formule de charriage et de suspension
respectivement, et en combinant les deux par le choix du niveau et de la concentration
de référence, zg et Cs(zg).

(ii) Par des formules empiriques qui donnent directement le transport total en fonction des
parameétres du liquide, du sédiment et de ’écoulement.

I.3.2 L’équation d’Exner

L’équation d’Exner décrit le processus de transport par charriage, et donc d’érosion et d’engra-
vement du lit. Le taux d’échange de la masse solide totale sur une cellule C; := [z;_; /25 Tig1 /2]
de w12 & w112 est égale a la différence des flux solides entrant et sortant de la cellule. La
masse totale sur une cellule C; est définie par,

b(t,x)
// dzd:zc:/ b(t,z)dx.
C; JO C;

Donc par dérivation en temps, le taux d’échange de masse totale sur C; s’écrit,
a( / bt )d). (1.22)
C;

En outre, on introduit les expressions des débits ou flux solides entrants en w1/, et sortant
en ;i respectivement données par {qs(h,u)s, ,,, et {qs(h,u)y,,, ,, avec & :==1/(1 —p) et p
représente la porosité du lit [6]. Ces derniéres permettent d’écrire la forme intégrale de 1’'équation
d’évolution du fond,

o /C bt 2)dr) -+ Elau ()T =0 (1.23)
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En intégrant équation (I.23) en temps sur Uintervalle arbitraire [t",¢"!] et en considérant
que h(t,z) et u(t,x) sont dérivables, il résulte I’équation suivante :

tn+1

/ / Oib(t, x) + £0,qs(h, u)dxdt = 0. (1.24)
tn ¢

Alinsi, puisque les variables d’espace et de temps sont indépendantes et apres simplification, on
obtient 1’équation d’Exner,
b+ £0,qs = 0. (1.25)

L’essentiel de I’équation d’Exner repose sur la définition du flux de sédiment ¢,.

[.3.3 Formules de transport solides

Les formules de transport solide sont principalement basées sur des approches déterministes.
Il existe de nombreuses formules de transport de sédiments, telles que les formules d’Einstein,
Fernandez-Luque et Van Beek, Van Rijin, Nielsen...

I.3.3.1 Grass(1981) :

Elle s’avére étre une des plus basiques mais bien adaptée a la modélisation pour des maté-
riaux granulaires non cohésifs (absence de force de liaison entre les grains). Elle s’exprime sous
la forme,

gs(h,u) = Agulu|™ ",

ou A, et m, sont les constantes empiriquement déterminées. Typiquement, m, est un entier
naturel pris entre 1 et 4. La constante de calibration A, est li¢e a la granulomeétrie et la viscosité
dynamique.

1.3.3.2 Meyer-Peter et Muller (1948) :

Elle est une des formules les plus utilisées par les ingénieurs pour les études hydrauliques
impliquant un fond mobile. Historiquement, cette formule est une extension de la formule de
Meyer-Peter (Zurich, 1934) établie a partir d’expériences en canal avec un fond composé de
grains de taille variable.

Pour établir la formule de Meyer-Peter et Muller, les expériences ont été menées pour un
nombre de variable plus étendu, en particulier, la pente du canal. Certaines expériences ont été
réalisées pour des pentes de 0,2 et des particules grossiéres de 30mm. Les travaux de Meyer-
Peter et Muller ont principalement porté sur le transport de sédiments par charriage, impliquant
uniquement un mouvement des grains par roulement ou sauts le long du lit, et par la méme,
excluant le transport par suspension. L’expression du flux solide dépend de la constante de
cisaillement 7* adimensionnelle donnée par,

. T
T o= o) gd.

O 7 le terme de frottement, ps, p,, désignent respectivement les masses volumiques du solide
et du liquide (ici, 'eau), g la gravité, et d le diamétre du sédiment. Dans ce cas la formule de
Meyer-Peter et Muller s’écrit,

qs =8 9<& - 1>d3(7':ff - Tc*)iﬂ-
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Ou 77, correspond a la contrainte de cisaillement effective dépendant du coefficient de Strickler
K et de la rugosité des grains K,
* KS 3/2 *
("

p

Et 7 est la contrainte critique généralement égale a 0.047. L’opérateur (.); correspond a la
fonction max(.,0).

Par ailleurs, en imposant une valeur de contrainte de cisaillement critique nulle, on peut relier
la formule de Meyer-Peter et Muller & celle de Grass en prenant my, = 3 et,

A, = SvV9
! (,OS/Pw - 1>K§R1/2h7
ol Ry, est le rayon hydraulique correspodant au rapport de la section mouillée S sur le périmétre
mouillé P.

1.3.3.3 Engelund et Hansen :

Contrairement aux formules précédentes qui sont adaptées au transport par charriage, il
s’agit d’une formule traduisant le transport total en volume de grains & saturation c’est-a-
dire qu’elle prend en compte le transport de sédiments par charriage et par suspension. Par
ailleurs, elle s’avére étre adéquate lorsque le processus de transport en suspension n’est pas
négligeable, et donc lorsque la granulométrie est relativement homogéene pour des particules de
faible diametre. On exprime la formule d’Engelun et Hansen comme suit,

DB
s = 0_05\/M3}1}/3K§<7—*)5/2'

9

1.3.3.4 Schoklisch de 1934 et 1943

Cette formule est obtenue en considérant les hypothéses suivantes :
(i) De nombreuses formules de rejets de sédiments comme le modeéle Grass prennent la forme,

qs = a(u, h, .. )u™,
ol « est une formule empirique qui dépend des paramétres d’écoulement et des propriétés
des sédiments.
(77) On définit le paramétre m a 1.

114) Et enfin on utilise I’hypothése que a = A, h ou A, est un paramétre physique donné selon
g g
les propriétés des particules de sédiments.

Ainsi le modéle de Schoklitsh s’écrit,
qs = Aghu.

I.4 Le modéle couplé

1.4.1 Saint-Venant-Exner

Dans un écoulement a fond mobile la cote (niveau) du fond varie selon la relation d’Exner
qui est une équation de continuité pour la phase solide. Ce phénomeéne est modélisé par un cou-
plage d’'un modeéle® hydraulique (équation de Saint-Venant) et d’'un modéle morphodynamique

3. Le principe d’un modéle est de remplacer un systéme complexe en un objet ou opérateur simple reprodui-
sant les aspects ou comportements principaux de l'original (ex : modéle réduit, maquette, modeéle mathématique
ou numérique, modéle de pensée ou raisonnement).
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(équation d’Exner). Ce couplage permet de traduire I'influence des sédiments sur I’écoulement.
Ainsi, le modéle couplé, Saint-Venant - Exner, exprime trois principes fondamentaux :

e la conservation de la masse du fluide;
e la conservation de I’énergie ;
e la conservation de la masse de sédiments.

Le systéme couplé, (1.9)-(1.25) (Saint-Venant - Exner), en une dimension d’espace se tient

Ohu + ax(mﬂ + %) = —ghd,b— (1.26)

(1 —p)Ob + 0pqs = 0.

Pour rappel, h(t,z), u(t,x) désignent respectivement la hauteur d’eau et la vitesse moyenne
de I'écoulement. Le paramétre g correspond a 'accélération gravitationnelle. Le terme 7/p,,
représente le terme de frottement, p,, caractérise la masse volumique de 1’eau. Le paramétre p
est la porosité, b(t, x) indique la cote du fond et g,(t, z) est le débit solide ou flux de sédiments.

Dans la suite, nous allons définir le systéme objet de notre mémoire. On utilise le systeme
précédent en remplacant les variables h,u, ¢, et b par H,V, Q) et B respectivement.

I.4.2 Le modéle objet de notre mémoire

Nous déduisons du systéme (I1.26) le systéme objet de notre mémoire sous les hypothéses
suivantes :

e On considére un canal rectiligne a fond plat de longueur L(m), animé d’un écoulement d’eau
de hauteur H(m) et de vitesse V(m.s~!). La topographie du fond est représentée par B ;

e On néglige la contrainte de frottement au fond, 7;

e En outre, le rejet de sédiments est obtenue en fusionnant la formule de Schokltsch (voir section
1.3.3.4) et la citation de Kubatko et Al. ("Des termes diffusifs de ce type dans l’équation de
la continuité des sédiments sont apparus dans la documentation (voir, par exemple, Watanabe,
1987; Daly et Porporato, 2005). Leur inclusion dans [’équation peut étre justifiée par l'argument
selon lequel le transport de sédiments dépend de la pente du lit, c’est-a-dire que les pentes
descendantes (ascendantes) entrainent une augmentation (une diminution) du taux de transport
des sédiments en raison des effets de pesanteur”).
D’ou le flux de sédiment est donné par :
B

g = Qs = AHV — 5?9_1;’ (1.27)
ou ¢ est le coefficient de diffusion positif des sédiments, A, est un parameétre physique donné
selon les propriétés des particules de sédiments. Ainsi le systéme couplé en une dimension
d’espace s’écrit :

(ool oHv
ot or
OHV OHV? 1 OH> OB
L 0B _ 1.28
ot or T29ar TG, =0 (1.28)
9B 0Q,
R st —0.
| PG T =0

Ce systéme est illustré par la Figure 1.3. Le paramétre p, 0 < p < 1, est la porosité des
sédiments.
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FIGURE 1.3 — Vue longitudinale du canal.

I.5 Algorithmes de contréle des canaux

Un systéme de controle est un systéme élémentaire (algorithme + matériel) en charge du

fonctionnement des structures transversales de canaux, basé sur les informations du systéme de
canaux. Ces renseignements peuvent comprendre des variables mesurées, des conditions d’ex-
ploitation (p. ex., retraits prévus) et des objectifs (p. ex., cibles hydrauliques) [38].
Les stratégies de controle sont classés suivant la technique employée. L’ensemble de la commu-
nauté scientifique du controle des écoulements s’accorde sur la classification exprimée dans le
schéma "Classification des stratégies de controle des écoulements" [33]. La difficulté que pré-
sente la classification des algorithmes de controle des canaux est due aux différentes fagons
de les caractériser (p. ex., variables controlées, configuration de I'implantation sur le terrain,
gestion des communications, technique de conception, gestion des alarmes, emplacement le long
d’un canal). Parmi tous ces critéres, nous retenons les trois critéres essentiels qui permettent
de caractériser le comportement hydraulique, les performances et les contraintes des différents
algorithmes de controle des canaux : les variables considérées, la logique de controle et la tech-
nique de conception.

1.5.1 Les variables controélées

Les variables controlées sont les variables du systéme auxquelles le gestionnaire assigne des
consignes. En automatique on parle de « poursuite » «< tracking ») lorsque ces consignes sont
variables au cours du temps. Trois types de variables sont considérés dans les algorithmes de
controle : les variables d’action de controle, les variables mesurées et les variables de controle.

I.5.1.1 Les variables d’action de contrdle

Les variables d’action de controle sont des variables issues de 1'algorithme de controle et four-
nissent des structures croisées aux actionneurs (ex : les vannes, la décharge des niveaux d’eaux
en amont et en aval).

I1.5.1.2 Les variables mesurées

Les variables mesurées, également appelées entrées de I'algorithme de controle, sont les variables
mesurées sur le systéme de canaux généralement les niveaux d’eau ou les débits.

1.5.1.3 Les variables de controéle

Les variables de controle peuvent étre des ouvertures de vanne, des incréments d’ouverture de
vanne, des débits, des incréments de débit, etc.
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I.5.2 Logique de controle

La logique de controle fait référence au type et a l'orientation des liens entre les variables
controlées et les variables d’action de controle. L’algorithme de controéle utilise soit le controle
de rétroaction (FB, également appelé controle en boucle fermée), le controle de transmission
(FF, également appelé controle en boucle ouverte) soit la combinaison des deux.

I.5.2.1 Feedback contréle (contrdle en boucle fermé out controle rétroactif)

Il consiste a intégrer la réaction du systéme a la loi de commande. Ce type de contréle
nécessite de caractériser précisément le systéme avec un ensemble de variables d’états obtenues
par des mesures suffisamment précises.

Principe

Dans un algorithme de controle rétroactif, les variables controlées (Y') sont mesurées ou
directement obtenues & partir de mesures. Tout écart par rapport a la cible (Y,) est réinjecté
dans l'algorithme de contréle afin de produire une mesure corrective U (cf figure 1.4). Les
perturbations (P), méme si elles sont inconnues, sont prises en compte indirectement, a travers
leurs effets sur la sortie Y du systéme. En théorie du controle, ce concept est essentiel puisqu’il
relie une variable d’action de controle U & une variable controlée Y [8].

e Les variables U sont les variables de controle du systéme, sur lesquelles on peut agir, afin
de modifier ’état du systéme.

e Les variables Y sont les variables controlées du systéme, auxquelles on peut assigner des
consignes (constantes ou variables).

System Y

B < Yc

FIGURE 1.4 — controle rétroactif.

I.5.2.2 Feedforward controle (contréle en boucle ouvert)

Le feedforward controle consiste a controler un systéme sans prendre en compte la réponse
de ce systéme. Ce type de controle est simple sur le principe car il suffit d’appliquer une consigne
de controle et laisser le systéme évoluer librement pour qu’il atteigne I’état souhaité. Cependant
il est a utiliser avec précaution, car la plupart des systémes sont instables par nature et I'état
souhaité est parfois impossible a atteindre.

Principe

Dans un algorithme de controle en boucle ouvert, les variables d’action de contrdle U sont
calculées a partir des variables ciblées Yc, des estimations de perturbation P et de la simulation
de processus (figure 5). Le controle de la transmission améliore habituellement le rendement
du contrdle lorsque peu de perturbations inconnues se produisent dans le réseau de canaux. Le
controle de la ligne d’alimentation peut compenser les retards inhérents au systéme en anticipant
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les besoins des utilisateurs. Ces besoins doivent étre estimés le plus précisément possible.

P

P —p ] U

FIGURE 1.5 — controle boucle ouvert.

Le feedforward controle est généralement insuffisant en soi, en raison des erreurs de modeéle,
des erreurs d’estimation des perturbations et des perturbations inconnues, et doit étre combiné
avec le controle rétroactif pour compenser ces erreurs

1.5.2.3 Combinaison Feedforward control - Feedback control

Le controle rétroactif et le controle direct ont des avantages et des limites. Pour ces raisons,
on utilise souvent la combinaison des deux. Pour un systéme multivariable (avec plusieurs
actions de controle et variables controlées), plusieurs controleurs avec différentes logiques de
controle peuvent étre combinés. Par exemple, les rejets peuvent étre controlés dans le controle
des lignes d’alimentation et les niveaux d’eau dans le controle de la rétroaction. Par conséquent,
certaines méthodes de réglementation peuvent apparaitre dans plusieurs catégories.

P
A ¢
P :ﬂ U
Ye FF }—‘ﬂ System

Ye

FIGURE 1.6 — Feedforward controle + Feedforward controle.

I1.5.3 Techniques de conception

La théorie du controle implique un processus en trois étapes : la modélisation du systeme
(c.-a~d. la définition d’un modéle), 'analyse du systéme (c.-a-d. 1’étude du comportement du
modele) et la conception du contrdleur. La technique de conception est 'algorithme ou la
méthodologie utilisée dans 'algorithme de controle afin de générer les variables d’action de
controle & partir des variables mesurées.

1.6 Espaces Fonctionnels

I.6.1 Les Espaces D(Q2) et D'(Q)

Soit 2 un ouvert de R", soit f une fonction définie par :

fQ—R
z— f(z)
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Définition 3 On définit le support de f et on le note par

sum)f:{x € Q/ flx) # 0}

Définition 4 L’espace D(2) est lespace des fonctions ¢ : R™ — C indéfiniment différentiables
dont le support est un ensemble compact contenu dans ).

Définition 5 Soit p une multi-indice,

p = (p1:p2; s pn) EN",|p| = Z]%ﬂ
i=1

Pour toute fonction régulicre v : Q2 — R, on note par

olPly

DPy =
Ox Oxh?...0xh’

la dérivée partielle d’ordre |p| de w.

Définition 6 On dit qu’une suite ¢; converge vers ¢ dans D(S2) quand j — +00 si
1. les ¢ et ¢ ont leur support dans un méme compact K C Q;

2. pour tout multi-indice p, DP¢; converge vers DP¢ uniformément sur K ce qui revient a une
convergence uniforme sur €.

Définition 7 Une distribution T' sur €2 est une forme linéaire "séquentiellement” continue sur
D(Q), c’est a dire T : D(Q2) — C, ¢ — T(¢), linéaire et continue au sens suivant : pour toute
suite ¢; qui converge vers ¢ dans D(Q2), la suite de nombres complexes T'(¢;) converge vers

T(¢).

Les distributions sur € forment un espace vectoriel noté D'(€2) : c’est le dual topologique de
D(Q).

1.6.2 Les espaces de Lebesgue LP, 1 <p< o0

Soient Q un ouvert de RY et f une fonctions de € dans K = R ou C.

1.6.2.1 Définitions

Soit (€2, T, i) un espace mesuré de mesure positive p, ott 7 est une tribu sur Q.

Définition 8 Soit 1 < p < oo. On note LP(Q) = LE(Q,T,u) Uensemble des fonctions
w—mesurables a valeurs réelles, qui sont définies p.p. sur ) et qui vérifient

/ |f(z)Pdz < +o0.
Q
Définition 9 Soit p € [1, +00|. L'espace de Lebesgue LP(Q) = L (Q, T, i) est défini par

(@)= {1f]: f € L/ },

o = {he Q) h=f pp. sur 0},

On définit l’espace L™ comme suit :

L>(Q) = {f : f mesurable et 3 une constante C telle que |f(z)| < C' presque partout sur Q}
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Définition 10 Pour 1 < p < oo, on appelle norme LP et on note ||.||,, Uapplication définie

par
11 = [ 15@r)™”

Pour toute fonction, f mesurable, définie p.p sur S, on note ||.|oo, lapplication définie par
1 flloo == Inf{C’ >0, tel que Vx € Q, |f(x)] < C presque partout sur Q},

le supremum essentiel de la fonction f.

Définition 11 Pour tout exposant réel 1 < p < 0o, on appelle exposant conjugué de p l’exposant
réel q tel que

Dans la suite nous donnons quelques inégalités relatives auz espaces LP.

1.6.2.2 Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder)

Soient f € LP(Q) et g € LI(Q), avec q 'exposant conjugué de p. Alors f.g € L'(Q) et

| @ataide < ([ irarar) ([ lapde) ™ pour tout 1<p < .

En particulier, pour p = 2, ¢ = 2, on a 'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante

’/Qf(x).g(x)’ < </Qf2>1/2</9g2>1/2.

1.6.2.3 Théoréme 1.2 (Inégalité triangulaire)

Soit 1 < p < +00. Soient f et g définies de €2 a valeurs dans K, des fonctions mesurables,
alors on a :

LF+glly < 171+ llgllp-

1.6.2.4 Théoréme 1.3

Pour tout exposant 1 < p < 400, l'espace LP(2) est complet c¢’est-a-dire, c’est un espace de
Banach.

1.6.2.5 Proposition 1.1

Soit f une fonction mesurable bornée positive d’un ensemble mesurable €2, de mesure finie
non nulle dans R. Alors

/QfdM:O = =0 pp.
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1.6.3 Les espaces de Sobolev

Un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenue par
la combinaison de la norme L” de la fonction elle-méme et de ses dérivées jusqu’a un certain
ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens faible, au sens des distributions afin de rendre
I’espace complet. Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour ’étude des équations aux
dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations appartiennent plus naturellement a
un espace de Sobolev qu’a un espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens
classique.

Soit © un ouvert de RY et m € N.

Définition 12 L’espace de Sovolev H™(S2) est formé par l’ensemble des distributions f €
D'(Q) telle que 0*f € L*(Q) pour tout o € N™ avec |a] < m c’est-a-dire,

H™Q) = {f €LXQ) /Y a:la| <m, 8f € L?(Q)}.
Définition 13 L’espace H* () est définit par :
HY(Q) :={u € L*(Q) : Ou/0x; € L*(Q),Vi=1,..,N}.

Bien entendu, la dériwation est a comprendre au sens des distributions. En d’autres termes,
une fonction u € L*(Q) est dans H'(Q) s’il existe des fonctions vy, ....,vx dans L*() telle
que :

/uﬁgo dx:—/vigo dr Yo eD(Q), Vi=1,..,N.
o O Q

L’espace H' () est muni de la norme :
N ou 12 : 2 1/2
ot = (3 [ [ @+ [ wwar)
1/2
- (/ yvu(a;)deH/ ]u(x)|2d3:> .
Q Q

Définition 14 Soit F' un espace pré-hilbertien muni d’un produit scalaire {.,.). Une famille
(€j)jesen C F est un systéme orthonormé si l'on a

(ek,e1) = 0k;  pour tout k,l € J.

On dit que c’est une base hilbertienne si de plus (e;) ;e est totale dans F (c¢’est-a-dire si le sous
espace vectoriel qu’elle engendre est dense dans F).

1.6.3.1 Proposition 1.2
L’espace H(€2), muni de la norme ||.||z: est un espace de Hilbert.

Définition 15 On définit l’espace H(div, Q) par
H(div, Q) := {V e L2 ; divV ¢ LQ(Q)}.

1.6.3.2 Théoréme 1.4

Soit Q0 un sous-ensemble ouvert lipschitzien continue de RN (pas mécessairement borné).
L’espace D(Q)N est dense dans H(div, Q) [7].
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1.6.3.3 Théoréme 1.5 [Trace]
Soit Q un ouvert régulier borné de classe C!.

e Pour les fonctions de H'(£2), on définit I'application trace o,

Y1 HY(Q)NC(0Q) — L*(09) NC(0N)
v — Y(v) = vl]ga.

Cette application se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q)
dans L*(0€2) notée encore 7. Il existe ¢ >0 / [[v]l12000) < cl|v|lm -

e Pour les fonctions de H?(2), on définit 74,

o HA(Q)NC0Q) — L2(99) N C(0Q)

ov
vi— 1 (v) = %\39 = Vou.n

qui se prolonge par continué en une application linéaire continue de H*(£2) dans L?*(99).

e Lorsque ) est de classe C2, on définit o,

Y @ H*(Q)NC(0) — H(02) N C(00Q)
v — Y(v) = v]aq

qui se prolonge en une application linéaire continue de H?({2) dans H'(92).

I.6.4 Convergence forte, faible et faible-x

Soit E' un R-espace vectoriel. Soient ||.|| une norme et f une forme linéaire sur FE.
Dans cette section, (E, ||.||) désigne un espace de Banach de dual E’. Il est muni de la topologie
engendrée par les boules ouvertes, que ’on appelle topologie forte.

Définition 16 On dit qu’une suite (z,), d’éléments de E converge fortement vers v € E et
on note x,, — x Si :

|z, —z|| — 0 lorsque n — 400

Définition 17 La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E, ¢’est-a-
dire, avec le minimum d’ensembles ouverts, rendant continus toutes les applications f € E'.

On définit la convergence d’une suite de E pour la topologie faible o(FE, E’) de la fagon
suivante.

Définition 18 On dit qu’une suite (T,)neny d’éléments de E converge faiblement vers v € E,
et on note x,, — x St :

pour tout f € FE, (f,x.)pr— (f,2)mr quand n — +o0.

Définition 19 On dit qu'une suite (f,)nen d’éléments de E' converge faible-x vers f dans F’,
et on note f, = f, si pour tout v € F,

(fo2)p e — (f,2)p B, quand n — +oo.
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1.6.4.1 Proposition 1.3

Si (fn)nen est une suite de £ telle que f, — f faiblement dans E, alors f,, — f faiblement-x*
dans E'.

Remarque 1 Si la suite (x,), d’éléments de E converge faiblement vers x € E alors x est
appelée la limite faible de (xy,).

1.7 La méthode de Galerkin

En mathématiques, dans le domaine de I’analyse numérique, la méthode de Galerkin est une
classe de méthodes permettant de transformer un probléme continu (par exemple une équation
différentielle) en un probléme discret. C’est une méthode approximative parmi d’autres, utilisée
pour résoudre (déterminer 'existence et 'unicité des solutions) des équations aux Dérivées
partielles d’évolution.

Principe

La méthode de Galerkin * est une méthode trés générale et trés robuste. L’idée de la méthode
est la suivante. Partant d’un probléme posé dans un espace de dimension infinie, on procede
d’abord a une approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On
résout ensuite le probléme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre directement
en dimension infinie. Enfin, on passe d’une fagon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre
la dimension des espaces d’approximation vers I'infini pour construire une solution du probléme
de départ. Il convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit
également un procédé constructif d’approximation [13].

1.8 La méthode des volumes Finis

La méthode des volumes finis (MVF) est utilisée pour discrétiser la partie spatiale des lois de
concervation. Cette méthode, développée initialement dans le cadre du traitement numérique
des équations d’Euler, présente le grand intérét d’étre intrinséquement conservative et s’adapte
trés bien a ’aspect discontinu des solutions. L’approche de la méthode des volumes finis consiste
a diviser le domaine de calcul en plusieurs cellules C;, qui ne se chevauchent pas et dont la somme
fait exactement le volume du domaine de calcul, puis intégrer sur chaque cellule et sur un pas de
temps. Apparaissent alors les moyennes des solutions sur chaque cellule et des termes de bords,
autrement dit les flux échangés entre les cellules au niveau de leur frontiére, ou interface. Ainsi
le flux sortant d’une cellule est égale a celui qui rentre dans la cellule voisine, d’ot1 I'algorithme
conservatif.

Dans les modéles de volumes finis existants, qui sont basés sur la résolution des équations de
Saint-Venant, deux techniques ont été principalement utilisées : le solveur de I'approximation
Riemann de Roe (RARS : Roe’s Approzimate Riemann Solver) et la méthode de projection
(MP).

I.8.1 Le RARS

Le RARS a été initialement proposé pour la résolution de ’équation hyperbolique homogéne
(Roe, 1981). Cette méthode de Roe (1981) permettant d’améliorer le rendement de la méthode

4. Boris Grigorievitch Galerkin est un mathématicien et un ingénieur russe puis soviétique, réputé pour ses
contributions & I’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste lié & une méthode de
résolution approchée des structures élastiques, qui est I'une des bases de la méthode des éléments finis.
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de Godunov (moins cotiteuse et moins dissipée) consiste a rechercher un probléme de Riemann
linéarisé qui peut étre résolu exactement & 1’aide des données initiales.
Nous développerons cette méthode plus loin dans le Chapitre 3.

1.8.2 La méthode de projection

La méthode de projection (MP) proposée indépendamment par (Chorin, 1968 ; 1969 ; Te-
mam, 1968; 1977) est la technique fréquemment utilisée pour la résolution numérique des
équations de Navier-Stokes en variables primitives. Cette méthode, est basée sur 1'utilisation
d’un champ de vecteurs vitesses auxiliaires (en otant les termes de pression des équations de
Navier-Stokes), et sur 'aboutissement a une équation de Poisson pour la pression (comme la
seule inconnue) par un couplage entre I’équation de continuité et celle de quantité de mouve-
ment [36]. Guillou (1996) , Guillou et Nguyen (1999) ont utilisé la MP pour la résolution des
équations de Saint-Venant dans un maillage curviligne et donc structuré®. Ils ont montré que
I'utilisation d’un maillage non décalé pour la résolution des équations de Saint-Venant peut
produire des oscillations indésirables non seulement dans les champs de la surface libre, mais
également dans ceux de vitesses. La MP se montre trés efficace pour calculer les écoulements
a surface libre sur des fonds trés irréguliers. L’utilisation de cette méthode est motivé, dans
certains ouvrages, en prévision des applications de ce code a des problémes qui représentent des
termes sources importants dus principalement a une variation rapide et & une forte irrégularité

du fond.

5. Un maillage structuré est un maillage & connectivité fixe. Le maillage est alors défini par sa seule liste de
noeuds.
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CHAPITRE 11

CONTROLE DU SYSTEME DE SAINT-VENANT - EXNER DANS
UN CANAL OUVERT

II.1 Introduction

En milieu naturel, les interactions entre un écoulement et le fond ont tendance & modi-
fier la morphologie du lit. Sachant que le fond influence également 1’écoulement, il existe donc
une interdépendance entre les parties fluide et solide. Pour tenir compte du processus de sé-
dimentation, le modéle de Saint-Venant-Ezner demeure un des modéles les plus utilisés par
les ingénieurs. La majorité des outils logiciels est basée sur ce modele. Il constitue un modele
reconnu et bien adapté a la plupart des études géomorphologiques. Ce chapitre est consacré
a la conception du contréle rétroactif par estimation & priori du systéme Saint- Venant—Ezner
pour le controle des écoulements dans un canal ouvert. Nous présentons le résultat principal
ainsi que sa preuve.

Dans la suite, nous considérons le modéle couplé, (Saint-Venant—Ezner), en une dimension
d’espace donné par (voir chapitre 1) :

( 0_H+8HV_O
ot or
OHV OHV? 1 OH? 0B

+gH— =0 (IT.1)

ot + ox +§gﬁx

0
oB 0 0B
(1 —p)a + £<A9HV — e’f%)

x pu—
= 0.
ol les variables H, V et B indiquent respectivement la hauteur de la colonne d’eau, la vitesse

et la bathymétrie. Le parameétre p est la porosité du sédiment. A, est un paramétre physique
donné et ¢ est le coeflicient de diffusion positif des sédiments.

II1.2 Linéarisation du modéle couplé

Définition 1 : La linéarisation consiste a remplacer une équation non linéaire & = f(x),
pres d’un équilibre x*, par une équation linéaire. Cette derniére décrit les petites variations de
la solution quand la condition initiale est une petite variation de I’équilibre.
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Dans la suite, nous remplagons le terme HV par Q. Ainsi, le systéme (II.1) peut étre réécrit

sous la forme suivante :

( 0H 0Q
o tar 0
0Q 9 Q> 1 OH? B
Tt o)t ey Tel g, =0 (I12)
0B | A, 00 __ 0B

L Ot l—pax_&@x?'

ou
€

I1.2.1 Etats d’équilibre du systéme

Les états d’équilibre sont des états stationnaires. Soit 1’état d’équilibre associé au systéme
(I1.2) noté par (H,Q, B). Il y a stabilité si, a partir d'un temps ¢ donné, la hauteur d’eau, le
débit et la bathymétrie ne varient plus, c’est-a-dire :

A Téquilibre, le systéme (I1.2) devient :

( 0H 0Q
ot T or
— —9 —9 —
oQ 0 /Q 1 9H 9B
o taeF) 2 9l =0
0B A, 0Q _ B
| ot T 1-poxr  'ox?

De (IL.3), il résulte

%:O

e () (G ) =1 s
B

\ 02

I1.2.2 Linéarisation
On introduit I'état résiduel (h, ¢, b) comme la différence entre 'état actuel (H, @, B) et I'¢tat
d’équilibre (H, Q, B), c’est-a-dire
h(z,t) = H(z,t) — H; q(z,t) = Q(x,t) — Q ; b(z,t) = B(z,t) — B.
Ensuite, on suppose que I'état résiduel est trés petit par rapport par a I’état d’équilibre,

|h| < H, || <Q et |b] < B. (IL.5)

En utilisant (I1.4) et (IL.5) dans (II.2), on obtient :
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e Pour la premiére équation du systéme (11.2)

o+ ) | 04+ Q)
ot or

D’ou
oh  0Oq
o o
e Pour 'équation deux de (IL.2),

a1+ +5

L’équation devient :

H ox

9 O\ _oh 9O —ob 0B
A0 Wy - LGNy » ety - SNy - el
217" 5 <H>+g o "9 Toll t oG =0
Ainsi,
9 o>\  _oh —ob —,0H 0B
R A W+ SCLCRy ~ Ly = 9By _
217" 5 (H)“’ or "I e T (a +8x> 0
Posons
Q2
HO) =%
g =<

Linéarisons la fonction f :

<Q2> +g(h+ﬁ)a(h+ﬁ) +g(h+ﬁa(b+§) _

B — S of — — of — —
f(H,Q)=f(h+H,q+Q) f(H,Q)Jrha—H(H?Q)Jr @(H,Q),
o of Qo Q
g @) =15 ¢ %(H,Q)_Qﬁ-
Donc ) .
f — Q Of ==, ,Q
Ainsi , =2 ., .
Q°  Q Q Q

Par conséquent, en dérivant par rapport a x, on obtient :
—92 —
QN 0 (Q Q\20h Q 9q
8x< )‘w(g) <H> or T g or

D’ou la deuxiéme équation de (2.2) devient :

— 4 gH-— +gH
T g g

ot H/ Ox ox ox ox ox

D’aprés le systéme (11.4),

5(5) (G 57) o

8q+2<Q>8q (@)28h —0Oh 8b+a <%>+ H<8H+8B

ox

)=o.

(IL.6)
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Ainsi

%*2(62)292 <@>2§Z+9F§Z gH2 =0, (IL7)

Ox
e Et enfin, pour la troisiéme équation de (IL.2) :

g+ Q) 9%

d(b+ B) .o
or  '0x?

ot

+ B2
Ainsi,

ob Jq 0?b

— — = —. I1.8
ot TPy = o (1L8)
De (I1.6) a (I1.8), le systéme linéaire obtenu s’écrit :
( Oh  Oq
—+—=0
ot " or
dq Q\0q (Q\20h —Oh  —_0b
149 24 _(x) = H H=—=0. 11.9
aﬁ <H)8:c (F) a2 o, + 975, (IL9)
0%
\ 52 = 51@
Posons : - -
Q Ay - @ I7 X
=2— = =gH — = =gH = . I1.1
b1 T Bo l—p’ =49 ﬁ27 X =9, Xa By ( 0)
Par conséquent
o o
ot Oz
dq dq oh ob
ek -4 - —~ =0 I1.11
ot T oe T or T X, (IL11)
8b q 8217
| 5 B =iy
I1.2.2.1 Conditions initiales
Les conditions initiales sont données par
h(0,2) = 1°(x), q(0,2) = ¢°(x), b(0,z) =b"(x). (I1.12)

11.2.2.2 Conditions limites

On impose quatre conditions aux bords. En amont (z = 0), on suppose qu’il n’y a pas de
perturbations, c¢’est-a-dire le débit et la bathymétrie sont nuls. En aval, (x = L), on construit
un controle rétroactif g, qui permet de régulariser ce modéle et on impose que le flux est nul.
Ainsi les conditions limites sont données par :

g(t,0) =0, q(t,L) =qr(t), b(t,0)=0, et %(t,L)zO, (IL.13)

ou qr, est la loi de contrdle (contrdle rétroactif) a construire afin d’obtenir la convergence
exponentielle de I'énergie associée au systéme (I1.11) vers zéro.

Remarque 1 : Dans un écoulement sous-critique, le coefficient v, est positif.
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I1.3 Espace de fonctions

I1.3.1 Deéfinitions
Soit 2 = (0,7) x (0, L). On dénote 'intervalle (0, L) par J.
Définition 2 On définit l’espace H(div, Q) par
H(div, Q) = {v e L2(Q)? ; divV € LZ(Q)}, avee div = (%, aﬁ).
x

Le systéme (II.11) peut-étre réécrit comme suit

( Oh  0q
ot T or "
dq  O(Brq + 1k + xb)
94q _ 11.14
ot + oz 0 ( )
8() 8b

Nous déduisons la proposition suivante du Theoreme I1.5.1 dans [34].

11.3.2 Proposition II.1

Dans un régime fluvial (écoulement sous-critique), si la solution du systéme (I1.14) est dans

L*(Q) alors les vecteurs
h q b
(q> ’ (ﬁlq +mh+ xb) o (ng - 61%)
sont dans H (div, ).
Définition 3 L’espace S° est l’espace des fonctions dans H*(0, L) qui s’annulent en x = 0,

—{remo,0); j0)=o}.

Définition 4 Soit (X, Y, Z) défini de Q? x Q3 x Q* dans R
Nous définissons l’espace W comme :

W= {(h,q, b) € L(0,T: L2(0, L))® x L2(0,T: 8%, X(h.q), Y(h,q.b), Z(q.b) € H(div, Q)}.

11.3.3 Notions de distribution

Soit D'(€2) le dual de D(Q2), I'espace de distribution sur §2. On dénote par (.,.) le couplage
de la dualité entre D'(£2) et D(£2). Si f est une fonction localement intégrable, alors f peut étre
identifiée avec une distribution par

1.0)= [ Jo(ads o€ D),

En d’autres termes, (.,.) est une extension du produit scalaire de L?(12).
Soit @ = (@, .....ay) € N et
N
la| = Z Q;.
i=1

Pour tout u dans D'(2), on définit la dérivé d’ordre o de u dans D’(2), noté par 9*u, comme
suit :

(0°u,¢) = (—1)l(u,07¢) V¢ € Q.
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I1.3.3.1 Théoréme II.1 [7]

Soit © un ouvert suffisamment régulier de RY.
La trace 7, définit par

Yo : DO — H2(90)
v — v.1]ge

peut-étre étendue par continuité a une trace linéaire et continue, toujours désignée par y,, de
H(div,©) dans H=/?(00).

Preuve o B
Soient ¢ € D(O) et v € D(O)V. La formule de Green’s suivant tient,

(v, grade) + (div v, ¢) = pv.n ds.

Comme D(_@ est dense dans H'(©), cette équation est toujours valable pour ¢ dans H'(©) et
v dans D(O)V.

Donc

[ évndsl <lvlmanel élle, Vo€ H(©), ve D@
00

Soit 4 un élément de H'/2(90). Alors il existe un élément ¢ de H'(0) tel que ¢ = p sur 9O.
Par conséquent 1'inégalité ci-dessus implique que

[ o ds| < v lnawell i lsse, Vi€ HP(00), ve D@
00

Ainsi
Fonl-1200 < [I0 |la@ive) -
Par conséquent la topographie linéaire 7, : v — v.n|pe définie sur D(O)" est continue pour la
norme de H(div, ©).
Puisque D(O)" est dense dans H(div, ©), ~,, peut étre étendue par continuité & une topographie
encore appelée 7, € L(H(div,0); H/2(90)) tel que
| Yo [ 2er(aiv,0)m-1/2000) < 1 0.

Par extension, v, v est appelé la composante normale de v sur 00 et est dénoté simplement par
v.n.
11.3.3.2 Proposition I1.2
Si (h,q,b) € W, alors la trace de (h,q,b) au bord de Q est définie dans H~2(99).
En effet, grace au Théoréme II.1,
X(h,q).n, Y(h,q,b).n, Z(gq,b).n € H 2(d),
ou 0f est le bord de €) et n, la normale unitaire extérieur au bord de 2. Par conséquent
1(0,.), h(T,.), b0,.), b(T,.) € H2(]0,L]), q€ H 2(09),

(nh 3D 0), (il A0 D), 5 (0), 52, 1) € H-3(0, 7],

b(.,0), b(.,L) € L*(]0,TY).
Donc, h, b, ¢ € H™2(9Q)
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II.4 Formulation faible et estimation & priori

11.4.1 Formulation faible

La formulation faible est une autre maniére d’énoncer un probléme physique régi par des
équations différentielles ou aux dérivées partielles. L’intérét de cette approche est de pouvoir
disposer de concepts et de propriétés de I’analyse fonctionnelle, en particulier ceux des espaces
de Hilbert et de Sobolev.

Considérons maintenant la formulation faible suivante du systéme (I1.11).

e Pour la conservation de la masse :
Soit ¢ € H*(0, L). On multiplie la premiére équation du systéme (IT.11) par ;7 et ensuite

on intégre par rapport x :
L L
oh 0
/ 71¢ da: +/ vlw—qdaz =0.
0 0 ox

En intégrant par partie le seconde terme, il résulte :

/0 %w%dl‘ — /0 Q%(Wb)d:ﬂ + (L) (L)q(t, L) — n1¢(0)q(t,0) = 0.

D’apreés les conditions aux bords, ¢(t,0) = 0.
Ainsi, on a la formulation faible de la conservation de la masse donnée par :

/0 Wi /0 2 e 45 (L)at. 1) = 0 (IL.15)

e Pour la conservation de la quantité de mouvement :
Soit ¢ € S8Y. On multiplie la deuxiéme équation du systéme (II.11) et puis on intégre par

rapport a z :
0 L 0 L oh L ob
/ ¢—qu+/ quﬁ—qu—l—/ 71<b—dx—|—/ X¢p=— =0
Ox 0 Ox 0 Ox

En intégrant par partie les trois derniers termes, il résulte :

opde~ [ ag @oa~ [ g uorte~ [T07 orto + srowate,
—B19(0)q(t, 0) + 7 d(L)(t, L) — 11 (0)h(t, 0) + xd(L)b(t, L) — xé(0)b(t, 0)

Par définition de l'espace 8%, ¢(0) = 0. Par conséquent, la formulation faible de I’équation de
conservation de la quantité de mouvement est donnée par :

/ cbaqd —/0 (Wl) x—/jh%dm—/o (;;md +BT,=0, (IL.16)

BT, = pio(L)q(t, L) + (L) (nh(t, L) + xb(t, L)).

ol

e Pour la conservation des sédiments :
Soit ™ € SY.
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En multipliant la troisiéme équation du systéme (II.11) par x7 et intégrant par rapport a x,
il résulte

0x?

On divise I’équation par (5 et puis on mtegre par partie les deux derniers termes :

L ob Lo(ry) L O Ob
ATX) L)q(t, L) — - gr v
/o X1 8td /0 o qdx + xm(L)q(t, L) — x7(0)q(t,0) /0 81X18 pe dx

L L 82
/ —dx+ ngﬂ—dx—/ EIXT 5 dx
0 0

0 0
+€1X17T(L)£b(t7 L)— 51X17T(0)%b(t7 0),

ol
X1 = X
o
D’aprés les conditions aux bords, on a B%b(t, L) = 0. Par définition de I'espace S°, 7(0) = 0.
Ainsi, la formulation faible de ’équation de conservation des sédiment est donnée par :

L ob L o(my) L om db
— II.1
/o ﬂxlmd /o o qd:z:+/0 51)(18 pe de + BT3 = (I1.17)

ol

BT 3= xm(L)q(t, L).

La formulation faible des équations aux dérivées partielles qui s’exprime en termes d’algébre
linéaire dans le cadre d’un espace de Hilbert est une formulation variationnelle. Cette formu-
lation faible (formulation variationnelle) est donnée en vue de montrer 'existence de solutions
faibles pour le systéme linéaire (I1.11) grace a la technique de Galerkin
Dans la suite, nous considérons la formulation faible (I1.15) — (I1.17) du systéme (II.11).

I1.4.2 Estimation de I’énergie a priori

Nous introduisons la fonction suivante comme 1’énergie & stabiliser,

1 L
E(t) = — / (’71h2 + q2 + leQ)d[L’.
0

2
La décroissance de 1’énergie permet de garantir une stabilité autour de I’équilibre. En effet,
cette fonction telle que définie est une fonction de h, ¢ et b. Sa décroissance vers 0 permet
d’assurer la convergence des perturbations h, q et b vers zéro.

I1.4.2.1 La loi de controle

Notre loi de controle s’inscrit dans U'esprit des travaux de Séne et al. dans [4]. La différence
est : eux, ils visent seulement & controler les équations en eau peu profonde, tandis que, nous
controlons le modéle couplé. Dans le cadre de notre mémoire, le controle s’opére seulement sur
un point (z = L). Nous imposons en aval la décharge d’eau suivante comme loi de controle :

q(t, L) = p(t)(mh(t, L) + xb(t, L)), (I1.18)

ou u(.), le parameétre de contrdle, est une fonction positive tel que p(.) € L= (R™).

Cette loi de controle est un rétroactif linéaire au bord (en aval). Il permet a la hauteur, le
débit de I’eau et la bathymétrie d’atteindre un état d’équilibre lorsque le temps est suffisamment
grand.
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I1.4.2.2 L’estimation d’énergie

Pour obtenir une estimation de I’énergie, on remplace (¢, ¢, 7) par (h,q,b) dans le systéme

(IL.15)- (IL.17)
Ainsi, I'équation (I1.15) devient :

[ = [ a5 aante, Lot 1)+ 06, 1) = 0

or, le premier terme peut-étre réécrit comme suit

L L 2
oh 1 oh
gy = = A,

/Omatx 2/071&‘%

Donc, on a :

/0 h% - /D qa(gzl)dx +mh(t, L)p(t)(mh(t, L) + xb(t, L)) = 0.

De méme, l’équation (I1.16) devient :

Aaby), " a(gm) " o(q)

+q(t, L)(mh(t, L) + xb(t, L)) = 0.

Le premier terme peut-étre réécrit comme suit

/ aqd / —dx
Ainsi, on a :

dq® L 9(Big) L 9(yq) b 0(xq) )
5/0 o0 ‘/0 qwdﬂf—/o hwdﬂf—/o b=py o+t L)

+q(t, L)(mh(t, L) + xb(t, L)) = 0.

Il en est de méme pour l’équation (11.17),

Lo ab L' a(xb) L 9b o
— — — — .
/0 le_atd — /0 B qdx + /0 EIX15 -5 +dx + xb(t, L)p(t)(mh(t, L) + xb(t, L)) =0

Ainsi,

1 [t ov? L o(xb) Loab,
3| aGrde= [a% e e [ a0 D) Gah(e. L)+ bt L) 0.
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Par conséquent, le systéme devient :

(1 (Y on? L a(h
! / I / QU 40 e, L) (e, ) + xb(E, L)) = 0,
0 ot 0 Ox

2
1 (" og Y 9(Bg) b 9(ma) /L d(xq)
2/, atdx /Oq o dx /Oh E dx i b o dx

+61¢°(t, L) + q(t, L) (mh(t, L) + xb(t, L) = 0,

1 [t ov? L o(xb) L ob,
| 5 Gt [ aSPar e [ (G- xble Db 1) + ¢ 1) =
(I1.19)

I1.4.2.3 La variation de I’énergie

A travers la formulation faible (I1.19), on détermine la variation de I’énergie E du systéme
(I1.11). En additionnant les trois équations, il résulte :

1 L ah2 L 8(]171)
5/0 15—/0(] o dx + ~yh(t, L)u(t) (v h(t, L) + xb(t, L)) / —da:

oz x

-/ 20 / 2y, /O pPXD o 4621, 1) + alt, L)h, L) + bl L)

1 (L op? L a(vb L ob
+—/ xl—dx—/ g (X)dxm/ (V2 4 xb(t, Lyu(t)(nhit, L) + xbit, L)) = 0.
2 Jo ot 0 Ox 0 Ox

En ordonnant ces termes, I’équation devient :

1 (f on? 1 [Fog? L[t o L a(hy) L 9(B1q) L o(xb)
= —+ = —dzr + = —dx — dr — dr — —=d
2/0%8t+2/0 8tx+2/0X18t /Oqax x/oqax x/oqax””

() (nh(t, L) + xb(t, L)) (mh(t, L) + xb(t, L)) — / 09, / p209 4 2L

ox ox

+yiq(t, L)AL L) + xa(t, L)b(t, L)) + &1 /0 (P2an — o,

ox
En utilisant l'intégration par partie, le premier terme devient

/0 ha(g;q>dx = [”qu(t x)h(t, x)]OL — /OL q%dw,

(71’1)

L
0
= mq(t, L)h(t,L)—”qu(t,O)h(t,O)—/ q pe dx.
0

D’apreés les conditions limites, ¢(¢,0) = 0. Donc
L L
d(mq) d(11h)
h————dx = t,L)h(t, L) — ———dx.
/0 O x ’)/1Q(,)(,) /Oqal’ T
De méme,

/Ob%dxzxq(t,l,)h(t,m—/o q%dw.
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En somme, I'’équation devient :

L[r om0 o "o | 9Bia) | OxD)
5/0 "Wor Tar X Ed‘” /0 R e P T

- X(J(@L)b(t’L))+71Q(t,L)h(t,L)—/0 q%dwrxq(t L)h(t,L)—/O qwdm

ox
L omhn L 8)( L ob

J— 2 —_ —_ p—

u()(h(t, L) + yb(t, L)) /0 da /0 15 dx—l—al/o Xl(m) dz = 0.
En réduisant certains termes, on obtient

1 [* on* 9 o’ t (9(7171) (516]) O(xb) 2

— — —dr = — L

2/0 Mgy Tar TRt = /0 /| =5 Tl (G U (80

L (971h L aX L ob\ 2
_ 2 _ _ _
p(t)(1h(t, L) + xb(t, L)) /O o /O a5 da:+€1/0 xl(—(%) dr =0,

or

L
s n =2 2w o Spen = [P0 g
2 0
Alors

L
B’ (t, L) = %QQ(@ L) +/O q%iq d

On déduit de la deuxiéme équation du systéme (II.11) que

a(h%) (ﬁlq) a(xb)
ox ox oz = 0.

Par conséquent

10

L L
-7 h2 2 bZd - _
2825/0 YT+ ¢+ xab” dx

21 b oyh
a5t de — p(OOh(E L)+ - [
0 0

Ox
b oxb L 0Biq 51 ) L roby2
_/o 950 da:—/o 95 dr — —q*(t, L)—sl/o Xl(%) dzx.

Le terme a gauche est la dérivé de la fonction d’énergie. Donc, on a

dE(t) (" 19q , Oyih | 0Piq | Oxb Br o
dt _/0 q[8t+ Ox * Ox * 3x]dx

— & /OL X1 (%)2(&

D’aprés I’équation de conservation de la quantité de mouvement (l’équation 2 du systéme
(I1.11)),

¢*(t, L) — u(t)(nh(t, L) + xb(t, L))*

@ Ovih  0Biq X Oxb —0
ot ox ox ox '
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Ainsi, la variation d’énergie satisfait :

dE(t) . /31 2 2 L 8b 2
T 5 (t, L) — p(t)(mh(t, L) + xb(t, L)) 51/0 Xl(%) dx. (I1.20)
Posons
B, 1 B L oby2?
_—5’ ——w et CcC= —¢&1 . Xl(%) dx
Alors la variation d’énergie peut s’écrire :
dE(t
# = Q(qr) =dgi(t) +c avec d=a+b (I1.21)

Le polynéme Q est un polyndéme du seconde degré par rapport a qr.
Le terme & gauche de I’équation (IT.21) est négative. Par conséquent, I’énergie décroissante !.

II.5 Reésultat principal

Dans cette section, nous présentons le résultat principal de ce travail.

11.5.1 Théoréme

Soit (h°,¢°, %) € L*(0,L)* x 8°. Le systeme (II.11)-(I1.12)-(I11.13) avec la loi de
controle (I1I.18) a une unique solution (h,q,b) en W. En outre, pour tout x dans (0, L),
(h(t,x), q(t,z),b(t,x)) converge vers zéro quand t tend a oo.

11.5.2 Preuve

La démonstration du Théoréme se fera en deux étapes.

e Etape 1 : Existence et Unicité de la solution
La preuve du Théoréme est faite en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Soit {vi € HY(0,L),i € N}, une base Hilbertienne de L?(0, L), et {wi € S8%ic N} une

base Hilbertienne de S°. Dénotons par S™ et S” les espaces de dimension finie définis comme
S, = vect{vi, 1<i< n}, S, = vect{wi, 1< < n}
Soit (h(x), gi(z), bi(z)) C 8" x (8™)? une suite qui converge vers les conditions initiales

(ho, qo, bg) dans L*(J)* x S°.
Considérons la formulation discréte faible du probléme (I1.11). Pour tout (¢, ¢, 7) € S"x(8")?,

1. Une différence parmi les méthodes de controles provient de la fagon dont 1’énergie est définie et la fagon
dont sa variation en temps est exploitée pour obtenir une décroissance exponentielle de 1’énergie
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on a

( L L
/ MYoh™ — / 7q"Optbdx + (L) u(t) (v h™(t, L) + x0™(t, L)) =0 (I1.21.a)
0 0

L L L L
0yq"dx — "0y dx — h"0, dx — b" 0, d
/0¢ e /Oq (B10)da / (16)da / (x)dz

FB10(L)G" (1, L) + (LN (t, L) + xH(L)" (1, L) = 0 (IL21.b)

L L L
/ x17m0b" dx —/ q" 0. (xm)dx +/ e1x0,0" 0, wdx
0 0 0

+xm(L)p(t) (A" (t, L) + xb" (¢, L)) = 0. (I1.21.c)
(I1.22)
On cherche les solutions "approchées" du probléme (I1.22) données sous la forme suivante :

= Zl?(t)vi(:z:), ¢"(t,x) = Zp?(t)wi(af), et b"(t,x) Zk" w;(x).  (I1.23)

Remplagons (I1.23) dans le systéme (I1.22) :

\

e Pour la premiére équation on a :

S0 W iziza — (O wn, 2 rsicn = —0(0) S p (Oui(D)

noo.L
C iy <i<n = i d
ou (v, ¥)1<i< ;/0 vi(z)Y(x)dx

Posons :

A, = <Ui,¢>1§z‘§m B, = <wi73z¢>1§i§m fln = ZPZ wz

Les vecteurs {vl, Vg, U3, ..., vn} sont linéairement indépendants (ie, det(v;, 1) # 0 ).

D’ou, I’équation devient

C1(t) — A7 B (1)) = A7 funl) (11.24)

e Pour la deuxiéme équation, on a :

d
ap”(tﬂwi, D) 1<i<n — P"(t) (Wi, OxP)1<i<n — " (t){(Vi, OpP)1<i<n — k?t) (Wi, 0z ) 1<i<n
= —io( sz — né(L Z (i) > I (Ovix) — xo(L) Y K (t)w;(x)
P i—1
Posons :

On = <wi7 ¢>1§i§na D, = <wi,ax¢>1§igm F, = <Ui, 3x¢>1§i§n

fan(t) = =Fro( sz wilz) = no(L Zl" vilz) DU (Ovie) = xo(L) Y K (t)wi(w)
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D’ou I'équation devient :

%p”(t) — C'DL(p" (1) — OV E(1M(1) — C Dy (K1) = —Ct fon(t). (I1.25)

e Pour la troisiéme équation, on a :

d
Ekn( )< >1<z<n BQp ( )<w7 ax7T>1<i<n + 56% an(t) <aacwa aacﬂ->1§i§n

= —x7(L <’lel +x2k" w;(x )

Posons

G, = (w 7T>1<1<n7 H, = <w78x77>1§i§n: Ip = <axUJ,3m7T>1gign

n

Fant) = —xr(L®) (3 2B @la) +x Y- 2 (ws@)).

i=1
D’ou, I'équation devient :

d

SH) = BaG ol (1) + 25X G (0(0) = =G D). (1120
Ainsi, le systéme (I1.22) devient :
(S0 - AT B (D) = A7 (D)
%p"(t) = G Da(p"(1) = G Fa(IM() = O ' Da(k" () = =G fou() - (11.27)
| 0 =BG L (0) + 26x G (1) = ~ G ).

On obtient un systéme d’équations différentielles non linéaires du premier ordre & coefficients
constants. Donc le systéme admet une solution locale sur 'intervalle [0, ¢,], avec t,, indépendant
de n, (t, =T pour tout n € N ).

On cherche a présent a justifier I'existence de la solution du systéme (II.11) en s’appuyant
sur I'estimation a priori. Pour cela, on considére la formulation discréte faible (I1.15)—(11.17)
du systéme (IT1.11) dans I'espace S" x (8")%.

En utilisant I'estimation de I’énergie & priori de la section précédente, on a :
pour tout ¢ > 0,

dE;t(t) - _51X1/0 (a;:) dz — %( "(t, L) + p(t)(yah" (¢, L) + xb" (¢, L))*.

Intégrons par rapport a t de 0 a T

[0 = [ [ (G w5 [ nras [ o, e

Il en suit

E"(T)~E"(0) = —e1x1 / / ab" ddt—% /0 (¢"(t, L)*dt— /0 p(t) (b (¢, L) +x0" (1, L)) %dt.
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D’ou

T)+ e / / (25 / (¢"(t, D)% + / W) (k™ (¢, L) + XB(t, L)) = E(0),
(11.28)

o E"(t) =| vArh"(t, ) a5 + 11 ¢"(¢ ) 25 + [ VX" (52 N2
La notation || . ||2,; indique la norme de L? sur I'intervalle J.

Ainsi, on déduit de (I1.28) que

max || A" (t,) 25 + 1" (t,) 155 + | vXad"(t, ) [25 < E7(0). (I1.29)

0<t<T

Par conséquent, les suites h™, ¢" et b™ sont bornées respectivement dans L>(0,T; L*(0, L)),
L>(0,T; L*(0, L)) et L>=(0,T; L*(0, L))NL*(0,T; H'(0, L)). Puisque ces espaces sont de Banach
alors on peut extraire une sous suite de (A", ¢, b") qui converge faiblement vers (h, g, h) dans
L>(0,T; L*(0,L))* x L>=(0,T; L*(0, L)) N L*(0,T; H*(0, L)) pour la topologie faible-*.

D’aprés la Proposition II.1, les vecteurs

(o) g anina) o (g L)
q) \Prg+mh+xb)’ Bog — 122

sont bornée dans H(div,€2). Donc, on déduit de la Proposition I1.2 que les suites des condi-
tions limites, h7(t), ¢*(t) et b7(t) appartiennent a H~2[0,T]. En raison de la continuité de
Popérateur de la trace dans H~2[0, 77, b} (t) est bornée dans H~ 2[0, T). Ainsi, du fait que Des-
pace L? est faiblement compact, il existe une sous suite de b7 convergeant faiblement vers by,
dans H~z[0,T]. D’autre part, on déduit de (IL.28) que

v/ B1q" ( ”2 1) T [/ ()R (. H2 o1) T X1V ()" ( Hz 1) = E"™(0)

Ainsi, la suite des conditions limites, (h"(., L), ¢"(.,L), b"(., L)), est bornée dans L*(0,T)3.
Par conséquent, on peut extraire une sous-suite qui converge vers (hy, qr, br) faiblement dans

L2(0,T)>.

Passage a la limite :
Puisque la convergence faible L? n’implique pas la convergence presque partout, on ne peut pas
passer directement a la limite dans (I1.22).
Soit
HL(0,T) = {g e HY(0,T); ¢(T) = o}.

On pose :
Y(t, ) =gt)v(z); g€ HR0,T), veES,. (I1.30)

Ainsi I'équation (2.21.a) devient :

L L
/ v(x)0h" g(t) —/ q"O0zg(t)v(x)dx + g(t)o(L)u(t)(nh" (¢, L) + xb" (¢, L)) = 0.
0 0
Le premier terme peut-étre réécrit comme produit scalaire dans L2,

(Och™,v)39(t) — (¢, 02v)39(t) +v(L)g(t)uu(t) (1 h"(t, L) + xb"(t, L)) = 0.

A7 / 66



On intégre par rapport a t sur 0 a T,

/0 (O )29 (bt — / (¢".0,0)39()dt + v(L) / 9()u(8) (b (£, L) + b (1, L))dt = 0.

En intégrant par partie le premier terme de cette équation, on obtient :
T T T
- [t ondgoi s [0 0], - [ @ oo
0 0
T
+o() [ gn(OhE) + Xt L))dt =0,
0

or g(T') = 0, donc

—/0 (h",v);30:9(t) dt — (hg,v)39(0) —/O (q", 0xv)39(t) dt

+ (L) / g()(t) (b (1) +xb"(t, L)) dt = 0.

Par passage a la limite quand n tend vers l'infini, on a :

~ [ (e Oat=(0. e 0)= | (0. 0m0)0(0)40(E) [ gy L)t = .

(IL31)
Soit
Ve={gv, (g.,0) € H'(0,T) x H'(0,L), ¢(T) =0}.
Par densité, ’'équation (I1.31) reste vraie pour tout (g,v) € Vo,
T T
- [ oot~ (00,0390 - [ @. 0009000
0 0
T
+o(L) [ glOn(®)uha(6) + xb(t, L)) di =0, (11.32)
0

Par conséquent, si on prend (g,v) € D(0,T) x D(0, L), alors g(0) = v(L) = 0 car les fonctions
tests sont nulles au voisinage du bord.
Ainsi on obtient :

T T
/ (Db, v)5g(1)dt + / (00g,v)3g(t) dt = 0.
0 0
L’équation devient :

T
| @i+ g ongteyin o
0

D’aprés le Proposition 1.1,

L
/ (Och + 0q)v(z) dz = 0 p.p.
0

D’ot, on a la premiére équation de (I1.11),

Oh + 0,q=0 p.p. (I1.33)
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Puis, on multiplie & nouveau 1'équation (11.33) par ¢ € Vr,
Othv(z)g(t) + Orqu(x)g(t) = 0.

En intégrant par rapport a = de 0 a L, ’équation devient :

/0 Ouh(x)g(t) + / Duqu()g(t) = 0.

On intégre par partie par rapport a t,

T

T T
| eondeg -+ [o®00).0), 50 0], = [ 0000 ) a

0

T

+ (el 2), 0.0 (0)] =0

0

En réarrangeant les termes, on a :

T T
= [ et = gONBO.) 0ty = [ (000000 9t0)

[N

Par identification, on déduit des équations (I1.31) et (I1.33) que :

h0,.) =h", q(,0)=0, q(,L)=p()(mhe()+xb(., L)).

Ainsi, la condition initiale de la hauteur est donnée par

et les conditions limites du débit d’eau sont données par

Ce dernier correspond au controle rétroactif.

De méme, nous montrons que la limite faible de (A", ¢", b") vérifie ’équation
variationnelle de la continuité des sédiments, (2.18.c).
Posons

7(t,x) = g(t)v(z), g€ Hp0,T), vES,.

L’équation (2.21.c) devient

[ o2t [ A g [ PO,

+ Ba0(L)g(t)pu(t) (yah" (t, L) + xb"(t, L)) = 0.
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En intégrant suivant t de 0 & 7', on obtient :

T T T
/ (0" )29 (bt — / (¢", Badev)yg(8)dt + €, / (0", 0s0)39()dt
0 0 0

+ 62U(L)/0 g p(t)(nh™(t, L) + xb"(t, L))dt = 0.

On intégre par partie le premier terme,

T T T
- / (b",v)309dt — (b, v)39(0) — / (q", 0x(B2v))39dt + €1 / (020", 0pv)3gdt
0 0 0

+aol) [ a0l 0) 4, D) =

Quand n tend & oo, on a :

T T T
— / (b,v)30,gdt — (b°,v)39(0) — / (q, 0z (B2v))z9dt + 51/ (0xb, 0,v)59dt
0 0 0

T Byo(L) / g()u(t) (raha () + Xb(t, L))t = 0. (I135)

Par conséquent, si (g,v) € D(0, L) x D(0, L) alors, g(0) = v(L) = 0, car les fonctions de D(0, L)
sont nulles au voisinage du bord de (0, L).
Donc

/0 (0:b, v)39(t)dt + B2(Dnq,v)39(t) — €1(02b,v)39(t) dt = 0.

D’apreés la Proposition 1.1,
(01b, )5 + Bo(0pq,v); — £1(9%b,0)3 = 0 p.p.
D’oi, on a la troisieme équation de (II.11)
Oib + [20,q = 518221). (I1.36)
En multipliant ’équation (I1.36) par m € Vr, on obtient
v(@)g(£)0ub + v(2)g(t) B20:q = e1v(x)g(t)DaD.
On intégre par rapport a x de 0 a L, et puis par partie par rapport ¢, de 0 & T :

T T

= [ et @+ [spie. 0]~ [ @0 dt + [ol)att.2).900)

0 0

T

— /0 T(&;b, 9, 0)3g(t)dt + [v(:c)(axb@,x),g(t))} :

0

50 / 66



Ainsi,
T T
~ [ Gt = 00,00, 4 sy — | (@ OB gl

- B2U<O)(Q(, O)a g)Hf%(O,L),H%(O,L) + BQU(L)(q(v L)7 g)Hf%(O,L),H%(O,L) (1137)

T
_ e /0 (0,0, 0,0)a9(0) dt — v(0)D,b(-0).9) 3. 1 rd s

+ U(L) (aﬁvb(7 L)? g)Hié(O,L),H%(O,L).

Par analogie, on déduit de (11.35) et (I1.37) que :
b(0,.) =0, 9b(,L)=0, q(.,0)=0, q(.,L) = pu()(nhr()+ xb(.,L)).

Ainsi, la condition initiale et la condition limite de la bathymétrie sont données respectivement
par :

b(0,.) = b",0,b(., L) = 0.
Il en est de méme pour la loi des moments, (2.21.b) :

L L L L
0:q"dr — "0, dx — h"o, dx — b" 0, d
/0 o /0 0B d)da / (16)dz / (xé)dz

0 0
+ B19(L)q" (¢, L) + mo(L)R" (¢, L) + xp(L)b"(t, L) = 0.

Posons ¢ = g(t)v(z), g€ HX0,T); v(z) € S,.

On intégre I'équation par rapport a t sur (0,7"), et puis on intégre le premier terme par partie.

T

0

- /0 (0", v)3g(t)dt + [g(t)(Q(t,x)w)Hf%(o,L),H%(O’L)] + /0 (¢"0:(B10))39(t) — /0 (h", 0z(11v));9(t)

- [ @ o teommaoie+ o(r) [ a0z ooy [ o (nign +xie.0) =0

Par passage a la limite, quand n — oo, il résulte :

- / (4, 0)Bhg(B)dt — (¢°,0)39(0) — / (0. 0. (Br0))sg(t)dt — / (h, D, (310))ag (£)dt

- / (b, 0. (x0))39(t) dt + Bro(L) / g(t)gu () dt +v(L) / o(t) (e (1) + XB(t. L)) dt = 0.

(IL.38)
Prenons (g,v) € D(0,T) x D(0, L).
Par conséquent, on retrouve la deuxiéme équation de (I1.11)
0yq + ﬂlaxq + %th + Xaxb =0. (1139)

On multiplie 'équation (IL.39) par ¢ € Vr, et on intégre suivant x et suivant t,

T T T T
/ (Bug, 0)s9(t) + / (O, Bro)g (1) dt + / (Ol y10)2g dt + / (9,b, xv)ag dt = 0.
0 0 0 0
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Faisons une intégration par partie.

- [ oo+ [s0ata.0), 0 0], = | @0 G0at) a
+ o080, 300y — | 000000 = [ (0.Groag(o) at

T
+ [g@)(h(t’x)’W’)H—%(O,L) H (0, L)] di + [ (t >(b(t’w)’Xv)H‘%(O,L)yH%(OyL)}O =0

En réarrangeant les termes, 1’équation devient

T
- /0‘ <q7 U)Jatg(t)dt - g(O)(q<07 ')7 U>H7%(0,L),H%(O,L) + U(L)(q<7 L)? g>H7%(O,L),H%(0,L)

T

- / (0, 0:(510))a0(t) dt — v(0)(a(0),9) 3 0. w0y~ / (h. D, (10))ag (1) dt

T
L)L) 9) -t 01 b oy — MOORC0)9) g o0 o) — /0 (0, 0z (xv))yg(t) dt

Ainsi

T

~ [ @090 = 90000 0), 5 0y~ [ @0 gt

()G L) 9) g3 o1y b o0y ~ VOG0 9) 43 0.1y o1y

T T
= [ (o nesaat = [ 0.0.000)30(0) = ONa019), -1 3y =0 (140
Par analogie, on déduit de (I1.38) et (I1.40) que :
9(0,.) = ¢", (L) =hi(), a(-L)=qc() et q(.,0)=0.
D’ou, la condition limite de la hauteur d’eau est donnée par :
h(.,L)=hr(.).

e Etape 2 : Convergence de l’énergie vers 0 Il reste & prouver que l'énergie E est
décroissante vers 0. A cet effet, on déduit de (I1.28) que

H+en / / (%) / (¢"(s. L) + / u(s) (k" (s, L) + xb"(s, L))? = E"(0).
(IL.41)

Quand n tend vers U'infini, (I1.41) devient :

B =50 -ca [ [ (2 = [ (Bt +uo)nnts,n) + 06, 07). (142
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Soit 0 < t; <ty < 0co0. Estimons E(ty) — E(ty) :

B =50 - [ [ (8 [ (%t +uo)nnts. 1) + 05 1),

B =50 - [ [ () [ (%at + uo)nnts, 1) + 05 1),

En moyennant F(ty) et E(t;), il résulte :

E(ty) — E(t1) = —ex1 /: /OL <%)2 — /j (%qi + p(t)(yh(t, L) + Xb(z;L))?).

Par conséquence, E(ty) — E(t1) = 0 si et seulement si

o [ § / (2 / (D uean D b DR) =0 (1L43)

L
/0 (%)de =0.

0b
9 =0 pp.

Ceci implique que

D’ou

Alors, b est constant par rapport & = dans (¢1,t3) x (0, L).
D’aprés les conditions aux limites, b(.,0) = 0. Par conséquent, b est nul dans (¢1,%5) x (0, L).

En utilisant I’équation (I1.36),
b + PaDug = 10520,

on déduit que ¢ est nul dans (t1,) x (0, L) du fait que b est nul et que ¢(.,0) = 0 d’aprés les
conditions limites.

On déduit de la premiére équation de (II.11),
8th + axq = 07

que h est constant dans (t1,t3) x (0, L) car ¢ = 0. Puisque h(., L) est nul dans (¢1,t3) x (0, L)
d’aprés (11.43), alors h est nul dans (¢1,t3) x (0, L).

Donc, on peut conclure que pour un certain temps 7', (h,q,b)(T) = 0, auquel cas nous avons
la controélabilité exacte, ot F est strictement décroissant. Nous prouvons enfin qu’au cas o il
n’y aurait pas de controlabilité exacte, (h, q, b) tend nécessairement a zéro. Ce résultat repose
principalement sur le fait que nous en déduisons de (11.42) que

|| o(t,.) llmro,) et (h(t,L),q(t,L),b(t, L)) tendent vers 0 quand ¢ — oo. (I1.44)

- Montrons que pour tout x € (0, L), (h, q, b) tend vers 0 quand ¢ tend & cc.

Considérons les deux premiéres équations du systéme (I1.11),

Oyh  Ovq _

ot + ox =0
dq dq oh ob '
a—i_ﬁl%—i_%a_x—i_xﬁ_x =0
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On introduit la formulation vectorielle de ce systéme en posant :

tr. — 1 € - 0
&= (mh, ¢ G&) = <qu+%h> )= <—X%->

Le systéme peut étre réécrit sous la forme :

05 | 9G(§) _ 0, 9G(E) 0

ot or ot o Ox = FO:

Notons par A la matrice jacobienne du flux G par rapport aux variables conservatives. La

matrice A est donnée par :
A oG 0 m
85 1 B

¢ o
ot * A@x

D’ou
(I1.45)

Déterminons les valeurs propres associées & la matrice A.

—A 71
Pa(N) = — BiA— A}
mo Bi—
D’ou 5 B+ 5"
)\1 - ! 9 5 )\2 - ! 9 y
ou

= /Bt + 4t

Les valeurs propres associées au systéme sont réelles et distinctes, alors le systéme est hyper-
bolique. Donc A peut s’écrire sous la forme,

A= PAP! = PAP",

A0 1 1
ot A=109 N, P_<ﬁ &>

oM
Ainsi I’équation (2.38) devient

¢ ¢

PAPr—= =F
ot * ox
En multipliant par P, elle devient
o o
Ptr_ PtrPAPtT_ — PtTF.
ot + ox
o Pt 3 o Pt ¢
A = PF.
o S or
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En posant £ = P'"¢ et F' = P'"F, 'équation devient :

N
o A =F, (I1.46)

L 2B\ (k) (mh+ 2
12\ ¢ nh+ 22

N 0 y1 [M10ab
F= )l | =2 :
1 X@x T )\28556

1

ou

I
I

L’équation (I1.46) est une série d’équations d’advection linéaires et indépendantes, de la forme
suivante

Ainsi, on a deux équations de transport pour él et 52 a vitesse A\; et Ay respectivement.
Soit (¢, ) €]0,00[ x (0, L). On définit les caractéristiques comme suit :

{(t,x)E(O,T) x (0,L), m—l—/\i(f—t):f}.

La solution est constante le long des lignes caractéristiques. Donc, on obtient & partir de (I1.47)
I’égalité suivante

L2

@(E,z):&(L;j+£,L) —/ YR T+ M — ).

En remplacant F; par son expression, équation devient

- /LG - Ay oy -
(T =¢; t, L —(t Ai(t —1t))dt.
§07) = (T L)+ 2K [ R a e - D)
On a
L SN
DY N

Quand ¢ tend vers £=% +1 (respectivement vers ¢), alors x tend vers L (respectivement vers ).
Par conséquent,

&(t,7) = gz(L;j +1, L) +%/@L%<S;\f +t~,s>ds. (I1.48)

7

— Montrons maintenant que &({, 7) tend vers 0 pour tout (#,7) € (0,T) x (0, L).
De (I1.48), en utilisant I'inégalité, 3(c + d)* < ¢ + d* pour tout ¢, d dans R, il résulte :

é}(L_inLlE,L)QqLX—Q(@(S_f +£,s>>2.

3 f 92

IN

1
2
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Intégrons sur (a,T) par rapport a ¢ I'inégalité précédente,

2

%/GT&@,az-)?dfg/aTéi(L;ﬂf,L)gdﬂ;‘—%/f(/ﬂf%(sjw,s)ds)%
S/aTé(LAZ +i, L) dt+—/ /OL%<S;i+E,s>ds>2d£

avec a > max(IA L |/\LQ|)

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(/OLgf;(S;x—l—t s)ds>2§/j%(s/;j—i-f,sy/jd&

D’ou

1 T B B T I — 7 B N ~ ~
5 | Gardis [E(F T viL) dt+—/ / (T s s)Pdsdi

Faisons un changement de variables pour le deuxiéme terme a droite :

S;w+£:t — dt = di.

X
Il vient,

dtds

/fz dt</ &(
SIJ’_a
1 T~~~2~ T _ I — & ~ 2 LX2 L a+T8b )
- ; < ) AT _-- ) ]
2/a &(t, ) dt_/a @( n +t,L> dt + 2 /0/0 aw(t,s) dtds (I1.49)

Quand T tend vers 'infini, on déduit de (I1.49) que

3 [ adras [ a5 b - / Jdsdt.  (IL30)

D’aprés (I1.44), ||b(t,.)|| a0,y et (h(t, L), q(t,L)) tendent vers 0 quand ¢ tend & +oo.
D’ou N .
. /L—x . N2 - 0b
; t,L) dt et —(t,s)%dsdt — 0.
/a § ( )\Z + ¢ /O @x( S) °
Par conséquent, 5,-(1?, T) convergent vers zéro quand ¢ tend a +oo.

On conclut que pour tout & € (0, L), (h(t,Z),q(t,%)) tend vers 0, quand # tend vers oo.
D’ou le résultat !
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CHAPITRE 111

RESOLUTION NUMERIQUE

II1I.1 Introduction

La recherche des méthodes numériques les plus adaptées a la simulation des problémes
d’écoulement de I'eau a surface libre est I'un des sujets les plus actifs en mathématiques appli-
quées, mécanique des fluides et hydraulique. En utilisant la simulation et ’analyse numérique
de quelques modéles simplifiés appropriés, les scientifiques obtiennent de nombreuses informa-
tions significatives pour les phénoménes complexes associés aux écoulements a surface libre. Il
existe plusieurs stratégies de résolution numérique des équations aux dérivées partielles, dont
les trois plus utilisées sont :

— la méthode des éléments finis : 'équation originale est intégrée sur un volume de
controle, puis la solution numérique est recherchée sous la forme d’une décomposition
dans une base de fonctions choisies pour leurs propriétés ;

— la méthode des différences finies : les termes différentiels sont évalués a l'aide de
différences finies (développement de Taylor) ;

— la méthode des volumes finis : la plupart des équations de la mécanique traduisent la
variation d’une grandeur sous l'effet de flux entrant ou sortant. Il peut étre plus avan-
tageux d’écrire I’équation aux dérivées partielles sous une forme intégrée (sur un volume
de controle) et de discrétiser I’équation résultante. Le principal avantage par rapport a
la méthode aux différences finies est de pouvoir traiter des solutions qui peuvent devenir
discontinues.

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode des volumes finis pour résoudre numériquement
le probléme étudié.

Rappelons-nous que le systéme de Saint-Venant-Exner linéarisé en une dimension d’espace (cf
chapitre 2) s’écrit,

(P2
%+ﬁ1%+’}’1%+){%:0 (IL.1)
ot B -
ﬁ1—2%, Bz—lfgp, %gﬁ—%, x =gH, Xl_é-



Counsidérons les conditions limites suivantes

q(t,0) =0, q(t,L)=qr(t), b(t,0)=0, et %(t,L) =0. (I11.2)

II1.2 Hyperbolicité du modéle couplé

La forme conservative du systéme (III.1) est donnée par :

AW + 8, F(W) = S(W)d, W, (I11.3)
h q 0
W=\|q], FW)=|bfg+nh+xb], SW)=10
b Baq xb

W est le vecteur des variables primitives et F'(11) est le flux. L’équation (II1.3) peut également
étre réécrit par,

oW + A0, W = BO,-W (IIL.4)
ou
0 1 0 000
AW)=DwFW)=|m B x| et B=DySW)[0 0 0
0 B2 0 00 ¥

A est la matrice jacobienne du flux F par rapport aux variables conservatives. Le polyndéme
caractéristique Pa(\) de la matrice A(WW) est donné :

- 1 0
PA()\) =M ﬁl—)\ X Z)\2(ﬁ1—/\)+XﬁQ>\+)\’yl.
0 By A

Pa(A) = A=A+ Bid + xB + 7.
PN =0<X=0, ou — A +BA+xB+7 =0.
D’oul les valeurs propres associées a la matrice jacobienne sont

— 0" o*
)\1:(), )\22512 s et )\3:61;—

avec 5* = /B + dx71a.

Les solutions correspondent aux vitesses d’onde du modéle. Elles sont réelles et distinctes, donc
le modéle est hyperbolique.

On définie les matrice suivantes

(A)* (A1)~
At = (o)t LA = (Na)~ (I1L.5)
(As)* (A3)7,

ou A1 a seulement les valeurs propres positives sur la diagonale, avec les négatives remplacées
par zéro, et inversement pour A~. Ainsi, nous définissons

At =PATP! et A~ =PA P! (I11.6)
et notons que

At 4+ A" =P(AY+ A )P = PAP T = A (I11.7)

58 / 66



I11.3 La méthode des volumes finis avec le modéle linéaire

La méthode des volumes finis consiste a discrétiser le domaine de ’écoulement en une multi-
tude de volumes de controle, puis & effectuer des bilans de masse et de quantité de mouvement
sur ces petits volumes. L’intérét de la méthode des volumes finis réside dans le fait qu’elle
assure la conservation de la masse, propriété importante a respecter par tous les calculs des
écoulements de fluides, et permet de réduire un ordre de dérivées des équations aux dérivées
partielles. Pour ces raisons, on se propose d’utiliser la méthode des volumes finis.

Parmi les modeéles de volumes finis existants, qui sont basés sur la résolution des équations
de Saint-Venant, nous utiliserons la technique du solveur de 'approximation Riemann de Roe
(RARS : Roe’s Approximate Riemann Solver).

I11.3.1 Maillage

La solution numérique de n’importe quelle équation aux dérivées partielles nécessite la
discrétisation du domaine de telle sorte que 1’écoulement physique soit prédit & une précision
souhaitée.

Fit1/2

o L I I | L I I I I
o il"»z'—lT*? T F Tip1 Tigo

—
~
b

T/1+

R

Arx Ax Az

FIGURE III.1 — Discrétisation de I’espace [27].

En une dimension d’espace et pour un maillage régulier, I’espace est constitué de segment
Ci = [Xi—1/2, Tip1/2) centré autour du point x; := iAxz ot Az est le pas d’espace ou la taille de
la cellule et I'indice en 1/2 corresponde aux interfaces des cellules. De plus, la suite des instants
(t")nen est définie par la relation "1 = " + At ou At désigne le pas de temps entre les instants
t" et t"*! avec t° donné. La solution W (t", z) du systéme (3.1) est approchée par la solution
moyenne discrete W/,

1
W =~ —/ W(t", x)dx. (IIL.8)
As e,

De plus, le flux numérique défini aux interfaces entre deux cellules C; et C;y1 est donné par,

tn+l

1
Fiiip= A_t”/ F(W(t,2;412))dt. (IIL.9)

t"L
Avec cette notation, le schéma aux volumes finis s’écrit sous forme explicite,

n

Wi =W+ E( i+1/2 ‘Fi—1/2) = At"S}. (ITL.10)

L’approximation du flux numérique F /o est obtenue a partir de la donnée de W;* et W/ |,

Z'TJLrl/Q = f(m/z'n7 ﬁrl) (HLH)
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II1.3.2 Le modéle RARS

Le RARS a été initialement proposé pour la résolution de 1'équation d’Euler (Roe® P.L.,
1981). Bien que le RARS puisse correctement simuler les écoulements discontinus et les chocs,
des oscillations indésirables peuvent cependant se produire si les termes sources sont importants.

Le solveur Roe approximatif de Riemann, est un solveur Riemann ? approximatif basé sur le
schéma de Godounov et consiste a trouver une estimation pour le flux numérique intercellulaire
ou flux de Godounov F} 41 a 'interface entre deux cellules de calcul W; et W, .

Pour un probléeme linéaire & coefficient linéaire constant, le flux numérique de la méthode de
Godounov est donné par :

F+1/2 - AWHI + Z z+1/2 (IH~12>

ot RH—I/

De méme, le flux F* | /o est donné par

, est une valeur propre de la matrice avec la valeur propre \,.

Fl'yjy = AW; + Z Rl . (TT1.13)

k=1

I11.3.3 Le schéma de Roe

Pour un probléme linéaire, il existe une autre méthode de réécrire le flux F}' /2 apparaissant
dans (II1.12), (II1.13) qui le relie directement & la moyenne naive instable de AW}, et AW}
donnée dans (II1.11). La moyenne des expressions de (I11.12) et (II1.13) donne

n 1 n = _
Fiiap = 5 | (AW + AWF) — DLW = )R o (I11.14)

p=1
Noter que AT — A~ = |\|. On définie la matrice |A| par
|A| = RIA|R™Y, ot |A| = diag(|\,)). (I11.15)

Alors (II1.14) devient

Fly = 5(AWE, + AWE) = |A(WE — W) (I1L.16)

:%ﬂw&+fmmn—4m<wlva

Pour le probléme linéaire a coefficient constant, c’est simplement une autre fagon de réécrire le
flux Godounov, mais cette forme est souvent vue dans les extensions de problémes non linéaires
basés sur des solveurs approximatifs de Riemann. Cette forme de flux est souvent appelée
méthode de Roe.

1. Philip L. Roe est professeur de génie aérospatial a I’Université du Michigan & Ann Arbor. Il est connu pour
son travail dans le domaine de la dynamique computationnelle des fluides et de la magnétohydrodynamique.
Roe a apporté une contribution fondamentale au développement de systémes & haute résolution pour les lois de
conservation hyperboliques. Il a développé le solveur approximatif de Riemann appelé Roe solver pour les flux
compressibles avec des chocs.

2. Un solveur Riemann est une méthode numérique utilisée pour résoudre un probléme Riemann. Ils sont
fortement utilisés dans la dynamique computationnelle des fluides et la magnétohydrodynamique computation-
nelle.
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L’utilisation du flux (II1.16) dans (II1.10) donne la mise a jour de la formule suivante de la
méthode de Roe pour un systéme linéaire ou la méthode fractionnaire a été appliquée (voir

71

. . LAt LA
Wi =W — §EA( i1 — Wi ) — 2Ax (|/\ |Rz+1/2 |>‘ |RZ 1/2) (IIL.17)
p=1
ol Rz+1/2 O‘fﬂ/ﬂp’ O‘f+1/2 = P (Wi, — WP,

oll A\, est le p iéme valeur propre A.
Et rP est le p iéme vecteur de P, la matrice des vecteurs propres de A.

Ainsi,
1 At 1 At &
oW S AW — W AP~ oW+ W )PrP). (1111
W; i oA AW — W) — QMP;(! p| P Wy = 2W0 + W )PP, (IIL18)
Wit — W 4 AA—tBW* (IIL.19)

Remarque 2 La résolution numérique du modeéle linéaire peut conduire a des instabilités qui
peut-étre di a ['une des valeurs propres nulle qui n’a pas été prise en compte correctement.
Ainsi, nous considérons les résultats numériques du modéle non linéaire obtenue dans [’article
de Diagne et al. [}], objet de notre mémoire, ou les résultats sont basés sur les références [39]

et [7].

II1.4 Les données expérimentales pour le modéle non li-
néaire

Nous présentons quelques expériences de simulation pour illustrer le contréle rétroactif
(2.18) en utilisant une méthode précise de volume fini avec un schéma de Roe.
Nous considérons un canal expérimental de longueur L = 100m et de largeur unitaire section
rectangulaire constante. Nous avons maillé le domaine avec 400 noeuds. Pour I’état stable uni-
forme, nous considérons les données 1m, 1m?>.s' et 0, 4m, respectivement, pour la hauteur de la
colonne d’eau, le débit d’eau et la bathymétrie. Le parameétre de réglage A, est réglé a 0.03 et
la porosité p a 0.4 tandis que £; = 0.1. Le parameétre controle p est réglé a 0,85. La topographie
initiale du fond est définie par

(x — 50)2)>7

B(0,z) = 0.4<1 exp (-0

avec une bosse gaussienne. Le niveau d’eau initial et le débit d’eau sont donnés respectivement
par :

H(0,2) =2— B(0,x) et Q(0,x)=0.
I11.5 Résultats numériques

Dans les exemples de test suivants, nous nous sommes concentrés pour voir I’évolution éner-
gétique du systéme (II.11) sous la loi de contrdle (I1.18). L'impact du paramétre de controle
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FIGURE III.2 — L’évolution de I’énergie
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FI1GURE II1.3 — L’évolution de I’énergie en
fonction de pu.

1 sur le comportement de 1’énergie sera également vérifié.

Dans la Fig. I111.2, nous pouvons voir clairement que I’énergie E(t) diminue dans le temps
comme prévu. Aprés un temps t = 500s, on remarque que la diminution ralentit. En fait, cela
est di au mouvement lent de la bathymétrie lorsque la hauteur de la colonne d’eau et sa vitesse
deviennent proches de leurs états stables. A partir de t = 900 s, on remarque que le systéme
converge vers le point de consigne souhaité (H, Q, B).

Les énergies calculées pour plusieurs valeurs de p sont données par la Fig. I11.3. Il convient
de mentionner que ces expériences numériques confirment 'efficacité et la précision de la loi de
controle congue pour stabiliser le modéle STF autour d’un point de consigne désiré.

2 ! ! T ! ' ' ! o8 ! ! !
: : : T s - Bathymetiry at t=0s. ||
: : : S = = = Bathymetry at t=250 s.
: P Bathymetry at t=667 s.
"""" I Tl N : E e S : : : : [ === Bathymetry at t=1000 s.
: : : : v : Y T T T E T R
15 1 B 1
: PR ] : P
5 Vi 5 ri
: Vil : 1
) : Vil : i
: ') :
: L4 :
1 vl : ~ [
= = =Height at =0 s.
''''' Height at t=250 s.
Height at t=667 s. : : : : : : : ! !
. _ : 02 i i i i i I i I I
: : : : : - Hewght at t_1I000 S| 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE II1.4 — L’évolution du niveau d’eau.

Fi1GURE III.5 — L’évolution de la bathymé-
trie

La hauteur de la colonne d’eau, la vitesse ainsi que la bathymétrie sont respectivement
indiquées dans les figures I11.4, II1.5 et II1.6. Les solutions sont en adéquation avec le résultat

de la figure III.2.
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FIGURE II1.6 — La vitesse d’écoulement.

Comme prévu, nous voyons clairement que la hauteur de la colonne d’eau et la vitesse se
rapprochent de leur point de consigne H et V au fur et a mesure que ¢ se rapproche de 1000s.
Mais, on peut remarquer aussi que la stabilisation de la bathymétrie est plus lente. Cependant,
les figures a ¢ = 1000s montrent que le systéme converge vers le point de consigne souhaité
(H,V,B).

La convergence vers le point de consigne souhaité pourrait étre accélérée lors de la mo-
dulation du paramétre de controle p.. En effet, il est observé que nous pouvons accélérer la
diminution de E en augmentant le parametre de controle p. Ceci est illustré par la Fig. I11.3.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cet manuscrit, on s’intéresse au probléme de controle des écoulements dans un canal
ouvert a bathymétrie variable. Notre modéle est obtenu en couplant le systéme hyperbolique de
Saint-Venant avec I’équation de transport solides. Le rejet de sédiments est obtenu en fusionnant
la formule de Schokltsch et la citation de Kubatko et Al. Nous avons congu un contréle rétroactif
en aval en utilisant une version linéaire du modéle couplé pour réguler le niveau de la colonne
d’eau, le débit d’eau et le niveau de la bathymétrie. La mesure du contréle ne s’applique qu’au
rejet d’eau en aval. De plus, le calcul du controle ne nécessite que des mesures du niveau d’eau
et de la bathymétrie en aval.

Dans le Théoréme principal, nous donnons le résultat de 'existence de la solution et de
stabilisation du systéme. En particulier, nous avons une convergence ponctuelle de la solution
obtenue. Nous présentons également quelques résultats numériques qui mettent en évidence
'efficacité de la loi de contréle congue pour stabiliser le modéle autour d’un point de consigne
qui est ’état d’équilibre. Force est de constater ces résultats numériques donnés par les figures
2,3, 4, 5 et 6 sont directement tirés dans notre article de référence [4].

Ce travail pourrait étre étendu au véritable modeéle STF non linéaire avec une définition
différente du flux sédimentaire en utilisant d’autres approches citées dans l'introduction et dans
la section 1.3.3.
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