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RESUME ET ABSTRACT

Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a la résolution d'un probléme d’analyse géomé-
trique des formes sous la contrainte d’'un probleme aux limites parabolique non linéaire. L'ob-
jectif est d’identifier un domaine dont une partie du bord est connue, et dans lequel une EDP
parabolique non linéaire est vérifiée. Pour ce faire, nous passons par la méthode d’optimisation
de formes géométriques pour répondre a la question principale posée sur I'identification du
domaine. Le probleme d’identification de domaine provient de 'observation de données, il est
aussi appelé probleme inverse. Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs
de certains parametres (ou inconnues) d'un modéle doivent étre identifiées a partir d’observa-
tions (ou mesures) d'un phénomeéne. Nous allons étudier un probléme inverse qui consiste a
déterminer la partie inconnue du bord d'un domaine a partir des mesures sur la partie de la
frontiére connue. Nous allons nous focaliser sur le cas ou les mesures de frontieres sont une
donnée de Cauchy de la solution de ’équation aux dérivées partielles non-linéaires parabolique
ou elliptique. Et la partie inconnue de la frontiere du domaine est inaccessible. De plus, soit
un domaine borné de RY ou1 0Q est une frontiére réguliere avec 0Q =ToUT, I'ynI =@ ou Iy
est la partie accessible, réguliére (de classe C2). Notre objectif est de reconstruire I' & partir de
la donnée de Cauchy.

Nous introduisons les outils de base d’analyse fonctionnelle et des méthodes topologiques pour
analyser la solvabilité du probleme aux limites parabolique. Ensuite, nous montrons 'exis-
tence de solution du probleme d’optimisation de formes géométriques sous la propriété de cone
uniforme et l'existence de solution du probléeme d’optimisation de formes géométriques sous
la contrainte de la y-convergence avec 'argument de la monotonie de la fonctionnelle puis
avec 'argument de la compacité de 'ensemble admissible. Nous faisons une identification de
domaine en utilisant les conditions d’optimalité du premier ordre avec la méthode de perturba-
tion de domaine par des champs de vecteurs, combinées aux principes de comparaison. Aussi
nous développons le calcul de la dérivée de forme et de la dérivée topologique en utilisant la
méthode du minimax et du lagrangien. Nous terminons cette thése par une analyse et une si-
mulation numérique dont le but est d’identifier numériquement un domaine. Cette étude suit
trois méthodes, et reprend les idées déja étudiées de maniere théorique dans Ndiaye et al (Bull
Math Anal Appl 4(1) :91-103, 2012) tout en proposant les algorithmes numériques.

La premieére consiste a faire une translation du bord inaccessible et la seconde utilise la défor-
mation du bord inaccessible. La troisiéme suit une approche d’optimisation de formes géomé-
triques en passant par la méthode du lagrangien augmenté pour faire des simulations numé-
riques.

Mot-clés : Point fixe, existence, conditions optimalité, minimax, adjoint moyenné, lagrangien,
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Résumé et Abstract

contenu de Minkowski, dérivée de forme et dérivée topologique, probléeme aux limites, probleme
inverse, probleme a frontiere libre et probleme d’optimisation de formes géométriques, formu-
lation variationnelle, multiplicateur de Lagrange, méthode spectrale, principe de comparaison,
principe du maximum, méthode du lagrangien augmenté.



Résumé et Abstract

Abstract

In this thesis, we are interested in solving a geometric shape analysis problem under the

constraint of a nonlinear parabolic boundary problem. The objective is to identify a domain
with a known boundary in which a nonlinear parabolic PDE is verified. To do this, we use the
geometric shape optimisation method to answer the main question of domain identification.
The domain identification problem arises from the observation of data and is also called the
inverse problem. An inverse problem is a situation in which the values of some parameters
(or unknowns) of a model have to be identified from observa- tions (or measurements) of a
phenomenon. We will study an inverse problem which consists in determining the unknown
part of the boundary of a domain from measurements on the known part of the boundary. We
will focus on the case where the boundary measurements are a Cauchy datum of the solution
of the non-linear parabolic or elliptic partial differential equation. And the unknown part of
the domain boundary is inaccessible. Moreover let Q be a bounded domain in RY with smooth
boundary 0Q2 with 0Q =TcUTI','o NI = @ where I'y is the accessible part, regular (for instance
of class C?). Our goal is to reconstruct I' from the Cauchy data. We introduce basic tools of
functional analysis and topological methods to look at the solvability of the parabolic boun-
dary problem. Then, we show the existence of solution of the geometric shape optimization
problem under the uniform cone property and the existence of solution of the geometric shape
optimization problem under the y-convergence constraint with the monotonicity argument of
the functional and then with the compactness argument of the admissible set. We perform do-
main identification using the first-order optimality conditions with the method of perurbation
of domain by vector fields, combined with the principles of comparison. Also we develop the
computation of the shape derivative and the topological derivative using the minimax and the
lagrangian method. We conclude this thesis with a numerical analysis and simulation aimed
at numerically identifying a domain. This study follows three methods, and takes up the ideas
already studied theoretically in Ndiaye et al (Bull Math Anal Appl 4(1) :91-103, 2012) while
proposing the numerical algorithms. The first one consists of a translation of the inaccessible
boundary and the second one uses the deformation of the inaccessible boundary. The third one
follows a geometric shape optimization approach using the augmented Lagrangian method to
perform numerical simulations.
Keywords : Fixed point, existence, optimality conditions, minimax, average adjoint, lagran-
gian, Minkowski content, shape derivative and topological derivative, boundary problem, in-
verse problem, free boundary problem and optimization problem of geometric shapes, variatio-
nal formulation, Lagrange multiplier, spectral method, comparison principle, maximum prin-
ciple, Lagrangian augmented method.



NOTATIONS

Outre des notations tres classiques, nous utiliserons les conventions suivantes :

— Ensembles
RYN espace euclidien de dimension N
Q désigne toujours un ouvert de RN et 0Q la frontiére de Q
Q Padhérence de Q
Q =10,T[xQ: le cylindre
2 =]0,T[x0Q
>p = (Q x {0)U(Q x (0,T)) est la frontiere parabolique du cylindre @
Q=0,T)xQAxRxRY xSN xR
conv(A) : 'enveloppe convexe de A
Simp : le simplexe
Soit Y est un ensemble non vide,
2Y =9(Y)={C :C est un sous —ensemble de Y} 'ensemble des parties de Y
oY = {C €2Y:C non vide} I’ensemble des parties de Y qui sont non vides
2? ={Ce 2Y . C fermé } ensemble des parties de Y qui sont fermées

2?: ={Ce 2Y . C borné } Pensemble des parties de Y qui sont bornées

23<,fb =2V n 2}}: N 2}: I'ensemble des parties de Y qui sont a la fois non vides, et fermées
bornées

— Distances, normes et boules
N 12
|&] = (Z élz) la norme euclidienne du vecteur ¢ € RN de composantes &1,...,&,
i=1

d(,) la distance euclidienne dans RY
B(x,r) est 1a boule ouverte de centre x et de rayon r

Bpr(x,r) est la boule fermée de centr x et de rayon r
diam(A) le diametre de A

— Matrices
SY est ’ensemble des matrices réelles symétriques N x N
MM*N une matrice réel d’ordre M x N diag(A) : la matrice diagonale.
tr(A) : la trace de la matrice A
A! :1a matrice transposée de A
I : la matrice identité dans RY
det(A) : le déterminant de la matrice A

— Espaces fonctionnels
C™(Q) (respectivement C™(L2)) 'espace des fonctions m fois continiiment différentiables
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Notations

sur Q (respectivement sur Q)

Pour k=1, C’S(RN ,RN) est 'espace des fonctions continues et % fois différentiables de RY
a RY qui sont nulles a l'infini

Pour £ =1, C8(IRN ,RY) est espace des fonctions continues de RY a RY qui sont nulles &
I'infini

C*(D,D) : 'espace des fonctions continues et % fois différentiables de D a valeurs dans
D;

C (O,e;Ck(D;RN )) : I'espace des fonctions continues de ]0,¢[ a valeurs dans Ck(D;RN)
2(Q) 'espace des fonctions indéfiniment différentiables et & support compact dans Q
2'(Q) Pespace des distributions sur Q

LP(Q) I'espace des (classes de) fonctions de puissance p®™® sommable (1 < p < 00). Cest
un espace de Banach pour la norme

1/p
||f||Lp(Q) = (/Q|f(x)|p)

L°°(Q)) est 'espace des fonctions mesurables f essentiellement bornées sur (2, c’est a dire
qu’il existe une constance C > 0 telle que |f(x)| < C presque partout dans Q. C’est un
espace de Banach pour la norme

I f 1z =1inf{C >0 tel que |f(x)|<C p.p dans Q}

Llloc(Q) I’espace des (classes de) fonctions localement sommables dans ()
De manieére générale, soit X un espace de Banach de norme |.| x ; pour tout entier m =0
Cc"™(0,T,X), 0< T < +oo, 'espace des fonctions m fois continéZment différentiables sur

[0,T] a valeurs dans X , c’est un espace de Banach pour la norme

dl
Wv(t)“x) .

On désigne pour tout p € R, avec 1 < p < +oo, par LP(0,T,X) 'espace des fonctions ¢ — v(t)
fortement mesurables sur ]0,T[ pour la mesure dt(c’est a dire les fonctions scalaires
t — |luv(#)|lx sont mesurables pour la mesure dt) et telle que

lvllgmo,r,x) = max ( sup
0=l=m \o<t<T

1/p

T
”U”LP(O,T,X):(/ ||v(t)ll§(dt) < +oo0.
0

LP(0,T,X) muni de cette norme est un espace de Banach.
Lorsque X est un espace de Hilbert muni de produit scalaire noté (.,.)x, et L%(0, T, X) est
un espace Hilbert avec le produit scalaire défini comme il suit :

T
(u,U)LZ(O’T,X):/O (u(@®),v(t)xdt

Calcul différentiel

% est la dérivée partielle de u par rapport a la variable x;

d%v
Ox?

%—’; la dérivée partielle de u par rapport a ¢

la dérivée partielle seconde de u par rapport aux variables x; et x;

% la dérivée partielle de u par rapport a v, avec v étant la normale extérieure a 62

N 2
A le Laplacien avec Au = Y. %TL»L
i=1 %%



Notations

N )
div l'opérateur divergence avec divu = Y. —gz?
i=1""

t
; —|ou Ou

V le gradient avec Vu = (axi yeees axN)

Soit @ = (a1,...;ay) un multi-indice, c’est a dire un vecteur de N composantes entiéres
N

I . lal

positives a; = 0. On note |a| = Y @; et pour une fonction v, 0%v(x) = axg_ﬁ(x)

1=1 1 N

Espace de Sobolev

Pour un entier m = 0, 'espace de Sobolev H™(Q)) est défini par

H™Q)={veL%Q) tel que ¥ a NN avec |al <m, 8%v € L2(Q)}. C’est un espace de Hil-
bert pour le produit scalaire

(u,v)= Y 0%u(x)0v(x)dx

Qlalsm

L'espace de Sobolev H*(Q)) est défini comme I'adhérence de 2(Q2) dans H™((2)

H™™(Q) 'espace dual de H'(€2)

Pour un entier m =0, 'espace de Sobolev W?(Q)) est défini par

WmP(Q)={v e LP(Q) tel que V a avec |a| <m, 0% € LP(Q)}. C’est un espace de Banach

1/p
lellwm.p) = ( Y ”aa””p)
asm

WLoRN;RN) est 'espace des fonctions lipschitzienne ¢ de RN dans RV telles que ¢ et
V¢ sont uniformément bornés dans RV . Cet espace muni de la norme

10 lpso vy = sup (¢ + Vo) )

x€R

est un espace de Banach

Mesures
J; la mesure de Hausdorff de dimension s
m7, la mesure de Lebesgue

Optimisation de forme

(s,t) variables temporelles

1 la fonction caractéristique de Q2

L(s,p,w) : le lagrangien

dyL(s,p,y;y") : la dérivée du lagrangien par rapport a y
dL(s,,w;¢') : 1a dérivée du lagrangien par rapport a x

dsL(s,p,v) : la dérivée du lagrangien par rapport a s

J : fonctionnelle de forme

ddJ : dérivée de forme d’ordre un de la fonctionnelle de forme o/
£L(Q,1,b): le lagrangien augmenté

u : dérivée matérielle

u' : dérivée de forme de u

p : solution du probleme adjoint

p' : dérivée de forme de p

Ts et T;! : transformations

DT : le jacobien de T

Ye = |det(DT,)|

DV (s) et DT, sont les matrices jacobiennes respectivement de V(s) et de T's
A(s)=y:DT; X (DT; 1)

M(Ty)=det(DT,)'DT; 1 est le cofacteur de la matrice Jacobienne DT
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Notations

w(s) = |M(DTs).vIgy

V: : le gradient tangentiel sur 0Q)

div; : la divergence tangentielle sur 0Q)

A; : Popérateur de Laplace-Beltrami sur 0Q avec A;u =div,[V;u]
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INTRODUCTION

Cette these traite d'un probleme d’analyse géométrique des formes sous la contrainte d’'un
probléme aux limites parabolique non linéaire. L'objectif est d’identifier un domaine dont une
partie du bord est connue et dans lequel une EDP parabolique non linéaire est satisfaite. Pour
ce faire, nous passons par la méthode d’optimisation de formes géométriques pour répondre a
la question principale posée sur 'identification du domaine. Le probléme d’identification de do-
maine provient de 'observation de données, il est aussi appelé probleme inverse. Un probleme
inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains parametres (ou inconnues) d'un
modele doivent étre identifiées a partir d’observations (ou mesures) d'un phénomene. C’est
également en quelque sorte le contraire d’'un probléme direct : supposons que I'on dispose d’'un
modele. Si on se fixe des valeurs pour les parametres du modele, on peut alors faire tourner le
modele, pour en déduire une trajectoire, et I’observer. Il s’agit du probléme direct. Le probleme
inverse consiste a remonter le schéma : connaissant les observations, le but est de retrouver
les valeurs des parameétres.

La résolution du probleme inverse passe donc le plus souvent par une étape initiale de modé-
lisation du phénomene, dit probléeme direct qui décrit comment les parametres du modele se
traduisent et sont en effet observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures ob-
tenues sur le phénomene réel, la démarche va consister a approximer au mieux les parametres
qui permettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation
numérique ou de fagon analytique. La résolution mathématique est rendue difficile par le fait
que les problemes inverses sont dans plusieurs de cas des problemes mal posés au sens d’Ha-
damard, c’est-a-dire que les seules observations expérimentales ne suffisent pas a déterminer
parfaitement tous les parametres du modele. Il est donc nécessaire d’ajouter des contraintes ou
des a priori qui permettent de réduire ’espace des possibilités de facon a aboutir a une solution
unique.

Les probléemes inverses nous viennent de beaucoup de problemes théoriques et d’autres des
vrais problemes de la vie tels qu’en spectroscopie, en imagerie médicale et des problemes de
pollutions etc. Les livres tels que [27] et [60] consacrent une introduction et des exemples a
Pappui aux problémes inverses.

Il existe plusieurs type de problémes inverses c’est ainsi que dans cette thése nous allons étu-
dier un type de probleme inverse qui consiste a déterminer la partie inconnue du bord d’un
domaine a partir des mesures sur la partie de la frontiére connue. Nous allons considérer le
cas ou les mesures de frontieres sont une donnée de Cauchy de la solution de ’équation aux
dérivées partielles non-linéaire parabolique ou elliptique. Et la partie inconnue de la frontiere
du domaine est inaccessible. De plus, soit Q un domaine borné de RN ou1 4Q est une frontiere
réguliere avec 0Q =ToUT, I'onT = @ ou 'y est la partie accessible, réguliére (de classe C?).
Notre objectif est de reconstruire I' a partir de la donnée de Cauchy. Pour ce faire, nous passons
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par la méthode d’optimisation de formes géométriques pour répondre a la question principale
posée sur 'identification du domaine.

Loptimisation de formes, aussi appelée optimisation structurale, est une branche de 'optimi-
sation issue des questions de contréle optimal. Elle a pour finalité la conception de la meilleure
forme géométrique a donner a un objet au regard de certains criteres et contraintes. Plusieurs
documents comme [36], [59], [96] proposent des introductions a 'optimisation de formes.

Ce domaine a connu un essor considérable car étant réactivé et renouvelé par 'avénement des
ordinateurs, I'explosion récente de la modélisation et du calcul scientifique qui sont arrivés
avec de nouvelles questions et de nouvelles applications. Ainsi 'optimisation est redevenue un
vaste domaine de recherche dont les applications concernent de nombreuses disciplines telles
que la mécanique, I'économie, la gestion ou encore les sciences biologiques...

Un probleme d’optimisation de forme est caractérisé par trois données :

— un modele c’est a dire un systéme d’équations ou un probléme aux limites qui permet
d’évaluer ou d’analyser un phénomeéne physique, un comportement d’un objet,.....

— un critere que 'on cherche & minimiser ou a maximiser, et éventuellement plusieurs
criteres. Nous parlerons aussi de fonction objectif, de cofit ou de fonctionnelle.

— un ensemble admissible de variables d’optimisation qui tient compte d’éventuelles contraintes
que 'on impose aux variables.

Parmi les problemes d’optimisation de forme on peut distinguer trois grandes catégories : I'op-
timisation de forme paramétrique, I'optimisation de forme géométrique et 'optimisation de
forme topologique.
L'optimisation de forme paramétrique est 'optimisation ou les formes sont paramétrées par un
nombre réduit de variables (par exemple, une épaisseur, un diametre, des dimensions), ce qui
limite considérablement la variété des formes possibles (ou admissibles).
L'optimisation de forme géométrique est 'optimisation ou, a partir d'une forme initiale, on va-
rie la position des frontiéres de la forme sans toutefois changer la topologie de la forme.
Loptimisation de forme topologique est 'optimisation ou 'on cherche, sans aucune restriction
explicite ou implicite, la meilleure forme possible quitte a changer de topologie.
Dans ce document, nous allons nous consacrer essentiellement a 'optimisation de formes géo-
métriques. Concrétement un probleme d’optimisation de formes géométriques est caractérisé
de maniere suivante

inf J(Q) (1)

Qe%Uyq

ott U,q est un ensemble de parties de RV, dites domaines ou formes admissibles et J est une
fonctionnelle définie sur %,4 a valeurs dans R, dite fonctionnelle de forme.
Il existe plusieurs questions mathématiques associées a (1) telles que I'existence de solution,
la régularité, les propriétés qualitatives et géométriques, 'obtention de conditions d’optimalité
et le calcul de solution.
Les problemes d’optimisation de formes sont souvent mal posés, pour pouvoir prouver l'exis-
tence d'une solution, on est souvent amené, soit a restreindre 'ensemble des parties admis-
sibles par des contraintes géométriques, soit au contraire a élargir I’ensemble des parties ad-
missibles en autorisant des solutions relaxées.
Dans cette thése, nous allons aborder deux grands points; le premier point est de nature théo-
rique et le second est de nature numérique.
Le travail est subdivisé en six parties principales (a part le résumé, la table des matieres, le
tableau des notations et la bibliographie) : il s’agit de I'introduction suivie de quatre (4) cha-
pitres et puis de la conclusion et des perspectives.
Nous proposons tout d’abord, dans le premier chapitre une présentation des outils nécessaires
que nous utiliserons dans les chapitres suivants. Nous commencons par rappeler quelques ré-
sultats bien connus en analyse, ensuite nous parlerons du principe du maximum dans le cas
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des équations elliptiques et des équations paraboliques linéaires et non linéaires puis nous
aborderons les points fixes et nous terminerons ce chapitre par un rappel de la méthode de
Galerkin.

Le deuxieme chapitre est consacré aux questions d’existence de solutions des probléemes aux
limites paraboliques et des problemes d’optimisation de formes géométriques. En effet les
preuves mathématiques d’existence de solutions pour des problémes aux limites en passant
par la théorie des EDP sont nombreuses et variées, c’est ainsi que dans le cadre de cette these,
nous allons nous appuyer sur I'étude d’existence de solutions par la méthode spectrale en uti-
lisant la formulation variationnelle et le probléeme abstrait pour des problemes aux limites
paraboliques linéaires et par la méthode des points fixes de Schauder et de Schaefer pour les
problémes aux limites paraboliques non linéaires. En outre, les preuves mathématiques d’exis-
tence de solutions pour des problemes d’optimisation passent presque toujours par l'introduc-
tion de topologies adéquates combinées avec des arguments de compacité et de continuité. C’est
ainsi que nous étudierons l’existence de solution sous la propriété de cone uniforme et I'exis-
tence de solution sous la contrainte de la y-convergence avec des arguments de monotonie de
la fonctionnelle puis de la compacité de ’ensemble admissible.

Le chapitre 3 fait I'objet d’identification de formes géométriques. Nous chercherons des condi-
tions d’optimalité du premier ordre par I'approche de perturbation de domaine par des champs
de vecteurs puis par la théorie du minimax et du lagrangien, nous développerons la notion de
la dérivée par rapport au domaine en calculant la dérivée de forme et la dérivée topologique et
nous ferons une reconstruction de domaine en passant par un probleme inverse et en utilisant
les principes de comparaison.

Nous terminons cette thése par une analyse et une simulation numérique dont le but est d’iden-
tifier numériquement un domaine. Cette étude suit trois méthodes, et reprend les idées déja
étudiées de maniere théorique dans Ndiaye et al (Bull Math Anal Appl 4(1) :91-103, 2012) tout
en proposant les algorithmes numériques.

La premieére consiste a faire une translation du bord inaccessible et la seconde utilise la défor-
mation du bord inaccessible. La troisiéme suit une approche d’optimisation de formes géomé-
triques en passant par la méthode du lagrangien augmenté pour faire des simulations numé-
riques. Dans cette partie, nous allons commencer par déterminer les conditions d’optimalité qui
nous permettront d’utiliser la méthode du lagrangien augmenté pour proposer un algorithme
qui aboutira a des simulations numériques.
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CHAPITRE 1
QUELQUES OUTILS DE BASE

Dans ce premier chapitre, nous allons présenter des outils de base que nous utiliserons dans

les chapitres suivants. Ces différents outils de base pour la plupart sont d’ordre analytique, en
effet ils sont entre autres de la topologie, de la topologie algébrique, de ’analyse fonctionnelle,
de la probabilité, de ’analyse multivoque ...
Ce chapitre est structuré de la maniére suivante : dans la section 1.1, nous allons présenter
quelques résultats utiles, ensuite dans la section 1.2, exposer le principe du maximum dans
le cas des équations elliptiques et des équations paraboliques linéaires et non linéaires, puis
nous parlerons des points fixes topologiques et enfin nous allons terminer ce chapitre dans la
derniere section par la méthode de Galerkin.

1.1 Quelques résultats

Dans cette section nous allons présenter un certain nombre de résultats sans les démontrer.
En effet, ces différents outils sont tres importants et tres utilisés en analyse. Nous pouvons les
consulter dans [4], [10], [11], [46], [85], [87], [90] et [101].

Définition 1. On appelle R-espace vectoriel topologique (e.v.t.) un espace topologique E muni
d’une structure d’espace vectoriel sur R, telle que les opérations (x,y) — x+y et (1,x) — Ax
soient continues £ x £ — E et R x E — E et tel que {0} soit une partie fermée.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle voisinage de 0 une partie
contenant un ouvert contenant 0. On dit qu'une famille 8 est une base de voisinage, ou base
de voisinage en 0, si c’est une famille de voisinages de 0 telle que pour tout ouvert O contenant
0 on peut trouver C € 2 avec C c O.

Définition 3. Un espace vectoriel topologique localement convexe (e.v.t.l.c) est un espace vec-
toriel topologique dans lequel 0 admet une base de voisinage convexes.

Définition 4. Soit E un espace vectoriel topologique. On appelle une semi-norme sur E une
application p a valeurs dans R, telle que pour tout x,y € E et 1 € R vérifiant :

— plx+y) < px)+p(y);

— p(Ax) = |A|p(x).

Définition 5. Soit E un espace vectoriel topologique, et &2 une famille de semi-normes sur E;
on dit que & est séparante si pour tout x # 0, il existe p € & tel que p(x) # 0.
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1.1. QUELQUES RESULTATS

Définition 6. Soit (X, 7) un espace topologique, il est dit séparé ou de Hausdorff si deux points
distincts de X ont deux voisinages disjoints.

Définition 7. Soit X un espace vectoriel. Un ensemble E c X est convexe si
AE+(1—-AN)EcE avec0<A<1.

Définition 8. Soit E un espace vectoriel. Une fonction f : E — R est strictement convexe si et
seulement si pour tout x,y € domf(le domaine de définition de la fonction f) et tout A €]0, 1[,
ona

FA-Dx+Ay) <A =-Df(x)+Af(y).
Remarque 1. Ceci exige au domaine de définition de f d’étre convexe.

Proposition 1. Si (C;);cn est une famille quelconque de convexes, leur intersection (;cn C; est
convexe.

Démonstration. Voir [87]. O

Définition 9. Soit A une partie de E. Lenveloppe convexe de A, noté conv(A), est I'intersection
de tous les convexes contenant A. C’est le plus petit ensemble convexe de E contenant A.

Proposition 2. L'enveloppe convexe de A est '’ensemble de toutes les combinaisons convexes
(finies) d’éléments de A :

N N
conv(A) = {Zﬂtixi/NZ 1, x;,€A, 1, =0, Z)Li = 1}.
i=1 i=1

Démonstration. Voir [87]. O

Définition 10. On dit que les points a;, 1 <i <N de RY sont affinements indépendants si
N N

quels que soient les A; vérifiant Y A1; =0si )} A;a; =0 alors nécessairement 11 =...=1; =0.
i=1 i=1

Définition 11. Un simplexe de dimension N est un sous ensemble de RY constitué des points
x € RN de la forme

N
x = Z Aa;,
1=0

™M=z

0<A;<1, Y A;=1,oules points a;,i =0,...,N sont affinements indépendants.

0

l

Proposition 3. Soit E un espace topologique compact, si ¢ : E —]—o00;+o0] est semi-continue
inférieure, alors ¢ atteint sa borne inférieure sur E.

Démonstration. Voir [11]. O
Définition 12. Soit X un ensemble. On appelle tribu ou o-algebre sur X une famille .4 de
parties de X possédant les propriétés suivantes :
i) Xed
ii) Si A €.« alors A€ € 4 (o1t A€ = X\ A est le complémentaire de A dans X)
iii) Si A, € .4,YneN, alors U,enAn € .

Les éléments de . sont appelés les parties mesurables de X. On dit que (X,.#) est un espace
mesurable.
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1.1. QUELQUES RESULTATS

Définition 13. Soit (X,.#) un espace mesurable. On appelle mesure positive sur X une appli-
cation p: 4 — [0,00] vérifiant :

1. w(@)=0

2. Additivité dénombrable : si (A;),en est une famille dénombrable d’ensembles mesurables
deux a deux disjoints alors

iU 4] = X

neN neN
On dit que (X, .#, 1) est un espace mesuré.

Définition 14. Soit E un ensemble muni d’une topologie. On appelle tribu borélienne (ou tribu
de Borel) la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts de E, cette tribu sera notée AB(E).

Définition 15. Soit .# une o-algebre dans X. On appelle une partition de E une collection
dénombrable {E;} de .4 telque E;NE ;=@ quand i # j et que si £ = UE,.

Définition 16. Une mesure complexe u sur .4 est une fonction complexe sur .# telle que

WE) =) WE;), avecE € M
=1

pour toute partition {E£;} de E.

Définition 17. Soit I =[a,b] un intervalle compact de R. Une fonction f : I — R est dite abso-
lument continue sur I si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout entier n =1 et toute
suite finie ([az,br1)1<;<, de sous-intervalles de I d’intérieurs disjoints,

n n
Z b —ap| <6 implique Z |f(ar)—f(br)l <e.
k=1 k=1

Définition 18. Soit y une mesure positive sur la g-algebre .# et soit A une mesure arbitraire
sur ./ ; A est positive ou complexe. On dit que A est absolument continue par rapport a u si
ME) =0 pour tout E € 4 et pour lequel u(E)=0.

Définition 19. Soit X un ensemble mesurable, on appelle mesure extérieure sur X toute ap-
plication p: ./ — R satisfaisant les propriétés suivantes :
1) w@)=0
i) wA)<u(C)si AcC dans X
i) pu(UnenAn) <Y nen(Ay) si A, est dans X.
Définition 20. Si y est une mesure extérieure sur E, un ensemble A c E est dit y-mesurable

si pour tout Cc E,
w(C) =u(CnA)+u(C\A).

Définition 21 (mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure que 'on note mj, définie
sur (RY, B(RY)) qui soit positive, localement finie, invariante par translation, et telle que pour
toute collection a;,b; e R avec i € {1,...,N}, et que l'on ait

mr(lay,bilx...xlay,byD) =TI |bi - ail.

Cette mesure est appelée la mesure de Lebesgue.
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Définition 22. (i) Une mesure u sur X est réguliere si pour tout ensemble A < X il existe un
ensemble E py-mesurable tel que A € E et u(A) = wE).

(ii) Une mesure u sur RY est une mesure de Borel réguliére si p est une mesure de Borel et
pour tout A €RY il existe un ensemble borélien E tel que A CE et u(A) = u(E).

(iii) Une mesure p sur RY est une mesure de Radon si i est une mesure de Borel réguliére et
H(K) < oo pour tout compact K c RN,

Définition 23. (i) Soit AcRY, 0<s <00, 0<8 <oo. Nous notons
o diamC;\*
HC5(A) = inf{ Y als) (Tj)

o0
/Ac UCj,diaijs6},
J=1 Jj=

1

ou

S
[

a(s) = m;

avec la fonction gamma définie de la maniere suivante I'(s) = fooo e *x51dx, 0 < s <o0.

(11) Pour A et s définis comme ci dessus, on note

Fs(A) = lim A5 (A) = sup A5 (A).
6—0 5>0

S est appelé la mesure de Hausdorff de dimension s.

Théoreme 1 (Théoreme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,,) une suite de fonctions
de L1(Q). On suppose que

a) ngrzlmfn(x) = f(x) p.p sur Q,

b) il existe une fonction g € LY(Q) telle que pour chaque n, |f,(x)| < g p.p sur Q.
Alors f e LY (Q) et Hm |Ifn = fliLiq) =0-
n—+oo

Démonstration. Voir [11]. O

Théoreme 2 (Variant du théoreme de la convergence dominée). Supposons que g et g, soient
u-intégrales et que f et f, soient u-mesurables. Supposons que 1i111 fn=fuppetiful<gn.
n—+oo

Si im gn=guppet im [g.du=[gdp.

Alors
tim_ [ 1f, - Fldu=0.
n—+oo
Démonstration. Nous pouvons par exemple consulter la preuve dans [47] ou dans [62]. O

Théoréme 3 (Lemme de Fatou). Soit (f,) une suite de fonctions de LY(Q) telle que
1. Pour chaque n, f,(x)=0 p.p sur Q
2. sup [, fndx <oo.
n

Pour chaque x € Q on pose f(x)= lim f,(x).
n—0o0
Alors f e LY(Q) et

/ f(x)dx < lim inf/ frn(x)dx.
Q n—oo Q
Démonstration. Nous pouvons trouver la preuve de ce lemme dans [11]. O

Théoreme 4. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il
existe une suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie faible.
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Démonstration. Voir [11]. O

Théoreme 5. Soient (f,) une suite de L?(Q) et f € LP(Q), tels que nlirf Ifn—Fllzr =0. Alors il
— 100
existe une sous-suite f,, telle que on a

(1) kliIownk(x) =f(x) p.p sur Q
(it) |fn,(x)I<h, VY ket p.p avec h € LP(Q).

Démonstration. Nous pouvons trouver la preuve dans [11]. O

Théoréme 6 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert de RN borné ou borné dans une direction.
Soit u € W(}(Q). Alors il existe C(Q2,p) =C tel que

(/Q ||u||de)’% = C(/Q IIVullpdx)%_

Démonstration. Voir [4]. O

Théoréme 7. (Rellich) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*, alors de toute suite bornée

de HY(Q) on peut extraire une sous suite convergente dans L%(Q); on dit que linjection canonique
de HY(Q) dans L%(Q) est compacte.

Démonstration. Voir [4]. O

Définition 24. Soit Q un domaine borné de classe C*, k& = 1 et dQ son bord, pour un champs
de vecteur u € 2(Q) on a la formule de Stokes aussi appelée la formule de la divergence

/divudx:/ u.vdo (1.1)
Q 0Q

ou v est le vecteur normal unitaire sortant sur 0Q).

Définition 25. Pour toute fonction u € H2(Q) et toute fonction v € H é(Q) on a la formule de

Green . 5u 5 5
u ov u

— | (Au)vdx = /——dx—/ —uvdo;
/Q ; 0 0x; 0x; 00 0V

qui est une conséquence de la formule de Stokes.

Nous désignons la moyenne de f sur I'ensemble E par rapport a u par

1
]ifdu—@/Efdu

a condition que 0 < u(E) < oo et que l'intégrale soit définie.

Théoreme 8 (Théoreme de différentiation de Lebesgue-Besicovitch). Soit y une mesure de
Radon sur RN et f € Llloc (RN,,u) . Alors

lim fdu=rf(x)
=0 /B(x,r)

pour up.p xRN,

Démonstration. Voir [47]. O
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Définition 26. Une partie M c RN est une sous-variété de dimension p de RY si pour tout x
de M, il existe des voisinages ouverts U et V de x et 0 dans RY respectivement, et un difféo-
morphisme

f:U—YV tel que f(UNM)=V n(R? x {0}). (1.2)

Faisons a présent un rappel de I'analyse multivoque. En effet, I’analyse multivoque est
I’étude des propriétés des applications multivaluées, autrement dit une application multiva-
luée est une application dont I'image est un sous ensemble de '’ensemble d’arrivée.

Définition 27. Soient X et Y deux ensembles non vides. f est une application multivoque de
X dans Y si f est une fonction définie de X dans une partie non vide de 'ensemble des parties
de Y. On note Papplication multivoque f : X — 2Y.

Définition 28. Soient X et Y deux ensembles non vides et f : X — 2Y une application multi-
voque.
1. On appelle image d’une partie A de X par f le sous-ensemble f(A)={T € 2V T =f(x),x€ A}
de 27.
2. On appelle image réciproque d’une partie non vide D de 2Y par f 'ensemble
FID)={xeX:f(x)nD # ¢}.
3. Le graphe de f est le sous-ensemble de X xY défini par gphf ={(x,y)eX xY / ye T(x)}.

Remarque 2. Soient (E,d) et (E’,d’) deux espaces métriques, & est une propriété d'un sous-
ensemble de E x E’, par exemple fermé, convexe, compact,... On dit qu'une application mul-
tivoque f de E vers E' vérifie la propriété & si et seulement si son graphe la vérifie. Une
application multivoque est donc caractérisée par son graphe.

Par ailleurs, on dira que f est a valeurs convexes (resp. fermées, compactes,...) si pour tout
élément x € domf,f(x) est un sous-ensemble convexe (resp. fermé, compact,...) de ’ensemble
E'.

Définition 29. Soit f : X — 2Y une application multivoque, ot X et Y sont des espaces topolo-

giques.

(1) Lapplication f est dite semi-continue supérieure si f1(A) est fermé pour tout A fermé
de X.

(2) Lapplication f est dite semi-continue inférieure si f~1(A) est ouvert pour tout A ouvert
de X.
Proposition 4. Sous les hypotheéses de la définition précédente, les deux affirmations sui-
vantes sont équivalentes :
(i) Papplication f est semi-continue supérieure

(i1) pour tout x € X et pour tout ensemble ouvert V dans Y avec f(x) €V, alors il existe un
voisinage U(x) tel que f(U(x)) < V.

Aussi les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) Papplication f est semi-continue inférieure
(i) pour tout x € X et pour tout un voisinage V(y) de y € f(x), alors il existe un voisinage
U(x) tel que f(u)NV(y) # @ pour tout u € U(x).
Démonstration. Voir [101]. O

Définition 30. Une application multivoque est dite continue si elle est a la fois semi-continue
supérieure et semi-continue inférieure.

De facon similaire, une application multivoque est dite continue en x si elle est a la fois semi-
continue supérieure en x et semi-continue inférieure en x.
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Remarque 3. Les applications semi-continues supérieures jouent un réole important dans la
théorie des points fixes pour les applications multivoques.

Définition 31. Dans un espace vectoriel normé (X, |.||), la distance d'un point x € X a un
sous-ensemble A de X est donnée par

d(x,A)=inf{|lx—al ;a € A}.

Définition 32. Soient A et C deux sous-ensembles d'un espace vectoriel normé X. Posons p la
quantité définie par

p(A,C) =supd(a,C).
acA

Il est a remarquer qu’en général les quantités p(A,C) et p(C,A) sont différentes.

Définition 33. Soit (Y,d) un espace métrique. On appelle distance de Hausdorff entre deux
parties A et C de 2ffb la quantité

dpu(A,C)=max{p(A,C),p(C,A)}.

Définition 34. Soient (Y1,d1) et (Yo2,d2) deux espaces métriques non vides et f :Y; — 233%. f
est dite lipschitzienne §’il existe une constante 2 =0:Vx,yeY;

doy (f (), f(¥)) < kd1(x, y).

Définition 35. Une famille «f d’ensembles non vides posséde la propriété de I'intersection
finie si toute sous-famille finie non vide de </ posséde une intersection non vide.

1.2 Principe du maximum

En analyse, le principe du maximum est une propriété des solutions de certaines équations
aux dérivées partielles, de type elliptique ou parabolique qui dit qu’une fonction solution d'une
telle équation sur un domaine atteint son maximum sur la frontiére du domaine. Il est un outil
trés important et trés utilisé en analyse pour montrer I’existence et I'unicité de la solution d’'une
équation aux dérivées partielles. Le principe du maximum admet de nombreuses formulations,
nous allons en donner quelques unes. Pour les besoins de notre document, nous allons nous
intéresser essentiellement au principe du maximum pour les problémes paraboliques méme si
un rappel s'impose pour les problémes elliptiques. Pour d’amples informations sur cette théorie
nous renvoyons a [11], [46], [51], [65], [68], [81], [82], [85] et [86].

1.2.1 Un rappel sur le principe du maximum dans le cas elliptique

Dans toute cette section, nous allons considérer L comme un opérateur de second ordre de
la forme suivante

N
Lu=-) aijx)

%u N ou
+) bilx)—+ .
= E > bi(x) o, c(x)u

0xi0xj i3

Dans toute la suite, nous allons considérer Q comme étant un domaine borné de RY. On sup-
pose que les fonctions b; et ¢ sont continues sur (2, et que la matrice (a;;) est strictement définie
positive sur Q. De plus on suppose que u € C2(Q)n C(Q).

Définition 36. L'opérateur aux dérivées partielles L est uniformément elliptique s’il existe un
constance 6 > 0 telle que

N
Y @i j(0)éEE = 01E (1.3)

i,j=1
pour tout x € QQ, £ € RN,
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Définition 37. Si Lu = 0 (resp. Lu < 0), alors u est appelé une sur-solution (resp. sous-
solution) de I'’équation Lu = 0.

Théoréme 9. (Principe du maximum faible) Supposons que 2 est un ouvert borné. Supposons
de plus que u € C2(Q)NC(Q) et ¢ =0 dans Q.

i- Si
Lu<0dansQ, (1.4)
alors
maxu = maxu.
Q 0Q
ii- Si
Lu=0dans Q, (1.5)
alors
minu =minu.
Q 0Q
Démonstration. 1. Nous allons d’abord supposer que nous avons I'inégalité stricte.
Lu<0dans Q, (1.6)

et qu’il existe par ’'absurde un point x( € Q2 avec

u(xp) = maxu. (1.7)
Q

Maintenant en ce point maximum xy, nous avons

0
Z (x0) =0, (1.8)
0x;
et 0
0“u
<0. 1.9
FRs ey (x0) (1.9

2. Puisque la matrice A = (a;;) est symétrique et définie positive, donc il existe une matrice
orthogonale O = (0;;) telle que

OAO' =diag(dy,...,dy), 00" =1, (1.10)

avec diag étant la matrice diagonale et dj > 0(k = 1,...,N). Prenons y = x¢ + O(x — x9).
Alors x —x9 = O'(y — x), et
%u N o 52y

ou N ou ..
= = Z Oik, = Oikojl (l7J = 17’N)
0x; =0y 0x;0x EI=1 0yr0y;

Alors au point xg,

N a2u N N 62u
@ij = Qjj———=— 0ir0ji (1.11)
i,jZ::l Y 0x;0x, k,zzzli,jzzl Yoypoy;
0%u

(1.12)

Cette derniere inégalité nous viens de (1.10).
2
Puisque dj, > 0 et en vertu de (1.9), ©%(x¢) <0 (k =1,...,N).

ou
6y,%
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

3. Ainsi en xg,
u ou
Lu=-) a;;(x)—+) b;(x)— =0,
;j " axiaxj ZL" ' axi
a la lumiere de (1.8) et de (1.12). Alors (1.6) et (1.7) sont incompatibles et nous avons une
contradiction.

4. Dans le cas général qui vérifie (1.4), posons
uf(x) = u(x) +ee™ (xeQ),

ou A > 0 sera choisi ultérieurement et ¢ > 0. Rappelons que la condition de 'uniforme
ellipticité implique que a;; =0 (i =1,...,N, x € Q). Par conséquent
Lu® =Lu+eL(e™)
<ee’(=1%ay; +Aby)
< ee’1 (=120 + A|b]| 1)
<0dans Q,

pourvu que I'on choisisse 1 > 0 suffisamment grand. Alors selon les deux premieres étapes
ci-dessus, on a

maxu® = maxu®.
Q 0Q

Soit € — 0%, on trouve

maxu =maxu.
Q 0Q

Ceci prouve i —.

5. Puisque —u est sous-solution quand u est sur-solution, alors 'assertion ii— s’en suit.
]

Corollaire 1. Supposons que (2 est borné et Lu = 0 (respectivement Lu < 0). De plus, soit
c(x) <0. Alors pour tout x

maxu <maxu’ (respectivementminu =minu").
Q 0Q Q 0Q

ou v =max(0,u), u~ =min(0,u). En particulier si Lu = 0 dans Q, alors

max |u| = max|u|.
Q 0Q

Démonstration. Voir [46]. O

Le corollaire suivant est souvent utilisé en application. Il permet de montrer des résultats
d’unicité et il est connu sous le nom du principe de comparaison.

Corollaire 2. (principe de comparaison) Supposons que Q est borné et ¢ <0. Si Lu = Lv dans
Q et u =v dans 0L, alors u =v dans Q. Si Lu < Lv dans Q et u = v dans 02, alors u = v dans
Q.

Démonstration. Ce résultat découle immédiatement du corollaire (1). O
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Lemme 1. (Hopf) Supposons que Q est un ouvert borné. Supposons de plus que u € C2(Q) N
C(Q) et que ¢ =0 dans Q. Supposons que

Lu<0dans Q, (1.13)
et il existe un point xy € 0Q2 tel que
u(xg) > u(x) pour tout x dans Q. (1.14)

Considérons finalement que Q2 satisfait la condition de la boule intérieure en xg; tel qu’il existe
une boule ouvert B c Q) avec xo € 0B.

(1) Alors, nous avons

3
%% (x0)>0, (1.15)
ov

ou v est la normale unité extérieure de B au point x.

(i1) Sic =0 dans (2, la méme conclusion resurgit et vérifie

u(xg) = 0.

Démonstration. 1. Supposons que ¢ =0, et u(xg) = 0. Nous pouvons de plus supposer B =
B(0,r) pour un rayon r > 0. Définissons

v(x)= e~ Ml _ g=AIrf? (x € B(0,r))

pour A > 0 choisis assez grand. Alors en utilisant la condition de I'uniforme ellipticité, on
calcule :

62

v ov
- 2 b: -
Oxiaxj M l(x)axi " C(x)v

i

Lv= —Zaij(x)
i,J

= oMl i a;i (—4/12x~x i+ 210; ) — oMl % bi2Ax; +¢ (e_Mxlz — e_M”Q)
- 12 g 1j i i
ij=1 i1

= oM (40A2|x1% + 2087 A + 2tr|b|1x? + )

pour A =(a;;), b =(b1,...,bn). Considérons dans la suite R la région ouverte annulaire
R =B(0,r)—B(0,r/2). Nous avons

Lv<e M (204272 + 21trA + 2tr|bllxl® +¢) <0 (1.16)

dans R, pourvu que A > 0 soit fixé assez grand.

2. Au vue de (1.14), il existe une constante € > 0 petit tel que
u(xo) = u(x)+ev (x€0B(0,r/2)). 1.17)
On ajoute une remarque, puisque v = 0 sur 6B(0,r), on a
u(xo) = u(x)+ev (xe€oB(0,r)). (1.18)

3. De (1.16), on voit
Lu+ev—ug)<—culxy)<0, dans R, (1.19)

et de (1.17), (1.18) on observe que

u+ev—uy<0 suroR.
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Vu le principe du maximum faible c’est a dire le théoreme 9, u +ev —ug <0 sur R. Mais
u+ev—uyp=0 dans R et donc

3 F)
%(x0)+€£(xo) >0.

Par conséquent

9 9
22 (x0) = —e——(x9) = — = V(xg).xt0 = 2Aere M > 0.
ov ov r

Ce qui acheve la preuve.
]

Théoréme 10. (Principe du maximum fort) Supposons que Q) soit borné et Lu = 0. Soit u €
C2(Q) N C(Q) et que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

1. ¢=0,

2. ¢c<0et maxu =0,

3. maxu =0.
et que u est non constante. Alors u ne peut pas atteindre son maximum en un point de Q.
Démonstration. Supposons que u atteint son maximum M en un point de QQ et que soit Q™ =
Qn{u < M}. SiQ est non vide alors 02N Q est non vide. Soit y un point dans Q™ qui est proche
de 0Q™ et soit B la plus grande boule contenue dans Q™ et centrée en y. Donc nous pouvons

appliquer le lemme de Hopf a B. Nous pouvons conclure que Vu est différent de zéro au point
X, ce qui contredit ’hypothese selon laquelle u atteint son maximum en un point de Q. O

Théoréme 11. Soit Q un ouvert borné de RN et f € L2(Q). Alors u € Hé(Q) est l'unique solution
de

(1.20)

—Au=fdans Q
u=0sur 0Q).

Si f =0 p.p dans Q, alors u =0 p.p dans Q.

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin du lemme suivant
Lemme 2. Soit v EHé(Q), alors vt = max(v,0) appartient a Hé(Q) et Vo' = y,~0Vv dans Q.
Démonstration. Voir [4]. O

Démonstration du théoreme 11. Soitv € H, é(Q,) la formulation variationnelle de (1.20) est don-

née par
/Vu.Vv:/fv.
Q Q

Posons v = u~ = min(u,0) un élément de de Hé(Q) en vertu du lemme 2 car u =u™ +u~. De la
derniere formulation variationnelle on a

/fu_ :/Vu.Vu_dx:/)(u<0Vu.Vudx:/ IVu~12dx = 0. (1.21)
Q Q Q Q

Mais u~ <0 et f =0 dans Q. Par conséquent, tous les termes (1.21) sont nuls, et comme u~ €
Hé(Q), on en déduit u~ =0 c’est a dire u =0 dans Q. O
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

1.2.2 Principe du maximum pour I’équation de la chaleur

Considérons le probléme suivant : trouver une fonction u(¢,x):(0,7T) x Q — R

%—’; —-Au=0 dans @
u=0 sur z, (1.22)
u(t,0)=ug(x) dans Q.

ou uo(x) est une fonction donnée.

L'équation (1.22) est appelée équation de la chaleur car elle modélise la distribution de la
température u dans le domaine 2 a l'instant ¢.

Le résultat essentiel est le suivant.

Théoréme 12. Soit ug € L2(Q) et soit u la solution de (1.22). Alors on a

min{O,igfuo} <u(t,x) < max{O,supuo} V(t,x)€Q.
Q

Démonstration. Nous allons utiliser la méthode des troncatures de Stampacchia.
Soit K = max (0,supq o) < 0.
On fixe une fonction G € C1(R) telle que
i) IG'(s)|<=M, seR

i) G est strictement croissante sur ]0, +ool,

iii) G(s)=0;Vs <0.
Posons H(s) = [; G(o)do, s€R.
Enfin on introduit la fonction ¢(¢) = fQ H(u(t,x)-K)dx.
Puisque G € C(R), alors de la définition de H, H € C([0, +oo[,R) et par suite @ € C([0,+oo[,R).

On a aussi ¢(0) = 0 et de la définition de G on obtient que ¢ = 0 sur [0,+oo[. De plus on a
¢ € C1(10, +oo[,R). Et enfin

(p'(t):/G(u(t,x)—K)a—u(t,x)dx:/G(u(t,x)—K)Au(t,x)dx
Q ot Q
=— / G'(u(t,x) - K)|Vu(t,x)|?dx < 0;
Q

car G(u(t,x) - K) € H}(Q) pour ¢ > 0.
Il en résulte que ¢ < 0 sur 10, +oc[ et par conséquent ¢ = 0. Donc pour chaque ¢ > 0, u(t,x) <
Kp.p dans Q. O

Corollaire 3. Soit ug € L2(Q) et u solution de (1.22).
(1) Siug=0p.p sur Q, alors u =0 sur .
(1) SiugeL>®(Q), alors u € L°°(Q) et

llullLo) < lluollLe)- (1.23)

Démonstration. Voir [11]. O

Corollaire 4. Soit u € C(Q)NL%(Q) avec ug = 0 sur 0. Alors la solution u de (1.22) appartient
a C(Q).
Démonstration. Voir [11]. O

Théoreme 13. Soit u(t,x) une fonction vérifiant
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

1. ueC(0,T)xQ);
2. u est de classe C! par rapport & t et de classe C? par rapport & x sur @ = (0,T) x Q;
3. % _Au<0.

Alors

max u =maxu (1.24)
0,7)xQ Zp

o Zp = (Q x {0) U x(0,T)) est la frontiere parabolique du cylindre @ = (0,T) x Q.
Démonstration. Posons v(t,x) = u(t,x)+¢lx|? avec € > 0 de tel sorte que

0
a—l; —Av<-2¢csur @ =(0,T) x Q. (1.25)

Montrons que

max v =maxuv.
0,7)xQ Zp

Raisonnons par I'absurde. Supposons que

max_u = v(tg,xo) avec (to,x0) € (0,T) x Q et (to,x0) & Zp.
0,7)xQ

Comme xg€Qet0<ty<T'<T,ona

Av(tg,x9) <0, (1.26)
ov

— (2o, =0; 1.27
at( 0,X0) ( )

en effet on a %(to,xo) =0sitg<T et g—‘t’(to,xo) >0 sitg=T'. Maintenant faisons tendre 7" vers
T. Combinons (1.26) et (1.27) on obtient

0
(a—l; - Av) (to,x0) =0,

ce qui contredit la condition (1.25). Par conséquent

max v =maxv <maxu +eC
0,T)xQ Zp Zp

oi1 C = sup,.q |x1?. Comme u < v alors il vient

max u <maxu+eC VY e>0;
0,7)xQ Zp

d’ou (1.24). O

Proposition 5. Soit Q un ouvert borné régulier de RY et un temps final 7' > 0. Soit ug € L2(Q),
f € L%(0,T;L*(Q)), et u € C(0,T;L*(Q)) N L*(0, T; H3(Q2)) 'unique solution de

u=0 sur Z, (1.28)

{ %—L;—Au:f dans @
u(t,0)=ug(x) dans Q.

Sif=0p.pdans @ et up =0 p.p dans Q, alors u =0 p.p dans Q.
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1.2. PRINCIPE DU MAXIMUM

Démonstration. Soit u~ = min(u,0) qui aussi appartient & L2(0,T;L%(Q)), grace au lemme 2 et
qui vérifie pour tout 0 <t < T,

/ Vu (1).Vu~ (H)dx = / IVu~|?dx. (1.29)
Q Q

Un raisonnement similaire a celui qui a permis de démontrer (1.29) montre que, 51 ;€ L2(0,T;L*(Q)),

alors
/—(t)u (t)dx———(/ lu~ (t)|2)dx (1.30)
Q

Nous admettons que I’égalité (1.30) reste vraie méme si 2% n’appartient pas a L2(0,T;L2(Q)).
Au demeurant, en prenant v = ©~ dans la formulation varlatlonnelle de I’équation de la chaleur

on obtient 1d
>dz /Qlu_(t)|2)dx+/Q|Vu_I2dx:/qu_dx

ce qui donne en faisant une intégration en temps

1 t t 1
—/ Iu_(t)lzdx+/ /IVu_Izdxds:/ /fu_dxds+—/|u_(0)l2dx.
2 /o 0 Jo 0 Jo 2 /o

Comme © (0) = (ug)” =0 on en déduit

1 t
—/ Iu_(t)lzdx+/ /IVu_IzdxdsSO,
2 /o 0 Ja

cest a dire v~ =0 dans Q. O

1.2.3 Principe du maximum dans le cas des équations paraboliques
quasi-linéaires

Dans cette sous-section nous allons généraliser en travaillant avec 'opérateur parabolique.
Nous énoncerons les principes du maximum faible et fort pour 'opérateur parabolique. Dans
toute la suite, nous allons considérer Q étant un domaine borné de RY de frontiére Q) et poser

Q=(0,T)xQ

et
2p =([0,T1x0Q) U ((0,T) x Q)

la frontiere parabolique, et P désigne un opérateur aux dérivées partielles de la forme

Puza—u+Lu
ot
avec
> aiz iy
Lu=- a; b
i,j=1  6x;0x; i0%; i3

On suppose que les coefficients b; et ¢ sont continuent sur Q, et que la matrice a;; est stricte-
ment définie positive sur . De plus on suppose que u € C2(Q)NC(Q). Le principe du maximum
parabolique postule que sous certaines conditions du signe de ¢ que le maximum de u ne peut
étre atteint que sur Xp.
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Définition 38. Lopérateur aux dérivées partielles P est uniformément parabolique s’il existe

un constance 8 > 0 tel que
N

Y aij(t,0)E&; = 01E (1.31)

i,j=1
pour tout (¢£,x) € @, £ € RN,

Théoréme 14 (Principe du r_naximum faible). Supposons que 2 est un ouvert borné. Supposons
de plus que u € C>H Q)N C(Q) et ¢ =0 dans Q.

i- St
Pu<0dans @, (1.32)
alors
maxu = maxu.
Q Zp
ii- Si
Pu=0dans @, (1.33)
alors
minu = minu.
Q Zp
Démonstration. 1. Nous allons d’abord supposer que nous avons I'inégalité stricte.
Pu<0dans @, (1.34)

et alors il existe un point (¢¢,x0) € @ avec

u(to,xo0) = maxu.
Q

2. Soit 0<tg < T, alors (¢9,x9) appartient a I'intérieur de @ et en conséquence

0
6_1: =0 en (t9,x0), (1.35)

puisque u atteint son maximum en ce point. Alors comme dans la preuve du théoréeme 1.3,
on a Pu =0 en (¢9,x0), ce qui est une contradiction a (1.34).

3. Maintenant on suppose to = T'. Alors puisque u atteint son maximum dans @ en (¢g,xo),
nous avons

G_u =0 en (tg,x0)

T 0,%0)-
Puisque nous avons encore I'inégalité Lu = 0 en (¢(,x(), nous pouvons une fois de plus
déduire la contradiction

Pu=0en (tg,xo).
4. Dans le cas général qui vérifie (1.32), posons
uf(t,x) = u(t,x)—et,

ou € > 0. Donc

9
~ +Lu€:a—LtL+Lu—e<0dans Q, (1.36)

et alors

maxu® = maxu®.
Q@ zp

Soit € — 0, on trouve

maxu = maxu.
Q Zp

Ceci prouve i —.
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5. Puisque —u est sous-solution quand u est sur-solution, alors ’'assertion ii— s’en suit.
]

Corollaire 5. Nous supposons ¢ < 0. Soit u € C(Q) N C>1(Q) tel que Pu =0 (resp. Pu < 0) dans
Q. Alors

maxu =maxu’ (resp.minu =minu").
Q Zp Q Zp

En particulier si Pu =0 dans @ alors
maxu = maxu.
Q Zp
Démonstration. Voir [46]. O

L'objectif dans cette sous-section est le résultat suivant.

Théoreme 15. Supposons que Q2 est borné et Pu = 0 (respectivement Pu < 0).
Soit M = supp u (M =infp u). Supposons que u = M au point (to,xo) € D et que l'une des condi-
tions suivantes soit vérifiée :

1. ¢ =0et M est arbitraire,
2. c<0etM=0(M=<0),
3. M =0 et c est arbitraire.
Alors u =M sur (0,T) x Q.
Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de ces trois lemmes suivants. Maintenant

nous allons supposer Pu = 0 sans expliciter a ce niveau car le cas Pu < 0 s’ensuit manifeste-
ment par le fait de remplacer u par —u.

Lemme 3. Soit B c RV*! une boule avec By c D et supposons u < M dans B et u(¢y,x0) = M, oil
(t9,x0) € 0B. Alors t( est soit la plus petite ou la plus grande valeur des ¢ que 'on peut trouver
dans Bp.

Démonstration. Voir [86]. O

Lemme 4. Supposons que u(tg,x9) < M, ou xg € Q et tg € (0,T). Alors u(t,x) < M pour tout
x € Q.

Démonstration. Supposons que {to} x {2 contient les points aux quels u = M. Alors on peut
prendre les points x1,x9 € Q tel que u(tg,x1) = M, u(tg,x9) < M et le segment E formé par (¢g,x1)
et (tp,x2) est entierement contenu dans {to} x Q. En déplacant le point x1, on peut retrouver
u <M sur E. Maintenant posons

6 =min(|x1 —x9|,d(E,0D)). 1.37)
Pour x € E, avec 0 < |x —x1| < 8, posons
e(x) =d((to,x),Q N{u < M}). (1.38)

On remarque que e(x) < |x —x1].

Du lemme 2, le point dans @ N{u < M} qui est proche de (¢¢,xg) est de la forme (¢, x), tel que soit
u(tog+e(x),x)=M ou u(tg—e(x),x)=M.

Soit u le vecteur unitaire dans la direction de E. Pour un |e| > 0 suffisamment petit, e(x + eu)
est défini et par le théoreme de Pythagore et

e(x+eu) < Ve +e(x)2. (1.39)
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Par le méme argument,

e(x) <\/e2 +e(x+eu)?, (1.40)
e(x+eu) = v —€2+e(x)2. (1.41)

De (1.40) et (1.41), il s’en suit que la dérivée de e(x +eu) a € = 0 existe et est égale a 0. Alors
e(x) est constant tout au long de E N {0 < |x—x1| < 6}. Par conséquent c’est une contradiction
puisque e(x) # 0, mais e(x) — 0 si x — x7. O

et donc

Le dernier lemme dont nous avons besoin est le suivant.
Lemme 5. Soit 0 <ty <t <T et supposons que u <M dans (¢g,%) x Q. Alors u < M dans {¢} x Q.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe x; € Q avec u(t1,x1) =M.
Définissons
v(t,x)=exp (—Ix—xllz—a(t—tl))—l, (1.42)

ou a est choisi assez grand. Calculons
Lu(t,x)=exp (—lx— x1|% - alt - t1)) x (da;j(x; —x1:)(xj —x17) — 2(@;; — bi(x; — x1;)) + @) + cv.

Soit V un petit voisinage de (¢1,x1), nous obtenons Lv > 0 dans V n{t < ¢;} avec a assez grand.
Maintenant soit A; un domaine borné par la parabole |x — x1|% — a(t —¢1) = 0 et un sphere
suffisamment petit centré en (¢1,x1). La frontiere de A; a deux parties, une sur la parabole ou
v =0, et une autre sur la sphere et a I'intérieur de la parabole ou u < M.
Choisissons € > 0 petit, alors nous avons u +ev—M < 0 partout dans A;. Prenons la dérivée par
rapport a ¢ au point (£1,x1), nous arrivons a
ou N ov Ou >0 (1.43)
—+e—=—-€a=0, .
ot o0t ot
c’est a dire %—’: = 0. Mais puisque (#1,x1) est le maximum par rapport a x, nous constatons a ce
point

ou ou
Lus—+cu<s——, 1.44
ot ot ( )
et puisque Lu = 0 était considéré, on conclue que —%—’t‘ <0, ce qui est une contradiction. O

Démonstration du théoréme du principe du maximum fort. Maintenant nous pouvons commen-
cer la preuve du théoréme. Grace au lemme 3, pour tout ¢ > 0, nous avons soit u(¢,x) < M ou
u(t,x) = M pour tout x € Q. L'ensemble Z de tout les ¢ pour lequel u < M est un ouvert et donc
union des intervalles dénombrables. Par le lemme 4 aucun de ces intervalles ne peut avoir un
dernier grand point. La seule et unique possibilité est donc Z = (¢o, T'[ pour un ¢y donné, ce qui
acheve la preuve du théoreme. O

Proposition 6. Supposons que Q est de classe C2. Soit u € C2(D)n C(D) satisfaisant Pu = 0 et
notons M = maxu. En outre, nous supposerons qu'’il existe (¢¢,xg) € (0, T]1x 0Q2 tel que u(tg,x) =
M et u < M dans @; et que I'une des conditions suivantes soit vérifiée :

1. ¢=0,

2. ¢c<0etM=0,

3. M=0.

Alors g—z(to,xo) > 0, avec v le vecteur directionnel sortant a 6.

Démonstration. Dulemme de Hopf, on peut affirmer que le la proposition est vérifiée sur D. En
utilisant le lemme 4, et du fait que Pu = 0. Alors il existe (¢¢,x¢) € (0, T']1x0L2 tel que u(tg,x9) = M
et u <M dans @ et 0, u(tg,xo) >0, avec v le vecteur directionnel sortant a 0Q. O
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1.2.4 Principe du maximum dans le cas des équations paraboliques
non linéaires

Dans cette section, nous allons consacrer notre attention aux équations paraboliques non
linéaires qui ne sont pas nécessairement quasi-linéaires. Une telle équation peut s’écrire sous

la forme suivante
0%u ou
t,x,u,Vu, =0 (1.45)
ij

Py=P y———
0x;0y; ot

pour toute fonction non linéaire P définie dans Q. Un point de Q est représenté par (¢,x,z,p,r,1).
Si P est différentiable par rapport aux variables r et 7, alors nous pouvons retenir ces considé-
rations suivantes.

Définition 39. Lopérateur aux dérivées partielles P est parabolique dans un sous-ensemble
Q1 de Q si la matrice (%) est définie positive, ou les indices r et 7 représentent les dérivées
partielles. En particulier P; est différent de 0 dans Q;.

Si I’équation (1.45) peut étre résolue pour u;, telle que, si ’équation peut étre écrite par

ou 0%u
—=F|t \Y 1.46
at ( )x7u> ua(axlayl)lj)7 ( )

et si respectivement 1 et A sont le maximum et le minimum des valeurs propres de la matrice
(Fr).

Définition 40. On dit que P est uniformément parabolique sur Q; si le rapport % est unifor-
mément borné sur Q1.

Si P n’est pas différentiable par rapport a r ou 7, nous pouvons étendre les définitions de la
maniere suivante.

Définition 41. On dit que P est parabolique dans Q; si
P(t,x,z,p,r+n,71+0)>P(t,x,z,p,r,T) (1.47)
pour tout n matrice définie positive, pour tout nombre positif o et tout point (¢,x,z,p,r,7) € Q1.

Définition 42. P est uniformément parabolique sur Q; si ’équation (1.45) peut s’écrire sous
la forme (1.46) et si on a des fonctions positives A et A telles que

Atrn<F(t,x,z,p,r+n)—-F(t,x,z,p,r) < ANtrn (1.48)

pour tout (¢,x,z, p,r) tel que (¢,x,z,p,r,F(t,x,2z,p,r)) € Q1 et pour toute matrice définie positive
1, ou tr 1 est la trace de 7 et si le rapport % est borné sur Q;.

Remarque 4. Notons que cette définition assure que F est Lipschitzienne par rapport a r et
que F',. existe partout.

Théoreme 16. Supposons qu’il existe une constante K = 0 tel que
P(tyxvzlapa-[ _KZ]_) <P(t,x722)p7r>-[ _Kzz) (149)

quand z1 = z9 et P est parabolique au (t,x,z1,p, T —Kz1) ou (t,x,z9,p,r,7 —Kz9). Si u et v sont
dans C12(Q)NC(Q) avec P parabolique & u ou & v et si Pu = Pv dans Q avec u < v sur 0Q alors
u <vdans Q.
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Démonstration. Soient @i = exp(—Kt)u et 0 = exp(—Kt)v. Si u > v partout dans Q\8Q, alors
i — 0 est un maximum positif pour un (¢g,x9). Prenons E = exp(Kt() et supprimons 'argument
(tg,x0). Si P est parabolique en u, nous avons alors

%u
Pu(tg,xg) = P(to,xo,Eu EVa, E( )l]’ E(— +Ku))
l
6217 00
<P|to,x0,Edi,EV0,E , +K
(oxo u,EVo,E( Layl)” (at v))
puisque Vi = Vﬁ,(agjg‘yi )ij < (aa?i;zyi)u et %’; = at U en (¢g,x0). Maintenant (1.49) implique que
0% 00 0% 00
P|to,x0, B, EV6,B(5 —— =) —E(= +Kv))<P(to,x0,Ev EV6,B(=——)j,~E( % 1 kv)),
layl 6 Layl at

et I'inégalité donne Pu(tg,xq) < Pv(tg,x0) ce qui contredit 'hypothese d’inégalité entre Pu et
Pv. Nous arriverons aussi a une contradiction similaire si nous supposons que P est parabo-
lique en v. D’ou la preuve du théoreme. O

Remarque 5. Retenons que (1.49) est équivalent a 'inégalité P, < KP; quand P est différen-
tiable. Dans beaucoup de cas cette inégalité est simplement et directement vérifiée.

L'unicité de la solution est une simple conséquence du théoréme précédent.

Corollaire 6. Supposons que 'opérateur P satisfasse la condition (1.49) quand z1 = z9 et P est
parabolique au (¢,x,21,p,7—Kz1) ou (¢,x, 29, p,r,T—Kz2). Si u et v sont dans CZH(Q\oQ)NC(Q)
avec P parabolique & u ou a v et si Pu = Pv dans Q\0Q avec u = v sur 0Q alors u = v dans Q.

Théoréme 17. Supposons que u et v sont dans C>1(Q\0Q) N C(Q) avec P parabolique & u ou
& v et si Pu > Pv dans Q\0Q avec u < v sur 0Q alors u <v dans Q.

Démonstration. Voir [68]. O

Théoréme 18. Supposons que u est dans C>1(Q\IQ)NC(Q) avec P parabolique & u. Supposons
de plus que l’équation P(t,x,z,0,0,7) =0 peut étre résolue pour Tt avec

T=a(t,x,z) (1.50)
pour une fonction a avec k et b1 des constantes positives telles que
—za(t,x,z)sk|z|2+b1 (1.51)
Si 0<t<T pour x€Q et si Pu=0dans Q\0Q, alors

supu < exp((k + 1)T)(supu™ +bY?). (1.52)
Q a0

Démonstration. Posons A =supyqu + b}/ 2 v =Aexp((k +1)t). Alors
Pv=P(t,x,v,0,0,—(k+1)v).

Puisque (& + 1)v —a(t,x,v), il s’en suit que Pv <0, et v > u sur 6Q2 par construction donc
exp(B+1)T)=v>v. O
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1.3 Points fixes

Dans cette partie, nous allons étudier les points fixes topologiques. Pour ce faire, nous al-
lons utiliser des outils topologiques, de ’analyse fonctionnelle et des équations aux dérivées
partielles. Des I’'arrivée du théoréme du point fixe de Brouwer, une avalanche de généralisation
de celui s’en est suivi tout au long du siécle dernier. En effet, le ton a été donné par Schauder en
1930. Alors nous pouvons citer les travaux de Schauder, Schaefer, Tichonov, Leray, Nash, Ka-
kutani, Fan ... Dans cette these, nous étudierons entre autre le théoréme du point fixe de Brou-
wer, le théoreme du point fixe de Schauder, le théoreme du point fixe de Schaefer, le théoreme
du point fixe de Tychonov et le théoreme du point fixe de Kakutani. Pour plus d’informations
sur la notion des points fixes nous renvoyons aux livres [10], [42], [46], [53], [62], [68], [101].
Donnons d’abord la définition d'un point fixe.

Définition 43. Soient X un ensemble non vide et f une fonction définie sur X ou sur un sous
ensemble de X. Un élément & de X est dit point fixe de f si (%) = x.

1.3.1 Le théoreme du point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous sa forme
la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de I'application d’un intervalle
fermé borné en lui-méme. Et de facon plus générale, 'application continue doit étre définie
dans un convexe compact d'un espace euclidien dans lui méme.

Faisons d’abord un rappel de quelques outils dont nous aurons besoin pour faire la démonstra-
tion du théoreme du point fixe de Brouwer.

Soit (2 un ouvert borné avec 0Q) sa frontiere réguliére. On appelle le Lagrangien la fonction
notée L et définie par L :RY xRx Q — R.

Notons L = L(p,z,x) = L(p1,..., PN, 2,%1,...,xN) avec p € RY z € R et x € Q. Dans toute cette sec-
tion, nous allons noter la dérivée du Lagrangien par rapport a p par 0,L = (L prs--Le pN) , celle
par rapport & z par 0,L = L, et celle par rapport a x par 0L = (Ly,,...,Ly, ). Considérons aussi
E la fonction d’énergie définie par

E(w):/L
Q

avec w : Q2 — R une fonction satisfaisant la condition au bord

ow(x)
Ox

,w(x),x) (1.53)

w =g sur 0Q. (1.54)

Définition 44. On appelle équation d’Euler-Lagrange associée a la fonction d’énergie définie
par (1.53) I’équation aux dérivées partielles non linéaire

N ou
_Z L i(_yuyx)
i=0( P ox

0
+Lz(a—u,u,x) —0dans U (1.55)
. X

X

dont u est la solution.

Généralisons les considérations précédentes dans le cas des systemes. Dans ce cas, le la-
grangien est défini par
LMYV M x () —R.

Définition 45. La fonction L est appelée un lagrangien nul si le systeme d’équations d’Euler-
Lagrange

N ou
—Z L _1(—,u,x)
i:O( i ox

9
+sz(6—u,u,x) =0dans U (k=1,.., M) (1.56)
. X

X

est automatiquement résolu par une fonction réguliére u : Q — RM.
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Limportance du lagrangien nul est que la fonction énergie associée dépend seulement de la
condition au bord.

Théoreme 19. Soit L un lagrangien nul. Supposons que u et i sont deux fonctions dans
C%(Q,RN) telles que

u=1i sur 0Q. (1.57)
Alors

E(w)=E®@). (1.58)
Démonstration. Voir [46]. O

Théoreme 20. La fonction déterminant
L(P)=detP (P eMN*N)
est un lagrangien nul.
Démonstration. Voir [46]. O
Théoreme 21 (Le théoreme du point fixe de Brouwer). Supposons
u:Br(0,1) — Br(0,1)

est continue, oi Br(0,1) est la boule fermée unité dans RN . Alors u admet un point fixe, c’est a
dire, il existe un point x € Br(0,1) avec

u(x) = x.
Démonstration. 1. Prenons B = B(0,1). D’abord nous pouvons affirmer qu’il n’existe pas une
fonction réguliere
w:B— 0B (1.59)
tel que
w(x)=x pour tout x € 0B. (1.60)

2. Raisonnons par I'absurde. Supposons au contraire qu’il existe une fonction w. Soit i la
fonction identité telle que w = x pour tout x € B.
Au regard de (1.60), nous avons w(x) = w sur 0B. Puisque le déterminant est par défini-
tion le lagrangien nul, alors le théoréme 19 implique que

/det(a—w) dx:/det(a—w) dx=mp(B)#0. (1.61)
B 0 B 0

X X
D’autre part, (1.59) implique |w|? = 1; et en appliquant la différentiabilité on trouve

t
2 =0 62

Puisque |w| =1, (1.62) nous montre que 0 est une valeur propre de (%—‘;’)t pour tout x € B.

Par conséquent det dw = 0. Ce qui contredit (1.61) donc nous ne pouvons pas montrer
qu’il existe une fonction réguliere w qui satisfait (1.59) et (1.60).
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3. Cette fois ci nous allons montrer qu’il n’existe aucune fonction continue vérifiant (1.59)
et (1.60). De plus soit w une telle fonction, nous allons étendre w(x) = x avec x € RY — B.
On constate que w(x) # 0 (x € RY). Soit € > 0 petit tel que w; = v. —w satisfaisant w(x) #
0 (x € RN). De plus, puisque v, est radial alors nous avons wi(x) =x si x € RN — B(0,2),
pour € > 0 suffisamment petit. Donc nous aurons

wa(x) = ——
lwi]
serait une application satisfaisante (1.59) et (1.60) (avec la boule B(0,2) remplacant B =
B(0,1)), ce qui entre en contradiction avec la premiére partie de la preuve.

4. Finalement supposons u : B — B une fonction continue mais n’admet pas de point fixe.
Maintenant définissons 'application w : B — 0B par w(x) le point sur 0B dont le rayon
vient de u(x) et passant par x. Cette application est bien définie puisque u(x) # x pour
tout x € B. Aussi w est continue et satisfait (1.59) et (1.60). Ce qui contredit la troisieme
partie de la démonstration.

L]

1.3.2 Le théoreme du point fixe de Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder est une généralisation du théoreme du point fixe de
Brouwer a des espaces vectoriels topologiques de dimensions infinies. Il a été démontré d’abord
dans le cas des espaces de Banach par Schauder. Et ce théoreme affirme qu’'une application
continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.
Enoncons d’abord la proposition suivante dont nous aurons besoin pour démontrer le théoréme
du point fixe de Schauder.

Proposition 7. Soit X un espace vectoriel de dimension fini. Soit K un compact convexe d’in-
térieur non vide de X, alors K est homéomorphe a la boule unité fermée de X.

Démonstration. Pour commencer, notons j la jauge
. . X
J(x) :mf{a >0;— (—:K}
a

qui est définie de X dans R,. Posons j, = {a > 0;2 €K }. Comme K un compact convexe d’in-
térieur non vide, soit alors 0 € K, il existe un réel r > 0 tel que la boule fermée de centre 0 et
de rayon r soit incluse dans K. Donc ”ir” est un élément de j,, cet ensemble est donc non vide,
minoré par 0, il admet une borne inférieure, ce qui assure la définition de J.
1 Soit A>0. Soit x€ X on a % € K si et seulement si % € jq donc jo(Ax) = Aj4(x).

Or la borne inférieure étant un minorant 1j minore Aj,; la borne inférieure étant le plus

grand des minorants Aj(x) < j(Ax).

Soit A # 0, alors en remplacant dans cette inégalité, x par Ax et A par %; il vient j(Ax) <

Aj(x). Donc j(Ax) = 1j(x).

Cette égalité reste encore et trivialement vraie pour A = 0, en effet J(0x) =]0,+oo[ et

J(0x)=0=0j(x).

Utilisons la relation

x+y @ a x N By,

a+,6_a+,63 a+,BE’

puisque K est convexe %,% € K qui implique que
x+y .
a+p
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alors a + B € jo(x +y) et par suite j(x +y) < a+ B; B étant quelconque j(x+y)—a <
minore donc j,(y) la borne inférieure étant le plus grand des minorants j(x+y)—a < j(y).
Donc a étant quelconque j(x + y) — j(x) < j(y) minore ju(x) et j(x+y)— j(y) < j(x) dou
Jx+y) < j@)+ j(y).

ii Puisque 0 € K, il existe un réel r > 0 tel que la boule fermée de centre 0 et de rayon r
soit incluse dans K. Pour x # 0, on a IIMxII <r donc Mx € K; donc j(x) < %lell (encore
vraie pour x =0) : on pose alors M = £
Par ailleurs K étant compact est donc borné : il existe R > 0 tel que C < B(0,R). Pour
x#0o0n a IIH%HxII =R donc £-x¢ K et 12l < j(x). Posons m = 1{, on a donc m||x|| < j(x)
(vraie aussi pour x = 0).

On a alors pour tout x : m||x|| < j(x) < M||x||.
Pour x,y € X on a j(x) < j(x —y)+ j(y) donc j(x)— j(y) < j(x — y). La situation étant symé-
trique : [j(x)—j(y)| < j(x—y) < M||x—y|| c’est a dire j est M —lipschitzienne donc continue.
iii Soit x € K alors j(x) < 1(car 1€ j,(x)) donc K c {x € X; j(x) < 1}.
Soit x € X tel que j(x)<1:o0n a j((1- %)x) <1 donc (1 - %)x € K. Comme K est fermé,
en faisant tendre n vers co on obtient x € K. Ainsi {x € X;j(x) <1} c K. Par conséquent
={xeX;jlx)<1}.

iv Soit A la fonction de K dans Br(0,1) qui x associe j(oc)Hi—|| pour x # 0 et O pour 0.
Montrons que & est bijective c’est a dire pour tout y il existe un unique x tel que A(x) =y
D’abord 0 est le seul antécédent de O (puisque pour x # 0 on a j(x) = m||x|| > 0 donc

-2
h(x) # 0). Pour tout y # 0 cherchons x tel que A(x) = y; on a alors ||y|| = j(x) et j(y) = J||a(cﬁ) =
2 2
—llf;lh donc [|x|| = l%vl) Par suite la seule solution possible est x = Ll(J;H) y = %Vll y. Puisque
IIyII JG) 1yl
lyll = j(x) et ||x|| = alors A(x) = ||y||-L2; T iy =.

Comme ||A(x)]| —](.’)C) h induit une bijection de K = {x € X; j(x) < 1} sur K1 ={y;|lyl| < 1}.
Puisque j et la norme sont continues, alors il est clair que A est continue sur 'ouvert
X\{0}. La continuité en 0 résulte de ||h(x)|| = j(x) < M]|x]].

De méme la fonction réciproque de & notée A~ 1(y) = ljévl; y et A71(0) = 0 est continue sur

Pouvert X\ {0} (f ne s’annule qu’en 0 ) et aussi en O car ||A~ 1(y)II = lﬁ <1l =yl
Donc A réalise un homéomorphisme de K sur la boule unité fermée de X.

Soit X un espace de Banach.

Théoreme 22 ( Le théoreme du point fixe de Schauder). Soient K < X, une partie compacte et
convexe et T : K — K est une application continue. Alors T admet un point fixe dans K.

Démonstration. 1. Soit € > 0 et choisissons une suite de points finis u1,...,un, € K, et telle
que I'’ensemble des boules ouvertes {B(ui,e)}é\fl soit un recouvrement de K : Alors

N
K < |) Bus,e). (1.63)
i=1
Ceci est vrai puisque K est compact.
Soit K. I'enveloppe convexe des points {u1,...,un,} :

N, Ne
Ke:{z/liui/OS/liS]-, Z}LiZI}.

i=1 i=1
Alors K, c K puisque K est convexe.
Maintenant on définit P, : K — K, par

Z 1dWw,K ~ B(ul,e))uz

P.(u)= uekK
Zizld(u’K_B(ui’e))
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Le dénominateur de P.(u) est différent de O grace a (2.1). Il est clair maintenant que P,
est continue et de plus pour u € K, on a :

>N d(u,K —Bu;,e)llu; —ull
[Pe(u) —ull < ~ <e. (1.64)
Zizel d(uaK_B(uiae))

2. Considérons l'opérateur T, : K. — K. défini par T¢(u) = P.(T(u)),
uek..
En vertu de la proposition 7, K. est homéomorphe a la boule unité fermée dans R®¢ pour
tout M, <N..
Ainsi nous sommes sous les hypothéses d’application du théoreme du point fixe de Brou-
wer et par conséquence il assure I'existence d'un point u. € K, avec T¢(u.) = ue.

3. Aussi K est compact, il existe une sous-suite ¢; — 0 et un point u € K, tel que u; — u dans
X. Alors on peut affirmer que u est un point fixe de T'. En effet, en utilisant I'inégalité
(2.2), on en déduit alors

||u€j —T(uej)” = ||T€j(uej)—T(u€j)|| = ||P€j[T€j(u€j)]_T(u€j)” S€j.

Finalement, puisque T est continue, on peut conclure que u = T'(u).

1.3.3 Le théoreme du point fixe de Schaefer

L'avantage du théoreme de Schaefer sur le théoreme de Schauder dans la pratique est
qu’il est tres difficile d’obtenir un ensemble convexe et compact. Cependant il est & remarquer
que le théoréme du point fixe de Schaefer est un cas particulier du théoréme du point fixe de
Schauder.

Définition 46. Une A application non linéaire A : X — X est compacte si pour toute suite
(ur) bornée, la suite A(up) est précompacte ; c’est a dire, il existe une sous-suite (ukj) telle que
(Aug,) converge dans X.

Définition 47. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application f : X — Y est dite
continue en a € X si, pour tout voisinage V de f(a), f~1(V) est un voisinage de a.

Théoreme 23. Soit A : X — X une application continue et compacte. On suppose encore que
l’ensemble
fueX/u=AA() pour un A tel que 0<A1 <1}

est borné. Alors A admet un point fixe.

Démonstration. 1. Choisissons une constante M assez grande de sorte que
lull <M si u=AA(u) pour un A tel que 0<A<1. (1.65)

Définissons aussi

Aw) = A(w) si [[A@Wll=sM (1.66)
VI M i Aw = M. '

On constate que A est défini de la maniere suivante :

A : B(0,M) — B(0,M). Soit K I’enveloppe convexe de A(B(0,M)). Alors puisque A et A
sont des applications compactes, K est compact, convexe et inclus dans X. De plus A :
K—K.
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2. Puisque nous sommes sous les conditions d’application du théoréeme du point fixe de
Schauder, faisons appel a ce théoréme puis déduisons I’existence d'un point u € K avec

Nous pouvons dire également que u est un point fixe de A. Sinon, en vertu de (1.66) et
de (1.67) nous aurions

Al = M

et

=AA(u) pour A= M <1; (1.68)

¢ A -
Donc |lull <M.
Cependant |[u| = ||A(u)|| =M, ce qui contredit (1.65) .
Donc A admet un point fixe.
]

1.3.4 Le théoreme du point fixe de Tychonov

Le théoréeme du point fixe de Tychonov est une généralisation du théoréeme de Brouwer et
de celui de Schauder en dimension infinie dans le cas des espaces locallement convexes.

Définition 48. Une famille «f d’ensemble non vides a la propriét’e de I'intersection finie si
pour toute sous-famille non vide de </ admet une intersection non vide.

Théoreme 24. Soit E un espace topologique compact et soit & la famille des sous-ensembles
fermés de E. Si F a la propriété de l'intersection finie alors Npegz F # @.

Démonstration. Voir [10]. O

Avant d’énoncer le lemme de Fan, nous allons faire appel au Lemme du Knaster-Kuratowski-
Mazurkiewicz ( KKM) que nous utiliserons dans la preuve du Lemme de Fan.

Théoréme 25. (Lemme du KKM) Soient S = Simp {xo,...,x5} N-simplexe de RN et F;,i =
0,...,N;N +1 sous-espaces fermés de RN tels que

a. VI c{0,..,N};Simp{x;}ic; €U;er Fi.

N
Alors N F; # @.
i=0

Démonstration. Voir [10]. O

Lemme 6 (Lemme de Fan). Soit Y un espace vectoriel topologique séparé, soit X un sous-
ensemble non videde Y et f: X — 2}:}0 tels que

n
1. V{x1,...,x,} X, conv{xy,...,xp} < U f(x;),
i=1

2. dx € X : f(x) est compacte.
Alors Nyex f(x) # @.

Démonstration. Remarquons d’abord que le lemme du KKM est un cas particulier du lemme
de Fan : nous avons besoin de poser Y = RN, X = {xo,...,xn} et par F application x; — F;
(Dans le cas du lemme du KKM, nous n’avons pas besoin de la deuxiéme condition du lemme
de Fan puisque nous travaillons essentiellement dans S ). Remarquons aussi que la premiere
condition du lemme de Fan implique que Vx € X,x € F(x) et que X < U,ex F'(x) (la condition 1
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N
du lemme du KKM affirme de fagon analogue que x; € F; et S < U F; ).

L'idée de base de cette preuve est d’utiliser la condition 2 du lerlnme de Fan avec un ensemble
compact, d’utiliser le théoréeme 24 dans le cas fini et aussi d’utiliser le lemme du KKM. En
nous appuyant sur la condition 2 du lemme de Fan et du théoréme 24 nous pouvons arriver a
démontrer le lemme. Pour ce faire, il suffit de montrer que, pour tout {xg,...,xy} <X, on a

N
(FE)NF(x;)) # @. (1.69)
=1
Maintenant, puisque les x; ne sont en général indépendamment affine, nous ne pouvons pas
appliquer directement le lemme du KKM pour prouver (1.69). Du coup nous avons besoin d’y al-
ler indirectement. Nous allons alors poser X = x( et considérons d’un coté I'’ensemble {xo,...,xn}
et d’'un autre coté le N-simplexe L = Simp {ey,...,en} ou eg est 'origine et {eq,...,en} est la base
canonique de RY. Considérons aussi 'application ¢:L—Y par

N N
¢(Z aiei) =) aix;; (1.70)
1=0 1=0

N
oua; =0et ) a;=1.

1=0
L'application ¢ n’est pas en général injective puisque les x; ne sont pas nécessairement indé-
pendamment affine et de plus la dimension de I'’ensemble convexe conv{xg,...,xy} peut étre
inférieure a N; mais la fonction ¢ est continue car les x; sont continues et les a; sont des sca-

N

laires. Maintenant posons G; = (p_l(F(xi)) et montrons que N G; # @; De (1.69) découle pour

1=0

1=0,..,N,ona¢(G;)= (,b(gb‘l(F(xi))) c F(x;) et on prouve le théoréme.
N
Pour montrer que (N G; # @, nous avons seulement besoin de voir que G; vérifie les hypothéses

du lemme du KKIVLI ;Ode plus il est fermé puisqu’il est I'image inverse de I’ensemble fermé F'(x;)
par la fonction continue ¢, et en outre soit I < {0,...,N} alors Simp{e;};c; < Uiecr Gi(condition
a.); puisque z =) ;cyAje; € Simp{e;}, alors z € ¢‘1(¢(z)) = cp'l(zielitiei) et de 1 il s’en suit
& M ier dixi) € ¢ Uier F(xi)) = Uier ¢ 1 (EF (%)) = Ujes G- O

Lemme 7. Soit X un espace vectoriel topologique séparé, soit E un ensemble compact et
convexe dans X et soit A c X x X tels que

1. A est fermé;

2. VxeE,(x,x)EA.

3. VyeE,{xeE :(x,y) ¢ A} est convexe(peut étre nul).
Alors il existe yg € E, tel que X x {yg} c A.

Démonstration. Regardons d’abord la condition 3 du lemme 7 qui stipule que I'intersection du
segment horizontal avec X x X \ A est convexe ou le segment horizontal est contenu dans A. En
effet, de ce résultat on peut dire qu’il existe au moins un segment horizontal contenu dans A.
Posons pour x € X,G(x) = {y:(x,y) € A}. Lensemble G(x) est 'intersection avec A du segment
vertical passant par x. Si nous pouvons montrer que (.cx G(x) # @ alors le lemme est prouvé :
en effet yg € Nyex G(x) # @ satisfait cette idée puisque Vx € X : (x,y9) € A,X x{yo} < A. Pour
montrer que (ex G(x) # @ nous allons utiliser le lemme de Fan. Ainsi nous allons vérifier si
les hypotheses du lemme de Fan sont satisfaites. La condition 2 du lemme 7 montre que G(x)
est non vide. D’ailleurs G(x) est fermé, méme compact, puisque G(x) = AN({x} x X) et A est
compact (Puisque c’est un fermé dans un compact X x X, dans un espace séparé E x E ).

Il reste a montrer que V{xy,...,xn} < X,conv{xy,...,xn} < LZ\le(xi). Nous allons raisonner par

x=
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N
I’absurde. Supposons qu’il 3{x1,...,xx} = X,3 X conv{xi,...,xn}:x ¢ U G(x;). Alors x ¢ G(x;),i =
=1

x=

1,...,N; et ainsi, de la définition de G(x;), il s’en suit que (x;,x)¢ A,i =1,...,N; partant de cette

derniére avec la condition 3 du lemme 7 nous avons (x;,%) dans un ensemble convexe; cette

ensemble convexe contient aussi (%, %)(Puisque X € conv {x1,...,xx} ) : le point (%,%) n’appartient

donc pas a A; ce qui contredit la condition 2 du lemme 7. Donc V {x1,...,xx} < X,conv{xq,...,xnN}:
N

X ¢ U G(x;). Puisque les hypothéses du lemme de Fan sont vérifiées alors en utilisant ce lemme

x=1

on peut conclure que Nex G(x) # @. O

Avec tous ces ingrédients, nous pouvons présenter le théoréme du point fixe de Tychonov
puis donner la preuve.

Théoreme 26 (Le théoreme du point fixe de Tychonov). Soit X un espace vectoriel topologique
localement convexe séparé, K un compact convexe de X et T une application continue de K dans
K. Alors T admet un point fixe.

Démonstration. Soient (pj)iean une famille de semi-normes séparantes continue qui définie
une topologie localement convexe sur E et posons pour A € A,

E)={yeK:px(y—T(y))=0}.

Pour prouver ce théoréeme, il suffit de montrer que (cp £ # @.

En effet, soit y € Mea £ # @ alors YA € A,pA(y — T(¥)) = 0 et donc puisque la famille p, est
séparante, y — T'(y) = 0 :  est donc un point fixe de 7. De la continuité de la semi-norme
pa, il s’en suit que E; est un sous-ensemble fermé dans un compact K, et par conséquent
pour prouver que [1eaE 21 # @ nous avons besoin d’abord de montrer que E ) possede la pro-

priété de I'intersection finie. Soient alors (11,...,4,) € A et montrons que ﬂ E), # @ c’est a dire
1=1

N
Dl{yEK:p;Li(y—T(y))— 0} # @, ou en d’autre terme que {yeK:YY py.(y—T(y) =0} # 0.

Posons maintenant

N N
A:{(x,y)erK: Zp;ti(x—T(y))z Zp,li(y—T(y))}

i=1 i=1
et vérifions si A satisfait les hypothéses du lemme 7, duquel nous allons prouver le résultat

N N
puisque Vx € K,3yg : (x,y0) € A c’est a dire Z pa,(x—=T(y0)) = Z P2,(yo—T(y0)) pour tout x € K,

i=

alors posons x = T(y0) LN | (T(y0) — T(y0)) = 0 = Z P2, (50 = T'(yo)). Donc yo € ﬂ Ey;.
Il est évident de voir que (x,x) € A et grace a la CO_I’ItIIIUIte de T etcelle py, A est fermée( d’ou les

conditions 1 et 2 du lemme 7 sont vérifiées). Pour la troisieme condition du lemme, fixons y € K

N N

et montrons que 'ensemble {xe K : (x,y) ¢ A} = {x €eK: Y prpx—-Tu)< X pa,y— T(y))} est
i=1 i=1

convexe c’est a dire

N N
Y paa =T <Y pa(y =T,k =1,2; (1.71)
=1 =1

implique que

N N
Y pa0x1+ (1 -0)x2—T())< D pa,(y—T(y)
i-1 i=1
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pour tout 6 € [0,1]. Il s’en suit immédiatement

N N
Zp,li(Qxl +(1-0)x2—-T(y)) = Zp;ti(le +(1-0)x2—-0T(y)—(1-0)T(y))
i=1 i=1

N
Z(l —0)p,(x2 —T(y));

N
<) Opy,(x1 =T+
i=1 =1

en utilisant (1.71)

N N N
Y pa,Ox1+(1—0x9)—T(y) < ) 0pr,(y =T+ Y (1-0)pa,(y—T(y))
i-1 iz i

N
=Y pa,(y=-T)
iz

Donc I'ensemble {x € K : (x,y) ¢ A} est convexe. Par suite en appliquant le lemme 7, on obtient
que Niep E ) # . Finalement T admet un point fixe. O

1.3.5 Le théoreme du point fixe de Kakutani

En analyse mathématique, le théoréeme du point fixe de Kakutani est un théoréme de point
fixe qui généralise celui de Brouwer a des applications multivoques. Il fournit une condition
suffisante pour qu’'une telle application, définie sur un compact, convexe d’un espace euclidien,
possede un point fixe, c’est-a-dire dans ce contexte : un point qui appartient a son image par
cette application. Ce théoréme a été démontré par Shizuo Kakutani en 1941 pour X =RV, la
généralisation est die a Ky Fan et Glicksberg en 1952 et popularisée par John Forbes Nash,
qui I’a utilisé dans sa description de I’équilibre de Nash.

Théoreme 27 (Le théoreme du point fixe de Kakutani). Supposons que
(i) Lapplication multivoque T : K — 2K est semi-continue supérieure ;
(ii) K est un ensemble compact, convexe et non vide dans RV

(iii) Lensemble T'(x) est un fermé, convexe et non vide pour tout x € K.

Alors T admet un point fixe.
Démonstration. Voir [10]. O

Théoreme 28 (La forme généralisée du théoreme du point fixe de Kakutani). Supposons que
(i) Lapplication multivoque T : K — 2K est semi-continue supérieure ;
(it) K est un ensemble compact, convexe et non vide dans un espace X localement convexe;
(iii) Lensemble T'(x) est un fermé, convexe et non vide pour tout x € K.

Alors T admet un point fixe.

Démonstration. voir [101]. O

1.4 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin peut étre considérée comme le précurseur de la méthode des élé-
ments finis. De plus, elle continue a jouer un réle théorique important dans la résolution des
EDP. On commence par supposer que V est un espace de Hilbert séparable puisque tout sous-
espace fermé V de H'(Q) est séparable. D’autre part, rappelons qu’une suite (w j) d’éléments
d’un espace de Hilbert V est une base hilbertienne de V si et seulement si les conditions sui-
vantes sont vérifiées :
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(i) Pour tout entier m =1, les éléments w1,ws,...,w,, sont linéairement indépendants;
(ii) l'espace vectoriel constitué des combinaisons linéaires finies des w; est dense dans V.

Il est évident que tout espace de Hilbert ayant une base hilbertienne est séparable. Récipro-
quement on a

Lemme 8. Pour tout espace de Hilbert V séparable, il existe une base hilbertienne.
Démonstration. Voir [85]. O

étant donné une base hilbertienne de V, la méthode de Galerkin consiste a chercher u,,

I’élément de V,,, solution de
Yv eV, aluy,,v)=L), 1.72)

ou V,, est le sous-espace de V engendré par les m premiers éléments wi,wso,...,w,, de la base
hilbertienne; a(.,.) une forme bilinéaire continue sur V xV et V-elliptique c’est a dire 3 a >
0,YveV, a(v,v)=allvl|? et L une forme linéaire continue sur V.

Soit u €V tel que Vv € V, a(u,v)=L(v) admet une unique solution.

Théoreme 29. Pour tout entier m =1, le probléeme (1.72) admet une solution u,, et une seule

dans V,, et on a
lim |lu—u,l =0. (1.73)
m—00

Démonstration. Voir [85]. O

Lorsqu’en outre, la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique, la solution u,, de (1.72) est ca-
ractérisée comme étant la solution du probléeme de minimisation de la fonctionnelle J sur les
sous-espaces de V,,. La suite J((u,))m>1 est décroissante, puisque V,, est un sous-espace de
Vn+1 et cette suite converge J(u), puisque u,, converge vers u dans V.
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CHAPITRE 2

EDP PARABOLIQUES ET OPTIMISATION
DE FORME

Ce chapitre présente différentes méthodes de résolution des EDP paraboliques et diffé-
rentes approches d’existence de solution en optimisation de forme.
Du point de vue des EDP paraboliques, I'objectif est de donner une formulation mathéma-
tique précise des problemes paraboliques du type de ’équation de la chaleur et d’introduire
les notions essentielles dont on a besoin pour faire une théorie qui nous permettra de mon-
trer 'existence et si possible 'unicité de la solution du probléme aux limites que nous allons
considérer. Il existe plusieurs approches de résolution des EDP, nous pouvons citer la méthode
variationnelle, la méthode de Galerkin, la méthode des semi-groupes, la méthode spectrale, la
méthode des points fixes. Ces différentes théories sont bien exposées dans [4], [10], [11], [46],
[53], [68], [80], [85]. Dans le cadre de ce travail, nous allons nous intéresser essentiellement a
deux méthodes : la méthode spectrale et la méthode du point fixe.
Dans la partie de 'optimisation de forme, le but est d’étudier quelques techniques d’existence
de solution d’'un probléme d’optimisation de forme sous contrainte d’'un probléme aux limites
paraboliques non linéaire. En effet, les preuves mathématiques d’existence de solutions pour
des problemes d’optimisation passent presque toujours par I'introduction de topologies adé-
quates combinées avec des arguments de compacité et de continuité voir [24] et [59]. C’est
ainsi que nous étudierons 'existence de solution sous la propriété de cone uniforme et l’exis-
tence de solution sous la contrainte de la y-convergence avec des arguments de monotonie de
la fonctionnelle puis de la compacité de 'ensemble admissible.
Dans la section 2.1, nous allons présenter la méthode spectrale en passant par la formula-
tion variationnelle et le probléme abstrait ensuite dans la section 2.2 nous allons étudier une
approche des points fixes topologiques et enfin dans la section 2.3 étudier les différentes ap-
proches d’existence de solution en optimisation de forme.

2.1 Etude des EDP paraboliques linéaires : Cas de ’équa-
tion de la chaleur

Nous allons nous intéresser aux équations linéaires de type chaleur, pour lesquelles nous
montrerons 'existence et I'unicité de la solution par la méthode spectrale. La méthode spec-
trale consiste a transformer un probleme en celui d’'un calcul des valeurs propres et fonctions
propres d’'un opérateur, ce que I'on appelle déterminer le spectre de 'opérateur en question. Et
la raison pour laquelle ceci est une chose intéressante est que, si 'opérateur est un opérateur
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linéaire, la fonction, dont on cherche a calculer les valeurs, peut étre exprimée comme une com-
binaison linéaire des fonctions, sur lesquelles 'opérateur agit de fagon facilement calculable.
Le cas le plus simple est celui de ses fonctions propres, sur lesquelles il agit par multiplication
par un nombre (la valeur propre correspondante). Cette méthode sur laquelle nous allons nous
appuyer ici est élaborée par Jacques-Louis Lions.

2.1.1 Description du probléme

Soit Q un ouvert borné non vide de RY de frontiere dQ que I'on suppose C! par morceaux,
on se donne un réel T' > 0 et on cherche une fonction w(¢,x) sur @ =10, T[xQ solution de

%—IZ+Au = fdans @ =]0,T[xQ

u(t,x) = Osur 2=]0,T[x0Q2 (2.1)

u(0,x) = ugdansQ.
ou A est Popérateur elliptique défini par

N 5 ou
Au=- — (ai -(x)—) , 2.2)
tel qu’il existe a > 0 avec
N
Y aij@EE;z alél, VEeRY,
i,j=1

En particulier si
1 sii=y
“”‘51’1‘{ 0 sii#)
avec 0 désignant le symbole de Kronecker, alors A = —A. C’est ainsi dans le but de simplifier
la présentation que dans toute la suite on va se restreindre au cas du Laplacien. Donc on se
propose de chercher une fonction u(¢,x) sur @ solution de

%—’t‘ —Au = fdans@
u(t,x) = OsurZ, (2.3)
u(0,x) = ugdans;

ot f:Q — R est la source de chaleur et ug: Q — R, la distribution de la chaleur a l'instant
initial. La condition de Dirichlet du probleme aux limites (2.3) signifie qu’au cours du temps
la température reste nulle sur la frontiere, c’est la condition aux limites. Aussi il est possible
d’imposer d’autres conditions aux limites comme celles de Neumann, de Robin...

2.1.2 Formulation faible du probleme

Pour une justification mathématique de toute les écritures, elle sera faite dans la suite.
Tout ce processus est appelé formulation faible.
Soit u(t,x) vérifiant le probleme aux limites (2.3) et supposons qu’elle est suffisamment régu-
liere pour donner une formulation mathématique précise du probleme aux limites (2.3).
Multiplions la premiére équation du systéme (2.3) par une fonction test v € H, é(Q) et intégrons
sur (2 ; on obtient :

/au(t’x)v(x)dx_/Au(t,x)v(x)dx=/f(t’x)”(x)d”
Q Ot Q Q
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Comme Q et v(x) ne dépendent pas de ¢, nous pouvons avoir cette écriture

ou(t,x) _i
/Q % v(x)dx—dt/gu(t,x)v(x)dx.

En utilisant la formule de Green, il vient : V v € H é(Q)

d ” Ju(t,x)ov(x) ,
E/Qu(t,x)v(x)dx+izzi Qa—xia—xidx—/gf(t,x)v(x)dx

On sépare les variables x et ¢, alors dans toute la suite on note u(¢) = u(t,.) ou en d’autre terme
x est la variable de u(?), c’est a dire (w(¢))(x) = u(¢,x).
On rappelle alors le produit scalaire dans L2(Q); pour tout ¢ et veH L),

@iy = /Q ()

et

dx. (2.4)

Alors apres ces transformations a justifier de facon rigoureuse plus tard, on peut proposer le

probléme suivant : trouver une fonction u : ¢t €[0,T]— u(t) e H, é(Q) telle que Vv € H é(Q),

L (w(t),v) +au(t),v) = (f(t),v)

(2.5)
u(0)=ug

Cette formulation fait appel de maniére essentielle aux espaces H, é(Q) et L2(Q) ainsi que la
forme bilinéaire a(.,.) définie par (2.4).

Le choix des espaces et le sens a donner aux solutions du nouveau probléeme (2.5) sont des
points fondamentaux dans la reformulation du probleme de départ.

Le probleme (2.5) reste imprécis quant a la régularité en temps de f et de u, au sens donné a
la dérivée en temps. En particulier, il faudra absolument que u(#) soit continue en ¢ = 0 pour
donner un sens a la donnée initiale u(. Cette formulation reste aussi imprécise par rapport a
la dépendance de t. C’est ainsi dans le souci de bien poser le probleme que nous faisons appel
au probleme parabolique abstrait.

2.1.3 Probleme parabolique abstrait

Placons le probleme (2.5) dans un cadre plus général. Pour cela introduisons :

— Deux espaces de Hilbert V et H sur R vérifiant :
V est inclus dans H par injection continue;
V est dense dans H ;

— Une forme bilinéaire (z,v) — a(u,v) continue sur V x V.

Ces conditions vont nous permettre de diagonaliser 'opérateur laplacien et nous ramener a la
résolution d’'une famille de simples équations différentielles ordinaires du premier ordre.

On note (.,.) le produit scalaire dans H, |.| la norme correspondante et |.|| la norme dans V.
En effet si u : t — u(t) est une fonction de L2(0,T,X) et si v est un élément de X, la fonction
t— (u(t),v)x € L%(0,T).
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A partir de ces considérations, on suppose que ug € H et f € L2(0,T,H) et on se propose de
chercher une fonction u € L2(0,T,V)n C°0, T, H) telle que :

{ YvevV, %(u(t),v)+a(u(t),v) =(f(t),v) au sens des distributions (2.6)

u(0)=ug

Le probléme a bien un sens. D’abord puisque u est une fonction de L2(0,T,V), les fonctions
t — (u(t),v) et t — a(u(t),v) appartiennent & L2(0,T),Vv € V. De méme, puisque f est une
fonction de L2(0,T,H), la fonction t — (f(t),v) € L?(0,T), Yv € V. Donc le probleme (2.6) a un
sens dans 2'(10, T[). D’autre part, la condition initiale a un sens, car la fonction u est continue
de ]0,T[ dans H.

Puisque le probleme a un sens, pour plus de précision sur le cadre structurel pour I'existence
et 'unicité de la solution, nous augmentons les hypotheses suivantes :

— Linjection canonique de V dans H est compacte,
— La forme bilinéaire a(.,.) est symétrique,

— La forme bilinéaire a(.,.) est coercitive ( c’est a dire il existe deux constantes a > 0,1 € R,
tel que Vv € V,a(v,v)+7t|v|2 >alvl?)

De ce fait, nous serons en mesure de montrer l'existence et I'unicité de la solution du probleme
(2.6) grace a la méthode spectrale.

2.1.4 Probleme spectral

On considere le probleme spectral général : trouver les valeurs A € R pour lesquelles il existe
une solution u € V,u # 0, de I'’équation

YveV, a(u,v) = AMu,v) 2.7

Grdce aux hypotheses citées dans la sous-section précédente, on peut utiliser le théoréeme sui-
vant.

Théoreme 30 ( [85]). On suppose que l’injection canonique de V dans H est compacte et la
forme bilinéaire a(.,.) est symétrique et V-elliptique c’est a direJa >0,V v eV, a(v,v)= allv|
Alors les valeurs propres du probléeme (2.7) forment une suite croissante tendant vers +oo;

O<AisA=s...<Ap<..., (2.8)
et il existe une base hilbertienne orthonormale de H formée de vecteurs propres de w,, tels que
YveV,a(w,,,v)=An(wny,v),m=1,2,... 2.9)

De plus la suite (xl,‘,Ll/ 2wm) forme une base hilbertienne orthonormale de Uespace V pour le pro-
duit scalaire a(.,.).

Remarque 6. Dans le théoreme 30, il est possible d’affaiblir I’hypothese de V-ellipticité en
supposant que la forme bilinéaire a(.,.) est coercitive au sens suivant : il existe deux constantes
a>0,1eR, tel que

Vv eV,aw,v)+ Av2 = alvl?. (2.10)

Ainsi la forme bilinéaire (u,v) — a(u,v) + Mu,v) est symétrique et V-elliptique. Donc nous
sommes sous les conditions d’applications du théoreme 30.
Théoreme 31. (J L.LIONS) Supposons que la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique et coercitive,

alors le probleme (2.6) admet une seule solution u.
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Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin de la proposition suivante qui donne 1'uni-
cité de la solution.

Proposition 8. Sous les hypothéses du théoréme 31, si u est solution du probleme (2.6), alors
elle est donnée par le développement en série ci dessous :

t
u(t):Z((uo,wi)e_Ait+/ (F(s),w;i)e Mg |w;. (2.11)
0

=1

Preuve de la Proposition 8. Puisque u € C°(0,T;H) et (w;) est une base hilbertienne orthonor-
male dans H, alors u se décompose, pour tout ¢ € [0,7'] de la maniere suivante :

u(®)=) a;i(thw;

i=1
avec a;(t) = (u(t),w;). Et comme presque pour tout ¢ € [0,T], u(¢) e H ,
a(u(t),w;) = A;u@),w;) = 1;a;(@).
En remplacant dans (2.6) v par w; on obtient ’équation différentielle ordinaire suivante :

{ Lo () + Agai(8) = (F (1), w;)

a;(0) = (ug,w;) (2.12)

dont la solution est donnée par

t
@i(t) = (wo,we " + / (f(s),w)e " *2ds.
0

En remplacant cette expression dans la sommation ci-dessus on a le résultat annoncé. Ce qui
acheve la preuve de la Proposition 8. O

Démonstration du Théoréme 31. Lunicité est obtenue grdce a la Proposition 8. Pour valider
tout le processus, il reste & montrer I’existence de la solution. Pour cela il suffit de montrer que
la série (2.11) converge pour tout ug € H et tout f € L?(0,T;H) puisque sa somme u(¢) est la
solution du probleme (2.6).

La preuve de I'existence se fait en plusieurs étapes.

1. Supposons que la forme bilinéaire a(.,.) est coercitive avec la condition A = 0, alors la
forme bilinéaire a(.,.) est V-elliptique. Introduisons le sous-espace V,, c V engendré par le
systéeme (w;,1 <i < m) pour construire une solution approchée du probleme. Remarquons
que Upmen Vi est dense dans V. On considére ensuite le probleme approché : chercher
tel0,T]— u,,(t)€V,, solution de : Vv e V,,,

{ L (U (), 0) + a(wm(8),0) = (F(),0)

tmn(0) = X7 (0, wiuw;. 219

En posant que
m

um@®) =Y a;(Ow;,

i-1
ai(t) = (um,(t),w;).

On remarque d’apres la preuve de la Proposition 8 que la solution du probléme (2.13) est

donnée par
m

t
um(t)=Z((uo,wi)e_A“’+/ (F(s),wi)e M9 ds|w;. (2.14)
0

i=1
C’est précisément la somme partielle d’ordre m de la série donnée dans (2.11).
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2. Montrons que (u,,) est une suite de Cauchy dans les espaces C°(0,T,H) et L%(0,T,V).
Soient m et p deux entiers tels que p > m = 1; puisque (w;) est une base hilbertienne de
H, alors

p
lup—uml?=Y ai@®?
i=m+1
p t 2
= ) ((uo,wi)e_’lit+/(f(s),wi)e_li(t_s)ds) .
0

i=m+1

En utilisant 'inégalité (a + b)? < 2(a® + b2), on obtient alors

2

p p t
up—uml®<2 Y (uo,w)e M +2 Y ( / (f(s),w»e"‘i“‘s)ds) :
0

i=m+1 i=m+1

En utilisant I'inégalité de Cauchy sur le second terme conduit a

¢ 2 ¢ ¢
(/ (f(s),wi)e_’li(t_s)ds) < (/ (f(s),wi)2ds) (/ e_ZAi(t_s)ds)
0 0 0
1 t

ds

2A1/(f(s) w;)2ds.

On en déduit que

sup |up—upl? <2 Z (wo,w;)? v L Z /(f(s)w)zds

0<t<T i=m+1 /llz m+1

Finalement puisque

2 2
luol® =) (uo,w;),

=1

t
112200y = 2 / (F(s),wi)’ds,
i=140
on en déduit que

“ 2
Y. (wo,wy)?,

i=m+1

/ (f(s),w; )2ds

i=m+1

p>m
convergent vers 0 lorsque m —— +oo. Et alors on a :

lim sup |up,—un,l=0.
m—’+000<t<T

Donc (u,,) est une suite de Cauchy dans C%0, T, H).
Par ailleurs a I'aide de (2.7) et (2.13) on a,

p
a(up@®) = um@®),up® —un@) =Y Aiup®) —un@),w;)?

i=m+1

p ¢
Z /11' ((UO,LUi)e_)lit+/ (f(s)’wi)e—/li(t—s)ds
0

i=m+1

2
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En utilisant la V-ellipticité de a(.,.) et I'inégalité (a + b)? < 2(a? + b2), on obtient :

p t 2
IIup(t)—um(t>||2s§ YA ((uo,wi>2e‘“if+( / (f(s),w,-)e—w—@ds) )
] 0

i=m+1
Puisque
T oo 1 —onmy L
A ; e ldtzé(l—e i )<§
et
T t 2 T T
A / ( / (f(s),wi)e_/li(t_S)ds) dt= / (F(s),w;)?dt;
0 0 0
En effet,
¢ 2 ¢ ¢
(/ (f(s),wi)e_li(t_s)ds) S/(f(s),wi)2ds/ e 2hilt=9) g ¢
0 0 0
on a
/te_ﬂi(t_s)ds :e—z/liti [e—mis]t
0 2 0
_ e—2/1it [6—2/11-1?_1]
21;
_ 1 —-2;t
" o1, [1_6 ]
1
S .
21;°
=
¢ 2 1 ¢
(/ (f(s),wi)e_li(t_S)ds) < /(f(S),wi)2dS
0 22i Jo
=

T t 2 T 1 ‘
’11’/ (/ (f(S),wi)e_Ai(t_S)ds) dts/ (—/ (f(S),wi)st)dt
0 0 0 2 0

s g0 [[ae= [0,
<— [ (f(s),w;)ds dt=— [ (f(s),w;)ds.
2 Jo 0 2 Jo

T t 2 T T
A / ( / (f(s),wi)e-ﬁi“-”ds) dt<=— / (F(s),w;)?dt.
o o 2 Jo

T 9 1 D T
/ lup®-um@|"dt== ) ((uo,wi)z+T / (f(s),wi)Zdt)
0 0

i=m+1

D’ou
Alors

comme précédemment on arrive a
lim |[u,(t)—un,@)|=0.
m—+0o ” p( ) m( )”

Par conséquent (u,,) est une suite de Cauchy dans L2(0,7T,V).

. Puisque les espaces C°(0,T;H) et L?(0,T,V) sont complets et que la suite (x,,) converge
dans chacun de ces espaces. Comme les injections canoniques de L2(0, T; V) dans L2(0, T'; H)
et de C%0,T,H) dans L2(0,T,V) sont continues , la limite de (u,,) est la méme dans les
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2.2. APPLICATION DES POINTS FIXES

deux espaces. Par conséquent u,, — u dans C°(0, T,H)NL2(0,T;V). Il reste a vérifier que
u satisfait (2.6). Soit ¢ € 2(10,T[,R) . De (2.13) on a pour tout m : Yv € V},,

T d T T
—/ (um(t),v)d—w(t)dt+/ a(um(t),v)w(t):/ (f®),v)p(t)dt.
0 4 0 0

En passant a la limite on obtient, Vv € V,,,

T d T T
—/ (u(t),v)—l//(t)dt+/ a(u(t),v)w(t):/ (f@®),v)w()dt;
0 dt 0 0

comme ey Vi est dense dans V. Alors le résultat est vrai pour tout v € V. Donc u
vérifie le systéeme (2.6) au sens des distributions dans ]0,7'[. Enfin on observe d’un coté
lim,, - 400 U (0) = u(0), et de I'autre

m
lim un(0)= lim ) (wo,wiw;=1uo
m—+o0o m—>+c>oi=1

Ainsi u(0) = ug d’ou la deuxiéme équation du systéeme (2.6).

2.2 Application des points fixes

Nous allons nous intéresser aux équations non linéaires de type chaleur, pour lesquelles
nous montrerons I'existence de la solution par la méthode du point fixe.
Nous ferons une application du point fixe de Schauder dans la sous-section 2.2.1, enfin nous
allons terminer cette section par une application du point fixe de Schaefer dans la sous-section
2.2.2.
Soit le systeme d’équation suivant :

{ %1 p(Vul?-DAu)=F(@u) dans @

u(t,x) =0 sur > (2.15)
u(0,x) =uglx) dans Q.

oz Q est un ouvert borné de RN, N =2 de classe C! par morceaux. Pour simplifier prenons
D=1leto=1.

Pour étudier ce systeme (2.15), posons d’abord le changement de variable suivant u = y(¢),
avec ¥ : R — R une fonction a déterminer, et ¢ dépend de u. Cette transformation est connue
sous le nom de transformation de Hopf. Un simple calcul donne

9%
ot’

ou ,
5 =y (¢)

Au =" (P)IVOI? + 9 (P)A.

Puisque 5
ou 2_ _
Y +(|Vul“-Aw)=F(u)
0
o w’<¢)a—‘f + " 2(P)IVPIE — " (PIVPI? — ' (P)AP = F(u)
0
= w’(cp)a—(f PV - (DIVHE - ()Ap = F(w).
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2.2. APPLICATION DES POINTS FIXES

Par suite

0
w’(«p)a—‘f + |VoI22(p) — " () — ' (P) AP = F(u).

Supposons que

'(,U,Z((,b) _wll((p) — 0

et posons ¥’ =y, on obtient ainsi

y2 _ y/ — 0
dy(o
- 3}( ) =-do.
y*(0)
Notre objectif est de trouver une solution.
En appliquant I'intégrale, on a
1
—— =—-0+c,
y(o)

ot ¢ est une constante. Pour une solution on choisit ¢ = 0 et en intégrant a nouveaux alors

1
y(o)=—-==vy'(¢),
o
dou
w(p) = —1n(¢).
Ainsi
p=e".

Alors sur Q

(p(o’x) — e—uo(x)’
sur X

o(t,x)=1.

On obtient ainsi le probleme aux limites suivant :

¥ _Ap=G(@p) dans @Q
o(t,x)=1
¢(0,x)=e™ 40

olt G(¢) = F(~In¢) et e 40 € HH(Q).

sur

(2.16)

o M

dans

Faisons le relévement suivant ¢ = ¢p; — 1. Ce qui fait que le probleme aux limites ci dessus
devient

%1 _Ap1=G(¢p1) dans Q
P1(t,x)=0 sur X

(2.17)
$1(0,x)=e % +1 dans Q.
Pour simplifier les écritures nous allons remplacer ¢; par ¢. Alors on a

%—(f -Ap=G(p) dans @

¢(t,x)=0 sur z (2.18)
¢0,x)=e"“+1 dans Q.
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2.2.1 Application du théoreme du point fixe de Schauder

Considérons le probleme aux limites de la chaleur pour une fonction u satisfaisant le pro-
bleme suivant

u(t,x)=0 sur Zz (2.19)

{ %—Z;—Au:f(u) dans @
u(0,x) =uo(x) dans Q.
olt ug € HY(Q).

Théoreme 32. Soient Q un ouvert régulier et f € C(R)NL>(R) lipschitzienne, alors il existe une
fonction u € L%(0, T;Hé(Q)) N C(0,T;L%(Q)) solution du probléeme aux limites (2.19).

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme de Schauder dans I’espace
C(0, T;L*Q))
avec la norme
lwllco,r.x) = max vz q)-

En effet,
C(0,T;L*(Q))

muni de la norme précédente est un espace de Banach.
1. Soit w € L2(0, T;Hé(Q)) N C(0,T;L3(Q)) solution du probléme aux limites

W _Aw=f(p) dans @Q
w(t,x)=0 sur > (2.20)
w(0,x) =wo(x) dans £

avec ¢ € L*(0,T; Hy(Q)) N C(0, T; L3(Q)).
Puisque f est lipschitzienne, cette hypothése implique en particulier que f vérifie la
condition de croissance linéaire c’est a dire :

|f(2)l < C(1+|z|) pour tout z € R et toute constante C. (2.21)

On a alors pour tout € = 0,

d 1
—/ widx <ellwlpzq) + = If @)llL2q) -
dt Jo €

En utilisant I'inégalité de Poincaré, nous avons

d

1
2
— | wdx<eClwlgzioy+ = IF @720 .
di o H2(Q) c f L4(Q)

Choisissons ¢ suffisamment petit, nous déduisons que, 3 C¢ =0

d
4 / wdx < CollFw)l 20y -
dt Q
Ceci implique que
lwll o2y < C' (”w"”Hé(Q) * 1) =2

ot €' = VK, K =max{1,TColOlIf 13w}
Maintenant dans toute la suite, nous allons considérer que P(¢)(¢) := w. Grace aux inéga-
lités (2.22) et (2.21) on obtient

vt e[0,T1, | P L2y < C'(|#] i@+ - (2.23)
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2. P:H é(Q) —H é(Q) est une application continue.
En effet, soit

¢r(t) — ¢(t) dans Hé(Q), (2.24)

alors en vertu de la relation (2.23) et de la relation (2.20), il advient

”wk(t)llHl(Q) |Q|”f”Loo([R) + K(”wO”H]-(Q) +1),VE €N, (2.25)

De la derniére estimation, nous pouvons affirmer pour tout ¢ € [0,T], (wx(¢)), est une
suite bornée. Alors

Jw € L*(0, T, Hy(@) N C(0, T;L*(Q)), 3k 1wy, — w

Et en utilisant le théoreme de Rellich, il existe une sous suite aussi notée par (wkj )j=1,..00
telle que
Wg; ~Ww dans L%(Q). (2.26)

Par ’'argument de la compacité relative nous avons :
wi, — w dans Hy(Q). (2.27)

Maintenant soit la formulation variationnelle de I'’équation de la chaleur dont la sous-
suite wy; est solution pour v € H, S(Q);

d Owe,;(¢,x) av(x)
E/wk (¢, oc)v(x)doc+LZi R

dx /f((/)k Ju(x)dx.

Alors en utilisant la condition (2.21) et en passant aux limites grace a (2.24) et (2.27),
pour v € Hé(Q) on aboutit a

ow(t,x) Ov(x)
a w(t x)v(x)olx+lzi o o,

d —/f((,b)v(x)dx

Donc P(¢p) =w
Par conséquent (2.24) implique P(¢y(t)) — P(¢p(¢)) dans C(0,T; H é(Q)), finalement on peut
dire que P est une application continue.

3. Rappelons que w € L2(O,T;Hé(Q)) N C(0,T;L%(Q)) vérifie le probleme aux limites (2.20)
et aussi nous avons 'estimation du probléeme aux limites. Alors on a

lwllgeq <C (”wO”Hg(Q) + 1) :

H(%(Q) est un sous espace compact de L2(Q).
Maximisons le membre de gauche par rapport a ¢ dans I'inégalité précédente, nous avons

||w ||C(0,T;L2(Q)) <C (”wo ”Hé(g) + 1) .

Donc C(O,T;H&(Q)) est un espace compact dans C(0, T; L2(Q)).

4. Appliquons le théoréeme du point fixe de Schauder a 'espace X = C(0,T;L%(Q)) et K =
C(O,T;H&(Q)), on peut conclure que P admet un point fixe ceci revient a dire que le
systéme d’équation (2.19) admet une solution.

([
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2.2.2 Application du théoreme du point fixe de Schaefer

Dans cette sous-section, nous avons besoin du résultat de régularité et d’approximation de
la méthode de Galerkin développée par exemple dans [46] qui est le théoreme suivant

Théoréme 33. Soient g € HJ(Q) et f € L?(0, T;L(Q2)). Supposons de plus que u € L*(0,T; H}())
avec u' € L2(0, T; H 1(Q)), est la solution faible du probleme aux limites suivant

%—Zt‘ —Au=f dans @
u(t,x)=0 sur z (2.28)
u(0,x)=g dans Q.

Alors u € L%(0,T; H*(Q)) mLOO(O,T;Hé(Q)), u' € L%0,T;L?(Q)) et nous avons lestimation sui-
vante

ess sup Iu®ly o + lull2orm @) + 'l 220,72 = € (1F 20,7200 + g Npricen) s (2290
<t<

la constante C dépend de Q et de T.
Démonstration. [46]. [

Théoreme 34. Soient Q) un ouvert régulier et f € C(R) N L*(R) et est lipschitzienne, alors il
existe une fonction u € L%(0, T; H2(Q))nL>(0, T;Hé(Q)) solution du probleme aux limites (2.19).

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme de Schaefer dans I’espace
L*0,T; H* ()
avec la norme , s
lull L2 72202y = ( /0 ||u(t)||§12(mdt) (2.30)
1. Considérons d’abord le probleme aux limites suivant

aa—’f -Aw=f(p) dans @
w(t,x)=0 sur > (2.31)
w(0,x) =wo(x) dans Q;

avec ¢ € L2(0, T; HX(Q)).
Grace au théoreme 33, on a w € L%(0, T; H*(Q)) mLm(O,T;Hé(Q)) et en outre nous avons
Iestimation suivante

!/
ess sup. ”w“)”Hg(Q)J’||w||L2(0,T;H2(Q))+||w lz200,7,220) = € (||f(¢)||L2(0,T;L2(Q)) +llwo ”Hé(Q))’

et par suite
1wl z20, 75120 = € (||f D 20,7200 * ”wO”Hg(Q)) :

Puisque f € C(R)NL®°(R). f :R— C(R)NL*®(R), s — f(s).
Pour s = u(t,x) on a f(u(t,x)) alors

2
/ If (u(t,x)>dx = |Q| (Suplf(S)I)
Q seR

et
1/2

T
It 2 200, 12000 = ( / IIf(u(t,x))Iliz(Q)dt) <1QM™2TY2 || fll oo -
0
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Nous avons

lwll L20,7:5200)) = C

T 9 1/2
( /Q |F((t,2) dx) +lwoll ey |-

1/2 T1/2

lwliz2, ;200 < € [|Q| £ N ooy + ||w0||Hg(Q>] :

Donc on peut conclure que : 3 Cy > 0 tel que

lwllz20. 7320 < Co (1 +lwoll Hg<m) . (2.32)

Maintenant dans toute la suite, nous allons considérer que P(¢)(¢) := w. Grace a I'inéga-
lité (2.32) on obtient

(1+ 1ol 30 (2.33)

. P:L2%0,T;H?(Q)) — L0, T; H%(Q)) est une application continue.
Remarquons d’abord que wjy, € L2(0, T; H2(2)) N L°°(0, T;Hé(Q)).
En effet, soit
br(t) — ¢(t) dans L2(0, T; H*(Q)), (2.34)

alors en vertu de la relation (2.33) et de la relation (2.31), il advient
lwrllL20 1:m52(0)) < Co (1 + IIwOIIHé(Q)) ,Vk eN. (2.35)
Pour presque tout ¢ € [0, T'], (w(¢)), est bornée dans L2(0, T; H%(Q)). Alors
Jw € L*(0, T; H*(Q)), 3k 1wy, — w.

Et en utilisant le théoreme de Rellich, il existe une sous suite aussi notée par (wkj )j=1,...00
telle que
wp, —w dans L*(0, T;L*(Q)). (2.36)

Maintenant soit la formulation variationnelle de I'’équation de la chaleur dont la sous-
suite wy; est solution pour v € H(l)(Q) nH%(Q);

owy, (t,x)
wk (¢,x)v(x)dx + Z Wkt % 5U(x)

dt i=1/Q 0x; dx /f((f)k (x)dx

Alors en passant aux limites grace a (2.34) et (2.36), pour v € Hé(Q) N H2(Q) on aboutit a

d ow(t,x) 6v(x)
E/ w(t, 9c)v(oc)d9c+lzi .

/w(T,x)v(x)dx /w(O x)dx+2/ /Ow(t x)av(x)d —/ /f(cb)v(x)dx
Q 0x; Ox;

Donc P(¢p) =w
Par conséquent (2.34) implique P(¢p(¢)) — P(¢(t)) dans L2(0,T; H?(Q)), finalement on
peut dire que P est une application continue.

d —/f((/))v(x)dx
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3. P:L%0,T;H*(Q)) — L%(0,T;H*(Q)) est une application compacte.
En effet, soit

¢r, une suite borné dans LZ(O,T;H2(Q)), (2.37)
alors en vertu de la relation (2.33) et de la relation (2.31), il advient
lwrllL20 15200 = Co (1 + ”wO”Hé(Q)) ,Vk eN. (2.38)
Pour presque tout ¢ € [0, T, (wx(¢)); est une suite bornée dans L2(0, T; H2(Q)). Alors
Jw € L*0, T; H* (), 3 k1 wp, — w.

Ceci implique que la norme de w est bornée dans L2(0, T'; H%(Q)) car

w : <liminf H wp . .
lwlzzo,roaza killL20,msm20)
Donc P est une application compacte.

4. Finalement, nous voulons montrer que I’ensemble
{w €L2(O,T;H2(Q)) tel que pour un A,w = AP(w), avec 0< A < 1}

est borné dans L2(0, T; H2(Q)). Soit w € L%(0, T; H*(Q)) tel que pour un A, w = AP(w), avec
0<A<1. Alors & = P(w). En d’autres termes, w € L2(0,T; H*(Q)) mL”(O,T;H&(Q)), et w
est solution du probléme aux limites

%—’;’—Aw =Af(¢p) dans @
w(t,x)=0 sur z (2.39)
w(0,x) = Awo(x) dans Q.

Donc nous retrouvons I’estimation suivante
lwllz0,r-r20n = Co 1+ AMlwollgay) < Co 1+ w0l g1 ) -
Alors la norme de w est bornée. Ce qui revient a dire que I'ensemble
{w €L2(O,T;H2(Q)) tel que pour un A,w = AP(w), avec 0 <A < 1}

est borné.

5. Appliquons le théoréme du point fixe de Schaefer a l'espace L2(0,T;H?(Q)), on peut
conclure que P admet un point fixe u € L2(0, T; H%(Q)) mLm(O,T;Hé(Q)), ceci revient a
dire que le systéme d’équation (2.19) admet une solution.

O

2.3 Optimisation de forme

Cette section est I'un des objectifs de cette these et il traite d’optimisation de forme. Nous
allons nous intéresser aux questions d’existence de formes optimales des problemes d’opti-
misation de formes géométriques. Dans cette section, notre objectif est d’étudier ce probleme
d’optimisation de forme

inf{J(Q); Q€ X4} (2.40)
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ou J est une fonctionnelle définie sur %,4 'ensemble admissible par

T
1
J(Q) = / / (—IVLLQI2 +Go(uq)|dxdt
0o Jal\2
ou uq est la solution du probleme aux limites de la chaleur suivant

%—’; —Au=f(u) dans Q,
u(t,x) =0 sur z (2.41)
u(0,x) =0 dans

avec f € C(R)n L*°(R). La fonction G est définie par

Go(s):Go(x,s):/ golx,t)dt,
0

g0=QxR—R

et
go(.,O) =0.

Le plan de cette section est le suivant : dans la sous section 2.3.1 nous allons étudier I’existence
de solution sous la propriété du cone uniforme, puis dans la sous section 2.3.2, I'existence de
solution sous la contrainte de la y-convergence avec la monotonie de la fonctionnelle. Enfin
dans la sous-section 2.3.3, nous allons étudier I'existence de solution sous la contrainte de la
Y-convergence avec ’'argument de compacité.

Rappelons d’abord avant de suivre ce plan, quelques outils d’optimisation de formes géomé-
triques. On fixe une boule D de RN, et tous les ouverts Q avec lesquels nous travaillont sont
contenus dans D.

Définition 49. On dit qu’une fonction A : Q xR — R est de type Carathéodory si pour tout s € R
la fonction A(.,s) est mesurable sur Q p.p en x € Q et la fonction A(x,.) continue sur R.

Définition 50. Soit (£,d) un espace métrique et %.(E) 'ensemble des parties non vides fer-
meées et bornées de E. On appelle dy la distance de Hausdorff ’application

dy:PB.(E)x B.(E)— R,
(A,B) — dp(A,B)=max{p(A,B),p(B,A)}

ou p(A,B) =supd(a,B); p(B,A)=supd(b,A) et d(.,.) étant la distance euclidienne.
acA beB
De maniére équivalente cette distance peut s’écrire par

dy(A,B)=inf{e >0/A c B, et Bc A}
ouA.={xe€eE/d(x,A)<e} et B.={x€ E/d(x,B)<¢}.
Soit F' un compact fixe. Soient (21 < Q9 c F des ouverts alors dg(21,Q9) = dg(F\Q1,F\Qy).

Définition 51. Soient Q2,,  F', une suite d’ouverts et 2 < F' un ouvert. On dit que (2, converge
vers () au sens de Hausdorff et on note €2, A Q si dy(Q,,Q) — 0 quand n — oo.

p
Définition 52. On dit que (2, converge vers  au sens L?,p €[1,+oo[ et on note 2, L, Q ou
Q,,Q sont des ensembles mesurables de RY si Xn converge vers yq dans L”.

Définition 53. Soient Q,,Q des ensembles mesurables de RY. On dira que Q, converge vers
Q au sens p.p si yq, converge vers yq p.p.
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Définition 54. Soit y un point de RY, ¢ un vecteur unitaire et € un réel strictement positif,
on appelle cone épointé de sommet y, de direction ¢ et de dimension €, le cone noté C(y,¢&,€) et
défini par

C(y, ¢ €)= {z € RN,(z —y,8)=cos(€e)lz—ylet 0<|z—y| < e}.

Définition 55. On dit qu’un ouvert QQ a la propriété du e-cone si Vx € 0Q2,3¢, un vecteur uni-
taire tel que Vy € QN B(x,e), on a C(y,&y,€) Q.

Définition 56. On dit qu'un ouvert Q est étoilé par rapport & un point xy € Q2 si y € Q) implique
que [xg,y] < Q.
Il est dit étoilé par rapport a une boule ouverte B c () s’il est étoilé par rapport a chaque point
de B. Dans ce cas

VyeQ,VzeB,{Ay+(1-21)z,0< 1< 1}cQ.

Proposition 9. Un ouvert convexe borné a la propriété du e-cone. Plus généralement, c’est le
cas pour un ouvert étoilé borné par rapport a une boule.

Démonstration. Voir [59]. O

Théoréeme 35. Un ouvert Q2 de frontiére borné a la propriété du e-cone si et seulement s’il est a
bord lipschitzien avec une constante de Lipschitz uniforme.

Démonstration. Voir [59]. O

Lelmme 9. Soit Q un domaine lipschitzien avec u € WEP(RYN), si u = 0 p.p sur Q° alors u €
Wy (Q).
0

Démonstration. Voir [59]. O

Le Lemme suivant est classique et fondamental pour montrer 'existence de la solution. De
plus, ce théoréme assure la compacité et joue un réle important en méthode direct de calcul
de variation. Pour plus d’informations sur ce résultat topologique nous renvoyons le lecteur
désireux a consulter [59].

Lemme 10. Soit Q,, une suite douverts de RV vérifiant la propriété du e-céne avec Q,, c K ¢ D
out K est un compact et D un ouvert de RY. Alors il existe un ouvert Q vérifiant la propriété du
5-cone et une suite extraite Q,, telle que

Llp.p

H
Qn, —Q 5 xa,, xo

Q,, 20 0q,, L.
Démonstration. Voir [59]. O

Soit D un ouvert borné de RY fixé.

Définition 57. Pour tout compact K de D on pose
cap(K)=capp(K) = inf{/ IVol?dx:@ e 2(D), ¢ =1 sur K} (2.42)
D

Pour w ouvert de D et K un compact, on pose

cap(w) =sup cap(K). (2.43)
Kcow

Pour A un sous ensemble de D. On pose
cap(A) = [i\nf cap(w) ou w est un ouvert de D. (2.44)
Cw
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Remarque 7. 1. La capacité sert a mesurer la finesse des ensembles et est 1a bonne notion
pour les espaces de Sobolev.

2. On peut définir une capacité pour tout espace de Sobolev H™(2) ou W"™P(Q), avec {2 un
ouvert de RV,

Définition 58. On dit qu'une propriété a lieu quasi-partout (q.p) si elle a lieu sauf sur un
ensemble de capacité nulle.

Remarque 8. De la méme manieére que les ensembles de mesure nulle donnent naissance a
la notion de presque partout, les ensembles de capacité nulle engendrent la notion de quasi-
partout.

Définition 59. Une fonction g : RV — R est dite quasi-continue §’il existe une suite décrois-
sante d’'ouverts w, de RY vérifiant lirp cap(w,) =0 et la restriction de g au complémentaire
n—+00

w;, de w, est continue.

Définition 60. Un sous ensemble Q de D (ouvert borné de RY) est dit quasi-ouvert s'il existe

une suite décroissante d’ouvert w, telle que lirP cap(w,)=0 et QUw, soit un ouvert de D.
n—+oo

Remarque 9. Les ouverts sont évidemment tous des quasi-ouverts mais la réciproque est

fausse.

Théoréeme 36. Toute fonction u € H 3(D) admet un représentant quasi-continu i qui est unique
(modulo l’égalité quasi-continue ).

Démonstration. Voir [59]. O
Lemme 11. Soit v : RY — R quasi-continue. Alors

(u=0p.p)=wWw=04q.p).
Démonstration. Voir [59]. O

Définition 61. Soit D un ouvert fixe de RY, pour tout A < D, on pose
H{(A)={uecH}(D);i=0q.p dans D\A}.
H (1)(A) est un sous espace fermé de H é(D), séparable comme H1(RY).

Proposition 10. Pour tout A c D, il existe {2 € D quasi-ouvert unique tel que H 3(A) =H é(Q).
De plus, Hé(Q) est dense dans L2(Q).

Démonstration. Voir [59]. O

Proposition 11. Soit f : RY — R quasi-continue et a > 0. Alors {f > a} est quasi-ouvert. En
particulier, si u € HY(RY) alors {& > a} est un quasi-ouvert.

Démonstration. Voir [59]. O

Soient X un espace topologique et V(x) 'ensemble de tous les voisinages ouverts de x € X.
Soit Fj, une suite de fonctions définies de X a valeurs dans R

Définition 62. La I'-limite inférieure et la I'-limite supérieure de la suite F';, sont des fonctions
définies de X a valeurs dans R par

(I -liminfFp)(x) = sup liminf 1anh(y)
h—o0 UeV(x) h—oo yeU

(I' —limsupFp)(x)= sup limsup 1anh(y)
h—o0 UeV(x) h—oo Y€

S’il existe une fonction F : X — R telle que I' — lll’nll’lth =I'—limsupFy, =F, alors on a F =
h—o0
}}1m Fj, et on dit que la suite (F,) I'-converge vers F' dans X ou F est la I'-limite de (F})
—00

dans X.
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Remarque 10 ( [31]). II est clair que I' — hmlanh <TI'—limsupF}, donc (F}) I'-converge vers
h—o0
F si et seulement si

I'-limsupF,<F<T- hmmth,

h—o0
c’est a dire si et seulement si

sup limsup 1anh(y)<F(x)< sup 11m1nf1anh(y)
UeV(x) h—oo Y€ UeV(x) h—oo yeU

pour tout x € X.

Remarque 11. Soit B(x) est une base pour le systeme de voisinage de x € X, alors

(T - hmmth)(x)— sup 11m1nf1anh(y)
UeB(x) h—oo yeU

(' =limsupFp)(x) = sup limsup 1anh(y)
h—o0 UeB(x) h—oo Y€

Ceci montre le caractere local de la I'-limite : Si deux suites F;, et G, coincident dans un sous-
ensemble ouvert U de X, alors la I'-limite inférieure ainsi que la I'-limite supérieure coincident
dans U.

L'exemple suivant ou la I'-limite peut étre calculée en utilisant la remarque précédente,
montre qu’en général, la I'-convergence et la converge simple sont indépendantes.

Exemple 1. Dans cet exemple, nous prenons X = R. Soit Fj(x) = hxe'2h2xz, alors (Fp) T'-
converge dans R vers la fonction

1 _-1/2 . xr=0

_ e st
F(x)‘{o si x#0,

tandis que (F',) converge simplement vers 0.

Fort de ces précédentes remarques, certains reformulent la définiton de la I'-convergence
par la définition suivante

Définition 63 ( [19]). Soit G, une suite de fonctionnelles définies sur Y un espace métrique a
valeurs dans R. On dit que G,, I'-converge vers la fonctionnelle G siV y€Y on a :

1. V y, €Y converge vers y, G(y) < lrilm+infGn(yn)
—1T00
2. Ay, €Y, y, converge vers y, G(y) = limsupG,(y,).

n—+oo

Définition 64. (y-convergence) Soit G, donné par G, = G(u,,.) ou (u,), est une suite dans
U un espace des controles (espace métrique ou topologique) avec u, converge vers u dans
U( e U). Si G(uy,.) I'-converge vers G(u,.) dans Y, cette convergence sur U est appelée la
Y-convergence.

Définition 65 ( [19]). Soit J une fonctionnelle de forme. On dit que J est y-semi-continue
inférieurement si pour toute suite A, qui y-converge vers A, on a

J(A) <liminfJ(A,). (2.45)
n—+oo
Définition 66. On dit que J est y-semi-continue inférieurement faible si la condition (2.45)

est vérifiée pour toute suite A, y-converge faiblement vers A.

Soit </ (D) 'ensemble des domaines admissibles qui sont des quasi-ouverts inclus dans D c
RY. En effet, o/ (D) est noté par /(D) ={Q < D/Q) est quasi —ouvert}.
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Lemme 12. Supposons wq,, converge faiblement dans H, 3(D) vers w. Soit v, € H, é(Qn) converge
faiblement dans H é(D) vers v. Alorsv e H é(Qw); avec (2, désigne le quasi ouvert
Qu={xeD;w(x)#0}.

Démonstration. Voir [59]. O

Lemme 13. Soit (2, une suite de quasi —ouverts inclus dans D tel que wq, converge fai-
blement dans Hé(D) vers w € Hé(Q), ou  est quasi —ouvert inclus dans D. Alors il existe
une suite d’entiers (np),>0 et une suite quasi-ouverts (Cy)z>o tel qui y-convergent vers Q avec
Qp,cCrcD.

Démonstration. Voir [19] ou [59]. O

Lemme 14. Soit A, une suite de quasi-ouvert de D telle que (w4,) converge faiblement dans
H é(D) vers une fonction w, et soit (u,) une suite dans H, é(D) telle que u, =0 q.p sur D\A,,.
Supposons que (u,) converge faiblement dans H é(D) vers une fonction u. Alors u =0 q.p sur
{w = 0}.

Démonstration. Voir [24]. O

Définition 67. (Convergence au sens de Mosco) Soit A,, une suite de convexes fermés d'un es-
pace vectoriel normé E. On dit que A, converge au sens de Mosco vers A si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

(M1) Pour tout x € A, il existe une suite x,, x, € A, telle que x, converge fortement vers x.

(M2) Pour toute sous-suite y,, d’éléments de A,, convergeant faiblement vers y, on a alors
yeA.

Définition 68. ), y-converge vers Q si et seulement si H, é(Qn) converge vers H (1)((2) au sens
de Mosco.

Corollaire 7. Soit (2, une suite quelconque d’ouverts de D. Alors il existe une sous suite uQ,,
etu*eH é(Q) telles que uq,, converge faiblement vers u* dans H é(Q). De plus, s’il existe un
ouvert Q c D tel que u* = ug, alors la convergence est forte dans H, 3(9).

Démonstration. Voir [59]. O
Proposition 12. La mesure de Lebesgue est semi-continue inférieurement faible sur /(D).

Démonstration. Voir [19]. O

2.3.1 Etude d’existence de solution sous la propriété de cone uniforme

Soit O, ’ensemble admissible des domaines ouverts vérifiant la propriété du e-cone. En
d’autres termes, soit D un domaine ouvert borné de RY et K un compact inclu dans D.

O. ={wc K cD/ouvert et w satisfaisant la propriété du € —cone }.
Nous allons étudier le probleme d’optimisation de forme
min{J(w), w € O,}

ou J est une fonctionnelle définie sur O, par

T
J(w):/ /(%IVuwl2+Go(uw) dxdt
0 w
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ou u, est la solution du probléme aux limites de la chaleur suivant

%o Ay, =f(u,) dans Q,
u, =0 sur >
Uy =1Ug dans w.

avec ug € Hé(Q), f(uy) =—golx,uy). go est une fonction de Carathéodory et croissante sur R.
Nous supposons de plus qu'une fonction de Carathéodory A est croissante en ¢ € R telle que
pour tout £, s €R on ait

lgo(x,t +5)— golx,s)| < hl(x,t)

presque partout dans ( et pour tout s € R, on ait A(.,s) € L}OC(Q).
On définit ’ensemble fonctionnel noté U, par

Up = {v e H{(Q); Go(.,v(.) e LY Q)}.

Théoreme 37. Il existe Q) € O, solution de J(Q) telle que J(Q2) = inf{J(w); w € O,} sous contraintes
du probleme aux limites de la chaleur suivant

%’”—Auw =f(u,) dans @,
uy, =0 sur z (2.46)
U, =1Ug dans w.

Démonstration. Considérons la fonction @ I'extension de u définie par

- u Sixew
= )
0 sixeD\w,

Vil = Vu sixew
“Z1 0 sixeD\w.

Posons a = inf{J(w), w € 0.}, remarquons comme g est croissante et go(x,.) =0, on a Gy(x,s)
étant I'intégrale de la fonction g, est positive. La dérivée seconde de Gy(x,s) est égale a la
dérivée de la fonction g¢ qui est positive. Donc G(x,s) est convexe, par conséquent Uy est
convexe et Ug # @ car 2(w) c Uy.

Par la caractérisation de la borne inférieure, on a inf{J(w), w € .} > —oo, donc il existe une
suite minimisante (Q,),en < O telle que J(£2,) converge vers a. Puisque (Q,),en © O donce
bornée, il existe un compact K tel que Q, < K c D. En utilisant le Lemme 10, il existe Q

vérifiant la propriété du e-cone et une suite extraite (2,, tels que ,, A Qet XQn, 2P, 1Q-
Supposons que uq, = u, et montrons que la suite %, est bornée dans C(0,T;H, é(D)).

Nous allons passer par la méthode de I’'absurde c’est a dire nous allons supposer que @, n’est
pas bornée. Alors V s >0, 3 i} € C(O,T;Hcl)(D)) telle que

s 1
max ”un”Hg(D) >s = max —

0=t<T 0<t<T 2 ”ai ”Hé(D) >

alors

0<¢<T

T
1
//(EIVﬁ;|2+Go(ﬁfl))dxdt>s
o Jp

T
max 115 | oy + / / Go(@$)dxdt > s
2 0 o Jp

et par suite
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or par équivalence

T T
1 1
/0 /1)(§|va;|2+ao(ﬁ;))dxdt:/0 /QXD (§|Vﬁ;|2+Go(ﬁf,) dxdt

ce qui revient a dire que J(£2,) converge vers +oo. Donc inf{J(w), w € O} = +0o ce qui est une
contradiction.

Puisque Hé(D) est réflexif, alors il existe une sous-suite (unk)keN et u*(¢,.) telle que u,,(t,.)
converge faiblement vers u*(¢,.) dans H é(D) pour tout t € [0,T1].

Montrons que u*(¢,.) € Hé(Q) pour tout ¢ € [0, T].

Comme u,,(t,.) converge faiblement vers u*(¢,.) dans H, é(D), par le théoréeme de Dirichlet, il
existe une sous-suite que nous allons encore noter u,,(¢,.) telle que u,,(¢,.) converge fortement
vers u* dans LP(D) et donc u,,(¢,.) converge p.p vers u*(¢,.).

Nous savons que X, 2P, xaetun, PP, u*. Donc XQ,, Uny 2P, 1rou”.

Six €D alors x € Q ou x € Q°. Dans Q, (yq, —xo)u* =0 p.p et dans Q° u* =0 p.p, donc
dans tous les deux cas (yq, — yo)u™ = 0 et par suite dans Q°, u* =0 p.p. Alors par lemme 9
u* € H)(Q).

Puisque i, est bornée dans C(0,T; H, 3(D)) alors il existe une constante M tel que

max |u 1oy <M
nax, [172% ”HO(Q)
et en passant a la limite, on a :

*
max (U 1 = max l|lu <M.
0<t<T lua ”HO(Q) 0<t<T ” ”Hé(Q)

T r1q T r1q
~|Vu*|? < liminf Z|Vun, |2
2 2 *
0 Q 0 Q

Par le lemme de Fatouon a :

Donc ug =u*; et aussi

/ 1aGo(u™(x))dx < liminf/ X0, Golun,(x)dx <1+ a,
D k—oo Jp ™k

donc u* € Uy. On a

T T
1
/ (/ —IVu*|2dx+/ XQGo(u*)dx)dtsliminf/ /
0o Ja2 D k—oco Jo \Ja

Nous avons J(Q2) < a alors J(Q) = a.
A présent, montrons que u* est solution de (2.46).
Soit uq, solution du probléme aux limites suivant

1
3 IVin, 12dx+ /D XQ, Go(unp, )dx) dt.

"k

T~ Aug, = f(ug,) dans  Q,=10,T[xQy,
ug, =0 sur 2, =10, T[x0Q), (2.47)
uq,0,x) =uo(x) dans Q.

La formulation variationnelle V¢ € 2(D)

0
/XQn—uQn(t,x)q’(x)dx‘F/XQnVuQn(t,x)Vgo(x)dx=/)(an(ugn)cp(x)dx.

Cette derniere égalité est égale a la suivante

i uQn(t,x)(p(x)dx+/ Vuq, (t,x)Ve(x)dx = flug,))px)dx.
dt Jg, . Q,
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Et maintenant intégrons par rapport au temps, nous avons

t t t
/ d(/ uQn(s,x)(p(x)dx)+/ / VuQn(s,x)V(p(x)dxds:/ / fug,)px)dxds.
0 Qn 0 Ja, 0 JQ,

Finalement, nous obtenons

t t
/ uQn(t,x)(p(x)dx—/ uQn(O,x)(p(x)dx+/ / Vugn(s,x)V(p(x)dxds—/ / f(uq,(s,x))p(x)dxds = 0.
Qn Qn 0 JQ, 0 JQ,

Puisque nous avions
Un, —u” dans Hé(Q), u” EH(%(Q).

Nous avons ugq,(0,x) = ug(x) dans Q,, en allant a la limite, ©*(0,x) = uj(x) dans Q. De plus
avec ’hypothese sur f, on a

/ u*(t,x)p(x)dx +/ Vu*(t,x)Ve(x)dx —/ f@*)px)dx=0
Q Q Q
Ceci implique le systéme suivant dans le sens faible

%—Au*:f(u*) dans @
u* =0 sur > (2.48)
u*(0,x) =ug dans Q.

Donc u* = ug est solution de (2.46).
Puisque o/ est strictement convexe pour Q fixé, elle atteint son minimum en un seul point.
Finalement on a J(Q2) = min{J(w), w € O,}. O

2.3.2 Etude d’existence de solution sous la contrainte de la Y-convergence
avec la monotonie de la fonctionnelle

Cette méthode est die a Buttazzo et Dal Maso pour plus de précision consulter [24]. Elle
consiste a démontrer I'existence de minimum sous les hypothéses de la monotonie de la fonc-
tionnelle pour I'inclusion et de la semi-continuité inférieure pour la topologie de la y-convergence.
Soit «/(D) 'ensemble des domaines admissibles qui sont des quasi-ouverts inclus dans D c RV
avec D un ouvert borné. En effet, il est défini par «/(D) = {Q c D/Q) est quasi —ouvert}.

Dans cette sous-section, nous allons étudier un probleme de type

min{H(Q): Qe (D), mr(Q2) = c} (2.49)

avec H : o/(D) — R une fonctionnelle de forme définie par

T
H(Q)= / / glx,uq)dxdt; (2.50)
o JbD
sous contrainte d’un probléeme aux limites paraboliques dont u est solution et définie par
%‘—tﬂ—AuQ:f(uQ) dans @,
uo(t,.) € Hy(Q) pour presque tout t € [0,T]
u0(0,x) =uox) dans

avec f € C(R) N L°°(R). La fonction g est décroissante sur R pour p.p x € Q; telle que g(x,.) est
semi-continue inférieurement sur R pour tout x pp dans D et vérifie de plus g(x,s) = —a(x)—bs?
avec a € L1(Q) et b une constante dans R.

Pour étudier ce probléme, nous avons besoin d’outils supplémentaires.

65



2.3. OPTIMISATION DE FORME

Proposition 13. Soient D € RY un ouvert borné et Q € «Z(D) de mesure finie. Pour f € C(R)N
L°°(R), f décroissante et f est lipschitzienne en particulier f vérifie la condition de croissance
linéaire c’est a dire :

|f(2)|<=C(+|z]) pour tout z € R et toute constante C,

s'il existe une solution u € L2(0, T;Hé(Q)) NC(0,T;L3(Q)) de

%—‘;—Au = f(u) dans @,
u(t,.) €Hé(Q)pour presque tout t € [0,T] (2.51)
u =ug dans Q.

alors elle est unique.

Démonstration. Par le théoréme du point fixe de Schauder, le probleme aux limites (2.51) ad-
met un point fixe. Soit u solution du probleme aux limites (2.51) alors u vérifie la formulation
variationnelle suivante v € H, 3(9)

T T
/(u(T,x)—u(O,x))vdx+/ /Vu(t,x)Vvdxdt—/ /f(u(t,x))vdxdt:O.
Q 0 Q 0 Q

Soient u1 et ug deux solutions du probleme aux limites (2.51) avec u1 = ug sur [0,7] x Q alors
on a
Yo € H)(Q)

T T
/(ul(T,x)—ul(O,x))vldx+/ /Vul(t,x)Vvldxdt—/ /f(ul(t,x))vldxdt:O
Q 0o Ja 0 JQ

et Vv € HY(Q)

T T
/(uz(T,x)—uz(O,x))vzdx+/ /Vuz(t,x)szdxdt—/ /f(uz(t,x))vzdxdt:O.
Q 0 Ja 0o Ja

Posons vi{ =u1—ug, vg =ug—u1, et u1(0,x) = u2(0,x) = ug et additionnons les deux équations.
Nous obtenons :

T
/(ul(T,x)u1+uz(T,x)uz—u1(T,x)u2—u2(T,x)u1)+/ /IV(u1—uz)I2
Q 0 Q

T
:/ /(f(ul)—f(uz))(m—uz)-
0 Q

T T
/(ul(T,x)—uz(T,x))(ul—u2)+/ /IV(ul—u2)|2=/ /(f(ul)—f(uz))(ul—uz)-
Q 0o Ja 0o Ja

T T
/ /IV(ul—uz)l2=/ /(f(u1)—f(u1))(u1—uz)—/(u1(T,x)—uz(T,x))(u1—uz)dxs0.
0 Q 0 Q Q

puisque l'intégrale du membre de droite est négative a cause de la décroissance de f. Par
conséquent, u1 = ug par I'inégalité de Poincaré. O

On peut maintenant introduire 'opérateur résolvant

Rq :C(R)NL®(R) — L%(0, T; Hi(Q) N C(0, T; LA(Q)).
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Soit le probléeme aux limites linéarisé suivant

U _ Ay =f(¢) dans @,
u (—:H&(Q)pour presque tout t € [0,T] (2.52)
u(0,x) =uop dans Q;

avec ¢ € L%(0,T; H}(Q)) N C(0, T; L3(Q)).
On constate que I'opérateur résolvant Rq : C(R)n L®(R) — L(0,T; H3(Q))n C(0, T;L*(Q)) est
linéaire et continu. De plus nous pouvons avoir 'estimation suivant

IRa(Flico,rr2an=C (”uoHHgm) + 1)

oi €= VE, K =max{LTColQ I I3ug)-

Définition 69. Soit (2, une suite de quasi-ouverts et (2 un quasi-ouvert tous inclus dans D.
On dit que €2, y-converge vers Q) si R (f) converge vers Rqo(f) fortement
L%*0,T;H}(D))nC(0,T;L*(D)) pour tout f € C(R)NL™(R).

Proposition 14. Avec les notations de la définition ci-dessus et si le probleme aux limites
(2.52) admet une solution. Alors
(2) II existe une constante C = C(D) telle que

lualco,rz2) =C (”uoHHg(g) + 1)

ou C=VE, K=max{LTColQlIfIZxg)-

(ii) Si Rq, converge vers Rq dans L2(D), la convergence a lieu fortement dans H 3(D).
(i17) Si la y-limite existe elle est unique (modulo I’égalité quasi-partout).
(iv) Q, y-converge vers Q2 si Rq (1) converge vers Rq(1) dans L2(D).

Démonstration. Voir [59]. O

Pour tout Q € «/(D), notons uq(t,x) = Rqo(1) la solution probleme aux limites (2.51). En effet,
il est interessant de noter que le fait que la situation soit "bonne" ou non depend des ouverts
Q, et Q et pas vraiment de la donnée f. Le résultat obtenu par V. Sverak dans [99] montre,
en effet, qu’on peut en fait se restreindre au cas particulier f = 1 ce pour toute suite d’ouverts.
Ceci est aussi valable pour les quasi-ouverts puisque tout ouvert est un quasi-ouvert.

Définition 70. On dit que une suite (2, de quasi-ouverts y-converge faiblement vers un quasi-
ouvert ( si (UQn)neN converge faiblement dans H 3(D) vers u et telle que
Q={xeD;u(t,x)>0 pour presque tout t € [0,T]}.

Cette convergence est séquentiellement compacte dans la famille des quasi-ouverts et la
mesure de Lebesgue my, est semi-continue inférieurement(sci). La conséquence fondamentale
de cette convergence est la propriété suivante :

— Si Q,, y-converge faiblement vers Q; alors pour toute sous suite (un,) ey telle que uy,, €
H 5(an) et u,, converge faiblement dans H, é(D) vers une fonction u, alors u € H é(Q).

Remarque 12. - Il est facile de voir que la y-convergence entraine la y-convergence faible
(cf[15]). On peut s’en convaincre en utilisant I'unicite de la proposition 10 apres avoir remar-
qué que, si uq,(¢,x) converge vers u = uq alors Hé(Q) = Hé([u(t,x) > 0]) En effet, on a bien
str [u > 0] € Q q.p. Si maintenant v € Hé(Q) d’apres la proposition 10, il est limite de Rq(g,)
avec g, € L*(D) ou donc |[Rq(g,)l < gl u, cest-a-dire que Rq(g,) € Hé([u(t,x) > 0]). Cette
propriété se conserve a la limite pour v.
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- En general le u(¢,x) de la definition ne coincide pas avec uq(t,x) Ceci n’est vrai en fait que si
), y-converge vers ().

- On peut prouver (cf [24]) que si Q, y-converge faiblement vers Q alors H, é(Q) contient toutes
les limites faibles de suites de H (1)(Qn) C’est-a-dire que la Propriété (M2) de la convergence au
sens de Mosco est réalisée.

- La y-convergence faible est sequentiellement compacte. En effet, si 2, est une suite de quasi-
ouverts dans «/(D) on a immediatement que uq, est bornee dans Hé(D). On peut donc en
extraire une sous-suite convergente vers une fonction u et posant alors

Q={xeD;u(t,x) >0 pour presque tout t € [0,T]}, on obtient que la suite Q,, y-converge fai-
blement vers Q.

Proposition 15. Si A, y-converge vers A, alors A, y-converge faiblement également vers A.
Démonstration. Voir [19]. O

Proposition 16. Soit J : o/ (D) — (—o00, +00] une fonctionnelle qui est décroissante par rapport
a l'inclusion c’est a dire si Q1 < Qg alors J(Q1) = J(Q9). Alors J est semi-continue inférieure-
ment(s.c.i) pour la topologie y-convergence si et seulement si elle est semi-continue inférieure-
ment (s.c.i) pour la topologie y-convergence faible.

Démonstration. Voir [59]. O

Théoréme 38 (Buttazzo-Dal Maso). Soit J : o/ (D) — (—o0, +00] une fonctionnelle satisfaisant
i- J est semi-continue inférieurement(s.c.i) pour la topologie y-convergence.
ii- J est décroissante par rapport a linclusion c’est a dire si Q9 < Q1 alors J(Qg) = J(1).

Alors pour tout ¢ €]0,+oo[,
min{J(Q);Q e A (D), m(Q) = c} (2.53)

admet une solution.
Démonstration. Voir [15] ou [24]. O

Théoreme 39. Soit H : o/ (D) — (—o00,+00] une fonctionnelle définie par

T
H(Q)= / / gx,uq)dxdt,; (2.54)
0 D
avec uq solution du probleme aux dérivées partielles défini par
ag—tﬂ —Aug = f(uq) dans @
uQ eHé(Q) pour presque tout t € [0,T] (2.55)
un(0,x) =wuplx) dans Q;

ot f € C(R)NL*°(R) et f décroissante. La fonction g est décroissante sur R pour p.p x € Q; telle que
g(x,.) est semi-continu inférieure sur R pour tout x pp dans D et vérifie de plus g(x,s) = —a(x) —
bs? avec a € LY(Q) et b une constante dans R. Soient uq, solution de (2.55) et uq, solution de
(2.55) avec Qg < Qq; 01 T est de classe C? et TouT1 =0Q1, Tonl1 = @; TouTe =0Qy, ToNTs = @.
Supposons de plus que fouq, < fougq, sur Q2 =10,T[xQq. On suppose que ug € Hé(Ql), etug=0
p.p sur Q4 et non identiquement nulle.
Alors pour tout ¢ €]0,+oo[,

min{H(Q);Q € (D), mr(Q) = c} (2.56)

admet une solution.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de voir si la fonctionnelle
(2.54) vérifie les hypotheses du théoreme de Buttazzo-Dal Maso.
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1. Montrons d’abord la condition i— du théoréme de Buttazzo-Dal Maso.
Posons uq, = u, et a = inf{H(Q), Q€ A4 (D)}. Nous avons inf{H((2), Q€ (D)} > —oo,
alors il existe une sous suite minimisante (Q,),en € /(D) telle que H(QY,) — «a.
Soit u, solution du probléeme aux limites suivant

%n — Nuy = flug) dans @, =10,T[xQ,,
un(t,.) € H(Q,) pour presque tout t € [0,T] (2.57)
Un =UQ dans Q.

Considérons la fonction i@, 'extension de u défini par

. Ju, sixeQ,
“n=1 0 sixeD\Q,,

La formulation variationnelle V¢ € 2(D)

/%(t,x)fp(x)dx+/Vftn(t,x)VQD(x)dx:/ f@n)plx)dz.
D Ot D b

Cette derniere égalité est égale a la suivante

i ﬁn(t,x)(l)(x)dx‘F/ Vﬁn(t,x)V(p(x)dxz/f(lln)(p(x)dx.
dt D D D

Et maintenant intégrons par rapport au temps, nous avons

T T T
/ d(/ ftn(t,x)q)(x)dx)+/ /Vﬁn(t,x)V(p(x)dxds:/ /f(ﬁn)(p(x)dxds.
0 D 0 JD 0 JD

Finalement, nous obtenons

T T
/ ﬁn(t,x)(p(x)dx—/ ﬁn(O,x)w(x)dx+/ / Vﬁn(t,x)V(p(x)dxds—/ /f(an(t,x))(p(x)dxds:O.
D D o Jb o JD

Montrons que la suite i@, est bornée dans L2(0, T;H&(D)) N C(0,T;L3(D)).

Nous avons u,, est bornée dans C(0,T; H é(Qn)) mais il se trouve que H é(Qn) est un sous
espace fermé de H é(D), séparable comme H(RN). Donc ii,, est bornée dans L2(0,T;H é(D))ﬁ
C(0,T;L3(D)).

Puisque H&(D) est réflexif, alors il existe une sous-suite (@) pen €6 u¥(2,.) telle que
ii,,(t,.) converge faiblement vers u*(¢,.) dans H&(D) pour presque tout ¢ € [0, T].
Montrons que u*(¢,.) € Hé(D) pour presque tout ¢ € [0,T].

Comme i,,(t,.) converge faiblement vers u*(¢,.) dans Hé(D), par le théoréme de Di-
richlet, il existe une sous-suite que nous allons encore noter i,,(¢,.) telle que @,,(¢,.)
converge fortement vers u* dans L2(D) et donc iin,(t,.) converge p.p vers u*(t,.).

Nous savons que u,, 2P, w*. Donc u iy, 2P ourur,

Comme ii,,(¢,.) converge fortement vers u* dans L2(D) pour presque tout ¢ € [0,7] on a
lin,(0,x) = ug(x) dans D, en allant a la limite, u*(0,x) = uy(x) dans D. De plus, @, (¢,.)
converge fortement vers u* dans Hé(D) pour presque tout ¢ € [0,T]. Ce qui montre
aussi (2,, y-converge vers (). Ce qui implique nous avons la y-convergence faible avec
Q={xeD;u*(t,x)>0 pour presque tout t € [0,T]}. Nous avons

T T
/ u*(T,x)(p(x)dx—/ u*(O,x)(p(x)dx+/ /Vu*(t,x)V(p(x)dxdt—/ /f(u*)go(x)dx:O.
D D 0 Q 0 Q
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Ce qui équivaut a écrire au sens faible

%—Au* =f(u”) dans 10,T[xD
u*(t,.) EHé(D)pour presque tout t € [0,T] (2.58)
u*(0,x) =ug dans D,

Donc u* = ug est solution de (2.55).

Six €D alors x € Q ou x € Q°. Dans Q, (&,, —u™)u* =0 p.p et dans Q° u* =0 p.p, donc
dans tous les deux cas (i ,, —u")u™ = 0 et par suite dans Q°, u* =0 p.p.

On déduit finalement le systéme au sens faible suivant

%*—Au*:f(u*) dans @,
u*(t,.) EH&(Q)pour presque tout t € [0,T]
u(0,x) =uop dans Q;

En utilisant ’hypothese g(x,.) est semi-continue inférieure on a
glx,u*(t,x)) <liminfg(x,a,,(t,x)) alors en passant a I'intégral on a

/g(x,u*(t,x))dxsliminf/ glx, iy, (¢,x)dx,
D k—oo Jp

T
/ /g(x u*(t, x))dxdt<hm1nf/ /g(x fin,(t,x))dxdt.
0

Donc H(Q2) < liminfH((2,,). Alors la fonctionnelle H est semi-continue inférieurement(s.c.i)

par suite

—00
pour la topologie de la y-convergence.

. Montrons maintenant la condition ii— du théoréme de Buttazzo-Dal Maso.
Soient Q1, Qs deux sous ensembles de RY tels que Qo cQq et @ #I'g € 0021 N 0.
augl
‘U Aug, - flug)=0 dans Q1=10,T[xQy,
ug, =0 sur 20=10,T[xTy

(2.59)
ug, =0 sur 21=10,T[xI'y
uq,(0,x) =uo(x) dans Q1.
et 5
52— Dug,—fug)=0 dans Q2=10,T[xQy,
ug, =0 sur 20=10,T[xIy (2.60)

ug, =0 sur 29 =10,T[xI'y
uq,(0,x) =uo(x) dans Qo;

ont des solutions faibles; ou T'guT'1 =0Q1, [oNT1=@ et [guTs =0Q9, ToNTy=@.
Supposons de plus que fougq, <fouq, sur Q2.
On considére uq, —uq, etona

%(ug1 -uq,) —AMug, —uq,)=f(uaq,)—f(uq,) dans Q2=10,T[xQg,

ug,—uq, =0 sur 20 (2.61)
uq, —uq, =uq, sur 9 )
(ug, —uq,)0,x) =0 dans Qo.

Par le principe du maximum proposition 5, ug, = 0 dans ;. Alors en utilisant le méme
principe du maximum, (vq, —uq,)(x) = 0 pour tout x € @2 et aussi mzax uQ, =uq,—uq, =0,
1

pour tout x € Q2.
Soit xg € I'g et x = x9g — vh € Q9 o1 v est la normale extérieure sur I'y et A > 0. Par la
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proposition 5 on a uq, (¢,x0) — uq,(t,x0) = 0 avec ug, —uq, = 0 dans Q2. Du fait que g(x,s)
est décroissante par rapport a s alors g(x,uq,) = g(x,uq,). Par suite la fonctionnelle H((2)
est décroissante par rapport a l'inclusion c’est a dire puisque Qs < Q1 alors H(Q9) =

H(Qq).
En s’appuyant sur le théoreme de Buttazzo-Dal Maso, on peut conclure que le probleme
min{H(Q);Q € (D), m(Q) = ¢} admet une solution. O

Exemple 2. Soit £ un entier, £ = 1. L’application Q — 1;(Q2) qui, & un quasi-ouvert ( associe la
k-iéme valeur propre du probléme de Dirichlet (comptées avec leur ordre de multiplicité) vérifie
aussi les hypotheses du théoreme 39, pour s’en convaincre, nous invitons le lecteur désireux a
consulter [24] et [59].

Exemple 3. L'application F'(A) : «/(Q2) — [0, +o0] définie par F(A) = capr,(Q\A) avec capr(Q\A)
la capacité de A dans Q relative a L 'opérateur elliptique, vérifie aussi les hypothéses du théo-
reme 39, pour s’en convaincre, nous invitons le lecteur désireux a consulter [24] et [59].

2.3.3 Etude d’existence de solution sous la contrainte de la Y-convergence
avec 'argument de compacité

Ici nous allons affaiblir les hypotheses mais toutefois la fonctionnelle o reste y-semi-continue
inférieurement pour la topologie de la y-convergence et on étudie la compacité de «/(D) pour
cette convergence. L'idée est de faire une pénalisation de la fonctionnelle /. Ce qui nous donne
FQ)=J(Q)+A[mr(Q)—c]"; ou A € R" est un facteur de pénalisation et

T
1
J(Q) = / / (—|VuQ|2 +Golug)|dxdt.
o Jal\2
Dans cette sous-section, nous allons étudier un probléme de type
min{F(Q): Qe o, mr(Q) =c} (2.62)

avec F : «/(D) — R une fonctionnelle de forme sous contrainte d'un probléme aux limites para-
boliques dont uq est solution et est défini par

%—tﬂ—AuQ:f(uQ) dans @Q,
uo(t,.) eHé(Q)pour presque tout t € [0,T]
un(0,x) =wuplx) dans Q.

La fonction G est définie par
S
Go(s) = / golx,t)dt,
0

g()::Qx[R-—>[R

et
g0(.,0)=0,

£go est une fonction de Carathéodory et croissante sur R.
Nous supposons de plus qu’'une fonction de Carathéodory A est croissante en ¢ € R telle que
pour tout £, s €R on ait

lgo(x,t+5)—golx,s)| < h(x,t)

presque partout dans Q et pour tout s € R, on ait A(.,s)e L1 (Q).

loc
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Proposition 17. On suppose que @ est muni d’'une topologie T pour laquelle
1. F:0 — R est séquentiellement semi-continue inférieurement c’est a dire Q, - Q im-
plique que F(Q) < likmian(an).
—00
2. Toute suite F-bornée est séquentiellement compacte c’est a dire sup,, |[F(Q,)| < co im-
plique qu'il existe (Qy, )., Q€0 telle que Q,, — Q.

Alors si F' est minorée, il existe Q* € O tel que

F(Q")=min{F(Q), Qe 0}.

Démonstration. Voir [59]. O

Proposition 18. F : &/ (D) — (—o00, +o0] est semi-continue inférieure faible pour la y-convergence
faible.

Démonstration. Posons uq, =u, et a =inf{F(Q), Q€ «/(D)}. Nous avons inf{F(Q2), Q € «/(D)} >
—00, alors il existe une sous suite minimisante (Q2,),en < (D) telle que F(Q,) — a.
Soit u, solution du probleme aux limites suivant

o — Nt = fun) dans  Qn=10,TIxQy,
un(t,.) EHé(Qn)pour presque tout t € [0,T] (2.63)
Up =1UQ dans Q.

Considérons la fonction i, 'extension de u définie par

. Jup sixel,
“n=1 0 sixeD\Q,,

La formulation variationnelle Y¢ € 2(D)

/aﬂ(t,x)<p(x)dx+/Vﬁn(t,x)VqD(x)dx:/f(f‘n)‘/’(x)dx'
D Ot D b

Cette derniere égalité est égale a la suivante

i/ ﬁn(t,x)(p(x)dx+/Vﬁn(t,x)V(p(x)dx:/f(ﬂn)(p(x)dx.
dt Jp D D

Et maintenant intégrons par rapport au temps, nous avons

T T T
/ d(/ Lln(t,x)(p(x)dx)+/ /Vﬁn(t,x)V(p(x)dxds:/ /f(ﬁn)(p(x)dxds.
0 D 0 D 0 D

Finalement, nous obtenons

T T
/ an(t,x)(p(x)dx—/ ﬂn(O,x)(p(x)dx+/ / Vﬁn(t,x)V(p(x)dxds—/ /f(ﬁn(t,x))(p(x)ddeZO.
D D 0 D 0 D

Montrons que la suite i, est bornée dans L2(0, T;H&(D)) N C(0,T;L3(D)).

Nous avons u, est bornée dans C(O,T;Hé(Qn)) mais il se trouve que Hé(Qn) est un sous es-
pace fermé de Hé(D), séparable comme H(RY). Donc @, est bornée dans L2(O,T;H6(D))n
C(0,T;L*(D)).

Puisque H}(D) est réflexif, alors ils existe une sous-suite (&n,),.n et u*(¢,.) telle que &y, (¢,.)
converge faiblement vers u*(¢,.) dans H, é(D) pour presque tout ¢ € [0, T].
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Montrons que u*(¢,.) € H(l)(D) pour presque tout ¢ € [0,T].
Comme #,,(t,.) converge faiblement vers u*(¢,.) dans H, é(D), par le théoreme de Dirichlet, il
existe une sous-suite que nous allons encore noter @,,(¢,.) telle que @,,(¢,.) converge fortement

vers u* dans L2(D) et donc lin,(t,.) converge p.p vers u*(t,.).

p-p p-p
Nous savons que u,, — u*. Donc u*u,, — u*u"*

Comme 7 ,,(t,.) converge fortement vers u* dans L2(D) pour presque tout ¢ €[0,T]on a ii,,(0,x) =
uo(x) dans D, en allant a la limite, z*(0,x) = uj(x) dans D. De plus, @i, (t,.) converge fortement
vers u* dans H, é(D) pour presque tout ¢ € [0,T]. Ce qui montre aussi {,, y-converge vers ().
Ce qui implique nous avons la y-convergence faible avec

={xeD;u(t,x)>0 pour presque tout t € [0,T]}. Nous avons

T T
/u*(T,x)(p(x)dx—/u*(x)(p(x)dx—i-/ /Vu*(t,x)V(p(x)dxdt—/ /f(u*)(p(x)dx:O.
D D 0 Q 0 Q

Ce qui équivaut a écrire au sens faible

W Au*=f(u*) dans 10,T[xD
u*(t,.) eHé(D)pour presque tout t € [0,T] (2.64)
u*(,x) =ug dans D,

Donc u* est solution de(2.55).

Six €D alors x € Q ou x € Q°. Dans Q, (@,, —u")u* =0 p.p et dans Q° u
tout les deux cas (i ,, —u")u™ = 0 et par suite dans Q°, u* =0 p.p.

On déduit finalement le systéme au sens faible suivant pour presque tout ¢ € [0, T'],

*

=0 p.p, donc dans

aut —Au*=f(u") dans @,
u*(t,.) EH&(Q)pour presque tout t € [0,T]
u(0,x) =uop dans Q;

Puisque @, est bornée dans L2(0,T;H é(D)) N C(0,T;L3(D)) alors il existe une constante M tel
que

Jnax, |2n, ||H1(Q) =M

et en passant a la limite, on a :

max, u ||H1(Q) =M.

// |Vu|<11m1nf// IVunk

Par le lemme de Fatouon a :

Donc

/)(QGO(u*(x))dxsliminf/ XQ,, Golin, (x))dx.
D k—oo Jp ™k

Puisque la mesure de Lebesgue m, est semi-continue inférieurement faible alors on a mp(Q2) <

likminme(an) On a

T
1
/ (/ §|Vu*|2dx+/)(QG0(u )dx)dt+/1[mL(Q) c]” <hm1nf/ / =|Viiy,| 2dxdt
0 Q

+/ / XanGo(ﬁnk)dxdt
0 D

+li]:ninf)1 [mL(an)— c]+
Nous avons F(Q2) < likmian(an). O
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Remarque 13. Remarquons que la fonctionnelle F' est bornée. En effet, J({2) est positive
alors J(Q) < J(D) et Q< D, alors m(Q) <mr(D). Donc F(Q) =J(Q)+ A[mp(Q)—c]" <J(D)+
Almr(D)-c]*. Or nous avons mr,(D) < +oo. Ceci implique que F(Q) < +oo.

Théoreme 40. Soit F : o/ (D) — (—oo,+00] une fonctionnelle de forme qui est y-semi-continue
inférieure faible. Alors le probleme

min {F(Q);Q € «/(D)} (2.65)
admet une solution.

Démonstration. Puisque la fonctionnelle de forme F est y-semi-continue inférieurement pour
la y-convergence et bornée alors grace a la proposition 17, le probléme (2.65) admet une solu-
tion. O
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CHAPITRE 3

IDENTIFICATION DE FORMES
GEOMETRIQUES

Ce chapitre est I'objectif principal de cette these, il traite d’identification de formes géomé-
triques. Le plan de ce chapitre est le suivant, chercher les conditions d’optimalité d’abord par
la méthode du champ des vecteurs ensuite par la théorie du minimax et du lagrangien et enfin
cloturer ce chapitre par une identification de domaine dans la derniére section en passant par
le probleme inverse et le principe de comparaison.

3.1 Condition d’optimalité

Les conditions d’optimalité nous permettent d’obtenir des informations intéressantes sur
le minimum (qui n’est pas connu a l'avance) et aident a le déterminer. On peut écrire des
conditions d’optimalité du premier ordre et du deuxiéme ordre pour une fonctionnelle de forme.
Ainsi en dimension finie, une des méthodes de recherche du minimum d’une fonctionnelle ¢/ :
RN — R revient & résoudre I’équation non linéaire en général VJ(x) = 0 dans RY, puis a faire le
tri parmi les solutions pour trouver celles correspondantes au minimum. Quand la variable est
une forme, cette équation conduit en général a un probleme a frontiere libre dit surdéterminé
au sens o, en plus de I'’équation d’état, qui est a elle seule un probleme bien posé, la condition
d’optimalité fournit une équation supplémentaire que doit vérifier la solution du probléeme
sur le bord du domaine. En effet, les conditions d’optimalité permettent de caractériser les
formes optimales et de calculer des gradients pour mettre en oeuvre une méthode numérique
d’optimisation. Il s’agit donc d’'une notion fondamentale aussi bien du point de vue théorique
que pratique.

Nous allons étudier les conditions d’optimalité du probleme d’optimisation de forme suivant

min{J(Q), Qe 0.}

ou J est une fonctionnelle définie sur O, avec
O, ={Q c K cD/ouvert et Q) satisfaisant la propriété du € —cone } par

T
1
J(Q)= / / (—IVLLQI2 +Golug)|dxdt
o Jal\2
ou uq est la solution du probléeme aux limites de la chaleur suivant

%t—tg —Auq=f(uqg) dans @=10,T[xQ,
ug =0 sur 2 =10,T[x02 3.1)
un(0,x) =uolx) dans Q.
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La fonction G est définie par
S
Go(s) = Golx,s) = / golx,t)dt,
0

£o =OxR—R
et
go(.,O):0

avec f(uq) =—golx,uq). go est une fonction de Carathéodory et croissante sur R par rapport a
sa deuxieme variable.

Nous supposons de plus qu'une fonction de Carathéodory A est croissante en ¢ € R telle que
pour tous ¢, s € R et presque partout dans Q

lgo(x,t+5)—golx,s) < h(x,?),

et pour tout s € R, A(.,s)e L] (Q).

3.1.1 Condition d’optimalité par la méthode du champ des vecteurs

Soit Q un domaine de RY. Introduisons la famille des perturbations {Q} de Q, avec 0 < s <e.
Q et Q; ont les mémes propriétés topologiques et possedent la méme régularité c’est a dire Q2 et
Q, sont simplement des domaines de classe C*, ot £ = 1. Donc on peut construire une famille
de transformations T's : D — D pour 0 < s < € et T une application de Q dans Q. Supposons
que cette famille de transformations vérifie les conditions suivantes :

— Ts et T;! appartiennent a C* (D,D) pour 0 <s <e.
— les applications s — T et s — T'; ! appartiennent & C*([0,¢)) pour tout x € D.

Définissons Qg par Qg = T5(£2). Soit V un champ de vecteur régulier tel qu’il soit défini au point
x(s) par la solution du systeme différentiel ordinaire

4 x(s,X) = V(s,x(Ts, X)),
x(0,X)=X.
avec
VeC(0,6CHD;RY)). (3.2)
Posons x = T's(y), DT est le jacobien de T's et y(s) = |det(DT;)|. Qg = T(Q).
Définition 71. On dit que la fonction uq a une dérivée matérielle u et une dérivée de forme

u' en 0 dans la direction V si les limites suivantes

. . u(Qp)oTy—u(Q)
u=1lim ,
\.0 t

y o u(Q)—u(Q)
u = hm _—
\.0 t

existent respectivement ot ((Q;) o T)(x) = u(Q)(Ty(x)).
Ces expressions sont reliées par la relation suivante

u' =u—-(Vu.V) (3.3)

pourvu que Vu.V existe dans des espaces fonctionnels adéquats. En général, si u et Vu.V
existent dans I'espace de Sobolev W2 (Q), alors u’ existe dans ce méme espace.
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Proposition 19. Soit Q2 la solution du probleme d’optimisation de forme
min{J(w);w € O, |w| =Vy,Vy est constant}, alors la dérivée de forme est donnée par

dJ(Q, V)= / /_au_Qubd dt— / /(dug) V(t,y)vdodt; (3.4)
1)

avec u’ la dérivée de forme de u en 0 dans la direction V.

Démonstration. Nous allons utiliser la dérivation par rapport au domaine dans la direction du
vecteur V, on a la fonctionnelle

T 1
J(Q) = / / (§|Vug|2 +Goluq)
0 Q

alors la fonctionnelle dépendant du domaine perturbé est donnée par

dxdt

T
J(Qs)=/ / (EIVuQS(t,x)IZ+G0(ugs(t,x)))dxdt.
0o Jo,\2

En faisant un changement de variable x = T(yy) alors on a

T r(1
J(Q)=/ /(QIVuQ(t,Ts(y))Iz+Go(u9(t,Ts(y))))Y(S)dydt.
0 Q

En utilisant la formule de Hadamard

T
dJ(Q,V):/ /{VuVu’+g(x,u)u’+div
0 Q

/T/ d (1 9
dJ(Q,V)= {—(—IVugl +Go(ugq)
0 Q 68 2

Onay(0)=1et

1
(§|Vu9|2 +Go(uq)

.V(t,y)] }dydt

1 0
¥(0) + (— IVuql®+ Go(ug)) —Y(S)} dydt;
2 0s

N
116

i
s

( IVuql? + Go(uQ)

1
= (§|Vugs(t,x)|2 + Go(ugs(t,x))) =VuqVug +goug +

= VuaVul + gouly +Vy 3 Vual +Go(ug>)v<sO,y>;

aussi on a

0
—7y(s) =div(V(sg,y))
0s

alors on obtient

T
1 1
dJ(Q,V):/ /{VuQVub+g0u’Q+Vy(EIVuQ|2+G0(uQ))V(so,y)+(EIVuQIZ+G0(ug))divV(so,y)}.
0 Q

Or en utilisant

div(fV)=VF.V + fdivV. (3.5)

T
dJ(Q,V):/ /{VuQVub+gou’Q+div
0 Q

En utilisant la formule de Green, on a

ou
/VuQVu'Q:/—AuQu’Q+/ —uldo.
Q Q 00 0V

1
(§|Vu(z|2 + GO(uQ)) .V(SO,y)] }dydt.
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Puisque (2 est lipschitzien et en utilisant la formule de la divergence (1.1) on a

/div
Q

Aussi au bord uq = 0 implique G¢(0) = 0 et de plus au bord ug, = auQ Vv. Alors on a

aug oug T 1 9
dJ(Q, V)= ( Aug +go)quydt+ v V(so,y)vda+ §|VUQ| V(sg,y)do.
00

1
(5 Vugl?+ Go(ug)) V(so,¥)

1
=/ (§|VUQ|2+GO(UQ))V(30,y)-VdU-
0Q

Or dans (3.1) —~Aug = - %2 + f(uq) alors

T
dJ(Q,V) = // uldydt - //(6“9
o Jeal Ov

+/ / —|VUQ|2V(SO,y)VdO'.
o Joa 2
Alors on a

dJ(QV)—/ /—au—Qu'Qdydt //

Soient xg € 0Q et x = x9—vp € Q avec B > 0. Par le principe du maximum ug = 0 dans Q.
Donc uq(t,x9) = 0 avec uq(t,x) >0 dans @, et puisque ug est continue alors par le principe du
maximum on a

aug

-——+f(uq)+go V(so,y)vdo

) V(so,y)vda+/ /§|Vugl V(so,y)vdo.
o Jr

uq(xo—vp)—uanlxo)

p

>0

et en allant a la limite, nous avons

dug
UL - 0 sur (0,T) x 00.
ov

Supposons que uq =0 sur X et considérons que 0Q est régulier de classe C2, alors on a Vug =

%‘—VQV. On obtient

0 T o 2 T 1(0 2
dJ(Q, V)—/ /—ﬂubd dt—/ /(ﬂ) V(so,y)vd0+/ /—(ﬂ
0 T ov 0 r2 ov

Et finalement
1 0
dJ(Q, V)—/ / u’Qd dt——/ /( uQ) V(sg,y)vdo.
2/)o Jr\o

V(sg,y)vdo.

3.1.2 Théorie du minimax et du lagrangien

Dans cette sous-section, on veut donner un sens a la différentielle de /(Q2). On parlera es-
sentiellement de la dérivée par rapport au domaine ou de la semi-différentielle. Nous nous
appuierons sur les travaux récents de M. Delfour. L'approche standard pour minimiser la fonc-
tionnelle sous contraintes décrites par des équations différentielles partielles (EDP) en opti-
misation de forme, consiste a considérer la formulation minimax qui associe le lagrangien.
Elle a été réalisée, premiérement, par M. Delfour et J-P Zolesio [35], [34], développée par
Sturm [97], [98] et encore améliorée par Delfour et Sturm [41] et dans un article récent de
Delfour [38]. Nous utiliserons le cas des applications multivoques (il est aussi possible de faire
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

le cas particulier dans le cas des applications univoques) pour lesquelles les solutions d’équa-
tions d’états et d’équations de I'adjoint moyenné ne sont pas uniques, pour plus d’amples pré-
cisions et d’'informations nous renvoyons le lecteur intéressé aux travaux de Delfour et Sturm
dans [41] et au récent papier de Delfour [38]. Dans ce travail, nous allons dans un premier
temps rappeler la théorie du minimax et du lagrangien ensuite nous allons proposer une ap-
plication de la théorie du minimax et du lagrangien en calculant la dérivée de forme et la
dérivée topologique.

Rappelons d’abord que les théoremes sur la différentiabilité paramétrique d’'un minimax avec
ou sans point selle ont une longue histoire. En effet, d'importantes contributions ont été appor-
tées sur cette notion. Ainsi parmi ces contributions, nous pouvons citer 'apport considérable
de Correa et Seeger [29] qui ont publié en 1985 un théoreme direct sur la différentiabilité
du point selle A(z) d'une fonctionnelle L(z,x,y) ou z € Z, Z un espace localement convexe, et
(x,y)e X xY, X et Y deux espaces topologiques de Hausdorff. En effet, soient Uy et Vy deux
sous ensembles non vides des espaces de Hausdorff U et V respectivement. Soit X un espace
vectoriel topologique réel localement convexe de Hausdorff. Définissons les fonctions minimax

h1(x) =sup inf L(x,u,v) (3.6)
UEVOLLEU()

ho(x) = inf sup L(x,u,v) 3.7
uEUOUEV()

ou L est une fonction a valeur réelle étendue sur X x U x V, et les ensembles de solutions

Vix)= {v eVo/ hi(x)= ing’ L(x,u,v)} (3.8)
uely

Ux)= {u eUy/ holx) = supL(x,u,v)}. (3.9)
UEV()

Le résultat principal de Correa-Seeger dans [29] est I'existence et une caractérisation des déri-
vées directionnelles des fonctions 21 et ho. Pour un point donné xy € X et une direction d € X,
nous introduisons la notation suivante pour la dérivée directionnelle et les dérivées direction-
nelles de Dini de L(.,u,v)

L(xo+td -L
dyL(xg,u,v:d)= liI(I)l (o ’uﬂ;) (x0,u,v)
t—0+

3 — L(xg+td -L
t—0+

L(xy+td,u,v)—L(xo,u,v)

d, L(xo,u,v:d)= lim
t—0 t

Définition 72. Soient Z et T des espaces de Hausdorff. La multifonction A : T = Z est séquen-
tiellement semi-continue en ¢y € T si pour toute suite {¢;} convergeant vers ¢ il existe zg € A(¢g)
et une suite {z;} s’accumulant en z tel que z; € A(¢) pour tout 2 suffisamment grand.

Théoréme 41 (Correa-Seeger [29]). Supposons que les multifonctions t € Rt — U(xg + td) et

t € RY — V(xg + td) sont séquentiellement semi-continues en 0 et que les propriétés suivantes

soient vérifiées :

(P1) Il existe 6 > 0 tel que pour tout (u,v) € (Uy,Vy), la fonction t € Rt — L(xo + td,u,v) est finie
et continue sur [0,0].

(Ps) Pour tout ug € Ul(xy), la fonction (¢,v) € R* x Vj — d L(xo +td,u,v : d) est finie et semi-
continue supérieure en {0} x V(xq). Pour tout vy € V(xo), la fonction (t,u) € Rt x Uy —
dyL(xg+td,u,v :d) est finie et semi-continue inférieure en {0} x U(xg).

79



3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

(P3) Il existe 6 > 0 tel que pour tout hi(xg+td) = ho(xg + td) pour tout t € [0,0][. Cette valeur est
notée par h(xg + td).

h(xg+td)—h(xp)
t

Alors, la dérivée directionnelle dp(xg;d) = lim;_ o+ existe et est caractérisée par

dp(xg;d)= sup inf d,L(xg,u,v:d)= inf sup L(xg,u,v:d). (3.10)
UeV(xO)ueU(xo) u€U(xo)U€V(x0)

Démonstration. Voir [29]. O

Définition 73. Soit D c RN avec D # @, considérons ensemble & = {Q : Q c D} sous ensemble
de D. Considérons aussi la fonctionnelle de forme «J : %,q — R, avec %,q < 2. La semi-dérivée
de forme Eulérienne de J dans Q) dans la direction V est définie par

J(Qy) — J(Q)

; (3.11)

dJ(Q;V)=lim
t\0

Rappelons la définition du lagrangien

Définition 74. Soit Y un espace vectoriel, X un sous ensemble non vide d’'un espace vectoriel.
On appelle le lagrangien une fonction de la forme

[0,7T]x X xY —R
(t,x,y)— G(t,x,y), T>0,

et application y — G(¢,x,y) est affine.

On associe au parameétre ¢ la paramétrisation du minimax

t— g(t)=infsupG(t,x,y):[0,7]— R (3.12)
xeX yey
° (1)~ 8(0)
dg(0) = lim &2 & (3.13)
N0 t
Quand les limites existent, nous pouvons utiliser les notations suivantes :
G(t -G
4,G (0,2, ) = lim 2% Y = GO0.x,7) (3.14)
t\0 t
. G, x+0¢,y)-G(t,x,y)
peX, dyGlt.x,yi9)=]lim L , (3.15)
. G(t,x,y+0y)-G(t,x,y)
vey, dyG(t,x,y;LU):él{I(l) 0 . (3.16)
Les notations ¢ \ 0 et 8 \ 0 signifient que ¢ et 0 tendent vers 0 a droite.
Puisque G(t,x,y) est affine en y, pour tout (¢,x,y)€[0,7]x X xY,
Vy, yeY, d,G(t,x,y;v)=G(t,x,v)—G(t,x,0)=d,G(t,x,0;yp). (3.17)
L'équation variationnelle est I’équation d’état a ¢ = 0 : est de trouver
x' € X tel que pour tout weY, dyG(t,xt,O;w) =0, (3.18)
et 'ensemble des solutions (états) a ¢t = 0 est donné par
Et)={x"eX:V peY, d,G(¢t,x",0;y)=0}. (3.19)
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L'équation d’état adjoint standard a ¢ = 0 : est de trouver
pleY tel que pour tout pe X, d.G(t,x',p';9)=0, (3.20)

et Y (¢,x") est 'ensemble des solutions d’états adjoints a ¢ = 0 que nous expliciterons plus tard.
Enfin, 'ensemble des minimiseurs pour le minimax est donné par

X)) = {x eX: g(t) = 1nfsqu(t x,y)=supG(t,x ,y)}
yEY yeY
On a le lemme suivant :

Lemme 15 (Contraintes sur 'infinimum et le minimax). On a les assertions suivantes :
(1)
1nfsqu(t x,y)= 1nf G(t x,0).
yeyYy
(i1)) Le minimax g(¢) = +oo si et seulement si E(f) = ¢. Et dans ce cason a : X(¢) = X.

(1i1) Si E(t) # @, alors
X(t) = {xt eE@®):G(t,x!,0) = i%ft)G(t,x,O)} cE®) (3.21)

et g(t) < +oo.
Démonstration. (i) Puisque y — G(t,x,y) affine, alors pour tout (¢,x,y)
G(t,x,y) =G(t,x,0)+d,G(¢,x,0;y)

on a alors

supG(t,x,y) = G(¢,x,0) +supd,G(t,x,0;y) =

{G(t,x,O), si xeE(t)
yeY yeyY

+oo si x€ X\E(?).

Ceci implique que

1nfsqu(t x,y) = 1nf G(t x,0).
XyEY

(i) Si g(¢) = +oo alors pour tout x € X, sup,cy G(¢,x,y) = +oo et

+oo = G(t,x,0) +supd,G(¢,x,0;y) = supd,G(t,x,0;y) = +oo.
yey yeY

Ceci implique 3 y € Y tel que d,G(¢,x,0;y) >0 et alorson a V x € X ,x ¢ E(?) et E(?) =
E(t)n X = @. Inversement, de la condition (i) et par la définition de I'infinimum, on a :

E(@#t)=9=gt)= inf G(t,x,0)=+oco.
xeE(t)

(iii) Si E(t) # @ et ' € X(¢) et x! € E(t), de par la condition (i),

G(t,x',0) < supG(¢t,x',y) = g(t) = 1nf G(t x,0) < +o0.
yeYy

Si x* ¢ E(t), sup,cy dyG(¢,x",0;y) = +oo et

g(t)=sup dyG(t,xt,y) =G(t,x,0)+supd,G(t,x,0;y) = +oo
yeyY yeY
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ce qui contredit le fait que g(¢) soit fini. Donc X (¢) c E(¢t) et

G(t,x',0) <supG(¢t,x',y) = g(t) = inf G(t,x,0)<G(t,x",0)
yeYy x€E(t)

implique que
x' e E®), gt)= ;%E)G(t,x,O).
X

Inversement, s’il existe x! € E(¢) tel que
G(t,x',0)= inf G(¢,x,0)
xeE(t)
done, pour tout y €Y, d,G(¢,x",0;y) =0, G(¢,x",y) = G(t,x",0) et de la condition (i)

supG(t,x’,y) = G(t,x",0) = i%(f)G(t,x,O) = inf supG(¢,x, y)
xehk(t

yey xeX yey
et x' € X(¢).
]
Hypothese H,
Soit X un espace vectoriel.
(i) Pour tout ¢ €[0,7], x° € X(0), x* € X(¢), et y € Y, la fonction

[0,7] —R (3.22)

s — G(t,x° + s(x —xO),y) (3.23)

est absolument continue. Ceci implique que, presque pour tout s, la dérivée existe et est
égale a dG(t,x°+s(xf —x), y;x¢ —x°) et qu’elle est 'intégrale de sa dérivée. En particulier

1
G(t,xt,y):G(t,xO,y)+/ de(t,x0+s(xt—xo),y;xt—xo)ds (3.24)
0

(ii) Pour tout ¢ €[0,7], x° € X(0), x? € X(2), et yeY, ¢e X, et pour presque tout s € (0, 1),
d.G(t,x° + s(xt - xO),y;(p) existe et la fonction s — dG(¢,x° + s(x! — xO),y;<p) e L1(0,1).

Définition 75. Soient x° € X(0) et x* € X(¢), 'équation d’état adjoint moyenné est de trouver
1
yeY, v peX, / ale(t,x0 + s(xt —xo),yt;(p)ds =0 (3.25)
0

et 'ensemble des solutions est donné par Y (¢,x°, x?).

Clairement, Y (0,x°,x°) se réduit a I’ensemble de ’équation standard adjoint Y (0,x°) a ¢ =0.
Le résultat suivant est une extension du théoreme de Correa-Seeger [29], dans ce cas les en-
sembles X (¢) = {x'} et Y (¢,x°,x") = {y'} sont non nuls et des singletons.

Théoreme 42 (K. Sturm [97], [98]). Soit Y un espace vectoriel, X un sous ensemble non vide
d’un espace vectoriel. Considérons le lagrangien

[0,7]x X xY - R
(t,x,y)— G(t,x,y), T>0,
et Uapplication y — G(t,x,y) est affine. Supposons que Hy et les hypothéses suivantes sont satis-
faites :
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(H1) Pour tout t €[0,7], g(t) est finie, X(t) = {x'} et Y (¢,x9,x%) = {y'} sont des singletons;
(Hs) dtG(t,xO,y) existe pour tout t € [0,7] et tout yeY;

(Hs) La limite suivante existe

. 0 .ty _ 0.0
S\hl)gl\odtG(s,x ,¥)=d:G0,x",y"). (3.26)

Alors dg(0) existe et
dg(0) = d;G(0,x°,y°).

Démonstration. De la condition (Hs), d,G(¢,x°, y), existe pour tout ¢ € [0, 7] et tout y € Y; Donc,
il existe 0; € (0,1) tel que

G(t,2%,y") - G(t,2°,y°) = G(0,2°, y') + td,G(0,1,2°, y') - G(2,x°, y°)
=dyG(t,2°,0;" - y°) + td G (O,t,x°, y1);

Or d,G(t,x°,0;y" — y°) = 0 donc
G(t,2°,y") - G(t,2°,y°) = td,G(0,t,2°, 5")
implique que

G(t,x°,y") - G(t,x°, )
t

=d;G(6,,x°, y").

De I'hypothese (Hg)
lim d,G(s,x°,y) =d,;G0,x°,y°) (3.27)
s\.0,:\,0
Donc finalement
G(t,x°,y") - G(0,x°,5°)

p =d,;G(0,x°,5°). (3.28)

— 1‘
dg(0) = tl\I.n
O

Le théoréeme suivant est une extension du théoréeme précédent de Sturm avec seulement
une condition de différentiabilité locale a ¢ = 0. Ici I'originalité est ’'apparition d’'un terme sup-
plémentaire R(0,x°, ).

Théoréme 43 (Sturm [97], Sturm-Delfour [41]). Soit Y un espace vectoriel, X un sous ensemble
non vide d’un espace vectoriel. Considérons le lagrangien

[0,7]x X xY —R
(t,x,y)— G(t,x,y), T>0,
et Uapplication y — G(t,x,y) est affine. Supposons que H et les hypothéses suivantes sont satis-
faites :
(H1) Pour tout t €[0,7], g(¢) est finie, X(t) = {x'} et Y (¢,x°,x%) = {y’} sont des singletons;
(Hy) d;G(t,2°,y) existe;

(Hig)) La limite suivante existe

t_ .0
R(o,xo,yo)zy\n&dya(t,x",o;y y).

(3.29)

Alors dg(0) existe et
dg(0) = d;G(0,x°,y") + R(0,x", ).
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Démonstration. Rappelons que

g(t) = G(t,x!,y") = G(t,2°,¥).

g(t)— g(0) = G(¢,2°,y") - G(0,2°,5°)
=G(t,x%y") +dyGt,x°,0;5" — y°) - G(0,2°,5°),
implique

g(t)—g(0)
¢

=d,G (t,xO,O; ;

alors de ’hypothese (H. '2) d,G(t,x°, y) existe et de I'hypothése (H :Q)) la limite suivante existe
limd G(tx 0; Y=Y )

Donc 0
y -y

dg(0)= }fi\n%dyG (t,x",O; ) +d,G(0,x°,°).

Remarque 14. La condition (H :;) est optimal car sous ’hypothese (H1)

t_

0
dg(0) existe < %i\n(}dyG (t,xO,O; Y Y ) existe.
Les hypotheses (H’2) et (H ;J) sont faibles et sont plus générales que (H2) et (H3) : en effet (H’2)
assume seulement que d;G(t,x°, y) existe alors (Hs) assume que d;G(¢,x°,y), existe pour tout
tel0,t]ettout yeY;
en outre 'hypothése (H3) assume que

lim d :G(t,x°,y") = d,G(0,x°,5°)
sN\.0,\,

ce qui implique que

0.

R0,x°,°) = limd G(tx oy y)

Donc la condition (H é) avec R(0,x°,y°) = 0 est faible et en plus est plus générale que (H3) quand
la limite n’est pas 0.

Lutilisation de I'adjoint moyenné a révélé 'utilisation possible d'un terme supplémentaire
et a fourni une expression plus simple de la premiere hypothese (Hj3). Il s’avere que le terme
supplémentaire peut également étre obtenu en utilisant ’adjoint standard a ¢ = 0, simplifiant
considérablement la vérification de cette condition.

Théoreme 44 (Delfour [38]). Soit Y un espace vectoriel, X un sous ensemble non vide d’un
espace vectoriel. Considérons le lagrangien
[0,7]x X xY - R
(t,x,y) — G(trx,y), 7> O’
et Uapplication y — G(t,x,y) est affine. Supposons que Hy et les hypothéses suivantes sont satis-
faites :

(Hy) Pour tout t €[0,1], g(¢) est finie, X(t) = {xt} et Y(¢,x°) = {po} sont des singletons;
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(H;) d.G(0,x°, y°) existe
(Hg) La limite suivante existe
R(:° po)—hm/ d G(t 20 +0(xt —x0), p0; Y ty do. (3.30)

Alors dg(0) existe et
dg(0) = d,G(0,x°, p°) +R(x", p°).

Démonstration. Rappelons que g(¢) = G(¢,x%,y) et g(0) = G(0,x°, y) pour tout y € Y, alors pour
l’état adjoint moyenné p® a¢=0

g(t) - g(0) = G(t,x", p°) - G(t,x°, p°) + (G(¢t,x°, p°) - G(0,x°, p%)).

Divisons cette derniere égalité par ¢ >0
gt)-g0) _G(t.a',p")-G(t,x",p")  G(t,x%,p")—G(0,2°,p%
t B t t

! 0 ,0y_ 0 ..0
:/ de(t,x0+0(xt ), p° y! ty )d8+G(t,x D )tG(O,x D )'
0

De plus, au regard de la condition (H g), la limite dg(0) existe si et seulement si la limite du
premier terme existe. Donc

dg(O)—hm/ dG(tx +0(t — O)p"y ty )d0+dG(0x,p)

et 'existence de la premiere limite remplace la condition (H ,3). O

Remarque 15. (i) L'hypothése (H7) semble moins exigeante que (Hj) puisqu’elle requiert
seulement lexistence de 'adjoint standard p° a ¢ = 0 tandis que les hypothéses (H3)
et (H3) nécessitent I'existence de I'adjoint moyenné y! et I'étude du rapport différentiel
yt— 40

t

(i) (Principe de séparation) Le théoreme 44 sépare aussi le systéme état/état adjoint (xo, po)
t_ .0

pour un petit £ = 0 et qui tend vers 0.

at =0 de I'étude du rapport différentiel de I’état. Par exemple, le couple (xo, po)

est indépendant du fait que nous calculons une semi-différentielle par rapport a la forme
ou a la topologie.

Nous donnons des théoremes généraux pour 'existence et les expressions de d g(0) dans le
cas multivoque ou seule une dérivée de g est attendue. Cette généralisation permet de calcu-
ler la dérivée de forme ou la dérivée topologique d’'une fonction objectif sous contrainte d'un
probléeme aux limites non linéaires. Ainsi le corollaire 8 peut étre appliqué aux probléemes aux
limites non linéaires.

Théoreme 45 (Delfour [38]). Soit Y un espace vectoriel, X un sous ensemble non vide d’un
espace vectoriel. Considérons le lagrangien

[0,7]xY xX - R
(t,x,y)— G(t,x,y), T>0,

et Uapplication y — G(t,x,y) est affine. Supposons que (Hy) et les hypothéses suivantes sont
satisfaites :
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

(H1) Pour tout t €[0,7], X(t) # @, g(¢) est finie, et pour tout x* € X(¢) et x° € X(0), Y (¢,x°,x%) # @;
(Hy) Pour tout x° € X(0) et y € Y(0,x), d;G(¢t,x,y) existe;
(H3) Pour tout x° € X(0), il existe une fonction p — R(x,p):Y (0,x) — R telle que pour toute suite
t,—0,0<t,<T,
(i) il existe x° € X(0) tel que pour tout p € Y(0,x°), il existe une sous suite {tnk} de {t,} et
xink € X(tn,) tel que
1 g — 0

liminf / d,G (tnk,xo + 0@t —x0), p°; t—) >R(x°, p%); (3.31)
0

k—+00 n

(ii) il existe x° € X(0) tel que pour tout p € Y(0,x°), il existe une sous suite {tnk} de {t,} et
xink € X(tn,) tel que
1 e — 40
liminf / d,G (tnk,xo + 0@t —x0), p°; t—) <R(°,p%; (3.32)
0

k—+00 n

Alors dg(0) existe et il existe x° € X(0) et y° € Y (0,x°) tel que
dg(0)=d;G0,x°,y) +R(x%,y*) = sup d:G(0,2°,y)+R(x°,y)
yeY (0,x0)
= inf d:G0,x,y)+R(x,y).
xel§(l(0)yeSYUE(I)),x) G0, y) N y)

Démonstration. Puisque g(¢) est finie, E(f) # @. De plus, X(¢) # @, X(¢) est 'ensemble des
minimiseurs de G(¢,x,0) sur E(¢). Le rapport différentiel peut étre écrit de la maniere suivante :
x% € X(0), p €Y (0,x9),

g(t)-g0) _ G(t,x',p)—G(0,x°, p)

t t
_ G(t,x",p)-G(t,x,p) . G(t,x,p)— G(0,x°, p)
= . :
' - G(t,x,p)— G(0,x°
:/ de (t,x+0(xt—x),p0;x x do + (,x,p) ( , X ,p).
0 t ¢
Maintenant, introduisons
t)-g0) - t)— g(0
a2 1imint &2 "8 G(0) % timsup £ —ED)
- N0 ¢ t\0 t

A ce niveau, notre objectif est de montrer que ces limites existent et sont égales.

(a) il existe suite ¢, — 0, 0< ¢, <7, tel que

g(tn)—g(0)

n

— dg(0).

En utilisant hypothese (H3) (i), il existe x° € X(0) tel que pour tout p € Y (0,x°), ils existe
une sous suite {t,,} de {¢,} et x"+ € X(¢,,) tel que

1 tng — 50 G(ty,,x,p)—G(0,x° p)
dg(0) = liminf / de(tnk,x0+0(xt”k—xo),po;u t lim P P
- k—+o00 Jq tnk k—+00 tnk
1 trn — 0
zliminf/ d.G (tnk,x0+0(xt”k —xo),po;— +dtG(O,x°,p)
k_’+00 0 tnk

>R(x%, p®) +d,G(0,x°, p).
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

(b)

(c)

En effet, il existe x° € X(0) tel que pour tout p € Y (0,x°),
dg(0)=R(x°,p% +d,G(0,x°, p).
Considérons le supprémum par rapport a p € Y(0,x°), alors il existe x° € X(0) tel que

dg(0)= sup d,G(0,x°p)+R(x° p?
€Y (0,x0)

et on obtient notre premiere estimation

dg(0)= sup d.G0,x°,p)+R(x%,p% = inf sup d.G(0,x° p)+R(° p%. (3.33)

yeY (0,x0) x€X(0) yey (0,40)
il existe suite ¢, — 0, 0< ¢, <7, tel que
tp,)—g0) —
lim ) ~80) _~ 2(0).
n—+oo

n

En utilisant I’hypothése (H3) (i), il existe x° € X(0) tel que pour tout p € Y (0,x°), il existe
une sous suite {t,,} de {¢,} et x'"+ € X(¢,,) tel que

dg(O)Shmsup/ de (tnk,x0+0(xt"k _xO),pO;x k—X + lim ( nk,x,p) ( y X >P)
kE—+oo JO tn, k—+o0 tny,
1 e — 50
Slimsup/ d.G (tnk,x0+0(xt”k —xO),pO;— +dtG(O,x0,p)
k—+oc0 JO tnk

<R°,p°%) +d.G(0,x°, p).
En effet, pour tout x° € X(0), il existe p € Y (0,x°), tel que
dg0)=R(x° p%+d;G(0,2%,p)
Considérons I'infinimum par rapport & x° € X(0) alors

dg(0)< sup d;G(0,x° p)+R(x°,p°). (3.34)
yeY (0,x0)

et on obtient notre deuxiéme estimation

dg(0)< sup d.G0,x°,p)+R(°,p% < inf sup d:G(0,x°,p)+Rx° p%. (3.35)
yeY (0,x0) x€X(0) yey (0,40)

En combinant les inégalités (3.33) et (3.35), il existe £° € X(0) tel que

dg(0)= sup d,G(0,z° p)+R(0,z°,p%)
€Y (0,£9)

> inf sup d;G(0,x°,p)+R(x° p°) =dg(0)=dg(0).
xEX(O)er(O,xO)

Alors, dg(0) existe et il existe 2% € X(0) tel que

dg(0)= sup d,G0,2°,p)+R(0,2°,p%) = inf sup d;G(0,x° p)+R(° p°. (3.36)
yeY (0,29) x€X(0) ey (0,40)

Mais on peut avoir plus. De (a), nous avons montré que

3z%€X(0), V yeY(0,2°), dg(0)=d,G(0,x°,y) + R(x°,5°). (3.37)
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De (b), nous avons montré que
v %€ X(0), 3y Y(0,x°), dg(0) < d;G(0,x°,y) + R(x°, y°).
En particulier, pour 2° € X(0), il existe V § € Y (0,x°)
dg(0) < d,G(0,%z°,9) + R(°,5°).

Prenons y = 5° dans (3.37), dg(0) = d;G(0,2°, $)+R(x°,7°) et dg(0) = d;G(0,%°, $)+R(2°,5°) =
dg(0) implique que dg(0) = d;G(0,£°,9) + R(2°,$°) et ce qui acheve la conclusion.
]

Le corollaire suivant est celui que 1’'on utilisera pour le calcul de la dérivée de forme et de
la dérivée topologique.

Corollaire 8 (Delfour [38]). Considérons le Lagrangien
[0,7]xY x X —-R
(t,x,y)— G(t,x,y), T>0,

ou Y et X sont des espaces vectoriels, la fonction y — G(t,x,y) est affine. Supposons que (Hj)
et les hypotheses suivantes sont satisfaites :

(H1) pour tout t €[0,7], X(¢) # @, g(¢) est finie, et pour tout x € X(0), Y (0,x) # @;
(Hg) pour tout x € X(0) et p € Y (0,x), d;G(0,x, p) existe;
(H3) il existe x € X(0) et p € Y(0,x) telle que la limite suivante existe

1 t_ .0
R(xo,po) def lim/ d,G (t,xo +0(x! - xo),po; r- ; (3.38)
t\O0 Jo t
Alors, dg(0) existe et il existe x € X(0) et p € Y(0,x) tel que
dg(0)=d;G(0,x°, p%) + R(x°, p°).
Démonstration. Voir [38]. O

3.1.3 Dérivée de forme
Pour V € C°([0,7]; C{RYN,RY)), 7> 0 et le difféomorphisme Ts(V )(Q) = T5(Q) = Q.

d dT,
- Tu(V)=V(s, TeX), ToX) =X, —*=V(s)oTy, To=1, (3.39)
S S

ot V(s)(X) = V(s,X) et I est la matrice identité dans RY. De plus, Ys =detDTs, DT est la
matrice jacobienne et

d d
d—DTs =DV (s)oT,DT,;, DTy =1, d—ys =divV(s)oTsys, Jo =1, (3.40)
S s
ou DV (s) et DT, sont les matrices jacobiennes respectivement de V(s) et de T's. Nous utilise-
rons les notations suivantes
Vs=V(s)oTs, V(s)(X)=V(s,Ts(X)), I(s)X)=Ts(X)-X.

Utilisons ces propriétés suivantes qui nous viennent de [36] que nous allons regrouper dans le
lemme suivant;
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

Lemme 16. Supposons que V € C° ([0,7]; CJ®RYN,RM)), alors I € C° ([0,7]; CJRY,RY)).
Pour 7 >0 assez grand, ys =detDTs = |detDTs| = |ysl, 0<s <71, A(s) = ysDTs‘l(DTs‘l)*, * avec
la transposée, et il existe des constantes 0 < a < f tels que

VEERY, alé? < A(s)EE<PIE1? et a <y, <P (3.41)

(i) Sis tend vers 0, alors V; — V(0) dans CJ®RY,RY), DT — I dans CY(RY,RY), y; — 1 dans
CORN,RN),
% est borné dans Cg(IRN,IRN), YST_I est borné dans CS(RN).
(i1) Si s tend vers 0,
A(s) — I dans CJRN,RY), ‘% est borné dans C)(RY,RY),
A'(s)=divV,I -DV;-DV; — A'(0) = divV(0)— DV (0) - DV(0)* dans CY(RY,RY),
ou DV; est la matrice jacobienne de Vs et DV.* est la transposée de DV.

(iii) Soit h € H'(RYN), si s tend vers 0, hoTs — h dans LX(Q), ZL=" est borné dans LX(Q),
VA.V; — VAh.V(0).

Démonstration. Voir [36]. O

Lemme 17. Soient Q un ouvert de RN, 1< p,q < oo et g: QxR — R une fonction continue. Pour
toute fonction u définie p.p sur (2, on définit (Bu)(x) = g(u(x)). On suppose que si u € LP(Q2), on
a Bu € L1(Q). 11 existe alors a = 0,b =0 tels que

VseR, |g(s)<a+blsP.
En particulier B est continu de L?(Q2) dans L9(Q).

Démonstration. Voir [62]. O

Soit Q un domaine borné de R? de frontiere lipschitzienne 0, solution du probléme d’opti-
misation de forme min{J(Q);Q € G.}, et I'état ug € L%(0,T;Hj(Q2)) N C(0, T; L*(Q)) est solution
du probleme de la chaleur suivant

ag_tg —Auq=f(uq) dans @,
ug =0 sur z
un(0,x) =ugx) dans Q;

avec [ € €1 (RN L™(R)) telle que f’ continue sur R et bornée.
L'équation variationnelle d’état est

T r(o
/ / (—ugw+VuQ.Vw—f(uQ)1//) =0
o Jal\ot

ot x.y est le produit scalaire de x et y dans R3. On associe a uq la fonctionnelle

T 1
J(Q) = / / (§|Vug|2+Go(uQ>).
0 Q

La fonction G est définie par

Go(r)=Golx,r) = / golx,2)dz,
0
go=: OxR—R

89



3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

et
g()(.,O) =0.

£go est une fonction de Carathéodory et croissante sur R.
Nous supposons de plus quune fonction de Carathéodory A~ est croissante en r € R telle que
pour tout r, z € R on ait

lgo(x,r +2)—golx,2)| < h(x,r)

presque partout dans ( et pour tout z € R, on ait A(.,z) € Llloc(Q) et ggou e L1(Q).
Donc le lagrangien est donné par

T r(1 )
L(s,w,w)=/ /(—IVwI2+Go(<p)+—W+V<p~Vw—f(<p)w :

Proposition 20. Soit Q2 solution du probleme d’optimisation de forme min{J(Q2);Q € &.}, alors
la dérivée de forme est donnée par

T
1 0
d,L0,u° p° = / / §|Vu0|2divV(0)+G0(u0)divV(O)+ a—uopodivV(O)
0 JQ S
+A'(0)VuVp° - Fw®)divV(0)p°dxdt;
ot 10 est la solution de I'équation d’état & s =0 et p° € Lz(O,T;Hé(Q)) NC(0,T;L%(Q)) est la
solution I’équation d’état adjoint a s = 0 suivante

T
0
/ / (VuOV<p+<pgo<u°>+§p°<p+v]o°.w—p°<pf’(u°>:o .
0 Q

Démonstration. Soit Q un domaine borné de R? de frontiére lipschitzienne 4Q, solution du pro-
bleme d’optimisation de forme min{J(Q);Q € G}, et I'état ug € L0, T; H}(Q)) N C(0,T;L*(2))
est solution de probléme de la chaleur suivant

%o _Aug=flug) dans @,
ug =0 sur 2
un(0,x) =uplx) dans Q.

L'équation variationnelle d’état est

Tr(o
/ / (—uw+Vu.V1//—f(u)w) =0
o Jalot

ot x.y est le produit scalaire de x et y dans R3. On associe a uq la fonctionnelle

T 1
J(Q) = / / (§|Vug|2+Go(uQ>).
0 Q

Létat us € L2(0,T;H é(Q)) N C(0,T;L2%(Q)) est solution de 'équation variationnelle d’état

T
/ / 3usu/+Vus.Vu/—f(us)t//:0
o Ja, 0t

et la fonctionnelle associée est

T rq
J(Q,) = / / ~|Vug|? + Golus).
0 .2
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Introduisons la composition u® = uso T pour travailler dans un espace fixe. Et I'équation va-
riationnelle d’état devient

T
0
/ / —uyys + AS)Vu' . Vy — fF(u®)yys =0,
o Jaot

avec A(s) =y DT;XDT;')*. Et la fonctionnelle dépendant du temps devient

T
1
J(Qs):/ / §|vus|2Ys+GO(us)Ys-
0 Q

Le lagrangien dépendant de s est

T r( d
L(s,p,y) = / / (§|V(P|2Ys+G0((P)Ys+&‘PWYs"‘A(S)V(P-VW—f((P)WYs - (3.42)
0 Q

Alors nous avons

T
o
dyL(s,,y;9") = / / 5PV s FAGVVY -~ f@y'ys,
0 Q

T
d
d.L(s,p,y;¢") = / / V<PV(PIYS+(P,g0((P)Ys+a‘PIWYs+A(3)V(P,-VW—(P,f’((P)YsW,
0 Q

T
1 0
dsL(s,p,y) :/ / §|V<p|2alist)fS +Golp)divVyys + &(pwdistys +A'(8)Vo.Vy - f(p)wdivVyydxdt.
o Ja

L'équation d’état a s = 0 et 'équation d’état adjoint & s = 0 sont

T
u® € L*(0,T; Hy(Q)) n C(0, T;L*(Q)), / / %usysw + A(S)Vusl Vy — fwl)ysw =0, (3.43)
0 Q

T

p° € L*(0, T; Hy(Q))NC(0, T; LA()), / / VulVo+pgo’)+ %povao-vw—powf’(uo) =0.

0 (3.44)
La paire (u°, p%) € L%(0, T; HY(Q)NC(0, T; LA(Q)) x L*(0, T; Hy())NC(0, T; L*(Q)) est la solution
du systeme (3.43) et (3.44).
Puisque nous travaillons avec des applications multivoques, alors u? et p° sont respectivement
les solutions de (3.43) pour s = 0 et de (3.44) et ce couple (u?, p°) n’est pas uniques. De plus,
pour tout s € [0,7], X(s) # @, g(s) est finie, et pour tout x € X(0), Y(0,x) # @ ; Donc la condition
(H1) du corollaire 8 est vérifiée.
Vérifions la condition (H ’2) du corollaire 8 nous allons utiliser (3.42) avec ¢ = u® et ¢ = p° :

T
1 0
dsL(s,u’,p®) = /0 /Q EIVu0|2distys+G0(u0)distys+&uopodistys
+A'(s)Vu'Vp? — Fw)p°divV,y dxdt.

Utilisons le lemme 16, nous pouvons tendre s vers zéro dans ’expression précédente et

T
1 , , ) .
d.L©0,u°,p% = /0 /Q §|Vu0|2de(0)+Go(uo)de(O)+auopodwv(o) (3.45)

+A'0)VuVp? - F(u)p°divV(0)dxdt.
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Donc, la condition (H’2) du corollaire 8 est satisfaite.

Pour vérifier la condition (H é) du corollaire 8, nous avons besoin de la dérivée de L(s,@,y) par
rapport a x

T
d
d.L(s,p,v;¢") = / / VoVe'ys +¢'go(@)ys + &‘PIWYS +ASVY' Vy —¢'f'(@)ysy.  (3.46)
0 Q

us—u”

R(s)= /dL(su +0(u® - u),p°,

[l [ [
+/0T/Q%po(us;”°)y3+/o /QA(S)VpOV(
—/OI/OT/QPO(MS_uo)f,(uOJrQ(us_uo))ys'

Maintenant I'objectif est d’étudier

)d@

) u® +0(u’ —u)ys

L

1

li 4 0(u®-u®)do
s%ogo(u+ (u u))

et L

lim / £ (u®+0@® -u®)do

s\0 /o
Et pour ce faire, nous allons utiliser le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue.
Vérifions si gg et f' satisfassent les hypothéses du théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue.
Comme par hypothése gy est continue et u®* — u
quand s — 0.
Puisse que g¢ est une fonction de Caratheodory, nous pouvons appliquer le lemme 17 avec p = 2
etg=1ona

% nous avons go (u°+0u® -u%) — gow?

lgo (W’ +0® —u®)|<a+b(u’+0® - uO))z.
Au voisinage de 0 et en particulier pour s suffissament petit on a
lgo (u®+0@® —u®)|<a+bul+1.
Et de plus a + bu(z) + 1 est intégrable sur [0, 1] par rapport a 6. Donc on peut appliquer le théo-

reme de la convergence dominée de Lebesgue, ce qui donne

1

1
lim [ go(u’+0®-u®)do= / hmgo (1 + 0’ —u®)do = gou?).
S\O 0 0 S\

Comme /' est continue et bornée par hypothése et de plus u* — u° nous avons f’ (uo +0(u’® - uo)) —

f'(u°) quand s — 0. Donc on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée de Le-
besgue, ce qui donne

1 1
lim/ f' (@’ +6w® -—u®)do = / lim £’ (u®+0@w® - u®)do = f' ().
S\O 0 0 S\
Donc

T s 0 s_ .0 T s _ _
R e o A e P A AT e 2
0o JQ S 0o Ja
T s_ .0 T s_ 0
+/ /A(s)VpOV(u “ )—/ /p" u)f’(uo).
0 Q 0 Q
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En posant ¢ = u=u’ Gans ’équation d’état adjoint pour p°,
Y=

T s_,,0 s_,,0 s_,,0 0 s_,,0 s_,,0
T G M e M e R e A e
o Ja s S S ot s s
S

_ .0
_pO(u u )f/(uo):O
s
Nous pouvons réécrire ’expression de R(s) de la maniére suivante
— _ s 0
R(s)= / /A(S) ! vpOV (uf —u®) + Y—lapo(u —u0)+Y IV(u tu )V(us—uo)
s Ot 2
Yool ugo®) - Ys— u® —u0)f’ (u°)+ dxdt
De ce qui précede, nous pouvons obtenir I'estimation suivante
TIAGs) -1 -1 )
ros |5 [vp°) IV (=) + | 2 e [ [C]
0 s llcro,r s lcron 1l 0
_ 1 S 0 _ 1
o e P e | [ B R N (R [ YO
s lcro, 2 s llcro
-1 0
w1 O O e
s lcro, 2
A(s)-1 Ys—1 0 0 0
|IR(s)| < ma \Y V(u’—u")||+ ma u’—u
e e L O T e e W ol [ O]
Ys—1 u®+ud B -1 s_ 0 0
+01253é)§" S CI[0,7] ( 2 ”V u u ” +012333’f1' S Clo,7] ”(u “ )” ”gO(u )”
Ys—1 s |u®—u® 2
s s_ .0 1¢..0 hd _
e | 2] - )+

Par le lemme 16, les termes sont uniformément bornés. Pour conclure que la
limite de R(s) existe et est zéro, il reste & montrer que u® converge fortement vers u° dans

L2(O,T;H3(Q)) et que la norme de (”S;—uo) dans C(0, T;L2(Q)) est bornée.
De I'équation d’état (3.43) de u® et u°, pour tout v € H}(Q)
0

T T T
/ / V@t -u®).Vy = / / [ys F(u®) - F@®)ly - / / [A(s) - IIVuVy — / / [ys 5;° ——u Oy
0 Q 0 Q 0 Q
T T T
= / / (ys = DF )y + / / [F(w®) - fF@)ly - / / [A(s) - VUV
0 Q
) Lo [

, on obtient 'estimation suivante

AT oy ¥s-1
S et S

Posons ¥ = u® — u°

T S 2 T S S T S S
19 =0 = [ o= Dl lF @l =ul+ [ 1w=rat] u -]

T T
+ [ 146 - Dot |9 196 = u+ [ 1= Dlogo
0 0

T
0 0
+/ 0
0

°l

a—us ||us—u

—u’——u ||u3—u0||.

ot ot
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

Puisque Q est un domaine ouvert borné et lipschitzien, par I'inégalité de Poincaré, il existe une
constante K = K(Q) telle que
Ju =) =K |V ).

Donc

T T T T
|19 =u0l = [ =Dl I & + / @)= &+ [ 1A@-Tict 7]
0 0 0

Tl a 0
o[ 100Dl / 5

—u’-—u ||K.
Maximisons pour tout 0 <s < T, alors nous arrivons a

6
ot ot at"

max [V -u%]| < max ||(Ys Dl con | f(us)||K+523SxT ||f(us)—f(u0)||K+ggsaé 1A(S) = Tllco,n Ve’
0 o

—u’-—u

+ max ||(ys - 1)”C[o,r] ot ot

0<s<T

—u® ma
ot 0<s<T

Mais la partie de droite de la précédente inégalité converge vers zéro quand s tend vers zéro.
Donc, u® — u® dans L2(0,T; H é(Q)). Finalement, revenons a cette inégalité et divisons par s >0

us—ub -1 u®)—F(w® A(s)-1
max V( ) < max ||f(u8)||K+ M K (s) [Vu?|
0<s<rt S 0<s<t S C(0,7) <s<‘r S 0<s<rt S C(0,7)
-1 0 1(0 0
+ max Ys —u’ —(—u ——uo) K.
ossst|| s |lcoqll0F 0ss=t || s \ Ot ot
Puisque la partle de droite de la précédente inégalité est bornee alors V(“ ) est borné. Ceci

signifie que W'=u") o5t horné dans C(,T; HI(Q)) et done, =% W1 o5t horné dans C(0,T;L3(Q)).
Comme le resultat du terme R(s) est zéro et I'expression de la dérivée de forme est donnée
par (3.45). O

3.1.4 Dérivée topologique

La dérivée topologique mesure la sensitivité d’'une fonctionnelle de forme par rapport a
la perturbation infinitésimale d’'un domaine. Rigoureusement la dérivée topologique est intro-
duite par Sokolowski et Zochowski en 1999 voir [95].

Notons |.| 1a norme euclidienne dans RY. Soient E un sous-ensemble fermé de RY et r > 0, la
distance dg et la r-dilatation E, de E sont définies de la maniére suivante

dg =inf|x—e], Er:{xEIRN:dE(x)Sr}. (3.47)
eck

Soit m, la mesure de Lebesgue dans RY. Considérons X (RY) I'ensemble des sous ensembles Q
de RY qui sont mesurables au sens de Lebesgue avec 'ensemble de leurs fonctions caractéris-
tiques de yq:

XRN) = {)(Q :QcRY mesurable au sens de Lebesgue} c L®RN).

Définition 76. Le cone tangent de Bouligand d’un ensemble A en un point a € A est

TaA:{veRN:EI {x,} <A et {t, \\ 0} tel que lim tn 9 :v}.
n

—+oo  {,
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

Remarque 16. T, A est un céne fermé et que T,A = T,A.

Par conséquent, pour une fonction définie sur X(RY), on ne peut s’attendre qu’a une semi-
différentielle, c’est-a-dire une dérivée directionnelle unilatérale qui n’est pas nécessairement
linéaire par rapport aux directions qui sont demi ou semi-tangentes dans le cone. En fait, nous
verrons plus loin que le céne tangent adjacent & X(RY) contient des semi-tangentes qui sont
des mesures bornées associées a des sous-ensembles fermés E de dimension d de RY.

La semi-tangente que nous allons considérer sera directement reliée au contenu de Minkowski
de dimension d,

mrp(E;)

\0 ~N—q> ON-d est le volume de la boule unité dans RN_d, (3.48)
™0 an-_qr

MYE)=
pour la perturbation de la topologie générale obtenue par dilatation d’'une sous-variété régu-
liere de E de dimension d dans RY. Le cas ou E = {e} correspond a4 d = 0, quand d =1 il
correspond a une courbe et d =2 a une surface.

Nous souhaitons que le contenu de Minkowski M%(E) ci-dessus soit égal & la mesure de Haus-
dorff #¢ de dimension d dans RN pour un sous-ensemble E compact et d-rectifiable de RV

Définition 77. Soit d, 0 < d < N, les sur et sous contenus de Minkowski de dimension d de
I'ensemble E sont définis a travers la r-dilatation de 'ensemble E comme suit

E E
M*4(E) = limsup L}\;)d M, y(E) = liminf—TEED (3.49)
™0 aN-gI''” N0 ay_grV-d
ot my, est la mesure de Lebesgue dans RY et ay_g est le volume de la boule unité dans RY —d

Puisque la dilatation E, ne fait pas la différence entre E et son fermé, alors on peut supposer
que E est un fermé de RY. Si les deux limites existent et sont égales, alors on peut dire que E
admet un contenu de Minkowski de dimension d et leur valeur commune est notée par M4(E).

Intuitivement, M%(E) est une mesure de dimension d d’une aire ou d’un volume d’un objet
E dans RY. 1l joue un réle similaire & la mesure de Hausdorff de dimension d ou & la mesure
de Radon, mais généralement ce n’est pas une mesure.

Définition 78 (H.Federer). Soit E un sous-ensemble d'un espace métrique X. E c X est d-
rectifiable s'il est 'image d’un sous-ensemble compact K de R? par une fonction lipschitzienne
continue f :R% — X.

Théoréme 46. Si E c RN est compact et d-rectifiable alors MH(E) = #,4(E).
Démonstration. Voir [50]. O

Ici nous allons nous intéresser aux sous ensembles E de RY tel que le contenu de Minkowski
(3.48) existe et pour laquelle M¢ serait une mesure telle que la limite suivante

1
— dM?® =1i dmr 2 —R 3.50
/<P A p—— d/RN)(E,fb mr ; (3.50)

ait un sens. De plus, dans 'application d'un objet de dimension d avec 0 < d < N, le choix
approprié de la variable ¢ est le volume ¢t = an_qr’¥ "¢ de la boule de rayon r de RVN~¢ tel que
r= (t/aN_d)l/N_d et

H/¢de—11m ¢ dmy D —R. (3.51)

t\O0 ¢
\ (t/aNid)l/(Nfd)
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

Considérons un ensemble Q de RY mesurable au sens de Lebesgue et un sous ensemble fermé
d-rectifiable E de Q2 tel que my(E) = 0, alors on peut introduire beaucoup de perturbations
telles :

Q,=Q\E,, Q; =QUE, et Q; = QAE,, t=ay_qr¥ ¢, (3.52)

ou ici A représente la différence symétrique. Dans ce cas, une trajectoire continue ¢ — yq, est
obtenue dans X(RY) telle que

xQ, — xa dans LfOC(RN), 1<p<oo. (3.53)

Considérons Q un ouvert borné de R? de frontiere 0Q lipschitzienne et un sous ensemble com-
pact et d-rectifiable E < Q, 0 < d < 2. On introduit une fonction caractéristique yq associée au
domaine non perturbé, a savoir yq = 1q telle que my, = fRN xq- Ensuite, nous définissons une
fonction caractéristique associée au domaine topologiquement perturbé de la forme yq,. Dans
le cas d'une perforation, par exemple yq, = 1o — 1g, et dans le cas d'une inclusion, par exemple
xo, =1la—(1-7y)1g,, avec y € (0,+00) est une constante possédant les propriétés physiques ou
chimiques d'un parametre, d'un matériau, d’'un objet physique ou d’'un objet mathématique et
que la perturbation topologique obtenue est 2; = Q\E,. C’est ainsi que dans toute la suite,
nous allons considérer la perturbation topologique suivante Q; = Q\E,. Nous renvoyons aux
livres [76], [77] et [78] pour plus de précision sur la notion de la perturbation topologique.
Dans le calcul de la dérivée topologique nous tenons a préciser que nous ne perturbons pas
totalement le domaine (2 mais nous transformons la source ou le membre de droite, ce qui
fait apparaitre y € (0, +00) une constante possédant les propriétés physiques ou chimiques du
domaine considéré et que la perturbation topologique obtenue est Q; = Q\E,. Rappelons que

g)= inf sup L(t,@,v),

PeH(Q)yeHL(Q)
t)—g(@0 J(Q) - J(Q
dg(O)zlimg() g0 _ . JO)-J)
\0 t AN t

Soit Q un domaine borné de R? de frontiére lipschitzienne 4, solution du probléeme d’optimi-
sation de forme min{J(Q);Q € G}, et I'état ug € L2(0, T; H3(Q2))n C(0, T;L(Q)) est solution du
probléme de la chaleur suivant

(a(l;_tQ—ALLQ =f(ug) dans @,
ug =0 sur >
un(0,x) =uplx) dans Q;

avec f € €1(R N L™(R)) telle que /' continue sur R et bornée.
L'équation variationnelle d’état est

T
0
| [ Sruov+vuavy- fugw =0
ot x.y est le produit scalaire de x et y dans R3. On associe a uq la fonctionnelle

T rq
J(Q) = / / —|Vugl® +Goug).
0o Ja?2

La fonction G est définie par
r
Go(r)=Golx,r) = / golx,2)dz,
0
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

gOZZQXR'—WR

et
go0(.,0)=0.

go est une fonction de Carathéodory et croissante sur R.
Nous supposons de plus qu'une fonction de Carathéodory A est croissante en r € R telle que
pour tout r, z € R on ait

lgo(x,r +2)—golx,2)| < h(x,r)

presque partout dans ( et pour tout z € R, on ait A(.,z) € Llloc(Q) et ggou e L1(Q).
Donc le lagrangien est donné par

T r1q 0
L(s,tp,w)=/ / ~ Vo2 +Go(p) + — oy + V.V — f(p)y.
o Jo. 2 ot

Proposition 21. Soit Q2 solution du probléeme d’optimisation de forme min{J(Q2);Q € &.}, alors
la dérivée topologique est donnée par

T
dJ(Q,6g) = dsL(0,u’, p°) = (1—)/)/ /podifd;
0 E
ou p° € L2(0, T;Hé(Q))nC(O, T;L%(Q)) est la solution de 'équation d’état adjoint & s = 0 suivante
T a
/ / VUV +pgo@’)+ - p e+ Vp' Vo - plof'(u®) = 0;
0 JQ

avec u” est la solution de I’équation d’état a s = 0.

Démonstration. Soit Q un domaine borné de R? de frontiére lipschitzienne 0Q, I'état u = u(E) €
L2(0,T;H é(Q)) N C(0,T;L2%(Q)) est solution de 'équation variationnelle d’état

Tro
/ /—uw+Vu.Vw—f(u)w:0
0o Jaot

ot x.y est le produit scalaire de x et y in R3. On associe la fonctionnelle

T rq
J(Q) = / / ZIVul2 + Go(w).
0o Ja2

La fonction G est définie par

Go(r):Go(r,z):/ golx,z)dz,
0

gOZ:QXR'—>R

et
go(.,O) =0.

Considérons I’équation variationnelle d’état perturbée

T
//iusw+Vus.Vw—f(us)w:0
o Jao, 0t

T T 5
[ oo -3l
0o Ja, 0o Ja, ot
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

T T 5
[ v -3
0o Jo\E, 0o Jo\g, 0s
T T
[ ]
0o Ja o Ja

Donc ’équation variationnelle d’état perturbée prend cette forme finale

V.

0
f@w®) - a—tus -(1-Y)E,

T
0

//—u3w+Vus.V1//—f(us)u/+(1—7/)1”&:O (3.54)
0o Jaot

et la fonctionnelle associée est

T r1q
J(s):/ /—IVuSI2+G0(uS).
0o Ja2

T ri1 9
L(s,cp,w)=/ /§|V<P|2+Go(<l))+&(pw+V<P-V1//—f((p)1//+(l—y)wXEr; (3.55)
0 Q

Le lagrangien est donné par

avec v € H, 3(9). Le calcul de la dérivée topologique prend la forme suivante

g(s)—g(0) T J(s)—J(0)
=11m .
S s\.0 S

g(s)= inf sup L(s,@,y), dg(0)=Ilim
eeHy(Q) yeHL(Q) sN\0

Dans toute la suite, nous choisissons E comme étant une surface et v € H%(Q) nHé(Q). On

calcule alors
L(s,0,9)-LO,0,y) 1{ (T
0o Ja

S S

1( (T
=(1-y)- (/ /XErW);
s\Jo Ja

L —-L(0 T
(S,(Pﬂ//) ( ’(p’w) _,(1_’)/)/ /’l//djfd
0 E

S

donc

Pour un ensemble E c Q compact et 2-rectifiable et v € H?(Q)n H, é(Q)

T
d,L(0,0,w)=(1-7) / / wd 7. (3.56)
0 E

Maintenant, notre objectif est de voir si les conditions du théoréme 44 sont satisfaites.

La paire (u°, p®) € L2(0, T; Hy(Q)NC(0, T; L*(Q)) x L2(0, T; H ()N C(0, T; L*()) est 1a solution
du systeme (3.43) et (3.44).

Puisque nous travaillons avec des applications multivoques, alors u° et p° sont respectivement
les solutions de (3.43) et de (3.44) et ces solutions ne sont pas uniques. De plus, pour tout
s€[0,7], X(s) # @, g(s) est fini, et pour tout x € X(0), Y(0,x) # @ ; Donc la condition (H1) du
corollaire 8 est vérifiée.

Lexpression de d;L(0,u?, p°) est donnée par (3.56). Donc la condition (H ,2) du corollaire 8 est
vérifiée.

Il nous reste que la condition (H ,3), et pour ce faire nous avons besoin de la dérivée par rapport
a x du lagrangien laquelle est d,L(s,,y;¢’). On a

T
_ 0 ,._ _ _
d<L(s,p,9;¢') = / / VoVe' +¢'go(@) + a—tw’w +Vo' Vi — o' (@)
0 Q
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

A ce niveau, le travail consiste a montrer que la limite de R(s) tend vers zéro quand s tend vers
Zéro

Ou—uo

R(s)= /dL(su +0u® —u®),p°,

R e Y e
L (e [ acwste [ )
_/Ol/OT/on(us uo)f'(u0+9(us—u0))7/s-

Maintenant l'objectif est d’étudier

Jas

1

li O+0w®-u")do
81\1%0g0(u+ w’®-u"))

et
l1m/ £ (w®+0w® —u®)do

Et pour ce faire, nous allons utiliser le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue.
Vérifions si gg et f' satisfassent les hypothéses du théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue.

Comme par hypothése gy est continue et u* — u
quand s — 0.

Puisse que g est une fonction de Caratheodory, nous pouvons appliquer le lemme 17 avec p = 2
etg=1ona

% nous avons go (u°+0u® -u%) — gow?

lgo (uo +0(u’® - uo))| <a+b (uo +0(u’® - uo))z.

Au voisinage de 0 et en particulier pour s suffisamment petit on a
|g0 (u0+9(u3 - uo))| Sa+bu%+ 1.

Et de plus a + bu% + 1 est intégrable sur [0, 1] par rapport a 6. Donc on peut appliquer le théo-
réme de la convergence dominée de Lebesgue, ce qui donne

1 1
lim [ go(u’+0®-u®)do= / hmgo (1 + 0’ —u®)do = gou?).
s\0 /o 0o s\0

Comme /' est continue et bornée par hypothése et de plus u* — u° nous avons f’ (uo +0(u’ - uO)) —

f'(u°) quand s — 0. Donc on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée de Le-
besgue, ce qui donne

1 1
lim / f' (@ +6w® —u®)do / hmf (u®+0® -u®)do = f'@°).
0

s\0 /o sN\0
Donc
T s 0 s_ .0 T s _ _
A e e e T A e S W T e 12
o Ja 2 s 0o Ja
s_,,0
u)f’(uo)_

T s_,,0 T
ARG e RS
0 JQ 0 JQ
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

En posant ¢ = ”S%”O dans I’équation d’état adjoint pour p°,

T s_ .0 s_ .0 9 _,0 s_,0
fy s () [ et o [ e [
o Ja s s ot s s

s_.,0
_po(u su )f’(uo):O.

A N S R
R(s):/OT/Q v —VuOIV(us;uo)
o o)

mo= [ [3(“5(5)

1 us—u® 2
ro=3 | (5=

Alors R(s) tend vers zéro si V( 81,2 ) tend vers zéro.

Donc

us+ud

Faisons une différence entre l’equatlon variationnelle (3.54) en s >0 et en s =

[ [ oot [ i1 e £ 13
//[f(us) F@ly -1 -y)= / /wxE ——/ /[—u ——u

/OT/QV(us;uO) / /[f(us) FaOly-(1-p)= / / WQ__/ /[_u _2y0

(3 57)

Posons v = u® —u?, 'égalité devient

T s_,,0 1 T 1 r
/ / v ).W—u‘)):— / / [Fu®) = FOIw —u%) -1 - / / ro(w® —u®)
0o JO S sJo JE,
——/ /[—u ——uo](u -u%

/T v(us;go) ZS/T f(uS)IQf(uO) u®—u® (1 Y)( / /dx) u I/2u0
0 S 0 S S
T 0
1 0 0 u®—u
+ o r2.s_ 2.0
/0 31/2[015” Py ] S172

Puisque Q est un domaine ouvert borné et lipschitzien, par I'inégalité de Poincaré il existe une

constante K = K(Q) telle que
s1/2 s1/2
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3.1. CONDITION D’OPTIMALITE

Alors
T s_,0\2 T sy _ 0 0
RN A e H ) oy«
0 S 0 S S S
T 0
1 0 u®—u
+ —[—uf-— - |lk.
/0 31/2[0t u ] ‘ ( 172 )
T s 0 T s 0 T
u’—u )—f(u) 1/2 / 1.0 0 0
V —————||| = —— WK+ -y)AA " (E)K + —[—u’—— K.
/0 ( S172 ) o 172 (1 =7)257(E) o Gzl !
Et par suite
u’—ud f@®)—f@w®) 1/2 0 0
e e e | B e L R e T

Finalement nous voyons que le gradient de la norme est borné. Ceci signifie que (“sl;,;‘o) est
S

borné dans C(0, T; HL(Q)) et donc, ( = ) est borné dans C(0, T; LA(Q)).

Donc il existe w € H (l)(Q) et une suite {s,} qui tend vers zéro telles que

0
—w dans Hé(Q) implique que

usn — 0

S}L/Z

usr —u

5 —w dans LZ(Q).
Sn

De plus, nous pouvons montrer que w = 0. De (3.57), pour v € 2(Q2) on a

| o[ w2 | [ [ raomsa-p? [ [ via-3 T [ Zu
S

Puisque s — 0, alors V v € Hé(Q) on a

T
/ /Vw.Vu/:O;
0 Q

Vv Hé(Q), OmaxT/ Vw.Vy =0implique que w =0.
=s=< QO

et par suite

Donc la limite existe quand s — 0

1 T us_uO
R(S):g/o V(—sl/z )

Donc toutes les hypotheses du corollaire 8 sont vérifiées. Revenons a notre dérivée du lagran-
gien par rapport au temps, puisque p° € C(0, T;L(Q)) nLZ(O,T;Hé(Q))

2
— 0.

T
dJ(Q,65)=d;L0,u’,p%) =1 -7y) / / p°d .7y, (3.58)
0 E

ot u? et p sont solutions du systeme (3.43) et (3.44). O
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3.2 Principe de comparaison

Soit Q un domaine borné de RY o1 0Q est une frontiere réguliere avec 0Q = TouT, ['ynI = @
ot Ty est la partie accessible, réguliére (de classe C?). Notre objectif est de reconstruire I' &

partir de la donnée de Cauchy.

Lemme 18. Soit f une fonction positive. Soient Q1,Qy deux sous ensembles de RY tels que

QocQq et @ #1gc0Q1N0Qg. On suppose que ug € Hé(Ql), et ug=0 p.p sur

augl

- —Auq, —f(ug,)=0 dans Q1=10,T[xQy,
) ug, =0 sur 20=10,T[xTy
ug, =0 sur 21=10,T[xI'y
uq,(0,x) =uo(x) dans Q1.
et bug
2 —Aug,—f(ug,)=0 dans Q2=10,T[xQy,
) ug, =0 sur 2Z0=10,T[xTy
ug, =0 sur 29=]0,T[xTg
u0,(0,x) =ug(x) dans Qo;

ont des solutions faibles; ou Toul'1 =0Q1, [oNT1 = @;
TouTle=0Q9, ToNTy=@.
Supposons de plus que fougq, <fouq, sur Q2.

Alors nous obtenons 5 3
uqQ uqg
——l>_—ZgurY,.
ov ov

Démonstration. On considére ug, —uq, etona

(%(ugl —uq,)—AMug, —uq,)=f(uaqg,)—f(uq,) dans Q2=]0,T[xQy,

ug, —ug, =0 sur 20
uQ, —uQ, =uQ, sur 29
(ug, —uqy)0,x) =0 dans Qo.

(3.59)

(3.60)

(3.61)

Par le principe du maximum proposition 5, uq, = 0 dans ;. Alors en utilisant le méme principe
du maximum, (zq, — uq,)(x) = 0 pour tout x € Q2 et aussi mzaxug1 >uq, —uq, >0, pour tout
1

xEQz.

Soient xg € I'g et x = xg—vh € Qg ou v est la normale extérieure sur I'g et 2 > 0. Par la proposition

5onauq,(t,x0)—uq,(t,x0) =0 avec ug, —uq, =0 dans g2, nous avons

(g, —u)t,x0—vh)—(ug, —uq,)(t,xo) -0
A >
en allant a la limite

0
——(uq, —uqy)x) =0 sur Xy

ov
implique que
oug ouq
- L(xg) = — 2 (x0) sur Xo.
ov ov
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3.2.1 Propriétés de monotonies

Dans cette sous section, nous nous intéressons d’abord a I’étude de la monotonie de la re-
lation qui a Q associe Ag ou Aq est un multiplicateur de Lagrange qui apparait en cherchant
une condition d’optimalité vérifiée par le domaine réalisant le minimum de la fonctionnelle J.

Proposition 22. Soit Q2 solution du probleme d’optimisation de forme
min{J(Q);Q € O, |lw| =Vy,Vy est constant}, alors il existe un multiplicateur de Lagrange A(Q2)
tel que

1

ﬂ“)):'—g

aug)z
ov

sur .

Démonstration. Dans ce cas la partie dépendant du temps de la dérivée de forme (3.4) est
considérée nulle c’est a dire %—‘; =0. Alors

2
dJ@Q) =1 / (6“—9) V(so,y)vdo.
2 r (')v

Puisque le volume est constant alors
dvol(Q,V):/div(V(O)v),
Q

avec vol(£,V) le volume de €, de plus Q est lipschitzien alors en appliquant la formule de la
divergence on trouve

dvol(Q,V):/ V(O)v.
0Q

Donc il existe un multiplicateur de Lagrange A(Q2) tel que
1 / (GuQ
2 r ov

1(0uqg)?
/1((2):—5(%) surT.

2
V(so,y)vdo = /l(Q)/ V(so,y)vdo
r

et par suite

O

Maintenant nous allons utiliser les propriétés de monotonies pour caractériser le multipli-
cateur de Lagrange.
Les résultats dans cette caractérisation sont basés sur le principe du maximum. On considere
alors que u; € H%(Q;) ﬂH(l)(Qi).

Lemme 19. Soient Q1,Qs deux sous ensembles de RY, avec N =1 tels que Qo c Qq et @ # I c
001 N0Qq. Soit f une fonction positive. On suppose que

-Auq, - f(uq,)=0 dans Q,
ug, =0 sur I (3.62)
uo, = 0 sur Iy
et

ug, =0 sur T'o (3.63)

—-Aug, —f(ug,)=0 dans Qo,
ug, =0 dans Toa.
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3.2. PRINCIPE DE COMPARAISON

ou F()Ufl =001, I'onI'1 =9;

fong =00y, I'oNI'g=@.

On suppose de plus fougq, = fougq, sur Qs.
Alors on obtient cette inégalité pour tout s € I'p,

ouq, ougq,
- s)=— s).
ov &) ov ()
Démonstration. La preuve est analogue a celle du cas parabolique. O

Lemme 20. Soit f une fonction positive. Si (Q1,uq,) et (Q2,uq,) sont deux solutions du pro-
bléme aux limites suivant

—Auqg—f(ug)=0 dans Q,
ug =0 sur Lo
ug =0 sur 0Q\TI,

o = AQ)  sur 0O\

(3.64)

tels que
i - A(Q) est le multiplicateur de Lagrange.
i -Qoc Q.
iii - (0Qe N Q) \I'y # @.

On suppose de plus fougq, = fougq, sur Qs.
Alors on a I'inégalité suivante

A1) = MQg).

Démonstration. On considére ug, —uq, etona

ug,—uq, =0 sur I'g (3.65)

{ —Mug, —ua,) - (flug,) - flug,)) =0 dans Qq,
uQ,—uq, =uq, dans Tq.

Par le principe du maximum corollaire 11, ug, = 0 dans 2. Alors en utilisant le méme principe
du maximum, (zq, —uq,)(x) = 0 pour presque tout x € Qg et aussi mrax uq, >uq,—uq, >0, pour
2

presque tout x € Q.
Soit xg € 'y et x =x9— vh € Q ou v est la normale extérieure sur I'y et 2 > 0. Nous avons

c’est a dire
AQ1) = M Q).
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CHAPITRE 4
ANALYSE ET SIMULATION NUMERIQUE

Nous allons considérer le cas ou les mesures sont données au bord de la donnée de Cau-
chy de la solution de ’équation aux dérivées partielles elliptiques et la partie inconnue de la
frontiere du domaine est inaccessible. De plus, soit Q un domaine borné de RY oi1 6Q est une
frontiere réguliere avec 002 = T'gyul, I'gNI = @ ou Iy est la partie accessible, réguliere (de
classe C?). Notre objectif est de reconstruire numériquement I' = 0Q\Ty & partir de la donnée
de Cauchy. Considérons uq solution du probleme aux limites suivant

-Auqg+qx)ug=0 dans Q,
ug =k sur T 4.1)
ug =0 sur r

avec g(x) = 0 et non identiquement nulle et 2o = 0. Supposons qu’il existe une fonction » définie
sur ['g a valeurs réeles telles que 65‘—5’ = h, avec v le vecteur normal unitaire sortant sur I'y.

Ce probleme avait été résolu de maniere théorique dans [73] et va faire maintenant 'object
d’'une étude numérique. Pour y arriver, nous allons dans un premier temps étudier une mé-
thode numérique du probleme (4.1) sur base du papier [73]. En effet, cette méthode numérique
suit deux approches : la premiere utilise la translation du bord inaccessible et la seconde passe
par la déformation du bord inaccessible. Ensuite nous allons étudier une méthode numérique
sur la base de I'optimisation de forme géométrique. Dans cette partie, nous allons déterminer
les conditions d’optimalité qui vont nous permettre d’utiliser le lagrangien augmenté et afin de
proposer une algorithme numeérique, ce qui aboutira a des illustrations numériques.

4.1 Méthode numérique basée sur la déformation polyno-
miale

Pour mettre en oeuvre cette méthode numérique, nous allons nous appuyer essentiellement
sur le papier [73]. Nous allons utiliser les résultats d’existence, de monotonie, d’'unicité et de
convergence et I’algorithme qui sont déja établis dans [73]. Dans cette section, nous souhaitons
rappeler I'unicité du domaine Q) sous certaines hypotheéses voir [73]. Le plus souvent, c’est un
challenge d’obtenir des résultats d’'unicité dans un probléme inverse.

Définissons une nouvelle classe d’ensembles géométriques dans le sens de Beurling. Rappelons
d’abord I'’ensemble suivant

O, ={Q c K cD/ouvert et Q) satisfaisant la propriété du € —cone }.
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4.1. METHODE NUMERIQUE BASEE SUR LA DEFORMATION POLYNOMIALE

Supposons '’ensemble des domaines

ouq

By, =3Q¢€0.,I'yc0f2, Ty =hsurl)y
%

avec uq solution du probléeme aux limites (4.1). Lensemble Bj est non vide par construction
voir [73].
Lemme 21. Soient 2 et Qo appartenant a By, alors Q1N Qg € By,.
Démonstration. Voir [73]. O

Théoreme 47. Soient Q) un domaine borné et I'g, I et h définis comme précédemment. Consi-
dérons le probleme aux limites suivant

—Aug+qx)uqg=0 dans Q,
ug =k sur I'o

ug =0 sur 0Q\Iy (4.2)
%‘—VQ = h(x) sur To.

Supposons de plus qu’il existe deux domaines Q1 et Qg tels que Qg9 < Q1 et qui vérifient (4.2).
Alors nous avons Q1 = Q.

Démonstration. Dans le souci d’étre clair, nous reprenons la preuve.
Soient 21 et Q9 tels que

-Aug, +q(x)ug, =0 dans Qq,
ug, =ko sur Iy
) ug, = sur 0Q1\I'y (4.3)
0
231 = h(x) sur Io.
et
-Auq, +q(x)ug, =0 dans Qo,
uqg, =ko sur Iy
) ug, =0 sur 0Q9\I'y (4.4)
6332 = h(x) sur Io.
Comme Q1,Q9 € By, alors Q1 N Qg € By,. Puisque Q9 < Q1, on a Q1 N Qg = Qg, par le lemme 21
nous avons 6332 > h sur I'y. Considérons le probleme suivant
-A(uq, —uq,) +q(x)(uq, —uq,) =0 dans Qo,
ug, —uq, =0 sur I (4.5)

uQ, —uQ, =UuQ, sur 0Qo\I'.

Onaug, =0et maxuq, > uq; ~UQ, > 0. Puisque I'y vérifie la condition de la sphere intérieure,
2
par le lemme de Hopf nous obtenons

Ouq, Oug, , . .
——<——=surl'gcest—a—-dire h(x)<h(x)Vx € I'y
ov ov

ce qui est faux, donc Q1 = Qo. O

Précisons qu’en plus de sa stabilité par intersection, cette classe de formes va jouer un
role important dans la reconnaissance du processus du domaine. Grace au principe de maxi-
mum qui implique le résultat de monotonie de la séquence de domaines générée, nous pouvons
proposer une initialisation pour 'approximation du domaine optimal a partir des données de

Cauchy (A,T)).
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4.1. METHODE NUMERIQUE BASEE SUR LA DEFORMATION POLYNOMIALE

4.1.1 Illustrations numériques en utilisant la translation

On consideére le probleme aux limites suivant :

-Auqg+qx)uqg=0 dans Q,
ug =1 sur I'o (4.6)
ug =0 sur 0Q\Iy
77777777 r
—{
I Ty Q r
DY
77777777 i T :
L=2

FIGURE 4.1 — Caractéristique du domaine initial ot I'y est le bord accessible et I' = 0Q\I'y le
bord inaccessible

Algorithm 1 : Algorithme proposé par la translation

1. Initialisation

i. Choisir Q° (La forme initiale est munie d’un maillage triangulaire ") et la
précision €sop ;

ii. Définir la fonction g > 0 et les valeurs de A sur le bord accessible I'y;

2. Boucle principale : pour n =0,---
i. Calculer la solution u™ du systeme de Laplace (4.2) sur le maillage 9" de Q;

ii. Calculer l'estimation

6u?2
'—/ hda—/ —da—f-/q(x)xugdx
To sQ\r, OV Q

ou v est la normale extérieure;

4.7)

iii. Si la condition d’arrét ( estimation (4.7) plus petit que €4,p) est vérifiée et n =0,
alors on translate le bord inaccessible du domaine situé a droite suivant la normale
extérieure de ce bord;

iv. Sinon, on le translate suivant le sens opposé a sa normale extérieure Q" ;

3. Critere de fin. Arréter si (4.7) est plus petit que €,4,,. Revenir sur Q".

n

Remarque 17. En fait la quantité (4.7) n’est jamais que la valeur moyenne absolue de —82_p

%
sur I['y. Elle est obtenue par intégration de 'EDP elliptique d’état ci-dessus, grace a la formule
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4.1. METHODE NUMERIQUE BASEE SUR LA DEFORMATION POLYNOMIALE

n
de Green et en remplacant G_Q sur I'g par la valeur mesurée h. Et elle remplace ’estimation
ul Y
ponctuelle de |—Q —h| sur I'y.

v
Les estimations (4.7) et la suivante (4.8) sont des résidus de I'équation d’état.

4.1.2 Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques simulations numériques. Les simulations
numériques présentées sont obtenues pour différentes valeurs de la fonction ¢q. La mesure A
est définie par h = y? + cste o cste € R.

Les simulations sont réalisées a 'aide du logiciel FreeFem++. ! Dans la suite, on désignera [, D
la longueur approchée du domaine rectangulaire. Cette derniére représente la distance entre
le bord translaté et le bord accessible I'y.

Pour g=1

FIGURE 4.2 — De gauche a droite, de haut en bas, formes successives des domaines optimaux
Q" aux itérations n =9,2,144,181 resp. pour cste=5,3; 5,6 ; 5,8 ; 8

cste | 5,3 | 5,6 | 5,8 8
lapp | 1,9 | 2,01 | 0,55 | 0,18

POIII' q= 1+x2+y2

cste | 5,3 5,6 5,8 8
lapp | 1,64 | 2,01 | 0,55 | 0,18
1. The software FreeFem++, developped at UPMC by F. Hecht and O. Pironneau, is a high-level integrated

developping environment for solving (system of) partial differential equations in two and three dimensions of
space.
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4.1. METHODE NUMERIQUE BASEE SUR LA DEFORMATION POLYNOMIALE

4.1.3 Illustrations numériques par déformation parabolique

Dans cette sous section, nous introduisons une déformation parabolique dans la partie in-
accessible de la frontiére du domaine. La déformation est controlée par une transformation qui
est de Pordre de ay?+ by +c, avec a, b et ¢ des réels. Elle sera précisée dans I’algorithme.

Algorithm 2 : Algorithme proposé par déformation parabolique

1. Initialisation

i. Choisir Q° (La forme initiale est munie d’un maillage triangulaire ") et la
précision €sop ;

ii. Définir la fonction g > 0 et les valeurs de A sur le bord accessible I'y;

2. Boucle principale : pour n =0,---
i. Calculer la solution u” du systéeme de Laplace (4.2) sur le maillage " de Q;

ii. Calculer l'estimation

aug
'—/ hda—/ —da+/q(x)xu’5dx
To s\, OV Q

ou v est la normale extérieure;

(4.8)

iii. Si la condition d’arrét ( estimation (4.8) plus petit que €4,p) est vérifiée et n =0,
alors on déforme le bord inaccessible du domaine situé a droite en augmentant son
volume comme suit : = +0,01;

Q" =Q"UPp ou Yp est défini par

Dp={y€l0,01/ fp(y) = B¢ - y) x y}

ou f est une fonction de déplacement ¢ est la largeur du rectangle défini dans (4.1);

iv. Sinon, on déforme le bord en diminuant le volume de 2" comme suit :
B=p-0,01;
Q"=Q"uy @ﬁ 5

3. Critere de fin. Arréter si (4.8) est plus petit que €54,,. Revenir sur Q".

4.1.4 Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques simulations numériques. Les simulations
numériques présentées sont obtenues pour différentes valeurs de la fonction ¢q. La mesure A
est définie par & = y? + cste ot cste est un réel.

Dans la suite, on désignera ¢,,, la longueur approchée du domaine rectangulaire. Cette der-
niére représente la distance entre le sommet de la parabole (bord déformé) et le bord accessible
Tp.

Pourqg=1

cste | 52 5,6 5,8 8
Capp | 1,7025 | 2,1175 | 0,5625 | 0,15
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FIGURE 4.6 — De gauche a droite, de haut en bas, formes successives des domaines optimaux
Q" aux itérations n =4,2,670,789 resp. pour cste=5,4; 5,6 ; 5,8 ; 7
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cste 5,3 5,6 5,8 8
Capp | 2,1125 | 2,1275 | 0,4475 | 0,15

Pour g = exp(x + y)

FIGURE 4.7 — De gauche a droite, de haut en bas, formes successives des domaines optimaux
Q" aux itérations n = 161,2,69, 788 resp. pour cste=5,4; 5,8 ; 5,87 ; 7

cste | 5,4 | 58 |587] 1
Capp | 1,72 | 2,1275 | 1,95 | 0,1525

4.2 Méthode numérique par une déformation géométrique
générale avec un probleme d’optimisation de forme

L'idée est de résoudre numériquement (4.1) en exécutant une itération du premier ordre
du gradient basée sur des outils d’optimisation de forme. L'approche utilise une méthode bien
connue en optimisation de forme voir [33], [73] et [93] qui ont déja établi des outils qui per-
mettent de résoudre un tel probléeme a frontiere libre. L'idée principale consiste a reformuler
le probleme (4.1) en un probléme d’optimisation de forme

min{J(Q2); Q2 € O,;|2] = Vp} (4.9

avec

1 1
J(Q):—/ |Vugl2dx+—/q(x)u?)dx
2Ja 2Ja
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ou uq est solution du probleme aux limites

—Auqg+qx)ug=0 dans Q,
ug = ko sur ro

ug =0 sur r (4.10)
‘i;‘—vg = h sur T.

Pour faire cette étude, il existe différentes approches pour écrire un probléme aux limites en
un probleme d’optimisation de forme. Et 'une d’entre elle consiste a choisir une des conditions
aux bords du probleme a frontiere libre pour obtenir un probleme bien posé. Alors 1'étude
numérique du probleme de minimisation exploite des informations du gradient quand nous
utilisons la méthode du premier ordre et exploite la matrice hessienne quand nous utilisons la
méthode du second ordre. Ceci requiert respectivement le calcul de la dérivée de forme </ et le
calcul de la dérivée seconde de J. Bien évidemment, il existe plusieurs méthodes de calcul de la
dérivée de forme de J grace a différentes techniques soit par la méthode du champ des vecteurs
voir [36], [59], [73] et [96] ou par la méthode du minimax et du lagrangien voir [40], [41], [97]
et [98]. Dans ce chapitre, nous utliserons la méthode du champ des vecteurs pour calculer la
dérivée de forme de /.

Rappelons tout d’abord que WH°(RN;RY) est I'espace des fonctions lipschitzienne ¢ de RN dans
RY telles que ¢ et V¢ sont uniformément bornés dans RY. Cet espace muni de la norme

1911y = Sup (|9G0]gy + | VL))
xeRN

est un espace de Banach. On désigne par |.|py une norme euclidienne et par |.|pyvxv la norme

matricielle sur RY. On définit alors un espace de difféomorphisme (ou bijections dérivables

d’inverses dérivables) sur RY par

Ty = {T tel que (T—I)e WH°RN:RN) (T"1-I)e Wl’“(RN;[R{N)}. (4.11)

On remarque que les difféomorphisme de J; sont des perturbations de l'identité I. On peut
alors obtenir Q par déformation de Qg c’est & dire Q = T'(Qy). Puisque les fonctions de WHo(RN; RN)
sont continues, les applications 7' de J; sont aussi des homéomorphismes (ou bijections conti-
nues d’inverses continus), ce qui entraine qu’elles préservent la topologie des domaines aux-
quels elles s’appliquent. De ce fait, toutes les formes ont la méme topologie que Q.

Comme on compare T a 'identité I, alors qu’il existe un 8 € WLO@®RY;RY) tel que I +0 est un
difféomorphisme représentant I'identité perturbée T's, on peut choisir

Ts=1+s.0,

pour s assez petit. Avec cette notation, 'ensemble Q = (I+60)(Qg) est définit par Q2 = {x + 0(x),x € Qo}.
On peut donc voir 6(x) comme un champ de vecteur qui transporte ou déplace le domaine de
référence y. On pourra alors définir une notion de différentiabilité en Q¢ en utilisant la déri-
vation par rapport a 6.

Pour ce faire nous allons nous appuyer sur la méthode de Hadamard, reprise par Murat et
Simon [72] et expliquée par Henrot-Pierre [59], Allaire [3] et Delfour-Zolésio [33]. Nous consi-
dérons une perturbation du domaine Q dans le sens suivant Qp = (I +0)(Q), ot 0 : RN — RN

est un champ de vecteur.

Définition 79. Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit une fonction f, définie sur un
voisinage de u € X a valeurs dans Y. On dit que f est différentiable au sens de Fréchet en u
s’il existe une application linéaire continue L de X dans Y telle que

f(u +w)= f(u)+L(LU) +o(w), avec lim M —

(4.12)
w—0 |lwllx

On appelle L = f'(u) la différentielle (ou dérivée ou gradient) de f en u.
113



4.2. METHODE NUMERIQUE PAR UNE DEFORMATION GEOMETRIQUE

Définition 80. La dérivée de forme de J(Q) est définie comme la dérivée au sens de Fréchet
dans WHO(RY;RY) en 0 de I'application 8 — J(Qp) c’est a dire

J(Qg)Q) =J( Q)+ dJ(Q)O)+ 0(0), (4.13)
avec 0(9) — 0 quand 0 — 0; ot dJ(Q) est une forme linéaire et continue sur WH°(RN; RY).

Proposition 23. Soit Q2 solution du probleme d’optimisation de forme (4.9) (avec le volume
fixé |Q2| = V). Nous supposons également que la partie I'y de la frontiere 0Q2 est fixée. Alors la
fonctionnelle de forme J(Q) est différentiable et il existe un multiplicateur de Lagrange Aq € R

tel que
ouqg

( ov
avec uq solution du systeme (4.10).

Y2 = —21q sur 0Q\TIy:=T (4.14)

Démonstration. Nous allons utiliser la dérivation par rapport au domaine dans la direction du
vecteur 0, on a la fonctionnelle

J(Q) = %/ (|Vug|2+q(x)u%)dxdt
Q

alors la fonctionnelle dépendant du domaine perturbé est donnée par
1
J(Qy) = _/ (IVu, 2+ g@ou?, ) da.
2 Q, s

En faisant un changement de variable x = T';(y) alors on a

J(Q):l/ (1|Vug|2+q(x)ug)y(s)dy.
2 Jg\2

En utilisant la formule de Hadamard

a ((1 1
dJ(Q):/Qg{(§|Vu9|2+Eq(x)ué)y(s)dy}dy

N 2) (121 z)i}.
dJ(Q)—/Q{as(zlvml +2q(x)uQ ¥(0) + 2IVuQI +2q(x)uQ asy(S) dy;

Onay(0)=1et

6 1 2 1 2 / ! Y a
35 |g/Vral + 5aug =VuqVug +q@uqug + ), ——

1 1 0,
~|Vuqgl®+ —q(x)u?)) —T.

2 2 0s °

1 1

aussion a

0
—vy(s)=divl
0s

alors on obtient

1 1
dJ(Q):/ {VuQVu'Q+q(x)uQu'Q+Vy §|Vugl2+§q(x)u?2
Q

1 1
0+ (§|VUQ|2 + éq(x)u?]) div@}dy.

Or en utilisant
div(f0)=Vf.0+ fdive. (4.15)
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dJ(Q):/ {VUQVUIQ+Q(X)LLQLL/Q+diU .6
Q

Lay.

1 2 1 2
(EIVuQI + éq(x)uQ

En utilisant la formule de Green, on a

0
/VuQVu'Q:/—AuQu'Q+/ %ulﬂda.
Q Q 0 ov

Puisque (2 est lipschitzien et en utilisant la formule de la divergence (1.1) on a

/div
Q

Aussi au bord uq =0 implique u?z =0 et de plus au bord u(, =

1 1
(§|vug|2+§q(x)u§2) 0

1 1
:/ (§|Vu9|2+§q(x)u?—2)0.vda.
0Q

—ag—VQHv. Alors on a

0 1
dJ(Q):/(—Aug+q(x)ug)u’9dydt+/ ﬂu'QH\/ala+/ ~|Vuql?0do.
Q o OV 00 2

Q
Or dans (4.10) —Auq + q(x)ug =0, alors

0 0 1
dJ(Q) = / ﬂ(—ﬂ)evdm / ~|Vugl?6vdo.
Q. aV aV 092

dJ(Q):—/(—) 6vda+/—|VuQ| Ovdo.
r OV FZ

Soient xg eI et x =x9—vp € Q avec B> 0. Soit uq = 0 et puisque uq est continue alors par le
principe du maximum on a
uq(xo —vp)—ualxo) -

=0
i
et par suite ag_vg >0,or aubord ' on a Vug = ag—vgv. On obtient

2 2
dJ(Q):—/(au—Q) 9vda+/1(6”—9) ovdo.
r 61/ r2 61/

2
dJ(Q) = _1/(6u9
r

Donc

2 W Ovdo.

Grace a la contrainte du volume conservé, nous pouvons conclure et nous avons alors :

B
MaeR:(ZE22 - 935 0nT.
ov
0

En général, 1a dérivée de forme prend une forme générale qui s’écrit de la maniere suivante

dJ(Q,0) = / $0.vdo = (6,0.V) 2(r (4.16)
r

ou la fonction ¢ dépend de I’état uq et de 'adjoint p, ¢ : I’ — R est le gradient de forme de J par
rapport au produit scalaire de L2(I'). Cette méthode est connue sous le nom du théoréme des
structures pour mieux comprendre cette notion, nous renvoyons au livre [59]. En particulier,
dJ(Q,0) ne dépend que des valeurs de la composante normale 6.v sur la frontiere libre T’;
cela refléte le fait intuitif que les déformations tangentielles de {2 ne modifient pas les valeurs
de J(£,0) au premier ordre. Pour plus de détails, la structure (4.16) permet de déduire des
directions de descente pour J(Q,0). En effet, si 6 coincide avec —¢v sur I, il résulte facilement
de (4.13) que, pour ¢ > 0 assez petit :

J(Q49,0) = J(Q,H)—t/(p2d3+o(t)<J(Q,9). (4.17)
r
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4.2.1 Lagrangien augmenté

Le lagrangien augmenté nous permet d’écrire un probléme d’optimisation avec contrainte
en un probleme d’optimisation sans contraintes. Cette méthode fait intervenir un critére de
pénalisation et un multiplicateur de Lagrange ce qui permet d’obtenir un meilleur condition-
nement et une convergence rapide et précise. Pour plus d’informations sur cette notion nous
renvoyons le lecteur a consulter [33] et [75]. C’est ainsi que nous allons considérer le probleme
suivant

inf £(Q,1",b") (4.18)
QeO0,
ou b
ZLQ,1,b)=JQ)-IH(Q)+ EH(Q)g. (4.19)

Dans la définition du lagrangien augmenté £, le parametre b est un facteur de pénalité (posi-

tif) pour la violation de la contrainte H(Q2) = 0. H(Q2) est définie par H(Q2) =V 0l(Q)-Vol.;p;. 01
Vol(Q) = fQ dx et Vol.ip;. est la valeur du volume cible. / est une estimation du multiplicateur

de Lagrange associé a cette contrainte dans (4.9).

Lalgorithme du lagrangien augmenté entrelace la recherche du minimiseur Q,, de Q — £(Q,1",b")
pour des valeurs fixées de I et b" et la mise a jour de ces coefficients selon la régle :

ln+1 O an(Qn)
et

bn+1 — ab” sib< bcible
b" sinon.

avec a > 1.

4.2.2 Régularisation du gradient de forme

Rappelons que notre objectif est d’étudier le probléeme d’optimisation de forme suivant

min J(Q). (4.20)
Qe0,

Comme dans la section précédente, le choix naturel pour une direction de descente est
0 =—¢v, (4.21)

¢ :T — R est le gradient de forme de J par rapport au produit scalaire de L%(T'). Il est identifié
a partir de la fonctionnelle de forme (4.16). Cependant, ce choix est généralement faux pour
deux raisons :

1. Dans un premier temps, (4.21) n’a de sens que sur le bord I' de Q, alors que la valeur
numérique du parametre nécessite a ce champ de vitesse 6 qui soit défini sur 'ensemble
Q.

2. Ensuite, le gradient de forme ¢ de J dans L2(T') peut étre dans les voisinages de I' en
raison du changement de conditions qui se produisent. Cela peut provoquer des artéfacts
numériques en ce qui concerne la taille du maillage du processus.

Il est donc souvent souhaitable de régulariser le champ de vitesse 0 sur I' avant de réaliser le
maillage.

L'idée de base consiste a identifier un gradient de forme pour J(£2) a partir de sa dérivée de
forme d<J(£2) voir (4.16) au moyen d’un produit interne (.,.)w différent de (.,.) 2, agissant sur
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un espace de Hilbert W de champs de vecteurs plus réguliers, définis en général sur Q. Plus
précisément, nous recherchons 6 € W telle pour toute fonction test ¢ € W, on ait :

O, 9w = dJ(Q)(y) = / dy.vdo. (4.22)
T

Ce qui assure que :
dJ(Q)(-0)=—(0,0)w <0,

ce qui combiné a (4.17), assure que 6 est une direction de descente pour J({2). Dans le cas de
cette these, pour plus de précision, nous allons considérer ’'espace

W= {w e HYQV,wir, =0, Vrw ELZ(F)N},

ou Vrf = Vf —(Vf.v)v est le gradient tangentielle d'une fonction réguliere f; W muni d’'un
produit scalaire

VG,weW,(H,w)W:/ V¢.dex+/vr0.vrwda. (4.23)
Q r

Le second terme de (4.23) correspond a l'opérateur de Laplace-Beltrami sur I'. Il sert a ren-
forcer la finesse de la direction de descente 6 sur I'. A partir de ces considérations, calculer le
gradient de forme de 6 raffiné revient a résoudre (4.22) avec une méthode des éléments finis
standard sur un maillage de Q.

Remarque 18. Une idée naturelle peut consister a choisir
W = {w e HXQ)N, wir, = 0}

muni du produit interne associé :

(9,w)W:/V9.Vu/dx+/9u/dx. (4.24)
Q Q

Dans ce contexte, résoudre (4.22) équivaut a résoudre le probleme elliptique de régularisation
suivant :

6 =0 sur T (4.25)

B — _¢pv sur T.

{—A0+0:O dans Q,
ov

4.2.3 Simulations et illustrations numériques

On consideére le probléeme aux limites suivant :

—Aug+qx)ug=0 dans Q,
ug =1 sur Ty (4.26)
ug =0 sur 0Q\TI.

117



4.2. METHODE NUMERIQUE PAR UNE DEFORMATION GEOMETRIQUE

Lo

[~ 2
NI r
I
[\V)
~
Q Io 5 T Q rl1
) g
3
= I T

FIGURE 4.8 — Domaines initiaux
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Algorithm 3 : Algorithme proposé par une déformation géométrique générale avec un pro-
bleme d’optimisation de forme

1. Initialisation

i. Choisir Q° € G,4 (La forme initiale est munie d’un maillage triangulaire ) et la
précision €g40p

ii. Donner les valeurs initiales pour les coefficients 1°, 5% > 0 de la valeur incrémentée
(algorithme lagrangien.)

2. Boucle principale : pour n =0,- -
(i) Calculer la solution " du systéeme de Laplace (4.26) sur le maillage " de Q;
(ii) Calculer dans L2(I'™) le gradient de forme ¢*: Q— L(Q,¢",b").

(iii) Dériver une direction de descente 8" pour Q — Z£(Q,1",b") par la résolution (4.14)
et (4.16) sur le maillage ™.

(iv) Calculer 'estimation suivante :

oug,
‘—/ hda—/ —da+/q(x)xugdx (4.27)
To aanry OV Q
ou v est la normale extérieure;
(v) Trouver une direction de descente 1" telle que
< ((Id +7"6")(Q"),1",0") < £ (Q",1",b") (4.98)
(moyennant une petite tolérance si nécessaire) ’
(vi) Déplacer les sommets de I " selon 7" et 6™ :
XMl =X"+1"0"MX") (4.29)

 Si le maillage résultant est invalide, retournez a I’étape (vi) et utilisez une valeur
plus petite pour 7",
« Sinon, les positions (4.29) définissent les sommets du nouveau maillage 7 "*1.

(vii) Sila qualité de I"*! est trop faible, utiliser un remaillage local " en d’autres
termes,

— Les bords "trop longs" sont divisés,
— les extrémités des bords "trop courts" sont fusionnées,

— la connectivité des triangles mal formés (par exemple, des triangles presque
plats) est permutée

— les sommets sont déplacés tant que la qualité globale du maillage est améliorée.
(viii) Mettez a jour les parametres du lagrangien augmenté en fonction de (4.28).

3. Critere de fin. Arréter si (4.27) est plus petit que €44,p; Revenir sur Q.

4.2.4 Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques simulations numériques. Les simulations
numériques présentées sont obtenues pour ¢ = 1 dans (4.2). La mesure & est définie par A =
y2 + cste ou cste € R. Le critere d’arrét estop = 6.1072. La valeur initiale du coefficient de
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pénalité b° dans le lagrangien augmenté est égale a 1072, La valeur initiale du coefficient du
multiplicateur de Lagrange I° dans la définition du Lagrangien augmenté est égale a 10.

- Pour un rectangle
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FIGURE 4.10 — De gauche a droite, de haut en bas, formes successives des domaines (2" aux
itérations n =21,30,72,309 pour cste =17.
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- Pour une forme quelconque

IsoValue IsoValue

W

FIGURE 4.12 — De gauche a droite, de haut en bas, formes successives des domaines Q" aux
itérations n = 24,42,66,168 pour cste = 1,2.
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- Pourun d

NOOOOELNANNNNNNNS

K7
VAT

0

ke
TR
KRS

L
£,

(AVAYA

o2

TAVAVAY

X

oy

"

N
ey
RN
RSO
REOOLK!

g
OARKL
XRS5

XK

X!

hay

ives des domaines Q" aux

droite, de haut en bas, formes success

0,39,72,84 pour cste =1,5.

FIGURE 4.14 — De gauche a

itérations n

122



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié un probleme d’analyse géométrique des formes sous
la contrainte d’un probleme aux limites parabolique non linéaire. Nous nous sommes proposé
d’identifier un domaine en passant par ’étude d’'un probléme inverse en utilisant les outils
d’optimisation de formes géométriques dans un premier temps de maniere théorique et en-
suite de maniere numérique. Ainsi nous avons pu apporter une premiere contribution dans
notre article : ” G. I Sadio, D. Seck, Shape reconstruction in a non-linear problem. In Nonlinear
analysis, geometry and applications. Proceedings of the first biennial international research
symposium, NLAGA-BIRS, Dakar, Senegal, June 24-28, 2019, pages 379-397. Cham : Bir-
khauser, 2020 ” et une seconde contribution dans ” G. I Sadio, A. Seck and D. Seck, Numerical
and theoretical analysis for optimal shape inverse problems. In Nonlinear analysis, geome-
try and applications. Proceedings of the second biennial international research symposium,
NLAGA-BIRS, Cap-Skirring, Senegal, January 25-30, 2022, to appear. Cham : Birkhé&user,
20227
Dans cette theése, nous avons commencé par rappeler les outils nécessaires que nous avons uti-
lisés dans les trois derniers chapitres.

Dans le chapitre 2, nous nous sommes attelé sur des questions d’existence de solutions. Nous
avons commencé par étudier un probleme parabolique linéaire par la méthode spectrale en
utilisant la formulation variationnelle et le probleme abstrait; ainsi nous avons pu montrer
I'existence et I'unicité de la solution. Ensuite, nous avons étudié I'existence de solution d’'un
probléme aux limites paraboliques non linéaire par la méthode des points fixes de Schauder
et de Schaefer. Enfin dans ce chapitre nous avons tourné notre attention a ’étude de solution
du point de vue de 'optimisation de formes géométriques. Ainsi nous avons montré I'existence
de solution sous la propriété de cone uniforme et 'existence de solution sous la contrainte de
la y-convergence avec des arguments de monotonie de la fonctionnelle puis de la compacité de
I'ensemble admissible.

Le chapitre 3 s’est porté sur l'identification de domaine. Pour ce faire nous avons cherché a éta-
blir des conditions d’optimalité du premier ordre par I'approche de perturbation de domaine
par des champs de vecteurs, puis de la théorie du minimax et du lagrangien et nous avons
présenté la dérivation par rapport au domaine en calculant la dérivée de forme et la dérivée
topologique. Ce chapitre s’est achevé par une reconstruction de domaine en utilisant un pro-
bleme inverse et les principes de comparaison.

Le chapitre 4 a fait ’objet d’analyse et de simulation numérique. Dans ce chapitre nous avons
dans un premier temps suivi ’'approche de [73], ce qui nous a conduit a trois approches nu-
mériques afin de pouvoir faire des simulations numériques. La premiére consiste a faire une
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translation du bord inaccessible et la seconde utilise la déformation du bord inaccessible. La
troisiéme suit une approche d’optimisation de formes géométriques en passant par la méthode
du lagrangien augmenté pour faire des simulations numériques. Tout d’abord dans cette der-
niére partie, nous avons commencé par déterminer les conditions d’optimalité qui nous ont
permis d’utiliser la méthode du lagrangien augmenté et de proposer un algorithme qui s’est
conclu par des simulations numériques.

Perspectives

A la lumiére de nos contributions, quelques perspectives apparaissent, conduisant a de
futures recherches :

— En effet, nous pouvons chercher a établir I'existence de solution du probleme de minimi-
sation d’optimisation de formes géométriques étudié dans cette these sous la contrainte
de la y-convergence en passant par la relaxation. Puisque le probleme d’optimisation de
formes géométriques n’admet pas de solution dans le cadre des domaines de RY sans des
hypotheses restrictives supplémentaires qui sont en faite des contraintes. Il sera utile de
chercher une solution dans une classe plus large d’objets sur laquelle on cherche a mini-
miser une fonctionnelle : c’est 'idée de la relaxation. En mathématiques, une technique
de relaxation est une méthode d’optimisation qui consiste a remplacer une contrainte
stricte en contrainte moins stricte, voire a la supprimer. Les techniques de relaxation sont
expliquées et utilisées en optimisation pour montrer I'existence de solution. Pour plus de
détails sur cette théorie, nous renvoyons le lecteur intéressé par exemple a [59], [24].

— Dans les problemes d’optimisation de formes, une question supplémentaire se révele in-
dispensable a la compréhension mathématique du probleme, a savoir s’il existe un do-
maine qui est solution du probleme considéré, quelle est la régularité des formes opti-
males obtenues? Cette question est en générale difficile. La difficulté réside sur le fait
qu’on ne peut pas affirmer automatiquement si le domaine est un ensemble ouvert ou
pas par rapport a une topologie donnée.

— Puisque nous avons fait une reconstruction de domaine d’'une partie du bord en cher-
chant les conditions d’optimalité par la méthode des champs de vecteur et en utilisant
le probleme inverse alors nous pouvons penser a faire une identification de domaine en
cherchant les conditions d’optimalité par la méthode du minimax et du lagrangien tout
en utilisant le méme probléeme inverse considéré dans cette these.

— Comme la thése a porté sur des problemes d’analyse géométrique des formes optimales
sous la contrainte d’'un probléme aux limites paraboliques non linéaires, il serait intéres-
sant de regarder le cas ou on ajoute aux équations considérées un terme stochastique par
exemple un bruit blanc.

— Une autre idée assez intéressante serait de supposer que I'on ne peut pas déterminer le
domaine de facon déterministe et on essaye de déterminer le domaine de maniere proba-
biliste. Par exemple, on étudie le cas dans lequel certaines des contraintes dépendent des
variables aléatoires.

— 11 serait aussi important d’étudier certains aspects de cette these avec des problemes
hyperboliques linéaires et non linéaires, Navier-Stokes, ...

— Du point de vue numérique, un des challenges serait d’étudier le méme probléme d’abord
avec 'approche du lagrangien puis du minimax et enfin d’étudier le méme probléme avec
des outils d’optimisation de forme topologique.
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