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Introduction

Par référence a ses nombreuses applications dans d’autres domaines des
mathématiques, la géométrie algébrique est considérée aujourd’hui comme
I'une des discilplines les plus utiles et les plus belles des mathématiques.

La géométrie algébrique s’interesse a I’étude des ensembles algébriques, c’est-
a-dire ceux définis par 'annulation d’une famille de polynémes. Son origine
remonte a Descartes et de nombreux autres mathématiciens : Abel, Rie-
mann, Poincaré, Noether, I’école italienne avec Severi. Plus recemment Weil,
Zariski et Chevally s’y sont illustrés. Dans les années 1950 —1960 la géométrie
algébrique a connu un développement considérable et a subi un bouleverse-
ment gigantesque sous I'impulsion de J.P. Serre et surtout de A.Grothendieck.
L’objectif de ce mémoire est d’étudier un probleme de géométrie algébrique
d’apparence simple, mais dont la résolution fait appel a des notions non evi-
dentes.

L’exemple choisi est la factorisation des entiers a 1’aide des courbes ellip-
tiques.

Une courbe elliptique est une cubique, irréductible, non singuliere donnée
par une équation de Weierstrass définie dans le plan projectif. Dans ce do-
cument, on parlera plus spécifiquement de courbe elliptique, définie sur un
corps commutatif quelconque. Puis définir une courbe elliptique sur un corps
particulier de caractéristique différente de 2 et de 3. La méthodologie uti-
lisée pour cette étude est basée sur une approche comprenant trois chapitres
structurés de la maniére suivante :

Le chapitre 1 : intitulé “Préliminaires” regroupe les notions de bases utiles
dans les chapitres suivants. Les résultats sont souvent sans démonstration,
mais illustrés par des exemples et par des remarques pour faciliter la compréhension
aux lecteurs moins familiarisés avec ces théories.

Le chapitre 2 : intitulé “Méthode de LENSTRA” qui est une des parties
fondementales du sujet présente une approche permettant de reconnaitre



certaines courbes adaptées a la factorisation des entiers. La reconnaissance
de certaines courbes elliptiques ont un regain d’intérét avec 'arrivée de la
cryptographie moderne comme le “RSA”.

Le chapitre 3 : intitulé “Autres méthodes” dans cette partie, on s’interesse
aux méthodes de factorisation qui ne font pas recours aux courbes elliptiques
comme par exemple : la méthode p-1 de POLLARD, la méthode de FER-
MAT ...

Nous avons présenté a la fin quelques exemples d’applications pouvant intéresser
des chercheurs dans le domaine a travers plusieurs branches des mathématiques.



Chapitre 1

Préliminaires

On désignera par K un corps commutatif (sauf mention expresse du contraire).
Les définitions, les propositions et les théoremes cités dans ce chapitre font
référence aux travaux dans [1] et [2].

1.1 Division euclidienne

Définition 1.1.1. La division euclidienne d’un nombre entier a par un
nombre entier non nul b, consiste a déterminer un couple d’entiers (q,r)
tel que a = bg+ 1 ou 0 < r < |b|l. Les entiers a,b,q et r sont appelés
respectivement dividende, diviseur, quotient et reste.

Définition 1.1.2. Lorsque le reste de la division de a par b est nul, on dit
que a est un multiple de b ou que b est un diviseur de a, ou encore que a est
divisible par b.

Dans ce cas on note b | a.

Exemple 1.1.3.
3|21 car 21 =3 x 7.

1.1.1 Plus grand commun diviseur de deux entiers

Définition 1.1.4. Soient a et b deux entiers non tous nuls. Le plus grand
entier qui divise a la fois a et b s’appelle le plus grand commun diviseur de
a et b et se note pged(a, b).



Lemme 1.1.5. (’'EUCLIDE)
Soient a,b,q et r des entiers avec 0 < 1 < |b].
Sia = bq + r alors pged(a, b) = pged(b, r).

Ce lemme nous permet de définir 'algorithme d’EUCLIDE suivant.

1.1.2 Algorithme dA’EUCLIDE

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que b < a.

e Si b divise a, alors il existe un entier ¢ tel que a = bq et pged(a,b) = b.

e Si b ne divise pas a, alors il existe un couple d’entiers (¢, ) tel que a = bg+r
avec 0 < r < b et pged(a,b) = pged(b, 1).

On pose rg = a et r; = b et tant que r; est non nul, on effectue les divisions
euclidiennes successives suivantes :

ro = riq1+ 7o avec 0 < ry <1

rn = "o+ 13 avec 0 < r3 < ry
Th—2 = Th—1qk—1 + 1 avec 0 <1y <71
Tk—1 = TkQr+ 7K1 avec 0 < 1 < Tk

D’apres le lemme d’EUCLIDE, pour tout £ > 0, on a :

pged(a, b) = pged(ti, rii1)

avec 111 = 0.

La suite des restes (19,73, ..., ) étant une suite strictement décroissante d’en-
tiers positifs, on obtient nécessairement un reste nul au bout d’un nombre
fini k£ de divisions.

Soit r,, le dernier reste non nul.

On a 7,41 = 0 ce qui signifie que pged(a, b) = pged(ry, 0) = 1y,

Exemple 1.1.6.

182 =143 x 14 39
143 = 39 x 3 + 26
39=26x1+13
26 =13 x2+40.



D’apres le lemme d’EUCLIDE le dernier reste non nul est 13, donc le

pged (182, 143) = 13.

1.1.3 Nombre premier

Définition 1.1.7. Soit p un nombre entier supérieur ou égal 2. On dit que
p est premuer si, ses seuls diviseurs sont 1 et lui méme.

Exemple 1.1.8.
2,67,97 sont des nombres premiers.

Définition 1.1.9. Deux entiers n et m sont dits premiers entre eux si leur
diviseur commun est 1, autrement dit leur pged(n,m) = 1.

Théoréme 1.1.10. (Théoreme de BEZOUT)
Un entier d supérieur ou égal 1 est pged(a,b) si et seulement si, il existe
deux entiers u et v tels que au + bv = d.

Les entiers u et v sont appelés coefficients de BEZOUT ; ils ne sont pas
uniques et s’obtiennent en remontant 1’algorithme d’EUCLIDE.

Corollaire 1.1.11. (Identité de BEZOUT)
Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe deux
entiers u et v tels que au + bv = 1.

1.1.4 Congruence

Définition 1.1.12. Soit n un entier naturel non nul.
Deux entiers a et b sont dits congrus modulo n sin divise a—b, c’est- a- dire

a=b+kn, k€Z
et on note :
a=bn] oua=0>b (mod n).
Dans la suite, nous utiliserons la relation a = b [n].

Exemple 1.1.13.
11 =5[3] car 11 — 5 = 6 est un multiple de 3.



Définition 1.1.14. Deuz entiers a et b sont dits associés ou inverses modulo
n si, leur produit ab est congru a 1 modulo n.

Propriétés 1.1.15.
Soit n entier naturel non nul.
Soient a,b,a’ et b’ des entiers tels que a = b [n] et a' =V [n]. Alors on a :

o a+d=({b+V)]n]
e a—d=(0-V)]n|
o axd=(bx V)[n]

o d!=V[n], peN

Proposition 1.1.16.

Soient a et b des entiers.

e Sir est le reste de la division euclidienne de a par n, alors a = rn].

e a = bln|] si et seulement si, ils ont le méme reste dans la division eucli-
dienne par n.

1.1.5 Décomposition d’un nombre en facteurs premiers

Définition 1.1.17. On appelle décomposition d’un nombre x en facteurs

premiers la formule
n
-1l
i=1

telle que p; parcourt l’ensemble des nombres premiers et oy des entiers stric-
tement positifs.

Remarque 1.1.18. La décomposition d’un nombre en facteurs premiers est
unique (a permutations pres).

Exemple 1.1.19. 100 =2 x 2 x 5 x 5 =22 x 52 = 52 x 2%

Définition 1.1.20. Un diviseur non trivial d’un entier naturel n est un
entier naturel diviseur de n mais distinct de n et de 1 (qui sont ses diviseurs
triviauz).

Exemple 1.1.21. Les diwviseurs non triviauz de 45 sont 3,5,9 et 15.
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1.2 Variétés affines

1.2.1 Ensembles algébriques affines

Définition 1.2.1. On appelle espace affine de dimension n, et on note
A™(K) ou encore A™ (s’il n’y a pas risque de confusion sur K), ’ensemble
K", produit cartésien itéré n fois du corps K.

Les éléments de I'espace affine sont appelés points.
Les espaces A! et A? sont appelés respectivement droite et plan affine.
Un point de a € A" est dit zéro de P € K[ X, ... X,], si P(a) = 0.

Définition 1.2.2. Soit S une partie quelconque de K[ X1, ... X,].
On note V(S) la partie de A™ définie par :

V(S)={ac A" |VP €S, P(a)=0}.

L’ensemble V(S) est l’ensemble algébrique affine défini par S.
On remarque que V(S) est l'ensemble des zéros communs a tous les polynomes

de S.

Si de plus S est une partie finie de K[X3,...X,], S = {P,...P,}, on note
V(Py,...P,) aulieude V({Py,...P.}); en particulier si S = {P} alors V(95)
est not V(P).

Si S = (P))ier alors V(S) = ;e; V(F)-

Définition 1.2.3. Soient K un corps algébriqguement clos et F' € K[ X7, ..., X,].
L’ensemble V(F) = {a € A", F(a) = 0} qui n’est rien d’autre que ’ensemble
des zéros communs de F, est appelé hypersurface définie par F'. Le degré de
V(F) est le degré de F.

Une courbe algébrique affine plane est une hypersurface du plan affine.

On appelle conique, cubique, quartique, quintique, sextique,. . .,respectivement
une courbe de degré 2,3,4,5,6,. ..

Remarque 1.2.4.
Tout ensemble algébrique affine peut étre défini par l'annulation d’un nombre
fini de polynomes.

Proposition 1.2.5.
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1. Le vide et l’espace tout entier sont des ensembles algébriques affines.
2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques affines en est un.
3. Une réunion finie d’ensembles algébriques affines en est un.

Cette proposition nous montre I'existence d'une topologie sur A"(K) dont les

fermés sont des ensembles algébriques affines. Elle est appelée topologie de
Zariski.

Définition 1.2.6. Soit A une partie de A".
On appelle idéal de A dans A", I’ensemble noté Z(A) défini par :

T(A) = {P € K[X,,...,X,] | Va € A, P(a)=0}.

On wvoit clairement que Z(A) est l’ensemble des polynomes nuls sur A.

1.2.2 Irréductibilité

Définition 1.2.7. On dit qu’un espace topologique E est irréductible s’il est
non vide et s’il n’est pas la réunion de deux fermés distincts de F.

En d’autres termes E est irréductible s’il est non vide et si deux ouverts non
vides de E se rencontrent, ou encore si tout ouvert non vide de E est dense.

Définition 1.2.8. Un ensemble algébrique affine est dit irréductible, s’il
I’est pour la topologie de Zariski.
On appelle variété algébrique affine tout ensemble algébrique affine irréductible.

Théoreme 1.2.9.
Tout ensemble algébrique affine se décompose de fagon unique (a permuta-
tion prés) en une réunion finie d’ensembles algébriques affines irréductibles

Ay, ..., A, non contenus ['un dans ['autre.
Les éléments Aq, ..., A, sont appelés composantes irréductibles de A.
Preuve

Raisonnons par ’absurde :

Supposons que A ne peut pas se décomposer en une réunion finie d’irréductibles
non contenus I'un dans 'autre.

Considérons la famille (A;)1<;<, d’ensembles algébriques non vides ne pou-
vant pas se décomposer en une réunion finie d’irréductibles non contenus I'un
dans l'autre.
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Comme K[X7, ..., X,] est noethérien, la famille (Z(A4;))1<i<r admet un élément
maximal c’est-a- dire, 35 =1,...,r, Vi=1,...,r;
d’ou,

I(A;) CZ(4A;).

Ainsi,

dj=1,....n,Vi=1,...,r A; C A,

Donc la famille (A;);=
réductible.

Ecrivons V = V] UV, avec Vi et V5 des fermés distincts de V.

Il en résulte alors que V' se décompose en une réunion d’irréductibles ce qui
est absurde.

A se décompose en une union finie d’irréductibles non contenus 'un dans
I'autre.

Unicité de la décomposition :

Supposons que :

» admet un élément minimal V' = A; qui est forcément

.....

A=A UAU---UA,, A, irréductibles.
A= DBy UByU---UB,, Bj irréductibles.

On peut écrire pourt=1,...,r, j=1,...,s

= (BiUByU---UBs;)NA;
= (BiNA)U(BsNA)U---U(BsNA)

d’ou,

El]:l,,SAl:BjﬂAl
par suite
De la méme maniere on a :

= BiN(AAUAU---UA,)

donc,
3 lzl,...,r B]:B]mAl

13



d’ou;

Bj C Al(**)
Les relations (k) et (%) donnent A; C B; C A;.
D'ou A; = A; et par suite A; = B;. O

1.3 Variétés Projectives

Soit K le corps de base considéré pour définir A" = K".

Considérons la relation qu’on notera R définie sur K"*'\{0} par : pour tous
vecteurs non nuls z,y de K", on a : 2Ry s’il existe A € K* : y = A\x.

On remarque que R est une relation de colinéarité qui est une relation
d’équivalence. Ainsi, deux vecteurs x et y sont équivalents si et seulement
si, ils sont colinéaires.

1.3.1 Ensembles projectifs

Définition 1.3.1. On appelle espace projectif de dimension n sur K et [’on
note P (ou P(K"1)), ou encore P*(K), I’ensemble des classes d’équivalence
par R :

P = (K™*\{0})/R.

En d’autres termes P" est I'ensemble des droites vectorielles de K", Si
un point P € P" a pour vecteur directeur (représentant) (zo,...,z,) €
K"*1\{0}, on écrit P = (xg : ... : x,); on dit que (zg : ... : z,) est un
systeme de coordonnées homogenes de P et ne sont définis qu’a multiplica-
tion par un scalaire non nul pres.

P!, P? sont appelés respectivement droite projective et plan projectif sur K.
On dit que P est un zéro de F' € K[X,,...,X,] si F(P) = 0; pour tout

choix de coordonnées homogenes (zo : ... : x,) de P, F(P) = 0 est noté
F(zo,...,x,) =0.
On montre que P = (x¢ : ... : x,) est un zéro de F si et seulement si

F(Azg, ..., Az,) =0 pour A € K.

Si E est un K espace vectoriel de dimension finie n, on définit de la méme
maniere 'espace projectif associé a E noté PE ou P(E) de dimension n — 1.
En particulier ) = P({0}) est un espace projectif de dimension —1.

Si F est un sous-espace vectoriel non nul de E, Uinclusion F\{0} C E\{0}
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induit une inclusion PF C PE.

Les sous-espaces de PE ainsi obtenus sont appelés sous-espaces linéaires de
PE, on a

P(F) NP(F) =P(F N F).

Pour chaque 7 = 0, ...,n, on définit un sous-ensemble U; C P" de la maniere
suivante
U={P=(xg:...:x,) € P"x; # 0}
Chacun des Uj; est isomorphe a A" par
x x
U~A": (zg:...:2,) —> (—0,...,—">.
T T

Les U; recouvrent P".

Le complémentaire de U; est l'espace linéaire PH; ou H,; est I’hyperplan
d’équation z; = 0 dans K"*!,

On peut voir P*, comme 'espace A" auquel on adjoint “les points a 'infini”.
Ainsi la droite projective P! est la droite affine K auquel on adjoint un seul
“point a l'infini”.

Mieux le complémentaire dans P" de n’importe quel hyperplan projectif
s’identifie naturellement a A™.

Définition 1.3.2. Un élément F de K[Xo,..., X,] est dit homogéne de
degré d si pour tout X € K*, on a F(Axg, ..., A\v,) = MNF(xq,..., z,).

Une conséquence immédiate est que, si F' est homogene, on a pour tout
A#£0,F(zg,...,x,) =0 si et seulement si F(Axg,...,\x,) = 0.

Définition 1.3.3. Soit S C K[Xy,...,X,] constitué de polynémes ho-
mogenes.

L’ensemble V(S) ={P = (g : ... :x,) € P" |V F € S, F(P) =0} est
appelé ensemble algébrique projectif défini par S.

On notera souvent dans le cas d'un ensemble fini V(F,..., F,) au lieu de

V({F, ..., F}).

Définition 1.3.4. On appelle hypersurface définie par un polynéme ho-
mogéne l'ensemble des zéros de F' (pour F' non constant et K algébriquement
clos). On note V(F) = {P € P" | F(P) =0}, le degré de V(F) est celui de
F.
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On appelle conique, cubique, quartique, quintique, sextique, ..., respec-
tivement une courbe de degré 2,3,4,5,6,. ..

Remarque 1.3.5.

Les résultats obtenus dans A" se transforment (presque tous) dans le cadre
projectif. On peut en citer quelques uns :

e tout V(S) peut étre défini par l’annulation d’un nombre fini de polynomes.
e ["intersection quelconque et ['union finie d’ensembles algébriques projectifs
en est un.

e les ensembles ), P™ sont algébriques projectifs.

Donc, comme en affine, en projectif on peut définir une topologie de Zariski
dont les fermés sont des ensembles algébriques.

Définition 1.3.6. Soit A C P". On appelle idéal de A sur P™, I’ensemble :
IZ(A) = {F € K[Xo,...,X,], homogéne |V P € A, F(P) = 0}; c’est
l’ensemble des polynomes nuls sur A.

Remarque 1.3.7.
La notion d’irréductibilité et ses propriétés en affine se comportent telles
qu’elles sont dans le cadre projectif.

Définition 1.3.8. On appelle variété projective, tout ensemble algébrique
projectif irréductible.
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Chapitre 2

Méthode de LENSTRA

Les définitions, les propositions et les théoremes cités dans ce chapitre font
référence aux travaux dans [3], [4] et [5].

Dans cette partie, notre objectif est d’étudier un algorithme (créé par HW.LENSTRA)
de factorisation des entiers qui est basé sur les courbes elliptiques.

On va donc commencer d’abord par définir la notion de courbe elliptique sur

un corps et sur un type d’anneau particulier, a savoir Z/NZ.

Ensuite on va décrire I'algorithme en lui méme qui repose sur les propriétés

des points d'une courbe elliptique.

Et enfin donner quelques exemples de factorisation.

Dans tout le chapitre, on notera N 'entier a factoriser et p un facteur premier

de N.

2.1 Les courbes elliptiques

2.1.1 Définition d’une courbe elliptique et premiers
résultats

Définition 2.1.1. Soit K un corps.

Une courbe elliptique est une cubique irréductible, non singuliére, définie
comme [’ensemble des solutions dans le plan P?(K) de ’équation de Weiers-
trass homogene suivante :

E:Y?Z4+aXYZ+a3Y7? = X? + axX*Z + ay X7 +agZ* (1)

17



avec a; € K.

Une courbe elliptique doit étre non singuliere, c’est-a-dire que si on écrit
I'équation (1) sous la forme d’une équation F'(X,Y, Z) = 0, alors les dérivées
partielles de F' ne doivent pas s’annuler simultanément en un point de la
courbe.

Remarquons qu’une telle courbe admet un unique point de coordonnées 7
nulle, le point a Uinfini (0 : 1:0). Il sera noté dans la suite O.

Par la suite nous utiliserons la plupart du temps la représentation affine de
I’équation de Weierstrass sur K une équation du type :

E:y? + aizy + asy = 2° + apx® + aur + ag (2)

avec a; € K.

Pour Z # 0, un point (X,Y, Z) solution de I’équation (1) correspond a un
point (z,y) = <§, % solution de I’équation (2).

L’ensemble des solutions de ’équation (1) correspond a l'union des solutions
de I’équation (2) et du point O.

2.1.2 Courbe elliptique sur un corps de caractéristique
p>3

Proposition 2.1.2. Soit K un corps de caractéristique p > 3. Une courbe E
donnée par 'équation (2) peut prendre alors la forme simplifiée suivante :

E:y* =2 +az+b(3)
dite équation réduite de Weierstrass ou a,b € K;

avec !

4a®
A A = —16(4a® + 2782 et H(E) = 1728 .
# 0 tel que 6(4a” + 27b%) et y(E) 784a3+27b2

Preuve
Puisque K n’est pas de caractéristique 2, on peut effectuer un changement
de variables suivant :

_ @, B
(z,y) = (:v,y+ 5Lt 2),
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on a :
y2 + a1y + asy = 3 + a2x2 + aqx + ag

y* + 2y<%x + %) = 1% + ag2® + aux + ag.

ay as 2
(57+3)

de l'expression a gauche et celle a droite. On obtient

(y—i- <Eaz—|— %)y =23 + (—4a2 +a%)az2+ <—2a4—|—a1a3)x+ (—4a6+a§).

En ajoutant le terme

2 2 4 2 4
On pose :
b2 = CL% + 4@2, b4 = 2@4 + alag,b(j = CL?)) + 4@6.
Il vient,
by by be
E:-q? =34 2,274 76
Y T+ 4:1: + 2x—|— 1

Puisque la caractéristique du corps n’est ni 2, ni 3 on peut effectuer le chan-
gement de variables suivant :

= (o= 23)

On a

b b b
E: ¢y = x3+zzx2+54x+f

- (o) + i) 5l ) g

. ZL’3 _ <bg — 24b4>£€ _ —bg + 36b2b4 — 216b6
N 48 864 '

L’équation que nous venons d’obtenir devient alors :

48 864
Il suffit de poser a = — 3% et b = —g& pour obtenir I'équation souhaitée.

On peut effectuer les mémes changements de variables pour obtenir les nou-
velles équations de A et j(E). O
Sur un corps fini, le nombre de points de la courbe est fini. Le théoreme de
HASSE nous permet d’en connaitre approximativement ce nombre.
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Théoreme 2.1.3. (Théoréme de HASSE)
Soit Fy, = Z/qZ un corps fini et soit E une courbe elliptique définie sur F,,.
Le nombre de points de la courbe est :

ﬂE(Fq) =q+1-—t,

ou t est tel que :

It < 2/a.

2.2 Structure de groupe sur une courbe el-
liptique

2.2.1 Résultat géométrique fondamental

Proposition 2.2.1. L’ensemble des points de l'intersection d’une courbe C
et d’une droite L est fini si et seulement si ces deux courbes n’ont pas de
composante irréductible en commun.

Preuve
CN =) Supposons que C' et L ont une composante irréductible en commun.
Soient C' ’ensemble des solutions de

F(X,Y,Z)=0
et L 'ensemble des solutions
F(X,Y,Z)=0.

Comme L est une droite, F5 est un polynéme homogene de degré 1 donc
irréductible. Dire que C' et L ont une composante commune (irréductible)
revient a dire que F} s’écrit sous la forme :

F(X,Y,Z) = RR(X,Y, 2)G(X,Y, Z)

ou G(X,Y,Z) non constant. L’ensemble des points L (i.e. les solutions de
Fy(X,Y,Z) = 0) est inclus dans C, donc il y’a une infinité de points a
I'intersection de C' et de L. Ce qui est absurde, ainsi C' et L n’ont pas de
composante irréductible en commun.

CS <) Supposons que C' et L n’ont pas de composante commune. Montrons
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que I'ensemble des points a l'intersection de C' et de L est fini.
La droite L est définie par un polynéome homogene de degré 1 :

L:Fy(X,Y,Z)=aX + bY + cZ.

Soit P = (Xp,Yp, Zp) un point d’intersection de C et L.
Si Zp # 0; les coordonnées affines du point P vérifient alors,

fa(xzp,yp) = axp +byp +c = 0.
On peut supposer que b # 0. Dans ce cas :

arp +c
yp = Ty
va vérifier
fi <acp, —MPTH> = 0.

C’est un polynome en xp non nul du fait que C' et L n’ont pas de composante
commune. Il admet donc un nombre fini de racines.

Si Zp = 0; les coordonnées homogenes de P vérifiant alors le systme d’équation
suivant :

CLXP + pr =0
FI(XP7YP70) =0.

En supposant par symétrie que b # 0, nous voyons que les coordonnées
homogenes de P doivent vérifier Fy(Xp, =3 Xp,0).

Cette équation est un polynoéme en Xp non nul puisque C' et L n’ont pas de
composante commune, il admet donc un nombre fini de racines.

Ainsi; si C' et L n'ont pas de composante commune, elles se coupent en un
nombre fini de points. O]
Et on a le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2.
Soient C' une cubique irréductible et L une droite. C' et L se coupent en un
nombre fini de points.

Proposition 2.2.3.

Soient une cubique non singuliere C' et une droite L définies sur un corps K.
Si la cubique C' a au moins deux points d’intersection (comptés avec leur mul-
tiplicité) avec la droite L, alors le nombre de points d’intersection (comptés
avec leur multiplicité) entre C' et L est ezactement 3.
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Preuve
En effet comme C' est irréductible, nous savons grace a la proposition 2.2.1
que le nombre de points d’intersection de C et de L est fini. Soit la droite

L:aX+bY +cZ =0

ou par symétrie, nous supposons ¢ # 0. Les points P(X,Y, Z) sont racines
du polynome i.e. F(P)=F(X,Y,Z)=0

F(X,Y, _aX + bY)
c
ou F est le polynome de degré 3 qui définit C'.
Posons X by
a(X,Y) = F(X,v, -2
c

et soient P, = (a1, b1,c1) et Py = (ag, by, ¢o) deux points de l'intersection de
C et L (avec éventuellement Py = P,). Comme ¢(P;) = q(FP2) = 0, on peut
écrire :

g(X,Y) =0(X, V)X — a1Y)(beX — asY)

ol ¥ est un polynome de degré 1.
Il n’a donc qu’une racine que nous noterons (ag, bs).

Le point
aas + bb
Py = <a3,b37 —M>
c
est alors le troisieme point a l'intersection de C' et L. D’ou le résultat. O

Cette proposition permet de définir la loi de composition de la sécante tan-
gente ci-dessous :

i) Si P,Q € C(K) et P # @, nous pouvons définir L = (PQ) la droite
sécante passant par P et (). Grace la proposition précédente nous
savons que cette droite coupe la courbe C' en un troisieme point unique
qui appartient donc a C'N L. Nous noterons ce troisieme point P * ().

ii) Si P € C(K), nous pouvons définir L = (PP), la droite tangente C
au point P.

Grace a la proposition précédente nous savons qu’il existe un troisieme
point unique (en comptant les multiplicités) qui appartient & C' N L.
Nous noterons ce troisieme point P * P.
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Nous pouvons constater que sur la figure 1, une droite verticale coupant
la courbe C ne semble pas couper en un troisieme point. Ceci est lié
a la difficulté de représenter P? sur un plan. Ce troisiéme point existe
bien siir, et appartient a P!. Pour une courbe elliptique il correspond
au point O.

Proposition 2.2.4.
Soient K un corps et C' une cubique irréductible non singuliere. Pour tous
points Py, Py, Q1 et Qo de C(K), nous avons :

(Prx Po) * (Qr % Q2) = (Pr* Q1) * (P2 x Qa).

Pour la démonstration de ce résultat voir [7].

2.2.2 Loi du groupe sur une courbe elliptique

Théoreme 2.2.5.

Soit un corps K.

Soit E une courbe elliptique définie sur K. Soient P et () deux points de cette
courbe.

Alors Uopération P+ Q = O x (P x Q) définit une structure de groupe com-
mutatif ayant O comme élément neutre.
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Preuve

1) Laloi + est bien interne puisque P + @ est I'intersection d’une droite
et d’'une cubique i.e. un point de la courbe.

2) La loi + est associative (voir FIGURE 2). En effet, si P,Q et R sont
trois points de la courbe on a :

Px(Q@+R) = Px(0x(Q@xR))
(P Q)= (Ox((Q*R)) carP=((PxQ)*Q)

= ((PxQ)x0)x(Qx(Qx*R)) voir 2.2.4
= (Ox(PxQ)+*R) voir FIGURE 2
= (P+Q)xR

d’ou 'associativité.

En appliquant O sur les deux membres de I’égalité. Nous trouvons

P+(Q+R)=(P+Q)+R.

3) L’élément O est le neutre pour la loi 4+ (voir FIGURE 3).
En effet :

) %
) *

P+0O=0x%x(Px0O)=P
et
O+P=0x(0O*P)=P.
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4) Tout point P posseéde un inverse pour la loi + . Vérifions que le point
—P=(0x*x0)xP
est bien 'inverse de P :

P+ (-P)=0%(Px((Ox0)xP))=0%(0x0)=0+0=0

De la méme maniere on montre (—P) + P = O.

5) En fin la loi + est commutative. Si P et @ sont deux points de la
droite P+ Q=0 (Q+P)=Q + P.
O
Les propriétés de la loi de groupe sur une courbe elliptique sont représentées
sur la FIGURE 4.
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2.3 Formules explicites

Nous allons considérer des courbes elliptiques définies sur des corps K
de caractéristique (p > 3). L’équation de Weierstrass définissant une courbe
elliptique (E) sur K, prend la forme suivante :

E:y?>=2%+ax+0.

Dans ce paragraphe, P = (zp,yp) et Q = (vg,yq) seront deux points de
notre courbe différents de O.

Remarque 2.3.1. Un point P d’une courbe elliptique est dit d’ordre m si
mP =P+P+---+P =0 et mM'P # O pour tout entier m’ vérifiant
1<m <m.

Sl existe un tel m alors le point P est d’ordre fini. Sinon P est d’ordre

Remarque 2.3.2. L’inverse du point P est son symétrique par rapport a

l’aze des abscisses :
{ rop A (2.3.1)

Yy-p = —Yp
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2.3.1 Calcul de ’addition de P et @)

Considérons que P # (@), sinon additionner P et () revient a doubler le point
P.

Sizp # g :
La droite L passant par P et () a pour équation :
L:y:)\x—i-vavec)\:—yQ_yP et v =yp — Arp.
rQ —yp

Les coordonnées des points d’intersection de la droite L et la courbe (E) sont
solutions du systeme :

=23 tax+b
{y (2.3.2)
y=Ar+7
d’ou;
A +9)?=2"+ar+b
et donc :

23— N22% + (a — 2\y)z + (72 — b) = 0 (4).

Les coordonnées des points P, ) et Px() sont trois solutions de notre systeme,
I'équation (4) peut donc étre écrite de la maniere suivante :

(x —xp)(r — zg)(x — xpug) = 0.
Ce qui donne apres développement :
2% — (Tp + 70 + Tpag)T? + (TpTQ + TQTPLQ)T — TpTQTPug = 0 (5).
En égalisant les coefficients de (4) et de (5). On obtient :

IP*Q:)\Q—JZp—xQ (233)
YrsQ = ATpw + 7. o
En remplaant v par sa valeur, on obtient :
2
JIP*Q:)\—JL'p—JIQ (234>
ypi@ = Mxpig — 2p) + Yp-

Le point P + @ est le symétrique par rapport a ’axe des abscisses du point
P %@, donc :

{xp+Q:)\2—xp—xQ (2.3.5)

Yp+g = Map —Tpig) — Yp.
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Sizp=uxq:
Or on a supposé que P # (). Comme zp = x¢g on a forcément yp # yq. Le
point @) est donc l'inverse du point P, ainsi P+ Q = O.

2.3.2 Calcul du doublement de P

Siy,#0:
La droite tangente E passant par le point P a pour équation L :y = Ax + v
ol A est la pente de la tangente la courbe E en P et v = yp — Axp. Notons :

E: f(z,y) =9y —2°—ax —b=0 (6).
Le coefficient A\ est alors donné par :

%\P_Bx%#—a

A= — _
%‘P 2yp

On remarque ensuite le méme calcul qu’au paragraphe précédent (il suffit de
remplacer @) par P et P x @ par 2P). On obtient :

2
{ Top = X'~ 20p (2.3.6)
Yop = A(IP - sz) —Yyp
avec )
\ = 3rp +a
2yp
Si Yyp = 0:

La tangente en P a la courbe E est verticale et ne coupe E qu’au point P.
Le point P est alors un point d’ordre 2 et on a 2P = O.

2.4 Laméthode de factorisation : Elliptic Curves
Method (ECM)

On peut utiliser les courbes elliptiques pour factoriser certains entiers. La
méthode (ECM) dont nous allons donner le principe est due & LENSTRA ;
c’est un algorithme probabiliste rapide pour la décomposition en produit de
facteurs premiers qui utilise des courbes elliptiques.

Cet algorithme comprend quatre étapes.
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L’idée est la suivante : supposons que nous voulions factoriser un entier N.
On note p un diviseur premier de N (que I'on ne connait pas).
On choisit aléatoirement une courbe elliptique sur Z/NZ. On fait les calculs
sur les courbes elliptiques (addition de points ...) comme si N est premier,
en espérant une erreur de calcul au moment de calculer certains inverses.
v' Etape 1 : Choix d’une courbe elliptique

E:y? =23+ ax + b et une borne B € N.

On tire au hasard trois entiers a, x, y compris entre 0 et N — 1. Puis

on calcule le pged de ces différents cas :

posons d = pged(A, N), avec A = 4a® + 27b%.

e Sid= N, on recommence au choix des trois variables.

e Sid+# 1etd# N on a un diviseur non trivial, c’est encore mieux
car
pged(4a® + 27b%, N)

donne un diviseur strict de N.

e Sid=1, trivial.
Remarquons que puisque 4a® + 27b? est premier avec N, il est premier avec p
et est inversible dans Z/pZ. L’équation b = y? — 2% — ax dfinit une courbe el-
liptique sur E(Z/pZ), que nous noterons E(a, b, p) (signalons que, puisqu’on
ne connait pas p, on ne connait pas cette courbe elliptique).
v' Etape 2 : Choix d’un point sur la courbe elliptique
On trouve deux entiers z et y tels que
y? = 2% + ax + b. En particulier, P = (x,y) est un point de la courbe
elliptique E(a, b, N).
v' Etape 3 : Choix d’un entier auxiliaire
On choisit k£ un entier qui est produit de petits facteurs premiers a des
exposants déja élevés. Par exemple, k = 219385674,
v Etape 4 : Calcul sur les courbes elliptiques
Dans cette partie, nous allons regarder les courbes elliptiques sur I'an-
neau Z/NZ de maniére naive, (i.e. en réduisant les coefficients des
courbes elliptiques et les points sur ces courbes modulo N).
L’idée est de regarder une courbe elliptique sur 'anneau Z/NZ ou N
est le nombre a factoriser, mais de maniere naive ; ¢’est-a-dire que pour
additionner deux points de la courbe nous calculons la pente de la
courbe passant par ces points et la réduisons modulo N.
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On calcule les coordonnées du point kP, en utilisant les formules clas-
siques, les calculs s’effectuant modulo N. Ces calculs font intervenir
des divisions, et n’est pas toujours possible modulo N : il faut que le
dénominateur D soit premier avec N. Mais ce qu’on espere, c¢’est ce qui
n’est pas le cas.
En effet, si D n’est pas premier avec N, pged(D, N) donne un diviseur
premier de N.
Si les calculs n’aboutisent pas, on recommence a ’étape 1 en changeant
de courbe elliptique.
Pourquoi ¢a marche ?
Si une courbe elliptique E(a, b, p) (p diviseur de N') comporte m points,
tel que m est produit de facteurs premiers, alors m | k.
k est donc un multiple du cardinal du groupe de la courbe elliptique
et d’apres le théoreme de Lagrange kP = O (point a l'infini). Dans ce
cas, dans le calcul de kP, une erreur va se produire et on va trouver un
diviseur de N.
Pour le choix de la borne lissité, on peut tenir du raisonnement suivant :
si p est un facteur de N alors p < v/N d’apes le théoreme de HASSE,
on peut prendre B > (N1 + 1)2.

Factorisation par la méthode de LENSTRA

Exemple 2.4.1.

Factorisons N = 3397 par la méthode des courbes elliptiques (ECM)
Choisissons la courbe elliptique définie par E : y? = x3 + 4x + 25 et le point
P=(3,-8)

Vérifions que P € E.

Eneffet 33 +4x3+25=64=82=y?> douy=28 ouy=—S8.

Soit y = —8, d'ou P € E.

On commence par calculer 2P selon les formules habituelles. On calcule la
pente de la tangente en P qui vaut;

32 31
A= E 3L (3307,
2yp —16
Trouvons l’entier C'.
Nous avons
3L _ 03307
—-16
—16C = 31 [3397].
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Pour éliminer le —16 qui est devant le C', il faut chercher un y tel que
—16y = 1 [3397]. Pour cela on peut résoudre l’équation —16y + 3397x = 1.
En utilisant algorithme ’EUCLIDE -

3397 = (—212)(—16)+5
16 = —4(5)+4
5 o= 14)+1=1=5—1(4).

On tire
1 = —3(3397 + 212(—16)) — (—16)
= —16(—637)
= —16(2760),
—16(2760) = 1 [3397];

donc —16 est inversible modulo N d’inverse 2760

ona—16C = 31[3397]
2760(—16)C = 2760 x 31 [3397]
C = 85560 [3397]
C = 635][3397]

Par suite, la pente de la tangente en P est 2= = 635 [3397]. On tire le point
2P de coordonnées (z2p, yap)

Top = N —21p

635% — 2 x 3 [3397]

403219 [3397]

2373 [3397]

—yp + Azp — 22p) [3397]
—(—8) + 635(3 — 2373) [3397]
—443(3397) — 71 [3397]

(3397 — 71) [3397]

= 3326 [3397].

Yap

D’ou
2P = (2373, 3326).
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On calcul ensuite
3P=2P+ P.

La pente de la droite (P, 2P) serait

 pep—yp 3326 (—8) 3334

A = = .
Top — Tp 2373 -3 2370

Mais 2370 n’est pas inversible modulo N. En effet le
pged(2370,3397) = 79 # 1.

Le calcul de X\ échoue et révele, ce faisant, un facteur de N = 3397, a savoir
79.
Finalement le nombre 79 est un facteur de 3397.
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Chapitre 3

Autres méthodes de
factorisation

Dans ce chapitre, on donne quelques méthodes de factorisation des entiers.
Les méthodes de factorisation citées dans ce chapitre font référence aux tra-
vaux dans [6].

Soit N > 2. Trouver les nombres premiers py, ps, . . ., ps €t les entiers ey, es, . . . , €4
tels que N = p{'p5? - - - pS.

Par réduction, on se ramene aux trois problemes suivants :

e st ce que N est un nombre premier ?

e Sinon, est ce que IV est une puissance d’'un nombre premier ?

e Sinon, trouver d avec 2 < d < N et d un diviseur de N.

Le cas le plus défavorable est que si N = pq avec p et ¢ des premiers de méme
taille.

3.1 Méthode p — 1 de POLLARD

Cette méthode repose sur le petit théoreme de FERMAT que nous allons
énoncer ci-dessous.

Elle a été présentée par J.M. POLLARD en 1974. Soit /N un entier composé.
La méthode de factorisation p — 1 de POLLARD permet de déterminer les
diviseurs premiers de .

Théoréme 3.1.1.
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Soit p un nombre premier. Tout entier a satisfait :
a? = alp]
de plus st a n’est pas divisible par p alors

a’t = 1[pl.

Preuve

Considérons d’abord le cas ou p ne divise pas a, alors a € (Z/pZ)*.

Par conséquent, nous avons

a® = alp]
a+kp

donc on a :

a’* —a = kp
(aP~t —1) kp (car p ne divise pas a)
a” ' = 1+kp
1[p].

Si p divise a alors a = 0[p], donc c’est trivial.

]

Définition 3.1.2. Un entier N est B—lisse si tous les facteurs premiers de

N sont inférieurs ou égaur B.

Un entier N est B—super lisse si toutes les puissances premieres divisant N

sont inférieures ou €gales a B.

La méthode de factorisation p — 1 de POLLARD permet de factoriser un
nombre N dont un facteur premier p est tel que p — 1 est B— super lisse.
Cela signifie que p —1 est un facteur de B! (avec Bl = Bx (B—1) x---x 1).

Choisissons un entier b tel que 1 < b < N.
On peut supposer que b est premier avec N, donc on a :

bP[N] = MPTIIN]
= (" [N
(BF [N])P~! + ko N
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avec ki, ko € Z et b€ Z/NZ.
Et donc, d’apres le petit théoreme de Fermat :

bPIN] = MmN

= (B"[N])PN]
P = (V)
donc
b = 1fp]

posons M = Bl.
Et comme b est premier avec N. L’entier p est donc un facteur de :

VM[N] - 1.

Les nombres N et b [N] —1 ont donc un facteur commun que I’on peut faire
apparaitre grace a un calcul de pged.
Pratiquement on calculera

pged(b¥[N] — 1, N)

pour t allant 1 a B et s’arrétant dés que le pged est différent de 1, on obtient
un facteur non trivial de N qui est un multiple de p, ce qui permet souvent
d’obtenir p.

Algorithme p — 1 de POLLARD :

1. on choisit un entier naturel B, dans la plupart des cas, choisir B = N T
est suffisant,

2. on choisit un entier b tel que 1 < b < N (par exemple b = 2 ou b = 3),

3. on calcule le pged(b, N) = d,
si 'on a d # 1, on obtient un diviseur non trivial de N et I'algorithme
est terminé,

4. silon a d =1, on calcule ¥ [N], puis l'entier :
d = pged((0"[N] - 1, N),
e sil'onal<d< N, alors d est un diviseur non trivial de N.

e si d =1, on reprend la premiere étape avec un plus grand entier B.
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e si d = N, on recommence a la premiere étape avec un plus petit B ou
a la deuxieme étape avec un autre entier b.
Factorisation par la méthode de p — 1 de POLLARD

Exemple 3.1.3.

Factoriser 'entier N = 1403.

Application de la méthode p — 1 de POLLARD.
On choisit B = 2 et évaluer

2M [1403] pour B = 2,3,4, ..., et on calcule

pged(2M — 1,1403)

xB =2,
22 =4

pged(2? —1,1403) =1

donc est un facteur trivial, passer a la prochaine étape.
*B = 3,
2% =64

pged(23 —1,1403) =1

donc est un facteur trivial, passer a la prochaine étape.
*B =4,
2% = (2%)1 = (64)* = 142 [1403]

pged(24 —1,1403) =1

donc est un facteur trivial, passer a la prochaine étape.
xB =5,
25 = ((64)%)° = 794 [1403]

pged (2% — 1,1403) = 61 # 1
et nous trouvons
1403 = 61 x 23

donc l'algorithme s’arréte 1a;
61 est donc un diviseur non trivial.
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3.2 Meéthode rho de POLLARD

C’est une méthode présentée par POLLARD en 1975. Soit N un entier com-
posé. Son efficacité pour factoriser N dépend de la taille du plus petit diviseur
premier de .

Principe

Il repose sur I'idée suivante. On choisit un polynéme f(X) a coefficients dans
7Z et un entier Xy < N, par exemple Xy = 1 ou 2, ou un autre entier choisi
de fagon aléatoire. On considere la suite (X;);en par les égalités :

Xiy1 = f(X;) [N] pour i =0,1,2,...

Autrement dit, X;,; est le reste de la division euclidienne de f(X;) par N.
Les entiers X; sont compris entre 0 et N — 1.

On calcule le terme de cette suite dans I'espoir de trouver deux entiers dis-
tincts, disons X; et X;, qui sont congrus modulo un diviseur de N autre que
1.

On peut alors expliciter ce diviseur en calculant le pged(|X; — X[, N).
Factorisation par la méthode rho de POLLARD

Exemple 3.2.1.

Hllustrons cette idée avec un petit entier N, par exemple N = 319 (pour lequel
cette méthode est évidemment inutile). Prenons f(X) = X2+ 1 (ce n’est pas
un hasard) et Xo = 1.

On vérifie que l'on a :

Xl :2, X2 :5, X3 :26, X5 :246

On obtient I'égalité pged(Xs — X3, N) = 11, d'ou N = 11 x 29.

Dans Uapplication de cette méthode, il importe de choisir f(X) de sorte
que ses valeurs sur les entiers soient suffisamment aléatoires. Par exemple,
un polynome de degré 1 ne convient pas. Des expérimentations numériques
poussées laissent penser que certains polynomes de degré 2, comme X? + 1,
sont généralement bien adaptés.

3.3 Méthode de FERMAT

Soit NV un entier. Elle tres efficace pour factoriser N et surtout si NV s’écrit
comme un produit de deux entiers proches I'un de l'autre. Elle repose sur
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le fait trouver une factorisation de IV est équivalent a écrire N comme une
différence de deux carrés.
Plus précisément :

Lemme 3.3.1.
L’ensemble des couples (a,b) € N? tels que N = ab avec a > b, et celui des
couples (r,s) € N? tels que N = r? — s* sont en bijection.

Preuve
Soient A I'ensemble des couples (a,b) € N? tels que N = ab, avec a > b et B
I'ensemble des couples (7, s) € N? tels que N = r? — s%.
Les applications f: A — B et g: B —> A définies par :

F((ab)) = (%52, 252) et gl(r,5) = (r + 5,7 = 5).
Sont réciproques I'une de 'autre.
En effet, il suffit de remarquer que pour tout (a,b) € N? on a 'égalité :

a+ b\2 a—b\?2
= (%) - (%)
2 2

et quesi N=1r%—s?ou (r,s) e N} alors N=(r—s)(r+s), r+s>r—s.
Dans le cas ou N est le produit de deux entiers proches I'un de I'autre, il est
facile d’écrire N comme une différence de deux carrés, et donc de factoriser
N. C’est I'idée de FERMAT.
Plus généralement, soit LNV 2 la partie entiere N 2,
Supposons que 'on ait N = ab ou a et b sont proches I'un de 'autre, avec
a>b.
Posons r = “T*b et s = “T’b
On a N = r?2 — s2. L’entier s est petit et » donc plus grand que N3 tout
en lui étant plus proche. Par suite, il existe un petit entier naturel u tel que
(LN2o+2)2—N),z=1,2,3, ... soit un carré.
Afin de déterminer un tel entier x, on examine successivement les entiers
N2+ 1, LNz i+ 2, ... et on teste pour chacun d’eux si son carré moins N
est un carré. Si 'on y parvient, on obtient N comme une différence de deux
carrés, ce qui fournit une factorisation de N. O
Factorisation par la méthode de FERMAT

Exemple 3.3.2.
factoriser ’entier N = 7081

I_N%J =84
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(84 + 1) — 7081 = 7225 — 7081 = 144 = 12?
(84 +1)* — 7081 = 122
d’ou l’égalité, )
N=(r—12)(r+12) avecr = N2, +1
N = (85 —12)(85+ 12) = (73)(97).
Finalement N =73 x 97 , on obtient ainsi N = pq.
Factorisation par la méthode de FERMAT

Exemple 3.3.3.
factoriser l'entier N = 2027651281

LN? = 45029

il faut aller jusqu’a v =12 :
(45029 + 12)? — 20276512812 = 1040400 = (1020)?

ce qui donne la factorisation de N
N = (r —1020)(r + 1020) avec r = L N2+ 12

N = (45041 — 1020)(45041 + 1020) = (44021)(46061).

Finalement N = 44021 x 46061, on obtient ainsi N = pq.

3.4 Quelques applications

La cryptographie est de proposer des méthodes pour coder facilement de
I'information de telle sorte que le décodage soit difficile. Si I'on ne possede
pas la signature d’authentification adéquate comme dans la méthode de RSA
qui est un systeme de codage a clé publique de taille infrieure et utilise la
notion de factorisation aussi bien qu’avec les courbes elliptiques.

La méthode de cryptographie a été inventé en 1977 par Ron RIVEST, Adi
SHAMIR et Len ADLEMAN :

PRINCIPE DE FONCTIONNEMENT :

Si Bernard souhaite recevoir des messages en utilisant le RSA, il procéde de
la fagon suivante :

e Création des clés : Bernard créé quatre nombres p, q, e, et d.
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1. p et g des grands nombres premiers distints,
2. on calcule N = pq,

3. onpose: z=(p—1)(g—1) et on choisit un entier e au hasard, premier
avec z tel que 1 < e < z,

4. on calcule d x e = 1[z] pour enfin déterminer I'unique inverse e et d, on
peut trouver d a partir de e, p et ¢ en utilisant ’algorithme d’EUCLIDE.

5. Distribution des clés :
* K = (e,n) constitue la clé publique de Bernard,
*K i = (d,n) constitue sa clé privée.
e Envoi du message codé :
Alice veut envoyer un message codé a son ami Bernard. Elle le représente
sous forme d’un ou plusieurs entiers.
M (message clair) compris entre 0 et NV — 1.
Alice calcule C' = M¢[N], tel que C' (message crypté).
e Réception de message codé :
Bernard recoit C et il le calcule grace a sa clé privée,
M = CYN], tel que M (message décrypté).

Exemple 3.4.1.

On se donne deux entiers p et q,
p=11 et g =>5.

Donc on calcule N,

N =11x5=055

On calcule z = (p — 1)(qg — 1) = 10 x 4 = 40.

On choisit e un entier premier avec z tel que 1 < e < z alors 1 < e < 40.
Donc on peut prendre e =7, on calcul d a partir de (d x e) = 1]z].

On trouve d = 23.

On a maintenant nos clés :

x La clé publique est (e, N) = (7,40) (clé de cryptage),

x La clé privée est (d, N) = (23,40) (clé décryptage)

Exemple 3.4.2.

On se donne deux nombres p =29, q = 37,
On calcule N = pq = 29 x 37 = 1073.

On calcule z, tel que 1 < e < z,

z = 1008 et soit e =71

40



On choisit tel que 71 x d = 1 [1008],

On trouve d = 1079 ,

On a maintenant nos clés.

x La clé publique est (e, N) = (71,1073) (clé de cryptage),

x La clé privée est (d, N) = (1079,1073) (clé décryptage).

On va crypter le message le message “HELLO7” tel que M = 7269767679.
Ensuite, il faut découper le message en blocs qui comportent moins de chiffres
que N,

N comporte quatre chiffres, on va découper notre message en blocs de trois
chiffres 726 976 767 900 (on compléte avec des zéros). Ensuite on crypte
chacun de ces blocs :

7267 [1073] = 436
976" [1073] = 822
7677 [1073] = 825
9007 [1073] = 552.

Le message crypté est 436 822 825 552.
On peut le décrypter avec d :

436107 [1073] = 726
822107 [1073] = 976
825107 [1073] = 767
5221079 [1073] = 900.

C’est- a- dire la suite de chiffre est 726 976 767 900,

On retrouve notre message en clair 7269767679 : "HELLO“.

Conclusion

Dans ce mémoire, apres avoir rappelé les notions de bases, et quelques pro-
priétés, nous avons donné la définition d’une courbe elliptique et nous avons
décrit la méthode de factorisation d’entiers basée sur les courbes elliptiques ;
puis nous avons donné d’autres exemples de factorisation. D’autres améliorations
sont envisageables, nous n’avons pas pu les décrire toutes. Il est par exemple
possible d’utiliser d’autres formes que celle proposée par LENSTRA. Ainsi,
partant de ces méthodes de factorisation nous avons présenté quelques ap-
plications.
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